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,Eqy kobot pedig lehetetlen szétbontani Rét
Robre eqy negyedik, hatvinyt Rét negyedik, hatvinyra és dltaldban a négyzet
Kivételével egy hatvinyt egy ugyanolyan két hatvinyra. Erre taldltam egy
valdban csoddlatos bizonyitdst, de a lapszél tiil keskeny ahhoz, hogy befogadja.”

@ierre de Fermat)



1. Bevezetés

A szamelmélet a matematika torténetének kezdeteit6l muvelt, a mai napig sok
megvalaszolatlan kérdést felveté tudomanyag. Az alapjainak a tanitdsa szerepel az altalinos és
kozépiskolak matematika tantervében is. Mar az 6kori matematikusok is, mint példaul Eukleidész,
Erathoszthenész is foglalkoztak szamelméleti problémakkal. Régészeti leletek bizonyitjak, hogy az
ember mar az &skorban is hasznalt szamokat. A kiilonb6z6 szamok jelképes jelentést nyertek, igy

alakult ki a szammisztika.

A Bibliaban kiilonosen az Oszovetségben a 7-es szam jatszott specialis szerepet, a hindu
mitologiaban a 10-nek volt jelent6sége. Az dkori matematikusok, akik elsésorban a pozitiv egész
szamokkal szamoltak, észrevették e szamok érdekes tulajdonsagait. Kialakultak a négyzetszamok,

haromszogszamok, primszamok és az Gsszetett szamok fogalma.

A szamokkal val6é jatékbol mara az egyik legérdekesebb, és a gyakorlatban is jol
hasznalhaté tudomanyag fejl6dott ki, A mai szamelmélet lényegében a szamokrol és a
szamolasrol szerzett évszazados tapasztalat. A szamelmélet bizonyos részei a matematika igen
komoly fejezeteivé valtak, mely a gyerekek szamara nehéz. Mas teriileti viszont a szamokkal valo

jaték soran kozérthetéek. Ezért sok eleme az alapfokt oktatas anyagaba beépithetd.

Szakdolgozatomban harom, altalam valasztott tankonyv Szamelmélet ciml fejezetét
hasonlitom Gssze azon szempontok szerint, hogy a szamelmélet mely tertleteit érintik, s melyeket
nem. A koézosen targyalt részek miben kilénboznek, illetve hasonlitanak, s hogy a tankoényvek

mennyire felelnek meg az emelt szintd érettségi elvarasainak.



1.1.  Valasztott tankényvek:

Kosztolanyi Jozsef, Kovacs Istvan, Pintér Klara, Urban Janos, Vincze Istvan:

Sokszind Matematika 9. Szeged, 2006, Mozaik Kiadd

Hajnal Imre, Szamado Laszl6, Békéssy Szilvia:

Matematika 9. Budapest, 2006, Nemzeti Tankonyvkiado

Hajdu Sandor, Czeglédy Istvan, Hajdu Sandor Zoltan,
Koviacs Andras, Roka Sandor:

Matematika 9. Budapest, 2006, Miszaki Kiadé




2. A matematika tantargy tanitasa
2.1. Miért tanitunk matematikat?

Nem konnyt feladat a matematika tanitdsahoz utmutatast adni, hiszen ez az a
tantargy, amely elvontsagaval felilemelkedik minden mas tudomanyon, és ez altal az
oktataspolitikdk, a tantervek, vizsgaszabalyzatok forgészinpadanak allandé szereplje marad. A
matematika tartalmi valtozasai alig-alig kovették a  kozoktatas reformtorekvéseit, a
kovetelményeknek legfeljebb csak a szintje” tolodott le vagy éppen fel, raadasul azok
érvényesilését is nagyon fékezték a szaktanari beidegz6dések. Ebbdl kovetkezéen kérdezhetné

barki, hogy akkor mi sziikség van az 4j tantervre, Gj tankényvre, itmutatora?

Maga a tantargy tartalma, szerkezete, a tantervi rendszerben betdltott szerepe napjaink
valtoz6 vilagiban sem veszitette el meghataroz6 szerepét, ugyanakkor a tanitas célja, moddja,
eredménye, a tanul6é inditékai, motivaltsaga, tanulasi stratégidgja alapvetéen megvaltozott.
Nemcsak a tankoételes kortak és a felnSttek tanuldsa/tanitisa kulonbozik lényegesen, hanem a
»hagyomanyos” és a mai, holnapi felnéttoktatas résztvevéi is mas és mas metodust igényelnek a
pedagogustol, az iskolatdl. Ugyanaz a tanar, ugyanazzal a médszerrel ma mar nem lehet sikeres a
felnéttoktatasban, mint egy évtizeddel ezel6tt. Mara mar egyértelmivé valt az iskola
hangsulyozottan ,,szolgaltaté” jellege, a tanulokért folyd versengés alapjaiban megvaltoztatta a

tanitasi stratégiankat.

A felnéttkora tanuldk jelent6s része mar tisztaban van azzal, hogy sajat érdekiik, hogy az
iskolaban nem csak a bizonyitvanyt, hanem a gyakorlatban hasznosul6 ismereteket, szakmai
tovabblépésiik alapjat kell megszereznitik. Ezt kell a tanarnak szem el6tt tartania a vizsgara, az
értékelésre torténd felkészités kozben is. A vizsga, igy az érettségi vagy diploma sem végsé cél,
csak eszkoz. Ehhez pedig ismerniink kell, el kell fogadnunk a munka vilaganak kivanalmait. A
tantermekben, az oktatds soran szem el6tt kell tartanunk az informiciés tarsadalom, a
»multimédia” altal el6idézett gazdasagi és tarsadalmi valtozasokat. A pedagogus akkor tolti be
hivatasat, ha tantargyan keresztil felkésziti hallgatoit azoknak a kihfvasoknak a megvalaszolasara,

amelyek tovabbtanuldsban és harmonikus tarsadalmi beilleszkedésben fogalmazédhat meg.



2.2. A matematika tanitas gyakorlata

Napjainkban a matematikai nevelés, a matematikai ismeretek atadasanak modszertana a
tanulok gondolkodasanak fejlesztését tartja legf6bb feladatanak. Az 6rakon sokféle hatékony és
tudatos eljarast alkalmaznak a matematikatanarok a tanuldk problémamegoldd képességének
fejlesztésére. Kutatasokat igényel az, hogy a matematika-tananyagban a gyakorlati, illetve a
matematikan belili problémakat milyen aranyban célszerl szerepeltetni ahhoz, hogy a tanuldok
tobbségénél optimalisan el6segitse a problémamegold képesség fejlédését. Ebbdl a szempontbdl
fontos tényezé a tanulok életkori sajatossagainak és a megszerzett matematikai kompetenciaknak

a szerepe a tovabbtanulasban, illetve a munkaba allaskor.

A kommunikaciés kompetencia fejlesztése a matematikadrakon sokféle formaban val6sul
meg. A szovegértés elbsegitése, a killonb6z6 kommunikacios szintek és eszk6zok szerepeltetése
része a tanitasnak, de a tanidrok tobbségének ez a tevékenysége kevéssé tudatos. A
tanulasszervezési médok kozil a frontalis osztalymunka és a tanari magyarazat a leggyakoribb,

orvendetes, hogy az egyéni munka és a megbeszélés el6fordulasa nétt az évek alatt.

Az 1. dbra megfogalmazza, hogy az elmdlt kozel szaz évben mit tarthattunk a

matematika és ezzel Gsszefiiggésben a matematika tanitasa legf6bb jellemzijének.

Mit tanit, aki matematikat tanit?

MATEMATIKA

az egyetemes a logikus gondolkodas a termeészet és mas kompetenciak
kultira része egy maodellje jelenségek nyelve hordozoja

A magyar matematilai nevelés modernizicids folyamatanakirinya

1. abra A matematika tanitas jellemz6i

A pedagbgus kozvéleményben és még inkabb a laikus kozvéleményben elterjedt nézet,
hogy az iskolai tantargyak kézil a matematika az, amelyik leginkabb hivatott a tanulék logikus
gondolkodasat, problémamegold6 készségét fejleszteni. Az kétségtelen, hogy ez a fejlesztési

teriilet a magyar matematikai nevelésben sok j6 hagyomannyal és j6 gyakorlattal rendelkezik.



2.3. A problémamegoldo képesség fejlesztése a matematika 6ran

Az elmalt évtizedek matematikatanitasi gyakorlataban az egyik legjelentésebb el6relépés
az volt, hogy altalanosan elfogadotta valt a matematikat tanit6 pedagogusok kérében az, hogy a
matematikai nevelés legfontosabb, vagy egyik legfontosabb feladata a tanulok gondolkodasanak,
problémamegold6 képességének a fejlesztése. A problémak a mindennapi élet, a matematika,
valamelyitk masik tantargy, vagy mas tudomanyok tertletérél egyarant szarmazhatnak. A kérdés
az, hogy ezt a célt a tanuldk tObbségénél milyen uton lehet a legbiztosabban megkdzeliteni. A
matematika6rakon targyalt problémak els6sorban a gyakorlati élettel kapcsolatosak legyenek, vagy

inkabb matematikan beluli kérdéseket tartalmazzanak.

A koznapi gondolkodads, a matematikai gondolkodas és a matematika felhasznalasanak

alland6 kolcsonhatasban levé mozzanatait az alabbi folyamatabra (2. dbra) szemlélteti.

MATEMATIKAN BELULI, VAGY GYAKORLATI PROBLEMAK

L osszetett,
. o matematiloai )
koznapi fogalmak gyakorlati, vagy
tapasztalatok Py . tudemanyos

problémail

|

2.abra A kéznapi és a matematikai gondolkodas kélcsonhatasa

matematikai modell

A kérdés tehat az, hogy a problémamegold6é gondolkodas minél hatékonyabb fejlesztése
érdekében a fenti séma melyik lancszemére tegye a hangsulyt a kézoktatasban a magyar

matematikai nevelés.

Ha a tanuldi gondolkodas folyamatanak fejlédése iranyabol elemezziik a kérdést, akkor azt
kell hangsulyozni, hogy a kezdeti szakaszban a pontos matematikai fogalmak kiépiilése a tanulok
minél tobb ¢és sokoldald gyakorlati tapasztalatara, el6zetes tudasara épitve, az 6 aktiv
részvételiikkel érheté el. Ennél a korosztalynal a motivalds és a valtozatos tevékenykedtetés
szempontjai is azt kivanjak, hogy a matematikaéran megoldott problémak minél inkabb

kapcsolatban legyenek a tanulék személyes tapasztalataival, a gyakorlati élettel.

A kozépiskolaban azoknak a tanuloknak a matematikai fejlesztését, akik varhatéan nem

folytatjaAk tovabb matematikai tanulmanyaikat, a mindennapi élet szikségleteinek kell



meghatarozniuk, {gy az 6 esetiikben arra van sziikség, hogy a problémamegoldd képességiiket
nagyobb részben a gyakorlati életbdl vett feladatokkal fejlessziik. Ennek a folyamatnak nagyon

lényeges mozzanata a modellalkotasi képesség fejlesztése.

A fels6foku matematikai tanulmanyokra készilé kozépiskolasok esetében a matematika
igényes alkalmazasa a valasztott palya szakmai problémainak megoldasakor keriil majd sorra.
Nekik a matematikan belili problémak megoldasaban szerzett készségekre és biztos szaktargyi

ismeretekre van sziikséguk a fels6fokd tanulmanyokban val6 helytallas szempontjabol.

Arra a kérdésre tehat, hogy inkabb gyakorlati problémak, vagy inkabb matematikan belili
problémak targyalasira tegye a hangsulyt a matematika tanitisa, minden fontos szempontot
tekintetbe vevé valaszt kutatasok, elemzések és a tanitasi gyakorlat allandé parbeszédével

kaphatjuk meg.

2.4. Matematika és nevelés

A matematika a szigorian fegyelmezett, mégis rugalmas gondolkodasra, a
problémamegoldasra nevel. Vilagos, kristalytiszta logikat igényel, és azt fejleszti. Kapcsolatos —
vagy kapcsolatba hozhaté — minden hétkéznapi targgyal, jelenséggel. Nem megkeriilhetd és
kiemelend6 a tantargy nevel6 funkcidjal Ennél a tudomanynal hangsilyozottan igaz, hogy
mindenféle, pedagdgiai szempontbdl kiméddolt nevelési cél nélkil maga a tantargy, illetve
ismeretanyaganak tanulasa, a vele val6 foglalkozas hordozza magiban a ,nevelédés”
sziikségszeriségét. Hiszen elfogadhaté ,,szamszaki” eredmény nem érheté el a gondolkodas
fegyelmezettsége, az iras, jegyzetelés, abrazolas praktikus rendje, a realis és megfellebbezhetetlen
dontés folyamatos kényszere nélkil, s6t ennek hianyaban mar a probléma felismerése, a feladat
megfogalmazasa, a cél meghatarozasa sem sikeriilhet, legyen sz6 akar egy elemi szintd gyakorlati

feladvanyrol, akar egy nehéz elméleti tételrdl.
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A tantervek kovetelményrendszere a konkrét ismeretanyag mellett természetesen
tartalmazza a gondolkodasra nevelés kévetelményeit is, a gondolkodasi modszerek alapozasat. A

tanulas folyamatanak minden szintjén fontos szerepe van

%  a kreativitis,
% adeduktiv és az induktiv gondolkodas,
% az absztrakcid,

% az anal6gidk hasznalata képességének.

Ebben rejlik a matematika tanitasanak, tanulasanak a szépsége, de ez okozza a nehézségét
is. A tanulasat tovabb neheziti, hogy sokan személyiségiiktSl tavolinak érzik, és hozzaallasukban
ez mutatkozik meg. Eppen ezért a matematika megtanitisihoz vezeté optimalis utat csak gy

lehet megtalalni, hogy az él6 gyakorlat matematikai vonatkozasaibol induljunk ki.

A tanulé szamara — minél alacsonyabb évfolyamon, minél csekélyebb el6ismerettel
rendelkezik, annal inkabb — a sajat egyszer hétkoznapi teenddin, azok megoldasan atvezethet az
ut az elvont tudomanyos absztrakcié felé. Ugyanakkor mas tantargyak ismeretanyaganak
feldolgozasa is matematikai eszk6zok hasznalatat igényli, igényelheti, legtobbszoér e tény

tudatosuldsa nélkul.

2. 5. Tankonyvek ¢és taneszkozo6k helyzete

A taneszk6zOok helyzetének alakulasa az elmult évtized iskolaszerkezeti, tantervi

valtozasainak, valamint a taneszkozforgalom piacosodasanak az elemzésébdl vezethetd le.

Viltozatlanul a nyomtatott taneszkézoknek — a fankinyveknek és példatiraknak — van a

legnagyobb szereptik az oktatasban.

Masfél évtizeddel ezel6tt iskolafokozatonként egy, esetleg kétféle tankonyv volt
forgalomban. Az els6 hat- és nyolcosztalyos gimnaziumok megjelenésével parhuzamosan
elsésorban az 6 14j igényeiket kielégitendé 4j matematika-tankonyvek jelentek meg. Ekkor az 4j
tantervi elrendezéseknek megfelel6 tananyagtartalom megjelenitése jelentette a legfontosabb
szempontot. Kilonbozé modszertani, szemléleti elképzelések huzoédtak meg a tankonyvekben, de
az Ujité torekvés mindeniitt jelen volt. A NAT elfogadasa, majd bevezetése, végul a kerettanterv

bevezetése egyre bovitette a matematika-tankonyvek kinalatat.
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Mara mind a fels6 tagozat, mind a koézépiskola vonatkozasaban bdséges a tankinyvvdlasgték.

Ez bizonyos hatarok kozott kifejezetten 6rémteli dolog.

Azok a tankOnyvek, amelyek érdeklédésre tarthatnak szamot, tananyagtartalmukat
tekintve megfelelnek a kerettantervi kévetelményeknek, tartalmazzak a kerettantervi matematika-
tananyagot, de a koézépiskolai tankényvek legtébb esetben nem csak azt. Ez elsésorban abbdl
adodik, hogy sok korabbi tankonyv kerettanterv szerinti atdolgozasakor a szerz6(k) azt a
megoldast valasztotta, hogy meghagyta a korabbi tartalmat, kiegészitette a kerettantervben ujként
szerepl részekkel. Igy a tankényvek nem adnak elég timpontot a minimalis és a kerettanterven
talmutaté kovetelményszintek megjelenitéséhez. J6 lenne, ha minden tanar megismerné a
valasztékot, kivalasztana azt a tankonyvsorozatot, tankonyvcsaladot, melynek koncepcidjaval

azonosulni tud, ezaltal hitelesen és meggy6z6éen tud azok alapjan tanitani.

Az 1990-es évek forduldjan az altalanos iskolak felsé tagozatan szinte kizardlag Hajdu
Sandor matematika-tankényveibdl tanitottak, s ez csak lassan valtozik. A Nemzeti
Tankonyvkiado, a Muszaki Kiado, az Apaczai Kiado, a Mozaik Oktatasi Studié, a Konsept-H
Kiado, a Raabe Kiad6 és még szamtalan kisebb kiado kindl a fels6 tagozat szamara tankényveket

és/vagy a fels6 tagozatos matematikatanitasat segité szakanyagokat.

Ma az 5. évfolyamtol indulva egyre tobben vasaroljak egy nagy tapasztalati tanarcsoport
altal készitett tankonyvesalad konyveit, melyekben sikeresen 6tvozték a szerz6k a hagyomanyos
értékek megjelenitését és a modern elvarasokat, a fejlesztés- és alkalmazas-kézpontd szemlélet

megvalositasat.
Sajnos, ma még fontos szempont a tankényvek kivalasztasaban az ar is.

Sziikség lenne a tanulék oOnallé tananyag-feldolgozasat inspiralé tankonyvekre, mert
torekedni kell(ene) arra, hogy ilyen értelemben is el6készitsiik a diakokat az egész életen at tartod

tanulasra, fokozatosan kialakitsuk a szakkényv hasznalatanak képességét.

A tankonyvek mellett megjelentek a matematikaoktatasban is egyéb, elsésorban
elektronikus oktatasi segédeszkozok. A kerettanterv célul tdzte ki ezek hasznalatanak

kiszélesitését, a jelenlegi gyakorlat azonban még csak a kezdeti Iépéseket mutatja ezen a tertleten.

Kilonb6zé matematikai  oktatoprogramok, interaktiv matematikai CD-k vannak
forgalomban. Ezekkel kapcsolatban a tanarok informaltsaga esetleges, a kevéssé hozzaértok

nehezen igazodnak el a kinalatban.
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Matematikabdl is 1étezik kotelezd taneszkozlista, az ebben szereplé szemléltetSeszkozok

beszerzését fokozatosan kell az iskolaknak megoldaniuk
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3. Szamelmélet a kozépiskolaban

3.1.

Tankonyvek 6sszehasonlitasa

Sokszind
atematika

Matematika 9.

Matematika 9.

Nemzeti Miiszaki
Mozaik Kiad6, 2006 | Tankényvkiado, 2006 |  Kiadé, 2006
Bettk hasznalata v v v
Hatvanyozas v v
A szamok normal alakja 4 v v
Egész kifejezések (polinomok) v v
Nevezetes szorzatok 4 v v
Szorzatta alakitis modszerei 4 v v
Miveletek algebrai tortekkel 4 v v
Oszthatosag v v v
Az euklideszi osztas v
Primszamok, Osszetett szamok v v v
Legnagyobb koz6s oszto, , L, L,
legkisebb k6z6s tobbszoros
Erdekesebb oszthatdsagi van L,
szabalyok (11, 7, 13)
Szamrendszerek v v v
Tokéletes, bévelkedd és L,
szUkolkodd szamok
A szamelmélet alaptétele 4 v v
Az 6sszes osztok szama v v v
Euklideszi algoritmus v v
Diofantoszi egyenletek v
Oszthatésagi szabalyok ,
kilonb6z6 szamrendszerekben
Négyzetgyok v v
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v': "Rendszerezé attekintés az 1-8. osztaly anyagabdl” cimd fejezetben szerepel

v':>Algebrai kifejezések, egyenletek, egyenlétlenségek, egyenletrendszerek’ cimd
fejezetben szerepel

v': ’Szimelmélet, szimrendszerek’ cim fejezetben szerepel

A fenti tablazatban Osszehasonlitottam, hogy az egyes tankonyvek a ’Szamelmélet’ cimt
fejezet alatt milyen témakat érintenek. Az Osszehasonlitasbdl lathaté, hogy melyek azok a témak,
amelyek mindharom tankonyvben megtalalhatok, s melyek azok, amelyekkel csak az egyik, illetve

ketté tankonyv foglalkozik.

A tablazatbol kiolvashato, hogy az olyan altalanos témak, mint példaul a betk hasznalta,
oszthatosag, legnagyobb k6z6s oszto, legkisebb k6z6s tobbszords, primszamok, szamrendszerek,
miveletek algebrai tortekkel, nevezetes szorzatok mindharom tankényvben megtalalhat6. Ezek a
kozépszintlh érettségi kovetelményeinek tesznek eleget. A Muszaki Kiad6 altal megjelentetett
tankonyv 4j témakkal is foglalkozik, mégpedig olyanokkal, melyek a masik két konyvben még
csak emlités szintjén sem szerepelnek. FEzek az oszthatésagi szabalyok kilonb6z6

szamrendszerekben, bévelkedd, sziikolkods illetve tokéletes szamok.

Az euklideszi algoritmus nem tartozik az érettségi kdvetelményei kézé sem kozép szinten,
sem emelt szinten, am az algoritmus megismertetése a tanulékkal nem haszontalan dolog. A
Muszaki és a Mozaik Kiad6 altal megjelentett tankonyvek foglalkoznak az euklideszi
algoritmussal. Mindkét tankényv példakon keresztil ismerteti meg az algoritmus menetét a

diakokkal.

A diofantoszi egyenletek fogalma és egyszeribb feladatok megoldasa az emelt szintt
érettségi kovetelményei kozé tartozik. Valéjaban mindharom tankényv foglalkozik a témaval, de
csak a Muszaki Kiad6 altal megjelentett tankényv nevezi igy nevén. A Sokszinti matematika az
"Egyenletek, egyenlétlenségek’ cimt fejezetben foglalkozik egyismeretlenes, kétismeretlenes, ...,
tobbismeretlenes elséfoku egyenletekkel, de nem diofantoszival. A Nemzeti Tankonyvkiadé
konyve szintén tanulmanyozza a diofantoszi egyenleteket, de nem a ’Szamelmélet’, hanem az Az
egyenletekrél” cimi fejezetben. S ami emeli a konyv szinvonalat az az, hogy a koényvben
olvashatunk Diophantosz ¢életérél, munkassagarél. De nemcsak Diophantosz-rél, hanem

Descartes-r6l, Euler-r6l, Piithagorasz-rol és sok mas jeles matematikusrol is.

Az oszthatosagi szabalyok kulonbozé szamrendszerekben szintén nem érettségi
koévetelmény, igy nem is tartozik a kotelezé tananyagba. Iskolai 6ra keretein belil szerintem nem

is célszerd megemliteni, mivel a f6 cél az, hogy a kozepes és gyengébb tanuldk elsésorban a 2, 3,
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4,5, 0, 8,9 szamokra vonatkozé oszthatdsagi szabalyokat sajatitsak el, és alkalmazzak helyesen. A

7, 11, 13 szamokra vonatkozé szabalyokat szakkori illetve fakultacios foglalkozasokon

bl

természetesen meg lehet emliteni, s6t szukségszert, hisz versenyfeladatokban eléfordulhat.

A harom tankonyv kozil a Muiszaki Kiadé konyve az 6sszes oszthatdsagi szaballyal
foglalkozik, mindegyiket remek példdkon keresztil ismerteti meg a tanuldkkal. Igazan jo Otlet
volt, hogy mindegyik szabaly szerepeljen a konyvben, egy helyen. Ezzel alkalmat teremt arra, hogy
egy nem jeles tanuld kivancsisagat is felkeltse, s talan egy-két percre elmeriljon a néha
bonyolultnak mondhaté matematika szépségeiben. A SokszinG matematika a koételezé
szabalyokon tul a 11-gyel val6é oszthatdsagi szaballyal foglalkozik még. Ezt egy * - gal megjelolt
példaban teszi, ezzel is érzékeltetve, hogy ez nem tartozik a tananyaghoz. A Nemzeti
Tankoényvkiadé konyve csak az érettségl kovetelményeinek eleget tevé oszthatdsagi szabalyokat

emliti.

A tokéletes, bovelkedd és szikolkodd szamok érdekes témakotre a szamelméletnek, de
szintén nem tartozik az érettségi kévetelményei kézé. A harom tankonyv kozil csak a Miszaki

Kiadé altal megjelentett tankényvben talalkozhatunk e témakorrel.

Osszességében az mondhaté el, hogy mindhidrom tankényv megfelel mind a kézépszintd,
s mind az emelt szintd érettségi kovetelményeinek. A Sokszini matematika nemhiaba sokszind,
hisz gyonyord szines abrakkal teszi a tanuldk szamara még szebbé a tanulasra forditott idét, s

probalja megszerettetni a diakokkal a matematikat. Igazan élvezet forgatni a konyvet.

A Nemzeti Tankonyvkiadé altal megjelentett tankonyv bar nem szines, de benne
ugyanuigy megtalalhaté az Osszes szabaly, tétel és definicid, kiegészitve abrakkal. A Muszaki Kiadé
tankonyve nemcsak egy egyszerd tankonyv. Tobb olyan témaval is foglalkozik, amelyek nem
tartoznak az érettségi kovetelményei kozé, de lelkes és tudasra ¢hes diakok érdekl6dési korének

eleget tesznek.

Egy pedagégusnak valészindleg nehéz donteni, hogy mely tankoényv legyen az, amelyet a

diakok megvegyenek és hasznaljanak kozépiskolai tanulmanyaik soran.

Szakdolgozatomban nagyrészt e harom tankonyv feladatibél és példaibdl allitottam Ossze
azt a tudds anyagot, amit a didkoknak a ’Szamelmélet’ témakorben elengedhetetlen tudni és

alkalmazni az érettségire valo felkésziilés soran és az érettségin.
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3.2. Az érettségi kovetelményei ’Szamelmélet’ témakorben

Az érettségi kovetelményeit két szinten hatarozzak meg:

@ Koézépszinten a mai tarsadalomban tijékozédni és alkotni tudé ember
matematikai ismereteit kell megkovetelni, ami elsésorban a matematikai fogalmak, tételek

gyakorlati helyzetekben valé ismeretét és alkalmazasat jelenti.

R

2 Az emelt szint tartalmazza a kozépszint kovetelményeit, de az azonos moddon
megfogalmazott kévetelmények koérében az emelt szinten nehezebb, tobb 6tletet igénylS
feladatok szerepelnek. Az emelt szint kévetelményei koézott specialis anyagrészek is talalhatok,
mivel emelt szinten elsGsorban a felsGoktatisban matematikat hasznalo, illetve tanulé didkok

felkészitése torténik.

Vizsgaszintek
Témak Kozépszint Emelt szint
Tudjon alapmuveleteket elvégezni.
Ismerje és hasznalja feladatokban az
Alapmiiveletek . . : L
alapmuveletek muveleti azonossagait
(kommutativitas, asszociativitas,
disztributivitas)

Ismetje, tudja definialni és alkalmazni az
oszthatosagi alapfogalmakat (0szto,

tobbsz6ros, primszam, Gsszetett szam).

Tudjon Osszetett szamokat primtényezSkre Tudja pontosan
bontani, adott szamok legkisebb k&zos meghatirozni a szamelmélet

Szimelméleti | tObbszorosét, legnagyobb ko6z6s osztojat alaptételét.

fsmeretek meghatarozni. S ezeket szoveges feladatok | Diofantoszi egyenletek
megoldasaban alkalmazni. fogalma, egyszeribbek
Ismerje a relativ primszamok definiciéjat. megoldasa.

Szamelmélet  alaptételének  alkalmazasa

feladatokban.

17




Vizsgaszintek

Témak
Kozépszint Emelt szint

Ismerje a 10 hatvanyaira, illetve a 2, 3, 4, 5, 0,

8, 9 szamokra vonatkozé oszthatosigl

Oszthatosdg szabalyokat. Oszthatosagi feladatok

Tudjon egyszerG oszthatosagi feladatokat

megoldani.

Tudja a szamokat atirni 10-es alapd | Tudja atirni a szamokat 10-
szamrendszerb6l 2-es alapu szamrendszerbe, | es alapt szamrendszerbdl n

Szamrendszerek

és forditva.

Helyiértékes {frasmod

alapt  szamrendszerbe,

forditva.

és
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3.3. Oszto, tobbszords, oszthatosag

A természetes szamok és az oszthatésag tulajdonsigainak tudomanyos igényt
tanulmanyozasa az Okori Gorogorszagban kezdédott. A gérég matematika kibontakozasa
kezdetén azonban a szamokat még kavicsokkal szemléltették. A szamfogalom igy természetesen
csak a pozitiv szamokra korlatozédhatott. Azok a szamok alkottak a paros szamokat, amelyeket

egyenl6 szamu fehér és fekete kavicsokbdl ki lehetett rakni. A tobbiek a paratlan szamok voltak.

Definicié: Akkor mondhatjuk, hogy egy b természetes szam osztdja egy a természetes
szamnak, ha van olyan k természetes szam, amelyre a = b * k teljesil. Ebben az esetben b

tobbszordse az a-nak. Jelolés: bl h
Tekintsuk a kovetkezd osztasokat::
- 9 osztdjaa 72-nek, mert 72 =98 +0

Azaz a maradék 0, illetve van olyan természetes szam, a 8, amelyet 9-cel megszorozva 72-6t

kapunk.

72 t6bbszotose a 9-nek. Jelolés: 9LI72

- 6 nem osztéja a 32-nek, mert 32 =06°5+2

Azaz a maradék nem 0. Jel6lés: 6 1 32. Nincs olyan természetes szam, amit 6-tal megszorozva

32-t kapnank.

Vigyazni kell arra, hogy az osztast és az oszthatésagot nem szabad 6sszetéveszteni. Az ,,0sztdja”

relacié és az ,,0sztas”, mint mavelet k6zott kilonbséget tesziink. A 0-val valé osztasnak (mtvelet)

nincs értelme, de a 0 osztdja a 0-nak, azaz OLD, hiszen van olyan k természetes szam, hogy

0 =0 "k teljestl.
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3.3.1. Az oszthatésag tulajdonsagai

(1) alla, hiszena - 1= a.

Tehat minden természetes szam osztdja onmaganak.

Igy példaul 9019, 78[178.

(2) Ha allb, akkor allb - c.
A feltétel azt jelenti, hogyha a osztéja b-nek, akkor a osztéja b tobbszoéroseinek is.

Példaul: 60118, akkor 6118 + 3

(3) Ha allb és blk, akkor a [ +c.

Ha egy Gsszeg minden tagja oszthatd egy szammal, akkor az Gsszeg is oszthatd ezzel a

szammal.

Példaul: 12 oszthat6 4-gyel, és 20 is oszthat6 4-gyel, igy 12 + 20 = 32 is oszthat6 4-gyel.

(4) Ha a[lb + ¢ és allb, akkor a[lk.
Tehat ha egy szam osztdja egy Osszegnek és az Osszeg egyik tagjanak, akkor a szam

osztoja az Osszeg masik tagjanak is.
Példaul: Ha 9081 + 27, azaz 9 [1108, és 9 [181, akkor 9 [127
(5) Ha a[lb és b, akkor a = b.

(6) Ha a[ll, akkor a = 1.

(7) Ha allb és bk, akkor allk.
Példaul: 3115 és 150190, akkor ebbdl kbvetkezik, hogy 3L90.
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3.3.2. Oszthat6sagi szabalyok

Altalanos iskoldban konkrét szamokkal igazoljuk az oszthatésagi —szabalyokat.
Kozépiskolaban a didkok megtanuljak altalanosan is. Oszthatdsagi szempontbdl a pozitiv és a
negativ szamok ugyanugy viselkednek, ezért az oszthatésag tulajdonsagait természetes szamokra

igazoljuk.

@  Egy természetes szam pontosan akkor oszthaté 2-vel, 5-tel, 10-zel, ha az utolso

szamjegye oszthato 2-vel, 5-tel, 10-zel.

Minden tizes szamrendszerbeli szam felirhaté 10 hatvanyainak 6sszegeként, példaul

396472=3-10°+9-10'+6-10°+4 - 10°+7-10' +2- 10" =
=(3-10'+9-10°+6-10°+4-10'+7) - 10" + 2
~— —~ — H_j

Oszthat6 10-zel, ezért oszthato 2-vel és 5-tel Az utolsé szamjegyet
kell vizsgalni

Tehat egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthatd 2-vel, ha az utolsé

szamjegye oszthat6 2-vel.

Egy tizes szamrendszerben felirt szam akkor és csak akkor oszthaté 5-tel, ha az utolsé szamjegye

oszthato 5-tel.

®  Egy természetes szam pontosan akkor oszthatd 4-gyel, 25-tel, 100-zal, ha az utolsé két

szamjegyébdl allo szam oszthat6 4-gyel, 25-tel, 100-zal.

396472=3-100+9-10"+6-10°+4-10°+7 - 10" +2 - 10" =

=(3-10°+9-10°+ 6+ 10" +4) - 10 + 72
— o _ -
Oszthaté 100-zal, ezért oszthatd 4-gyel és 25-tel Az utolsé két szamijegy altal

meghatarozott szamot kell megvizsgalni
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®  Egy természetes szam pontosan akkor oszthaté 8-cal, 125-tel, 1000-rel, ha az utolso

harom szamjegyébdl all6 szam oszthatoé 8-cal, 125-tel, 1000-rel.

396472=3-100+9-10*+6-10°+4-10°+7-10' +2- 10" =

=(3-10°+9-10"+6) - 10’ + 472
- g _ -
Oszthaté 1000-rel, ezért oszthatd 8-cal és 125-tel Az utolsé két szamjegy altal

meghatarozott szamot kell megvizsgalni

472 = 8 + 59, tehat 396 472 oszthat6 8-cal, de mivel 472 = 125 - 3 + 97, {gy 396 472

nem oszthaté 125-te, ugyanis a maradék nem 0, hanem 97. 396 472 nem oszthat6 1000-rel,

mivel 2 maradék 472 nem oszthaté 1000-rel, hisz 472 < 1000.

®  Egy természetes szam pontosan akkor oszthatdé 3-mal, 9-cel, ha a szamjegyek Gsszege

oszthaté 3-mal, 9-cel.

396472 =3-10°+9-10'+6-10°+4 - 10°+7-10' +2- 10" =
=(3 99999 +3) + (9- 9999 +9) + (6- 999 + 6) + (499 + 4) + (79 +7) + 2=
=(3:99999 + 99999 + 6999 +4-99 + 7 + 3+ 9+ 6+4+7+2) =

=9+ G-11111+9- 1111+ 6111 +4- 11+ +B+9+6+4+7+2)

N— I _J
——~— ~

Ez oszthatd 9-cel, s ezért 3-mal is Ezen szamjegyek Osszegét kell megvizsgalni

Mivel 3+9+6+4+7+2=31,s3131¢és 97131, ezért 396 472 nem oszthatd sem 3-mal, sem
9-cel.
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3.3.3. Oszthat6sagi feladatok

Az érettségi vizsgan kozép- és emelt szinten is kovetelmény oszthatdsagi feladatok megoldasa.

Tekintsink néhany példat oszthatésagra:

a) Mely n egészekre lesz egész a

+2 . ,
3n 52 tortalakban adott szam?
n—

Megoldas:

3+2 _ 3n-2+8 _ .. 8
n-5 n-2 n-2 °’

azaz probaljuk meg a szamlalot olyan Osszegalakban

felirni, hogy az egyik tag oszthato legyen a nevezével.

3+ akkor egész, ha n - 2 osztdja 8-nak. 8-nak az osztoi: +1; £2; +4; £8.

.
Azt kell megnézni, hogy n—2 =1, n—2 = -1, stb. mikor teljestl.
Az n lehetséges értékei: -6; -2; 0; 1; 3; 4; 6; 10.

b) Igazoljuk a kévetkezd oszthatdsdgot: 9| 107 + 8.

Megoldas:

A 107 +8 = 10000....... 008 szamban a jegyek 6sszege 9, ezért a szam oszthatéd 9-cel.

c) Bizonyitsuk be, hogy 5| 5324 — 237F°%,
Megoldas:

Nézziik meg a 4-re végz6dé szamok hatvanyait: 4° = 16, 4° = 64, 4* = 256, 4 = 1024...
Az veszzuk észre, hogy a szamok paros kitevé esetén 6-ra, paratlan kitevé esetén 4-re végzédnek.

Bzek szerint a 5324*"" hatvéany 6-ra végz6dik, s igy 5-tel osztva 1 maradékot ad.

Ha egy szam utolsé jegye 1, akkor minden hatvanya 1-re végzédik. Tehat a 2371°"
hatvany 5-tel osztva 1 maradékot ad. Mivel mindkét szam 5-tel osztva 1 maradékot ad, ezért

kilonbségtik oszthato 5-tel.
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3.4. Primszamok, 6sszetett szamok

Definici6: Primszdmnak vagy tOrzsszamnak nevezzikk a természetes szamot, ha
pontosan két osztdja van a természetes szamok koézott. Az 1 és 6nmaga.

Primszam példaul a 2; 3; 5; 7; 11; 13 5......

Az eddig ismert legnagyobb primet 2006. szeptemberében fedezte fel Curtis Cooper és
Steven Boone, melyet 2 *** ®7 - 1 alakban irhatjuk fel a legrévidebben, s amely 9 808 358
szamjegyd. A Mersenne-primek olyan primszamok, melyek felirthatok 2P — 1 alakban. Az elsé

Mersenne-primek a 3, 7, 31, 127. Osszesen 44 Mersenne-primet ismeriink.

A Mersenne-primek fontos szerepet jatszanak a szamelméletben, és segithetnek
feltérhetetlen kodok, tizenetkdédolasok kialakitasaban. S ez a terilet a kriptografia, a titkosiras,

rejtjelezés tudomanya.

Az 1978-ban publikalt RS A-mddsger (a név a fejleszték nevébdl adodik: Rivest-Shamir-
Adleman) a kis Fermat-tétel egy kévetkezményét hasznalja. Egy olyan eljarasrél van sz6, melynél a
kédolas elve nem titkos, s6t az tizenet is nyilvanos csatornakon kozolhets, ennek ellenére a
megfejtés reménytelen. Mind a kédolashoz, mind a dekédolashoz sokjegy(, nagy primek kellenek,
s a kivilrél valé megfejthetetlenség is azon alapszik, hogy a mai kértilmények kozott tobbszaz

jegyt szamok primfelbontasa elvégezhetetlen értelmes id6n belil.

A Mersenne-primek kutatasa a szamelmélet fontos teriiletének szamit
azota, hogy Buklidész emlitést tett réluk Kr. e. 350-ben. A szamok
Marin Mersenne francia szerzetes (1588-1648) nevét viselik, mivel hires
sejtést fogalmazott meg arrdl, hogy a ,,p” mely értékeire kaphatunk
primszamot. 300 évbe és rengeteg jelentds matematikai felfedezésbe

kerilt, amig sikerilt sejtését bizonyitani.
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T fé‘u@ﬁ‘ﬂ—— Az egyik legfontosabb allitas a primekkel kapcsolatban:
FLEVIEE Végtelen sok primszam van.
Ennek az allitisnak a bizonyitasat Euklidész adta meg Elemek
cfm@ munkajaban. Euklidész allitasa a kovetkezé: a  primszamok
@ darabszama nagyobb barmely adott (véges) szamnal, a bizonyitasa pedig
a kovetkez6:
Gl Tegytk fel, hogy a primszamok darabszama véges. Legyen ez a

szam m. Szorozzuk Ossze mind az m darab primet, majd adjunk hozza
egyet. A kapott szam egyik primmel sem oszthaté a halmazunkbdl, hiszen barmelyikkel osztva
egyes maradékot kapunk, az egy pedig egyik primmel sem oszthat6. A szorzat tehat vagy maga is
prim, vagy oszthaté egy olyan szammal, ami nincs benne a fenti véges halmazban. Mindkét
esetben legalabb m + 1 darab primszam létezik. Igy tehat a primszamok darabszama nagyobb

barmely adott véges halmaznal. Tehat végtelen sok primszam van.

Definicié: Osszetett szamnak nevezzik azt a nullitdél kiilonb6zd természetes szamot,
amelynek kett6nél tobb természetes szam osztdja van.

Osszetett szam példaul: 4; 6; 8; 10; 12; 14; .....

A Miuszaki Kiad6 altal kiadott tankényv felhivija a tanuldk figyelmét arra, hogy a 0 nem
primszam, és nem tekintjiik Gsszetett szamnak sem. S hogy az 1-nek csak egy osztdja van a
természetes szamok korében, sajat maga. Ezért az 1 nem primszam és nem Osszetett szam.
Pontosan egy paros primszam van, a 2. Minden tovabbi prim paratlan, hiszen ha nem az volna,

akkor oszthat6 volna 2-vel, azaz 1-en és 6nmagan kiviil mas pozitiv osztoi is lennének.

A SokszinG matematika és Nemzeti Tankonyvkiadé altal kiadott tankonyvekben is
szerepel az, hogy az 1 nem primszam, s nem is Gsszetett szam, de sajnos indoklas egyik konyvben
sem szerepel. A magyarazatot a pedagogusra hagyja, illetve a tanulék 6nallé gondolkodast célozza

meg. De vajon a tanuldk elgondolkodnak azon, hogy miért igaz ez az allitas?

A szdmelmélet alaptétele: Barmely Gsszetett szam felbonthatd primszamok szorzatara,

a tényezOk sorrendjétdl eltekintve egyértelm modon.

Ezt a tételt altalanosan nem bizonyitjuk a koézépiskolaban, hanem egy példa megoldasakor a

felbonthatdsag bizonyitasanak gondolatmenetét végigkovetjik.
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Példa:

Bontsuk fel a 2700-at primszdamok sgorgatdra:

2700 | 2 Célszert a legkisebb porzitiv primszammal, a 2-vel kezdeni az osztasok sorat, és

1350 | 2 fokozatosan haladni a nagyobb szamok felé.

675

135 |5
27 3
9 3
3 3
1

A primtényezés felbontas: 2700 = 2%+ 3+ 5°

Az érettségi vizsgakovetelmény koézépszinten és emelt szinten is elbirja, hogy a tanulé tudja

alkalmazni a szamelmélet alaptételét feladatokban.

Feladat:

(a) Vizsgiljuk meg, hogy 2700-nak hiany darab pozitiv osztdja van.

Megoldds:

Az osztok szamanak meghatarozasaban a primtényezés felbontas segithet:

2700 = 2%+ 3’ » 5% Természetes, hogy 2700 osztéinak primtényezés felbontasaban nem lehet mas

primszam, mint a 2; 3; 5. A 2700 osztéi k6zott van olyan, amelyben mindharom primszam

szerepel, van olyan, amelyben a harom kézul csak kettd, van olyan is, amelyben a harom koézul

csak egy, s nyilvanvalo, hogy a 2700 osztéja az 1 is. Illetve az is kévetkezik a primtényezos

telbontasbol, hogy a 2 legfeljebb a masodik, a 3 legfeljebb a harmadik, az 5 legfeljebb a masodik

hatvanyon fordulhat elé.

PRIiMSZAMOK
2 3 5
- T 1 1
E ~ |2 3 5
E o |22 35
e 3’

Egy oszté primtényez6s felbontasa ugy jon létre, hogy mindharom
oszlopbdl valasztunk egy szamot, és az igy kivalasztott harom
szamot Osszeszorozzuk. Mivel az elsé és harmadik oszlopbdl 3 - 3-
féleképpen valaszthatunk és mindegyik valasztas esetén a kozépsé
oszlopbdl 4 lehetéségiink van egy hatvanyt valasztani, ezért

Osszesen 3 -4 3 = 306 darab osztéja van a 2700-nak.
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Altalanosan:

. 4 , , 2 , _ 1 2 3 k
Ha egy Osszetett szam primtényezés felbontasa @ = p," “p,~ "p;s .. P, ahol py, Py ---s P
kilonb6z6 primek és 1y, 1,, ..., 1, pozitiv egész kitevok, akkor az a szdm osztoinak a szama:

G+ -+ (g + 1.
(b) Hatirozzuk meg a 2700 pdratlan osztoinak a szamadt.
Megoldas:

Primtényez6s felbontasa: 2700 = 2> + 37+ 5°. A 2-t nem tartalmazé osztok a 3’ + 5% osztéi koziil
kertlhetnek ki, s ezek szama 2 + 1) - 3 + 1) = 12.
Tehat a 2700-nak 12 darab paratlan osztéja van.
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3.5. Legnagyobb k6zos oszto, legkisebb k6z6s t6bbsz6rds

Definicié: Két vagy tobb 0-tél kilonb6z6 természetes szam legnagyobb k6zos osztdja
az adott szamok mindegyikének osztoja és az Gsszes k6z0s osztodjuknak a tobbszordse. Az a és b

szam legnagyobb koz6s osztdjanak jelolése: (a; b)
Tekintsik a kévetkez6 példakat:

(a) Hatirozzuk meg 225 225 és 349 272 legnagyobb k6z6s osztojat.
Megoldas:
Itjuk fel a két szam primtényez6s alakjat.
225225=3%-5" -7 11 - 13, 349272 =2 -3 -7* - 11

A k6z6s osztok primtényezés felbontasaban csak a koézos primtényezok, a 3, 7, és a 11
fordulhatnak el6.

A 3 legfeljebb a masodik hatvanyon szerepelhet, mert 3-nal nagyobb kitevé esetén mar nem lenne
osztodja a 225 225-nek.

A 7 legfeljebb az elsé hatvanyon szerepelhet, mert ennél nagyobb kitev6 esetén mar nem lenne
osztoja a 225 225-nek.

A 11 szintén csak elsé hatvanyon szerepelhet, mert ennél nagyobb kitevé esetén nem lenne

osztoja sem a 225 225-nek, sem a 349 272-nek.
A legnagyobb kéz6s 0szté primtényez6s alakja: (225 225; 349 272) = 37+ 7 - 11 = 693

Altalinosan:

Két vagy tobb 0-t6l kilonb6zé szam legnagyobb kozoés osztéjat tgy hatarozzuk meg,

hogy a k6z6s primtényezéket az elé6forduld legkisebb hatvanyon 6sszeszorozzuk.

(b) Hatirozzuk meg 26 620, 189 és 385 legnagyobb ko6z6s osztojat.
Megoldas:
[tjuk fel a harom szam primtényez6s alakjat.

26620=2%-5-11° 189 =3° -7, 385=5-7-11
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Nincs olyan k6z6s primtényezd, amely mindharom szam primtényez6s felbontasaban szerepelne,

igy (26 620; 189; 385) = 1.

Definicié: Az olyan természetes szamokat, amelyeknek legnagyobb ko6zos osztéja 1, relativ

primeknek nevezzik.

. 1020
(c) Iyjuk fel az 1292 tort tovabb nem egyszerisithetd alakjit.

Megoldas:

A szamlalé primtényezés felbontasa: 1020 = 2° - 3 - 5 - 17, a nevezé primtényezés felbontasa:
1224 =273 17,
Ezek legnagyobb kozés osztéja: (1020; 1224) = 2° -3 - 17 = 204.

Definici6: Két vagy tébb 0-t6l kilonb6zé természetes szam legkisebb kozos
t6bbszordse az adott szamok mindegyikének tobbszordse és az Gsszes k6zos tobbszérosiknek

osztoja. Az a és b szam legkisebb k6z0s tobbszorosének jelolése: [a; b]
Tekintsiik a kovetkez6 példakat:

(a) Hatdrozzuk meg 972 és 8775 legkisebb k6z6s t6bbszordsét.

Megoldas:
[rjuk fel a két szam primtényezGs alakjat.
972 =273, 8775=3"-5-13

A koz6s t6bbszorésok primtényezés  felbontasdban minden eléforduld  primtényezének
szerepelnie kell.

A 2 legalabb a masodik hatvanyon fordulhat el6, mert 2-nél kisebb kitevé esetén nem lenne
tObbszorose a 972-nek.

A 3 legalabb az 5-dik hatvanyon fordulhat el6, mert 5-nél kisebb kitevé esetén nem lenne
tobbszorose a 972-nek.

Az 5 legalabb a masodik hatvanyon fordulhat elé, mert 2-nél kisebb kitevé esetén nem lenne

tObbszorose a 8775-nek.
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A 13 legalabb az elsé hatvanyon fordulhat elé, mert 1-nél kisebb kitevé esetén nem lenne
tobbszordse a 8775-nek.
A legkisebb k&z6s tobbszords primtényezds alakja: [972; 8775] = 2% - 37 - 5% - 13 = 315 900
Altalinosan:

Két vagy t6bb 0-tdl kilonbozé természetes szam legkisebb k6zos tobbszordsét ugy is

meghatarozhatjuk, hogy az el6fordulé kulonbozé primtényezdket az eléforduld legnagyobb

hatvanyon 6sszeszorozzuk.

1 . .
+ —— Osszeaddst.

(b) Szamitsuk ki az
117¢ 72C

Megoldas:

Ko6z6s nevezének valaszthatnank a két nevezd szorzatat, de nagy szamok esetén nehéz lenne
megtalalni az egyszerGsités lehetGségeit. Ezért a legkisebb k6z6s nevezét kell el6allitani.

A nevezé primtényezés felbontasa: 1176 = 2° -3 - 7% 720 = 2* - 3% - 5,

Ha az Osszes itt eléforduld primtényezét (a kézosoket a nagyobb hatvanyon) Osszeszorozzuk,
akkor mindkét szam t6bbszérose el6all, mégpedig a legkisebb: 2* - 3%+ 5 + 72 = 35 280.

1 N 1 :2[:BE5+72= 79
231372 2%13%[5 2*[3%[5[7 3528(

Az Osszeadas:
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3.6. Euklideszi algoritmus

Az eléz6 fejezetben szerepelt két vagy tobb egész szam legnagyobb kézos osztéjanak,
illetve legkisebb ko6z6s tobbszérosének a meghatarozasa. Ezek megkereséséhez sziikség volt a
szamok primtényez&s felbontasara. Nagy szamok esetén azonban ezek megadasa hosszadalmas és
faradalmas feladat lenne. Am Fukleidész kitalalt egy médszert két egész szam legnagyobb kozos
osztojanak a meghatarozasara, melyhez nincs sziikség a szamok primtényez&s felbontasara. Ezt a
modszert nevezzik euklideszi algoritmusnak. A modszer egyetlen hatranya, hogy nem

alkalmas ketténél tobb szam legnagyobb kézos osztéjanak a meghatarozasara.

Euklidész mitve az antik. vildg egyik legnemesebb alkotisa. Elni fog akkor is,
amikor mdr az 0ss3es mai tankonyv elavult és elfelejtett lesg.

(Sir Thomas L. Heath)

Bar az Euklideszi algoritmus ismerete sem a kozépszintl, sem az emelt szintG érettségi
vizsgan nem kovetelmény, a diakoknak megmutathaté az algoritmus menete, hisz ha az érettségin
nem is, de egy felvételin talalkozhatnak olyan nagy szamokkal, melyek legnagyobb k&zos

osztéjanak a meghatarozasaban segitségiikre lehet az algoritmus ismerete.

Tétel: Barmely a, b természetes szamhoz (b # 0) talalhaté olyan egyértelmtien
meghatarozott q, r természetes szam, melyre a = b - q + r, ahol 0 = r = b teljestl. A q szamot
hanyadosnak az r-t maradéknak, s az ilyen osztast maradékos osztisnak, vagy euklideszi

osztdsnak nevezzuk.

Példa:
Vizsgaljuk meg, hogy 17 osztdja-e 946-nak.

Megoldas:

946 = 17 - 55 + 11, azaz 55 a hanyados, 11 a maradék. Tehat 17 nem oszt6ja a 946-nak, mert a

maradék nem 0.
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946 : 17 = 55 « hanyados

11 < maradék
Frdemes megfigyelni, hogy a maradék kisebb az oszténal. (11 < 17)
3.6.1. Euklideszi algoritmus alkalmazasa

Példa:

(a) Hatirozzuk meg 504 és 372 legnagyobb kozos osztojat.
Megoldas:

Ha ezt primtényez6s felbontassal végezziik el, akkor azt kapjuk, hogy

504 =237, 372=2%.3 .31, s gy (504;372) =Z -3 =12

Euklideszi algoritmussal a kovetkezéképpen tudom meghatarozni a két szam legnagyobb ko6zos

osztojat:

(1) 504:372 =1 504 = 3721+ 132
132

(2) 372:132=2 372 =132-2+ 108
108

(3) 132:108 =1 132 =108 -1 + 24
24

@) 108:24 =4 108 =24 - 4 +[13
12

(5) 24:12=2 24=12-2+0
0

Azt allitom tehat, hogy 504 és 372 legnagyobb k&z6s osztéja 12, mert osztéja mindkét szamnak, s

mindkét szam kozos osztdinak tobbszordse.

Az (5) sorbol latszik, hogy 12 | 24, a (4) sorbdl latszik, hogy 12 | 12 és 24 |108, s ebbdl az

is kovetkezik, hogy 12 | 24 + 108 teljesiil az oszthatdsigi szabéalyok (4) pontja alapjan.
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A (3) sorbol latszik, hogy 24 | 24 és 108 | 132, s ebbdl az is kovetkezik, hogy 12 | 24 +
108. Mivel az (5) sorban lattuk, hogy 12 | 24 és a (4) sorban littuk azt, hogy 24 | 108, de ebbdl az
is kovetkezik, hogy 12 | 108.

Ezt a gondolatmenetet végig vezetve kapjuk azt, hogy 12 | 132 és 12 | 372, igy 12132 +

372 is teljesil. A 12 osztoja mindkét szamnak, tehat a két szam kozos osztdja.
Az euklideszi osztasnak az el6z6 példaban bemutatott szabaly szerint térténé egymas utini
végrehajtasat euklideszi algoritmusnak nevezziik.

Tétel: Két szamon végrehajtott euklideszi algoritmus utolsé nem 0 maradéka a két szam

legnagyobb koz6s osztdja.

(b) Szamitsuk ki 1176 és 605 legnagyobb kéz0s osztdjit.
Megoldas:

1176 =2°- 3 - 7% 605 = 5 - 11°, s igy azt kapjuk, hogy (1176; 605) = 1, mivel nincs olyan kézos
primtényezd, amely mindkét szam primtényezds felbontasaban szerepelne. Tehat 1176 és a 605

egymashoz relativ primek, azaz nincs k6z6s osztojuk.
0 Euklideszi algoritmussal:
(1) 1176 = 605 - 1 + 571
(2) 605=571-1+ 34
(3) 571 =34-16 + 27
4 34=27-1+7
(5)27=7-3+6
© 7=6-1+]1]

NH1=1-1+0

Az utolsé nem 0 maradék 1. Tehat ebbdl szintén az kévetkezik, mint a primtényez6s felbontassal

torténd megoldas soran, hogy (1176; 605) = 1

33



3.7. Diofantoszi egyenletek

A diofantoszi egyenletek fogalma, és egyszeribb egyenletek megoldasa az emelt szintt
érettségi  kovetelményei kozé tartozik. Nevét Diophantoszrol, a 3. szazadban élt gorog
matematikusrél kapta. Diophantosz az okori g6rég matematika utolsé nagy képvisel6jeként
koranak hires problémamegoldéja volt. Az olyan feladvanyokat kedvelte, amelyek megoldasa

egész szam, ezért az ilyeneket mindmaig diofantikus problémaknak nevezik.

DIOPHANTI Diophantosz (Kr. u. 250 koril) g6rog matematikus volt, életérdl

ALEXANDRINI , o , ) _ o

ARITHMETICORVM  szinte semmi biztosat nem lehet tudni. Feltevés szerint babiloniai
LIUEL SEX,

ETPERDERS INIASAIR - gzdrmazast volt. Alexandridban élt. Fennmaradt ugyan egy sirfelirat,

CFAF FOAATE ST ARUF () WYL P 8.
P e N 2L DT g B

vt e amicly lehetséges, hogy az 6ve. Ebben taldlunk pir adatot ¢letére nézve,
e ] ——ted

és azt is megtudhatjuk ebbdl, hany évig élt.
A gor6g  matematikusok  kézil az  egyenletekkel  valo

foglalkozasban & volt az egyik legkiemelkedébb. Fé mive az

s i s Arithmetica, amely eredetileg 13 konyvbdl allt, de

N Y e

"csak" 6 élte tul a

torténelem viharait. A tobbi kotet vélhet6en az alexandriai konyvtar pusztulasa idején Julius
Ceasar és Kleopatra harcainak kovetkeztében semmisiilt meg. A megmaradt 6 kotetben 189
feladat és azok megoldasai szerepelnek.

Diophantosz szakitva a g6rdg geometrikus hagyomanyokkal, szinte kizardlag
szamelméleti és algebrai feladatokkal foglalkozott. Részletesen foglalkozott tébbek kézott a
pitagoraszi szamharmasokkal is. Ezekben a mivekben tobb olyan megoldast is olvashatunk,
amelyek mar Mezopotamiaban is ismertek voltak. Diophantosz azonban tobb ujitast vezetett be.
A korabbi, szavakkal korilményesen leirt moddszer helyett bevezette az algebrai jelolést az
ismeretlenre, a reciprok értékre, a kivonasra. Ot tekintjiik az algebrai jelrendszer megalapozdjinak. Az
altala hasznalt jelolések a maiakhoz képest kezdetlegesek, de akkor ez komoly el6relépésnek

szamitott. Késébb ezt fejlesztette tovabb a francia Viete.

Definicié: Az olyan egyenletet nevezzik diofantoszi egyenletnek, amelyben az

ismeretlenek egyiitthatéi egész szamok, és az egyenlet alaphalmaza is az egész szamok halmaza.
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Példa:

(1) Mi Iehet az a szim, amelynél 13-mal nagyobb szim egyenld a szdm
hdromszorosdnil 1-gyel kisebb szammal?

Megoldas:
Ennek a szamnak a keresése az alabbi egyenlethez vezet:

x+13=3-x-1

Ebben az egyenletben x jelenti a keresett szamot. Feltételezziik, hogy ilyen létezik. Az egyenletet

rendezve azt kapjuk, hogy

14 = 2 - x, s ebbdl kovetkezik, hogy x = 7.

Definicié: Az a - x = b egyenletet, ahol a; b € Z, és az alaphalmaz is a Z, elséfokii

linedris diofantoszi egyenletnek nevezzik.

Tétel: Az a - x = b (a#0) diofantoszi egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha a | b.

(2) Egy apa kétszer annyi id6s, mint a fia. Tiz évvel ezel6tt haromszor annyi idds volt,

mint a fia. Hiny éves most az apa és fia?
Megoldds:

Ha a fit most x éves, akkor az apa 2 x. Tiz évvel ezel6tt a fid x — 70, az apa 2 - x — 710 éves volt.

Az apa ekkor haromszor annyi id6s volt, mint a fia, tehat: 3 (x — 70) = 2 - x— 10.

Az egyenlet megoldasa:
3-x-30=2-x-10,

x = 20.

Tehat a fia most 20 éves, ugyanakkor az apja 40 éves. 10 évvel ezel6tti koruk pedig 10, illetve 30

év, azaz az apa valéban haromszor annyi idés volt, mint a fia.
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(3) Egy szillodiban 100 dgy van 3 és 4 dgyas szobikban. Hiny 3 dgyas és hdny 4

dgyas szoba Iehet a szillodiban?
Megoldas:
x darab 3 agyas, és y darab 4 agyas szobank van. A szoveg alapjan felirhaté egyenlet:
3-x+4-y=100

Ebben az egyenletben az egylitthatok és az Osszeg is egész szam. Egész szamok lesznek a

megoldasok is, hiszen az x és y a szobak szamat jelentik.

A megoldds menete:

3-x+4-y=100
(a) Fejezzuk ki az egyik valtozot a masik segitségével:

. 100-4ly
3

(b) Alakitsuk 4t a szamlalot:

= 99-3ly+1-vy

(© Trjuk 4t mas alakba:

X:99—3[y+1—y
3 3

(d) Végezzik el a lehetséges atalakitasokat:

1-y
X=33-y+—=
y 3

Az x csak akkor lehet egész, ha y is egész szam. (folytatds a kivetkezd oldalon)
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egész szam,ha  y=1, mert —— =0;

1-4
y =4, mert 3 =-1
=1, mert 1_37 =-2; sth.
Vizsgaljuk meg a lehetséges y-okhoz tartozoé x-eket:
v =1, akkor X, =33-1+0=32 (32; 1)
y, = 4, akkor x,=33-4-1=28; (28; 4
y; =17, akkor X, =33 -7-2=24 (24; 7)
y, = 10, akkor x, =33 -10-3 = 20; (205 10)
ys = 13, akkor x; =33 -13-4=106; (16; 13)
v, = 10, akkor X, =33-16-5=12; (12; 16)
y; =19, akkor x;, =33-19-6=28; (8;19)
ys = 22, akkor Xg =33-22-7=4 (4; 22)
yo = 25, akkor X, =33-25-8=0; (0; 25)
Vio = 28, akkor X, = 33-28-9 = -4, (-4; 28)
Mivel x,, = -4 a feladatnak nem lehet megoldasa, igy csak kilenc szampar elégitené ki az

egyenletet. De x, = 0 sem lehet, mivel a feladat szévege agy szol, hogy egy szallodaban 100 agy
van 3 és 4 agyas szobakban. Tehat legalabb egy 3 4gyas szobanak lenni-e kell. Igy Gsszesen nyolc

szampar elégiti ki az egyenletet.

Definicié: Az a - x + b - y = c egyenlet, ahol a, b, ¢ € Z és az alaphalmaz az egész

szamparok halmaza, kétismeretlenes elséfokii diofantoszi egyenletnek nevezzuk.
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3.8. Szamrendszerek

Az 6skorban a szamok leirasara jeleket hasznaltak. Ahol nagy szamokra volt sziikség, ott
ujabb jeleket vezettek be. A fejlett 6kori tarsadalmakban a nagy szamok leirasa mellett az azokkal
végzett muveletek is szitkségessé valtak. A szamokat csoportositottik, és egy—egy csoportra
vezettek be Ujabb jeleket. Attdl figgden, hogy hany szambdl képezink djabb csoportokat,
kiilonb6z6 szamrendszerekrol beszéliink.

Az 6t6s szamrendszer még ma is él egyes dél-amerikai indidn térzseknél. Igy szamolnak:
egy, kett6, harom, négy, kéz, kéz és egy, kéz és kettd, stb.

A hatos szamrendszer egyes ¢északnyugati-afrikai torzseknél hasznalatos, keverve a
tizenkettes szamrendszerrel. Ez utobbira utal6 jelek az eurépai kulturakban is felfedezheték. Elég,
ha az év hoénapjaira vagy az 6ra beosztasara gondolunk.

A htszas szamrendszert a majak és a keltak hasznaltak. Mexikéban és Ko6zép-Amerikaban
még ma is hasznaljak a csillagaszatban.

A babiloniak hatvanas szamrendszerben szamoltak, innen ered az 6ra 60 perce, a perc 60
masodperce és a szogmérésiink rendszere.

A romai szamiras jegyei az 6t0s és tizes szamrendszer keveredését mutatjak. Ezeket a
jeleket Eurdpaban évszazadokig hasznaltak, bar velik a muveletek elvégzése meglehetésen
komplikalt.

A szamlalas legegyszeribb eszkoze a kéz az ujjakkal, ez a magyarazata annak, hogy a tizes
szamrendszer valt legtagabb kérben hasznalhatova.

Az o6kori hindu kultaraban talaljuk a helyi értékes szamiras elsé jeleit. A helyi értékes
szamiras a tizes szamrendszerben az arab tuddsok kozvetitésével terjedt el Eurdpaban, és csak
hosszu évszazadok alatt szorftotta ki a romai szamok hasznalatat. JelentSs Gjitas volt a 0 helypotld
szamként val6 bevezetése. Mas 6kori kultarakban ugyanis a 0-t nem tekintették szamnak, nem is
megfeleld jele.

A szamrendszer alapszama meghatarozza a felhasznalhaté szamjegyek szamat. Példaul az

OtOs szamrendszerben csak a 0; 1; 2; 3; 4 jegyek fordulhatnak elé.

A kozépszintl érettségi kovetelményei kozé tartozik, hogy a tanulé tudja atrini a szamot

10-es alapt szamrendszerbdl 2-es alapu szamrendszerbe, és forditva.
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Tekintstink ezekre néhany példat:
(a) Irjuk 4t a 10-es szimrendszerben megadott 125-t 2-es szimrendszerbe.

Megoldas:

A 2-es szamrendszerben torténd feliras azt jelenti, hogy a szambol 2-es, 2 - 2-es, 2 - 2 - 2-es stb.

csoportokat képezink.

125:2 =062 Tehat 62 darab 2-es csoport képezhetd, és a maradék 1
1

A 62 darab 2-es csoportot ismét rendezziik 2-es csoportokba:

62:2 =31 Igy 31 darab 2 - 2-es csoport képezhetd, és a maradék 0.
0

125=31-2-2)+0-2+1
A 31 darab 2 - 2-es csoportot ismét rendezziik at 2-es csoportokba:

31:2=15 15 darab 2 - 2 - 2-es csoport képezhetd, és a maradék 1.
1

125=15-(2-2-2)+1-2-2+0-2+1

A 15 darab 2 - 2 - 2-es csoportot rendezziik at 2-es csoportokba:

15:2=7 Tehat 7 darab 2 - 2 - 2 - 2-es csoport képezhetd, és a maradék 1

1

125=7-2-2:2-2)+1-2:-2-2)+1-(2:2)+0-2+1

A7 darab 2 -2 2 2-es csoportot rendezziik 2-es csoportokba:

7:2=3 3darab2-2-2- 2 2-es csoport képezhets, a maradék 1.

1

125=3-(2:2:2:2-2)+1-2-2:2:2)+1-2-2-2)+1-(2-2+0-2+1

39



A 3darab 2222 2-es csoportot rendezziik 2-es csoportokba:

3:2=1 1darab2-2-2-2- 2 2-es csoport képezhets, a maradék 1.

125=1-2-2-2-2-2-2)+1-2-2-2:2-2)+1-2-2-2-2)+1-2-2-2)+1-2-2)+
0-2+1
Itjuk fel 2 hatvanyainak a segitségével a szamot:

125=1-2°41-2+1-2"41-22+1-2°40-2+1

125 tizes szamrendszerbeli szam 2-es szamrendszerbeli alakja 1111101, melyet irhatunk

1111101, alakban is.
(b) Itjuk 4t tizes szimrendszerbe az 10011101, szamot.
Megoldas:

Helyezziik el a szamot 2-es helyiérték tablazatban:

fgy1-2°+1-2°+1-22+1-2'"+1-2"=1+4+8+16+ 128 =157

Tehat a 2-es szamrendszerben felirt 10011101 szam tizes szamrendszerben 157.
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Az emelt szintl érettségi vizsga tovabbi kévetelményei kozé tartozik még az is, hogy a

tanul6 tudja atirni a szamokat 10-es alapu szamrendszerbdl n alapu szamrendszerbe, és forditva.

Tekintsiik ezekre néhany példat:

(c) Hogyan irhato fel 6-os szamrendszerben a 34117

Megoldas:

Képezziink 6-os csoportokat, azaz osszuk el a 3411-et:

3411:6 = 568 568 darab 6-os csoport képezhetd, és a maradék 3.
3

3411 =568 -6+ 3
Az 568 6-os csoportot rendezziik 6-os csoportokba:

568 :6 =94 94 darab 6 - 6-os csoport képezhetd, és a maradék 4.
4

3411=94-6-6)+4-6+3
A 94 darab 6 - 6-os csoportbdl képezziink 6-os csoportokat:

94:6=15 15 darab 6 - 6 - 6-0s csoport képezhetd, és a maradék 4.
4

3411=15-(6-6-6)+4-(6-6)+4-6+3
A 15 darab 6 - 6 - 6-0s csoportbdl képezziink tjabb 6-os csoportokat:

15:6=2 2 darab 6 - 6 - 6 - 6-0s csoport képezhetd, és a maradék 3.
3
3411=2-6-6:-6-6)+3-6-6-6)+4-(6-6)+4-6+3
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A 2 darab 6+ 6 - 6 - 6-0s csoportbol alkossunk tjabb 6-os csoportot:

2:6=0 Nem képezhet6 Gjabb 6-os csoport, a maradék 2.
2

3411=2-(6-6-6-6)+3-(6-6-6)+4-(6-6) +4-6+3

Azaz 3411 = 23443

3.8.1. Miiveletvégzés nem tizes alapu szamrendszerekben

A tizes szamrendszerhez hasonléan minden szamrendszerben el tudjuk végezni a négy

alapmtveletet. Ehhez célszerG elkésziteni a kiulonb6zé szamrendszerek Osszeg-  és

szorzattablazatat.
@ © 4 ©
+10 +(0(1 |2 +|0(1]2 |3 +(0(1 (2 |3 |4
0 1 001 |2 0012 |3 0(0|1 |2 |3 |4
1 (110 1112 |10 111123 |10 1 (112 |3 |4 |10
21211011 2121311011 21213 |4 |10] 11
313(4(10]11 3134 |10]|11]12
4 [4(10]11 1213
@ 3 ) ©)
0|1 0|12 -10(1]12 |3 10112 |3 |4
00 0/0|010 00|00 |O 00|00 |0 O
101 101112 1/0(111]2 |3 10|12 |3 |4
21012111 21012110112 210114 |11]13
31013112121 3/0(3(11(14]22
410|4(13]22]31
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(a) Végezziik el az Osszeadist: 32102, + 14213 ;.
Megoldds:

32102,

+ 14213,

101320,

A szdmolds menete:

* 3+2=104, leirjuk a O-t, tovabb vissziik az 1-et.

* 1+1+0=2,, leirjuk a 2-t.

* 2+1=34, leirjuk a 3-at.

* 4+2=11,, leirjuk az 1-et, s tovabb vissziik az 1-et
+ 1+1+3=104, leirjuk a 0-at, tovabb vissztk az 1-et.

+ 1+0=1,, leirjuk az 1-et.

(b) Végezziik el a szorzdst: 3201 - 32, .

Megoldas:

3201, - 32,

20103
+ 17402

212432

A szdmolds menete:

s 3-0=0

+ 3-2=114, leirjuk a 1-t, s tovabb vissziik a 1-est.
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+ 3-3=144; 145 + 15 = 20,5, leitjuk a 20-at.
o 2-1=2leirjuk a 2-t.

« 2-0=0,lefrjuk a 0-t.

@ 22 =4 leirjuk a 4-et.

+ 2-3=114, leifjuk a 11-et.

A részletszorzatok Osszeadast az el6z6 példaban mutatott modon kell Osszeadni.
(c) Végezziik el a kdvetkezd kivonast: 42103 ;) — 4104,;,.

Megoldas:

42103,

- 4104,

32444,
A szdmolds menete:

+ 4-hez, hogy 13 legyen 9-et kell adni, ami 14 5. Leirjuk a 4-et, s tovabb vissziik az 1-et.

+ 1+ 0=1,s 1-hez hogy 10 legyen 9-et kell adni, ami 145 Leirjuk a 4-et, s tovabb vissziik

az 1-et.

+ 1+ 1=2,52-ho6zhogy 11 legyen 9-et kell adni, ami 14 5. Leirjuk a 4-et, s tovabb vissziik

az 1-et.

+ 1+ 4=25,55-hoz hogy 12 legyen 7-et kell adni, ami 12. Leirjuk a 2-est, s tovibb

visszuk az 1-est.

RS

¢ 14+ 0=1,s 1-hez hogy 4 legyen 3-at kell adni. Leirjuk a 3-ast.
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(d) Végezziik el az osztast: 101101, : 11 ,,.

Megoldds:

1011017, : 11, = 1111,
10 1
100
1
0

A szdmolds menete:

w 101,11, =1
10

@

Mivel 1015 =1-2°+0-2'+1-2°=1+0+4=5¢és11,=1-2"+1-2'=1+2=3

5:3=1 A 2-es szamrendszer 6sszegtablazatabol kiolvashato, hogy 2 = 10,

RS
<

Leirjuk a 10-et, s hozzaveszem az 1-et. Igy megint 101, : 11, —hez jutok, s a szamolas

menete az el6z6 1épeshez hasonlé moédon torténik.

+ Leirjuk a 10-et, s hozzaveszem a 0-at. Ekkor 100,: 11, =1,
1

o Uyilly =1,
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3.9. Megoldatlan szamelméleti problémak

A szamelmélet a matematika torténetének kezdeteit6l muvelt, a mai napig sok
megvalaszolatlan kérdést felveté tudomanyag. Alapjainak tanitasa szerepel az altalanos és
kozépiskolak matematika tantervében is. Ennek koszonhetéen mod nyilik arra is, hogy a diakok a

ma él6 matematikai problémak kozelébe kertilhessenek.

3.9.1. Baratsiagos szamparok

Definicié: Bardtsdgos szampadrnak nevezzik azokat a szamparokat, amelyeknél az egyik

szam onmagan kiviili osztéinak 6sszege egyenld a masik szammal.

I.e. az V. szazadban a pithagoreusoknal talalkozunk el6sz6r a fogalommal. A
puthagoreusok ismerték a 220 és a 284 baratsagos szampart. Késébbi az 1 184 és 1 210. A barati
szamparok megkeresésének modjat Szabit ibn Kurra (836-901) arab matematikus ismertette. Fermat
(1601-1665), és téle fuggetlentil a lengyel Brogsek (1585-1652), fedezte fel a 17 296 és a 18 416
part. Descartes-t61 (1596-1650) szarmazik a 9 363 584 és a 9 437 056. Euler (1707-1783) még
tovabbi 61 barati szampart talalt meg.

Az 1960-as években az amerikai Yale Egyetemen szamitogéppel keresték meg az

1 000 000-nal kisebb barati szamparokat. 42 ilyen szampart talaltak.
Példa:

(220, 284) baratsagos szampar
220 6nmaganal kisebb pozitiv oszté: 1; 2; 4; 5; 10; 11; 20; 22; 44; 55; 110.

Ezen osztok 6sszege: 1 + 2+ 4+ 5+ 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 = 284 (éppen a masik

szam)
284 6nmaganal kisebb pozitiv osztoi: 1; 2; 4; 71; 142.
Ezen osztok 6sszege: 1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220. (éppen a masik szam)

Pitagorasz szerint ezek baratsagos szamok.

Nyitott kérdés, hogy a baratsagos szamparok szama véges vagy végtelen. Az sem

ismeretes, hogy egy baratsagos szampar tagjai lehetnek-e kiilénb62z6 paritasuak.
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3.9.2. Baratsagos szamparok elGallitasa
Thabit ibn Kurrah szabaly:

(1) Trjuk le egy sorba a 2 hatvanyokat 2-t6l kezdve.
(2) A masodik sorba irjuk mindegyik 2 hatvany ala a haromszorosat.
(3) A harmadik sorba irjuk a masodik sorban 1évé szam eggyel kisebb szamat.

(4) A negyedik sorba irjuk a masodik sorban 1évé szamnak és baloldali

szomszédjanak a szorzatanal eggyel kisebb szamat.

2 4 8 16 32 64 128 256 512
6 12 24 48 96 192 384 768 1536
5 11 23 47 95 191 383 767 1535
- 71 287 1151 4607 18431 73727 294911 1179647

Az (n-1)- dik oszlopban és a harmadik sorban 1év6 szamot jel6lje p.

Az n-dik oszlopban és a harmadik sorban levé szamot jeldlje q.

Az n-dik oszlopban és a negyedik sorban levé szamot jeldlje r.

Ha p, q, r primek, akkor a=2"pq, b=2"r esetén (a, b) baratsagos szampar.

A tablazatrdl leolvasva latjuk, hogy n = 2 esetben p = 5 prim, q = 11 prim, és r = 71 szintén
prim.

a=22[BM11=220, b=2° [71=284

Igy a szabaly értelmében (220, 284) baratsigos szampar.

n = 3 esetben p = 11, q = 23, r = 287, de mivel 287 = 7 - 41, azaz nem prim, ezért nem

alkalmazhatjuk a szabalyt.
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3.9.3. Tokéletes, osztoszegény és osztdodis szamok

Definicié: Ha egy Osszetett szam osztoinak (kivéve magat a szamot) Osszege éppen a

szammal egyenld, akkor azt a szamot t6kéletes szamnak nevezzik.

Descartes szerint ,,a tokéletes szamok olyan ritkdk, mint a tokéletes emberek.” 1997
végéig 35 tokéletes szamot sikerilt felfedezni. A legnagyobb tokéletes szam 130 000 jegyG. A mai

napig megoldatlan probléma: van-e paratlan tokéletes szam.

Példa:

6 osztoi: 1; 2; 3, s ezek Osszege 1 + 2 + 3 = 6.

Tehat a 6 tokéletes szam.

28 osztoi: 15 2; 45 7; 14, s ezek 6sszege 1 + 2+ 4+ 7 + 14 = 28.

Tehat a 28 is tokéletes szam.

Definici6: Ha egy Osszetett szam osztdinak (kivéve magat a szamot) Osszege kisebb, mint

maga a szam, akkor azt a szamot osztdszegény szimnak nevezzik.

Definicié: Ha egy osszetett szam osztoinak (kivéve magat a szamot) Osszege nagyobb,

mint maga a szam, akkor azt a szimot osztodtis szamnak nevezzik.

Példa:

Tekintstink néhany dsszetett szamot:
- 4 6nmagan kivuli osztéinak Osszege: 2+1=3 tehat osztoszegény
- 6 6nmagan kivuli osztéinak Osszege: 3+2+1=06 tehat tokéletes
- 8 6nmagan kivuli osztéinak Osszege: 4+2+1=7 tehat osztdszegény
- 9 6nmagan kivuli osztéinak Osszege: 3+1=4 tehat osztoszegény
- 10 6nmagan kivili osztoinak 6sszege: 5+2+1=8 tehat osztoszegény,

- 12 6nmagan kivili osztéinak 6sszege: 6+4+3+2+1=16 tehat a 8 osztoédus
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Tovabbi osztoszegény szamok: 14, 15, 16

Tovabbi osztédus szamok: 18, 24, 30

3.9.4. Ikerprimek

Definicié: Azokat a primszamokat, amelyeknek kiilonbsége 2, ikerprimeknek nevezzik.

Néhany ikerprim par:

B3y 5); (5;7); (115 13); (17, 19); (29; 31); (41, 43); (59; 61); (71, 73),
(101, 103); (107, 109); (137; 139); (149; 151); (179; 181); (191; 193); (197, 199),
(227, 229); (239, 241); (269; 271); (281, 283),

(311, 313); (347, 349),

(419; 421); (431; 433); (461, 463),

(521; 523); (569; 571); (599; 601),

(617, 619); (641; 643); (659; 6G61),

(809, 811); (821, 823); (827; 829); (857, 859); (881, 883),

(1019, 1021), (1031, 1033), (1049, 1051), (1061, 1063), (1091, 1093)

Egy tjabb megoldatlan probléma: az ikerprim parok halmaza véges vagy végtelen.
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3.9.5. Goldbach — sejtés

Mindmaig bizonyitatlan sejtés szerint minden 2-nél nagyobb paros egész szam felirhato
két primszam 6sszegeként.

Goldbach, Christian (1690-1764) német matematikus. Téle
szarmazik a szamelméleti Goldbach-sejtés. Goldbach 1725-ben lett a
szentpétervari  Birodalmi  Akadémia  matematika-professzora  és
torténésze. 1728-t6l Moszkvaban ¢élt 1. Péter car nevelGjeként, 1742-t6l
az orosz kiligyminisztériumnak volt allandémunkatarsa. A nevét visel6
sejtést  1742-ben fogalmazta meg el6szor Leonhard Euler svajci

matematikushoz irt levelében. Ebben azt allitotta, hogy minden paros

szam el6allithat6 két primszam 6sszegeként, és minden 6-nal nem kisebb
természetes szam kifejezheté harom primszam 6sszegeként. Valaszaban Euler megjegyezte, hogy
az allitas igazolasahoz elég lenne belatni, hogy minden paros szam felbonthaté két primszam
Osszegére. Bzt az un. Goldbach-féle sejtést a mai napig nem sikeriilt sem megcafolni, sem teljesen
bizonyitani.

A masodik sejtést Vinogradov orosz matematikus 1937-ben részben bebizonyitotta, és az
eddigi legutolsé 1épést a magyar Rényi Alfréd tette meg 1947-ben. Goldbach fontos
eredményeket ért el a gérbeelméletben, a végtelen sorok és a differencidlegyenletek elméletében

is.

Tekintsiink néhany példat:

4=2+2
6=3+3
8=3+5

10=3+7=5+5

94=5+89=11+83=23+71=41+53=47+47

144 =5+139=7+137=13+131=17+127=31+ 113 =37+ 107 =41 + 103 = 43 +
101 =47+97=061+83=71+73
180=7+173=13+167=17+163=23+157=29+ 151 =31 + 149 =41 + 139 =43 +
137=53+127=67+113=71+109 =73+ 107 =79 + 101 =83 + 97

198 =5+193=7+191=17+181 =19+ 179 =31 + 167 =41 + 157 =47 + 151 =59 +
139 =61 +137=067+ 131 =71+ 127=89+ 109 = 97 + 101
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