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Bevezetés

A geometria végigkiséri mindennapjainkat, koriilvesz benniinket. Barmit is néziink meg az utcan,
az beleillik egy geometriai modellbe; gyakorlatilag a vildgunk maga is egy geometriai modell, s
mint olyan, barmilyen bonyolultnak tiinik, a legegyszeribb elemekbdl épiil fel. Adott
koriilmények kozott hogy viselkednek ezek az épitdelemek? Egyaltalan mit tudunk mondani
roluk?

A szamitogépek térnyerésével uj lehetdségek nyiltak a modellek, €s ezzel egyiitt az épitdelemeik
vizsgalatara. Mar a régi gorogok is szerették volna tudni, hogyan néz ki egy adott kockanal
kétszer nagyobb kocka. Szamitogép segitségével nekiink mar megvan a lehetdségiink, hogy
meglathassuk. De hogyan kapjuk meg? Ha korzdvel és vonalzoval kellene megszerkeszteni egy
oldalat, sikeriilne-e?

Szakdolgozatom elsé részében egy rovid elméleti attekintés keretében probalok valaszt adni az
ilyen, és ehhez hasonlo6 kérdésekre.

A masodik részben pedig a szamitogépet segitségiil hivva megprobalom bemutatni, hogyan lehet
,»elektronikus korzével és vonalzoval” végezni euklideszi szerkesztéseket, néhany alapvetd (mint
példaul egy haromszog koré irhatdo kor), és izgalmasabb (mint példaul inverzid, ami mar
elméletében legalabb 1is, talmutat az euklideszi geometridn) szerkesztést bemutatva,
természetesen némi elméleti alapozas utan.

A geometria a térbeli torvényszeriiségek, Osszefliggések leirasabol kialakult aga; maga a
geometria sz6 gordgiil eredetileg foldmérést jelentett. Kialakuldsdban és tobb eredményének
felfedezésében nagy szerepet jatszott az okori keleti kollektiv munkara épiilt gazdasagi rendszer
(innen ered a terlilet- és térfogatszamitas), €s a szintén keleti eredetii, de a gorogok altal is miivelt
csillagdszat. A geometria az i.e. 5. szazad koriil azonban lassan-lassan elszakadt tapasztalati
gyokereitdl, az eleata filozofusok (leginkdbb Zénon) €s olyan tudosok, mint Thalész hatisara. A
geometria az els0 tudomanyag, amit deduktiv moddon, vagyis axidomarendszer formajaban
épitettek fel (ez elsésorban Eukleidész nevéhez fiizodik, aki az Elemek cimii munkajaval alapozta
meg a geometria axiomatikus felépitését). Arra a kérdésre, hogy mi is tulajdonképp a geometria,
manapsag lehetetlen egy mondatban valaszolni. Kdozvetlen, gyakorlati alkalmazasa miatt a
geometria a matematika elséként kifejlodd aga volt, és az elsé ismeretteriilet, melyet sikertilt,

tobb probalkozas utan, axiomatikus elvekre épiteni. A gorogok szdmos szerkesztés jellegii



kérdéssel foglalkoztak. A kovetkezd jelentds lépésre egy évezreddel késObb, az analitikus
geometria felfedezésével keriilt sor, melyben megjelentek olyan fogalmak, mint a koordinata
rendszerek, és ahol a pontokat szamparokkal vagy szdmharmasokkal irtak le. Ezen 0j nézOpont is
segithetett abban, hogy kifejlddjenek az euklideszitdl eltérd geometridk. Mintegy kétezer éven at
Eukleidész axiomarendszere uralkodonak szamitott, és nemcsak a geometria, de az Osszes

tudomany bizonyos értelemben mintaképnek tekintette.

1.1 A geometriai szerkeszthetoség

Legyen adott az euklideszi sikon a P;, P,,...

N pontoknak egy (legalabb kételemil) H, halmaza.
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-

Rajzoljuk meg az 6sszes P, P; (i # j) pontparon
atmend egyenest, tovabba az 0Osszes P, pont

RN S —o Kkoriili BP sugara kordket. Ezen egyenesek és
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korok metszéspontjainak H; halmaza tartalmazza
Hypontjait. Tekintsiik most H;pontjait adottnak,
| ¢és ismételjiikk meg az alabbi eljarast. Az igy nyert
E pontok halmaza legyen H,, H; € H,. Ennek

megismétlésével a HySH, € H,C--
. ponthalmazhoz jutunk. Egy P pontot a H,

| halmazbdl megszerkeszthetdnek mondunk, ha P
I ab benne van valamelyik H;-ben.

Legyen adott a (legalabb két elemii) H, ponthalmaz, és legyen T, a H,-hoz tartozo(egyik alap)

szamtest. Egy pont akkor szerkeszthet6 meg a H, ponthalmazbdl, ha a koordinatai olyan T;

szamtestnek az elemei, amely T,;-bol véges sok 1épésben all el6 a kovetkezoképp: Ty € T; € -+ C

T;, ahol Ty, = T;(/@)), (0 <) a; € Tj:j=0... i-1.



A Galois-elmélet' felhasznalédsaval a szerkeszthetdség kritériuma a kovetkezoképp is megadhato:
Legyen adott a (legalabb két elemii) H, ponthalmaz, és legyen T, a H,-hoz tartozo(egyik alap)
szamtest. Egy x, valds szdm akkor szerkeszthet6 meg Hy-bdl, ha x, zérushelye egy olyan, a T
folotti irreducibilis f(x) € Ty[x] polinomnak, amelynek Galois-csoportja 2¥, k >0 rendd.
Ennek kovetkezménye, ha az f(x) = x3 + ¢;x% + ¢;x + ¢3, ¢; € R polinom a Ty=Q(cy, ¢;, C3)
test fOlott irreducibilis, akkor egyetlen zérushelye sem szerkesztheté meg a 0,1,¢q,Cy,C3
szamokkal jellemzett pontok H, halmazabdl.

A racionalis egyiitthatos és a racionalis szamtest folott irreducibilis harmadfokt polinomnak
egyik gyoke sem szerkesztheté meg a 0,1 szamokkal adott pontokbol.

Az okor nevezetes szerkesztési problémai ezek szerint nem oldhatok meg.

1.1.1 Kockakettozés

Adott az egységszakasz, szerkessziik meg a V = 2 kocka oldalat; a szerkesztend szakasz hossza

kielégiti az x3= 2 egyenletet, tehat a szerkesztendé V/2 hosszll szakasznak, azaz az f(x) = x3 —
2 polinom zérushelyének a megszerkesztését jelenti a 0 és 1 szamokhoz tartoz6 pontokbol. Most

Ty=Q, f(x) pedig nyilvanvalodan irreducibilis Q {o16tt.

1.1.2 Szogharmadolas

Adott o szog, szerkessziik meg é a- t. Szerkessziik meg a 60° harmadat, a 20°-ot. Adott a 0 és 1

szammal jelzett két pont, s hozzajuk tartoz6 szamtest Q. Tehat most Tp=Q. A 20°-0s szog
megszerkesztése egyenértékli az x=cos 20° pont megszerkesztésével. A trigonometriai
Osszefliggések alapjan kapjuk a cos3a = 4cos?a — 3 cosa azonossagot. Ebbdl x=cos 20°

valasztasaval a 4x3 — 3x — % = 0 egyenlethez jutunk, ami irreducibilis @ folott. (Ezzel csak azt

bizonyitottuk, hogy nem tudjuk tetszéleges sz6g harmadat megszerkeszteni; viszont vannak olyan

szogek, amiknek elvégezhetd szerkesztéssel a harmadolasa.)

! A Galois-elmélet, valamint a hozza kapcsolodo csoport és gytiriielémélet megértéséhez jo alap Bodi Béla: Algebra
1 — A csoportelmélet alajai, és Algebra 2 — A gylirielmélet alapjai cimi egyetemi jegyzetei.



1.1.3 Kornégyszogesités (és korkiegyenesités):

Szerkesztendd az egységkdrrel azonos teriiletil, (illetve keriiletli négyzet) oldala. Azaz, keriilet
esetén a keresett négyzet teriilete x2 = 7 (illetve oldala 4x = 2m), tehatvm -t (illetve g-t) kell
megszerkeszteni. Ebben az esetben is To=Q. A feladat megoldasat az f(x) = x? — 7 (illetve
f(x) = 2x — m) polinom zérushelye szolgiltatja. Mivel 7 transzcendens, ezért V@ (és g) is

transzcendens, a Q-bol megszerkeszthetd pontok viszont mind algebrai szamokkal jellemezhetdk.

1.1.4 4 szabalyos n-szog

A szabdlyos n-szog akkor szerkesztheté meg, ha n = 2Kp, ...p, (k = 0,7 = 0), ahol p; 22 +
1(t=0,1.2...) alaka primszam. (Az ilyen alaki primek a Fermat-primek.) Ezek szerint a

szabalyos 0tszog szerkesztheto.



1.2 Szerkesztések

Egy sikbeli alakzatot bizonyos adatok alapjan megrajzolhatunk, megszerkeszthetiink. Ehhez
sziikséges, hogy elegendd és ellentmondast nem tartalmazo adatok alljanak rendelkezésre, s hogy
kelld eszk6zok birtokdban legylink.
A szerkesztés megbizhatosdga a hasznalt eszk6zok pontossagatdl s attdl fiigg, milyen gonddal
dolgozunk. Bar e tényezok a gyakorlatban igen fontosak, elméleti vizsgalatoknal feltételezziik,
hogy eszkozeink tokéletesen pontosak, s hogy a szerkesztést kifogastalan gonddal végeztiik. E
feltételezés mellett kérdezni lehet, hogy bizonyos eszk6zok birtokdban €s pontosan megszabva,
hogy ezeket az eszkdzoket hogyan hasznaljuk, milyen szerkesztéseket tudunk elvégezni.
A legegyszerlibb eszk0z a vonalz6 és a korzd. Az ezekkel megtehetd legegyszeriibb 1épések:

1. A vonalzot két ponthoz illesztve megrajzolhatjuk a két ponton athaladé egyenest.

E

A"

2. Két adott pont tdvolsagat korzényilasba vehetjiik.

RO

3. Adott pont koriil adott korzonyilassal kort rajzolhatunk.

A
4. Két metsz6 egyenes metszéspontjat megkereshetjiik.

e

5. Egy kor és azt metsz6 egyenes mindkét metszéspontjat megkereshet;jiik.



6. Két egymast metszd kor mindkét metszéspontjat megkereshetjiik.

Ha egy szerkesztést pusztan a felsorolt hat 1épés véges sokszori alkalmazasaval elvégezhetiink,
akkor euklideszi szerkesztésnek (korzével és vonalzoval végzett szerkesztésnek) nevezziik. A
szerkeszthetOség kérdésénél feltesszilk, hogy van tetszdlegesen hosszi vonalzénk és
tetszOlegesen nagynyilast korzonk.
Axiomatikus tisztasaggal euklideszi szerkesztésnek az olyan eljarast nevezziik, melynél az
adatokbdl kiindulva a kivant alakzathoz tigy jutunk el, hogy kézben:
1. Csak olyan pont szerepeltethet, ami két ismert egyenes, két ismert kor, vagy ismert
egyenes ¢€s ismert kor metszéspontja.
2. Csak olyan egyenes szerepeltethetd, aminek két pontja ismert.
3. Csak olyan kor szerepeltethetd, aminek kozéppontja ismert, és sugara két ismert pont
tavolsaga.
4. Szerepeltethetd a siknak két, semmilyen eldirdssal meg nem kotott pontja is, kiillonben

nem tudunk elindulni.



2.1 Euklideszi szerkesztések— GeoGebra-val

Ma mar minden iskoldban van szamitogép €s a didkok nagy tobbsége haszndlja is. Miért ne
lehetne bemutatni, tanitani alapvetd szerkesztéseket szamitogépen? Ez amellett, hogy
érdekesebbé teszi a matematika tanulast, fejleszti a szamitdgép hasznalatot is.

Ennek szemléltetésére a GeoGebra programot haszndltam. Ez egy platform fiiggetlen
matematika-oktatasi segédeszkdz, mely témajaban a geometridhoz, algebrahoz, és kalkulushoz
kapcsolodik. A programot Markus Hohenwarter fejleszti a Salzburgi Egyetemen, kozépiskolai
segédletként is kivaloan hasznalhato, éppen ezért érdemes egy kicsit megismerkedni a
hasznalataval. A program egyrészt egy dinamikus geometriai rendszer, ahol pontokat, vektorokat,
szakaszokat, egyeneseket, kiipszeleteket, fliggvényeket abrazolhatunk, illetve ezeket dinamikusan
valtoztathatjuk. Masrészt egyenletek ¢€s koordinatak is megadhatok vele kozvetleniil. A
GeoGebra képes a fliggvények derivaltjanak ¢és integraljanak meghatarozasara, emellett
parancsokat biztosit a gyokok €s szélsoértékek kereséséhez. Tehat egy alakzat egyszerre van jelen
kifejezés és geometriai rajz formajaban. A GeoGebra egyéni felhaszndldsra ingyenesen letolthetd
a www.geogebra.org cimrél. Hasznélatahoz sziikséges még egy Java virtualis gép (JVM), ez
szintén ingyenesen letdlthetd a java.sun.com-rdl. Telepitése egyszeri, némi hidnyossaggal
ugyan, de ,,besz¢li” a magyar nyelvet is. Ha mar van a gépre telepitve JVM, telepitéskor meg kell
adni a GeoGebra- nak a JVM helyét; ha nincs, eldszor a JVM- et kell telepiteni, utdna a
GeoGebra- t.
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http://www.geogebra.org/
http://java.sun.com/

2.1.1 A GeoGebra program:

A programot a GeoGebra.exe- vel elinditva a kovetkezd képernyd fogad minket:

E GeoGebra

Fal Szerkesés Neézet Bedlifasok Tools Aplak Sugs 4— | MCNUSOT
A . . ° Mozgatas Eszkoztar |
Y -q,-"';;;; @vé;.oq,&acv‘ ‘%’vm »
) Szabad alakzatok  *
[ Fliggd alakzatok &
51 Seged alakzatok \
Geometria ablak
A\ 4
2 Algebra ablak
/ Navigacios eszkoztar
]
a : —Il é é IID 1‘2 1‘4
/ Parancssor
/]
/ s = R ¥ D> Lejétszas |2 s = |
@ Parancs: “ I 4 I ﬂluﬂIParancs... ﬂ‘

A program indul6 ablakéanak részei
1) Meniisor: a program altal elérhetd funkciokat tartalmazza. Legérdekesebb meniipontja a
F4j1\Export:
1) Dinamikus munkalap, mint weblap (html): megadhat6 a szerkesztés cime, a szerzo €s
a datum. frhat6 a szerkesztéshez magyarazo szoveg a szerkesztés elé és utan. Ide keriil
beagyazdsra maga a szerkesztés, melynek a mérete pixelben megadhato.
Exportalaskor harom f4jl keletkezik egyszerre, melyeknek egy konyvtarban kell
lennie, hogy a dinamikus munkalap mikodjon. Az igy elkésziilt exportalt fajl
barmilyen bongészével megnézhetd (Java kornyezet itt is sziikséges) és szamos
szovegszerkesztovel szerkeszthetd. Az elkésziilt harom fajl:
- egy .html fjl, ez tartalmazza a munkalapot

- egy .ggb fajl, ami a szerkesztést tartalmazza
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- egy geogebra.jar, ami az interaktivitast biztositja (Java alapokon)

i1) Rajzlap, mint kép (png, eps): exportalas esetén valaszthatunk, hogy a képet png
formatumban pixel grafikus képként mentsilk el, vagy eps formatumban
vektorgrafikus képként. A png formatumi kép felbontasa szabalyozhatod 72-600 dpi
kozott, mig az eps formatumu kép felbontasa fixen 72 dpi.

ii1) Rajzlap vagolapra masolasa: egy png formatumu, képernyd nagysagu képet masolunk
a vagolapra. Eldnye, hogy mentés nélkiil tudjuk a vagdlapon 1évd képet mas
dokumentumokba beszurni.

2) Eszkoztar: az adatok, objektumok geometriai Uton vald bevitelére szolgal. Az eszkdztar
ikonjait kattintassal tudjuk kivalasztani a megfeleld csoport legordiilé listabol, melyet az
ikonok sarkan taldlhat6é kis haromszog jelez. Az aktualisan kivalasztott ikon keretezetten
jelenik meg, illetve jobb oldalt, az ikonok mellett kiirja a program, hogy melyik az aktualis
ikon.

3) Algebrai ablak: a program objektumainak értékét, illetve képletét tartalmazza:

- Szabad alakzatok: mi vessziik fel ezeket, és a sikon szabadon mozgathatok

- Flggo alakzatok: a szabad alakzatok fliggvényében valtoznak, egyébként nem
mozgathatok.

- Segéd alakzatok: ide mi helyezhetiink le tetszdleges objektumokat.

4) Geometriai ablak (azaz rajzlap): az alakzatok megjelenitésére szolgal. Tulajdonsagait a
Bedllitasok\Rajzlap meniinél allithatjuk be.

5) Navigacidos eszkoztar: a mar elkésziilt szerkesztés 1épésein tudunk oda-vissza lépegetni. A

Lejatszds gombra kattintva a teljes szerkesztés menetét tudjuk visszajatszani a megadott
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sebességgel. A lejatszas gomb mellett taldlhatdé ikon pedig a Szerkesztd protokoll, ami a
szerkesztés 1épéseit mutatja sorrendben, feltiintetve az adott alakzatok definicidjat is.

6) Parancssor: az adatok, objektumok kozvetlen bevitelére szolgal. Objektumokat a rajzlapon
kozvetlentil, parancsok segitségével is felvehetiink, vagy az eszkoztar ikonjainak segitségével
is megjelenithetiink. Mindkét esetben megkapjuk magat az alakzatot a rajzlapon és az alakzat

képletét az algebra ablakban.

2.1.2 Kozvetlen adatbevitel:

A program lehetéséget nyujt a kozvetlen adatbevitelre, amikor is egy objektumot nem az
eszkoztar segitségével vesziink fel, hanem a parancssorban vissziik be. Ekkor lehetéségiink van
megadni az objektum nevét, példaul O=(0,0), illetve indexelhetjiik is az objektumokat. Az O;-
nek megfelel az O 1. Hasznalhatok a szokésos aritmetikai miiveletek, ugymint az Osszeadas,
kivonas, szorzas, osztas, illetve a zarojelek, a faktoridlis €s a hatvanyozas is.

Szamok esetében a . jeloli a tizedesvessz6t. A GeoGebra a megadott szdmot csak annyi
tizedesjellel veszi figyelembe, amennyit a Beallitdsok\Tizedes hely meniinél megadtunk
(alapértelmezésben kettd). Pl.: a = 3.21.

Szogeket megadhatunk mind fokban, mind radianban. Emellett azt is meghatarozhatjuk, hogy
engedélyezziik-e a reflex szogek hasznalatat. Ha nem, akkor a program két félegyenes altal bezart
szogek koziil automatikusan a kisebbet adja. Pl.: y = 45°, vagy § = pi/3.

A pontok mind Descartes-féle koordinatakkal, mind polar koordinatakkal megadhatok. Egy pont
Descartes-féle koordinatakkal pl.: O = (0,1), ugyanez a pont polar koordinatakkal O = (1,90°).
Egyeneseket paraméteres formaban, vagy linearis egyenletként adhatunk meg. Paraméteres

egyenletben az x és y valtozok hasznalhatok. A paraméteres alakban pedig X és t valtozo és eldre
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megadott pont és vektor haszndlhatd. Az egyeneseket kis betiivel (pl.: e, f) jeldljiik, és
kettOsponttal (:) valasztjuk el. Pl.: az A = (0,0) és B = (1,1) pontokra illeszkedd e egyenes

paraméteres formaja e: X = (0,0) + t(1,1), a linearis egyenlete e: —x +y = 0.

2 Szabad alakzatok x ) Szabad alalkzatok X

O A=(0,0) ! Lo A= (0,0) !
G B={1,1) L@ B=(1,1)

= Flggd alakzatok a 3 Fggd alakzatok o

D oex+y=0 ‘ﬂo T e e X =000+ A{1, 1) "A/r 1 .
1 .

az e egyenes linearis egyenlete az e egyenes paraméteres formaja

Fiiggvények beviteléhez hasznalhatjuk a mar korabban definialt objektumainkat, illetve
hasznalhatjuk a GeoGebra beépitett fiiggvényeit.
A beépitett fliggvények:

Osszeadas +
kivonas -
SZOTZ4s *

0sZtas /
hatvanyozas A, vagy 2,3
faktorialis !

Gamma fliggvény gamma( )
zarojelek 0)

x koordinata x()

y koordinata y(O)
abszolut érték abs( )
eldjel sgn( )
négyzetgyok sqrt( )
exponencialis fliggvény exp( )
logaritmus (természetes) log()
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koszinusz cos( )

szinusz sin( )
tangens tan( )
arc koszinusz acos( )
arc szinusz asin( )
arc tangens atan( )
koszinusz hiperbolikusz cosh()
szinusz hiperbolikusz sinh( )
tangens hiperbolikusz tanh( )
koszinusz antihiperbolikusz acosh()
szinusz antihiperbolikusz asinh( )
tangens antihiperbolikusz atanh( )
szamnal nem nagyobb, legnagyobb egész floor( )
szamnal nem kisebb, legkisebb egész ceil()
kerekités round( )

Példaul: az M, mit az A és B pontokkal jelolt szakasz kézéppontja, megadhato a kévetkezo
formdaban: M = (A+ B)/2.

L Szabad alakzatok x
=@ A ={0.97;57.62°) 1 A
“3 B=(3.48,0.32) ]
7 Filggd alakzatok b B
@ M=1(2,0.57) . 0

@ h=3 -1 o 1 2 3
PontM: (A + B¢ 2

-1

Egy vektor hossza kiszamolhato, mint | = sqrt(v * v).

7 Bzahad alakzatok x

O B=(31 14

3 Fugad alalzatok /

-0 A= (0,0)

O 1=3.46 o

e w=1(3,1) A 0 i 2 3
-1+
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2.1.3 Parancsok

Parancsok segitségével 1étre tudunk hozni 0j objektumokat, illetve meg tudjuk valtoztatni azokat.

1) Altaldnos parancsok

- Kapcsolat

Kapcsolat[a alakzat, b alakzat]: egy lizenet ablakban megmutatja az a és b alakzatok kozotti
kapcsolatot.

Ez a parancs lehetoséget biztosit szdmunkra, hogy megvizsgaljuk két alakzat
egybevagosagat,pont egyenesre ill. kupszeletre illeszkedését, valamint egyenes kupszelethez
viszonyitott érintd, metszo6 vagy kitérd voltat.

- Torles

Torlés[alakzat]: torol egy alakzatot minden leszarmazottjaval egyiitt.

2) Numerikus parancsok

- Hossz

Hossz[vektor]: egy vektor hossza.

Hossz[ A pont]: az A ponthoz tartozo helyvektor hossza.

- Teriilet

Teriilet[ A pont, B pont, C pont, ...]: pontokkal megadott sokszdg teriilete.

- Tavolsag

Tavolsag[ A pont, B pont]: az A és B pontok tavolsaga.

Tavolsag[ A pont, g egyenes]: az A pont és a g egyenes tavolsaga.

Tavolsag[g egyenes, h egyenes]: a g és a h egyenes tdvolsdga. Metszd egyenesek tavolsaga 0. Ez
a fliggvény parhuzamos egyenesek esetén hasznalhato.

- Meredekség

Meredekség[egyenes]: egy egyenes meredeksége. Ez a parancs kirajzol egy meredekségi

haromszdget is, melynek mérete valtoztathato.
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Példaul az A(0, 0) és a B(2, 1) pontokra illeszked6 b egyenes meredekségét a kapott derékszogii

haromszog a szogének tangense adja:

7 Szahad alakzatok X
----- 4 =00

LS
=
1}
b
& i
N
]
o
o
I
=
o

- Sugar

Sugar[kor]: egy kor sugara.

- Paraméter

Paraméter[parabola]: egy parabola paramétere (a vezéregyenes és fokusz tavolsaga).

- Nagy tengely hossza

NagyTengelyHossz[kupszelet]: egy kupszelet nagytengelyének hossza.

- Kis tengely hossza

KisTengelyHossz[kupszelet]: egy kupszelet kistengelyének hossza.

- Excentricitas

Excentricitas[kupszelet]: egy kiipszelet excentricitasa.

- Alséosszeg

Als6Osszeg[f fliggvény, a szam, b szam, n szam]: az f(x) fiiggvény alsd Osszege az [a,b]
intervallumon, n beosztassal. Megrajzolja az als6 0sszeget, mint téglalap teriiletet is.

- Fels6osszeg

Fels6Osszeg[f fiiggvény, a szdm, b szdm, n szam]: az f(x) fliggvény felsé Osszege az [a,b]
intervallumon, n beosztassal. Megrajzolja az fels6 Osszeget, mint téglalap teriiletet is.

Példdaul az f(x) = x? fiiggvény [-2, 2] intervallumon vett alsé és felsé dsszege:
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) Szabad alakzatok ®| 4
i @ f{x} =y?

) Figod alakzatok
- alsdibsszey = 4.07
- @ felsbisszey = 6.74 .

wn

\| -

passzeg Iqsggsszegq = (.74

3) Szog

Szog[vektor, vektor]: két vektor szoge (0° és 360 ° kozott).

Szog[egyenes, egyenes]: két egyenes iranyvektora kozotti szog (0° és 360° kozott).

Sz6g[ A pont, B pont, C pont]: az ABC pontok altal hatarolt szog (0° és 360° kozott). B a szog
csucsa.

Szog[ A pont, B pont, a szog]: az A, B és az A pont B koriili @ szdggel vald elforgatasabol
keletkez6 A’ pontok altal meghatarozott sz6g. Ekkor az A pont elforgatott képe is 1étrejon.
(Forgatas[B, a, A]).

Szog[kupszelet]: a kiipszelet nagytengelyének az x tengellyel bezart szoge.

Szog[v vektor]: az x tengely €s v vektor altal bezart szog.

Szog[ A pont]: az x tengely és A pont helyvektora altal bezart szog.

Szog[szam]: szOg atalakitasa radianna (az eredmény 0 és 27 kozotti).

Szog[sokszog]: egy sokszog 0sszes belsd szoge.

4) Pont

- Pont

Pont[egyenes]: pont egyenesen.
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Pont[kupszelet]: pont kupszeleten.

Pont[fliggvény]: pont fliggvényen.

Pont[vektor]: pont vektoron.

Pont[P pont, v vektor]: P + v pont.

- Kézéppont

Kozéppont[ A pont, B pont]: az A és a B pontok altal meghatarozott szakasz kézéppontja.
Kozéppont[szakasz]: szakasz kozéppontja.

- Kozép

Kozép[kupszelet]: kapszelet kozéppontja.

- Fokusz

Fokusz[kupszelet]: kupszelet (0sszes) fokuszpontja.

- Csucspont

Csucspont[kupszelet]: kipszelet (6sszes) csucspontja.

- Sulypont

Stlypont[sokszog]: sokszdg stlypontja.

- Metszéspont

Metszéspont[g egyenes, h egyenes]: a g és a h egyenesek metszéspontja.

Metszéspont[g egyenes, ¢ kipszelet]: a g egyenes és a ¢ kupszelet 6sszes metszéspontja.
Metszéspont[g egyenes, ¢ kupszelet, n szam]: a g egyenes és ¢ kupszelet n-edik metszéspontja.
Metszéspont[c kupszelet, d kupszelet]: a ¢ és d kupszeletek 6sszes metszéspontja.
Metszéspont[c kupszelet, d kipszelet, n szam]: a ¢ és d kiipszeletek n-edik metszéspontja.
Metszéspont[ f polinom, g polinom]: az f és g polinomok 0sszes metszéspontja.

Metszéspont[f polinom, g polinom, n szam]: az f és g polinomok n-edik metszéspontja.
Metszéspont[f polinom, g egyenes]: az f polinom és g egyenes Osszes metszéspontja.
Metszéspont[f polinom, g egyenes, n szam]: az f polinom €s g egyenes n-edik metszéspontja.
Metszéspont[f fliggvény, g fliggvény, A pont]: az f és g fliggvények metszéspontja az A
kezddértékkel.

Metszéspont[f fliggvény, g egyenes, A pont]: az f fliggvény és a g egyenes metszéspontja az A
kezddeértekkel.

- Gyok
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Gyok[f polinom]: az f polinom 6sszes gyoke (pontként).

Gyok[f fliggvény, a szam]: az f fliggvény egy gyoke az a kezddértékkel.

Gyok[f figgvény,a szam, b szam]: az f figgvény egy gyoke az [a, b] intervallumon.

- Szélsoértéek

Szélsdérték[f polinom]: az f fliggvény Osszes helyi szélséértéke (pontként)

- Inflexios pont

InflexiosPont[f polinom]: f fliggvény Osszes inflexios pontja.

Példaul az f(x) = 4x3 + 4x? + 0,2 fiiggvény inflexids pontja (A) és szélsGértékhelyei (B és C) a

kovetkezoképp néznek ki:

(' Srabad alakzatak ~

e R =+ AR 02 =
' Filgod alakzatok 0.4

..... 3 A= {_ﬂ33, l]'”

@ B = (-0.67, 0.39)

i P C= |], 02 0.24

{ } A
1]
X -0.8 -0.8 -0.4 .2 o 2 0.4
f a
c
-0.4

5) Vektor
- Vektor

Vektor[ A pont, B pont]: AB iranyt vektor.

Vektor[pont]: a pont helyvektora.

- Irany

Irany[egyenes]: az egyenes irdnyvektora. Ha az egyenes egyenlete ax + by = c, akkor
iranyvektora (b, —a).

- Egységvektor

EgységVektor[egyenes]: az egyenes egység hossziisagu iranyvektora.

EgységVektor[vektor]: a vektor egységvektora.

- Normalvektor
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NormalVektor[egyenes]: az egyenes normalvektora. Ha az egyenes egyenlete ax + by = c,
akkor normalvektora (a, b).

NormalVektor[vektor]: a vektor normdalvektora. Ha a vektor koordinatai (a,b), akkor a
normalvektoraé (—b, a).

- Egységnyi normalvektor

EgységnyiNormalVektor[egyenes]: az egyenes egységnyi normalvektora.

EgységnyiNormal Vektor[ vektor]: a vektor egységnyi normalvektora.

6) Szakasz

Szakasz[ A pont, B pont]: az A és B pontok altal meghatarozott szakasz.
Szakasz[ A pont, a szam]: az A kezd6pontu, a hosszisagu szakasz. A szakasz masik végpontja is

1étrejon.

7) Félegyenes

Félegyenes[ A pont, B pont]: A kezddponta, B-re illeszkedd félegyenes.

Félegyenes[ A pont, v vektor] A kezdépontq, v irdnyvektoru félegyenes.

8) Sokszog

Sokszog[ A pont, B pont, C pont, ...]: a pontok altal meghatarozott sokszog.

9) Egyenes

- Egyenes

Egyenes[ A pont, B pont]: az A, B pontokra illeszkedd egyenes.
Egyenes[ A pont, g egyenes]: A-ra illeszkedd, g-vel parhuzamos egyenes.
Egyenes[ A pont, v vektor]: A-ra illeszkedd, v irdnyvektora egyenes.

- Meroleges
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Merdleges[ A pont, g egyenes]: A-ra illeszkedd, g-re merdleges egyenes.

Merdleges[ A pont, v vektor]: A-ra illeszkedd, v normalvektoru egyenes.

- Szakaszfelezo

Szakaszfelez6[ A pont, B pont]: az AB szakasz szakaszfelezd merdlegese.

SzakaszfelezO[s szakasz]: az s szakasz szakaszfelez0 merdlegese.

- Szogfelezo

Szogfelez[ A pont, B pont, C pont]: az ABC szdg szogfelezdje. A B pont a szdg cslicsa.
Szogfelezd[ g egyenes, h egyenes]:a g és h egyenes altal meghatarozott szogek szogfelezoi.

- Erinté

Erint6[ A pont, ¢ kiipszelet]: az A pontbol a ¢ kupszelethez hiizott (Gsszes) érintd.

Erinté[g egyenes, ¢ kupszelet]: a ¢ kupszelet osszes olyan érintdje, amelyik parhuzamos a g
egyenessel.

Erinté[a szam, f fiiggvény]: az f(x) fiiggvény érintéje az x = a pontban.

Erint6[ A pont, f fiiggvény]:az f(x) fiiggvény érintdje az x = x(A) pontban.

- Aszimptota

Aszimptota[c hiperbola]: egy hiperbola mindkét aszimptotaja.

- Vezéregyenes

Vezéregyenes| ¢ parabola]: egy parabola vezéregyenese.

- Tengelyek

Tengelyek[c kupszelet]: egy kupszelet nagy- és kistengelye.

- Nagytengely

NagyTengely[c kupszelet]: egy kiipszelet nagytengelye.

- Kistengely

KisTengely[c kupszelet]: egy ktpszelet kistengelye.

- Polaris

Polaris[ A pont, ¢ kupszelet]: az A pont ¢ kiipszeletre vonatkozo polarisa.

- Atméré

Atméré[g egyenes, ¢ kupszelet]: a ¢ kupszelet egy 4tmérdje, mely parhuzamos a g egyenessel.
Atmérd[v vektor, ¢ kipszelet]: a ¢ kipszelet egy atméréje, mely parhuzamos a v vektor

tartoegyenesével.
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10) Kupszelet

- Kor

Kor[M pont, r szam]: kor M kozépponttal €s r sugarral.

Kor
Ko6r[A pont, B pont, C pont]: Hirom pontra (A, B, C) illeszkedd kor.

Kor[M pont, s szakasz]: kor M kozépponttal €s s sugarral.
[

M pont, A pont]: M kézéppontu A pontra illeszkedd kor.

- Ellipszis

Ellipszis[F pont, G pont, a szam]: két fokuszaval (F, G) és fotengelyének hosszaval (a) megadott
ellipszis. (feltétel: 2a > Tavolsag[F,G])

Ellipszis[F pont, G pont, s szakasz]: két fokuszaval (F, G) és fotengelyének hosszaval (s)
megadott ellipszis. (feltétel: a = Hossz[s])

- Hiperbola

Hiperbola[F pont, G pont, a szdm]: két fokuszaval (F, G) és valos tengelyének hosszaval (a)
megadott hiperbola. ( feltétel: 0 < 2a < Tavolsag[F,G]).

Hiperbola[F pont, G pont, s szakasz] Két fokuszaval (F, G) és valods tengelyének hosszaval (s)
megadott hiperbola. (feltétel: a = Hossz[s])

- Parabola

Parabola[F pont, g egyenes]: fokuszpontjaval (F) €s vezéregyenesével (g) megadott parabola.

- Kupszelet

Kupszelet[ A pont, B pont, C pont, D pont, E pont]: 6t pontra illeszked6 kupszelet (négy pont nem
illeszkedhet egy egyenesre).

11) Figgvény

- Derivalt

Derivalt[f fliggvény]: az f(x) fliggvény derivaltja.

Derivalt[f fliggvény, n szam]: f(x) fliggvény n-edik derivalja.
- Integral

Integral[f fliggvény]: az f(x) fliggvény hatarozatlan integralja.
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Példdul az f(x) = x% + 2x fiiggvény derivaltia (g(x)), illetve integralja (h(x)) a kévetkezéképp
néz ki:

' Szabad alakzatok x
- ] f{H}=H=+EH

7 Flgad alakzatok

@ gy =2x+2

“ @ hix)=033 %" + %7

Integral[ f fliggvény, a szam, b szam]: az f(x) hatarozott integral az [a,b] intervallumon. Valamint
berajzolja az f(x) fliggvény és az x tengely kozotti sikidom teriiletét.
Példaul az f(x) = x? + 2x fiiggvény hatdrozott integrdlja a [-2; 2] intervallumon, illetve az f
fliggveény alatti teriilet (berajzolva, illetve szamértékkel is kifejezve):

)t Gzabad alakzatok *
b (@ ) =x"+2x 44
' Fagad alakzatok
@ a=533
[ Szérn a: Integral fiai -2 mig 2 f
2 -
4# 533
0
o 2
-2
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Integral[f fliggvény, g fliggvény, a szam, b szdm]: az f(x)-g(x) hatarozott integral az [a,b]
intervallumon. Valamint berajzolja az f(x) és g(x) fliggvény kozotti sikidom teriiletét.

- Polinom

Polinom[f fliggvény]: dbrazolja az f polinomfiiggvényt.

Példdul: Polinom[(x — 3)?] jelenti az x* — 6x + 9 polinomfiiggvényt

) Szabad alakzatok x f

7 Flgad alakzatok
DR =% -6X+0
Fiigipeany 2 Polinom{(x - 3)°] 2

v o alakzat megjelenitése
v a0 felirat megjelenitése 14
Myormvonal

Atnevezés o
[ Ujra definial o 1 2 a 4

/ Thrlés

- Fiiggvény
Figgvény[f fliggvény, a szdm, b szdm]: abrazol egy fliggvényt, ami az [a,b] intervallumon

megegyezik az f fliggvénnyel, azon kiviil pedig nincs definidlva

12) 1v és cikk

Az iv algebrai értéke a hossza, a cikk értéke pedig a teriilete.

- Félkor

Félkor[ A pont, B pont]: az AB szakaszra rajzolt félkor.

- Koriv

Koriv[M pont, A pont, B pont]: koriv az A és B pont kdzott M kdzépponttal. ( a B pontnak nem
kell illeszkednie a korivre)

- Koriv2

Koériv2[pont, pont, pont]: hdrom pontra illeszkedd koriv.

- Iy

Iv[ ¢ kapszelet, A pont, B pont]: az A és B pont kozé es6 kupszelet iv. (kor vagy ellipszis).

iv[c kupszelet, t1 szam, t2 szam]: iv a t; és t, paraméterek kozott, ahol a paraméterek a

kovetkezd formajuak:
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* kor: (r cos(t),r sin(t)), ahol r a kor sugara.
* ellipszis: (a cos(t), b sin(t)), ahol a és b a fo- ill. a kistengely hossza.
- Korcikk
Korcikk[M pont, A pont, B pont]: korszelet az A és B pontok kozott M kdzépponttal. (a B
pontnak nem kell illeszkednie a korivre)
- Korcikk?2
Korcikk2[pont, pont, pont]: harom pontra illeszkedd korszelet.
- Cikk
Cikk[c kapszelet, A pont, B pont]: kupszelet cikk, amelyet az AOB< kimetsz (lehet kor vagy
ellipszis, az O pont a kupszelet kozéppontja).
Cikk[c kupszelet, t1 szam, t2 szam]: szelet a t; és t, paraméterek kozott, ahol a paraméterek a
kovetkezd formajuak:
* kor: (r cos(t),r sin(t)), ahol r a kor sugara.

* ellipszis: (a cos(t), b sin(t)), ahol a és b a kupszelet fél nagy- ill. kistengelye.

13) Kép

Sarok[kép, n szdm]: a megadott kép n-edik sarkaval megegyezd koordinataju pontot hoz létre. (n

=1, ...,4;az 1. sarok a bal alsd, 4. a jobb also6)

14) Mértani hely

Meértanihely[Q pont, P pont]: abrdzolja a Q pont P ponttél fiiggd mértani helyét. A P pontnak
illeszkednie kell egy alakzatra.

15) Geometriai transzformaciok

Ha egy 0j névhez rendeljiik az alabbi parancsok barmelyikét, akkor transzformalt alakzat egy

masolata jon 1étre. A Tiikorzés[ A, g] parancs tiikrozi az A pontot a g egyenesre €s megvaltoztatja
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az A pont helyzetét (a sajat maga tiikkorképe lesz). A B = Tiikrozés[ A, g]| parancs viszont 1étrehoz
egy Uj pontot (B) és az A pontot valtozatlanul hagyja.

- Eltolas

Eltolas[ A pont, v vektor]: az A pont v vektorral val6 eltolasa.

Eltolas[g egyenes, v vektor]: a g egyenes v vektorral vald eltolasa.

Eltolas[c kupszelet, v vektor]: a ¢ kupszelet v vektorral val6 eltolasa.

Eltolas[c fliggvény, v vektor]: az f fliggvény v vektorral valé eltolasa.

Eltolas[P sokszdg, v vektor]: a P sokszog v vektorral valo eltolasa. Az 0j csticsok ¢€s oldalak is
1étrejonnek.

Eltolas[p kép, v vektor]: a p kép v vektorral valo eltolasa.

Eltolas[v vektor, p pont]: a v vektor P kezdépontba valo eltolasa.

- Forgatas

Forgatas[ A pont, a sz0g]:az A pont origd kdzépponti a szoggel valo elforgatasa.

Forgatas[v vektor, a sz0g]: a v vektor origd kdzéppontl a szdggel valo elforgatasa.

Forgatas[g egyenes, a sz0g]: a g egyenes origd kozéppont a szdggel valo elforgatasa.
Forgatas[c kupszelet, a szog]: a ¢ kiipszelet origd kdozépponta a szoggel valo elforgatasa.
Forgatas[P sokszdg, a sz0g]: a P sokszdg origd kozéppontu a szoggel valod elforgatasa. Az 1j
csticsok és oldalak is létrejonnek.

Forgatas[p kép, a szog]: a p kép origd kdzépponti a szoggel valo elforgatasa.

Forgatas[ A pont, a sz0g, B pont]: az A pont B pontra vonatkoz6 a szoggel valé elforgatasa.
Forgatas[g egyenes, a szog, B pont] g egyenes B pontra vonatkoz6 « szdggel valo elforgatasa.
Forgatas[c kupszelet, ¢ szdg, B pont]: a ¢ kupszelet B pontra vonatkozdé a szoggel valo
elforgatasa.

Forgatas[P sokszog, a szog, B pont]: a P soksz6g B pontra vonatkozo a szdggel vald elforgatasa.
Az 1j cstucsok és oldalak is 1étrejonnek.

Forgatas[p kép, a szdg, B pont] p kép B pontra vonatkoz6 a szoggel vald elforgatasa.

- Tiikrozes

TiikrozEs[ A pont, B pont]: az A pont B pontra vonatkozé tiikorképe.

Tiikrozés[g egyenes, B pont]: a g egyenes B pontra vonatkozé tiikkorképe.

Tiikrozés[ c kupszelet, B pont]: a ¢ kipszelet B pontra vonatkozo tiikorképe.
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Tiikrozés[P sokszog, B pont]: a P sokszog B pontra vonatkozo tiikorképe. Az 0j cstucsok és
oldalak is létrejonnek.

Tiikrozés[p kép, B pont]: a p képnek B pontra vonatkoz6 tiikkdrképe.

TiikrozEs[ A pont, h egyenes]: az A pont h egyenesre vonatkozo6 tiikorképe.

Tikrozés[g egyenes, h egyenes]: a g egyenes h egyenesre vonatkozo tiikorképe.

Tiikrozés[c kupszelet, h egyenes]: a ¢ kiipszelet h egyenesre vonatkozo tiikkorképe.

Tiikrozes[ P sokszog, h egyenes]: a P sokszog h egyenesre vonatkozo tiikorképe. Az 0j csticsok és
oldalak is létrejonnek.

Tikrozés[p kép, h egyenes]: a p kép h egyenesre vonatkozo tiikorképe.

- Nyujtas

Nyujtas[ A pont, f szam, S pont]: az A pont S kozéppontu, f egyiitthatds nyujtasa.

Nyujtas[h egyenes, fszam, S pont]: a h egyenes S kdzépponty, f egyiitthatos nyujtasa.

Nyujtas[c kapszelet, f szadm, S pont]: a ¢ kiipszelet S kdzéppont, f egyiitthatds nytjtasa.
Nyujtas[P sokszog, f szdm, S pont]: a P sokszdg S kozéppontu, f egyiitthatés nyujtasa. Az uj
csticsok és oldalak is létrejonnek.

Nyujtas[p kép, f szam, S pont]: a p kép S kdzéppontq, f egylitthatos nyhjtasa.

2.2 Szerkesztések GeoGebraval

A fenti szemelvényes attekintés is képet ad a GeoGebra képességeirdl. Mint lattuk, a GeoGebra
elsddlegesen matematikaoktatasi segédeszkdz, €és mint ilyen, alkalmas arra, hogy olyan
alakzatokat is megmutathassunk az 6ran, amit egyébként szamitégép nélkiil nem lenne egyszert.
Ezeket az alakzatokat (mit példaul egy masodfoku fliggvény, vagy egy parabola) a diakok is
elkészithetik a szdmitogépen, és talan konnyebben megértik az dsszefliggéseket, illetve jobban
elsajatithatjak a tanultakat. A kényelemes program ¢€s a kapott szemléletes, dinamikus abrak
jobban motivaljak a didkokat, mintha kézzel kellene abrazolniuk. Az elkészitett abrak
szemléltetése egyszerl,, mivel ki tudjuk vetiteni oket.

Béarmennyire is igyeksziink, korzével €és vonalzoval nem tudunk teljesen pontos szerkesztéseket

végezni, csupan kozelitéleg jo eredményt kapunk. Szamitogéppel torténd szerkesztésnél ilyen
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gondjaink nincsenek. A GeoGebra azért is alkalmas szerkesztések bemutatdsra, mert

Iépésenként vihetjiik végég a szerkesztést, illetve visszajatszhatjuk a szerkesztés Iépéseit.

2.2.1 A sik egybevagosagi transzformacioi:

Olyan transzformaciokat keresiink, amik az ABCA-et a vele egybevagd A’B’C’A-be viszi.

(1) Identitas: olyan geometriai transzformacid. mai minden ponthoz 6nmagat rendeli.
c=cC'
A=p
B=B'
2) Tengelyes tiikrozés: olyan geometriai transzformacio, ami egy adott t egyenes minden

pontjanak onmagat felelteti meg, és a sik barmely mésik P pontjdhoz tigy rendeli a P’ pontot,

hogy a PP’ szakasz felezOmerdlegese a t egyenes.

a kortiljaras iranya megvaltozik

3) Eltolas: olyan geometriai transzformdcid, ami barmely P ponthoz ugy rendeli a P’

pontot, hogy a PP’ szakasz megegyezik egy adott vektorral.
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a koriiljaras iranya
megegyezik

4) Forgatas: olyan geometriai transzformaci6, ami a sik egy adott O pontjanak 6nmagat
felelteti meg, és a sik barmely mas pontjahoz tigy rendel egy P’ pontot, hogy OP=0OP’ és a POP’

iranyitott sz6g megegyezik egy adott a szoggel.

a koriiljaras iranya megegyezik

5) Kozéppontos tiikrozés: olyan geometriai transzformacio, ami a sik egy adott O pontjanak
onmagat felelteti meg, és a sik minden mas P pontjdhoz ugy rendeli a P’ pontot, hogy a PP’

szakasz felezOpontja az O pont legyen.

a koriiljaras iranya
megegyezik
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(6) Csusztatva tiikrozés: egy tengelyes tiikrozés €s egy, a tengelyes tiikkrozés tengelyével

parhuzamos eltolds egymas utani elvégzése. Egyetlen egybevagdsagi transzformacidonak

tekintjiik.

a koriiljaras iranya
ellentétes

2.2.2 Haromszogek

Béarmely sokszoget haromszogekre tudunk bontani, ezért nézziik meg elészér a haromszogek

geometriajat:

A hdromszdgek jellemzése:

tompaszog. Minden haromszdg konvex.

A haromszog csucsait nagybetiikkel,
oldalait kisbetiikkel, a szogeit gorog
bettikkel jeloljiik.

Egy haromszog hegyesszogli, ha
mindegyik szoge hegyesszog;
derékszogii, ha egyik szoge derékszog;
tompaszogt, ha egyik szoge

Derékszogii haromszog esetén a derékszoget kozrefogd oldalakat befogdknak, a derékszoggel

szemkozti oldal atfogonak nevezziik.



Egy haromszog egyenld szarli, ha van két egyenld oldala; ezt a két egyenld oldalt szaraknak, a
harmadik oldalt alapnak nevezziik. A szarak altal bezart szoget szarszognek, az alapon nyugvokat
alapszognek nevezziik.

Egy haromszog szabalyos (vagy egyenld oldaltl), ha mindharom oldala egyenld.

A haromszdgek egybevagosaganak' alapesetei:

Két haromszog egybevago, ha

(1) megfeleld oldalaik hossza egyenld

-
-~ -
- -
- -
- -
-

két-két oldal hossza, €s az altaluk kozbezart szog nagysaga egyenld

- <7

3) két-két oldaluk és a két oldal koziil a nagyobbikkal szemkozt 1év6 szogiik nagysaga

egyenld

&

egy-egy oldaluk hossza ¢€s a rajta fekvo két-két szogiik nagysaga egyenld

Két haromszdg hasonlo, ha egyenld

! Két alakzat egybevagd, ha van olyan tavolsagtarté geometriai transzforméacio, ami az egyiket a méasiknak felelteti
meg. Jele: =
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(1) kétkét szogik

—

(2) két-két oldaluk ardnya és az ezek altal kozrezart szogiik

3) két-két oldaluk ardnya és a nagyobbikkal szemben fekvo szogiik

A GeoGebraval egyszerlien bemutathatjuk az oran, mikor egybevagd illetve hasonld két
haromszdg, szemléltetve, hogy miket emeliink ki. A tablarajzzal szemben nagy eldnye, hogy a
haromszogparok tényleg egybevagoak, illetve hasonloak.

Az abrak megszerkesztése a kovetkezOképp néz ki: felvesziink a munkalapon 3 pontot (példaul
A, B, C), majd a sokszog[A,B,C] paranccsal megkapjuk a kivant haromszoget. Ezutan a vektor
ikonra kattintva pdl felvesziink egy tetszOleges vektort, majd az eltolas[haromszdg neve,
vektor neve] paranccs;ﬂ meg is kapjuk az egybevagd haromszoget. Hasonld haromszégeknél
vagy bekapcsoljuk a racsot a Nézet\Racs meniipontban, ¢és ott hozunk létre hasonld
haromszogeket, de elegansabb megoldas, ha eltoljuk a haromszdget, majd vektorral A-szorosara

nagyithatjuk.
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Szoveget beszirni az eszkdzsor spc  ikonjaval lehet. Miutdn kivélasztjuk az ikont az
eszkdzsoron, a rajzlapon kattintva m;gjelenik a beviteli ablak, ahova be kell irnunk a
megjeleniteni kivant szoveget. A szoveget ,,” jelek kozé kell tenni, a paraméterértékeket viszont
nem. Ezek természeten dinamikusak, tehat ha valtoztatom a paraméter értékét, akkor a szovegben

is valtozik az értéke. Tobb dolgot egymas mellett + jel segitségével tudunk 6sszekapcsolni.

A haromszog koré irt, beirt és hozzairt kore
Adott ABCA koré szerkessziink kort!

A kor kozéppontjahoz olyan pontot kell keresniink, ami a haromszég mindharom csticsatol
egyenld tavolsagra van. Az AC oldal felezOmerdlegesének

N pontjai egyenld tdvolsidgra vannak mind az A, mind a C

‘ csticsoktol. Hasonléan, az AB oldal felezomerdlegesének

pontjai is egyenlo

A
x , tavolsigra vannak az A és B cslcsoktol. Természetesen,
mindez fennall a BC szakaszra, illetve a szakasz
felezOmerdlegesére. Az  oldalfelezd merdlegesek M

metszéspontja tehat mindharom cstcstol egyforma tavolsagra
van. A kor kozéppontja tehat az oldalfelezd merdlegesek metszéspontja lesz. A szerkesztés
Iépéseit jol szemlélteti a mellékelt dinamikus munkalap. Ezt ugy kapjuk meg, hogy a kész
objektumot a F4jl\Export\Dinamikus munkalap mint weblap(html)... meniiponttal mentjiik el.
Ekkor megkapjuk a f4jl neve.ggb fijlt, a fajl neve.html f4jlt, és a geogebra.jar fajlt. Ezek egy
konyvtarban kell legyenek. A szerkesztési 1épések bemutatasahoz egy eddig még nem ismertetett
eszkOz, a szerkesztési protokoll hasznalhat6. Ez a Nézet\Szerkesztd protokoll... meniipont alatt
talalhatd. A geometriai ablakban bevitt szerkesztési 1épéseket egy tablazatban latjuk viszont, ahol
az egyes lépések sorszamozva jelennek meg. Alapértelmezésben minden egyes 1épést lejatszik,
de csoportorsithatjuk ezeket, illetve lehetdségiink van arra, hogy a technikai, illetve esztétikai
mozzanatok ne keriiljenek lejatszasra. A szerkesztd protokoll segitségével lejatszasra elkészitett

objektumot a Nézet\Navigacios eszkoztar a szerkesztési 1épésekhez meniipont alatt eléhivhato
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ESZEIkeszlﬁ Protokol
Fajl Meézet Sigo
Mo INé\r |Deﬂn|’cié |Parancs IAIgebra |Tﬁré... |
1 |Héroms.. |Sokszig &, B, Sokszdgls B, polvl =533 | 1=
2 Sziveg T1 T1="a" [
3 Sziveg T2 T2="B" v
4 Széveg T3 T3="C" [l
5 Kird kir kizep A KArA, 3] diw-278F . W
6 Kare kir kiizep C o KAOHC, 3 eif- 676 . W
7 PontD metszéspontjaMetszéspont[d 0= (3,89, 1....
3 FontE metszéspontia Metszéspont[d E = (5.65,-2.... ™
9 |Szakasz Szakasz[D, E] SzakaszD, E) fB =4.06 =
10 ’Szﬁ\reg T4 Td="11pzh. W |
11 Karg Kir kizép B KAr[B, 3] gix- 7380 L W
12 PontF metszéspontia Metszéspont[d|/F = (4.89,-3... W
13 PontG metszéspontiaMetszéspont(d G=(5.27,0.... W
14 Szakasz SzakaszlF, 3] SzakaszlF, G] |fo= 382 =
15 ’Szﬁ\reg Ta Ta="rzh. W
16 Pont metszéspontiaMetszéspontlf M= (513, -1.... ¥ LI

r | < |esiesl

Adott ABCA-be szerkessziink kort!

lejatszo segitségével lehet lejatszani. A lejatszas
megallithato, visszatekerhetd. Ha html fajlba
mentjik az objetumot, bedllithatd, hogy a
dinamikus munkalapon szeretnénk-e
megjeleniteni a szerkesztd protokollt. Ekkor a
Nézet meniiben a ,,Gomb a szerkeszt protokoll
megnyitasdhoz” meniipont ki van pipalva és a
allithatunk a

dinamikus munkalapon is

szerkesztési 1épéseken.

A kor kozéppontja olyan pont lesz, ami a haromszog mindharom oldalatol egyenld tavolsagra

van. Az a csicsndl 1év0 a szog szogfelezdjének pontjai egyenld tdvolsdgra vannak a b és ¢

oldaltol. Ugyanigy a B csticsnal 1évd
B szog szogfelezdjének pontjai is
egyenld tavolsagra vannak az a as c
oldaltol. Hasonléan, a C csucsnal
1évé szog szogfelezje 1s. A
szogfelezOk M metszéspontja adja a
beirt kor kozéppontjat.  M-bdl
merdlegest bocsajtunk az a, b, vagy

c oldalra, és ez a szakasz lesz a beirt

kor sugara. A szerkesztést részletesen bemutatja a mellékelt dinamikus munkalap. Természetesen

itt is nyomon kovethetd minden egyes lépés; valamint az is beallithato, hogy hany

masodpercenként kdvessék egymast a 1épések.

35


geogmunkalap/beirtKor.html

Adott ABCA-hoz szerkessziink hozzairt kort!

A kor kozéppontja olyan pont lesz, amnek
kozéppontja a haromszog egyik oldalatol
és a masik két oldalanak
meghosszabitasatol egyenld tavolsagra

van. Az A csGcsndl 1év  szOg

szogfelezOjének Osszes pontja egyenld
tavolsagra van a b €s a c szakasztol, igy a meghosszabbitott félegyenesektdl is. A B cslicsnal
1évo, a c félegyenesen fekvo kiilsé szog kisebb, mint 180°, igy a szdgfelezdje két hegyesszogge
darabolja. Mivel a keresett kor kdzéppontja ugyanolyan tdvolsadgra van az a szakasztol, mint a ¢
felegyenestdl, itt is a szogfelezon kell a pontot keresni. A két szakasz metszéspontja adja a
keresett kor kozéppontjat. A kor sugara a kozéppontbol valamelyik oldalra vagy a
meghosszabitott félegyenesre esé merdleges. A szerkesztés jol nyomon kovethetd a mellékelt

munkalapon. A végabra kissé nehezen atlathato, de 1épésekre lebontva érthetd.

A Thalész-tétel

Ha egy P pont az AB szakasznak nem végpontja, akkor a konvex APB <«-r6l mondjuk, hogy az
AB szakasz a P pontbol ekkora szogben lathato. Ez a 1atoszog

A Thalész-tétel szerint a sik adott szaksza pontosan annak a korvonalnak a pontjaibol latszik
derékszog alatt, amelyek a szakaszhoz, mint &atméréhoz
tartoznak, kivéve a szakasz végpontjait.

Legyen P a kor A-t6l és B-tdl kiillonbozd tetszdleges pontja.
OA=AB=0OP=r miatt az AOPA és a POBA egyenl0 szaruak, igy

az azonosan jelolt egyenldk. Mivel az ABPA bels6 szogeinek
0sszegére

a+ B+ (a + ) = 180° telejesiil, ebbdl

(BPAx =)a + B = 90° kovetkezik.
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Tehat ha egy szakasz fol¢ Thalész-kort rajzolunk, akkor pontosan 90°-ban latjuk a szakaszt a kor

barmely pontjabol, kivéve a a szakasz két végpontjat.

Szerkessziik meg azon pontok halamzat, ahonnan az AB szakasz a < 180° szogben latszik!

Lattuk, hogy 90° esetén a kor kdzéppontja a szakasz felzopontja lesz. Hol lesz a kézéppont nem
90° esetén? Ha a nem egyenl6 90°-kal, akkor az AB szakasz mint hur, olyan két korivre bontja
a kort, hogy a két koriv koziil az egyik hosszabb a masiknal. Melyik koriven belill lesz a kor
kozéppontja?

A koriven beliili pontokbol a szakasz a-nal nagyobb, a koriven kiviili pontokbol a-néal kisebb

szOg alatt latszik.

P'GJ ) ‘4

B B

NS

Ha ugyanis a P pont a korvonalon beliil lenne, akkor P’-bdl a szakasz a szog alatt latszana (a

kertileti szogek tétele miatt). Az APB<, mivel a PBP’A egyik
o BN kiils6 szoge, a-nal mindenképp nagyobb.
/ Hasonloan, ha a P pont a korvonalon kiviil helyezkedik el,
akkor, mivel P’-nél talalhat6 az a szdg, és ez a P’BPA egyik
kiils6 szoge is egyben, igy a P pontbol az AB szakasz a-nal
kisebb szog alatt latszik.
Ez alapjan, ha a < 90° esetén a kor kozéppontja a nagyobbik
koriv alatt lesz, ellenkezd esetben pedig a kisebbik alatt. A
korivnek a szakasz egyenesére vonatkozo tiikkorképébdl is —

a tengelyes tiikrozés szogtartd tulajdonsdga miatt —

ugyanakkora szOg alatt latszik a szakasz. Ez természetes is,
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hiszen ha belegondolunk, minél messzebrél nézziik a szakaszt, annal kisebbnek latjuk,
kovetkezésképp anndl kisebb szégbe fér bele, és forditva, minél kozelebbrdl nézziik, anndl
nagyobb szdgbe fér csak bele.

A mellékelt dinamikus munkalapon nyomon kovethetdk a szerkesztés 1épései. Néhany 1) 1épés
jelent meg. A merdlegesek szerkesztésénél, ahol csak lehet, érdemes hasznilni a GeoGebra

beépitett  merdleges  szerkesztdjét. % Csupan ki kell valasztani, hogy mibdl mibe

szeretnénk merdlegest allitani, majd az ikénra kattintva meg is kapjuk a kivant merdlegest.
Hasonl6an tudunk parhuzamost, szakaszfelezdt, szogfelezot, kor érintdt szerkeszteni. Ha a diakok
mar biztosan tudjak ezeket a szerkesztéseket, érdemes megtanitani a GeoGebra beépitett
geometriai szerkesztdinek hasznalatat, atlathatobba és gyorsabba teszi a munkat.

Szerkessziink egy 1y és egy 1, sugaru korhoz kézos érintot ugy, hogy

a. azok kiilso érintdok legyenek:
1) Szerkessziink az 0,0, szakasz f61¢ Thalész-kort.
2) Szerkessziikk meg az 0, kézépponta, r; — 1, sugart kort.
3) Hatarozzuk meg ezen kor és a Thalész-kor E;és E5 metszéspontjait.
4) Huzzuk meg az 0, kezd6pontu 04E; és 0, E, félegyeneseket, majd hatarozzuk meg ezeknek
az 0, kozéppontu r; sugaru korrel alkotott E;és E, metszéspontjait.
5) Huzzunk az E,és E, parhuzamosakat rendre az O, E; és O,F; szakaszokkal; ezek hatarozzak

meg a keresett érintdket.
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A szerkesztés 1épései a munkalapon is megtekinthetdk.

b. azok belsé érintok legyenek:

1)
2)
3)
4)

5)

Szerkessziink az 0,0, szakasz f61¢ Thalész-kort.

Szerkessziik meg az 0, kdzéppontu, ry + 7, sugara kort.

Hatarozzuk meg ezen kor és a Thalész-kor E;és E5 metszéspontjait.

Huzzunk az E;és E, parhuzamosakat rendre az O,E; és O,E; szakaszokkal; ezek hatirozzak

meg a keresett érintoket.

Huzzunk az E;és E, parhuzamosakat rendre az O,E; és O,E; szakaszokkal; ezek hatarozzak

meg a keresett érintoket.
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A munkalapon jol nyomon kdvetheték a szerkesztési Iépések. Mind ennél, mind a masik
munkalapndl egyszerlisitve van a szerkesztés; példaul merdlegest egy Iépésben meg lehet

szerkeszteni a GeoGebra segitségével.

2.2.4 Szimmetrikus négyszogek

A tengelyesen szimmetrikus haromszogeknél a  haromszog egyik csicsanak a

szimmetriatengelyen kell elhelyezkednie, mig a masik két csiics egymas tiikorképei.

Négyszogek esetében azonban csak tigy képzelheto el a tengelyes szimmetria, ha vagy

1) két csticsuk van a szimmetriatengelyen, és ekkor a masik két cstics egymas tiikorképe, vagy

2) a négy csucs koziil kettd van a szimmetriatengely egyik oldalan, de nem a tengelyre merdleges
egyenesen, mig a masik két csiics a masik oldalon, ezek tiikorképeként helyezkednek el.

Az 1) esetben deltoid, a 2) esetben hurtrapéz keletkezik.

A tengelyes szimmetriabol kovetkeznek e négyszdgek alabbi tulajdonsagai.
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A deltoidnal

két-két szomszédos oldal egyenld;

az egyik atlo két szoget felez;

a masik két szog egyenlo;

az atlok merdlegesek egymasra;

az egyik atlo illeszkedik a szimmetriatengelyre;

a szimmetriatengely felezi a masik atlot.

A hurtrapéznal

A paralelogramma kozéppontos

van két parhuzamos oldal (alapok);

a masik két oldal egyenld (szarak);

az azonos oldalon fekvo szogek egyenlok;

az azonos szaron fekvo szogek kiegészitd szogek;
a szemben fekvo szogek kiegészito szogek;

az atlok egyenlok;

az atlok a szimmetriatengelyen metszik egymast;

a szimmetriatengely athalad a szarak egyenesének metszéspontjan.

tulajdonségai:

szemkOzti oldalai egyenldk;

atlor  felezik egymast, az atloi felezOpontja a

paralelogramma szimmetriak6zéppontja.
szemkozti szogei egyenlok;

Két szomszédos szogének Osszege 180°.

szimmetriajabol kovetkeznek a paralelogramma alabbi

Az olyan négyszoget, melynek oldalai ugyanannak a kornek az érintdi, érinténégyszognek

nevezzuk.
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Mivel az érintdnégyszogbe irt kor érintési pontjai az érintdnégyszog oldalain — és nem azok
meghosszabbitdsan — vannak, igy minden érinténégyszog konvex, hiszen csak konvex szogei

lehetnek.

2.2.5 A koOr és részei

A kérvonal a sik olyan pontjainak mértani helye', amelyek a sik egy megadott pontjatol adott
(nem 0) tavolsagra vannak.

A kor kdzéppontja az a pont, amelyiktol a kor pontjai ugyanakkora tavolsagra vannak.

A kor sugara ez a tavolsag. A kort egyértelmiien meghatarozza a kozéppontja €s a sugara, illetve
a kézéppontja €s egy pontja.

A korvonalon beliil elhelyezkedd pontok a korvonal pontjaival egyiitt a korvonal altal hatarolt
korlemezt alkotjak.

A korbe irt sokszogek teriiletei a kor teriileténél kisebbek, a kor koré irt sokszogek tertiletei a kor
teriileténél nagyobbak. Minél nagyobb oldalszdmt szabalyos sokszdget vizsgalunk, annal jobban
megkozelitik teriiletei a kor teriiletét. Mivel az oldalszdm ndvelésével a beirt és a korilirt
sokszogek teriiletei egymast is egyre jobban megkdzelitik, az a kozds érték, amelyhez ezek
tartanak, nem mas, mint a kor teriilete. A kor teriilete a kor sugaranak négyzetével aranyos, ezt az
aranyossagi tényez6t m-vel jeloljilk: T = r2m.

A kor érintdje olyan egyenes, aminek a korrel egy kozos érintési pontja
van, ez az érintési pont. A kor érintéje merdleges az érintési ponthoz

tartozo sugarra.

A Az érint@szakaszok tétele szerint egy kiils6 P

A\ pontbol a korhoz hiuzott két érintdszakasz egyenld (tehat PA=PB); ez
P
P" az OAP és OBP hiaromszdgek egybevagdsagabol kovetkezik.

Ennek kovetkezménye: a konvex érinténégyszog két-két szemkozti

oldaldnak az Gsszege egyenld. Az érintdnégyszog oldalait ugyanis az érintési pontok két-két

' Ha olyan tulajdonsagot adunk meg, amellyel pontok rendelkezhetnek, akkor beszélhetiink az ilyen tulajdonsagi
pontok mértani helyér6l. Ennek az alakzatnak minden pontja rendelkezik a megadott tulajdonsaggal, mas pont
azonban nem
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darabra vagjak; a két-két szemkdzti oldalparon lévd szakaszok
Osszességiikben ugyanazok. Igaz e tétel megforditasa is: ha egy
konvex négyszog két-két szemkdzti oldalanak az Osszege
ugyanakkora, akkor a négyszog érinténégyszog.

A korvonalat két pontja két korivre bontja. E két koriv kozos része

a koriveket hatarolo két pont, a korivek két kozos végpontja.

A kér A és B pontja kdzotti ivének (az AB ivnek, jeldlve: AB; konkrét esetben azonban jeldlniink
kell, hogy a két lehetséges AB iv koziil melyikrdl van szo; az dbran
vastagitottal van jelolve) végpontjait Osszekotve a kor O
kozéppontjaval, az igy kapott AOB<-et az AB-hez tartozd
kozépponti szognek nevezziikk. Vegyiink fel a kor AB-n kiviili
részén — tehat az AB egyenesnek az AB-t nem tartalmazo oldaldn —

egy P pontot az ABP<« az AB-hez tartozé (egyik) keriileti szog.

Fontos 0sszefliggés kozottiik a kdvetkezo: ugyanazon ivhez tartozo
keriileti szog fele a kozépponti szognek. Ez még akkor is igaz, ha a kertileti szog egyik szara az
érintén van. Ennek kovetkezménye, hogy egy AB ivhez tartozé kertileti
szogek mind egyenldk, hiszen ugyanaz a kozépponti szdg tartozik
hozzajuk.

A kor két pontjat Osszekotd szakasz a kor harja; a leghosszabb, a

kozéppontot tartalmazo hir az atmérd, ennek hossza kétsugarnyi.

A korszelet olyan sikidom, amit a korvonal egy ive és a kor egy hurja hatarol. (Mind a piros,
mind a kék korszelet.)

A korcikk olyan sikidom, amelyet a korvonal egy ive és a kor két S

sugara hatarol. (mind a piros, mind a kék korcikk.)

A korcikk teriilete egyenesen aranyos azzal a (kozépponti) szoggel, o
amelyet a korcikket meghatarozd sugarak zarnak be egymassal. Az

egyenes ardnyossag miatt az r sugard, o szoggel rendelkezd korcikk

teriiletére felirhatd a

t a

r2r 360°
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Osszefliggés, amibol
a
T
360°

A korgytiri olyan sikidom, amelyeket a koncentrikus (azonos kézépponta)

2

t=r

R és r (R#r) sugaru korvonalak hatarolnak. Teriilete R > 7 esetén:
t =n(R?>—-12)

Egy r sugaru korhoz egy kiilsé pontbol huizott két érintd o szoget zar be.

Mekkora az érintési pontok altal meghatarozott két koriv hossza?
Erdemes a feladathoz vézlatot késziteni. A jo vazlat
megkonnyiti a feladatmegoldast, atlathatobba teszi a
munkat. A GeoGebra segitségével az eredményhez
kozelitd vazlatokat tudunk szerkeszteni. Az abrat nézve
konnyebb rajonni, hogy adott pontbol huzott

érintészakaszok hossza egyenld. Tudjuk, hogy az

érintd az érintési pontbol kiinduld sugarral derékszoget zar be. Az O és a P pontot 6sszekdtd
szakaszt szimmetriatengelynek tekintve maris kaptunk egy tengelyesen szimmetrikus négyszdget
(pontosabban deltoidot), aminek két szemkozti szdge derékszog. Tudjuk, hogy a négyszog
szogeinek 0sszege 360°, igy a keresett kozépponti szog: 360° — 2+ 90° — a = 180° — a. Ennek

ismeretében pedig a koriv hossza kdnnyen kiszamolhato.
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2.2.6 Parhuzamos szelOk

Vegyiink fel a sikon két egyenest, és jeldljiink ki az
egyik egyenesen két egyenld hossziisagl szakaszt, AB-t,
¢s CD-t. A szakaszok végpontjaiban huzzunk a masik

egyenest rendre A’,B’,C’.D’ pontokban metszd,

egymassal parhuzamos egyeneseket. Ekkor az ezen
pontok altal meghatarozott szakaszokra A’B’=C’D’ teljesiil. Ez alapjan kimondhat6 a kovetkezo
tétel: ha két egyenes egyikén felvesziink két egyenld hosszisagi szakaszt, és a szakaszok
végpontjain 4t a masik egyenest metszd parhuzamosokat huzunk, akkor ezek a masik egyenesbdl
is egyenld hossza szakaszokat metszenek ki.

Vegyiink fel a sikban két egyenest, és jeloljiink ki az egyik
egyenesen két olyan AB, és CD szakaszt, amelyek hosszainak
aranya 3:2. A szakaszok végpontjaiba huzzunk a masik egyenest
rendre A’,B’,C’,.D’ pontokban metsz0, egymassal parhuzamos
egyeneseket.

Az eléz6 tétel alkalmazasaval kapjuk, hogy az ezen pontok altal

A haromszogek hasonlosagi alaptételeivel egyenértékii a
parhuzamos szel6k tétele: ha az O csiicsu szdg szdrait
parhuzamosokkal metssziik, akkor az egyik szaron nyert
S metszetek aranya egyenld a masik szaron nyert metszetek

. B ardnyaval; tovabba a parhuzamosok metszeteinek aranya

egyenlé a szarakon lév0 metszéspontjaik O-t6l mért
tavolsagaik aranyaval. Vagyis ha a parhuzamosok egyike a szogszarakat A-ban, illetve B-ben

metszi, a masik parhuzamos pedig A’-ben, illetve B’-ben, akkor
OA OB O0A OB AB

44’ BB 04’ 0B 4B

A parhuzamos szel6k tétele egyébként abban az esetben is igaz, ha

AB ¢és A’B’ két metszd egyenes olyan parhuzamos metszetei,

amelyeket az egyenes O metszéspontja elvalaszt egymastol.
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.. o7 . . , 4 v
Szerkessziink olyan egyenlo szaru haromszoget, amelynek alapja a, a szdara ennek ~-sz0rdse.

dinamikus munkalapon nyomon kdvethetd.
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A szerkesztés egyszerti: a parhuzamos
szeldk tétele alapjan az egyik szaron
meghatarozzuk az egységet, majd még
egymas utdn négyszer felmérjiilk a
szarra. Az a szakasz végpontjat
Osszekotjiik az utolsd egységszakasz
végpontjaval. Az igy kapott szakaszt
parhuzamosan eltolva az egységekbe,
megkapjuk az a szakasz beosztasat ot
egyenl6 részre. Ezutan a két végpontot
a beosztas négyszeresével
korzonyilasba véve a  két  kor
metszéspontjai kijelolik a szarakat.
Természetesen a tengelyes szimmetria
miatt két egybevagd egyenldszaru

haromszoget kapunk. A szerkesztés a


geogmunkalap/parhuzamosSzelo.html

Szerkessziink olyan négyzetet, amelynek mind a négy csucsa egy adott haromszog egy-egy

oldalara esik.
Ha haromszogbe szerkesztiink
négyszoget, hova keriilhetnek a

/ négyszog csucsai, ha mindegyik rajta

van a hdromszog valamelyik oldalan?

Héarom cstcsot el tudunk helyezni

harom kiilonb6z0 oldalon, a negyedik

/,,f' csucs azonban mar valamelyik, az

egyik csucsot tartalmazd oldalra

keriil. Ezek szerint a négyszog egy
oldalat tartalmazni fogja a haromszog egyik oldala. Vegyiink fel egy pontot a hdromszog
tetszoleges oldalan, minél kozelebb az egyik cstcshoz. A pontot tartalmazo oldalra szerkessziink
merdlegest a ponton keresztiil. Ez a merdleges egyenes elmetszi a szemkdzti csucsot. Ez a
szakasz legyen egy négyzet oldala. Megszerkesztve a tobbi oldalat, a haromszog megfeleld
csucsaval kossiik Ossze a négyzet szemkozti cstcsat. Ez a szakasz metszi a haromszog
kivalasztott csucsaval szemkozti oldalat. Ez a metszéspont lesz a kdzéppontos hasonlosag miatt a
keresett négyzet csucspontja; innen pedig az kdnnyen szerkeszthetd, az elobbi négyzet mintajara.
(A nehézséget a megfeleld pont kivalasztasa adja, ugyanis ha a csticstol tdvol vesziink fel pontot,
a kezdeti négyzet oldala hosszabb lehet, mint a keresetté¢, ez esetben pedig nem tudjuk
megszerkeszteni.) A szerkesztés megértését megkonnyiti a dinamikus munkalap. Lathato, hogy
csak a fo 1épések vannak kiemelve; a GeoGebraval gyorsan és pontosan szerkeszthetok az olyan
részfeladatok, mint példaul merdleges szerkesztése, ponton atmend egyenes szerkesztése,

parhuzamos eltolas.
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Adott kércikkbe szerkessziink olyan kort, amely a korcikket hatarolo sugarakat és korivet is érinti.

-\
&\\\H\ \

A keresett kor kozéppontja egyenld tavolsagra van
mind a két sugartdl, mind a korvonaltol. Ha
haromszdgbe kellene gy kort szerkeszteni, hogy
mindharom oldaltol egyenld tavolsagra legyenek,
akkor a szogfelez6k metszéspontja lenne a kor
kozéppontja. A rendelkezésiinkre 4ll6 egyetlen
sz0g a cikkhez tartozd kozépponti szog. A kor
szimmetriatulajdonsdgai miatt a kozéppont a
korcikk szogfelezdjén lesz. Megszerkesztve a
kozépponti szog szogfelezojét, hlizzunk érintét a

korcikkhez a  korcikk és a  szogfelezo

\\X"z metszéspontjaba (A). Innen mar lathatd, hogy mi a

kovetkezd 1épés: a korcikket hatarold sugarak meghosszabbitasaval kapott szakaszok ¢és a

korcikket érintd egyenes metszéspontjai, valamint a kor kozéppontja éaltal meghatarozott

egyenesszaru haromszog (0 A A, A) alapjanak kozéppontja (és ezzel csucsanak szogfelezdje) lesz

a korcikkhez tartoz6 érintési pont, ami egyben a korcikk és a beirt kor kdzos pontja is lesz. A

kapott 0A,4,A egyik alapon fekvd szogét megfelezve megkapjuk a keresett kozéppontot (O’). A

kiss¢ bonyolultnak tind szerkesztés egyszeriivé valik, amint a dinamikus munkalapon

vegigkovetjiik a szerkesztési 1épéseket. Ilyen feladatok megoldasanal is kitlinikk a GeoGebra

hatékonysaga, dinamikussiga és egyszerii kezelhetésége. Erdemes tehat alkalmazni az 6rakon,

kiilonosen a gyakorloorakon példak bemutatasara.
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2.2.7 Pont korre vonatkozo6 hatvanya

Ha egy kiilsé ponton at egy érintét és szeldt
hiizunk a korhoz, akkor az érintd szakasz hossza
mértani kdézepe a ponttdl a metszéspontokig
terjedd szeldszakaszok hosszanak.

Ugyanis az abra szerint PAEA~PBEA, mivel két-

két szogik paronként egyenld (egyik szogilik
kozos, a masik két, egymasnak megfeleld szog ugyanazon az iven nyugvo keriileti szog) A

hasonlésag miatt a két haromszog megfeleld oldalainak aranya paronként egyenld, azaz rajuk

PE

oA % teljesiil. Ebbdl a PE érintészakaszra a PE = v PA - PB eredményt kapjuk.

Huzzunk egy ponton at szeldket egy korhoz. Bizonyitsuk be, hogy a ponttol a metszéspontokig
terjedd szakaszok hosszanak szorzata 4llando.

(1) Ha P a kéron van, akkor a PA - PB szorzat értéke 0.

(2) A P pont nem illeszkedik a kdérvonalra.

- AP ponta koron kiviil van.

- A P pont a kordn beliil van.
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PA;B,A~PA,B{A, ugyanis az abradkon egyforman jelolt szogek egyenld nagysaguak. (Az
egyives szogek egybeesnek, illetve csicsszogek, a kétivesek ugyanazon az A;A4, iven nyugvo
kertileti szogek.)
A hasonlosag miatt:

PA, PB,

P4, PB,
Innen: PA,+-PB, =PA, -PB,. A PA és PB szeldszakaszok hosszainak szorzata a szeldk
helyzetétdl fliggetleniil mindig allandd. Ez alapjan kimondhatjuk a P pont k korre vonatkozo
hatvanyat:

O,haP ek
PA - PB, ha P kiils6 pont
—PA - Pb, ha P bels6 pont

Szerkessziink haromszoget, ha adott a harom oldalhoz tartozo magassag.

A harom magassagnak (a, b,c)
legyen P kozds kezddépontja,
ugy hogy a P pontbol, mint
kiilsé pontbdl a k korvonalhoz
hazott érintdk hosszai legyenek
rendre a,b és ¢ (azaz PA, PB,
PC haromszég megfeleld

oldalhoz tartoz6 magassagai). A

. kor és a magassagok

a —_—

metszéspontjai altal keletkezett A’, B’, C* pontok és a P pont altal hatarolt szakaszok legyenek
, . , . ., PA . o .
rendre a’, b’, ¢’. A pont korre vonatkozo hatvanya miatt P—B: = %, hasonlodan a tobbi oldal ardnyara

is. A haromszogek hasonlosagi tételei miatt a PA’, PB’, PC’ oldali haromszog hasonld a
szerkesztendohdz. Szerkessziink a kapott a’, b’, ¢’ szakaszokb6l haromszdget. Az abran a’=a’’,
b’=b’’, ¢’=¢’’. A kapott a’’, b’’, ¢’ oldali haromszdg egyik oldaldhoz a megfeleld cstcsbol
szerkessziink a hosszi merdlegeset (M,). A haromszég a’’ oldaldval parhuzamost htizva M,

29

végpontjabol, valamint a b’’, ¢’’ szdrakat meghosszabbitva az M,-beli parhuzamossal metszve
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megkapjuk a keresett haromszdget. A dinamikus munkalapon nyomon kdvetve a szerkesztés

1épéseit, konnyen megérthetd a gondolatmenet.

2.2.8 Aranymetszés

Alkalmazzuk a pont korre vonatkozo

hatvanyat az abra szerinti esetben. Milyen

Osszefliggéshez jutunk?

Az a(a + 2r) = (2r)? dsszefliggésbol
a 2r
2r a + 2r

kovetkezik. Ekkor 2r < a + 2r miatt a < 2r

teljesiil. (Az egyenldségben szerepld tortek

szamlaloja kisebb a nevezénél.) Az a, 2r,

a+2r hosszisagu szakaszokra tehat igaz, hogy a kisebbik szakasz hosszisaga ugy aranylik a
nagyobbhoz, mint a nagyobbik a két szakasz dsszegéhez. Ez az aranymetszés.
Aranymetszés (sectio aurea): egy szakasz két szeletre vagdsa, ha a szeletek kisebbike ugy

aranylik a nagyobbikhoz, mint a nagyobbik az egész szakaszhoz, azaz a p és q szeletekre (ha p

<q) a §= ﬁarénypér teljestil. Egy adott szakasz aranymetszése csak egyféleképp lehetséges

(ha a szeletek sorrendjét nem nézziik), hiszen adott p+q mellett q csokkentésekor p novekszik, és
igy a fenti ardnypar beltagjainak szorzata csokken, kiiltagjaiké viszont ndvekszik, azaz q
megvaltoztatdsa utan az aranypar mar nem teljesiilhet. Minthogy az aranymetszésbdl nagyitassal
vagy kicsinyitéssel minden szakasz aranymetszéséhez eljuthatunk, igy az aranymetszésnél
szerepl6 aranyok szamértéke a szerepld szakaszok hosszatol fiiggetlen.

Ha a fenti aranyparban szerepld q adott, akkor a mondottak szerint p is egyértelmiien
meghatarozott. Ehhez a tdvolsaghoz szerkesztéssel a kovetkezOképp jutunk: az AB = q szakaszra
B-ben merdlegest allitunk, erre felmérjiilk a BC = g tavolsagot, majd a C koriil g sugarral irt kort
az AC egyenessel metssziik; az igy adodo, A- hoz kdzelebb es6 D metszéspont adja a keresett

AD = p tavolsagot. Ennek a szerkesztésnek a helyessége belathato, ha kétféleképp felirjuk az A
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pontnak a C kdzéppontu kdrre vonatkozo hatvanyat. Az igy adddo AB? =4D - AE egyenlOség a
q% =p(p + q) dsszefiiggést adja, és ez az aranymetszést biztositd aranypar helyességét mondja ki.

Az Okori gordgok az aranymetszést felhasznaltdk a szabalyos tizszog — ¢€s ezaltal a szabalyos
Otsz0g — szerkesztéséhez. Tudtdk, hogy a szabalyos tizsz0g oldala annak az aranymetszésnek a

kisebbik szelete, amelynek a nagyobbik szelete a kor sugara.

Adott r sugaru korbe szerkessziink szabalyos otszéget.

A fent emlitett szerkesztés segitségével a kovetkezd a szerkesztés: az r sugar egyik végpontjan,

mint kozépponton 4t % sugart kort szerkesztliink. A sugar kozéppontkeént hasznalt végpontjabol

merdlegest allitunk gy, hogy messe a kort. Ez a metszéspont lesz a kozéppontja egy ujabb %

sugar kornek. Az r sugar masik végpontjat a masodik kor kdzéppontjaval 6sszekotd szakasz két
helyen metszi a kort. A sugar végpontja €s a kdzelebbi metszéspont altal kdzbezart szakasz adja a
tizszog oldalat (az aranymetszés
aranyossaga miatt). Ezutdn ezt a
szakaszt felmérve tizszer az r sugari
korre, megkapjuk a  keresett
tizszoget. A tizszog minden masodik
csucsat Osszekotve pedig szabalyos

Otszoget kapunk (Lathato, hogy a

feladatunk annyi is lehetett volna,

hogy szerkessziink olyan egyenld
szarG haromszoget, aminek csicsaban 36°-os szog all.) A szerkesztés konnyen €s gyorsan
elvégezhetd a GeoGebraval, mint ahogy az a mellékelt munkalapon is latszik.
A korbe irt szabalyos tizszog és Otsz0g oldalanak megszerkesztését egy
abraba tomorithetjik:

A kor merdleges OA, OB sugaraib6l indulunk ki. Az OA sugar C
felezépontjanak B-tdl mért tdvolsagat a CO félegyenesre felmérve a CD

szakaszt kapjuk; OD adja a beirt szabalyos tizszog, BD pedig a beirt 6tszog

oldalat.
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2.2.9 Inverzid

Vegyliink fel a sikon egy O kézéppontu, r sugaru
kort. Hazzunk egy koron kiviili P pontbdl érintdt
a korhoz, majd az E érintési pontot vetitsiik le
merdlegesen az OP szakaszra: igy egy P’
ponthoz jutunk. Ekkor OP - OP’ értéke fiiggetlen

P valasztasatol.

frjuk fol az OPE derékszogi haromszog OE
oldalara a befogotételt. Ez alapjan:

OE? = OP - OP'
Az OE=r miatt ez az 6sszefliggés a kdvetkezd alakba irhato:

r2= QP - OP’
Ezzel az eredménnyel meghataroztuk a szorzat értékét, ezzel lehetdvé téve, hogy bevezethessiik
az inverzi6 fogalmat.
Adott a sikon egy O kozéppontt, r sugara kor. Rendeljiik hozzd a sik egy O-tol kiilonbozd P
pontjahoz az OP félegyenesnek azt a P’ pontjat, amelyre 2 = OP - OP’ teljesiil. Az igy megadott
transzformaciot inverzionak, o-t az inverzid polusanak, az O kozéppontl, r sugaru kort az
inverzi6 alapkorének nevezziik. A P’ pont a P pont inverz képe.
Az inverzi6 a sik minden O-t6l kiillonbdzé pontjahoz rendel egy inverz pontot. Ha P az alapkdron
beliil van, akkor P’ kiviil és forditva. (P és P’ szerepe felcserélhetd.) A korvonalon 1évé pont képe
onmaga.

Inverzi6 esetén:

(1) Poluson athalado egyenes képe podluson 4thaladd egyenes.
F
=
o
e=g'

(2) Poluson a4t nem halado egyenes képe poluson athaladé kor (és forditva: pdluson athaladé

kor képe poluson 4t nem halad6 egyenes).
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3)

Poluson at nem haladé kor képe pdluson at nem halado kor.
PI

Az inverzio tulajdonsagai:

nem tavolsagtarto

nem egyenestarto

nem szakasztartd

szimmetrikus

ha egy kor és egy egyenes vagy két kor egymast a polustol kiilonbozd pontban érinti,

akkor az alakzatok inverzei is érintik egymast.

Adott 3 kor, amik nem érintik és nem metszik egymast. Szerkessziink olyan kort, ami érinti

mindharom kort.

Az inverziorol leirtak alapjan szerkeszthetd meg a feladat (3 alakzathoz — pont, egyenes, kor-

érintdé kor szerkesztése, ezt a matematika Apolloniosz- feladatok néven emliti. A most

megszerkesztésre keriilo feladat a legnehezebb.)

Valasszuk ki a legkisebb sugari kort, ennek kozéppontja legyen O, sugara ry. Csokkentsiik 7;-

gyel a masik két kor sugarat (r, — ry, illetve 3 — ), majd ezekkel a csokkentett sugarakkal

szerkessziink olyan kéroket, amiknek kozéppontjai az eredeti kozéppontok. Igy egy pontot (az ry-
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hez tartozé pont, sugar nélkiil), és két kort kapunk (k4, k,). Legyen az inverzio pélusa O, kore k.

Amennyiben a szerkesztésben eddig eljutunk, a kovetkezo abra fogad minket:

A mar tanultak alapjan szerkessziink a ky, kj korokhoz kozos érintét (e). Az e érintén 1évo
érintési pontok inverz képét (egyébként a ky, k; korok barmely pontja megteszi) szerkessziik
meg (E;, E;). Innem mar konnyli dolgunk van: az EjE;O haromszog koré kell kort
szerkeszteniink. Ez mar konnyen megy a tanultak alapjan. A kapott kor sugarit 7y-gyel

csokkentve pedig megkapjuk a harom kort érintd kort (ey).
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A mellékelt munkalapon a Iépések nyomon kdvethetok. A szerkesztés sok 1épésbol all, az
alapvetd szerkesztéseket (mint példaul adott pontbol merdleges szerkesztése, haromszog koré kor
szerkesztése nem mutatom be). Az ordn érdemes az egyes 1épések kozott sziinetet tartani, és
megbeszélni a latottakat, illetve az egyes nagyobb Iélegzetvételli 1épéseket, mint kiilonallo

feladatokat megszerkeszteni.
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2.2.10 Kupszeletek

Kupszeletek néven harom sikgdrbefajtat foglalunk egy csoportba: az ellipszist (kort), a hiperbolat
¢s a parabolat. Elnevezésiiknek az alapja, hogy mindharom gorbe eldallithatd forgaskup (illetve

forgashenger) sikmetszeteként.

Az ellipszis

Az ellipszis azoknak a pontoknak a halmaza, amelynek két rogzitett ponttdl mért tavolsagosszege
allando. A két pont az ellipszis fokusza, egy pontjat a fokuszokkal 6sszek6té szakaszok a ponthoz
tartozo radiuszvektorok.

Az ellipszis a fokuszokat 0Osszekotd szakasz egyenesére,
felezoOmerolegesére és felezOpontjara szimmetrikus alakzat. A

fokuszokat 0sszekotd szakasz egyenesét és felezOmerdlegesét,

tehat az ellipszis szimmetriatengelyeit a az ellipszis

tengelyeinek nevezziik. A tengelyek egymast az ellipszis

szimmetriacentrumaban merdlegesen metszik. Ez a pont az
ellipszis centruma. A fokuszoknak a tengelyektdl mért tavolsagat linearis excentricitdsnak
nevezziik.

Ha az F;, F,fokuszoktol az egyenes pontokhoz vezetd radiusz vektorok 7y, 75, akkor az ellipszis
pontjait az ry+ 1, = 2a egyenlet jellemzi, s az a allandora teljesiil, hogy a > c¢ egyenlétlenség,
ahol c a linearis excentricitas.

A tengelyeken elhelyezkedd ellipszispontokat tengelypontoknak nevezziik. Az ellipszis tengelyei
egymast a kozéppontban merdlegesen felezik. Hosszuk felét, az a és b értéket az ellipszis
féltengelyeinek mondjuk, és a > b. Ennek megfeleléen AB az ellipszis nagytengelye, CD a
kistengelye. Az ellipszis egyik fokusza koriil a nagytengellyel mint sugarral irt kort az ellipszis

vezérkorének nevezzik.
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Adott az ellipszis nagytengelye és egy P (P nem tengelypont) pontja; szerkessziik meg a P-beli

érintot.

Mivel csak a nagytengely és a P pont
adottak, ezekkel kell dolgozzunk,
Vegylik fel a fokort, majd vetitsiik a
P pontot merdlegesen a fokorre (P’).

Kornek meg tudjuk szerkeszteni az

érintdjét: szerkessziink hat érintdt
P’-bdl. A nagytengelyt tartalmazo

egyenes ¢€s az ¢érintd egyenes

metszéspontja (C) lesz a szerkesztés
fixpontja. C-t 0sszekotve P-vel, megkapjuk a keresett érintdt. A szerkesztés 1épéseit a munkalap

tartalmazza. A GeoGebra természetesen kezeli a kupszeleteket is.

A hiperbola
A hiperbola a sik azon pontjainak halmaza, amelyeknek a sik két megadott pontjatol mért
tavolsaguk kiilonbségének abszolutértéke allandd. Ez az adott érték a két pont tdvolsdganal
kisebb. A két megadott pont a fokusz, egy hiperbolapontot a fokuszokkal 6sszekotd szakaszok a
ponthoz tarozo6 radiusz vektorok. A két radiusz vektor koziil az egyik kisebb a masiknal, hiszen a
kiilonbségilk nem 0. A hiperbola pontjai koziil azok,
amelyek az egyik fokuszhoz vannak kozelebb, a hiperbola e
fokuszhoz tartozo6 agat alkotjak.

A hiperbola és mindkét aga szimmetrikus a fokuszokon
athalado egyenesre, a fokuszokat 0Osszekotd szakasz
felezomerdlegesére ¢és felezOpontjara. A fokuszokat
Osszek6td szakasz egyenesét és felezOmerdlegesét hiperbola
tengelyeinek nevezziikk. A tengelyek merdlegesen metszik

egymast a szimmetriacentrumban. Ez a pont a hiperbola

kozéppontja. A fokuszoknak a kozépponttol mért tdvolsaga a
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hiperbola linearis excentricitdsa. Ha az F;, F,fokuszoktol az egyenes pontokhoz vezetd radiusz
vektorok 7y, 1, akkor az ellipszis pontjait az |r; — | = 2a egyenlet jellemzi, s az a allandora
teljesiil, hogy a < c egyenl6tlenség, ahol ¢ a linearis excentricitas.

A fokuszokat tartalmazo valos tengelyen a hiperboldnak két pontja van, azok a tengelypontok, az
0sszekotd szakaszuk a valos tengely. A hiperbola képzetes tengelye a b? = ¢? — a? érték. Az a,,

a, egyenesek a hiperbola aszimptotai.

A parabola

A parabola azon sikbeli pontok halmaza,
amelyek a sik egy megadott egyenesétol
¢s egy, az egyenesre nem illeszkedd
megadott pontjatol egyenlé tavolsagra
vannak.

Az adott pont a parabola fokusza, az adott
egyenes a  parabola  vezéregyenes

(direktrix). A fokuszbol egy

parabolaponthoz vezetd szakasz az ehhez
a ponthoz tartozo radiusz vektor. A parabola a fokuszbdl a vezéregyenesre merdlegesen bocsatott
egyenesre szimmetrikus, ez a tengely a parabola szimmetriatengelye. A tengelynek és a
parabolanak egyetlen koz0s pontja van, s ez felezi a fokuszbol a vezéregyenesre bocsatott

merdleges szakaszt. Ez a pont a parabola tengelypontja. A fokusz és a vezéregyenes tavolsaga a

parabola paramétere. A tengelypont a vezéregyenestdl és a fokusztol egyarant g tavolsagra van,

ha p a paramétert jeloli.

Adott a parabola fokusza és a vezéregyenese, valamint egy, a vezéregyenesre meroleges egyenes.

Szerkessziik meg a parabola és az egyenes kozos pontjat.

A vezéregyenesre merdleges, azt T pontban metsz0 egyenes pontja akkor és csak akkor van a

parabolan, ha T-t6l és a fokusztdl ugyanakkora tavolsagra van. Ennek a merdlegesnek a
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paraboldhoz tartozd pontjat ezért az FT szakasz felezOmerdlegese
metszi ki. Minden esetben egy metszéspont van, mert FT nem
parhuzamos a vezéregyenessel. A szerkesztés egyszerll, 1épéseit a

munkalap mutatja.

Adott a parabola vezéregyenese és fokusza, valamint egy, a fokuszon athalado, a vezéregyenestol

kiilonbozo egyenes. Szerkessziik meg az egyenes és a parabola metszéspontjait.

A fokuszon athalado, a tengelytdl kiilonboz6 e egyenes pontjai
akkor tartoznak a parabolahoz, ha a vezéregyenestdl és a
fokuszban e-re emelt m erdlegestdl egyenlo tavolsagra vannak.

Ebbol kovetkezik, hogy az e egyenesnek a parabolahoz tartozé

pontjait a v, m egyenesek szogfelezd egyenesei metszik ki.
Mindig két ponthoz jutunk, mert m metszi a vezéregyenest, hiszen e nem azonos a tengellyel, és
metsz0 egyenesek szogfelez6i mindig metszik az egyenesek valamelyikére merdleges egyenest.

Ez a szerkesztés is egyszert, kiilondsen, ha dinamikus munkalappal szemléltetjiik
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Befejezés

Polya Gyorgy egyik irasaban a matematikatanart egy ,,j0 arus”-hoz hasonlitotta, azaz olyannak
kell lennie, aki a portékdjat el tudja adni a vevOnek, azaz a didknak. A matematika tanar talan
legfontosabb feladata a motivacid felkeltése, kialakitidsa és fenntartisa. A motivacid a
didaktikdban alapelv, s rengeteg formaja Iétezik. A szamitoégéppel segitett oktatas
mindenféleképpen rendelkezik ilyen motivalé hatassal.

A geometria szerencsés helyzetben van motivaciés szempontbol a matematikan beliil, hiszen
latvanyos, a befektetett munkanak lathatdo eredménye van, rdadasul az eredmény sokszor szemet
gyonyorkodtetd. Emellett olyan nagyszerii programok allnak rendelkezésre, mint a GeoGebra. Ez
a program nem csak a tanarnak konnyiti meg a munkdjat a latvanyos €és pontos objektumaival,
hanem a diaknak is segit megérteni a feladatokat egyszerii kezelhetdségével és dinamikussagaval.
Remélem, hogy szakdolgozatommal a teljesség igénye nélkiil is sikeriilt kicsit kozelebb hoznom

mind a geometriat a mindennapokhoz, mind a szamitogépeket a matematikéhoz.

61



Koszonetnyilvanitas
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