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1. Bevezetés

Véllalatiranyitasi szakiranyra jelentkezett gazdas@rmatikus hallgatoként
szakdolgozati témaként, a szakirdny torzsanyagdgek nagy részét Kkitév pénzigyi
matematikara,azon bellil pedig az opicbéarazésrat esetvalasztasom. Ez lefedi a
gazdasaginformatikus képzés mind a két tertletéfarmatikat és a gazdasagtant, hiszen a
pénzigyi vonatkoztatasu részek megérteséhez eleetgtien valamiféle gazdasagi ismeret, a
kilonféle modellek eredményeinek a kiszamitasa,tlezgs jOovbeli értékének a
meghatarozasa szamitogépekkel igen kényelmfesgazdasagi, pénzugyi €let hatékony
irdnyitasa ma mar elképzelhetetlen egzakt tudongnyadszerek alkalmazasa, matematikai

modellek kialakitasa és szamitogépes tamogataginélk

A modern pénzigyi élet alapden meghatarozza az emberek hétkéznapjait. Elég
arra gondolni, ha kulféldre kivanunk utazni, akksetondsen is az utazasunkteklkezdjik
nézegetni, hogyan mozognak a valutadk napi arfolyanmaost cstkket vagy éppen névekv
tendenciat mutat - érdemes-e esetleg most bevatemiaz adott valutara, vagy varjunk vele
holnapig. Mindez nagyon hasonl6 azokhoz a folyaktaim, amelyek a 6zsdén is
lejatszodnak, bar adzsdepiacon vald aktiv részvétel pénzigyi befekteigg ennek az
elemzése joval bonyolultabb, mint valami trend aém alapjan tortén dontés.

A dolgozatban a szamtalan pénzugyi befektetés lkahnatarids (derivativ) Ugyleteket, azon

belll pedig az eurdpai és egzotikus opcios ugykttkivanom vizsgalni.

A fejlett pénziigyi rendszerrel rendelketArsadalmakban a lakossag egy igen jékent
része - tudatosan vagy tudattalanul — a megtakaniak egy részét valamilyen derivativ
struktarakba helyezik, hiszen itt olyan befekteté&trategidkat folytathatnak, amit a
hagyoméanyosizsdei kereskedésben nem, vagy csak nagyon nehemtmiegvaldsitani, igy
fontos megérteniink ezeknek ailkiidését. A magyarérsdepiacon is igen jeléist a
szarmazékos piaci kereskedés, amely méeg mindig miag@lozza a valsag hatasait, ezeért is

erdemes ezzel a temaval komolyabban foglalkozni.

A valsadg sordn megmutatkozott, hogy az ember b#karipénzigyi élet ,6rdogi
korébe”. A véalsag kirobbanasaban a bonyolult dérvatruktirak nem megfel&lszinten

tartasa nagy szerepet jatszott. Ezeknek a striktakakoszonhéen tulzott dkeattételes



poziciok jelenhetnek meg, aminek a Iényege az, ladggfektainek nem sziikséges az lgylet
értékének megfelél pénzosszeget elhelyezni a szamlgjan, hanem elémkaregy
meghatarozott meértékrészét, majd az Ugylet lezarasakor kdvetkezikreeipgyi elszamolas,
ez ismeds lehet mindenki szamara, elég az @péri korbetartozasra gondolni. Mivel a
szarmazékos Ugyletek esetén az Ugylet ara az alaggélgald termékd flugg, igy érthet,
hogy miért éppen a szarmazékos piac szenvedteaggipban a valsag hatasat.

A Magyarorszagi szarmazékos piac is kiuszkodik aagaks a recesszio hatasaival, a
teljes forgalomhoz viszonyitott aranya 2 szazalékjab esett vissza 2009-ben, illetve még a
szarmazékos piacon belll is torténtek atalakulabalzen a deviza alapu termékek javara
tolédott el inkabb a forgalom 52%-r6l 58%-ra, adedr és részvény alapu termékek karara.

Az utébbi évtizedekben a pénziugyi befektetésekksiraja is megvaltozott. A
részvenyek és kotvények portfoliéi mellett megjedra hatariéls termékek, amely a modern
pénzigyi élet egyik legvaltozatosabb és legdinasdkban fefldo terilete. Ezt a gyors
fejlédést nem kdveti megfetefjogi szabalyozas nemzeti és nemzetkozi szintgneigk sok
veszeélyt rejtenek az dsszefidgagenzpiacok stabilitasanak szempontjabdl.

Az opcio egy specidlis hatafis termék, amely a modern kockazatkezelés fontos,
talan a legfontosabb része. Az opci6 egyfajta jdmgtbsit a tulajdonosanak egy adott termék
egy meghatarozott aron tortéemegvasarlasara vagy eladasara. Ez még majtblkdsmét
felmertl, hiszen a kilénb&zopcidknak az igazsagos arat fogom meghatarozrinkidi

modszerekkel.

A dolgozat el§ részében azokat a helyeket mutatom be, ahol éppélgkkal
kereskednek, majd a masodik rész az opcié jeliadizlesz sz6. A dolgozat gerince a
negyedik fejezet, ahol az eurdpai opciok arazdsareér a binomialis modellel hajtom végre,
majd a Black-Scholes féle opcidarazasi modelleyivéedig két utvonalfligg egzotikus
opcio arazasara is sor kertll. Az egyes modellekérskiszamitjuk az explicit formulaval
kapott arat - ahol létezik - és a szimulaciovaldtagrat, majd ezeket 6sszevetem. Az egyes
modellekben lesznek feltételezéseink a részveényarfimal kapcsolatban, és a feltételek
mellett meghatarozzuk a lehetséges részvényéarfolkam Az utols6 fejezetben pedig
megprébalom 6sszefoglalni a dolgozatban leirtakat.

! http://bet.hu/data/cms153244/Sajtoanyag_20100107,phif



A szimulaciot egy ingyenes és nyilt forraskddu smofel, az R programcsomaggal
végzem. A programcsomag a nyilt forraskodja miatigeteg statisztikai, pénzugyi €s egyéb
csomaggal, illetve kulonféle beépitett fuggvénnyehdelkezik. A dolgozatban az opcid
arazdsanak megeéertéséhez szikséges elméleti hditére a program részleteinek a
magyarazatara is sor kerdl.

A dolgozatom megirasaban nagy segitséget nyujtottGall Jozsef Mihaly, aki
hasznos tanécsaival, Otleteivel, ajanlott szakirodkkal segitette a munkamat, amiért

szeretnék neki koszonetet mondani.



2. A szarmaztatott termékek

2.1. Az értékpapir kereskedés szinhelye

A szarmaztatott értékpapir olyan pénzigyi eszkdaelgnek értéke mas alapiet
valtozok értekétl fligg (Hull 1999). Léteznelbézsdén kivili hatérids tUgyletek illetvedzsdei
hataridss Ggyletek ahol szarmaztatott értékpapirral kecsile.

2.1.1 Tézsdén kivdli hatarid 6s tgylet

A tézsdén kivili hataridés lgylet esetén altalaban két pénzigyi intézet, vagy egy
intézet és annak Ugyfele tesz olyan megallapodiésty valaki egy adott aron egy adott
jovébeli idépontban vasarol vagy elad egy bizonyos terméketaBermék barmi lehet
(deviza, arucikk...). Azaz Ugyfél, aki a megallapodasrint egy adott aron megvasarolja a
terméket, hosszu pozicidban vanpddtelezettsége hogy a lejarabjntjaban az adott aron
atvegye a terméket, mig a masik szefeplvid pozicibban van, neki kbtelessége a terméket
adott aron leszallitani a véwek a lejarat utan megbeszéltpdntra. Az tgyletben éte
meghatarozott arat kotési arnak nevezi a szakioodal

A hosszu pozicid kifizetési fluggvénye-R, hiszen az Ugylet tulajdonosanak K-ért
kell megvennie azt a terméket amitSEr ezzel szemben a révid pozicio kifizetés fidggore

K- Sr, hiszen K-ért kell eladnia azt amj-5ér.
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2.1.2 Tézsdei hatarid 6s ugylet

A tézsdei hataridés Ugyleteka tzsdén kivili hatariés tgyletekhez hasonlo, hiszen
itt is egy adott terméket, egy adott §deli pillanatban, ére meghatarozott aron torten
vasarlasra vagy eladasra vonatkozik a két fél kbnigallapodas. A vasarlas vagy eladas
megkonnyitése érdekébendadde bizonyos szabalyokat, szabvanyokat allitMérel a két
fél ismeretlen, adzsde szabalyai miatt csokkenti a két fél kozottohytalansagot, néveli a
likviditast. A t6zsdén kivali hatarigs Ugyletekkel ellentétben itt nincs meghatarozott

leszallitasi idpont. Specidlis fajtaja az opcids ugylet.

A tézsde nyilvanos, kbézpontositott és szervezett plamagyarorszagidzsde jogi
szemely, onkormanyzattal rendelkezik, nem nyeras&galt, de bevételedb tartja fenn
magat. Uzletet csak 62sdeligynokon (alkusz) keresztiil lehet kotni. Azstlei
kereskedelemben részt vearuknak vagy értékpapiroknak nem kell jelen leknitivel az
egyes aruk helyettesitldét illetve egymassal kicseréllégt Az eladni és vasarolni
szandékozok arelképzelései befutnak éasdei Uzletkdkhoz (brokerek), akik ezeket

megprobaljak a piacon érvényesiteni.

A hataridss Ugyleten kivil létezik azonnalizsdei tgylet is.

3.0pcidk

A hataridss Ugyletek egyik specialis fajtdja apcié, amivel 1973-ban kereskedtek
elészor, azéta nagymértékdvekedeés tortént az opcids piacokon. Opciok tsetréek gazdat
a zsdei illetve dzsdén kivuli piacokon. Aszsdén kivili hatarigs Ugyletek esetében targyalt

hosszu (long) és rovid (short) pozicié mintajatazik eladasi és vételi opcio is.

3.1 Opci6 fajtak

Keét 6 tipusa létezik plain vanilla (egyszefi) és azgzotikusopcid. Aplain vanilla

opcioknak két fajtaja létezik emmerikai €s azeurdpai. Az amerikai opcio esetén a lejarat



idépontjaig barmikor lehivhatd, az opcié lejaratkoriéée megegyezik a jegyzési ar és az
alaptermék aranak kulénbségével, vagy nullaval,gaad eurépai opcié csak a lejarat
idépontjaban hivhato le, az opcio lejaratkori értékagf lehivaskor értéke) megegyezik a
jegyzeési ar és az alaptermék aranak kulonbségeagy, nullaval. Az amerikai tipusu opcio
értéke, a kordbbi lehivas leiségének kdszonhitn, nagyobb vagy egyénlaz eurdpai

tipusu opcio értékéhez viszonyitva.

Az egzotikus opciok olyan opciok, amelyek a standard opcidkh@@nnak
szarmaztatva. Szamtalan fajtaja létezik, ilyen @dlichz dzsiai opcié ez egy eurdpai tipusu
opcid, melynek lejaratkori értéke megegyezik a ridjéori alaptermék aranak és az

alaptermék opcio élettartama alatti atlagaranakrkigégével, vagy nullaval.

Az opcibban vallalt pozicié alapjanveteli vagy angolul call opcié jogot biztosit a
tulajdonosanak, hogy egy alapterméket - ami lehehb—megvéasaroljon egy adott aron egy
adott idbpontban. Azeladasi vagy angolul put opcio jogot biztosit a tulajdofosk arra,
hogy egy alapterméket eladjon egy adodpmhtban egy ére meghatarozott aron. Ezt az arat

nevezzik kotési arnak.

Minden opcids ugyletnek megvannak a sajat koltségeket opcidés dijnak vagy
opcios arnak szoktak nevezni. Ez a legnagyobb gsldpvebbb kulonbség a hatafd
tgyletek és az opcidk kdzott. Az opcio koltsegertameril fel, mert ez csak egy jog, €s nem
egy kotelezettség, igy szabadon dontdm el, hogk-eélezzel a jogommal vagy sem.
Tulajdonképpen én ezért a jogért fizetem ki a dfjakehivas azt jelenti, hogy élek az opcios
jogommal, azaz egy adott értékpapirt, (amit mostegyszeiiség kedvéért nevezzink

részvénynek) célaron (koétési aron) eladom, vagyvesem és kifizetem az opcios dijat.

Persze ez nem jeleni azt, hogy csak ennyi dijaeggropciénak. Lehetnek még egyéb
dijak is, bizonyos tranzakcids koltségek illetveyddy illetmények, de ezeket most
elhanyagolhatonak fogjuk tekinteni, igy egysibdr lesz a modell. lgazabol azt sem lehet
mondani, hogy egy hatafid tgyletnek nincs dija. Ennek is van egy valamilgemii dija,
de ezt mar beleépitik az tgylet araba.



3.2 Opcio kifizetési fuggvénye

Mivel az opcioknak van dija, ezért a korabban isetett (hosszl és rovid pozicios)
kifizetési fuggvények nem igazak rajuk. Ezt egy sphi példan keresztll kdnnyen
megérthetjik: Legyen egy eurdpai vételi opcid, amek aktudlis részvény arfolyama 4600
Ft, kotési ara 5000 Ft, az opcid dija 500 Ft. Awpai vételi opcid azt jelenti, hogy egy adott
részvényt egy adott kotési aron megvasaroljuk. Astaro allapotban, nem hivnank le az
opciot, hiszen miért vennénk meg egy olyan részvB@0 Ft-ért, amikor csak 4600 Ft-ot ér.
Ekkor elveszitjik az opcios arat, hiszen azt ki fektniink az opcio tulajdonosanak, ami 500
Ft-unkba kerll. Ha az opcidban szetepészvény arfolyama mondjuk 5600 Ft lesz, akkor
lehivjuk az opcidt és megvasaroljuk a részvényDIeRért, kifizetjik az opcios dijat ami 500
Ft, igy realizalunk 100 Ft nyereséget. Belathatjubgy a veszteseégink korlatozott, hiszen

maximum az opcios dijat bukhatjuk el, a nyeresétigpe piaci lehdiségek kozott korlatlan.

nyeresé
’ 1 Kotési arfolyam Az opcio kifizetési
. fuggvénye
S000 F - — - Az opcié
100C — nyereségfiiggvénye
PX > részvenyar
50 — @ ——------ .
Nyereseg kiiszob
(5500Ft)

2. abra Az opci6 nyereségfiiggvénye és kifizetggvéinye
Ezt a példat hasonloképpen meglehet vizsgalni siagfiiora, illetve vizsgalni lehet
olyan szempontbdl is, hogy hosszt vagy révid péb@n vesziink részt az opcioban. igy

négy pozicio lehetséges:

Kifizetés fliggvény:
» HosszU pozicid egy vételi opcidban MaxS0)
» Hosszu pozicid egy eladasi opcidban Max (K0P
» ROvid pozicié egy vételi opciéban -Max{&,0)
» ROvid pozici6 egy eladasi opciéban -Max (k3



3.3 A ,plain vanilla-6t6s”

Az opcidk megvasarlasa soran a jogosult opciost, dijggmiumot fizet az opcio
tulajdonosanak, amelynek tikroznie kell az opciddenkori értékét. Ellenkézesetben az

opcié alul- vagy felllértékelt.

Ezt a dijat a plain vanilla opcidk esetén 6t téidybefolyasolja, a kordbban emlitett
kotési ar és alejaratig hatralévé idé mellett még azazonnali részvényarfolyam(vagy
barmilyen mas alaptermék arfolyama)y@atilitas, a kockazatmentes kamatlah illetve az
opcié futamideje alatt esedékesztalékok befolyasoljak az opcios ugylet dijat. Egzotikus
opciok esetén ezeken kivil még szamtalan mas ténydmwefolyasolhatja az opcio arat, mint
példaul valamilyen korlat. Ezen tényéz kdzul valamelyik mar adott, mint példaul a
kockazatmentes kamatlab, hiszen azt az adott ortidankja hatarozza meg a piaci
viszonyok flggvényében. A pillanatnyi részvényaréoh, a kotési arfolyam és a lejaratig
hatraléw id6 is adott. Az osztalék 0sszege vagy az osztaldkBreata ismert, améb
meghatarozhaté az osztalékfizetés 0Osszege, az labsztatasa pedig megjelenik a
részvényarfolyamon, hiszen az osztalékfizetés utapion cstkken a részvényarfolyam, a
volatilitast viszont nekink kell meghatarozni.

A volatilitas nem mas, mint a részvényarfolyam valtozékonysagg adott
idéintervallum alatt. Leegyszésitve a dolgot azt mondhatjuk, hogy mekkora a
részvenyarfolyam j&beli bizonytalansdga. A volatilitAs meghatarozasat knddon
lehetséges, az egyik a volatiliths becslése hiateriadatokbol, a masik pedig a

visszaszamitott volatilitas.

A visszaszamitott volatiltiasesetén mar a piacon megléopciokbol szamitjuk ki a
volatilitast, valamilyen arazé képletet hasznalvedaetked maodon: azt feltételezve, hogy a
piacon az opciét egy konkrét opcidéarazé képlettségével araztak, megvizsgaljuk mi az a
volatilitasérték, amely mellett a feltételezett ziraképlettel szamolt opcidar megegyezik a

piacon megfigyelt opcidérral.

El6étte azonban egy dolgot tisztazni kell, milyen 6§%ggés van az opcio ara és a

volatilitas kdzott. Ha & a volatilitas, akkor & az opcios dij isAhogy a volatilitas 6, egyre



nagyobb lesz annak az esélye, hogy a részvény nagyon jol, vagy nagyon rosszul teljesit. A
vételi opciod tulajdonosa jol jar, ha az arak emetiek, de a vesztesége korlatozott, ha az arak
csokkennek. Hasonldéan az eladasi opcio birtokosar ay arak csokkenése esetén, viszont
korlatozott a veszteség arnovekedés esetén. Mpigalis hogy nagy volatilitds esetén mind a
két fél jobban jarhat, ezért az opcios dijnékie kell.

Az egyik legegyszéibb modszer a kozelitéesre a kovetkezegyik fel 30% a
volatilitas, kiszamolom a feltételezett képlettelamat, ha ez az ar alacsonyabb, mint a piaci ar
akkor Ujraszamolom 40%-os értékkel, ha nagyobboagledig 20%-0s értékkel. Ha 30% és
40%-o0s volatilitdssal kapott ar k6zott van a piaGi akkor megfelezem az intervallumot és
kiszamitom 25%-o0s volatilitdssal az arat. Héldiisebb a piaci ar, akkor tovabb felezem az
intervallumot, mondjuk 22%-ra és megvizsgalom ezzZefészen addig felezem az

intervallumot, amig meg nem kapom a megtelallatilitasi értéket.

A historikus esetbena multbéli részvényarfolyam adatokbdl empirikusdbéssel
kapjuk a volatilitast, ami a hozam valtozékonysagat a valtozékonysagot a folytonos
kamatozassal szamitott hozam szorasaval szokas. lBra megoldast fogom alkalmazni az
opcidarazas soran a volatiliths meghatarozasahomodlszer a kovetkéz veszink egy
meghatarozott isszakot amikorra vizsgéalni akarjuk a volatilitastaéiban 90 és 180 nappal
szoktak szamolni, de az is egy j6 megoldas, hogywlmonap az opcio lejarataig hatrdlév

id6 annyi idbre szamitjuk vissza a volatilitast.

Ez R-ben ugy néz ki, hogy felvesszik az arakatvegyorba:

arak<c(683, 693, 698, 691, 688, 677, 688, 680, 675, 665, 670, 687, 682, 686, 675, 68
8, 680, 684, 680, 674, 673, 670)

hossz<-length(arak) # Meghatarozza a vektor hosszét a length() fluggvé

Ezen idiszak alatt megfigyeljuk a napi, heti, esetleg haaroarfolyamokat.
Kiszamitjuk ezen arfolyamok loghozamat. Az i-ik hemgam Ln%), ahol $ az i-ik
|_

zarodarfolyam.

loghozam<-c()
loghozam=log(arak[2:hossz]/arak[1:(hossz-1)])

10



Majd az igy kapott mintanak kiszamitjuk a korrigéttpirikus szorasat.
hozamszoras<-sd(loghozamj§ Az sd() fuggvény kiszamitja a szorast

id6 alatt a variancie ¢ 2T

Mivel AT

, igy napi adatokbdl szamolva a szoras
gyobkdsen aranyos azadel, igy

vol atilitas<-hozanszoras/sqrt(1/252)

A volatilitas kapcsan egy érdekes kérdés, hogy adpiok esetén naptéri évi (360
nap) vagy kereskedési (252) napokkal szadmoljunlkenJesetben én kereskedési napokkal

szamoltam és igy kaptam meg az évesitett volatilita

Ez a Magyar Telekom részvény 1 hénapos volatili&3E0. julius 10. és 2010. szeptember
10 kozotti napi zardarfolyamokkal szamofvaR programmal szamolt volatilitas: [1]
0.1945030

A portfolio.hu internetes portadlon megtalalhaté észvény 1 hdnapos volatilitas adata is,
amely 19,5%, ez pont annyi, amit az R-el is kiszZ#no, tehét itt a historikus adatokbol
tortérd becslést alkalmazzak, égzsdei napokkal szamolnak.

A részvény 3 havi volatiltasa 23%.

2 A zaréarfolyamokat a protfolio.hu weboldalrél &het télteni az adott északra Excel formatumban.
% A fenti kdd 3 hénapra kivitett adataival szamolva, amelyet a portfolio.loutfl is megefsit
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4. Opcidarazas MONTE CARLO szimulacioval

4.1Torténeti attekintés *

Az 1945-ben elkészitett, majd 1949-ben publikalt nkéo Carlo modszer (a
tovabbiakban: MC) feltaldlasa — kdzvetetten — Neumaanos és E. Fermi nevéhézoflik,
és azéta szamos alkalmazési terilet problémainajoloiiesdhoz bizonyult alkalmasnak, a
fizikaban, a meteoroldgidban, a vegyiparban észg&tdasagtan keretei kozt is alkalmazzak.

A modszer alkalmazasat a gyakorlatban Georges Lagkerc Comte de Buffon hires
ti-feldobasos problémégjanal talaljuk meg. 1777-ben IG. Leclerc végzett egy
kisérletsorozatot, hogy vajon mennyi annak a vathfisége, hogy egy "I" hosszusagi t
feldobas utan az asztallapra felrajzolt, egymastdltavolsagban l&v parhuzamos vonalak
valamelyikét metszeni fogja, ahol "d">"I". Ezt alésziniséget analitikusan megoldotta, majd
egy kisérletsorozatot N-szer végrehajtotta, megel#tamaz esemény bekovetkezésének a
gyakorisdgéat (n), és azt talélta, hogy a n/N elégynN esetén elég j6 kozelitést ad a

valGsziriiségre.

A Student néven publikalé W. S. Gosset statisztgaistén alkalmazott ehhez hasonlo
statisztikai mintavételt indzokkel kapcsolatos kutatasai soran 1908-ban. Az &dfaa
Manhattan projekten dolgozé Neumann Janos teamjtamgli fedeztek fel Gjra a masodik
vilaghaborua alatt. Neumann egyik lengyel szarmazasleégaja, Stanislaw Ulam az atom-
majd kégbb a hidrogénbombaval kapcsolatogfeszitései mellett az 52 lapos passziansz
sikeres lerakasdnak valosadégén toprengett, amikor rdjott, hogy az Aaltalukiteép
szamitdgép segitségével kdnnyedén lehet szimulddgifeleb szamu leosztast, andibmar

kozelit megoldasra juthat.

Neumann masik kollégaja Nicholas Metroplis nevettaz eljarast Monte Carlo-nak,
vélheten a rulett kerekek véletlen-szam generald képésséapszocialva, és fejlesztette ki
az el$, ezen a modszeren nyugvo szamitogepes alkalm#@zasinevezés arra utal, hogy a

modszerhez szikséges véletlen szamokat akar edgkgdizind eredmeénydibis vehetnénk.

“ 8. Kaplan: Monte Carlo methods for option pricingnunkaja alapjan
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Ulam-val egyutt 1949-ben publikaltak élfrasukat a témakdrben. A gyakorlatban viszont a
véletlen szamokat a szamitdgépek maguk allitjidk ekért lehet a pénzligyi szektor, a
matematika és a szamitastechnika egyik legnagy@dbasznaldja”, alkalmazoéja. A banki
szolgéltatasok a nagyteljesitméngzamitastechnikai eszkdzékta kifinomult aprélékosan

optimalizalt matematikai algoritmusokig, az infotika széles skalgjat kihasznaljak.

A MC kutatdsa Boyle (1977) munkaja utan a pénziggiileteken felviragzott, és
napjainkban egyre tébb feladathoz hasznalfglewski (1992), Hull és White (1987nar
alkalmaztak a Monte Carlo eljarast az opcios piagleknzése soran. Jelleéje, hogy nagy a
szamitasi kapacitds szikséglete, ezért is talafifeteds alkalmazasi terilletre a pénzugyi
intézményeknél, ahol a szamitasi igények melléegldgkapacitast is tudtak biztositani. A
MC tobbek kozoétt pénziugyi szamitasokra, devizatealérfolyamok alakulasara, opciok,

részvenyek aranakdkjelzésére alkalmas.

A modszernek létezik tobb valtozata, attdl is fégyg hogy mely tudomanyagban
alkalmazzak, illetve milyen terlleten hasznaljaknierikus szempontbol az opciéarazasahoz
igen kényelmes, hiszen az alaptermék szamanak edeskvel kozel linearisan novekszik a
tesztelésre szant ddis, illetve rugalmas, hiszen kénhymplementalni és maddositani. A
szimulacionak matematikai szempontbdl is vannakyadi, hiszen ez egy olyan becslés,
amely torzitatlan és konzisztens, illetve megkgpkaaz eljaras soran a standard becslési
hibat is. A becslés pontossagat antitetikus (edlest edjelii) valtozok alkalmazasaval

javithatjuk.

Persze a Monte Carlo szimulacionak is voltak eberzételkedi. Ok elsssorban azt
emelték ki, hogy nem tul koltség-hatékony megoldBsilippatos [1972]), csak akkor
alkalmas, amikor szinte lehetetlen vagy tul dragafigyelni az adatokat, vagy a matematikai
kisérlet megdisitése tul draga, esetleg a megfigyelt rendszerkaithplex (Rubinstein
[1981]F. Monte Carlo médszer csak nehezen alkalmazhatdilaneipust szarmaztatott
termékek értékelésére (HULL 1999)

® David Nawrocki, Ph.D.: The Problems with Monte i8a8imulation c¢. munka alapjan
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LesZirve a konzekvenciat, azt mondhatjuk el, hogy olgaetekben nem érdemes
alkalmazni szarmaztatott termék értékelésére, plotos eredmények szilkségesek és a
megfeleb adatok rendelkezésre allnak, Ilétezik olyan explidormula, amellyel
kiszamolhatjuk az opcié igazsagos arat. A szarnatrztdermékek eértékelése abban az
esetben, ha nem allnak rendelkezésiinkre pontostk&plksetleg pontos adatok, szimulacios
eljarassal igen célravesdetilletve ha a derivativa ara nem csak a lejartaledméleti
arfolyameloszlastol, hanem valamilyen egyéb feikétél is fliigg. A dolgozat kovetkéz

részében mind a két esetet megvizsgalom.

Talan az eljaras legnagyobb hibajat és szerinteyhegga legnagyobb @lyét is Rees
and Sutcliffe [1993] mondta ki, miszerint a Montarl® szimulacié akkor hasznos, amikor

mar semmi mas nemiikodik.>

A Monte-Carlo szimulacids eljaras esetén véletleainwk segitségével becsiljik a
szarmaztatott Ugylet alapjat képezaltozok altal felvett értékek azon lehetségeozatait,

amelyeket a valtozok kockazatsemleges vilagbantketmek °

Mi az a kockazatsemleges vilag és arbitrazsmerg@ssé

Az opcidarazasnak - fliggetlentl attol, hogy milpgeioarazasi modellben arazunk -
a keretrendszer feltétele az arbitrazsmentesséq @&sckazatsemlegesseég. Az arbitrazs
ugyleteket végi piaci szerefk (arbitrdz$rok) tevékenységének lényege, hogy a piaci
tokéletlenségeket kihasznalva prébal kockdzatmeptefitra szert tenni. Az arbitrd@Hk
csak akkor lépnek piacra, amikor kockadzatmente§itprdehet realizalni, azaz akar egyes
piacok kozott, akar egyes termékek kozott olyarulérbségek alakulnak ki, amelyeket ki
tudnak hasznalni: vesznek az olcs6bb helyen ésnakada dragadbb helyen. A
kockazatsemlegesség azt jelenti, hogy a befgkttmlegesek a kockazattal szemben, igy az
opciotol elvart hozam megegyezik a kockazatmenbdeainmal.

Amikor egy opcid igazsagos arat hatarozom meg aetteiden, akkor mindig azt kell

érteni, hogy a piacon nincsenek arbitrazs ldéek.

® ASWATH DAMODARAN : A Befektetések Ertékelése, Pan2006
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4.2 A Cox-Ross-Rubinstein formula és kozelitése Mon te Carlo

szimulacioval

1979-ben Cox, Ross és Rubinstein egy a korabbiak&pest intuitivebb opcidarazasi
modellt vezettek be. A binomialis modszer, mintz&rét ideji modell az opciok egy

leegyszeiisitett értékelését teszik letieé.

4.2.1A modell:

Az opcibarazas egyik lehetséges mddja a binonmfidlszerkesztésén alapuld eljaras.
Ez egy olyan fa, ami a szarmaztatott termék és gottes termék (jelen esetben részvény)
arfolyama altal kovetett lehetséges utakat jeleméy. Cox, Ross és Rubinstein javaslata
szerint a részvényarfolyam-valtozasok nagyszansl)éqtéki binomialis mozgasokkal elég
jol modellezhet. Minél inkabb tartunk a lépésszammal a végtelde, fannal inkdbb
tekinthetjuk a modellt i6ben folytonosnak. Tehat az opcio élettartamat #tjok N darab
,dt” nagysagu idtartamra. igy N*dt=T-t, ahol T-t az opcio lejaradeje. Egy ilyen kis ,dt”
idétartam alatt a részvényarfolyam két értéket vebeefly S kezdeti részvényéarfolyamrol
elmozdulva, ez a két érték 8s § . Az el esetben a részvényarfolyam lefelé mozdult el,
ennek a valészitsége 1-p, amig a masodik esetben felfelé mozdulirimtyam, ennek a

valdszirisége p.

dt ido alatti S

arfolyammozgas

1-p
S

3. abra A felfelé és lefelé mozdulasa adott vahdsgéiggel

A kockazatsemleges értékelésbs Rubinsteinék altal javasoltakbdl meghatarazhat

p, az u, a d paraméter.
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u=eg/dt
d=egdt
p=€"%"d/u-d

Az S és az u és d paraméterek segitségével kismijuk a fa végén lévértékeket. igy N db
elmozdulas esetén N+1 db érték lesz a fa végén.

S*u*u*u=(S*u")

Su SN
S S*UN-Z*d 2
Sc S

4. 4bre "N” db elmozdulés esetén a részvér

Az opcio értékelésekor a fa vé@élindulunk ki és visszafelé haladva kiszamitjuk az
opcio értekét. Az opcio értékét egy ,t"Gontban ismerjuk, hiszen ebben a pontban az opcié
értéke egyeidl a kifizetés fuggvényével, ami call esetben mak(8) put esetben max(K-
St,0). A kockazat semleges vilagot feltételezvekber a pontokban a kifizetés fliggvények
altal kapott éertékeket diszkontalnunk kell, a kazténentes kamatlabbal. Végul visszafelé
haladva megkapjuk az opci6 értekét a Opmhtban.

Ez az eljaras nagyszamu ,dt"sidtervallum esetén igen lassu lehet, nem is beszélv
arrél, hogy nagyszamu 20-30 alaptermék arazasakoitrkényes és nehézkes. Ezért szoktak

ezt az opcidarazasi modszert kdzeliteni Monte Garilmulacio segitségével.

A kovetkedkben az R program segitségével bearazunk egy eunppadt a Cox-
Ross-Rubinstein formulaval. Ahhoz hogy ezt megtstiesle kell toltentink és fel kell
telepitentink az R program 'fOptions’ csomagjat.ebmég késbb is sziikség lesz a Black-
Scholes formulaval torténarazaskor. Az R-ben utana be kell tdlteni ezt @nagot majd
kiadni a CRRBinomialTreeOption(TypeFlag = ("ce"e"p"ca", "pa"), S, X,Time, r, b, sigma,
n, titte = NULL, description = NULL) parancsot metglsen felparaméterezve.
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Nézzik meg egy konkrét példan keresztil, majd Hagdndssze a Monte Carlo-val
kapott arral:(a Cox-Ross-Rubinstein harmasra a KiRfezéssel utalok a tovabbiakban)

A Portfolio.hu internetes portal és az altalam salanMtelekom részvényeinek
volatilitasa 3hénap alatt (2010.jan. 10. és 201@. al0. kozott vizsgalva) 23%. 2010.
augusztus 11-én a Mtelekom részvényarfolyam nyat6&d Ft volt.

Arazzunk be egy fél éves lejarati itlepurépai eladasi opciot, amelynek kotési
arfolyama 700Ft, a piacon a kockazatmentes kama8&h (Naponta figyeljuk a

részvenyarfolyam valtozast)

Kiadjuk a kdvetkeé& parancsot:
CRRBIinomialTreeOption(TypeFlag= "pe",S=661,X=700,Tme=0.5, r=0.08, b=0.08,
sigma=volatilitas,n=180)@price

A binomialis modellel szamolva az opci6 igazsages §1] 49.27583

4.2.2 A szimulacio:
Nézzik meg Monte Carlo szimulacidval:
>u=exp(volatilitas*sqrt(1/360))

> d=exp(-volatilitas*sqrt(1/360))
> p= (exp(kamatlab*(1/360))-d)/(u-d)## ezek az arazasi formulabél megmaradnak

Az u és d paraméterek ugye megegyeznek a koraldraotatott értékekkel, amelyek
a Cox-Ross-Rubinstein &ltal adott ajanlasokbol Kdaemnek. Az exp() fuggvény az

exponencidlis figgveény.

Maga a szimulacié egy fuggvénnyel van megvallsitamely paraméterként

megkapja, hogy hanyszor végezze el a szimulacenadlé iteraciot (ciklust).
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A szimulécié soran kihasznalom az R egyik nagyotujgjdonsagat, hogy képes vektorokat
dsszeadni, kivonni és egyébiveleteket végezni velik anélkil, hogy ciklussaldbegnk
oket, amelyet mar a volatilitas szamitasnal is atletam. Ezt illetve a prod() fuggveny
alkalmazasaval a részvényarfolyam generalas elggzefj és gyors. A prod() figgvény

esetén a () kozott megadott objektum elemeineloezatat adja vissza

A Monte Carlo szimulacid esetén a véletlen tag tségével generaljuk le a
részvényarfolyamokat, az arfolyam segitségével m@gbzhatjuk a kifizetésfliggvéenyek
értékét, ezek az értékek fogjak adni statisztizengpontbdl a mintat. Mi ennek a mintanak
vagyunk kivancsiak a varhat6 értékére. Statiszgkampontbdl egy minta varhatd értékének
a becslésére tokéletes mutatdszam a mintaatlag. IA esetinkben a minta a
kifizetésfuggvények, igy ezeket a kifizetéseketagdlnunk kell, majd ezt az atlagot
diszkontalni. Ez a diszkontalt atlag lesz az oplij@nak becslése, amely a minta nagysaganak
novelésével egyre pontosabb. A diszkontdlasra aaértszikség, mert az opcids dijat most

kell kifizetnem, viszont én a jébeli részvényarfolyambdl kaptam meg az értékeét.

A részvényarfolyam generaldsnak az alapja az, heogwodellben szimuléljuk a
részvényarfolyam felfelé illetve lefelé mozgasamakaldszifiségét Bernoulli-eloszlassal. Az
u, d és p paraméterek a fenti képieétizamolhatoak, igy az i-ik részvényarfolyamot eSS
1*(d+(u-d)*epszilon) képlet segitségével hatarozhab@g, ahol az epszilon Bernoulli-
eloszlasu valésziiségi valtozo. Ebfl latszik, hogy epszilon=1 esetéFS.1*u, mig 0 esetén
S=S.*d. Ezutan mar csak a kifizetés fliggvény kiszanaitamradt a lejarati &gpontban a
szokasos modon, majd diszkontalni a kifizetést égkapjuk az opcid igazsagos arat.

> MonteCarlo<-function(elemszam){ ## figgvény deklaralas

+ f<-c() ## lista deklaralés, ez tarolja a kifizetéseket

t t=0.5 ## a lejaratig hatralévidé

+

+ for (i in 1:elemszam){

+ epszilon<- rbinom(180, 1, p) ## Bernoulli-eloszlas generadlasa binomialis-elaszla
segitségével (edsparaméter hogy hany db ilyen eloszlasu valtozétegdjon, a masodik

paraméternek 1-nek kell lennie, hiszen Jzvaldsziriségi valtozOn és p parameétdr
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binomialis eloszlast kovet (jelolésKx ~B(n,p)), akkor specidlis n=1 esetben (jeldlos:
~B(1,p)) X-et Bernoulli-eloszlasunak nevezzik, a harmadikipaiter a valosziiseg)

+ valtozo<-d+(u-d)*epszilon ## ez biztositja a felfelé/lefelé mozdulast, labhat
amennyiben az epszilon értéke 1 akkor a valtozékéru lesz, tehat a részvényarfolyam
felfelé mozdul el, ha 0 akkor a valtozo értékest]egy lefelé mozdul el az arfolyam

+ f[i]l=max(700-(661*(prod(valtozo))),0) #lejaratkori részvényarfolyam generalas,majd

kiszamitjuk a kifizetést a szokasos max(K-St,Ok@laurdpai kifizetés fliggvénnyel.

+ atlag<-mean(y) #atlagoljuk kifizetéseket
+ opciosdij=(exp((-kamatlab)*t_t)*atlag ) #diszkontaljuk az ék6 atlagot
+ opciosdij}

A szimulacioval kapott ar kis elemszam (1000) aseté
> MonteCarlo(1000)

[1] 48.28576

5000-es minta esetén:

> MonteCarlo(5000)

[1] 49.09491

20000 és 40000-es mintaelemszam esetén:
> MonteCarlo(20000)

[1] 49.12511

> MonteCarlo(40000)

[1] 49.17352

A binomialis modellel szamolva az opci6 igazsages §1] 49.27583
A Monte-Carlo szimulacioval kapott eurdpai opci@agagos ar kis minta elemszam

esetén meglehé&ten nagy eltérést mutat a Cox-Ross-Rubinstein ssak&apott igazsagos

artol, viszont a minta elemszam novekedésévelgavkrgal ahhoz.
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Az 5. abran lathat6, ami azéeb példaban is, hogy a Iépésszam ndvelése esetén
(amely most 1 és 100 kozott van) a Monte Carlo slnioval kapott ar egyre inkabb

konvergal a Cox-Ross-Rubinstein formulaval kapdiba.

100
l

CRR formulaval kapott ar (49,27583)

80

S il Ay M/\AMF«MM b M
IV UVU AL

20

a 20 40 G0 a0 100

Index

5. abra Az elemszam novelésével a Monte Carlo kgeneiaja egyre jobb
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4.3 A Black-Scholes formula és kozelitése Monte Car lo

szimulacioval

A t6zsde napjaink nagy érdéklist kivaltd gazdasagelméleti tertilete. Az a feliskser
hogy a kulonbd& értékpapirok arfolyamainak mozgasa Ol leirhatGodrmasztikus
folyamattal, megnyitotta az utat &zsde, illetve a kilonb@zértékpapirok és szarmazékaik
arfolyamainak matematikai modellezése iranydam.1970-es évek elején Fischer Black és
Myron Scholes jelels attorést ért el olyan differencialegyenlet levégével, amelyet ki kell
elégiteni barmely, osztalékot nem fizetszvénydl fliggé szarmaztatott termék arfolyamanak,
késibb 1997-ben Scholes és Merton Nobel-dijat is kapott

4.3.1 A modell:

Az egyenletet részvényre sz0Olo eurdpai vételi adadi opcidk értékelésehez hasznaltak
leggyakrabban, de az alapképlet atalakitdsavat iefle deviza-, index- és hatas&lopcidkat is
értékelni.Mertonék rajottek arra, hogy az eurdpai opciok sgaps arat, meghatarozhatjuk a
kifizetésfuggvény varhato jelenértékével kockazateges vilagban, ehhez minddssze o6t
paraméter értékét kell ismernink, amelyek befolj@ls@z alaptermékre vonatkozé eurdpai
tipusd opcié igazsadgos arat. Ez jelenlegi részvényarfolyam, a kotési arfolyam, a

kockazatmentes kamatlab, a lejaratig hataldé és a volatilitas.

Ehhez annak kell teljesilni, hogy a részvény adwigak geometriai Brown-mozgast

kell kdvetnie.

dS=4Sdt+ 0Sdz

ahol dz Wiener-folyamat és dz= Jdt

A Brown-mozgashdl az Ito-lemma segitségével biztiayd hogy a részvényarfolyam
logaritmusa altal kovetett folyamat normalis eldszl kdvet, illetve a normalis eloszlas
tulajdonsagainak kdszonlden belathatd, hogy a részvényarfolyam lognormdalisztast
kovet. Egy opcidbdl és részverytallo portfoliot alkotva, bizonyos atalakitasolgieégével

levezethet a Black-Scholes féle differencidlegyenieEzt az egyenletet megoldottak és

" Bévebben Id.: HULL, J. C. : Opciok, hatadwlligyletek és egyéb szarmaztatott termékek, Pat@98.
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sikeriilt egy explicit formulat nyernitik az euromdadasi- €s vételi opcid igazsagos aradnak a

meghatarozasara.

Az eurOpai vételi opcio arazasi képlete:
c=SN(d)-Ke""N(d))

Az eurdpai eladasi opcio arazasi képlete:

p=Ke""IN(d,)- SN(d) ,

_In(S/K) +(r +0? [2)(T -t)

ahol dj
ovNT -t
o= ch-oVT -t

és az,N(X) a kumulativ valésziiségeloszlas fiiggvénye egy olyan valtozonak, amely

7

normalis eloszlasu nulla varhato értékkel és lasgal.”(J. C. Hull [1999])

A Black-Scholes képlet egy explicit formula, az idpprémiumanak a meghatarozasara,

amely csak bizonyos feltételek mellett igaz. Ezdtefelezések a kdvetkik:

» az alaptermék arfolyamvaltozasa normalis eloskidstt. Ezt a feltételezést hasznélja
ki a Monte Carlo szimulacio is

kockazatmentes kamatlab allando

az alaptermék volatilitasa allando

nincs tranzakcids koltség illetve arbitrazs Iéség

YV V VYV V

az alaptermék kereskedése folyamatosan zajlik

Valos piaci korilmények kozott ezen feltételezésekm mindegyike tarthat6
elfogadhatonak. Empirikus kutatasok igazoljdk, hagyormalitas feltétel sem tokéletes,
hiszen az alaptermék arfolyamvaltozasanak eloszkissit csicsosabb mint a normalis

eloszlas, az allandosag feltételek hatasa elhaityaigo a kereskedést a piaci kereslet, kinalat
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hatdrozza meg. Ezek a téngkzfelelossek a Black-Scholes modell torzitasdért, amelynek
egyik megjelenési formdja az implikalt volatilitdsetében a volatilitas mosoly.

A fenti képletldl latszik, hogy ezt papiron elég koérilményes szamazért itt is az R
program 'fOption’ csomagjat hasznalom az opcié akameghatarozasara. Ehhez a csomag
betdltése utan kiadom a GBSOption(TypeFlag = "c),>S, Time , r, b , sigma) parancsot

megfeleben paraméterezve.

4.3.2 A gorogok:

A gorbgoknek nevezik azokat az elemeket, amelyek opzio értékének és
kockazatanak meghatarozé elemei, ezek koziul d@zpelaméter a delta, amely azt mutatja
meg, hogy mennyit valtozik a prémium az alapterné&folyam egy adott egységnyi
valtozasara. Tehat a delta megmutatja hany egyseymg az opcid értéke, ha egységnyivel

né a jelenlegi részvényarfolyam.

A .GBSDelta parancs kiszamolja az opci0 deltdjatmelsg az opcio
kifizetésflggvényének a valtozasat jelenti a résyaé flggvényében. Kiadva a
.GBSDelta("p",S,X,r,b,sigma,Time) parancsot medéee paraméterezve, akkor kiszdmolja az opcid

deltajat.

A Monte Carlo szimulaciét alkalmazhatjuk az opc#&téijanak a becslésére. Ennek a
héatterében a kdvetkézlolog All:
Ha f az opcio kifizetésfliggvénye és S a részvéoiyaim akkor a delta=f/S’
Az f fuggveény, x pontbeli derivaltja nem mas mint:

flz + R) — f(z) ,ahol h afliggetlen valtozo

f(z) = lim

h—D h névekménye

Gondoljuk azt, hogy az f(S) az opcio arat megadnida a részvényar figgvényeében,
igy a kifizetés S és S+q ar mellett, f(s), f(sHgy a delta paraméter becsuthetz alabbi
formula segitségével: - g _ f(S

gitseg R _ f(5+9) - i(S)

q : ahol g elég kicsi és ez lesz a
noévekmeény
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4.3.3 A szimulacio:

Maga a szimulacié egy fluggvénnyel van megvaldsitamely paraméterként
megkapja, hogy hanyszor végezze el a szimulaceanalév iteraciot (ciklust).

A szimulacié soran kihasznalom az R egyik nagyortujdjdonsagat, hogy képes
vektorokat 6sszeadni, kivonni és egyeékveileteket végezni velik anélkil, hogy ciklussal
bejarnankoket, amelyet mér a volatilitas szamitasnal is aflegdtam. Ezt illetve a prod()
fuggvény alkalmazasaval a részvényarfolyam gererédldég egyszér A prod() figgvény

esetén a () kdzott megadott objektum elemeineloezaiat adja vissza.

A Monte Carlo szimul4ci6 esetén a véletlen tag tségével generaljuk le a
részvenyarfolyamokat, ezen arfolyam segitségévehaté@rozhatjuk a kifizetésfiggvények
ertéket, ezen értekek fogjak adni statisztikai gmambol a mintat. Ennek a mintanak
vagyunk kivancsiak a varhatd értékére, amelynekeeslbse a mintaatlag segitségével
torténik, igy ezeket a kifizetéseket atlagolnunk, kmajd ezt az atlagot diszkontalni. Ez a
diszkontalt atlag lesz az opcid dijanak becsléselyaa minta nagysaganak novelésével egyre
pontosabb. A becslés standard hibajat megkapjuka mainta szorasat elosztjuk a minta
nagysaganak a gyokével.

A binomidlis modell esetén a részvényarfolyam félfdletve lefelé mozduldséat
szimulaltuk adott eloszlassal. Ebben a modellbegsavényarfolyamra tettiink egy fontos
megszoritast, mégpedig a normalitas feltételt, hagyszvényarfolyam valtozas normalis

eloszlast kovet, hiszen ez a folyamat egy Ito-foigh (specidlis Wiener-folyamat)

r —sigma’ e A . L S .

Tg*dt varhato értékkel és sigma*dt szoérassal. &tdvetkezik, hogy a hozam:
r —sigma’ . . . . s
Tg*dt+5|gma*\/dt *epszilon, ahol epszilon standard normalis eloselas

valOsziriségi valtozo.

Itt a hozamokat a kockazat semleges értékelés meth elég megszorozni a
részvényarfolyammal, hanem venni kell a hozamokmsak exponencidlis flggvénybe
behelyettesitett értékét és ezzel kell a részvémlyamot szorozni, majd a kifizetés fuggvény

és a diszkontalas az mar teljesen ugyanaz, mimtoarialis modell esetén.

kamatlab<<-0.08 # a kamatlab
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dt=1/360

t t=0.5 #lejaratig hatraléy ido

n=trunc(t_t/dt) # a trunc() fuggveény a kereé&ifiggvény
x<-700 #kotesi arfolyam

f<-c()

fq=c()

epszilon<-c()

MonteCarlo<-function(elemszam){

for (i1 in 1:elemszam){

epszilon<-rnorm(n,0,1) # n eleni standard normalis eloszlas generalas

s<-661 # a részvenyarfolyam

g=s*0.001

sg=s+q #a mobdositott részényarfolyam, amely a delta begstxwssziikséges
uj<-(kamatlab-0.5*volatilitas"2)*dt+volatilitas*sqgr t(dt)*epszilon

#a hozam generalasa

s<-s*prod(exp(uj)) #a részvényarfolyam generalasa lejaraibigh (emlékeztétil: a

prod()fgv a paraméterként megadott objektum eleekeinszorzatat adja vissza)

sg=sq*prod(exp(uj)) # mobdositott részvényarfolyam generalas lejaratkor
fli]<-max(0,x-s) # kiszamoljuk a kifizetéseket

fq[i]l<-max(0,x-sq) # kiszamoljuk a kifizetéseket

}

atlag<-mean(f) # atlagoljuk a kapott mintat(ami itt a kifizetésgvgny lesz)
gatlag=mean(fq) # a kapott mintat(ami itt a kifizetésfiggveny lesz)

hiba<<-sd(f)* exp(-kamatlab*t_t)/sqrt(elemszam) # a becslés standard hibaja
opciosdij=(exp(-kamatlab*t_t)*atlag) # diszkonttényex
gopciosdij=(exp(-kamatlab*t_t)*qatlag) # diszkonttényez

delta<<-(qopciosdij-opciosdij)/q # a delta parméter becslése
opciosdij} # a fuggvény visszaadja az opciés dijat
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Nézzik meg egy konkrét példan keresztil, majd éesmlitjuk a Monte Carlo-val
kapott arral:
Az elbz6 feladatban |6y Mtelekom részvényt arazzuk be a Black-Scholes titam
segitségével egy eurdpai eladasi opciot, ahol &daatmentes kamatlab 8%, a volatilitas
23%, a lejaratig hatralévido fél év, a kezdeti részvényarfolyam 661Ft, kotésolgam
700F+t.

GBSOption(TypeFlag = "p", S = 661, X = 700, Time =1/2, r = 0.08, b = 0.08,
sigma = volatilitas) @priceparancsot kiadva megkapjuk az opcids dijat, afi¢l$9.23474.

A kovetked részben bebizonyitom, hogy névelve az elemszamsttiraulacioval

kapott ar is egyre inkabb kozeliti a Black-Schdéde arat.

B.-S. ar (49,23474)

L AAM AR,
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6. abraAz Elemszam novelésével a Monte Carlo kgewerdja egyre jobb
A 6. abran lathatd, hogy 1 és 100 elemszam eseté&elve az elemszamot a szimulacioval

kapott ar egyre jobban kozeliti a Black-Scholesifiglia arat.
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A szimulaciét végrehajtva 1000-es minta esetén:
> MonteCarlo(1000)

[1] 50.96495

> delta

[1] -0.5245775

5000-es elemszam esetén:
> MonteCarlo(5000)

[1] 49.01508

> delta

[1] -0.5047357

20000-es elemszam esetén:
> MonteCarlo(20000)

[1] 49.11401

> delta

[1] -0.5093644

A becslés standard hibaja: [1] 0.4321952
100000-es elemszam esetén:

> MonteCarlo(100000)

[1] 49.30955

> delta

[1] -0.5065091

A tényleges éar [1] 49.23474, amely elég kis elterdsutat a Monte Carlo
szimulacioval kapott artél [1] 49.30955.

A Monte-Carlo szimulacioval kapott eurdpai opci@agagos ar kis minta elemszam
esetén megleh&en nagy eltérést mutat a Black-Scholes arazasgaittkigazsagos artol,

viszont a minta elemszam névekedésével ol konvelyioz.
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Kiadva a.GBSDelta("p",S=661,X=700,r=0.08,b=0.08,sigma=0.23iffie=0.5)
A tényleges deltg1] -0.5100599

A Monte Carlo szimulacio segitségével kozelishaetdelta paraméter érteke, amelyre
szintén jellemé&, hogy az elemszam novelésével egyre inkdbb kodaelecsilt érték a
tényleges értékhez, hiszen ennek is a részvényanitioz és a kifizetés fuggvényhez van

koze. igy ezekre is jellentek a korabban emlitett tulajdonsagok.

4.3.4 A CRR és Black-Scholes kozotti kapcsolat:

A CRR fliggvénynek van még egy érdekes ,tulajdorisagagpedig az hogy ndvelve
a lépésszamot a CRR formula segitségével kapotbopcak konvergalnak a Black-Scholes

féle igazsagos arhoz.

> bc=c()

> for (k in 1:100){

+ bc[k]=CRRBinomialTreeOption(TypeFlag= "pe",S=661X=700,Time=0.5, r=0.08,

b=0.08, sigma=volatilitas,n=k)@price}

> plot(bc, type="I") # a plot(valt , type="par”) parancs segitségévehh nevi valtozéban

tarolt értékeket rajzolja ki, a type="par ,, tipugtafikonon, ahol az "I'" vonalgrafikon

> abline(h=GBSOption(TypeFlag = "p", S = 661, X = 00, Time = 1/2, r = 0.08, b = 0.08,

sigma = volatilitas) @price)

Lathatd a 7. abran, hogy a lépésszam noveléséveRR flggvénnyel kapott ar
tényleg konvergal a Black-Scholes féle formulavapdit arhoz. A 8. abra nem lesz tul
latvanyos, csak azt szemléltetem, hogy az altalésaitett Monte Carlo szimulacio esetén is

ez a jelenség tapasztalhato.
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Indesx
7. abra A CRR formula névekelemszam esetén konvergal a Bs arhoz

A kod ugyanaz, mint ami az élgéldanal volt, csak annyi a kilénbség, hogy az
epszilon<- rbinom(180, 1, p)reszt kell modositani a kovetk&k&ppen epszilon<-
rbinom(180, 1, p), ahol a k helyén korabban 180 szerepelt. Majd laadvkdvetked

utasitasokat:

kc=c() # aszimulacidval kapott kifizetéseket tarolo lista Be&las

> for (k in 1:180){

+ kc[k]=MonteCarlo(10000) Heltoltés

+}

> plot(ke, type="1") # grafikont készii parancs, ahol a type="I" jelzi hogy

vonalgrafikont készit
> abline(h=GBSOption(TypeFlag = "p", S = 661, X =00, Time = 1/2, r = 0.08, b = 0.08,
sigma = volatilitas) @price) #aényleges Bs arat rajzolja be egy vizszintes vahall
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8. abra Konvergencia szimulaciéval

A 8. abran a Monte Carlo szimulaciét 10000-es milemszam esetén 1 és 180

kOzotti Iépésszam esetén lathatd, hogy ez is kbadblack-Scholes arat.

Az abran a konvergalas nem olyan méitékint az ebz6 esetben, ennek oka az
elméleti hattér. A Monte Carlo szimulacié egy béssleljaras, amelynek a statisztikai
tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a minta nagysaganndvelésével egyre pontosabb. Jelen
esetben a minta elég kicsi volt.
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4.4 Utvonalfugg 6 opcidk arazasa Monte Carlo szimulaciéval

Az egzotikus opcidkat mar korabban emlitettem, eakltt a korabban targyalt
egyszefi hagyomanyos (Plain Vanilla) opcioknal bonyolultakiermékeket értlink,
amelyeknek értéke altaldban tobb kulonbtatételtl figg. Tehat ezek olyan termékek, ahol
az opcio lejaratkori kifizetése nem kdtk linearisan a mogottes eszk6zhdz. A nevilket onna
kaptak, hogy ezek valamilyen szempontbdl eltérnekeldlegesen alkalmazott opcios

tipusoktal.

Az egzotikus opciok a modern monetaris politika ikggszkoze, hiszen piaci
megjelenésik kifejezhet egyfajta piaci varakozashsrészt viszont bonyolult spekulativ
stratégiak is megvaldsithatéak a segitségukkel.edzotikus opcidk révén a manapsag
hasznalatos termékkinalatnak csak a fantazia stahbd@rt, a volatilitastél az egyes
alaptermékek aradnak egy bizonyos savban maradéagigegy adott arszint elérésig szinte
barmire kothet fogadast az opcio kiirdja és vagarlbzek az opciok nagyon érzékenyek az
arfolyamvaltozasra, mivel a kifizetésik nem csalészvényarfolyamtol, hanem valamilyen

mas feltételil is fligg.

Az egzotikus opcidknak tébb tipusa is létezik, ekékil az utvonalfigg opciokkal
foglalkozom, ahol a kifizetés nem csak a lejaratkofolyamtol, hanem attél is figg milyen
aton jutott el oda. Ennek a tipusu opcidnak iszi&teszamtalan variansa, amelyek kozil a
barrier opcidkkal és a lookback opcidkkal foglalkoz bsvebben. Az ilyen tipusd opciok

esetén csak a kifizetésfliggvény feltételeiben \iddrbseég, erre kébb nézunk egy példat.

Az egzotikus opciok soksZieége miatt, az ilyen opcidk 0j befektetési teriilete
nyitottak a spekulansok illetve a kulonidopiaci szere@k szdméra, természetesen ezzel
parhuzamosan novekedett a kockazat és vele eg\itkazatkezelés jeleigége is. Az
egyes tipusoknal kulonbézarazasi képletek léteznekgirdul olyan eset is, amikor nem
létezik az opcié aranak meghatarozasahoz expliéflek, vagy ezekkel a képletekkel
bonyolult szamolni, ezért érdemes ilyen esetbeal@iizni a Monte Carlo szimulaciét.
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4.4.1 Barrier opciok

A barrier tipust opcidok olyan egys#e(plain vanilla) eurdpai opciok, amelyek
kiegészitésképpen egy vagy két korlatot tartalmigzaanelyek megsmtetik (knock out)
vagy aktivaljak (knock in) az opciét (ezt ,triggvel’-nek is szoktdk nevezni). A binaris
opcio abban kulonbézik a barrier opciétél, hogy amgben tipustol fuggen eléri vagy

éppen nem a korlatot, akkor fix kifizetést kap,dablen elértéktelenedik az opcid.

A barrier tipusu opciok kézil a knock out tipustazom Monte Carlo szimulacioval.
Ez egy olyan barrier tipusid opcid, ami abban kol a vanilla tipustdl, hogy
kiegészitésképpen egy korlatot is tartalmaz. Halaatermeék ara eléri a korlatot barmikor az
opcié futamideje alatt, akkor az opcio elértektettik. Amennyiben lejaratig nem éri el a
korlatot, az opcio ugyanakkora kifizetéssel jarninggy vanilla eurdpai tipusu opcié. Vételi
opcio esetén a korlatnak spot értek alatt kell ilenf@z esetben down-and-out tipusrol
beszéliink). Eladasi opcié esetén a korlatnak spék éelett, kell lennie (ez esetben up-and-
out tipusrél beszélink).

A knock in tipusu barrier opcio is tartalmaz eggdészié korlatot, azonban ilyenkor
az opcié egészen addig értéktelen (OTM), amig eh réi az adott korlatot. Amint
meghaladja a korlatot az opcié ugyanolyan kifizeéégar mint egy hagyomanyos plain
vanilla opci6. Vételi opcid esetén a korlatnak spdék alatt kell lennie (ez esetben down-
and-in tipusrol beszélink). Eladasi opcio esetdoriatnak spot értek felett kell lennie (ez

esetben up-and-in tipusrol beszéliink).

Az el6z6 fejezetekben alkalmazott Mtelekom részvényt arazka Monte Carlo
szimulacioval, ahol az opcio knock out tipusu leareladasi opcié (up-and-out) , ahol a
kock&zatmentes kamatlab 8%, a volatilitds 23%jéadeg hatraléy idé negyed év, a kezdeti
részvenyarfolyam 661Ft, kotési arfolyam 680Ft (eakbi példaban 700Ft volt a kbtési ar, ez

most a spot lesz), a korlat 700Ft, amennyibenléntaz opcio elértéktelenedik.
A példa megoldasadhoz, a korabban hasznalt Montéo Gaimulaciot végia kod

kifizetési fuggvényében van szikség modositdsra.rallian az eurdpai opcio
kifizetésfuggvényét haszndaltuk a max (St-K ; Gtike a max (K-St ; 0) , attdl fuggn, hogy

32



vételi vagy eladasi opciordl volt sz6. Most a léfiesfliggvénylunk ugy néz ki, hogy ha
részvéenyar maximuma elér egy B kuszobérték, akkoropcio elértéktelenedik, igy a
kifizetésfuggvénye 0, ellenkézsetben pedig marad a hagyomanyos kifizetésfuggvén
Ez kod szinten a kovetkéképpen néz ki:
if (max(s[j])<B)
fli]<-max(0,x-s[n]) else
f[i]=0

A teljes kod:
kamatlab<<-0.08
volatilitas=0.23
dt=1/360
t t=0.25
n=trunc(t_t/dt)
s<-c()
X<-680 ## A koteési ar
B=700 ## a kliszObérték, amennyiben ezt az értéket etészavényarfolyam akkor az
opcio elértéktelenedik (knock out esetben)
f<-c() ## a kifizetésfuggveényt tarolo lista deklaracio
epszilon<-c() # a normalis eloszlast tarolo lista deklaracio
MonteCarlo<-function(elemszam){
for (i1 in 1:elemszam){

epszilon<-rnorm(n,0,1)  # normélis eloszlas generalasa

s[1]<-661  # a kezdeti részvényarfolyam

for (j in 1:(n-1)¥{

uj<<-(kamatlab-0.5*volatilitas"2)*dt+volatilitas*sq rt(dt)*epszilon[j]

s[j+1]<-s[j]*exp(uj) ## itt a részvényar generalast ciklussal valégthatg, hiszen itt nem
elég lejaratkor ismernlink a részvényarat, ahhoy hdgfizetésfiiggvényt meghatarozzuk
}

if (max(s)<B) #ha barmikor az opcié futamideje alatt eléri anlgem a kiiszébarat

akkor a kifizetés fluggvénye a szokasos europakifimetésfiggvénnyel egyezik meg,
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kilonben elértéktelenedik az opcio.

fli]l<-max(0,x-s[n]) else #zokasos eurdpai kifizetésfiiggvény

fli]=0 # elertéktelenedik az opcid
}
atlag<-mean(f) #atlagoljuk a kifizetésfliggvényeket

opciosdij=(exp(-kamatlab*t_t)*atlag) #kifizetésfiggvény diszkontalasa

opciosdij} #kiirjuk az opcié dijat

A szimulacié eredménye:
> MonteCarlo(1000)

[1] 25.74639

> MonteCarlo(5000)

[1] 26.98376

> MonteCarlo(10000)

[1] 25.95118

> MonteCarlo(30000)

[1] 25.88121

>

A hasonlo tipusu eurdpai put opcio dija:

GBSOption(TypeFlag = "p", S = 661, X = 680, Time =1/4, r = 0.08, b = 0.08, sigma =

volatilitas) @price

[1] 48.20279

Az europai opcié dija magasabb, mint a hasonlGtifarrier opcio, ez azért lehetséges, mert

az opcid a kuszobérteket elérve rendszerint elieteredett.
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4.4.2 Lookback opciok

Az atvonalfigg opciok egyik altipusa a visszatekinfLookback) opcié, ahol a
kifizetés a lejarati idlpont ebtt, az arfolyam &ltal realizalt maximum és minimémékol
fugg. Sok altipusa felépittieattdl fugden, hogy mit szeretnénk elérni az opcioval. Példaul
az opcio kifizetése lehet a realizalt maximum égaatkori részvényar kilonbozete (lebeg
esetleg a maximum és a minimum érték kulonbozbten iés ehhez hasonlé esetben nincs
szUkség kotési arra, de elképzetheltyan szisztéma is, amikor a fix kdtési arhoz emsztjuk
a maximum/minimum értéket (fix). Ez az opcio a fmids alatt a legkedveibb arszinten ad

lehetséget az opcid lehivasara.

A Monte Carlo szimuldcié segitségével azt az esktgom vizsgalni, amikor a
maximum vagy minimum arat az opcio tipusatol gy viszonyitom egy fix kétési arhoz,
és igy kapom meg az opcios dijat. Ezt megtehetdréaut opcid esetén is, igy ezek alapjan
négy fajta kifizetés flggvény létezik, ezek kddéttyeges kilbénbség nincs, az eurdpai opcio
kifizetésflggvényének mintajara minimalis valtoatatmellett egyik tipusbdl a masikba
juthatunk.

Nézzlik meg azt a lelistéget, amikor call opcid esetén a maximum arabwigzom a

kotési &rhoz (call on the maximum):
LOOKBACK ¢aimax Mmax(max(St)-K ; 0)

Put opcid esetén, amikor a minimum &rat viszonyigofim kdtési arhoz(put ont he
minimum):
LOOKBACK pyt,min max(K-min(St) ; 0)

ahol a részvényarfolyam altal elért maximum max@=Rotési ar K.
Ugyanez lebed esetben:
Nézzlik meg azt a lelistéget, amikor call opcid esetén a maximum arabwmigzom a

lejaratkori részvényarhoz:
LOOKBACK ¢aimax max(max(St)-ST ; 0)
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Put opcid esetén, amikor a minimum &rat viszonyi¢gojaratkori részvényarhoz:

LOOKBACK pytmin max(ST-min(St) ; 0) ,

ahol a részvényarfolyam altal elért maximum max(@teszveény lejaratkori &ra ST.

Az el6z6 fejezetekben alkalmazott Mtelekom részvényt arazka Monte Carlo
szimulacioval, ahol az opci6é utvonalfiiggeladasi opcid és a részvényar minimumat
viszonyitom a fix kotési arhoz, a kockdzatmentendi¥b 8%, a volatilitas 23%, a lejaratig
hatraléw id6 negyed év, a kezdeti részvényarfolyam 661Ft, karéslyam 680Ft.

Az el6z6 fejezetben hasznalt kodban a kifizetésfliggvényiigk néz ki, hogy ha
részvenyar elér egy B kiszobértéket, akkor az opeiértéktelenedik, igy a
kifizetésfliggvénye 0, ellenkézsetben pedig marad a rendes kifizetésfliggvény.

Ez kod szinten a kovetkéképpen néz ki:

if (max(s)<B)
fli]<-max(0,x-s[n]) else
f[i]=0

A mostani kifizetésfliggvényiink alakja a kovetkéOOKBACK pyt min Max(K-min(St)
; 0) amely kdd szinten igy irhat6 féfi]<-max(0,x-min(s))

A teljes kod:

kamatlab<<-0.08
volatilitas=0.23
dt=1/360

t t=0.25
n=trunc(t_t/dt)

s<-¢()

x<-680

f<-c()

uj=c()

epszilon<-c()
MonteCarlo<-function(elemszam){
for (i1 in 1:elemszam){

36



epszilon<-rnorm(n,0,1)

s[1]<-661

for (j in 1:(n-1)¥{
uj<<-(kamatlab-0.5*volatilitas"2)*dt+volatilitas*sq rt(dt)*epszilon[j]
s[j+1]<-s[i]*exp(uj)

}

fli]<-max(0,x-min(s))

}

atlag<-mean(f)

opciosdij=(exp(-kamatlab*t_t)*atlag)
opciosdij}

> MonteCarlo(1000)
[1] 66.80998

> MonteCarlo(5000)
[1] 67.68498

> MonteCarlo(20000)
> 66.26012

> MonteCarlo(30000)
[1] 66.09388

Az elé6z6 példaban 30000-es elemszam mellett a dij 25.8%12lolt, amely most
ugyanilyen elemszam mellett 66.09388 Ft,@bbszirhetjik azt a konzekvenciat, hogy ez a
fajta opcio tényleg a legkedudab arfolyamon ad lehéséget lehivni az opciot, természetesen

magasabb dijért.

Az egzotikus opciok esetén mar érdekes lehet - gynavezett szorascsokként
eljarasok alkalmazasa, mint - a korabban emlitettedikus valtozos technika, mivel az ilyen
opcidk esetén nincs minden esetben ke az explicit képlettel tortérdsszehasonlitasra.

A antitetikus valtozés technika mellett egy maséhdtséges modszer a szoras
csokkentésére a kvazi-véletlen sorozatok alkalnzgzamelyet a ,Kvazi Monte Carlo”
szimulacionak nevezett médszer hasznalja. Ennekjta Monte Carlo szimulacionak a

konvergencidja jobb, mint ,hagyomanyos” Monte Cazimulacionak.
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5. Osszefoglalas

Dolgozatomban a 70-es eévéktkezdve rohamosan féfdlé opcios ugyleteket
vizsgdlom és &razom. Az ugyletek éei€sével parhuzamosan kulonféle arazési modellek
jelentek meg a pénzlgyi szakirodalomban. A telgsggEnye nélkil ezek kozll kétt
vizsgaltam egy konkrét példan keresztul. Zart, ikas képlettel meghataroztam az opcié
dijat, illetve szimulacidés eljaras segitségével cdidtem”, és az igy kapott eértékeket

Osszevetettem. Ez a két arazasi méd a Binomialdethés a Black-Scholes formula.

Az opcio egy Magyar Telekom részvényre szolt, 6&id-nyitdarral, 700Ft-os kotési
ar, 23% volatilitas, 8%-o0s kamatlab, lejaratig hEws id6 fél év. Az opcio arara a modellek a

kovetked eredményeket adtak:

Explicit MC .
i L Minta-
Modell: képlet szimulacioval ]
o . nagysag
szerinti ar kapott ar
Binomialis 48.28576 kis minta
| 49.27583 :
180elmozduléas| 49.17352 nagy minta
50.96495 kis minta
Black-Scholes| 49.23474 :
49.30955 nagy minta

1. tAblazat CRR, Black-Scholes., M.C.-val kapotidir

A korabban levont konzekvenciak a tablazaton kad@@nak, miszerint a Binomialis
modell nagy darabszamu elmozdulas (példaul 180pmeskdzeliti a Black-Scholes érat,
illetve a Monte Carlo szimuléacié esetén a mintaysaganak novelésével a ,becslés” egyre
pontosabb.

Ezen kivil a két fentiekhez hasonl6 zart, analdikwazasi képlettel nem rendelkez

két egzotikus opciot, egy barrier és egy lookbaggi@ araztam be Monte Carlo szimulacio

segitségével.
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Az opci6 egy Magyar Telekom részvényre szOlt, 6&id-hyitdarral, 680Ft-os kotési
ar, a kuszobérték 700Ft, 23% volatilitas, 8%-o0s &b, lejaratig hatralévidé negyed év.

Az opcio arara a modellek a kovetkezredményeket adtak:

. MC -val kapott Minta- Eurdpai put
Opcio ) ] y
ar nagysag opcio
. 26.98376 kis minta
Barrier :
25.88121 nagy minta
48.20279
66.80998 kis minta
Lookback :
66.09388 nagy minta

2. tablazat Barrier, lookback opciéar

A 2. tdblazaton lathatd, hogy a barrier és a lookkapcié nagy és kis minta esetén is
igen nagy eltérést mutatott egymashoz és a hasignigl eurépai opcidhoz képest. Ez azzal
magyarazhato, hogy a kifizetésfiggvényiikben vaaryias eltérés, igy amennyiben a barrier
opcio esetén a kiszobérték elég kicsi, a részviatyam gyakran haladja meg ezt az értéket,
igy az opcio rendszerint elértéktelenedik, és alagabb lesz a dija. Ezzel szemben a Put on
the minimum lookback opcié esetén amennyiben avédgAr minimuma egyre alacsonyabb,

az opcioé dija egyre magasabb lesz, mint az euajEadé.

A barrier opcié dija antitetikus valtozé alkalnaaéa 25,84 Ft kordli, amig a

lookback opciéé esetén 66,18 Ft koruli eredméngtda.

Az el tablazatbdl latszik, hogy amennyiben létezik estpfiormula, és a pontossag
megkivanja, akkor érdemes az analitikus képletetlmiazni. Amikor nem létezik explicit
formula, akkor pedig marad a szimulacio, bar igaeanek mas mddszerek is ilyen esetben a
dij meghatarozésara, de ez a ,legkényelmesebb” zeéds

Az arazasi modellek hasznélatahoz szikségem vaolblatilitas meghatarozasara,

amely soran konstans historikus volatilitast fel&ttem.
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