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1. fejezet

Bevezetés

Az 1960-as években felmeriilt a kérdés, hogy milyen moédon lehet kezelni azt az esetet,
amikor ugyanazt a telefonos iigyintézét révid idén beliil tébben is el szeretnék érni tele-
fonon. Ez idétajban ezt gy valésitottak meg, hogy az els§ hivast az alkézpont kezelGje
a szabad mellékre kapcsolta, a mésodikat is megprobalta ugyanabban a szobdban 1évé
szamra irdnyitani, de ha érkezett egy ujabb telefonélod, akkor 6t meg kellett kérni, hogy
probalkozzon késébb, vagy esetleg eltehette a hivast varakozo helyzetbe, és egy-két perc
mulva megprobalta djracsatlakoztatni a kivant mellékhez. Sajnos erre az sem nytjtott
volna megoldast, ha még tobb ligyintéz6 varja a hivasainkat, mert ha mindannyiuknak
més telefonszama van, akkor az alkdzpont kezelGje nem biztos, hogy megfelelGen tudja
eloszlatni a hivasokat a mellékek kozott.

Kezdetben erre a célra létrehoztak egy Private Automatic Branch Exchanges, vagy
roviden PBX szolgéaltatast, ami biztositotta, hogy ugyanazt a szdmot hivva, az alkézpont
automatikusan mas és mas mellékallomést kapcsoljon egy adott csoportbol. Tekintsiik azt
a példat, amikor van harom {igyintézg, akik egyarant azzal foglalkoznak, hogy rogzitsék a
gazoraallast. Igy 6k harman egy PBX csoportot alkotnak, és egy kozos telefonszamon lehet
6ket hivni. Ett6l még persze sajat kiilonéllo szammal rendelkeznek az egyes mellékalloma-
sok. A hivasok elosztasara kiilonboz6 algoritmusok sziilettek. Volt olyan példaul, amelyik
a beérkezd hivast ahhoz az iigyintéz6hoz iranyitotta, amelyik a legrégebben kapott hivast.

Késébb megjelentek az Automatic Call Distributor rendszerek, amit a szakzsargon
hivassorolonak is nevez. Az ACD rendszerek egy el6re meghatéarozott algoritmus alapjan
végzik a hivasok fogadasat, az automatikus szovegek bejatszéasat, a megfelel operatorhoz

torténd kapcsolast, valamint a kiilonbozé statisztikai adatok elGallitasat. A hivasokat



torekednek egyenletesen elosztani az ligyintézdk kozott, teljes foglaltsag esetén sorba allitja
azokat, majd a sort kezeli. Az alkézpontokba beépitett ACD rendszerek megjelenése
vezetett a Call Centerek létrejottéhez.

Manapsag még azt vehetjiik észre, hogy az emberek jo része nem igazan van tisztaban
azzal, hogy mi is az a call center, pedig nap mint nap taldlkoznak vele. Egy call centert
ugy képzelhetiink el, mint egy véget nem érd szobat, tele kis kabinokkal, ahol az opera-
torok telefonos fiilhallgatoval a fejiikon iilnek egy szamitogép elétt, és a hozzajuk érkezd
hivasokat fogadjak, egyfajta szolgaltatast nydjtva a lathatalan tigyfeleik szamara.

Egy call center fizikai felépitésének része egy ACD-vel ellatott alkézpont, tovabba olyan
komplex interaktiv munkaéllomas, ahol a call centeres operatorok végzik a munkéjukat.
Része egy Interactive Voice Response (Interaktiv Hangvalasz) rendszer, ami egy, a tele-
fonkésziilék nyomogombjaival vezérelheté meniirendszer, mely nem csak meniivalasztésra
alkalmas, hanem adatbazissal valo kapcsolat esetén informéciok nyujtasara is (szamlain-
formaciok, egyenlegek, atutalasok stb). Valamint egy Computer Telephony Integration
szerver, ami a call center kapcsolokozpontja és a szamitogéphélozat kozott 1étesit kap-
csolatot kiilonbozd programok alkalmazasaval. Végiil pedig egy olyan egység, ami a call
center teljes forgalméat, adminisztraciojat kezeli.

Az id6k soran kiilonboz6 feladatokat ellato call centerek jottek létre. Call centerekkel
rendelkeznek a kozmiiszolgaltatok, a tavkozlési cégek, jelen van a marketing tertiletén is,
de vannak olyan kiilonleges alkalmazéasok, mint példaul a tavszavazas, vagy a T-Com altal
a siketnémék szamaéara inditott tolmécsszolgalat. A siketnéma tigyfél egy billentytizettel
rendelkezd késziiléket kap, ami a call centerrel lesz kapcsolatban. Az iigynok latja a
begépelt szoveget, azt bemondja a hivott félnek, és a kapott vélaszt begépeli a gépbe,
amit a siketnéma mar el tud olvasni.

Napjainkban probléméainkat mar nem csak telefonon tudjuk elintézni, hanem faxon,
SMS-en, emailen esetleg chaten keresztiil is. Ennek elénye egyrészt az, hogy az azonos
tipusi problémékat egy helyen tudjak kezelni, masrészt ez egyfajta lehetGséget biztosit a
call centeres munkatéarsak leterheltségének elosztasara. Ugyanis ha csticsid§ van, akkor
a legtobb munkatéirs a telefonos kéréseket szolgalja ki, a munkaidé tobbi részen pedig
tudnak az egyéb csatornan érkezd igényekkel foglalkozni. Ezen multimédias technikak
megjelenésével, mar nem is call, hanem contact centerekrél beszéliink.

A call centerek {6 feladata a nagyforgalmu tigyfélszolgalati tevékenység lebonyolitasa.
Céljuk, hogy a lehetd legjobb minGségi szolgaltatas nyijtsak a legkisebb koltségkeret mel-

lett. A szolgaltatias mindségét kvalitativ és kvantitativ szempontbol vizsgaljak. A kvali-



tativ oldalt leir6é modellek a tapasztalaton alapulnak, és elsGsorban a szocialis tudoméanyok
illetve a marketing teriiletérdl szarmaznak. A kvantitativ oldalta modellek tipikusan ana-
litikus eszkozoket hasznalnak, ezért ezek a modellek tobbnyire az operacidkutatas, azon
beliil a sorbanallas elmélet eredményein alapulnak.

Dolgozatom témaja a call centerek néhany sorbanallds elméleti modelljének bemu-
tatasa. Mint példaul az Erlang-C modell, amit a "tegnap" modelljeként is emlegetnek,
az Erlang-A ami a "ma" (a legtobb jol miik6dé call center hasznalja ezt a modellt, vagy
az Erlang C modellnek egy olyan valtozatat, amelyik szamitéasba veszi az "elhagyas"-t),
és az M/M/n+G modell, ami remélhetsleg a "holnap" modellje. Osszegytjtém a mo-
dellek legfontosabb rendszer jellemzéit, elényeit, hatranyait és megprobalom a kozottiik

lévé kapcesolatot is bemutatni. Mindezekhez nagy segitséget nytujtanak
e Garnett O., Mandelbaum A., Reiman M. [14],
e Sergey Zeltyn [15],
e M. Salah Aguir, Fikri Karaesmeny, O. Zeynep Aksin és Fabrice Chauvet [16],
e M. Salah Aguir, O. Zeynep Aksin, Fikri Karaesmen, Yves Dallery [17],
e Sergey Zeltyn, Avishai Mandelbaum [18], Ken ichi Kawanishi [19]

munkai.



2. fejezet

Az Erlang C és Erlang A modellek

lnényvesztés
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Az abra egy miikodését tekintve leegyszertisitett call centert abrazol. Lathatjuk, hogy
a beérkez6 hivasok egy varakozasi sort alkotnak, ahol az iigyfelek arra varnak, hogy kiszol-
galjak Gket. Ezt a sort az ACD rendszer kezeli, amihez K+ N darab kozvetlen vonal csat-
lakozik. F6 feladata, hogy az tigyfeleket elérheté munkatarsakhoz kapcsolja és a miikodési
adatokat archivalja. Fontos, hogy ha akkor érkezik egy hivas, amikor minden vonal foglalt
és a sor megtelt (azaz pontosan K+N igény van a rendszerben), akkor a hivo foglalt jelzést
kap. Kozottiik lesznek, akik késsbb tjraprobalkoznak ("visszahiv"), és lesznek akik vég-
leg feladjak("igény vesztés"). Ha a hivo érkezésekor minden kiszolgald foglalt, de van
szabad hely a sorban, akkor § is bekeriil a sorba. Sajnos a varakozok kozott lesznek akik
tirelmetlenek, és nem varjak meg, hogy valamelyik munkatars szabadda valjon, ezért

id6 el6tt leteszik a kagylot ("elhagyas, tavozéas"), de kozottik is lesz, aki késGbb ujra



telefonal. Mivel a kozvetlen vonalak koltsége elhanyagolhatd a személyi jellegt rafordita-
sokhoz képest, ezért a modellezés soran végtelen hosszusagu varakozasi sorokkal (K = oo)

fogunk dolgozni és az N-re (kiszolgalok szamara) koncentralunk.

2.1. Erlang-C modell (M/M/N)

A klasszikus M/M/N, vagy masnéven Erlang C modell egy olyan rendszert vizsgal,
ahol a hivasok érkezése Poisson folyamat szerint torténik, kiszolgalasi idejiik pedig expo-
nencialis eloszlasu valoszintiségi valtozok. Tovabba feltételezi, hogy nincs olyan tigyfél,
aki kiszolgalas nélkiil tavozik a varakozési sorbol, azaz nincs elhagyas. Sajnos a call cen-
terek miikédésében ezek a hivasok nem elhanyagolhatdak, éppen ezért elég nagy hibanak
szamit, ha nem vessziik szamitésba ezeket.

A modellel kapcsolatban fontos megemliteni a négyzetgyok szabélyt, ami segit meghaté-
rozni egy megfelels alkalmazotti szintet azaz, hogy hény darab call centeres tigyintézére
van sziikségiink, ha az elhagyast figyelmen kiviil hagyjuk. Ez egy fontos Osszefiiggés a
rendszer idedlis kapacitdsanak meghatarozasara. Legyen R = A\/u a rendszer kihasznalt-
sagi tényezdje, ahol A az atlagos hivés érkezési intenzitas, 1 / u pedig az atlagos kiszolgalasi
id6, vagyis a hivéas idétartama. Ekkor kozepes és nagy R értékek esetén az alkalmazotti

szintet az

N =R+ VR (1)

képlet alapjan hatarozhatjuk meg, ahol 3 egy pozitiv konstans és értéke fligg a kiszol-
galas kivant szintjét6l. (Nyilvan, ha az eredményiil kapott N értéke nem egész szam,
akkor egész szamra kell kerekiteni.) A képlet levezetése és targyalasa Ward Whitt|1]
nevéhez kotédik, habar az 1970-es és 1980-as években tobben is akadtak, akik hasonlo
szabalyokkal rukkoltak el6. Azonban Whitt eredményének lényege az, hogy ha olyan
rendszereket te-kintlink, amelyek kozepes és nagy R értékekkel rendelkeznek, valamint ha
az ligyintézdk szamat, N-et minden esetben a fenti formula alapjan szdmoljuk ki, akkor
mindegyik rendszer esetén a szolgaltatas mindsége kozelitGen megegyezik. Vagyis a hivo-
nak varakoznia kell a sorban miel6tt kiszolgalnak. Ezek alapjan meghatarozhatjuk, az
Erlang C formulat, P{W > 0} -at, ami annak valosziniisége, hogy egy tjonnan beérkezd
hivas szdmara nincs szabad vonal, igy sorba kell allnia.

Az M/M/N modell hatranya, hogy nem veszi szamitésba az elhagyast, igy olyan fontos

informaciokrol ad hibés vagy torzitott eredményt, amelyek fontosak a call center kezelése



soran. Ugyanis, amikor egy nagy méretd call centert nagy forgalom idején vizsgalunk,
akkor fontos, hogy milyen hatassal vannak a rendszerre a tiirelmetlen tigyfelek, mert els-
fordulhat, hogy tul sok, vagy éppen til kevés kiszolgalot alkalmaznak a hivasok fogadasra.

Ennek ellenére a vizsgalatok soran elég gyakran alkalmazzak ezt a modellt.

2.2. Elang-A modell (A-abandonment, M /M /N+M)

Az Erlang-A modell négy paraméterrel jellemezhetd:

A - a rendszerbe jov6 igények érkezési intenzitasa (A > 0)
e 1 - az egy lgyintézdre vonatkozo atlagos kiszolgélasi intenzitas (u > 0)
e n - az lgyintézdk szama (n—=1,2,...)

e 0 - az egyén "elhagyasi" intenzitasa (6 > 0)

sor

Beérkezd hivas

/9

A kiszolgélas vége

IR

e Elhagyas

n|—

Ugynokok

A rendszer tulajdonsigai roviden a kovetkezdk: az tigyfelek egy A paramétert Poisson
folyamat szerint érkeznek a kiszolgaloé rendszerhez. Minden tigyfél 7 tiirelmi id&vel ren-
delkezik, mely utan ha nem keriil kiszolgalasra, akkor elhagyja a rendszert. Az elhagyast
egy 0 paraméterd exponenciélis eloszlasi valoszintiségi valtozoval adhatjuk meg. A kiszol-
galasi id6kozok szintén exponencialis eloszlastiak, pu paraméterrel. A beérkezési folyamat,

a tiirelmi és a kiszolgélasi id6k kolesonosen fliggetlenek egyméstol.



Egy adott ligyfél esetén T az az id§, amennyit hajlando kivarni a kiszolgalasig. Ameny-
nyiben letelt ez az id§, és nem szolgaltak ki, elhagyja a rendszert. Jeldlje V az ajanlott
varakozasi id6t, tehat azt az id6t, amit ki kell varnia ahhoz, hogy sorra keriiljon és kiszol-
galjak. Ehhez feltételezziik, hogy az ligyfél végteleniil tiirelmes, és nem fogja elhagyni
a sort. Ekkor az tigyfélnek a rendszerben valé teljes tartozkodasi idejét jelolje W, ahol
W = min{V, 7}.

Jelolje L(t) a rendszerben tartozkodo6 hivok szamét a t idépillanatban, akar kiszolgalas
alatt vannak, akar varakoznak. Ekkor L = {L(t),t > 0} egy Markov-féle sziiletési-

halalozasi folyamat, az alabbi allapot- és intezitas-atmeneti diagrammal.
ORORCENGRONG B E
o o xw
Jelolje d; a haldlozasi-intenzitast a j allapotban, 0 < j < oco. Ekkor

j-min{p,0} < d; < j-mar{p,6}.  (2)

Az egyenlStlenség bal illetve jobb oldali korlatai megegyeznek egy M/M /oo rendszer
halalozasi intenzitéasival, ahol a kiszolgalasi intenzitasok min{u, 0} és max{u, 6}. Tovabba
az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha a kiszolgalési és az elhagyasi intenzitas megegyezik,
azaz p = 0.
Hatéarozzuk meg L hatareloszlasat a kovetkezéképpen:
m = Jim PL() =}, 520,
Amennyiben létezik, akkor a hatareloszlas egy stacionarius eloszlas, mely az alabbi egyen-

letek segitségével kiszamolhato:

(2)

{MjZ(JJrl)-MjH ha0<j<n—1
Mj=(np+ (j+1—n)d) -7y ,haj>n

Ebbdl kozvetleniil megkapjuk a megoldéast, mely szerint:

QU 7, 0<j<n

pd o ()
?c:nJrl (n,u-i-(z—n)ﬂ) ( /rﬁ) T ,j=zn+l

10



ahol

n

we [R5 1 (i) ] o

7=0 Jj=n+1k=n+1

A megoldés lényege és egyben az L Markov folyamat ergodigusségénak feltétele, hogy
az (5)-ben szerepls végtelen Osszeg konvergens. A (2)-ben szerepld also korlat kovetkez-

ménye a kdvetkezs:

M) _~ N min(,0)) s i
P 5 T (i) =2

|
7=0 J: Jj=n+1k=n+1 Jj= ‘]

A (4) és (5) -6s formulakban szerepld végtelen Gsszegek numerikus problémakhoz vezet-
hetnek. Ezen probléméak kikiiszobolésére Palm [2] meghatarozta az Erlang-A modell sta-
cionarius eloszlasat és az egyéb fontos rendszer jellemzdket. Mindezekhez egy specialis

fiiggvényt hasznalt. Definialjuk a Gamma fiiggvényt:

F(x)é/ t"te7tdt, x>0, (6)
0

és a "csonkitott" Gamma fliggvény:

Y
v(z,y) é/ t"teTtdt, x>0,y>0. (7)
0

Legyen

A(my)Ay xy—1+2 3 L w>0,y=0. (8)

Jc+k)

(Az egyenl6ség méasodik része Palm eredménye.)
Jelolje E , az igényvesztés valoszintségét M/M/n/n (Erlang-B) rendszer esetén, melyet

Erlang-féle veszteség- vagy Erlang-féle B formulanak is neveznek:

/mwn
Bip=— " (9

11



Az alabbi rekurzi6é hasznalatéval E ,, szamolasat megkonnyithetjiik:

pEl,n—l

o R o
o ST B

n>1

)

ahol p a kihasznaltsagi tényezs egy iigyintézére vonatkozoan, és:

A

A
p=—.
ny

Késsbb a (8) segitségével levezetjiik az alabbi stacionarius eloszlas megoldésat:

! .
T+ j!,(f)n—j ) 0< J <n

A
(‘m | (10)

)

7Tj:

ahol

Ty =

L+[ACE §) = 1] Bra

A rendszer jellemzdinek meghatarozasa

Erlang-A modell esetén a tiirelmi id6kozok exponencialis eloszlasuak, ezért az eloszlas
fiiggvénye:
Gx)=1—e  6>0.

Hatérozzuk meg egy tigyfél varakozési idejének stacionarius eloszlasat, azaz P{W>0}-t:
e az (5), (8), (9)-es definiciot felhasznalva azt kapjuk, hogy:

= S 5 T () -

j=0 j=n+1k=n+1

:(A/u)”,[l +i j(A/Q)j }:(A/u)"_[l +A(@ 3)_1}

n! Ein o e (g k) n! Ein

e Ezutan
Ei, n!

L+ [A(%=%> B 1} B | (A

[y

o =

12



o 1 < j < nesetén

()‘/:u)J — El,n n'

T = o+ —— - ——.  (13)
T e a(ga) -] E O
e Speciilisan,
Eln
Ty = : . 14
1+[A<% 3)—1}-]5 )
90 1,n
e Végil haj>n
o N o El,n . (%)jin (15)
J — n j—n - i—n /n :
i k) 1y la(m3) 1) B RS+

A varakozas valoszintisége ((14) és (15) segitségével kifejezhetd):

N B, { (Ve ]
P{W >0} = ;= S+ T e
{ } ;W] 14 [A(%,% - 1] - B j=2n;1 k=1 (g + k)

Szamoljuk ki az elhagyés valoszintiségét, azaz a P{Ab}-t: el6tte azonban sziikségiink van

az alabbi szamitasok elvégzésére:
e derivaljuk le a (8)-t, melybdl azt kapjuk, hogy

o v >0,y >0 esetén,

- +DyY A ¢ Y
M sl 7P ]

j=0 Llk=1 j=1 Hk=1

0 0 T T
~ A~ 1= S Ay =2+ (1 - 5) Alw,y). (1)

13



o Jelolje P;{Sr} annak valoszintségét, hogy n+ j igény van a rendszerben, vagyis egy

1j hivo érkezésekor mar j iigyfél a sorban véarakozik. Feltessziik, hogy

np

Ezutan 9
PSr) = ”“ +

B{Srt = ——- M+29

ami azt jelenti, hogy az érkezés utan azzal szembesiiliink, hogy minden iigyintézd
foglalt, és csak mi varakozunk a sorban. Ehhez az érkezés el6tt vagy kiszolgaltak
valakit, vagy valaki tiirelmetlen volt, és id6 elstt elhagyta a rendszert. Altalano-

sabban kifejezve:

np + j0

N ,
A LR - N S U s — >1
i+ G+ 1{57} : J=

Fitsry = np+ (G + 1)8

Ha j iigyfél varakozik a sorban az érkezés pillanatdban, akkor az elhagyéas valdszi-

niisége:
+1)6
G+1) >0, (18)

Pi{Ab} =1— P{Sr} = it GEe

e (16)- és (18)-bol kovetkezik, hogy:

E;}in Ty Pj*n {Ab}

P[ALW > 0] = POV > 0}
1l & G e+
A ]Z:; [L( + k) np+0(G+1-n)

(ahol megallapodas alapjan ngl(%ﬁ + k) 2 1)

1 ni < nu) (nﬂ )\)] 1 1
_ +(1-—)A(—. )| =—F——F+1—-. 19
TERS) [A A 06 pA(M %> p (19)

ahol az utolso sor a (17)-bdl kovetkezik.
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Most azt nézziik meg, hogy mi a kapcsolat a P{Ab}, E[W] és E[Q] k6zott:
e az elsG fontos Osszefliggés:
P{Ab} =0 - E[W]. (20)

A bizonyitas egyrészt a
0-E[Q] = A- P{Ab},

egyenleten, mésrészt a Little formulan alapszik, mely szerint
BIQI = X-EW], (21)

ahol Q) jeloli a sorhosszt egyenstlyi allapotban.

A (20)-as Osszefiiggéssel ekvivalens az alabbi:

P[AWW > 0] =0 -EW|W >0]. (22)

Ekkor egy keésleltetett /megvarakoztatott tigyfél atlagos varakozasi idejét kiszamol-
hatjuk az (19) és (22) alapjan a kovetkezSképpen:

E[W|W>0]:$- [mﬂ—ﬂ. (23)

A feltétel nélkiili atlagos varakozasi id6, az E[W] pedig elgéllithato a (16) és (23)

alapjan.

Milyen hatast gyakorolnak a modell paramétereinek valtozasai a rendszer

jellemzdkre?

A valos vilagban soha sem tudjuk megmondani a paraméterek pontos értékét. Ezért

fontos a rendszer jellemz&k érzékenységérél beszélni, melyek meghatarozaséara létezik pon-

tos numerikus algoritmus is, és léteznek kiilonb6z6 approximécios megoldasok is. Ezekbdl

a megoldasokbol arra az eredményre jutottak, hogy az Erlang-A rendszer teljesitménye

meglehetGsen érzékeny az érkezési illetve kiszolgélasi intenzitasban, vagy a kiszolgalok

szamaban bekovetkezd valtozasokra, de viszonylag érzéketlen az elhagyasi intenzités kis

valtozésaira.
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3. fejezet

M /M /n+G sorbanallasi rendszer

Egy olyan modellt szeretnék bemutatni, ahol a hivasok A paraméterd Poisson folyamat
szerint érkeznek, a kiszolgalasi id6kozok p paraméteri exponencialis eloszlasu valoszintisé-
gi valtozok. A rendszernek n darab kiszolgaloja van, és G(-) az altalanos tiirelmi id6 elosz-
lasét jeloli. Ekkor jeldlje G = {G(x), x > 0} a 7 tiirelmi id6 megbizhatosagi fiiggvényét:
G(z) = P{r >z}, x > 0. Tegyiik fel, hogy stacionérius allapotban az érkezs iigyfél egy
ajanlott varakozasi id6vel rendelkezik, jeloljiik ezt V -vel (V az az idg, amit az tigyfélnek
ki kell varnia ahhoz, hogy sorra keriiljon és kiszolgéaljak, mindehhez feltételezziik, hogy az
tigyfél végteleniil tiirelmes). Ekkor a hivo teljes tartozkodasi ideje stacionérius esetben

W =min{V,7}.

3.1. Baccelli és Herbuterne eredményi

Baccelli és Herbuterne [3] azt feltételezték, hogy az tigyfelek mar érkezésiikkor ki tudjak
szamolni a sajat ajanlott varakozasi idejiiket, azaz a V-t. Igy ha ez az id6 meghaladja a
tiirelmi idejiiket, akkor az iigyfelek azonnal tavoznak, és a sorhoz sem csatlakoznak.

A [3] vizsgalat alapjat egy {(N(t),n(t)),t > 0} Markov folyamat képzi, ahol N(t)
a foglalt kiszolgalok szamat, n(t) pedig a virtudlis varakozasi id6t (egy virtualis tigyfél
ajanlott varakozasa az érkezés t-edik pillanataban) jeloli. Ekkor egyenstlyi allapotban a

jellemzdket az aldbbi modon definaljuk:

€

v(x) 2 lim; . lim,_o 2 O=ne<nt)zz+e} , >0 (24)
5 2 limy oo P{N(t) = j,n(t) = 0, L0<j<n-—1
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ahol v(x) a virtualis ajanlott varakozasi id6 strtiség fiiggvénye. A stacionarius egyenlet

altalanos megoldasa:

= AV L 0<1< 1 25
T = ;) ﬁﬂoa S>> n— ( )

v(z) = Aﬂn_lexp{)\ /Ox G (u)du — nux}dx, (26)

ahol

A

A 1
T = [1+—+---+<—)”‘1
7

(n—1)!

(1+ AJ)} @

1
J2 / eq:p{)\ G(u)du — n,ux}dx. (28)
0 0
Ezen feliil az elhagyés valoszintségét kiszamolhatjuk a

P{Ab} = (1 - %) (1 - iwj) el (29)

1
Jj=0

képlettel is.
Bizonyitas: el6szor azt kell belatni, hogy a stacionarius egyenletek kifejezheték a

kovetkezd alakban:
)\szu(j+1>ﬂj+1, OS]STL—Q, (30)
M1 =v(0),  (31)

v(x) = A\mp_rexp{—npuzx} + A /095 G(u)v(u)exp{—np(z — u)}du. (32)

A (30) egyenléségek az M /M /n rendszerre vonatkozé Kolmogorov egyenléségekbdl kivet-
keznek:

)\Wozﬂﬂ'lés()\—i‘ﬂj)ﬂ'j:)\7Tj71+u(j—|—1)71'j+1, 1§]§n—2

Ahhoz, hogy levezessiik a Kolmogorov egyenletet az (n — 1)-edik allapotra vonatkozoan,

jegyezzik meg, hogy

P{Nt)=n—-1}=P{N({t—¢)=n—1}-{1— A+ pu(n—1)))
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+P{N(t—€)=n—2} - Ae+ P{N(t—¢) =n,0 <n(t) <e}+o(e).

Egyenstlyi allapotban az utolsé egyenlet és a (24) mésodik definicioja magaba foglalja a:
A+ pu(n — 1)1 = Mo + v(0),

melyet kombinalva a Am, o = pu(n — 1)m,_; -el, megkapjuk a (31)-et. Ahhoz, hogy a
(32)-es egyenlet is igaz legyen, sziikségiink van a kovetkezére: x > 0, ¢ > 0, h > 0 esetén

P{n(t+h) >z} = P{n(t) > x+ h}

+P{n(t+h) >x;n(t) =0} + P{n(t +h) > x;0 < n(t) <z + h}.

/:o v(y)dy =

/OO v(y)dy + Nhexp{—npx}m,_1 + /x Mhexp{—nu(x — u)}v(u)G(u)du + o(h).  (33)
z+h 0

Egyensiilyi allapotban

A (33)-as egyenlet masodik kifejezése azt irja le, hogy egy beérkezs hivas (n — 1) foglalt
és egyetlen szabad kiszolgalot talal a rendszerben. Ez az érkezés {—nux} paraméteri
exponencialis valoszintiséggel néveli meg a valos varakozasi idét, x-nél nagyobb mértékben.
(Ha minden kiszolgalo foglalt a kiszolgalasok kozott, akkor a valoszintiség exponencidlis
eloszlast (np) paraméterrel.)

A harmadik integral pedig egy u virtualis ajanlott varakozasi idével rendelkezé érkezést
ir le. Ekkor az iigyfél G(u) valoszintiséggel keriil kiszolgalasra (befolyésolva ezzel az ajan-
lott varakozast).

Ha a (32) formula teljesiil, akkor a

H(z) = exp{npx} - v(z)  (34)

fiiggvény megoldja az alabbi integrélegyenletet

H(x) = A1+ A /OgC G(u)H (u)du,  (35)
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Masrészrél, a (35)-0s egyenlet megoldasa megegyezik a kovetkezdvel:

H(z) = )nrn_le:vp{/\ /0 x@(u)du}. (36)

Ha kombinaljuk a (34) és (36)-ot, akkor megkapjuk a (26)-ot.
A (25)-6s formula a (30)-as egyenletekbdl kovetkezik. A (27)-es egyenletet a norma-

lizalo feltétel hasznalataval kaphatjuk meg:

n—1
d w4+ P{V>0}=1,
j=0

es - .
P{V>0t=1-) m= / v(z)de = Moy J,  (37)
j=0 0

ahol a (37) utolso egyenlete a (26) és (28) kovetkezménye.
Hogy az elhagyas valoszintiségét leird (29)-es formulat meg tudjuk hatarozni, megha-

tarozzuk a kiszolgalok kihasznaltsdgat, vagyis a p-t, az alabbi esetek valamelyikén:
_ A (1 — P{Ab})
P=

vagy
n—1 . n—1
jﬂy
=S T (1Y),
p 2% ( ‘ 7TJ) (38)

J
Ezutén a (29) mar konnyen megkaphato a (38) hasznélataval:

3.2. Brandt és Brandt eredményi

Brandt és Brandt [4,5] az M(k)/M(k)/n+G sorbanallasi rendszert vizsgaltak, ahol az
érkezési és a kiszolgalasi intenzitasok a rendszerben tartézkodo iigyfelek szaméatol fiiggnek.
Bacelli és Hebuterne [3] megoldasatol eltérden Brandt és Brandt azt feltételezték, hogy
az ugyfelek elhagyjak a rendszert miutan letelt a tiirelmi idejiik, és addig nem szolgaltak
ki 6ket.
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A modell: Brandt és Brandt [4,5] feltételezései szerint a tiirelmi idének van egy
folytonos g stirtiséggel rendelkezé G megbizhatosagi fiiggvénye.
Definialjuk a(z):

o N(t) 2 at id6pillanatban a rendszerben tartézkodo tigyfelek szama
o L(t)=(N(t) —n)+ 2 a sorhossz

o (Xi(t),..., Xrw(1)) 2 avarakozo tigyfelek maradék tiirelmi idejei, az tigyfelek sorbeli

pozicidja alapjan rendezve.

o (Ii(t), ... Irw(t)) 2 a vérakozo tigyfelek kezdeti (kiindulasi, original) tiirelmi idejet,

az ugyfelek sorbeli pozicidja alapjan rendezve.

o m, = P{N(t) = k} 2 a rendszerben tartézkods igények szamanak stacionarius

eloszlasa

A vizsgalandé Markov-folyamat:

A stacionarius eloszlast jeloljiik az alabbi moédon:

[1>2

Pk(%'l?...,xl;U]_,-.-,UZ) (40)

lim P{N(t) =n+;X1(t) < x1,... Xi(t) < 23U (t) <y, UL(t) <y,

t—o00

ahol 1 a sorhossz. A FCFS(First Come First Served) kiszolgalasi elvnek koszonhet&en
Ql é {(.Z'l, LUy, ...,'U,l) € R;rl U — T Z Z Uy — Iy Z 0} (41)

Definialjuk az egyenstlyi stirtiséget:

a?l
P
0xy...0x;0u;...0u;

A
(2, Uy, ) = = (1, X UL, ey Uy

Osszefoglalva az eredményeket:

e El3szor allitsuk elé az



fliggvényt és a konstansokat

al /™

~ F(&Yetde.  (42)
JJo

F;

e Szamitsuk ki a normalizald konstanst, melyet w-vel jeloliink és a kévetkezSképpen

adunk meg:
1 —nl- N7 & i
wlt=Y e+ Y NE (43)
=0 =0

e Ezutan a stacionéarius eloszlés:
l. )\k n—k
m 2 lim P{N(t) = k} = w%, 0<k<n, (44)

T = UJ)\ka_n, (45)

I
H{(zy,..x3uq, ..., 0) € Ql}-w)\k-Hg(ul)-e_”"(ul_“) (46)

ﬂk(xl,...xl;ul,...,ul) = .
i=1

e A Little formulabdl azt kapjuk, hogy az atlagos varakozéasi id6:

pw) = Zimnlh e

e Adott 1 ligyfél a varakozési sorban. Ekkor az «; elhagyasi intenzitas kifejezhets az

1
A
o = E /Ql 1 Tt (X1, ooy Ti1, 0, Tigny oy T Uy, ) day o dx 1 dxg gy .. day
2
2

Tl 520

Fr
duy..du = —=2 —np,  (47)
E

ahol F} a (42) alapjan hataroztuk meg.

o Az elhagyés valoszintisége kifejezhets a lenti formaban:

P{Ab) = M. (48)
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e A elhagyasi intenzitasok aszimptotikusan novekednek az alabbinak megfelelGen:

(49)

e Ha a tiirelmi id6k exponenciélis eloszlastak, akkor az utobbi két egyenlség megle-

hetésen pontos.

A rendszerben tartézkodo iigyfelek szamanak eloszlasa

Markov-folyamat esetén a stacionarius egyenletek a kovetkezd forméban adottak:

)\Wk:(k—i-l)/j,?TkJrl, OSkSn—l (51)

/\7Tn:/ 7rn+1(0,u)du+nu/ Tpi1(x, w)dzduy  (52)
Ry

2
R+
ﬂ-k(xla ey L5 U, "'Jul)

=me(z1 + hy ooy 2+ hyug, o wy) - (1 — b — nuh)

I+1
+h - E / Tt (X1, oo i1, 0, iy oy T UL ey Wi 1, Uy Uiy ooy Ug ) AU
i=1 Y B+

+hny - / Ts1 (T, T1y ooy T U Uy, o wy)dadu + o(h) - (53)
R2

+

T (T ooy Ty, U ULy ey Uy, Uy) = A1 (T1y ooy Ty ULy - 1) - gwg)  (54)

Az (51)-es egyenletek megegyeznek az M/M/n rendszer stacionarius egyenleteivel. Az
(52)-ben szerepls els integral az elhagyassal, a masodik a kiszolgalas befejezddésével
egyezik meg. Az (53)-as harmadik kifejezése annak a h hossztségu idGintervallum alatt
bekovetkez6 rendszerbeli eseménynek a hianyaval esik egybe, mint amikor a varakozo
tigyfél elhagyja a rendszert, vagy befejezik a kiszolgalasat. Végil az (54)-ben szerepld

perem-feltételek egy 1j érkezést irnak le.
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Bevezetjiik az alabbi fliggvényt:
¢<t> é 7T'k(xl +i, .+, ul)einﬂt

+>\/ Wk(xl+§,...,xl+§;u1,...,ul)6_"”td§
t

I+1

—Z/ / Tt (1 + & iy + 60,3 + & ooy T+ & Uy ey Uiy, Uy Uy, ey U)o dudE
Ry

_n/'b/ / 7Tk+1<$,l'1 _’_57 ey L +§;u7u17"'aul)e_nugddedg (55>
t R3
Figyelembe véve, hogy

e—nu(t+h)

—e M = —e7™ . nuh + o(h)

kiszdmolhatjuk a
p(t+h) —p(t) =

= e " mp(e F byt hju, ) — (@t e w)]
_e Tt nph - mp(xy +t+ hy oz +t+ hiug, )

—Mhe " (wy U )

I+1
+he™™ Z/ a1 (X1 + oy i 6,0, + 6, + 6wy, e, Wiy, U, U o, 1) dU
Ry

+nuhe ™ / Tra1 (T, 1 + 6,y + tu,ug, oy wy)dedu 4+ o(h) - (56)
R

Ha a jobb oldalt egyenl6vé tessziik nullaval, akkor az (53)-féle stacionarius egyenlethez
jutunk az (z; +t,...,z; + t;uy,...,u;) pontban. Ezentul, tekintettel arra, hogy az (53)
érvényesiil, a p(t+h)—¢@(t) = o(h). Mivel a ¢ fiiggvény folytonos, ¢ = const. Nevezetesen

©(0) = p(u —x;).  (57)
Az (55) alapjan

o(uy — xp) = Amp_1(T1 + W — @,y ooy 11 + wp — x5 Uy, ...,ul_l)g(ul)e_”“(“l_xl). (58)
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Megjegyezziik, hogy

0(0) = (@1, oy 5 Uy oy Uy

+>\/ Wk(xl+€7"'7xl+£;u17“'7ul)€7nu€d£
Ry

I+1
_Z/Q 7Tk+l<x1+€7"'7$i71+€7oaxi+£>'“7xl+5;u17"'7ui71au>ui7"'7ul)€_nu€dUd€
i=1 Y

—nu/ Trpr(m, 21 + &, o+ & uyuy, o up e daduds (59)
R

Az (57), (58) és (59) magéba foglalja az integral egyenletet
k(15 ooy L1501, oy ) + A/ Th(1 4+ & oy + E g, o w) e ™0dE
Ry

. —nu(uj—x
= M1 (21w — 2y ey Ty A g — XU e w1 ) g () e D)

I+1
+Z/2 T (1 + &y i +&,0, 2 + &, oy + § Uy, oo, Uimy, U, Uy, ...,ul)e_”“gdudf
i=1 71

—nu/ Trpr (2,21 + &, o+ & uyug, o up e " daduds (60)
Ry
Masrészrél meg lehet mutatni, hogy a fenti formula magéba foglalja az (53) és (54)-

es egyenleteket. Pontosabban, ha z; = wu;, akkor abbol kovetkezik az ; fogalma (41).
Ahhoz, hogy le tudjuk vezetni az (53)-t, ki kell szamolni a

7Tk:(xly ey L5 U, -"7ul) - 71-k(l‘l + h7 -y L + h;ula ...,Ul)

kicsi h értékek esetén (60) segitségével. Ezért meg kell oldani az (51), (52) és (60)-at.

El6szor,
n!

k!’

ahol w a normalizalé kosntans. m(-), k > n-et a kovetkezs alakban keressiik:

e = wA P =k <n, (61)

Te(T1s ooy Uy, o) = WA - (2, 2w, ). (62)
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(61)-bdl, 7, = wA", ezért ¢, = 1. (52)-t és (60)-t fel lehet tigy irni, mint
/ Gn+1(0, u)du + n,u/ Gni1(z,u)dedu =1,  (63)
Ry R3

és
Qe (1, ooy T UL oy Uy) + /\/ (1 + &, 1 + &g, ...,ul)e_”“5d§
Ry

. —nu(uj—x
= Qpo1(T1+w — 2y, o w — x U, we1)g(ug)e ulu=er)

I+1
—I—)\Z/ qk+1($1+§,...,xi_1+§,0,:v,-+§,...,xl+§;u1,...,ui_1,u,ui,...,ul)e_”“gdudf
i—1 YRy

—l—)\nu/ Q1 (2, 21 +f>---,93z+5;U,U17-~-7U1)€_n“£dﬂdedf (64)
R3

+
Most kétfelé valasztva az egyenleteket megmutatjuk, hogy mindkét esetben ugyanazt a

megoldast kapjuk fiiggetleniil A-tol. A két egyenlet:
Qe T1y ooy T UL e W) = Gt (T U — T, ooy Ty U — T Uy wg—q ) g (g ) e TR (65)

és
/ Qk<x1+£7"-7xl+£;u17-"7ul)ein'u£d£:
Ry

I+1
:Z/ Qo1 (21 + & i +E 0,25+ & 0+ E UL, ey Uiy, Uy Uy ey )€ o dudE
i—1 JRY

—|—TLILL/ qk+1<$,$1 +€7"'7xl —|—€;U,U1, '.‘>u1)e*nﬂfdxdud£ (66)
R3

+

A (65)-6s megoldésa

l
q]ﬂ(xh -y L5 UL, ...,Ul) = ]{(x17 -y L5 UL, ...,Ul) € Ql} ’ Hg(ul) ’ e—nﬂ(ul_ﬂfl)' (67)
=1

A (63) bal oldalaba behelyettesitve a (67)-et:

[es) o) Yy )
/ g(u)e " du + nu/ / g(u)e =) dydy = / g(u)du = 1.
0 o Jo 0
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Ebbdl azt kaptuk, hogy a (67)-es megoldas kielégiti a (63)-as egyenletet. Méar csak azt kell
megmutatni, hogy a (66)-ost is kielégiti. Helyettesitsiik be (67)-et a kdvetkezd kifejezésbe

+1
§ / qr+1 xla--'7331'717073:1'7"'>xl;ul7"'7uifl7u7ui>“-aul)du (68)
Ry

+’n,,LL/ qk+1(‘r7I17”'7xl;u7u17ul)dxdu
RQ

+
¢ LS
= [{(xl, ey, T3 U, ...,ul) € Ql} . Hg(ul) . (/ g<u>€fn,uudu
i=1 U1 —T1
+1 Wi —Ti1
_nu(ul 1 Z/ du

o0 u—(u1—71)
-I—n,u/ / g(u)e_”“(“_x)dxdu) . (69)
ui—z1 J0

A (69) utolso kifejezése egyenls

o)

* 1
n,u/ g(u)@—rmu_ . [@nu[u—(m—zl)} _ 1} du = / g(u) . [e—n,u(ul—:vl) . e_n“u]du,
u nu u

1—T1 1—Z1

melynek kiszamolasaval az aldbbi eredményre jutunk

l 00
:I{(xl,,IZ,U177UZ) EQZ}HQ(“@) 'e_nu(U1_xl) / g(U)dU
i=l 0

= qp(x1, .., 31, ). (70)

Alkalmazva az egyenlGséget a (68) és (70) kozott a (1 + &, ...,z + & ug, ..., u;) pontban,
majd & szerint kiintegralva a (66)-ot kapjuk eredményiil. Kombinélva a (67)-t és a (62)-t
megkapjuk a (46)-ot:

T D1, ooy D5 U1 e y) = T{(T1, oy T ug, ooy ) } - wWAR Hg(ul) - el

Végezetiil integraljuk ki a (46)-ot, hogy megkapjuk a rendszerben tartozkodé igények
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szamanak eloszlasat k > n esetén. Legyen u; = & + z;, ekkor a levezetés a kovetkezs:

l
e = w)\k/ e > .. >6)- {H g(& + a:,»)] e " dy L daydé ... dE
RY i=1

l
= w/\k/ He > .. >4} [H G(&)] e e dE L dE
RY i=1

—unt [T LT G T Gee
- 0 (l—:[)‘ 0 n)an 1 1

_ w)\k ~ —nM§1 d 51 :
T g{{/ G(n)dn} }d&

[e'e) &1 l
= w)\krg_,'u e HeL . [ G(U)dn} d&;
b Jo 0

(legyen & 2 nué és =k —n)

L e[ eew hn
‘<k—n>!/o ‘ U GW”] “

wAF

~ (k—n)! /ooo e [F(&)F"dE = wA' Py,

igy megkaptuk a (42)-t.

3.3. Az M/M/n+G rendszer jellemzdinek révid attek-
intése
Ebben a részben 6sszegezném az M /M /n+G rendszer egzakt formulait. Ezen definiciok

és allitasok nagyrésze Baccelli és Herbuterne eredményein (3| alapulnak. A modell négy

input paraméterrel rendelkezik:
e )\ - az érkezési intenzitéas
o 1~ a kiszolgalasi intenzitas
e 1 - a kiszolgalok szama
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e G - tiirelmi id6 eloszlasa (G - megbizhatoségi fiiggvény)

A rendszer jellemzc’ik leirdsdhoz sziikségiink van a kovetkezs épitGkovekre:

fo u)du. H(oo) = 7, ahol T az atlagos tiirelmi idé.

e Vezessiik be

ga /O T eapNH(z) — npadde,  (T1)

Jy 2 /0 T exp{\H (z) — npxtdz,  (72)
Ty 2 /0 T H(@) - expMH (2) — npatde,  (73)
J(t) & /t h exp{ \H(z) — nuz}dz,  (74)
L /t e expONH () — npa}de,  (75)

é

Ju( / H(z) - exp{\H(z) — nuzx}dx,  (76)

o Végiil legyen
n=11/(\ J
A ijo 5! (ﬁ)
= n—1
1 (a
(n—1)! (u)
e rekurzi6é hasznalataval e szamolasat megkonnyithetjiik. Legyen

s Lio 7 (3)

€

:/Oooef<1+%“>n_ldt. (77)

==

€ = ;k . k>0,
(%)
és a rekurzio "
i
€0 = 1; k—1+7 €k—1; €= €p_1.

A rendszer jellemzdk listaja

legyen

Sok fontos rendszer jellemz6 konnyen kifejezhets a fent emlitett épitékovek segit-

ségével. Ehhez az alabbi jeloléseket hasznéljuk:
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P{Ab} - az elhagyas valoszintisége

P{Sr} - a kiszolgalas valoszintsége

Q - a sorhossz

e W - a varakozasi id§

V - az ajanlott varakozas (az az id6, amit az tigyfélnek varakoznia kell, feltéve, hogy

nem hagyja el a tiirelme)

Ekkor
P{V >0} = Gi—‘ij (78)

P{W >0} = - iﬁj -G(0),  (79)
P{Ab) = +€<A+ ;3“)‘] . (80)
PLABV > 0} = 2 (AA; LOCRRY
P{Sr} = % (82)

BV =0 ()

VIV > 0= (81

W= (s
plol = 2 (s
E[V]Ab] = %__Z‘%‘(]}I i] Y
E[W|Ab] = J& _A‘QZ )_J"fl‘]l (88)
BVISr) = BVIsi] = SEA (s0)
P{V >t} = :j:(;?], (90)
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MG ()
et N
_ Al
I
Ju(t) — (H(t) —tG(#)) - J ()
G(t)J(t) ’
P{ADV > t} = A _AW + exp{Ai(JZ)_ n“t},
—np—G(t)  exp{\H(t) —nut}
AG(1) MNG()J(t)

P{W >t} (91)

E[V|V > 1] (92)

EW|W > {] = (93)

(94)

A
P{AYW >t} =

(95)

A fenti lista tartalmazza a P{Ab}, P{W >t} és P{Ab|W > t} kifejezéseket. Ezek koziil
az utolso kettd kiszamolhato a P{W > t; Ab} segitségével. A masik harom rendszer

jellemz6 pedig kénnyen kiszamithato. Példaul:

P{W >t,58r} = P{W >t} — P{W > t; Ab}.

3.4. Milyen kapcsolatban all az Erlang C és az Erlang
B modellekkel

Tudjuk, hogy az M/M /n modell megegyezik az M /M /n+G modellel, végtelen hosszt
tiirelmi id6 esetén. Azaz G(z) = 1 és H(z) = 2,0 < o < oo esetén. AV ésa W =

min(V, 00) azonosak. Az épitSkovek a fenti képletek alapjan :

1
I= ni— N’
1
J=Jg =
e—(nu—)\)t
J(t) =
(t) P
e—(nu—)\)t
D) = T (t) = Zm— - [T+ (e = A8
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Az e-nal jelolt kifejezés megegyezik a (77)-tel. Ha behelyettesitjiik ezen épitSkoveket a
megfelel képletekbe (78)-(95), akkor megkapjuk az Erlang-C modell jol ismert képleteit,

ahol jeldlje a kihasznaltsagi tényezét p:

A A
p=—
np
Az igy kapott képletek:
Piws>11=—22" " (96
p+(1—pe
E[W[W > 0] = — (07)
o=\
P{W > t|{W > 0} = e~ (),
1
EWIW > 1] =t .
(W] J=t+ Y

Az M/M/n/n modell egy olyan M/M /n+G modellnek feleltetheté meg, ahol az tigyfe-
lek egyaltalan nem fognak véarakozni, ugyanis csak annyi tigyfél van a rendszerben, mint
amennyi kiszolgal6. Ha nincs szabad kiszolgald, akkor az tjonnan érkezd igény elveszlik.

Ekkor H(x) = 0 és csak egyetlen épitskdre van sziikség, ami a
J=—),
np
és
P{W > 0} = P{igényvesztés}ar/ni/n/n = #. (98)

Az igy kapott formula megegyezik a klasszikus Erlang-B formulaval:

[CYIDIS
P{lgenyveszteS}M/M/n/n = —E” "EA/W
j=0

7!

3.5. Kapcsolat az Erlang-A rendszerrel

Ebben az esetben a tiirelmi id6kézok exponencidlis eloszlast valoszintségi valtozok 0

paraméterrel. Ekkor

H(x) = % (1—e),
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és a négy épit6ks a kovetkezd:

ahol a y(z,y) a csonkitott Gamma fiiggvény, ami megegyezik a (7)-el. Meg kell jegyezni,

>
H—/
S
~_
%‘t
t
)
N
3
<[
+
\.l—‘
>
o
®
~__

hogy a J; és Ji(t) nem fejezhets ki a csonkitott Gamma fiiggvény segitségével, ezért
azokat a formulakat (78)-(95), amelyek magukba foglaljak J;-et, vagy numerikusan, vagy

valamilyen approximacios modszerrel lehet megoldani.

3.6. Kapcsolat az M /M /n+D modellel

Az M/M/n+G rendszer egy specilis esete az M/M/n+D, ahol a tiirelmi id§ egy
konstans D érték (D= deterministic). Ekkor

r ,0<x<D
H(x) =
D ,xz>D
Ha A —np # 0,
J = 1 _ A . e—(nu—)\)D
np—X  nplng—N) ’
1 —(np=X\)t _ A —(nu—\)D
J(t) = o € ® Ty " € H ,t< D
n_lu . e)\Dfnut t > D
1 1 1 AD
J1 = 2 { 2 2 e mmIP,
(np — A) (np = A2 (o) np(np— A)
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e—(nu=X)t_o—(np—X)D

+ te=(nu—Nt_pe—(nu—A)D + |:£ + 1 2:| . e—(nu—)\)D , t<D

(nu—2X)2 np—A np o (np)
Ji(t) =
t 1 AD—nut
{Fﬁwy]'@ : ,t>D
Jg = ; _ [1 _ 6—(nu—A)D] _ AD . 6—(nu—)\)D’
(np — A)? nu(np — A)
J = —(nui)\)Q . [e_(nN_A)t — e_(n”_A)D] -+ nut—)\ . e_(nﬂ_)‘)t — nu(zi)—)\) . e_(n/-"_A)D , t < D
H( ) o D AD—nput
np
Ha A —npu =0,
1
J=D+ —,
nu
D—-t+LX t<D
J(t) = . ,\wat :
E - e ny , t Z D
D? D 1
J=—+— —3
2 T ()
D2—¢2 D 1 —(nu—\)D
Ji(t) = ,
t 1 . AD—nut
nu—i_(w)z} € g ;6> D
D? D
JH = — + —,
2 n
D22 D
—S-+:5 t<D
JH(t) = D2 7nu )
n_u i GAD nut ’ t Z D

(A modellt Gnedenko és Kovalenko [6] vizsgalta.)
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4. fejezet
Approximacidés megoldasok

Igaz az Erlang-A és az M /M /n+G modellek vizsgalata soran pontos képleteket hataroz-
tunk meg, azonban ezek mégis tul bonyolultak ahhoz, hogy fejlesztési irdnyelvként szol-
galjanak a call center managerek szamara. Ezen formulakkal nem lehet olyan kérdéseket
megvalaszolni, mint "Héany darab tovabbi kiszolgéalora lesz sziikségem, ha az érkezési in-
tenzitas megduplazodik? vagy "Mennyire érzékeny a modell ha véletleniil bekovetkezik
egy hiba a tiirelmi id§ becslésekor?", stb.

Most az egyensulyi kozelitésekrdl lesz szo, kihangsilyozzuk ezek kozil az Efficiency-
Driven(ED) azaz hatékonysag vezérelt, Quality-Driven (QF), vagyis mindség vezérelt és

a ketts keverékét a Quality-Efficiency-Driven(QED) approximaciokat.

4.1. A klasszikus approximacio figyelmen kiviil hagyva

az elhagyast

A modell vizsgalata sordn olyan call centereket tekintiink, ahol sok kiszolgalo vérja a
hivasokat, valamint a szamitasok elvégzéséhez feltessziik, hogy a kiszolgalok szama n és a
A érkezési intenzitas végtelenhez tart.

Ekkor tekintsiik példanak az Erlang-C rendszer erés forgalmi korlatozasénak egy olyan
esetét, ahol rogzitjiik a p kiszolgalasi intenzitast, valamint az érkezési intezitds A — oo,
és tegyiik fel, hogy

n=R+7,(99)

ahol R = \/p a kihasznaltsagi tényezs, v > 0 a szolgaltatas minGségét leir6 paraméter.
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Bebizonyitottak, hogy
o A varakozasi id6 valoszintsége P{WW > 0} tart az egyhez.
e a kiszolgalok kihasznaltsaga p tart az egyhez, mivel limy o n(1 — p) = 7.

e cgyensilyi allapotban a varakozasi id6 megkozelitéleg exponencialis eloszlast yu

paraméterrel.

A (99)-es formula olyan alkalmazotti szintet ir le, ami a hatékonysag vezérelt miksdési
elvli rendszer egy példaja.

A kovetkezs fontos kozelitési modszert elészor Iglehart [7] mutatta be, aki egy olyan
G/G/n rendszert vizsgalt, ahol a u rogzitett, A — oo és feltessziik, hogy teljesiil az alabbi

Osszefiiggés:
n=R-(1+~v)=R+~R. (100)

Ekkor
e a varakozasi id6 és az atlagos varakozasi id6 tart a nullahoz.
e a kiszolgalok kihasznaltsaga konvergal az ﬁ—hoz.

e stacionarius allapotban a rendszerben tartozkodo igények szamanak eloszlasa megko-

zelit6leg normalis eloszlasi, R varhatoértékkel és v/ R szoréassal.

Az utébbi approximéacié a mindség vezérelt miikddési elvi rendszekre vonatkozik, és

kiilénosen magas teljesitmény szint elérésére ad lehetGséget.

4.2. QED kozelités figyelmen kiviil hagyva az elhagyast

A QED rendszer formalis leirdsa és vizsgalata Halfin és Whitt [8] nevéhez fiizddik,
akik ezen vizsgéalatokat az Erlang-C modellre vonatkozoan végezték el. Ez azt jelentette,
hogy rogzitették a kiszolgalasi intenzitast u-t, és feltételezték, hogy A\,n — oco. Ekkor a

kovetkezd harom aszimptotikus allitas egyenértéki:

e négyzetgyok szabaly a kiszolgalok szdmanak meghatarozasara:
n=R+8VR+0o(VR), £>0 (101)

ahol 3 a kiszolgalas foka,
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e a kiszolgalok kihasznaltsidga p tart az egyhez, vagy még pontosabban
Vi-(l=p) =3 (102)

e a varakozasi id6 valoszintisége tart egy konstans értékhez:

g
h(=0)

P{W >0} — a(B) 2 {1 + r, (103)

ahol h(-) a normalis eloszlas kockéazati tényezdje (hibaszazalék).

Tovabba a négyzetgyok szabalynak készonhetden M /M /n redszer esetén megkapunk tovabbi

két kozelitést a varakozési iddre vonatkozodan:

_a@) o)
uBVR  puByn’

E[W] (104)

P{W >t} ~ a(B) - e PE  (105)

A (102)-(104) osszefiiggésekrol azt lehet elmondani, hogy megegyeznek a QED rendszer
egy kozvetlen lefrasaval: magas kihasznéltsag, a varakozéas valoszintisége nem esik kozel
se nulldhoz se egyhez , és végiil az atlagos varakozési id6 tart a nullahoz.

A QED rendszer vizsgalatat Erlang-B (M/M/n/n) modell esetén Jagerman [9] valosi-

totta meg. Megmutatta, hogy a (101)-re az igényvesztés valoszintisége \/%7 nagysagrendi:

F1, 2 P{igényvesztés} ~ h(\}nﬁ), —00 < < o0. (106)

4.3. Kozelitések Erlang-A modell esetén

Az els6 alapvets modell, ami szamitasba veszi az elhagyast, az az Erlang-A (M/M/n
+M). A modellre vonatkozoan Garnett, Mandelbaum és Reiman [10] QED kozelitéseket
fejlesztettek ki, melyek a kovetkezdk:

o Négyzetgyok szabaly a kiszolgalok szamanak meghatarozésara:

n=R+3VR+0o(VR), —-oco<fB<oo (107
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(Megjegyzends, hogy (3 a szolgaltatas fokat irja le, negativ értéket is felvehet, mivel

az elhagyas stabilizalja a rendszert minden alkalmazotti szint mellett)

e a varakozasi id6 valosziniisége egy konstans értékhez konvergal:

P{W >0} ~ [1 + %] _1, (108)

ahol 0 az egyéni elhagyasi intenzitas.

e Az elhagyés valoszintisége \/iﬁ nagysagrend:

)
P{Ab} ~ —,
ahol 0 > 0 ami fiigg a 3 és a & ardnytol.
e Egy kiszolgalo kozelité kihasznaltségi tényezGje:

p=A - 00

n vn o
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5. fejezet

M /M /n+G modell statisztikai hattere

Ahhoz, hogy a modellt a call centerek vizsgalatahoz is alkalmazni tudjuk fontos, hogy
meg tudjuk becsiilni a modell paramétereit, azaz a A-t, pu-t és az n-t. Ezek becslése

altalaban a naplozott ACD adatokon alapulnak.

5.1. Az érkezési intenzitas becslése

Feltessziik, hogy a bejovd hivasok Poisson folyamat szerint érkeznek, ahol az érkezési
intenzitasok idében valtoznak. A célunk, hogy ezeket az érkezési intenzitasokat megbe-
csiiljiik. Ehhez olyan révid idéintervallumokat (15, 30 perc, esetleg 1 6ra) valasztunk,
melyekre mar igaz, hogy egy intervalum alatt az intenzitasok megkozelitSleg allandoak.

Célunkat két 1épessben érhetjiik el. Az els6 az az, hogy idsoros (Time-series) algorit-
musokat hasznélva el6re megjosoljuk a napi mennyiséget, figyelembe véve a tendenciakat
és a specialis napokat (példaul szabadsag, hétfs, kiarusitas, stb.). A masodik, hogy vala-
milyen (nem) paraméteres regresszios technikat hasznalunk az idGegységre juto és a napi
Osszes hivas hanyadosanak becsléséhez. Ha ezt az ardnyt kombinaljuk az egész napival,

akkor megkapjuk a tényleges érkezési intezitasokat.

5.2. Az atlagos kiszolgalasi id6 becslése

A kiszolgalasi id6kozokrdl feltételezziik, hogy exponenciélis eloszlastak. Az atlagos

//////

latban a kiszolgalasnak kiilonb6z6 fazisai vannak, mint a beszéd idg, révid osszefoglald
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készitése (hivas utani munka), és amit csak agy emlegetiink, hogy tartalék ids. Tovabba
a "szabad idg", amikor egy ligyintézé kozvetleniil elérhets. Ezutan mar lehetGségiink van

az atlagos kiszolgalasi id6 meghatarozasara egy idGintervallum alatt:

teljes munka id6 — teljes szabad id§

a kiszolgalt tigyfelek szama

ahol a teljes munka id6 az ligyintézGk szaménak mennyisége az intervallum alatt.

5.3. Az ugyintéz6k szamanak becslése

Az tgyintézdk szama az M/M/n+G modell esetén egy input adat, a létszamszint
szempontjabol pedig egy kimeneti adatként szolgal. Eppen ezért n-et mindkét esetben
normalizalni kell a sorrendi személyzeti tényez6vel ( RSF ) vagy a csokkenési tényezdvel,
ami nyilvan tartja a logasokat és a nem tervezett sziineteket is. Ha példaul 100 tigyintézé
sziikséges a hivasok fogadésara, akkor ténylegesen ettél tébb embernek kell dolgozni egy
miiszakban ( 110, 120, ... ) az RSF-tdl fiiggSen. Emellett alaposan ellendrizni kell azt
is, hogy az ACD altal szolgaltatott létszamszintet leird adatok helytélloak-e. Kiilénosen
fontos, hogy ezek az adatok a kiszolgalok tervezett vagy valds szamét tiikrozik-e. Egy
masik kérdés, hogy az ACD szamitasba veszi-e az iigyintézokk iitemezett és nem iitemezett

szineteit?

5.4. A turelmi 1dd eloszlasanak becslése

e az érkez§ tligyfél 7 tiirelmi id6vel rendelkezik. A tiirelmi id6k G-eloszlastuak.

e az érkezé ligyfél V ajdanlott varakozdsi iddvel rendelkezik.

az ugyfél tényleges varakozasi ideje W = min(7, V).
e ha 7 <V, akkor az ligyfél elhagyja a redszert kiilonben kiszolgaljék.

Most csak azon iigyfelek tiirelmi idejére figyeliink, akik elhagyjak a sort. Ha az {igyfelet
kiszolgaljak, akkor arra kovetkeztetiink, hogy a 7 tiirelmi id6 nagyobb, mint a valos

varakozési ids W.
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Kaplan-Meier becslés: minden hivo esetén két dologra kell odafigyelni. Az egyik
a varakozasi idg, amit masodpercekben fejeziink ki (0,1,2,...), a masik, hogy a hivo mi-
lyen modon tévozik (kiszolgaljak, vagy nincs tiirelme kivarni, hogy sorra keriiljon, ezért
elhagyja a rendszert). Tegyiik fel, hogy a hivasok egy mintajat vizsgaljuk, melyek a minta
felett ugyanolyan tiirelmi eloszléssal rendelkeznek. Jelolje A, azon tigyfelek szamat, akik
kilépnek a sorbdl, illetve Sy pontosan a k-adik masodpercben megkezdett kiszolgalasok
szamat. Legyen n; azoknak az iigyfeleknek a szama, akik se nem keriilnek kiszolgalasra,
se nem hagyjék el a sort a k-adik méasodperc el6tt.

Ezutan a diszkrét kockazati tényezd nemparaméteres Maximum-Likelihood becslése a
kovetkezs képlettel adhato meg:

s A

hy, ., k>0. (109)
Mk

A tiirelmi id6k tulélési fliggvényének Kaplan-Meier becslése :

Gty =TJ0 ), t=0. (110)

k>t

A Greenwood formula a tilélési fiiggvény szorasnégyzetének kozelitését adja:

VarlG()] = G- ——

A )
= (s — Ar)

Biztositas-matematikai becslés: A gyakorlatban a tiirelmi és a varakozasi idék
inkabb folytonos, mint sem diszkrét eloszlasiiak. Az adatbézisban egy T' > 0 egész tipustu
varakozasi id6 megfelel egy koriilbeliili kerekitett varakozasi idének a (7" — 0.5,7 + 0.5)
intervallumon. Ezért sziikséges valtoztatni a diszkrét Kaplan-Meier becslés el6feltételein.
Tegyiik fel, hogy a tiirelmi id6k eloszlasa folytonos, szakaszosan konstans kockazati té-
nyezével. Jelolje a kockazati tényez6t h; az [a;_1,a;), j > 1 intervallumok felett, azzal a

megszoritassal, hogy ag = 0 és ayg < a1 < as.... Legyen az intervallumok hossza
A
b]' =a; — aj-1.

Ezen feltételek mellett a (109)-(111) formulakat a kovetkezképpen kell modositani:

) A,
hy, = . k>1. (112
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ahol .
. A
Mk = Mi—1 — 551@

az [aj_1,a;) intervallumon beéllitott kockazati érték. A (113)-as becslés a megbizhatosagi
fiiggvény biztasitas-matematikai becslése.

Az egyéni elhagyasi intenzitas becslése az Erlang A modell esetén: Ha a
tiirelmi id6t exponenciélis eloszlastinak feltételezziik, hasznalhatjuk a (20)-as relaciot a
O-val jelolt egyéni elhagyési intenzitas becslésére. Az E|W] atlagos sorbanéallasi id6, és az
tigyfelek tavozasanak valoszintiségei, P{Ab}, valojaban szabvanyos ACD outputok, ennél
fogva a kdvetkez6 modon adjak a 6 becsiilt értékeét:

j— P{Ab}  elhagyas valoszintisége

E[W] — atlagos varakozési id6

5.5. Az integralok aszimptotikaja

Laplace transzformalt

A (71)-(77)-es integralok aszimptotikus kozelitésére szolgél a kévetkezs formula:
/ g™ e N@dr, NS oo, (115)
0

Rendszerint igaz az, hogy f,(0) = 0, minden A > 0 esetén, és f\(z) — oo, ha A — oo,
minden x > 0 esetén. Tovabba az exponencialis kifejezés gyorsan tart nullahoz, ha = > 0.
Ezutan elvarhato, hogy A — oo, a (115)-0s kifejezés értéke elsésorban az integralandd
fiiggvény viselkedésétdl fiiggjon az origdban.

Egy fontos speciélis esetet ir le az alabbi:

> F _+1 m+1
/ ™. exp{—b)\ka:l} = ( l+1) A ), (116)
0




ahol £ > 0.0 > 0,b >0 ésm > 0. Ha m = 0, akkor azt kapjuk, hogy

. I
™ - exps —bAFgl b = L2\ TR 117
| emn{-mta} -4 (117)

Azonban a (115) értéke altalaban nem szamolhato ki analitikus eszkdzokkel, ezért meghata-

rozasdhoz valamilyen approximacios eszkozt hasznalunk. Ehhez be kell 1latni, hogy

/ g™ e~ h@ gy
5

elhanyagolhatd barmely § > 0 esetén (a o értéke fiigghet A-tol). Ezutan alkalmazva a

Taylor sorfejtést az origo koriil és a (116)-(117) formulékat, az f05 2™ e~ M@ dg approximal.,

Kozelité eredmények

Lemma 1: Legyenek by, k1,11, lo pozitiv és bs, ko, m nem negativ szdmok. Tegyiik fel,
hogy 11, [ egész szamok. Tekintsiink egy r1 = {r1(\), A > 0} fiiggvényt, melyre igaz, hogy
r1(A) ~ M1\ — oo, Végiil tegyiik fel, hogy

k k

l—ll 5_22 (118)
Ekkor -

/ ™ exp{—blrl()\)xll — bz)\k%l?}dx
0
F<ml_fl) _k1(m+1) —k1(m+1)
=—=g A 0 +0<)\ h >, A — 00. (119)
b, "

és

/ ™ - exp{—blrl()\)xll - bg)\kQ:El2}dx
0

m+1 m—+lo+1
I l by I’ I _ ki(m+la+1) _ ky(mlp+1)
1 1 ko ko

= — . )\ 1 —|— (0] )\ I
m41 m+lg+1 9

Li[byri(A)] 0 b, "

Lemma 2: A (1)-es Lemma feltételein kiviil legyen ky > ko és feltessziik, hogy
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re = {ro(X\) A > 0} kielégiti az ro(\) = o(A*?), A — oco. Ekkor
/ ™ - ea:p{—blrl()\)xll — bQTQ()\)QJZQ}d:E
0

m+1
F( 151 ) _ki(m+1)

—k1(m+1)
L AT +0(A uf), (120)

Lemma 3: Legyen b,k,[,6 > 0, m > 0 egész, és —oo < n < oo. Tegyiik fel, hogy
r(\) ~ A, X — oo. Definialjunk egy

S(N) 2 / ™. exp{—br(/\)xl}da:, A >0,
5

n

és tegytik fel, hogy

nl 4+ k > 0. (121)
Ekkor 1étezik olyan v > 0, hogy
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6. fejezet

Ujabb gyakorlati eredmények

A tiirelmi idS altal elgidézett rendezési relaciok a rendszer jellemzGkre vonat-

kozdan

Adott a kovetkezd probléma. Rogzitsitk az M/M /n+G modell A, p és n paramétereit.
Igy csak a G tiirelmi id6 eloszlasan tudunk valtoztatni. A kérdés az, hogy lehet-e a mo-
dell kiilénbo6z6 rendszer jellemzGit valamilyen relacio segitségével szarmaztatni? Létezik-e
olyan eloszlés, ami ezen rendszer jellemzdk maximumat vagy minimumat adjik meg?

Ezek a problémak valojaban fontosak. Példaul olyan esetben, amikor a maximalis
varakozasi id6 nem csak az tligyféltsl, hanem a rendszer kezel6jétdl is fiigg. Vagy ha tul-
csordulas kovetkezik be, amikor egy tigyfél érkezik, és a sorban valo varakozas folyamén
atiranyitjak egy masik eréforrashoz, példaul, egy szabad kiszolgélohoz, esetleg egy masik
sorba, vagy a VRU-hoz (Voice Response Unit). A valds idejii kommunikacios rendszerek
protokolljai ezért mar figyelmet szentelnek a sorokban valé maximalis varakozasi idére,
mint id§ korlatra.

A kovetkezd allitasok megprobalnak vélaszt adni a fenti kérdéseinkre.
Lemma 4: Tekintsiik egy M/M /n+G rendszer rogzitett A, p és n paramétereit. Legyen
G és G5 a tiirelmi id6 két eloszlasa. Tegytik fel, hogy igaz az

| Giwan= [ Gaan (2
0 0
egyenlStlenség, minden = > 0 esetén, ahol G, és Gy a megfelel6 megbizhatésagi fiigg-

vények. Legyen P'{Ab}, P{Ab|V > 0}, P{W > 0}, i = 1,2 a megfelels M/M/n + G;

rendszer stacionarius jellemzGje. Ekkor
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a. PY{V >0} > P{V > 0}; P{{W > 0} > P>{W > 0}.
b. PY{Ab} < P2{Ab}; P1{Ab|V > 0} < P2{Ab|V > 0}.

Tétel 1: Tekintsiik az M/M/n+G rendszert, ahol rogzitsiik a A\, u,n és 7 paraméte-
reket, ahol 7 az atlagos tiirelmi id6. Ekkor a G4 determinisztikus eloszlas (azaz minden
tigyfél pontos 7 id6t fog varakozni) a kovetkezd jellemzdkkel rendelkezik minden atlagosan

7 varakozési idgvel rendelkezd turelmi eloszlas esetén.

a. A determinisztikus eloszlas maximalizalja a varakozas stacionarius valoszintiségeit,
azaz a P{W > 0} és P{V > 0}-t.

b. A determinisztikus eloszlas minimalizalja az elhagyés stacionarius valoszintiségeit,
azaz a P{Ab} és P{Ab|V > 0}-t.

c. A determinisztikus eloszlas maximalizdlja az atlagos varakozasi id6t egyensulyi
allapotban, azaz az E[W]-t.

d. A determinisztikus eloszlds maximalizdlja az atlagos sorhosszt egyensulyi allapot-
ban, azaz az E[Q]-t.

Eredmények kis forgalom esetén

Ekkor rogzitsiik a p, az n paramétereket és a G tiirelmi id6 eloszlasat. Probéljunk

meg kiilonbo6z§ aszimptotikus formulakat elGallitani kicsi A esetén.

Lemma 5: Tekintsiik azokat az M/M/n+G rendszereket, ahol a A érkezési intenzita-

son kiviil minden paraméter rogzitett. Tegytiik fel, hogy A — 0. Ekkor

P{Ab} 0 A 1
! J° G(z)e mmedy

lim

eoNiTT — N (124)

Ekkor a; egy adott sorban allo {igyfél elhagyasi intenzitasat adja meg. Tovabbé,

/l\iIr[l) P{ADW >0} =1— n,u/ G(z)e ™ dyx = P{r < exp(nu)}, (125)
- 0

iir% E\[W|W > 0] = / G(z)e ™ dx = E[r A exp(nu)], (126)
- 0

ahol a 7 tiirelmi id§ fiiggetlen az exp(nu) valdszintségi valtozotol.
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6.1. QED rendszer M/M /n+G modell esetén

Az eredmények

Tekintstink egy M/M/n-+G rendszert. Rogzitsiik a p kiszolgalasi intenzitast és a G
tiirelmi eloszlast. Tegyiik fel, hogy az érkezési intenzitas A — oo és a kiszolgalok szama a

kovetkezSképpen szédmolhato

n:g—i—ﬁ\/%—f—o(ﬁ), A— 00, —o0<f< oo, (127)

A kiilonb6z6 rendszer jellemzok aszimptotikait megkapjuk, ha A — oo (n — 00). Min-
dezek el6tt a (71), (72) és (77)-ben definialt J e és J; épitSkovek aszimptotikus kife-
jezéseit kell meghataroznunk, majd a rendszer jellemzdket a (78)-(95) lista formulainak
hasznélataval.

Lemma 6: Jelolje a tiirelmi id6 stirtiség fliggvényét g, ahol g = {g(z),z > 0}. Tegyiik
fel, hogy ez a fiiggvény létezik az origoban, és értéke g(0) 2 go szigorian pozitiv. Ezutan
a QED miikddési elvi rendszer esetén, azaz ha A — oo és n-et pedig a (127) alapjan

kiszamoljuk, akkor azt kapjuk, hogy

1.
1 1 1
ahol
An B
BRoy e (129)
« o) o)
o) =1 "6@ ~ @)

a standard normalis eloszlas kockazati tényezdje (®(x) a standard normalis kum-

mulativ eloszlas fiiggvény, & = 1 — & a megbizhatosagi fiiggvény és ¢(x) = ¢'(z) a

stirtségfiiggvény. ).

1
h(=p)

e=n- Yo(vn).  (130)

46



4. legyen

Jo £ / z? - exp{)\/ G(u)du — n/uc}dw. (132)
0 0
Ekkor

1 1 [2+1 1
Jy = . — — — |- 133
e W%P”[Mm 4*”(mﬂ) 159)
Tétel 2 (Rendszer jellemzdk):

1. A varakozas valoszintisége egy konstanshoz tart, ami fiigg a 5-t6l és a %0 hanyadostol:

9o h(@) -
P{W>0}N|:1+ ;m

Tovabba ha A — oo és P{W=>0}— «, ahol 0 < a < 1, akkor

A A
n_;+5¢;+d¢®, (135)

(134)

ahol

a= {H %%r

2. A varakoztatott ligyfél elhagyasi valoszintisége \/iﬁ mértékben csokken:

P{ABV > 0} = % : \/%- [h(ﬁ) - B] + 0(%) (136)

(A P{Ab} elhagyasi valoszintiség becsiilhets a (134) és (136)-os eredmények szorza-
taval.)

3. Egy varakoztatott tigyfél atlagos ajanlott varakozasi ideje \/Lﬁ mértékben csokken:

BEVIV >0 = —. ! [mm—@+<—d. (137)
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Az atlagos ajanlott varakozasi id6 E[V] kozelithet6 a (134) és (137) szorzatanak

eredményével.

. Az atlagos véarakozasi id6 és az atlagos ajanlott varakozasi id6 kapcsolata:
EW] ~E[V]; EW|W >0~ E[V|V >0]. (138)

Tovabba,
P[Ab|W > 0] ~ P[Ab|V > 0.

. Az atlagos varakozasi id6 és az elhagyas valoszintiségének hanyadosa tart a tiirelmi

idg striiség fliggvényének az origoban felvett (pozitiv) értékéhez:

P{Ab}  P{Ab|W > 0}
E[W]  EW|W >0]

go-  (139)

. A visszalépd tigyfelek atlagos ajanlott varakozasi és atlagos tényleges véarakozasi

idejei \/iﬁ mértékben csdkkennek:

E[V|Ab] = % : \/;O_M {h(é)l—é - B} + 0(%) (140)

Tovabba feltételezziik, hogy az atlagos tiirelmi id6 7 = E[r] < oo és a tiirelmi id6nek

létezik folytonos strtiség fiiggvénye az origbban. Ekkor

1 1 1

BIWIAY = -5 {h(@) —5- B} 4 0(%) (141)

vagy méasképpen,
1
E[W|Ab] ~ 3 E[V]|Ab]  (n — o0).

Ezen feliil a kovetkezs egyenlStlenség is fennall:

1

~

%—ﬁ], —o0 < < oo, (142)

1 .
57 W) -5

i =7 <105

A 3-as és a 4-es pont kapcsolatabol adodoan a (142) magaba foglalja a megfelels
rendezési relaciot E[W|Ab|, E[W|W > 0], E[V|V > 0] és E[V|Ab] kozott. Vagyis

a visszalépd ligyfelek atlagos ajanlott varakozési ideje aszimptotikusan nagyobb,
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mint a varakoztatott iigyfelek atlagos varakozési ideje, ami viszont nagyobb, mint

a visszalépd tligyfelek tényleges atlagos varakozési ideje.

. A véarakozasi id6 aszimptotikus eloszlasat (Total Service Factor = TSF) ugy kapjuk

meg, hogy Gsszeszorozzuk a (134) jobb oldalat a

W>O}Nq><ﬁ+\/§.t)

_ L t>0,  (143)

P{K > 7 @)

E[S] ™ v

ahol E[S] = 1/u az atlagos kiszolgélasi id6.

. Az elhagyas valoszintisége, az adott sorbanallas utan, aszimptotikusan egyenld a

w t 1 9o A 9o 5 1
plal o VL ) ] (L)
Vil > ) = 1 vi) U
. Az atlagos véarakozasi id6, adott sorbanallas mellett, aszimptotikusan egyenls a

%4 t 1 1 - 90 A 1
[ LA IR YOO ) N IR R
l 'E[S] \/5] vV gop u vn (145)

A (8)-(9) egyiittesen az (5) egy altalanositott alakjat adja:

P{Ab(W> %a}
E[W‘W>

t
\/_ﬁ]

A specialis eset: 3 =0

Ha a (127)-es képletben a 3 = 0, akkor az alkalmazotti szint aszimptotikusan megkoze-

liti azt az egyszert szabalyt, amely nem vesz figyelembe sztochasztikus elméleteket, vagyis

a kiszolgalok szama egyenls a rendszer kihasznéltsagi tényez6jének értékével, azaz %—vel.

Azonban ez a naiv megkozelités Erlang-C modell esetén a rendszer instabilitdsahoz vezet-

Viszont az M/M/n+G rendszerrel (ami sokkal kozelebb &ll a call centerek valos

vildagdhoz, mint az Erlang-C ) elfogadhato teljesitmény szinthez juthatunk. Képletekben

kifejezve:

o

g 1

L1 1+ N
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2 1

™™ 1_|_\/%7
2

PLANW > 0} ~ (/= - /%, (149)
[2 1

EW]|~y|— —————, 150

W~V wrvmm 1Y

E[W|W > 0] ~ \/% \/g, (151)
P{% > %’W > O} ~ 2@(% +t\/%),t >0. (152)

Megjegyzés: A (134) formula altalanositja az Erlang-A modell allitasat. Vagyis

P{Ab} = (148)

P{W > 0} ~ w(—B,/n/0),

ahol

)

és 0 az elhagyasi intenzitas. Ekkor ha 6 helyébe go-t helyettesitiink, megkapjuk a (134)-et.

w(z,y) = {1 +

A tiirelmi idé strtiség fliggvényének vizsgalata

Lemma 7: Tegyiik fel, hogy a tiirelmi id6 stirtiség fiiggvényének értéke az origbban
nulla gy = 0; tovabba az els6 (k — 1)-edik derivalt is nulla: ¢®(0) =0, 1 <i < k — 1,
illetve a k-adik derivalt értéke pozitiv: ¢g*)(0) 2 goi > 0.

Ha a 8 # 0 (pozitiv vagy negativ), akkor a QED rendszer alkalmazotti szintje legyen:

A A
n=_+ ﬁ\/;+ o(VA).  (153)

Ha (6 = 0, akkor
A
n= ; + o(N\?), (154)
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minden s < k—}rz esetén.
Az e aszimptotikus kifejezése egybeesik a (130)-éval minden 6-os fejezetbeli tétel es-

etén. A J és a J; kozelitéseit a kdvetkezs formulék adjak meg:

1. Ha B > 0, akkor

- 1 )\ggk 1

S =N T (B )\(k+2)/2)’ (156)

2. Ha g =0, akkor

1 (k2] 1 1
J‘k+2[ o } Tiz) Feomes ) (197)

1 [(k+2)1%0* 9 1
_ . T 1
TR +2 { Ago } rr2) To\lea ) (158)

3. Ha g < 0, akkor

o

k41 {(k + 1)!}”(’””

JNexp{k;Jrz' Ao

(A — nu)(k+2)/(k+1)}

V21E! - (Ago) YD (k4 DN — np)) M (159)

. 1/(k+1)
J1~( ﬁ\;i(k\/; Ul) J. (160)

(159)-es kifejezés exponencialisan névekszik a kitevében 16v6 (A — nu)#+2)/(+1) miatt,
Tétel 3 (rendszer jellemzdk): (7)-es lemma értelmében az M /M /n+G modell rend-

szer jellemzdinek becsléseit a kovetkezd képletekkel adhatjuk meg:

1. A varakozas valészintisége: Ha § > 0, akkor a varakozés valoszintisége megegyezik
a (103)-as Erlang C-féle kozelitéssel:

B
h(=P)

P{W >0} ~ {1 + r. (161)
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Ha g = 0, akkor annak valosziniisége, hogy azonnal megtorténik a kiszolgalas,

m sebességgel konvergél a nullahoz.

1 T k42 Jok = 1
PAW =0} = nk/(2k+4) \/; F< 1 ) ' |:’uk+1(k_|_2)!} +O(nk/(2k+4))‘ (162)
k+2

Ha 8 < 0, akkor annak valoszintisége, hogy azonnal megtorténik a kiszolgalés,

exponencialisan csokken nullaig.

k41 {(k + 1)!}1/(’“”

P{W > 0} zexp{—k_i_Z . o

SO — nu)(k+2)/(k+1)}

gl/(2k:+2) (= Bk + 1))H/Ck+2)

: Ok . (163)
N/ (4k+4) ‘U(k+2)/(4k+4) A2k h(—ﬁ)
2. Az elhagyés valoszintisége: Ha § > 0, akkor
P{Ab|V > 0} = L oo (1 (164)
T pkt+D)/2 (ﬁu)kﬂ nk+1)/2 |-
Ha 3 = 0, akkor
1
B 1 k+2 o Z2 1
PRABIV > 0} = ”(Hl)/(H?)'F(L) ' [(M)k+1(k+ 2)! to nk+1)/(k+2) |- (165)
k+2

Ha 3 < 0, akkor

_ P (L
P{Ab\V>O}—\/ﬁ+ (\/ﬁ> (166)

3. Az atlagos ajanlott varakozasi id6: Ha > 0, akkor az atlagos ajanlott varakozési
id6 a (104)-es Erlang C-féle becslésbdl adodik:

1

EV|IV > 0] ~ NG

(167)
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Ha 3 = 0, akkor

EWVIV > 0] = iy §E§> . [(k - 2)!] = o(nl%) (168)

Ha 3 < 0, akkor

EVIV >0 = — -[_5(k+1)!}“+o(m+). (169)

= 1/ (2kt2) Jok 2k+2)

4. Atlagos véarakozasi id6:

E[W] ~ E[V]; EW|W > 0] ~ E[V|V > 0. (170)

Példa: Fazis-tipusu tiirelmi idék
Definicié: Tekintstink egy folytonos ideji Markov lancot {X = X;,t > 0} véges al-
lapotérrel {1,2,...,k, A}, ahol az 1,2,....k d&tmeneti allapotok, a A pedig abszorbeald al-

lapot. X eloszléas fiiggvényének jelllemz6i:

o Kezdeti eloszlas: ¢ = qi,...qx, ahol ¢; = P{X, = i}, 1 < i < k (a lanc nem
kezd6dhet abszorbeélo allapottal)

e Fézis-tipust generator matrix R, ami egy olyan (k x k) -s méatrix, amely az atmeneti
allapotok kozotti atmenet intenzitasokat tartalmazza. Azt tudjuk réla, hogy
Rix <0, Ry >0, hak # 4, 65 S8 Ry, <0.

e Abszorbcids intenzitasok: 7 = (71, ..., 7).

Osszegezve, X generator matrixa felirhato a kovetkezéképpen:

R 7
Q_<0,...,0 0>’

ahol minden sor 0sszege nulla, és ¥ = —R - 1.

T2inf{t>0:X(t)=A}
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jeloli az abszorbcios id6t. Ekkor Fr(t) = P{T > t} egy fazis-tipusu eloszlas (g, R)
paraméterekkel.

Az fazis-tipust eloszlas kummulativ eloszlas fiiggvénye (g, R) paraméterrel:
Fr(t) =1 — gexp{Rt}1,
és a stirtiség fliggvénye:

frlt) = G exp(RE}F.  (171)

Annak érdekében, hogy a (3)-as tételt alkalmazni tudjuk, ki kell szadmolni a stirtség fiige-
vényt az origbban, majd ezt le kell derivalni. A (171)-esbdl azt kapjuk, hogy a stirtiség
fiiggvény az origdban

fr(0) =qr

és az n-edik derivaltja (a f;o) (1) 2 fr(t))
f0) =grr. (172)

Tétel 4: Egy fazis-tipusu eloszlas alapjaul szolgalé Markov folyamat éllapot atme-
neteit egy iranyitott graf segitségével is szemléltethetjiik. A j és k allapotok akkor és csak
akkor kothetdk Gssze, ha R;, > 0. Minden j kezd§ alllapotban (g; > 0), L; jelolje a j-bol

a A abszorbealo allapotba vezetd legrovidebb tton fekvé allapotok szamat. Legyen

LEminL;  (173)
j
Ekkor fi(pL_l)(O) > 0. Tovabba, ha L > 2, akkor fi(pl)(()) =0,0<¢ <L —2 esetén.

A tiirelmi idé késleltett eloszlasa

Lemma 8: Tegyiik fel, hogy a tiirelmi id§ strtiség fiiggvénye a [0, ¢) intervallumon
nullava valik, minden ¢ > 0 esetén. (Ez azt jelenti, hogy minden tigyfél hajlando legalabb ¢
ideig varni.) Vegytik azt a legnagyobb c értéket, amelyben a tiirelmi id§ stirtiség fiiggvénye

pozitiv: g. > 0. Ha 3 # 0 (vagy negativ vagy pozitiv), akkor legyen az alkalmazotti szint:

n:5+ﬁ\ﬁ+o(\/§).
f 7
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Ha 3 = 0, akkor
n=—+a,  —o00<a<oo (174)
i

e Ha 3 > 0, akkor legyen

S 1 e—c(nu—)\) 1 1 e—c(nu—/\) 17
Tap—x '{ﬁ\/ﬁ_ h(ﬁc)@}+0( VA ) )

peafE

Hag=0ésa#0
1

~— (1 —eH). 1
J i (1 —e 1) (177)
Hapg=0¢ésa=0
J ~c. (178)
Ha 3 <0
eO-) { I 1 }
J + — (179)
e Ha >0
1 1 1
Hag=0¢ésa#0
1 Cae | ceTHee
Ji ~ 22 (1 — e o (181)
Hapg=0ésa=0
2
Ha 6 <0
cecA—nm) 1 1
Vi =6vE S (B e

Tétel 5 (rendszer jellemzdk): A (8)-as lemma értelmében az M /M /n+G modellnek
a késleltetett tiirelmi id6 eloszlasanak figyelembe vételével a rendszer jellemzdk becslése

a kovetkezd:

e A varakozas valoszintisége: ha § > 0, a varakozas id6 aszimptotikus valosziniisége
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megegyezik az Erlang C modell becslésével (103 vagy 161):

P{W >0} ~ {1+h(€6>}_. (184)
Haf=0¢ésa#0

P{W:O}:%~\/§~$+o(%>.

(185)
Haf=0ésa=0
1 n 1 1
P 0 —_— = — —). 186
=0} vno 2 pc (ﬁ) (186)
Ha 8 <0 )
P{W =0} ~ e MBI (g7
THE T R
e Az elhagyés valoszintisége: ha 3 > 0
efc(nuf/\) ﬁ?lu
P{AWW >0} ~ ——— - {ﬁ\/_— A—} (188)
VA h(Be)\/Ge
Hag=0ésa#0
1 ae™#e¢ 1
PRABW >0} = — =+ 0(E>. (189)

Ha f=0ésa=0

1 1 1
=~ —+1o(=).
PLAYW >0} =+ 0<n) (190)
Ha 3 <0 8
— 1
PLAMW > 0} = —— + 0<E>. (191)
Atlagos ajanlott varakozasi id6: ha 3 > 0
1 1 1
E 0 = —— — . 192
VIV >0l = oo oto(). (92)
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(Erlang-C approximécio)

Ha=0¢ésa#0

1 —pac
EVIV >0~ — — ——

pa 1 — emac’

(193)
Ha f=0ésa=0
E[V|V > 0] ~ g (194)
Ha 3 <0
EV] ~ E[V|V > 0] ~c. (195)
o Atlagos véarakozasi id6

E[W] ~ E[V]; E[W|W > 0]~ E[V|V > 0.  (196)

A (193)-(196) formulak esetén az atlagos varakozasi id6 egy pozitiv konstanshoz
konvergal. Ez kiilonbozteti meg a késleltetett eloszlasokat a (127) és (128)-tol, ahol
az E[W] a nullahoz konvergal.

Tétel 6 (Determinisztikus tiirelmi idg) Azt feltételezziik, hogy a tiirelmi idg

determinisztikus, és egy ¢ > 0 konstanssal egyenls. Ekkor

e A varakozas valoszintisége: Ha 3 = 0:

s
h(=5)

POV > 0} ~ [1 + ]1. (197)

Ha=0ésa#0

P{W:()}:%.\/g.ﬁ+o<%>. (198)

Hapg=0¢ésa=0

Ha g <0
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e Az elhagyés valoszintisége: Ha 3 > 0

—c(nu—2X\)

VR (201)
Ha=0ésa#0
1 ae#e 1
_ - e =) (202
P{AWW > 0} " 1—6—W‘3+0<n) (202)

Hapg=0ésa=0

11
P{Ab\W>0}:—-—+o(
ue

n

). (203)

S|

Ha 3 <0
_ b (4
P{ABW > 0} = Tt (—\/ﬁ) (204)

e Az atlagos ajanlott varakozasi idé: Ha 3 > 0

11
E[V\V>0]:—'—+o(

()

Si-

Ha=0ésa#0

1 —pac
EVIV >0 ~—— ¢

pa 1 — e rac

(206)

Hapg=0ésa=0
E[V|V > 0] ~ g (207)

Ha 3 <0
E[V] ~ E[V|V > 0] ~c. (208)

e Az atlagos varakozasi id6:

E[W] ~ E[V]; EW|W > 0] ~ E[V|V > 0. (209)
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Tirelmi idd tétovazassal

Lemma 9: Tekintsiink egy QED elvii miikddési rendszert, ekkor:

n:é—l—ﬁ\/g—l—o(\/X), A — 00.
u I

Tegyiik fel, hogy a tiirelmi id& eloszlasa nagyon kicsi 0-ban. Més szavakkal, ha a telefonalo-
nak varakozni kell, akkor P{tétovazas} > 0 valoszintiséggel azonnal elhagyja a rendszert,
vagy G(0) = 1 — P{tétovazas} > 0. Tovabba tegyiik fel azt is, hogy a megbizhatosagi
fiiggvény G derivaltja az origoban: G” = —go. (A gy a tiirelmi id6 eloszlas fiiggvényének

jobb oldali derivaltja az origoban). Ekkor:

1 9o ( 1 >
N _ ). @
S = N Plretovaras) + (mpi— %) - Plrotovazas® |\ % (210)

J = ! (%) (211)

n?u? P{tétovazas} o

Tétel 7 (Rendszer jellemzdk) A (9)-es Lemma értelmében az M /M /n+G modell rend-

szer jellemz&i a QED miikodési elv esetén a kovetkezd modon becsiilhetdk:

PV >0}~ % | P{tZE(:vﬁé)zés} + 0(%) (212)

e A véarakozas valoszintsége 1/y/n mértékkel csokken:

(213)

1 1 — P{tétovazas}) - h(— 1

PIW > 0} ~ - L TARORS) REP) | (1),
vn P{tétovazas} N

e A P{Ab|V > 0} elhagyas feltételes valoszintisége konvergal a tétovazas valoszi-

niiségéhez:

1 go 1
P{AD|V > 0} = P{tétovazas) + — - (-) 214
{40l ! {tétovazas} + n p- P{tétovazas} o n (214)
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A P{Ab|W > 0} elhagyas feltételes valoszintisége L mértékben csokken:

1 go 1
P{Ab - —. () @
{AbIW > 0} n  p- P{tétovazas} - (1 — P{tétovazas}) o n (215)

Az elhagyas feltétel nélkiili valoszintisége \/%; mértékben csokken:

P{AB} = % h(=B) + 0(%) (216)

Az E[V|V > 0] ajanlott varakozasi id6 feltételes varhato értéke = mértékben csékken

1 1 1
EV|V > 0] = —- () (7
Viv>0] n p- P{tétovazas} o n (217)

Az atlagos ajanlott varakozési id6 # mértékben csokken:

1 h(=p) 1
EV| = . . 218
V] n3/2  p - P{tétovazas}? * 0<n3/2> (218)

Az atlagos varakozési id6 feltételes valoszintisége % mértékben csokken:

1 1 1
EW =—- — ). 21
Wi >0 n p- P{tétovazas} * O(n) (219)

Az E[W] atlagos varakozési id6 —7 mértékben csékken:

- n3/2 - P{tétovazas}?

EW] 1 (1 — P{tétovazas}) - h(—ﬁ)0<ni/2>' (220)

Tekintsiik a kovetkezs két esetet:
e {VV > 0}, ami azt jelenti, hogy a kiszolgalas nem torténik meg azonnal.
o {IW >0}

Valojaban {W > 0} megegyezik {V >0, 7 > 0}-val.
A (127)-(131) tételekben nem tesziink kiilonbséget a {V > 0} és {W > 0} kozott,
ugyanis P{7 = 0} = 0. Azonban a tétovazo rendszerek esetén koriiltekintGen kell eljar-

nunk, amikor a (214) és (215)-hoz hasonlo feltételes valoszintiségeket szamolunk. Ha a
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P{tétovazas} = 1, akkor a (212)-es megegyezik az M/M/n/n (Erlang B) modell QED
elvii mitkodését leird (106)-al. Tovabba a (216)-os szemlélteti, hogy QED miikodési elv
esetén az M/M/n+G modell pozitiv tétovazasi aranya megegyezik az M/M/n/n mo-
dell igényvesztésének aranyaval. Ebben az értelemben tehat a tétovazas megegyezik az

igényvesztéssel.

Tirelmi Id6 skalazott tétovazassal

Ebben a részben egy kicsi, &m mégsem elhanyagolhaté tétovazéassal rendelkezs M /M /n
+G modellt mutatunk be.

10 Lemma: Tegyiik fel, hogy a tiirelmi id6 eloszlas fiiggvénye a rendszer méretétsl
figg (n). Legyen ekkor a tétovazas valoszintsége P, {tétovazas} = 5—%, minden p, > 0
-ra. Tegyiik fel, hogy a G, megbizhatosagi fiiggvény derivaltja az origoban fiiggetlen a

rendszer méretétsl: G (0) = —go. Ekkor

* 1 1 1 1
I= i W) () e
ahol
B2 (34, \/QE (222)

Iy = n:gg {1 . hé)}()(%). (223)

Tétel 8 (rendszer jellemzdk) A (10)-es lemma értelmében az M/M/n+G modell

rendszer jellemz6i QED miikodési elv esetén a kévetkezSképpen becsiilhetSk:

//////

tanshoz tartanak, és 3, py, go/u -t6l fiiggnek:

Jo h(B) -
r} , (224)

P{V>O}~P{W>O}~[1+ =)

ahol 3 a (222)-es formula alapjan van meghatarozva.
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1
v

PLABV > 0} = % - W% () — 6} + 0(%) (225)

P{Ab|W > 0} = % : % : [h(B) - B] + 0<%) (226)

A P{Ab} értéke \/Lﬁ mértékben csokken, és a (224) és a (225) képletek szorzatéval
kozelithetd.

2. Az elhagyas feltételes valoszintiségei intenzitassal csokkennek:

L

NG intenzitassal csokken:

3. Az atlagos ajanlott varakozasi id¢ feltételes valoszintisége

EVIV > 0] = % : \/glo_ﬂ[h(ﬁ) —B] —i—o(%).

Az E[V] ajanlott varakozasi ids \/Lﬁ intenzitéassal csokken, és a (227) és (224) szorza-

(227)

téaval becstiilhetd.

4. Az atlagos varakozasi id6 megegyezik az atlagos ajanlott varakozasi idGvel:

E[W] ~ E[V]; E]W|W > 0] ~ E[V|V >0]  (228)

5. A késleltetett tigyfelek elhagyasi valoszintiségének és a késleltetett iigyfelek atlagos
varakozasi idejének az aranya tart a tiirelmi id6 strtiség fliggvényének az origoéban

felvett értékéhez:
P{AbW > 0}

EW|W > 0]

9o- (229)

6.2. Minbség vezérelt miikodési elv
A mindség vezérelt miikodési elv (QD) a kovetkezs képletekkel jellemezhetd:
A
n=2- (14+7)+o(VX), ~>0. (230
Ekkor a rendszer kihasznaltségi tényezGje:
AR |
P n 1+~
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Ha a (230)-ban az o(v/A) = 0, akkor a p és a y kozotti pontos Osszefiiggés a kovetkezs:

1 1—p
sy = ——. 231
e (231)

p:

Lemma 11: Tegyiik fel, hogy a tiirelmi idé stirtiség fliggvénye az origbban létezik és

pozitiv: gy > 0. Ekkor

1.
. 1 Jdo 1
J= et o<ﬁ> (232)
2. \
e~ V2 (14+)" - exp{—%}. (233)
3.

S = (e —A)2 A3y * 0()\3>' (234)

Tétel 9 (rendszer jellemzdk) A (11)-es lemma értelmében az M /M /n+G sorbanéllasi

modell rendszer jellemz&i QD esetén a kovetkezdképpen adhatok meg:

1. A varakozasi id6 valdszintisége exponencialisan csokken n-ben, vagyis:

P{W > 0} ~ \/21771 - % (ﬁ)nl - ea:p{%}. (235)

2. Az elhagyas valoszintisége adott varakozési id6 esetén:

P{Ab|W>0}=%-1+TV-iL—°+o(—) =—-—-—+o<l>. (236)

(Ha a (230)-ban a o(v/\) eltérése nem nulla, akkor a két 0(%) értéke a (236)-ban

nem lesz egyenld. )

3. Atlagos ajanlott varakozasi idé:
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4. Az atlagos varakozéasi id6:

E[W] ~ E[V]; EW|W > 0] ~ E[V|V >0].  (238)

5. Az elhagyas valoszintisége és az atlagos varakozasi id6 hanyadosa:

P{Ab} _

EW] go (n— o0). (239)

6. Total Service Factor:

Em

W > 0} ~e =Pt (240)

Megjegyzés 16.1 Tegyiik fel, hogy a (16.1)-ben az alkalmazotti szint pontosan adott
n = 3 - (1+~) alapjan. Ekkor a varakozasi id6 valoszintiségének aszimptotikus formulaja

a kovetkezsképp alakul:

L L ey (- o).

Vomn 1—p

Megjegyzés 16.2 Ha a (230)-ban az eltérés nagyobb, mint o(v/))), mint példaul:

P{W >0} ~

nzg-(1+v)+o(A),

akkor a (236)-(240)-es képletek még mindig teljesiilnek. Jollehet a (235)-6s kozelités rossz
eredményt adhat.

6.3. A teljesitmény vezérelt miikodési elv

A teljesitmény vezérelt miikdési elv (ED) a kovetkezs képletekkel jellemezhets:

nzﬁ-(l—v)%—o(ﬁ), v>0. (241)
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A rendszer kihasznaltsagi tényezdje:

A

p=———>1

n 1—x
Ha a (241)-ben az o(v/A) = 0, akkor a p és a v kozotti Gsszefiiggés a kovetkezo:

) p—1
ésy = ——. (242)
1 —~ P

p =
Lemma 12 Tegyiik fel, hogy a
G(x) =~

egyenldség egyetlen megoldasa z*, valamint a tiirelmi id6 strtség fiiggvénye pozitiv :
g(xz*) > 0. Ekkor:

1.
2
J ~ W ~exp{Ak(7)}, (243)
ahol -
k(y) 2 2 <1 - %) - /0 Glu)du.  (244)
2. )
e~ (20)

3.

Ji~at T~y /W ~xexp{Nk(y)}.  (246)

Tétel 10 (rendszer jellemzdk) A (12)-es lemma értelmében az M /M /n+G sorbanallasi

modell rendszer jellemz6i ED esetén a kovetkezSképpen adhatok meg:

e Exponencidlisan csokken annak a valoszintisége, hogy a kiszolgalas azonnal megtor-

ténik:
1 (x*)
P{W =0} ~ Vo exp{—Ak(7)}.  (247)

e Az elhagyés valoszintisége a v ~ 1 — %
P{Ab} ~ ~. (248)
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Az E[V] atlagos ajanlott varakozasi id6 az x* konstanshoz konvergal:
E[V] ~ ™. (249)
Az ajanlott varakozasi id6 valoszintleg szintén x*-hoz konvergal:

VLo (250)

Definialjuk a G* = {G*(z),z > 0} eloszlas fiiggvényt a kévetkezd modon:

G(z) _ G(z) x
G*(x):{G(m*) -9 Lasa
1 , >t

(Valojaban a G* a min(z*, 1) valoszintiségi valtozo eloszlas fiiggvénye, ahol 7 a
tiirelmi id6.) Ekkor a W atlagos varakozasi id6 gyengén konvergal a G* eloszlas
fiiggvényéhez:

w5 G (251)

Tovabba:

*

E[W] — Elmin(z*,7)] = /Ox G(u)du. (252)

A véarakozasi id6 eloszlésat a kovetkezok adjak:

1 Jt<az”
P{V>t}~{0 fo (253)

G(t) ,t<az*
P{W>t}~{0() tiz (254)

A varakozasi id6 eloszlasa x* kornyékén a kovetkezd modon kozelithets: Legyen

—00 < t < oo. Ekkor
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Megjegyzés: ED miikodési elv esetén az atlagos varakozési id6 nem konvergél nullahoz.
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7. fejezet

M /M /C+M modell elhagyas és

ujraprobalkozas figyelembe vételével

Tekintslink egy olyan call center modellt, ahol C darab kiszolgdlé varja a beérkezé
hivasokat. A kiszolgalasi id6kozok, melyek tartalmazzak a beszélgetés és a beszélgetés
utani rovid osszefoglalo idGszakokat, exponenciélis eloszlasiak p paraméterrel. Az el&szor
probalkozo tigyfelek hivasai A paraméterti Poisson folyamat szerint érkeznek. Ezeket a
hivasokat "els6dleges hivas" cimkével latjuk el. Azok az tligyfelek, akik az érkezés pil-
lanataban talalnak szabad tigyintéz6t, azonnal kiszolgalasra keriilnek, majd elhagyjak a
rendszert. Azonban, akik nem talalnak szabad kiszolgalot az érkezéskor, 3 valoszintiséggel
blokkolédnak. Ezek a blokkolddott tigyfelek § paramétert exponenciélis eloszlast idé el-
telte utan p valoszintiséggel djraprobalkoznak. A gyakorlatban a p nem egy konstans
valészintiség, de a konnyebb kezelhetGség érdekében most azt feltételezziik rola. Azok az
tigyfelek, akik ugyan csatlakoznak a varakozasi sorhoz (1 — (3 valoszintiséggel), de bizonyos
varakozas utan mégsem talalnak szabad kiszolgalot, elhagyjak a rendszert. Az elhagyés
exponencialis eloszlast #; paraméterrel. Ezen tavozé iigyfelekrsl feltételezhetjiik, hogy
azonos ujraprobalkozési tulajdonsaggal rendelkeznek, mint a blokkolédott tigyfelek. Rov-

iden Osszefoglalva:

e \: Az elGszor probalkozo tigyfelek hivasainak ("els6dleges hivasok") érkezési inten-

zitasa.
e )\o: A teljes hivas érkezési intenzitas (megfigyelt hivas intenzités).(Ag > )

e C: A kiszolgalok szama.
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w: A kiszolgalési intenzités.

B: A pillanatnyi blokkolas valészintisége azon tigyfeleknél, akiket az érkezés pil-

lanataban nem szolgaltak ki, mert nem volt szabad kiszolgélo.

e 01: Azon tigyfelek elhagyasi intenzitasa, akik csatlakoztak a sorhoz.

p: a blokkolodott és tavozo (abandoning) tigyfelek tjraprobalkozasanak valoszint-

sége.
e 0: a blokkolodott és tavozo (abandoning) tigyfelek ujraprobalkozasanak intenzitasa.

Megjegyzés: A teljes hivas érkezések két kiilonallo hivasaramlasbol tevédnek Gssze: az
elsédleges hivasokbol (A paraméterrel) és az ismételt hivasokbol (tjraprobalkozasok). A
teljes hivas érkezési intenzitast A\g-val jeloljik (Ag > A).

Most a modell egy olyan esete keriil bemutatasra, amikor az ligyfeleket tajékoztatjak az
elére lathatd varakozasi idejiikrél az érkezés pillanataban. Ez az elére kiszamitott id6 egy
becsiilt varakozasi id6, ami azon alapszik, hogy ténylegesen mennyi tigyfél varakozik a sor-
ban, szemben azzal, hogy mennyi érkezik. Igy az tigyfél blokkolési tulajdonsaga a sorban
varakozo tigyfelek szamanak fiiggvénye. Legyen r(k) (k > (') annak a valoszintisége, hogy
egy érkezd ligyfél blokkolodik, ha k—C' ligyfél varakozik a sorban. Ez annak val6szintiségét
jelenti, hogy a kozolt varakozési id6 meghaladja az iigyfél varakozasait, ami a kovetkezd
modon fejezhet ki:

r(k) =B+ (- AP(T < S)  (257)

Az egyenletben szerepls T egy valoszintiségi valtozo, ami az {ligyfél tiirelmi idejének
hatarértékét irja le, Sy pedig egy olyan valoszintségi valtozo, ami az iigyfél érkezése,
valamint egy szabad kiszolgal6 elérése kozotti idot irja le. Mivel a kiszolgalasi id6kozok
exponencialis eloszlastak, ezért az Sy Erlang eloszlasiu (k — C + 1 és C'u paraméterekkel).
Ekkor hasznos lehet az egyenléségben szereplé P(T < Sy) értéket a P(T < E[Sy]) értékkel

becsiiljiik, ahol:
k—C+1

Cp

Ha feltessziik, hogy a T kiiszobérték exponencialis eloszlast 0, paraméterrel, akkor:

B[Sk =

k—C+1

rk)=1—-(1—-p8)e " < | (258)
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Ez a megkozelités felteszi, hogy ha egy tligyfél gy dont, hogy csatlakozik a sorhoz,
akkor azutdn méar nem hagyja el azt, mig ki nem szolgéljak. Feltételezhetjiik, hogy a
sorban varakozo iigyfelek enyhithetik a 6 intenzitasa elhagyast, ahol az 1j elhagyési in-
tenzitas kevesebb, mint a kezdeti (tdjékozatlan) 6; elhagyési intenzitds. Tovabbéa, ha 6

elég kicsi, akkor az S nem valtozik jelentGsen.

7.1. Stacionarius analizis

A sztochasztikus modell

A Markov lanc alkalmazasa lehetévé teszi az olyan call center modellézését is, ami
a megismételt hivasokat is figyelembe veszi. Jelolje a rendszer allapotat (m,n), (m,n >
0), ahol m jelenti az iigyfelek szamat a valos rendszerben (azok, akik kiszolgalas alatt
vannak és akik a sorban varakoznak), és n azon tigyfelek szamaét, akik ismétlik a hivasukat.
(A hivas ismétlés exponencialis eloszlasa, § paraméterrel.) A valos sor véges puffereivel
ellentétben m és n végtelenek. A numerikus megoldés meghatéarozasa céljabol a korlatlan
rendszert egy csonkitott rendszerrel kozelitjiik, ahol m-et Ki-re, n-et Ky csonkitjuk.

Ekkor a Markov lanc atmenet intenzitasait a kdvetkezdképpen irhatjuk le:. Legyen
Qmn)(m' )y 3z (m,n) allapotbol az (m',n’) allapotba valé dtmenet intenzités, m,m’ =

0,1,....Ki,n,n" =0,1, ..., K5. A nemnulla 4tmeneti intenzitasok a kévetkezdk:

A ,0<m<C,0<n<K,
Qlmamon+rm) = {A(l—r(m)) ,OC<m<K;,0<n<K,
mp ,0<m<C,0<n<K,
Q(m’n)(m_l’"):{C’u—{—(m—C)(l—p)H ,C<m<K;,0<n<K,
no ,0<m<(C,0<n<K,
Qenmmsrn-n = {né(l—r(m)) ,OC<m< Ky, 0<n< K,

Qmn)m-1nt1) =(m—=C)pf C<m <Ky, 0<n <K,
Qummymminy =pr(m)A C<m <K, 0<n< K,
Qmm)mn-1) = (1 =p)r(m)d C<m <Ky, 0<n <K,

Mivel ez nem tiinik egy specidlis struktiranak, ezért nem is konnyd analitikusan

megoldani a fenti Markov lancot. Azonban standard numerikus moédszerek alkalmazésa-
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val hozzajutunk egy numerikus megoldéashoz stacionarius eloszlas és csonkitott (véges) al-
lapottér esetén. A & cél egy pontos approximacio lefrasa végtelen allapotterd problémak
megoldéaséra, ahol a megvalositaskor megprobaljuk a K és K csonkitott korlatokat addig
novelni, amig a névelés méar nem lesz hatassal a stacionarius eloszlasra. El6tte azonban a
rendszer jellemz6k keriilnek bemutatasra. Legyen m,,,m = 0,...,K;,n = 0,1,..., Ky
az (m,n) allapotbeli stacionarius valoszintiség és legyen 7T, a stacionarius visszatérési

(ajraprobalkozasi) intenzitas (a megismételt hivasok szdma egységnyi id6 alatt). Ekkor:

Ko K,
T.=) n6Y Tmn (259)
n=1 m=0

Ezen feliil a visszatérési intenzitast a Markov lanc numerikus megoldaséanak és a (259)
kifejezés hasznalataval is megkaphatjuk, ami ugyan numerikusan pontos eredményt ad,
azonban mégis sok id&t igényel a kiszamitasa.

Megjegyzés: Legyen E[B] a foglalt kiszolgalok atlagos szama. Ekkor a T, visszatérési

intenzitas a kdvetkezdképpen szamolhato:

P
T, = rp()\ — E[B]u) (260

7.2. Fluid approximaci6

Habar a fent leirt sztochasztikus modell hasznalataval numerikusan ki tudjuk szamolni
a rendszer jellemzGket a visszatérések figyelembe vételével, azonban ez a szamolas igen ne-
hézkes. Ezért a kovetkezs egyszert approximécos modszer esetén a Markov lanc d&tmeneti
intenzitasait kicseréljiik determinisztikus aramlasi intenzitasokra. Mivel a kévetkezé mo-
dell egy determinisztikus, folytonos aramlasi modell, ezért fluid approximacioként fogunk
r4 hivatkozni.

A modell leirdsahoz elsd lépésben cseréljiik ki az eredeti sztochasztikus modell szerinti
diszkrét allapot teret egy folytonos allapot térre. Jeldlje (z1(t), za(t)) azt az allapotot,
ahol z1(t) a valodi puffer allando szintje, xo(t) pedig a korpalya allando szintje a t id6pil-

lanatban. Ekkor a teljes érkezési intenzitas az alabbi médon adhaté meg:
Az x1(t) beérkezé hivasaradat fiigg a Ag(t)-tol és a blokkolasi intenzitas-tol a t iddpil-
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lanatban. Hasznélva a determinisztikus approximéciot, a névekedés aranya xi(t)-ben:
(1—r(x1(t)))No(t), ahol r(x) a blokkolas valészintisége, ha x a valodi puffer szintje. Ahhoz,
hogy ezt a valoszintiséget meghatéarozzuk, kiterjesztjiik a (258)-as egyenletet a folytonos

allapot térre a kovetkezd modon:

z—C+1

ra) =4 L= (=B e har=C
0 , egyébként

A puffer szint csokken a kiszolgalasok befejezése és az elhagyasok miatt. Ez a cstkkenési

arany z1(t)-ben a kovetkezd kifejezéssel egyenld:
pMin(x(t),C) + 0Maz(x,(t) — C,0).

Ezek alapjan

d
% = (1= r(z1(£)))Ao(t) — pMin(z1(t),C) — OMaz(zy(t) — C,0)  (262)
Egy megegyezd kovetkeztetéssel eljutunk a kovetkezd differencial egyenlethez:

d(lfg

e p(r(z1(t)) Xo(t) + Maz(21(t) — C,0)) — dxo(t) (263)

A Xo(t) helyére beirva a (261)-es egyenlség jobb oldalat a kévetkezd differencial egyenlet
rendszert kapjuk:

1 — (1 —r(a1 (1)) (0x2(t) + A(t)) — pMin(z:(t), C) — 0Mazx(x1(t) — C,0)
2 — pr(x(t))(622(t) + A(t)) = dxa(t) + OpMaz(x:(t) — C,0) (264)

melynek megoldéasaval megkapjuk az (x1(t), z2(t))-t. Melybdl

lim —dxl(t) = lim —d:m(t)

— = 2
t—oo  dt t—oo  dt 0, <65)

ami lehetévé teszi, hogy elérjiik a stacionérius puffer szinteket, azaz v és xo-t:

{ limy o0 21(t) = 21

limy o 22(t) = 29

Az lathato, hogy ha a kihasznaltsagi tényez6 p = (A/Cu) kisebb vagy egyenld, mint 1,
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akkor az zo nulla. Ebben az esetben a kozelités nem szolgaltat informaciot a rendszer
visszatérési intenzitasarol. Nézziik azt az esetet, amikor p > 1, ekkor a z; > C. Ezt
felirhatjuk agy is, hogy Min(x,,C) = C és Max(z, — C,0) = x; — c. Ekkor a (264)-es

egyenlet rendszer alakja stacionarius esetben a kovetkezo:

{ (I =7r(z1))(0xe + ) =Cpu+60(x, — C)
dxo = pr(z1)(dxe + X) + Op(z1 — C)

{p(ém + ) =pCu+6p(xy — C) + pr(xz)(dxs) + A
dxo = pr(z1)(6xe + X) + Op(z1 — C)
és veégiil azt kapjuk, hogy:

{p(é:cg +A) — e =pCu
dxo = pr(xy1)(6xe + A) + Op(z1 — C) (266)

A valodi puffer szint stacionarius esetben:
(A =pCp)r(zy) +6(1 —p)(x; — C)( A= Cpu (267)

A (267)-es egyenletet egyszeri matematikai modszerek segitségével méar megoldhatjuk,
melynek megoldasaval megkapjuk z; értékét. Majd az zo értékét meghatarozva azt ve-
hetjik észre, hogy s fiiggetlen 0-t6l. Ez egy hasznos tulajdonsag, melynek segitségével a
t6bbi paraméter (c, p, A, § és p) is konnyebben becsiilhetd a gyakorlatban.

A visszatérési intenzitas, T, (fluid) fiiggetlen 0-t6l.

7.3. A nem allandésult rendszer vizsgalata

A legtobb esetben azok a paraméterek, amiket egy call center modellezése soran
hasznalunk idében valtoznak. Gondoljunk a beérkezd hivasokra. Nyilvan egy olyan call
center esetén, ami napi 24 éraban mikodik, jol lathato, hogy a hivasok érkezési inten-
zitdsa mas nappal és éjjel. Tehat id6tsl fiiggd mennyiség, hiszen nem mindegy, hogy
a nap, hét, vagy év melyik szakaszaban jarunk. Nyilvan a beérkezési intenzitasok val-
tozasanak megfelelGen kell valtozni a kiszolgalok szaméanak is. A call centerek miikodése
soran taldn ez jelenti az egyik legnagyobb probléméat, hogy meghatarozzak a sziikséges
kiszolgalok szamat. Ezt tipikusan tgy oldjak meg, hogy a napot idGintervallumokra oszt-

jak, és ezekben az intervallumokban a kiszolgalok szama mar allandénak (konstansnak)
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tekinthetd.

Most tekintsiik a nap valamelyik hasonld, T hosszusagu idGintervallumat. Ez id6 alatt
a rendszer paraméterei A(t), C, u, 0, p, 0 és r(z) allandoak. Tegyiik fel, hogy az intervallum
kezdetekor a valos sor hossza a9, a korpalyaé pedig x3. Az alabbi differenciéal egyenlet

rendszer

o1 — (1= r(ay (1)) 0a(t) + (1)) — pMin(ar (1), C) — OMaz(ar(t) - C.0)
2 = pr(ay (1)) (8aa(t) + A1) + OpMaz(a (1) — C.0) (268)

lehetévé teszi, hogy megbecsiiljiik a sorban torténd valtozasokat a tekintett idén beliil.
Pontosabban, ki tudjuk szamolni a valos sor 21, valamint a kérpalya a1 hosszat a T id6-
tartam alatt. Mivel ezt analitikus eszkozokkel nem lehet kiszamolni, ezért egy numerikus
algoritmust szeretnék bemutatni. Ehhez els6 lépésben valasszuk meg 29 és x5 megfelels

kezdeti értékét minden idGintervallum esetén. Ekkor az algoritmus a kovetkezd:

e 1. lépés: Inicializalas: 29 = 2§ = 0. A (268)-as egyenlet rendszer hasznalataval

hatarozzuk meg x1(t) és xo(t) értékét a megfeleld paraméter értékekkel (C)A,...)
0 <t <T esetén. Legyen z1 = x(T) és zl = xo(T).

e 2. lépés: Inicializalas: x¥ = x1 és 2) = z1. (268)-as egyenlet rendszer hasznalataval

hatdrozzuk meg x1(t) és xo(t) értékét T < t < 2T esetén. Legyen z! = 2,(27) és
xd = xy(27).
e i-edik lépés(i > 3): Inicializalas: 29 = z1 és 2 = 2. (268)-as egyenlet rendszer

hasznalatéval hatarozzuk meg x1(t) és xo(t) értékét (1 — 1)T < t < (i)T esetén.

Legyen 21 = 2, (iT) és a1 = 2,(iT).

e Mindezt addig folytassuk, mig i = n.
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8. fejezet

Az M/M/C/K+M modell

0

*
2 | —
Uj hivasok (&) sor /

[+
j=0)
megfigyelt hivasok __ ¢
( ANENENESE
A \ g
< Elhagyas|(2) __ g
<
Visszatérés (3)[— Szétkapcsolas 1_.,Igényvesztés.
-p
[c]-
Ugynakak

Tekintsilink egy call centert C kiszolgaloval. Feltételezziik, hogy az tigyfelek \ paraméte-
rii Poisson folyamat szerint érkeznek, a kiszolgalasi id6kozok pedig exponencialis elosz-
lastuak p paraméterrel. Azok az tigyfelek, akik az érkezés pillanataban nem talédlnak tétlen
kiszolgalot, azok varakoztatd éallasba keriilhetnek. A rendszerben maximum K {igyfél
tartozkodhat, melybdl a varakoztatottak szama nem haladhatja meg a K — C' -t. Ezen
iigyfelek kozott lesz olyan, akinek a varakozas meghaladja a tiirelmét, ezért elhagyja a
rendszert. Feltessziik, hogy az elhagyés exponencialis eloszlasu 6 paraméterrel, melyet a
modell paraméteréiil szolgald M jelol.

Az az tugyfél, aki akkor érkezik, amikor K hivo mér a rendszerben van, hall egy
iizenetet, amiben megkérik, hogy telefonaljon késébb. Feltételezésiink szerint ezen tigyfelek
0 paramétert exponencidlis eloszlast id6 eltelte utéan p valoszintiséggel Gjraprobalkoznak.
Ugyanakkor feltessziik azt is, hogy aki elhagyja a rendszert az mar kés6bb nem fog visz-

szatérni.
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Modellezés folytonos ideji Markov lanc segitségével

A rajz alapjan lathatjuk, hogy a rendszer egy kétdimenzios Markov lanc segitségével
modellezhets. Az els6 dimenzidé megegyezik a valés sorral, ami a C darab kiszolgalobol
és a varakozési sorbol all. Ebben a valés sorban 1év6 6sszes iigyfél szdma nem haladhatja
meg a K-t. A méasodik dimenzi6 megegyezik azon iigyfelek soraval, akik blokkolédnak és
akik Gjratarcsaznak. A visszatérést figyelembe vevs irodalmakban ez a sor kérpalya néven
ismert. A sor hosszarol altalaban feltessziik, hogy végtelen. Ennél fogva az allapot (m,n)
alakban irhato fel, m = 0,1,..., K, n = 0,1, ..., ami megyegyezik azzal, hogy m iigyfél
van a valodi sorban, és n pedig a korpalyan. Ez utébbi ligyfelek adott id§ eltelte utan

ujraprobalkoznak.

A visszatérés jelenségének numerikus analizise

Ha 0 nagyon nagy, akkor feltehetjiik, hogy a szétkapcsolt tigyfelek p valdszintiséggel
azonnal djraprobalkoznak, és 1-p valoszintséggel fogjak elhagyni a rendszert. Megis-
mételve az el6z6 kjelentésiinket, lathatjuk, hogy a szétkapcsolt iigyfelekre es6 tjraprobalko-
zésok szama geometriai eloszlast kovet, ezért az atlagos probalkozasok szama p/(1 — p).
Ebbdl kifolyolag nagy o mellett egyensulyi dllapotban a visszatérési intenzitas a kdvetkezs

képlettel becsiilhets:
A, = A
L—=p

Nagyon alacsony ¢ értékek esetén, mivel az tigyfelek csak hosszi idGszak eltelte utan

PK (269)

fognak ujratarcsazni, feltehetjiik, hogy a visszatérések aradata Poisson eloszlasu és fiigget-
len az 1j hivasoktol. Ebben az esetben el6szor a visszatérési intenzitast hatarozzuk meg

stacionarius esetben:

ahol px annak stacionarius valoszintisége, hogy a rendszerben K darab tigyfelet taldlunk
ugy, hogy figyelmen kiviil hagyjuk az tjratarcsazast. Ez alkalommal az érkezési intenzitas
egyenls lesz A\g-val. Igy px Ao fiiggvénye. Mivel A\g = A + \,, ezért azt mondhatjuk, hogy
a px A, fiiggvénye. A (270)-es egyenletbdl ezutan egy fixpontos egyenletet kapunk. A

fixpont eljaras meghatarozza az allandosult visszatérési intenzitast a kévetkezd modon:
1. Legyen A} = \.

2. Szémitsuk ki a \! érteket a (270)-es egyenlGség segitségével.
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3. Legyen \j™ = X\ + AL,

4. Ismételjiik az utolsé két 1épést addig, amig |\t — Ai| < e.

Visszatérések figyelmen kiviil hagyasa

Cél a visszatéréses modellezés hatasainak bemutatasa a személyzet méretezésnek fi-
gyelembe vételével. Tegyiik fel, hogy a call center meghatarozza a személyzet 1étszamét
azért, hogy minimalizalja a kiszolgalok szamat, elérve egy adott ag elvégzési intenzitast,
amit elfogadasi intenzitasnak is nevezhetiink, és ami megadja azon hivok aranyat, akiknek
sikeriilt kapcsolodni egy kiszolgalohoz, azaz akik se nem blokkol6dtak, se nem hagytak el
véglegesen a rendszert. Meghatarozzuk a kiszolgalok optimalis szaméat, majd 6sszehason-
litjuk az M/M/C/K+M modell azon esetével, amikor figyelmen kiviil hagyjuk a vissza-
térést. Mindezt a megfelel6 Markov lanc egyenstlyi allapotbeli eloszlasanak megoldasaval
végezziik el.

Figyelmen kiviil hagyva az tjraprobalkozasokat, az elfogadési intenzitast, ayg-et a
kovetkezd képpen irhatjuk fel:

A oL
OéNRzl—w, (271)

ahol px annak stacionarius eloszlasa, hogy K tigyfelet talalunk a rendszerben (blokkolasi
valoszintiség) és Lq az atlagos sorhossz. Ekkor a stacionarius valoszintiség kozvetleniil
szamolhatd. Ahhoz, hogy elérjiik ezzel a kivant kiszolgalasi szintet, egy inverz rekurziv
eljaras hasznélataval meghatarozhatjuk a sziikséges kiszolgalok szamat. Ebben az esetben
nincs kiilonbség az tjonnan érkezé és megfigyelt hivasok kozott.

Abban az esetben amikor a visszatéréseket is figyeljiik, akkor elGszor ki kell nyerniink
az Gjonnan érkezd hivasok beérkezési intenzitasara vonatkozo informaciokat az adatbazis-
ban téarolt hivasi adatokbol. Ezt a kévetkezs rekurziv algoritmus alapjan tehetjiikk meg.
Legyen f(\, i, ¢, K1, K>, 0,0, p) az a fiiggvény, ami kiszamolja a Apeq figyerr megfigyelt hiva-
sok intenzitésat, amikor minden més paraméter adott. Ao jeloli a kivant megfigyelési

intenzitast, és a € a kivant pontossagot. Ekkor az algoritmus a kovetkezs:
1. inicializalas
2. 4156 = 0 68 Tpales = Ao

3. amig a hiba > e,
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4 A= (Ta196 + Ttelss) /2

5. Amegpigyerr = f (A, i, ¢, K1, K3,0,0,p)
6. hiba:=|Apnegfigyeit — Mol

7. ha (hiba > €)

8. ha (/\megfigyelt < /\0)

9. akkor x)¢4 = (T4]s6 T Tfelss)/2
10. kiilonben o5 = (4156 T Tfelss) /2

Jelolje ar a hivasok azon hanyadat, akik kapcsolodtak egy kiszolgélohoz. Természete-
sen ez egy kiszolgalasi szint, ami az elérhets adatokbol konnyen kiszamolhato. (a befe-
jezett hivasok szama / megfigyelt hivasok szama).

Ha meghatéaroztuk az ujonnan érkezett hivasok intenzitasat (\), akkor ag meghataroz-

hato a kovetkezd kifejezés hasznalataval:

)‘0 - A Zi{io PKn — 6 Zfﬁl NPpKn — QLQ
Ao ‘

aR = (272)
Az egyenletben szerepl6 pg ,, valoszintség, n = 0,1, ..., Ky a fejezet els6 alrészében szerepld
Markov lancnak felel meg, ahol megkoveteljiik a A ismeretét. Lq jeldli a modell atlagos

sorhosszat, figyelembe véve az ujraprobalkozasokat. Ekkor:

Lo - f; (i-0) ip)

A (272)-es egyenlet jobb oldalanak szamlaloja megadja a kiszolgalokhoz kapcsolodod
hivasok széamat azaltal, hogy levonja a blokkolt hivisokat és az elhagyokat. Ez a szamlalo
ugyanakkor felirhato a call center altal szolgaltatott hivasok aranyaként (up) is. Az ag a

kovetkezdképpen adodik:

AW Ao

Amikor a call center nem tudott kiilonbséget tenni az ijonnan érkezé és az tjraprobal-

kozo hivasok kozott, akkor a szolgaltatasi szint meghatérozésa az ar = up/Mo képlet
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alapjan tortént, ami megadta a kiszolgalt hivasok mértékét. Azonban egy vevs perspek-
tivajabol a megfelel6bb szolgaltatési szint mértéke az lett volna, ha a szolgaltatasi szint azt
fejezné ki, amit az tligyfelek tapasztaltak. Képletben kifejezve: O/R = up/A. Ez egy szolgal-
tatéasi szint az olyan call centerek szaméara, amelyeknek nincs technikai lehetGségiik arra,
hogy megkiilonboztessék az el6szor probalkozé és az Gjraprobélkozé hivokat egymaéastol,

azok szamara sajnos nem lesz kozvetleniil mérhetd.
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9. fejezet

QBD kozelitések altalanos tirelmi

eloszlassal

Most egy olyan tobbkiszolgalos sorbanéllasi modellt fogunk tekinteni, ahol az ligyfelek
végteleniil tiirelmesek, igy nem fogjak elhagyni a rendszert azel6tt, hogy kiszolgalnak Gket.

Tegytik fel, hogy a kiszolgalok szama c. Legyen a rendszer kapacitasa N (> ¢), melyrdl
feltessziik, hogy véges. A hivasok A paraméterii Poisson folyamat szerint érkeznek, és
FCFS (First-Come First-Served) elv szerint, vagyis érkezési sorrendben keriilnek kiszol-
galasra. Ha egy beérkez6 hivas azt tapasztalja, hogy a rendszernek nincs szabad kapa-
citasa, akkor az a hivas blokkolodik és elvész. Azonban ha az érkezés pillanatdban van
szabad kiszolgalo, akkor az tligyfél azonnal kiszolgédlasra keriil. Maskiilonben addig vér,
mig egy kiszolgélod elérhetévé nem valik. A kiszolgalasi id6kozok pedig exponencialis el-
oszlastiak p paraméterrel. Minden olyan esetben, amikor egy tigyfél tavozik a rendszerbdl
a kiszolgalo & paramétertd exponencialis ideig {iresjarati allapotban fog tartézkodni, ami
fiiggetlen a kiszolgalasi id6t6l és minden egyéb paramétertél. Miutan letelt az iiresjarati
id6, a kiszolgalo tjra elérhetévé valik, és amennyiben a varakozasi sor nem iires, azonnal
megkezdSdhet egy tligyfél kiszolgaldsa. Ha a sor iires, akkor a szerver mindaddig elérhetd
marad, mig egy tjabb hivo nem telefonal.

Vizsgaljuk meg a modell mitikodését stacionarius esetben. Ekkor tekintsiink harom
kiilénbo6z6 allapotot, amelyben egy kiszolgalo tartozkodhat. Ezek: (1) foglalt, (2) tiresjara-
ti és (3) elérhets. Egy allapotot a kévetkezé modon jeldliink: (n,4,7), ahol n a sorhossz,
1 az Uresjarati allapotban tartézkodo kiszolgélok szama és j a foglalt kiszolgélok szama.

Nyilvan a kimaradt kiszolgalok elérhetdk. Legyen aVb = maz(a,b). A lehetséges allapot-
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atmenetek a kovetkezdk:

e (0,4,7)-b6l (0,4,5 + 1)-be A intenzitassal,0 <i<cés0<j<c—1;

0,4,7)-b8l (0,74 1,7 — 1)-be ju intenzitassal,0 <i < cés0< j <c—i;
0,%,7)-b6l (0,i — 1, j)-be i€ intenzitassal,0 < i <cés0<j <c—7;
o (n,i,c—1)-b8l (n,i+1,c—i—1)-be (c—i)p intenzitassal,0 <n < N és [0V (c+n—N—-1)] <i<¢

(
(
(
e (n,i,c—1)-b6l (n+1,i,¢ —i)-be X intenzitassal,l0 <n < N és [0V (c+n—N+1)]) <i<g¢
(
(

n,i,¢—1i)-b6l (n — 1,5 —1,c — i+ 1)-be i intenzitassal,0 <n < N és [0V (c+n— N)] <i < ¢
Jelolje N,(t) a sor hosszat, I,(t) a iiresjarati allapotban 1évé és I,(t) a foglalt kiszolgalok
szamét. Ekkor definidlhatjuk a p(i, j) stacionérius valoszintiséget az alabbi modon:
p(i,j) 2 Jim PriNy(t) = 0,L,() = i, Io(t) = j]  (274)

ahol 0 <i < cés0<j<c—i. Ekkora m(n,i) stacionarius valoszintiség:

m(n,i) 2 lim Pr[N,(t) = n, I,(t) = i,1,(t) =c—1i]  (275)

t—o00
0<n<N,[0V(c+tn—N)] <i<ec Legyen p(n) = (p(0,n),p(1,n —1),...,p(n,0)),

ahol 0 <n <césm(n)=(r(n,0V(c+n—N)),...,m(n,c)), ahol 0 <n < N. Ekkor a 7
stacionarius valészintiségi vektor a kdvetkez6 moédon definidlhato:

1>

(p(0),...,p(c — 1), m(0), ..., m(N)) (276)

s

melyet a 7Q = 0 egyenlet rendszer és a 717 = 1 normalizalé feltétel megoldasaval [11]
kapunk meg, ahol 0 egy nullakat tartalmazoé sorvektor, 17 az egyeseket tartalmazé osz-
lopvektor és () az infinitezimalis generatormatrix, melynek blokk-tridiagonéalis alakja a

kovetkezs:
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AOO By o 0 0

Do1 Ao1 Boa
0 Doz Aoz
: N Bo.c—2
Q= Do.1 Age-1 Boe-1 (277) ,
Dy Ay By
D, Ay . 0
By_1
0 e e 0 Dy Apn
ahol N > 1.

Vizsgéljuk meg a Q-beli matrixokat. Az elsé esetben minden matrixnak két alsé indexe
van. Amikor i kiszolgalo tiresjarti és j foglalt allapotban van 0 < < cés 0 < j < ¢ —1,

akkor az érkezd tigyfelek kiszolgalasa azonnal megkezdddik. Ebbdl adodik, hogy :

A0 0 0
A0 0 0o X .o

B0,0—<)\ O), Bo’1—<0 \ 0),...,Bo,c1— 0 : ) (278)
0 0 X 0

ahol By 1 egy kx (k+1) -s matrix, ahol 1 < k < c. A kiszolgalas utan a kiszolgal6 atmegy
iiresjarati allapotba, majd ha a varakozasi sor iires, akkor tjra elérhetévé valik. Mivel az

iiresjarati allapotban val6 tartézkodasi id§ exponencialis eloszlasti € paraméterrel, ezért

0O ... ... 0
0 O ) )
0 & . :
Do = ¢ ) Do2=1| ¢ 0 |,....D0c= . s (279)
0 2 0 2 :
0 c&

ahol Dy egy (k + 1) x k-s matrix, ahol 1 < k < ¢. Mivel a kiszolgalasi id6kozok
exponencidlis eloszlastiak p paraméterrel, ezért Ay, minden 0 < k£ < ¢ — 1 esetén egy
(k+1) x (k+ 1)-s négyzetes matrix, ahol Agy = (—\) és
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* (c—Lp 0 ... 0
x 2u 0 0 :
* .
AO,lz < 0 « )7 AO,QZ 0 * % a"‘vAO,Cflz : 2/,6 0 ’ (280)
0 0 =« : -
0 ... 0 %

ahol az atloban 1évs elemeket csillagokkal jeloltiik. Ertékiiket tgy hatarozzuk meg, hogy
a () méatrix soraiban 1évé elemek Gsszege nulla legyen.

Most nézziik meg azt az esetet, amikor egyetlen kiszolgélé sem elérhets. Annak
érdekében, hogy a méatrixok egyszertisodjenek, tekintsiink egy olyan végtelen kapacitasu
sorbanallasi modellt, amely minden idépillanatban megegyezik az eredeti véges kapacitasu
modellel. Ekkor meg lehet mutatni, hogy a matrix sorozatok {B,}5°, {40}, {Dn}2,
mindegyike (¢+ 1) x (c+ 1)-es méatrixokbol all a végtelen kapacitasi modell esetén. Ezen
feliil ezek a matrixok homogének és n-t6l fiiggetlenek. Jelolje (X); ; az X méatrix (7, j)-edik
elemét, ahol a sor és az oszlop indexek nem 1-t6l hanem 0 -t6l kezd6dnek. Ekkor az A,

B, és D,, matrixok a kovetkezd forméban adhatok meg:
(Bn)i; = Aij, (281)

(An)ij = (= D)udij1 — [(c —i)p+1i&ldi; — Ny j,  (282)

n > 0 esetén, és
(Dn)i,j = i§5i7j+17 (283)

n > 0, ahol J; ; a Kronecker delta, vagyis

Al ,hai=j
Y0 L hai#g (284)

Ezeket a méatrixokat konnyen at tudjuk alakitani azokra a matrixokra, amelyeket az
eredeti véges kapacitasi modell esetén kaptunk.

Most vizsgaljuk meg a rendszer jellemzdket stacionarius allapotban. Jelolje pp annak
valoszintiségét, hogy egy érkezd hivas blokkolodik és elvész, mert nincs szabad kapacités
a rendszerben. Legyen EW, az atlagos varakozasi id6 a sorban és W7 (0) a varakozasi id6
valdszintisége egy sorban allo ligyfél esetén. Ekkor 1 — pgp megadja annak valoszintiségét,

hogy az érkezés pillanataban az {igyfél talalt egy szabad kiszolgalot, vagy talalt egy iires
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helyet a sorban. Képletekkel:

1—pB:ip( 1T+Z Z w(n, k). (285)

n=0 k=[0V(c+n—N+1)]

A teljes érkezési intenzitas és a Little formula hasznalataval azt kapjuk, hogy A =
> o P(n)Boal” + 32055 w(n)B1"

EW, = — EN: nm(n)1”. (286)

Tovabba meg tudjuk hatarozni 1 — W¢(0)-t: azon iigyfelek érkezési intenzitdsdnak,

akiket azonnal kiszolgalnak, és a teljes érkezési intenzitas hanyadosaként.

o
I
—

1—Wg(0) = p(n)17. (287)

==

3
Il
o

9.1. QBD approximaci6

Moé6édszer

Ezzel a modszerrel egy fazis-tipusu valdszintiségi valtozd hasznélatéval kozelitjiik az
tigyfelek tiirelmi idejét. A (folytonos idejii) fazis-tipusi valoszintségi valtozo egy olyan
{0,1,...,m} allapottérrel rendelkezé Markov lanc 0 abszorbeald allapotaba valo atmeneti
idejeként adhato meg, melynek adott az (ag, o) kezdGallapot-valoszintiség vektora és az

infinitezimalis generatormatrixa:

0 0
(2o}

ahol a egy m hosszt sorvektor, T az egy m X m-es matrix, t7 egy m hosszt oszlopvek-
tor és 0 egy nullakbol allo sorvektor. A kozottiik 1évs kapesolat: T17 47 = 0T tovabba
ap 4+ al? = 1. A késébbiekre vonatkozoan azt feltételezziik, hogy a tiirelmi id6 eloszlas
fiiggvénye nagy valoszintiséggel nem veszi fel a nullat, és mivel oy = 0, a kiszolgalas azon-
nal megtorténik, ha az érkezé tligyfél talal szabad kiszolgalot. Ahhoz, hogy teljesitsiik
egy Markov lanc infinitezimélis generatormétrixédnak feltételeit, ahhoz T diagonélis ele-
meinek negativnak, a nemdiagonalis elemeknek nemnegativnak és t7 elemeinek szintén

nemnegativ értékdeknek kell lenniiik. Jelolje (77);; a T matrix (i,j) elemét, és ¢; pedig a

84



tT i-edik elemét. Ekkor
(T)M < O, TZL"]‘ > O,tl > 0, (289)

ahol
1<i#j<m.

Megfogalmazhatunk egy szint-fiiggs véges QBD [12] (kvazi-sziiletési-halalozasi= quasi-
birth-death) folyamatot azaltal, hogy minden varakozo6 tigyfél fazis valtozoit nyomonkovet-
jik. Tegyiik fel, hogy egyetlen kiszolgal6 sem érhetd el, vagyis mindegyik vagy foglalt vagy
tiresjarati allapotban van. A sorbanallasi modell allapotéat (n, i, {i1,i,...,i,}) alakban
irhatjuk fel, ahol i kiszolgalo {iresjarati allapotban van (ily médon a maradék c-i kiszolgald
foglalt), i a sorban lévé k-adik tigyfélnek a fazis tipusa valtozoja, 1 <k <nésn >0a
sor hosszat adja meg. A k-adik tigyfél alatt azt a hivot értjik, aki a sor elejétdl tekintve a
k-adik pozicion tartozkodik. Végiil jelolje (0,7) a modell azon allapotét, amikor i szerver
iiresjarati, a maradék c-i fogalt allapotban van, de a sor hossza nulla.

Helyettesitsitk a {B,}Y !, {4, N, és {D,}Y_, matrixokat a {B,}N=}, {4}V, és
{D,}N_, matrixokkal a lentebb leirt moédon. Egy olyan érkezs tigyfél, akinek varakozni
kell a kiszolgélasra, egy fazis-tipusi valdszintiségi valtozoval irhaté le, amely az i-edik
periodusban kezdédik és a; valoszintséggel rendelkezik, ahol 1 < i < m, és B, minden

n > 0 esetén a kévetkezSképpen van megadva:

n

B, =B, ®L,®1I,...QI,%au, (290)

ahol I egy k x k-s egységméatrix és @ pedig a Kronecker-szorzas operatorat jelsli. D,-re
vonatkozoan két lehetGséget tekintiink. Az elsé annak az tligyfélnek az esetét jeloli, aki a

tiirelmetlenség kovetkeztében tavozik a sorbol. Legyen U, a kovetkezé modon adva

n i—1
e e
Ua 23 10 @I T @t @1 @ Ly ® 1, (291)
=1 nti

ahol, n > 0. A masik az azon tigyfelek esetét jelenti, akik egy iiresjarati allapot vége
miatt tavoznak a sorbol. Mivel a kiszolgalési elve FCFES, ezért az els§ tavozo tligyfél a
sorbol azonnal kiszolgalésra keriil, még ha a sor nem is lires. Ha a sor iires, akkor az

iiresjarati allapotban 1évé kiszolgalok egyike elGidéz egy dtmenetet az iiresjarat végén, de
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a sor tovabbra is iires marad. Ezutan D,, a kovetkez6képpen van megadva:

n—1

D,=D,217%1,Q1,...0 I, +E, ®U,, (292)

ahol E, = I.,1,ahol 1 <n < N —cés E, = [07Iy_p41], ahol N —c <n < N. A, olyan
atmeneti intenzitasokbol all, amelyek nem veszik figyelembe az iigyfelek érkezését vagy
tavozasat, amig nincs n varakozo tigyfél a sorban. Ezek az dtmeneti valtozasok irjak le
a fazis-tipusu tiirelmi id§ eloszlasanak véltozoiban és a foglalt vagy iiresjarati allapotban

lévé kiszolgalok szamaban bekdvekezd valtozasokat. Legyen T, n > 0

n—1

ToTo.. TeT, (293)

T, 2

ahol @ jeloli a Kronecker-féle sszegz6 operatort. Es legyen A,,, n > 0

i A, ,n=20
" lA 9T, ,0<n<N. (294)

Mikozben a fazis-tipusa eloszlas arra hasznalhatd, hogy egy altalanos tipusu eloszlast
kozelitsiink vele és a Markov tulajdonsagoknak koszonhetGen konnyen is kezelhetd, azon-
ban egyetlen fazis-tipusa valtozé nem elegendd ahhoz, hogy megadjuk az altalanos eloszlas
pontos kozelitését. Kovetkezésképpen a T matrix m méretének nagyobb egyenlének kell
lenni mint ketts. Ezért igen nehéz lehet megoldani egy nagy kapacitastu call center sor-
banallasi modelljét, mivel a kezelend§ matrixok mérete exponencidlisan né, az N értékének

novekedésével.
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10. fejezet
Erlang kalkulatorok

Dolgozatom utolso fejezetében a targyalt modellekhez kapcsolodo, Ger Koole és Marco
Bijvank illetve Auke Pot és Ger Koole altal fejlesztett Erlang kalkulatorokrél szeretnék

emlitést tenni, melyek az alabbi weboldalakon elérhetdk:
e http://www.math.vu.nl/obp/callcenters/

e http://www.few.vu.nl/~ koole/ccmath/

Erlang C kalkulator

A kalkulator matematikai hatterét az Erlang C modell képezi, melynek altalaban két
fontos rendszer jellemz§jét szoktuk vizsgalni: az egyik az atlagos varakozasi idg, a méasik
a kiszolgalas szintje. A kalkulator lehet6vé teszi szamunkra ezen rendszer jellemz&k becs-
lését, de lehetGség van a modell paramétereinek a becslésére is. Példaul a sziikséges kiszol-
galok szamat meg lehet hatarozni, ha megadunk egy kivant kiszolgalasi szintet (legyen ez
valamint azt, hogy hany hivas érkezik egységnyi id6 alatt.

A modellnek tobb hatranya is van. Ezek koziil a legfontosabbak:
e nem veszi figyelembe az elhagyasokat.

e abban az esetben, ha til kevés kiszolgélonk van, akkor a modell végtelen hosszi

varakozasi id6t eredményez.

e a vonalak szamét végtelennek feltételezi.
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A kalkulator segitségével jol lehet szemléltetni ezt a végtelen varakozasi idét.

Erlang-C Calculator

—Drata
Arrivals 200.00 pEr | minute
Service tume 0492 minutes v
Number of agents |60 {integer required)
[ Average waiting time |infinity seconds v
[ Service lewvel 000 Yo waits less than |infinity seconds v

compute the missing values ]

Erlang B kalkulator

Az Erlang B kalkulator hatterét az Erlang-féle veszteséges rendszer adja, ahol az
igényvesztés valoszintiségét az Erlang B formula segitségével szamitjak ki. Bemutatasara
tekintsiik a kovetkezd egyszert példat: Egy 30 csatornés telefonkézpontba atlagosan 20
maéasodpercenként érkeznek hivasok Poisson-eloszlas szerint. A kiszolgalasi id§ exponen-

cidlis, 10 perc atlaggal. A kérdés az, hogy az érkezé hivasok hany szazaléka vész el?

Erlang-B Calculator

—Data
Arrival rate 3.00 pEr | minute
Service time 10.00 minutes %

Mumber of agents |30
out ¥ Blocked (1325 %

Clcocupancy 8675 %0

[ compute the missing values

A valasz: az érkezd hivasok 13.25%-a fog elveszni.

Erlang X kalkulator

A hatterét képz6é modell az Erlang C modellel ellentétben, mar figyelembe veszi az

elhagyéasokat és a visszatéréseket (ajrahivasokat), és a vonalak szamat is végesnek tekinti.
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Ezaltal kozelebb &ll a call centerek valés vilagahoz, mint az Erlang C modell. A kalkulé-
tor segitségével lehetGségiink van megbecsiilni az elébbieken tul a hivok atlagos tiirelmi
idejét, vagy akar azt, hogy a hivasok hany szézaléka vész el, vagy hany szazalék hagyja el

a varakozasi sort.

Megtalalhatjuk ezen az oldalon az Erlang C kalkuldtor egy olyan véltozatéat, ahol
a hivasok kifelé és befelé egyarant irdnyulnak (Erlang C calculator with call blending).
Tovabbé lehet6ségiink van egyéb érdekes kalkulatorok illetve szimulatorok megismerésére

is, de ezekre mar nem térnék ki.
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11. fejezet
Osszefoglalas

Dolgozatom bevezets részében adtam egy kis betekintést a call centerek torténetébe.
Mi jelentette az alapproblémat, amit meg kellett oldani, és mit talaltak ki a megoldasara.
Majd ravilagitottam arra a tényre, hogy a call centerek egyre nagyobb teret nyerve meg-

talalhatok életink szamos teriiletén.

Mindezek utan Osszegytjtottem és bemutattam néhany sorbanéllasi modellt, melyek
segitségével a call centerek modellezhet6k. Mindig olyan call centereket vizsgaltam, ahol
csak befelé iranyul6 forgalom van. Els6ként az Erlang C modellt targyaltam, ami a leg-
egyszeribb modell. Végtelen hosszusagu varakozasi sorokat, valamint végteleniil tiirelmes
tigyfeleket tételez fel. Ebbsl adéddan beszéltem a fontosabb hatranyairdl, mely szerint
nem veszi figyelembe a tiirelmetlen iigyfelek tavozasat a sorbol. FEzutan haladtam a
valos call centereket egyre inkdbb megkozelité modellek felé, igy targyaltam az Erlang A
modellt, mely mar figyelembe veszi elhagyast. Kovetkezett ennek egy altalanosabb esete
az M/M /n+G modell, majd M/M/C+M modell elhagyés és tjraprobalkozas figyelembe
vételével és az M/M/C/K+M modell. Igyekeztem 6sszegezni az adott modell tulajdon-
sagait, rendszer jellemzéit, esetlegesen azt, hogy milyen médon tudjuk megbecsiilni a
modell paramétereit, illetve hogy milyen kapcsolatban all més modellekkel. Tovabba
emlitést tettem olyan kalkulatorokrol, amelyek hatterében az altalam is targyalt mod-
ellek valamelyike all. Ezek az Erlang kalkulatorok lehetéséget adnak nekiink arra, hogy
bizonyos paramétereket vagy rendszer jellemzdket gyorsan és hatékonyan kiszamoljunk,

tovabba szimulaljunk veliik.
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Remélem dolgozatommal a téma irant érdekl§d6k szaméara sikeriilt egy kis betekintést
nyujtanom a call centerek vilagaba. Lathatjuk, hogy ezek az egyszertinek szamité mo-
dellek is elég nehéz matematikai szamitasokat igényelnek. Mivel manapsdg mar nem is
call, hanem contact centerekrdl beszéliink, igy ha végigtekintiink a dolgozaton (ami a
valos telefonkdzpontoknak is csak egy leegyszertsitett masat vizsgalta), akkor el tudjuk
képzelni, hogy milyen nehéz és bonyolult matematikai modellek, szamitasok hasznélatara

van sziikség egy contact center modellezéséhez.
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