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1 Introduction

In the present work we describe a high-order, stable finite element family.
The dissertation consists of four chapters, where in Chapter 1 we give a short
review of the basic notions and theorems about the finite element methods,
while Chapters 2, 3 and 4 contain the results of the author.

Numerous numerical experiments show that the use of high-order finite
elements is advantageous in solving flow problems, see e.g. [10], [11]. It is well
known that the motion of an incompressible viscous fluid can be described
by the Stokes equations. In the dissertation we consider triangular finite
elements for the two-dimensional Stokes problem which is the following: find
functions @ : Q — R? and p : Q — R such that

— A+ gradp = fj
—diva =0,

’J‘F = /J(]a

where I' = 012 is the boundary of the domain, and f is a given external force
field. Here @ = (uy,uy)? is the velocity vector and p is the pressure.

For the finite element solution of the problem (1.1)—(1.3) we divide ©
into finitely many triangles and we approximate the solution of the problem
with functions that are polynomials on each subdomain. In the case of the
pressure it is common to use discontinuous approximations to ensure the
elementwise mass conservation property.

In the case of a given finite element discretization it is always a question
whether the discrete inf-sup condition implying the existence of a unique,
stable solution is fulfilled.

In [12] Scott and Vogelius investigate the Py /Py_; finite element pair
(polynomials of order k for the velocity and (k — 1) for the pressure) where
there is no continuity requirement for the discrete pressures. For k > 4 the
element is inf-sup stable if the triangulation does not contain near-singular
points. A vertex of the triangulation is called singular point if the edges
meeting in this point lie on two straight lines.

An other problem caused by the singular points is that in the presence
of these points the nullspace of the discrete gradient operator is larger than
the nullspace of the gradient operator in the original problem (where it con-
tains only constant functions). This means that while in the continuous case
the pressure can be determined uniquely up to an additive constant, after



the finite element discretization of the problem we have a system of linear
equations which has a higher dimensional nullspace.

To ensure the grid independent stability one may consider the non-con-
forming elements where the velocity is approximated trianglewise by poly-
nomials of order k that are continuous on the common side of two adjacent
triangles only in the kth-order Gauss-Legendre points. These points are the
roots of the kth-order Legendre polynomial defined over the given side of the
triangle. The pressure, similarly to the Scott-Vogelius elements, is approxi-
mated trianglewise by polynomials of order k — 1.

The cases k =1, k = 2 and k = 3 are investigated by Crouzeix and Ravi-
art [7], by Fortin and Soulie [9], and by Crouzeix and Falk [8], respectively.

In [7] the authors show that the continuity requirements in the Gauss-
Legendre points ensure the optimal order of convergence.

The construction of the second-order element differs from the cases k =
1,3. If E =1 or k = 3 then for the degrees of freedom of the velocity part
one can choose the 3k Gauss-Legendre points on the sides of the triangle and
W points distributed uniformly inside the triangle.

If &k = 2 then there exists a second-order polynomial which disappears in
all the six second-order Gauss-Legendre points on the sides. This polynomial
is called a second-order non-conforming bubble function. In this case one
gets the velocity part of the finite element by adding trianglewise the bubble
function to the velocity space of the second-order Scott-Vogelius elements.

In the past few years several authors have dealt with the study of non-
conforming finite elements.

In [6] the elements of order k = 4 and k = 6 are investigated. Simi-
larly to the second-order case the authors define bubble functions of order &
and the non-conforming elements are given by enriching the corresponding
conforming velocity spaces with these bubbles.

In the present work we deal with the description of a non-conforming
finite element family which generalizes the low-order (k = 1,2, 3) cases.

2 Some finite element families

For even k the discrete velocity space of the non-conforming finite element
family defined later in the dissertation (similarly to the case k = 2 considered
by Fortin and Soulie) can be obtained as the enrichment of the velocity space
of the appropriate Scott-Vogelius element. In this way we start with study



of the algebraic properties of the Scott-Vogelius elements.
In the case of the kth-order Scott-Vogelius element the discrete pressure
(P) and the discrete velocity (V},) spaces are the following

P(Q) :={pe L*(Q) : pla €Pr1(A), AT},
V() :={7 € (Hy(Q)* : Tla € (Pe(A))? AT}, (2.1)

where 7}, is a triangulation of the polygonal domain Q and Py (A) denotes
the space of polynomials of maximal order k& defined over the triangle A.

Under a homogeneous boundary condition the discrete Stokes problem is
the following: find u), € V}, and p, € P, such that

a(ii, Un)+b(Th, pr) = (f.0h)o  Vih € Vi,
b(ﬁh, qh) =0 th € Ph N Lg(Q),

where

Scott and Vogelius [12] prove that in the case of k > 4 if the triangulation
contains o singular points then the nullspace of the discrete gradient operator,
i.e. the space

NVh,k(Q) = {p € P, : b(ﬁ,p) =0 Ve Vh}

is 0 + 1 dimensional.

However, the authors give just the dimension of this space without desc-
ribing the space itself.

Theorem 2.1.8 If the triangulation of a polygonal domain ) contains o
singular points then for k > 4 there exists a basis of Ny, , (), which can be
described as follows. Besides the constant function, to each singular point
corresponds a function which is zero everywhere — except on the triangles
around the given point.



In the proof of the theorem we describe the elements of the basis cor-
responding to the four types of boundary singular points and to the inner
singular points (see [2]). In the lemmas below P;,a’ﬁ (x) denotes the Jacobi
polynomial of order k£ on the interval [—1, 1] with parameters «, # and with
leading coefficient 1.

Lemma 2.1.9 Let Sy be a boundary singular point of type I. (see Figure
2.1). Denote by Ay the triangle which contains the point Sy, and let Sy and
Ss be the other two vertices of Ay (then S1Sy and S1S3 lie on the boundary

of Q). Denote by )\gl) the barycentric coordinate on Ay, which is equal to 1
in the point S1. Then the function

dlay = PO =20),  glawa, =0 (2.2)

is an element of Ny, ()

53 SQ

Aq Aq A

Sl 52 Sl SO 53
Figure 2.1: Boundary singular points of type I and II.

Lemma 2.1.10 Let Sy be a boundary singular point of type II and Ay, A
be the triangles containing the point Sy. Denote by Sy, Sy and Sy, Sz the
remaining vertices of A1 and Ao, respectively, where S1S53 lie on the boundary
of Q (see Figure 2.1). We may assume that the point Sy is at the origin, i.e.
So = (0,0), and let Sy = (a1,b1), S3 = (a3, b3) = —to(ay,by) with some
to > 0. ]f

0,2 1 1 0,2 2 _
dloy = PP =227, oy = = PP =22T), dlavaay =0,

where /\gl) and )\52) are those barycentric coordinates in Ay resp. Ao which
are equal to 1 in the point Sy, then q € Ny, ,(q)-



Lemma 2.1.11 Let Sy be a boundary singular point of type I11, and A1, As,
Az be the triangles which contain the point So. Denote by S;, i = 1,2, 3,4, the
remaining vertices of the triangles ;, i = 1,2,3 (see Figure 2.2). Here SyS;
and SoSy are parts of the boundary of Q2. Let Sy = (0,0) and S; = (a;, b;),
i=1,2,3,4, where (as, bs) = —to(a1,b1) and (ag,by) = —t1(az, be) with some
to,t1 > 0. Then the function

0,2 1 1 0,2 2
glay = PP =20),  gla, = —%Pi_fu — ),

1
—Pl(co—’Ql)(l - 2)\2(33))7 q|Q\(A1UA2UA3 = 07

alaa = tot1

where )\:(31), A§f> and )\:(33) are the coordinates in A1, Ao and Az, respectively,
which are equal to 1 in the point Sy, is an element of Ny, ,(q)-

51 Sl

So

S4

S3 S3
Figure 2.2: A boundary singular point of type III. and IV.

Lemma 2.1.12 Let Sy be a boundary singular point of type IV, and A;,
1 = 1,2,3,4, be the triangles which contain the point Sy. Denote by S;,
i = 1,...,5, the remaining vertices of the triangles A;, i = 1,2,3,4 (see
Figure 2.2). Here SyS4S5 is a part of the boundary of Q. Let Sy = (0,0) and
Si = (ai,b;), i =1,...,5, where (a3, b3) = —to(ay,b1), (as,bs) = —t1(az, be)
and (as, bs) = —ta(ag, by) with some to,t1,ty > 0. Then the function q defined



as
0,2 1 1 0.2 2
dloy =PV =207), alay = = P (1 = 20),
I D2 3 1 (0.2 4
q’A:a = ﬁpl(c—l)(l - 2)\% ))a q‘A4 = _t_Pl(c—l)(l - 2)\% ))a
ol1 2
qlov(auasua, =0,
where )\:(;‘)) 1 =1,...,4, are the coordinates in A;, i = 1,...,4, which are

equal to 1 in the point So, is an element of Ny, , ()-

S1

S3

Figure 2.3: An inner singular point.

Lemma 2.1.13 Let Sy be an inner singular point, and A;, 1 = 1,2,3,4, be
the triangles around Sy (see Figure 2.3). Let Sy = (0,0) and S; = (a;,b;),
i = 1,2,3,4, the remaining vertices of A;, i = 1,2,3,4, where (a3, b3) =
—to(ay, b1), (ag,bs) = —t1(az, be) with some to,t; > 0. Then for the piecewise
polynomial defined as

0,2 1 1 0,2 2
dlay =PV =20"), glay = = PPT (1 -20),

1 1 4
alay = P =2X7), qla, = P20,

01 1
qlo\(auasuazua, = 0,

q € Ny, (o holds. Here /\gf), 1=1,...,4, are the barycentric coordinates in
A;, 1=1,2,3,4, which are equal to 1 in the point Sy.



In the case of a given triangulation of 2 to every singular points corres-
ponds a function in the following way. On the triangles around the singular
point it is equal to a function described in the lemmas above and it is equal
to zero in the remaining triangles. It can be proved that these functions are
linearly independent.

In Examples 2.1.13-2.1.15 we show that in the cases k& < 4 the dimension
of the nullspace can be greater than o + 1.

3 Gauss-Legendre elements

Similarly to the cases k = 1 (Crouzeix-Raviart), k = 2 (Fortin-Soulie) and
k = 3 (Crouzeix-Falk) we define the Gauss-Legendre elements in the following
way.

Definition 3.1.1 The non-conforming kth-order Gauss-Legendre element
on ) is defined as

Py(Q) :={p € L*(Q), pla € Pr1(D), AT} (3.1)
V() .= {7 € (L*(Q))?, 0]a € (Px(A))?, and T is continuous in all
kth-order Gauss-Legendre points of all sides of A,
A €T, U=0 in all kth-order Gauss-Legendre points  (3.2)
on the triangle sides E C T'}.

Let A be a fixed triangle with barycentric coordinates Ay, Ao, A3. Consider
the kth-order Gauss-Legendre points on the sides of A and the W inner
points of A with barycentric coordinates

J 14

= M= 1 <jtm<k—2 j+l+m=k

A = —Z
! kK’ k

We want to find a polynomial from the space Py(A) which takes prescribed
values in the points defined above.

Theorem 3.1.2 (Stoyan and Baran [2]) The nullspace of the above interpo-
lation problem is trivial for odd k and one-dimensional for even k.

Based on the theorem above we can described a basis of V% (€2) as follows.
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Proposition 3.1.3 For even k we can start from a standard Lagrangian
basis in every A including its boundary. The resulting finite element velo-
cities are continuous everywhere. Moreover, on each triangle there exists a
nontrivial polynomial of order k such that on the sides of the corresponding
triangle it is equal to a multiple of the kth-order Legendre polynomial defined
on the giwen side. By adding this polynomial trianglewise to the Lagrangian
basis we obtain trianglewise k-th order polynomaials that are continuous on the
common sides of two adjacent triangles in all the kth-order Gauss-Legendre
points.

Proposition 3.1.4 For odd k, based on the above theorem, inside the tri-
angles we can use a standard Lagrangian basis whereas on the triangle sides
the Gauss-Legendre points can be taken as degrees of freedom.

Definition 3.1.9 Let A € 7}, be a given triangle. Then the function

3
1
sty { v -1

i=1
15 called kth-order non-conforming bubble function.

On the sides of A (e.g. A1 =0, A\y = s, A3 =1 — s) we have

1

L f k
BIL = - {P0(1—25) + P (25 — 1)} = { «(s) for even ,

2 0 for odd k,

where Lj denotes the Legendre polynomial of order k on the interval [0, 1].
Thus in the case of even k for the polynomial mentioned in Proposition 3.1.3
we can choose the function BT(f)A.

Remark 3.1.10 For even k one obtains the non-conforming velocity space
Viri(€2) by adding trianglewise a kth order non-conforming bubble function
to the conforming velocity space V, 1 (€2) (defined by (2.1)):

5 o [0
Vre(Q) = Var(Q) + {v, a = (ﬂi) BY\, an,fa€R, Ac Th} .

In Examples 3.1.11-3.1.13 we show that in the case of k = 2 the function
BY) is equal to the bubble used by Fortin and Soulie, while for k = 4 and
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k = 6 it differs from the non-conforming bubbles defined in [6] only in a
conforming bubble, which disappears on the whole boundary of 2.

For odd values of k& does not exist such a polynomial of order k that
disappears on the boundary of a given triangle only in the kth-order Gauss-
Legendre points.

For odd £ in Theorem 3.1.6 and in Remarks 3.1.8 and 3.1.14 we described
k linearly independent polynomials of order k defined over two adjacent tri-
angles which behave similarly to the non-conforming bubble functions: they
disappear in all the kth-order Gauss-Legendre points on the boundary of the
quadrilateral formed by the two given triangles.

We show that for even k the non-conforming bubble function removes the
algebraic singularity of the Scott-Vogelius elements.

Theorem 3.2.1 For even values of k the space
Nype (€) == {geP(Q) : b(T,q)=0 Vie Vi ()}.
18 one-dimensional, it contains only the constant functions.

Using a modification of the macroelement technique of Stenberg [13] we
also prove that for even k the Gauss-Legendre element is stable (see [1]).
We define finitely many macroelement classes satisfying

(i) for each macroelement M from the classes the nullspace of the disc-
rete gradient operator defined over M is one-dimensional, consisting of
functions that are constant on M, i.e. dim Njf = 1, where

N"C::{pGPM : /pdivﬁdx:() VU € VOHX/[},
M

Viisi ={7 : ]a € (Px(A))? VA € M, and ¥ is continuous in all
kth-order Gauss-Legendre points of all sides of A, A C M,
U =0 in all kth-order Gauss-Leg. points of all edges on OM}

(ii) for each h the triangles in 7; can be grouped to form macroelements
such that for the so obtained macroelement partitioning each macro-
element belongs to one of the macroelement classes.

Theorem 3.3.4 If the above macroelement conditions are satisfied then for
k > 2 the inf-sup condition holds for the finite element family defined in
(3.1)—(3.2).
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Since in the case of even k the nullspace of the discrete gradient operator is
one-dimensional for arbitrary polygonal domains €2 the only restriction in the
choice of the macroelement classes is the macroelement condition (ii). The
simplest possibility is to define only one class, such that each macroelement
from this class consists of a single triangle.

Theorem 3.3.7 For even values k > 2 the finite element (3.1)—~(3.2) is
stable.

4 Numerical results

In this chapter we provide some numerical results connected to the non-
conforming finite elements. Using Matlab computations for different values
of k and for various triangulations in the case of Scott-Vogelius and Gauss-
Legendre elements we compute the discrete inf-sup constants (see [3]). The
obtained numerical result support the theoretical statements about the di-
mension of the nullspace of the discrete gradient operator. Further, using
fourth-order Gauss-Legendre elements in the case of criss-cross triangulation
of the unit square we solve a test equation described by Braess and Sarazin
in [4].
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1. Bevezetés

Jelen dolgozat téméja egy magas rendii, stabil, nemkonform végeselem csalad
lefrasa.

A dolgozat négy fejezetre tagolodik: az 1. fejezet tartalmazza azokat az
alapfogalmakat és tételeket melyek a dolgozat tovabbi részeihez sziikségesek,
a 2., 3. és a 4. fejezetben talalhatdak a szerzo sajat eredményei.

Szamos példa mutatja, hogy a magas rendii véges elemek alkalmazasa
hasznos lehet dramlési feladatok megolddsénal [10], [11]. A viszk6zus, Ossze-
nyomhatatlan folyadékok aramlasat a Stokes-egyenletek irjak le, jelen dolgo-
zatban a két-dimenzids Stokes feladat végeselem megoldasaval kapcsolatban
vizsgalunk haromszoges elemeket. A két-dimenzios Stokes feladat:

— A7+ gradp = f, (1.1)
—divu =0,
’J‘F = /J(]a

ahol Q egy két-dimenziés tartomany melynek hatara Lipschitz folytonos (€2
peremét jeloli T'), @ : @ — R? és p : © — R a keresett sebesség, illetve
nyomas, f pedig adott kiilso ero.

A (1.1)—(1.3) végeselem diszkretizdcidjahoz az € (poligondlis) tartoményt
hiaromszogekre osztjuk, majd a keresett sebességet és nyomést haromszogen-
ként adott fokszamu polinomokkal kozelitjiikk. A nyomas fliggvény esetén
gyakran nem folytonos approximéciét hasznalunk, igy biztositva az elemen-
kénti tomegmegmaradast.

Egy adott végeselem diszkretizacié kapcsan mindig felmeriil az a kérdés,
hogy az egyértelmii, stabil megoldas 1étezését biztositod inf-sup feltétel tel-
jestl-e.

Scott és Vogelius [12] a Py /Py_; végeselem part vizsgilta (haromszogen-
ként k-adrendii polinomok a sebesség, és k — 1-edrendii polinomok a nyomas
kozelitésére), ahol a diszkrét nyomas fliggvényekrsl nem feltételezziik, hogy
folytonosak a haromszogek taldlkozasanal. k > 4 esetén az elem stabil, ha a
triangularizacié nem tartalmaz ugynevezett kozel szingularis pontokat. A tri-
angularizacié egy csucsat akkor nevezziik szingularisnak, ha az ott taldlkozd
élek két egyenesen fekszenek.

Ha a h diszkretizaciés paraméter csokkenésével a kozel szingularis pont
tart a szigularis helyzethez, akkor a stabilitds nem teljesiil.
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Egy masik, a szingularis pontok altal okozott probléma, hogy ezen pon-
tok jelenléte esetén a diszkrét gradiens operdtor nulltere nagyobb, mint az
eredeti probléméaban a gradiens operator nulltere, amely csak a konstans
fliggvényeket tartalmazza. Ez azt jelenti, hogy amig folytonos esetben a
nyomas egy additiv konstantél eltekintve egyértelmiien meghatarozhato, ad-
dig a végeselem diszkretizacio utan kapott linearis egyenletrendszernek tobb-
dimenziés nulltere van.

A racstdl fliggetlen stabilitas kapcsan kertilnek el6térbe a nemkonform
elemek: itt a sebességet approximdlé haromszogenként definidlt k-adrendi
polinomok folytonossagat a szomszédos haromszogek kozos oldalain csak bi-
zonyos pontokban koveteljiik meg. Ezek a pontok a Gauss-Legendre pon-
tok: az adott oldalon definialt k-adfoku Legendre polinomok zérushelyei. A
nyomast, hasonléan a Scott-Vogelius elemhez haromszogenként k — 1-edfokt
polinomokkal kozelitjiik.

Ak =1k =2, k=3 esetet rendre Crouzeix és Raviart [7], Fortin és
Soulie [9], ill. Crouzeix és Falk [8] vizsgaltdk.

Crouzeix és Raviart [7] belatték, hogy a Gauss-Legendre pontokban meg-
kovetelt folytonossag biztositja az optiméalis konvergenciarendet.

A masodrendii elem konstrukcidja kiilonbozik a & = 1, kK = 3 esetektol.
Ha k =1, vagy k = 3, akkor a diszkrét sebességek egyértelmiien leirhatoak,
ha értekeiket el6irjuk a hdromszog peremén a Gauss-Legendre pontokban és
a haromszog belsejében egyenletesen elosztott W darab pontban. Ha
k = 2, akkor létezik olyan, az adott haromszog folott definidlt masodrendii
polinom, mely mind a hat Gauss-Legendre pontban eltlinik, ezt a polinomot
masodrend nemkonform buboréknak hivjuk. Ebben az esetben a diszkrét
sebességi teret ugy kaphatjuk, hogy a méasodrendii Scott-Vogelius elem se-
bességi terét haromszogenként a buborék fiiggvénnyel bovitjiik.

Az utébbi években sokan foglalkoztak nemkonform elemek vizsgélataval.

Y. Cha, M. Lee és S. Lee [6] a k = 4, k = 6 eseteket vizsgaltak. Itt,
hasonléan a k = 2 esethez a szerzok nemkonform sebességi teret gy de-
finialtak, hogy az alkalmas Scott-Vogelius sebességi teret egy k-adrendii bu-
borék fiiggvénnyel bovitették.

Jelen dolgozat célja olyan, tetszoleges rend esetén definialt nemkonform
végeselem csaldd leirdsa, mely az alacsony rendi (k = 1,2, 3) esetek dltalano-
sitasa.
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2. Néhany nevezetes véges elem csalad

A dolgozat késobbi részében definidlt nemkonform végeselem csalad diszkrét
sebességi tere paros k esetén az alkalmas Scott-Vogelius elem sebességi teré-
nek bovitése (hasonléan a Fortin és Soulie altal vizsgdlt k = 2 esethez), igy
elébb a Scott-Vogelius elemek algebrai vizsgalataval foglalkozunk.

A k-adrendii Scott-Vogelius elem esetén a diszkrét nyomés (Py,) és se-
bességi (V) terek:

Py(Q) :={p e L*(Q) : pla €Pri(Ad), AT},

Vi = V() :={0 € (Hy(Q)* : ¥]a € (Pr(A))?, A€T}, (2.1)
ahol 7, az Q) poligondlis tartomény egy triangularizicidja, Pr(A) a A hdrom-
szog folott értelmezett legfeljebb k-adfoki polinomok tere.

Homogén peremfeltétel esetén a diszkrét Stokes feladat a kovetkezo: olyan
up € Vy, és p, € Py, fliggvényeket kerestink, melyekre
a(iiy, 0,)+b(B, pn) = (f,0)0 Vi € Vi,
b(ﬁh, qh) =0 th e bP,N Lg(Q)

teljesiil, ahol

Scott és Vogelius [12] belattdk, hogy ha k > 4 és a triangularizécié o darab
szingularis pontot tartalmaz, akkor a diszkrét gradiens operator nulltere, azaz
a

th’k(ﬂ) = {p € Ph : b(ﬁ,p) =0 We Vh}

halmaz o + 1 dimenzidés. Az altaluk adott bizonyitas kombinatorikus, csak a
nulltér dimenzigjardl ad informaciot, a nulltér leirasat nem tartalmazza.

2.1.8 Tétel. Ha eqgy ) poligondlis tartomany eqy triangularizicioja o darab
szinguldris pontot tartalmaz, akkor k > 4 esetén létezik az Ny, , ) térnek egy
olyan bdzisa, amely a kovetkezd modon jellemezhetd. A konstans fiugguény
mellett o darab olyan figgvényt tartalmaz, melyek mindegyike megfeleltet-
heté valamelyik szingularis pontnak: csak a pontot tartalmazo hdaromszogek-
ben vesz fel nulldtol kilonbozo értékeket.
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A tétel bizonyitasa soran a kiilsO szinguldris pont négy tipusa, illetve
a belsd szinguldris pont esetén leirtuk a béazis hozzajuk rendelt elemét (lasd

[2]). Az aldbbi lemmdakban P,(Ca’ﬁ ) (x) jeloli a [—1, 1] intervallumon értelmezett
(a, B) paraméterti, 1 féegyiitthatéju Jacobi-polinomot.

2.1.9 Lemma. Legyen Sy egy I. tipusi kilsé szinguldris pont (ld. a 2.1
dabrat). Jelolje Ay az Sy pontot tartalmazd hdromsziget és legyen Sa, Ss a Ay
masik két csicsa. (Itt 155 és S1S3 a tartomdny peremén fekszenek.) Jeldlje

)\:(31) azt a baricentrikus koordindtat Aq-ben, melynek értéke az S, pontban 1.
Ekkor a

gla, = PYP(1—221)), qlova, =0 (2.2)

Juggvény eleme az Ny, , ) halmaznak.

S S S So S3

2.1. abra. I. és II. tipust kiilsé szinguléris pont

2.1.10 Lemma. Legyen Sy eqy I1. tipusi szinguldris pont, Ay és Ay pedig az
So pontot tartalmazo hdaromszogek. Jelolje Sy, Sy €s .S, S3 a Ay, ill. Ag tobbi
csucesdt, ahol az S1S3 szakasz az Q0 peremén fekszik (ld. a 2.1 dbrdt). Felte-
hetjik, hogy Sy = (0,0) és legyen Sy = (a1,b1), Sz = (ag,bs) = —to(ai,by)
valamely to > 0 esetén. Ha

1
0,2 1 0,2 2 _
dloy = P20 alas = =P =20), dlaysian =0,

ahol )\gl) és )\52) azok a baricentrikus koordindtdk Aq-ben, ill. Ay-ben, melyek
értéke So-ban 1, akkor q € Ny, , (a)-
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2.1.11 Lemma. Legyen Sy egy III. tipusi szinguldris pont és Ay, Ao, Ag
az So-at tartalmazo hdromszogek. Jelolje S;, i = 1,2,3,4, a A;, 1 = 1,2,3
haromszigek tobbi csicsat (lasd a 2.2 dbrat). Az SpSy és SoSy szakaszok
az ) peremén fekszenek. Legyen Sy = (0,0) és S; = (a;,b;), 1 = 1,2,3,4,
ahol (ag, b3) = —to(ai,by) és (a4, by) = —ti(az, be) valamely ty,t, > 0 esetén.
Ekkor a

0,2 1 1 0,2 2
dla =P =2) gl = = PET (- 200,

1
—Pz(go_’Zl)(l - 2)\:(33))7 qlon(auaua, =0,

alas = tot1

Jiggvény eleme az Ny, , () halmaznak. Itt /\gl), )\:(32) és )\:(33) azok a baricent-
rikus koordindtdk Ai-ben, Ag-ben és As-ban, melyek értéke az Sy pontban
1.

51 Sl

52 SQ
So
S5

53 53

2.2. abra. III. és IV. tipust kiilsé szinguléris pont

2.1.12 Lemma. Legyen Sy egy IV. tipusi kiilso szinguldris pont és A;, 1 =
1,2,3,4, az Sy-at tartalmazo hdromszogek. Jelolje S;, 1 =1,...,5, a A;, 1 =
1,2,3,4, tobbi csucsdt (ldsd a 2.2 dbrdt). Az SpS4Ss szakasz az ) peremén
fekszik. Legyen Sy = (0,0) és S; = (ai,b;), © = 1,...,5, ahol (ag,bs) =
—to(ay,b1), (ag,by) = —ti(ag, by) és (as,bs) = —ta(ag, by) valamely to, t1,ty >
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0 esetén. Ekkor a
0,2 1 I 02 2
dlay =P (=20, glas = = PR (1 =20,
1 L2 3 1 02 4
q’A:a = Pl(g—l)(l - 2)‘1(3 ))a q‘A4 = __Pl(c—l)(l - 2)‘1(3 ))a
totl t2

qlon(auasua, =0,

Jiggvény eleme az Ny, , ) halmaznak. Itt /\gf), t=1,...,4, azok a baricent-
rikus koordindtdk A;-ben, 1 = 1,...,4, melyek értéke az Sy-ban 1.
S
S
Sy
S3

2.3. dbra. Egy belsd szinguldris pont.

2.1.13 Lemma. Legyen Sy eqy belsd szinguldris pont és A;, i = 1,2,3,4, az
So korili haromszégek (ldasd a 2.3 dbrdt). Legyen Sy = (0,0) és S; = (a;, b;),
i =1,2,3,4, a A;, i = 1,2,3,4, tobbi csicsa, ahol (az,bs) = —to(a,by),
(a4, by) = —t1(az, be) valamely to,t; > 0 esetén. Ekkor a
0,2 1 1 02 2

dlay =PV =207), alay = = P (1 =20,
I Sz 3 1 (0.2 4
q’A:a = ﬁpl(c—l)(l - 2)\% ))a q‘A4 = _t_Pl(c—l)(l - 2)\% ))a

ol1 1

qlov(auasuazua, =0,

Jiggvény eleme Ny, , (q)-nak. Iit Af;'), 1=1,...,4, azok a baricentrikus koor-
dindtak A;-ben, i = 1,2, 3,4, melyek értéke az Sy-ban 1.
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Az Q egy adott triangularizécidja esetén minden szingularis ponthoz hoz-
za lehet rendelni egy olyan fiiggvényt, amely a szingularis pont koriili harom-
szogekben a fenti lemmakban leirt alkalmas fliggvénnyel egyenld, a triangu-
larizacié tobbi haromszogében pedig azonosan nulla. Be lehet latni, hogy az
igy kapott fliggvények linedrisan fiiggetlenek.

A 2.1.13-2.1.15 Példakban megmutattuk, hogy k < 4 esetén a nulltér
dimenzidja nagyobb is lehet, mint o + 1.

3. Gauss-Legendre elemek

A Crouzeix-Raviart (k = 1), Fortin-Soulie (k = 2) és Crouzeix-Falk (k = 3)
elemekhez hasonldan a Gauss-Legendre elemeket a kovetkezé moddon de-
finialjuk:

3.1.1 Definicié. Adott Q) tartomany és T, triangularizdcio esetén k-adrendi
Gauss-Legendre elem

Py(Q) :=={p € L2(Q), pla € Prr(A), A€ T} (3.1)
Vi) =={v € (L2(Q))*, ¥]a € (Pe(A))?, és ¥ folytonos két szomszédos
hdaromszog kozos oldalan a k-adrendi Gauss-Legendre pontokban,

=0 a'-n fekvd oldalak k-adrendi Gauss-Legendre pontjaiban} .
(3.2)

Legyen A egy adott haromszog A, Ao, A3 baricentrikus koordindtakkal.
Tekintsiik a haromszog oldalain a 3k darab k-adrendii Gauss-Legendre pon-
tot, a haromszog belsejében pedig a

=2 1 <jlbm<k—2 j+l+m=k,

Ao = —
y N2 k? L

M=

koordinatakkal leirt W darab pontot. Olyan, a A haromszog fe-

lett definialt legfeljebb k-adfoki polinomot keresiink, ami a fent leirt 3k +

“"2)2(’“_1) — (k+1)2(k+2) darab pontban megadott értékeket vesz fel.

3.1.2 Tétel. (Stoyan, Baran [2]) A fenti interpoldcids feladat nulltere trivid-
lis, ha k pdratlan és 1-dimenzios, ha k pdros.

A fenti tétel alapjéan a V;'5(92) tér egy bazisdt a kovetkezd médon frhatjuk
le.
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3.1.3 Allitas. Pdros k-ra tekintsik minden hdromszig esetén (beleértve a
hdromszig peremét is) a standard Lagrange bazist. Csak ezt a bdzist haszndlva
a diszkrét sebességek mindenhol folytonosak lesznek. Létezik olyan, az adott
haromszog folott definidlt nem trividlis k-adfoki polinom, amely a hdromszég
oldalain az ott értelmezett k-adfoki Legendre polinom konstansszorosa. Hd-
romszogenként ezt a polinomot hozzaadva a Lagrange bdzishoz olyan hdrom-
szogenként k-adfoki polinomokat kapunk, melyek a szomszédos hdromszogek
kézos oldalain a k-adrendi Gauss-Legendre pontokban folytonosak.

3.1.4 Allitas. Pdratlan k esetén a fenti tétel alapjdn a hdromszogek bel-
sejében a standard Lagrange bazist hasznalhatjuk, mig a hdromszog peremén
a Gauss-Legendre pontokat vdlaszhatjuk szabadsdgi fokoknak.

3.1.9 Definicié. Legyen A € T, eqy adott haromszog. Ekkor a

3
1
s { oo -1
=1

fugguényt k-adrendii nemkonform buborék fuggvénynek hivjuk.
A A hiromszog oldalain (pl. Ay =0, Ay = s, A3 = 1 — s esetén)

! L iros k-
B =5 {PRO( - 26) + PPV (25— 1)} = t(s) péros kera,
| ’ 0 pératlan k-ra

teljestil, ahol Ly jeldli a [0, 1] intervallumon definialt k-adfokd Legendre po-
linomot. fgy paros k esetén a BST)A fliggvényt valaszthatjuk annak a 3.1.3

Allitasban emlitett polinomnak, mellyel az adott haromszogon kibovitjik a
Lagrange bézist.

3.1.10 Megjegyzés. Pdros k esetén a V;';(€2) nemkonform sebességi teret
a kovetkezo médon kaphatjuk meg:

o «
Vhr,bli(Q) = V() + {Ua NS (62) BT(z],C)Aa an,a ER, A€ 7;1} ,

ahol V3, £(€2) a (2.1) 4ltal definialt konform sebességi tér.
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A 3.1.11-3.1.13 Példakban megmutatjuk, hogy k = 2 esetén a BST)A
figgvény megegyezik a Fortin és Soulie altal hasznalt buborék fliggvénnyel,
mig k = 4 és k = 6 esetén a [6]-ban hasznélt nemkonform buborék fiiggvé-
nyektél csak egy konform (a hdromszog teljes peremén eltiing) ,,buborék”-
tagban kiilonbozik.

Ha k paratlan nem létezik olyan k-adfokd polinom, amely egy adott
haromszog peremén csak a Gauss-Legendre pontokban tiinik el.

Paratlan k-ra 3.1.6 Tételben és 3.1.8, ill. 3.1.14 Megjegyzésben k darab
olyan linedrisan fiiggetlen k-adfoku polinomot irtunk le, amelyek két adott
szomszédos haromszog unidjan ugy viselkednek, mint a nemkonform buborék
fliggvények: értékiik a két haromszog alkotta négyszog peremén az Gsszes k-
adrendiit Gauss-Legendre pontban 0.

Belattuk, hogy paros k esetén a nemkonform buborék fiiggvény megsziin-
teti a Scott-Vogelius elemeknél tapasztalt algebrai szingularitast:

3.2.1 Tétel. Paros k esetén a
Nype (€) == {ge P(Q) : b(T,q)=0 Vie Vi ()}.
tér egy-dimenzios, csak konstans fligguényeket tartalmaz.

Belattuk, hogy péros k esetén a Gauss-Legendre elem stabil. Ehhez a
Stenberg altal konform esetre leirt makroelem mddszert [13] mddositottuk
nemkonform esetre (lasd [1]).

A médszer 1ényege, hogy véges sok olyan makroelem osztalyt definialunk,

hogy

(i) az osztélyok mindegyikére teljesiil, hogy az abba tartozé M makroele-
mek folott a diszkrét gradiens operdator nulltere egy-dimenzids (csak a
konstans fliggvényeket tartalmazza), azaz dim N}f = 1, ahol

Nyf = {p ebh, : / pdivide =0 Vv € 0’:‘10\4} ,
M
ot ={0 : Ula € (P(A))* VA € M, és ¥ folytonos minden
k-adrendii Gauss-Legendre pontban két szomszédos haromszog

kozos oldalan, v =0 a k-adrendii Gauss-Leg. pontokban
a OM-hez tartozo oldalakon} ,
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(ii) tetszOleges h esetén a triangularizacié haromszogei 6sszecsoportositha-
téak makroelemekké gy, hogy a makroelemek mindegyike besorolhaté
valamelyik osztalyba.

3.3.4 Tétel. Ha a fenti két makroelem feltétel teljesiil, akkor k > 2 esetén
a véges elem inf-sup stabil.

Korabban belattuk, hogy tetszéleges paros k-ra a diszkrét gradiens operator
nulltere egy-dimenziés a triangularizacétol és az €2 tartomanytol fiiggetlentil,
ezért a stabilitasi bizonyitasban a makroelem osztalyok definidlasanél csak az
(ii) makroelem feltétel teljesiilésére kell figyelniink. A legegyszertibb eset, ha
csupan egyetlen osztalyt definidlunk — az ebbe az osztalyba tartozé makro-
elemek egyetlen haromszogb6l allnak — igy az (ii) feltétel trividlisan teljesiil.

3.3.7 Tétel. Pdros k > 2 esetén a (3.1)~(3.2) elem stabil.

4. Numerikus eredmények

Ebben fejezetben a nemkonform véges elemekkel kapcsolatos numerikus ered-
ményeket kozliink. Matlab programok segitségével a Scott-Vogelius és a
Gauss-Legendre elemek esetén az egységnégyzet kiilonbozo triangularizacioi-
ra kiszamitottuk a diszkrét inf-sup konstanst néhany k értékre (lasd [3]). A
futasi eredmények aldtamasztjak a diszkrét gradiens nullterének dimenzidjara
vonatkozo elméleti eredményeket is.

Szintén Matlab segitségével az egységnégyzet criss-cross triangularizacioja
esetén a negyedrendii Gauss-Legendre elemet hasznalva megoldottunk egy
Braess és Sarazin &ltal [4] ismertetett tesztfeladatot.
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