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Bevezetés

A disszertacié ot fejezetbdl all.

Az elsé fejezetben [4], [5] és [21] alapjan rovid attekintést adunk a formélis nyelvek
elméletének azon fogalmairdl, melyekre sziikségiink van a tovabbi fejezetekben.

A masodik fejezet elsé részében ismertetiink néhany nyelvet, melyek esetében -
tobbnyire a Bar-Hillel Lemma segitségével, egy esetben pedig az adott nyelv karak-
terizacigjanak segitségével - bizonyithatd, hogy hol helyezkednek el a Chomsky-féle
hierarchidban. A fejezet masodik részében a primitiv szavak nyelvét vizsgaljuk, is-
mertetiink szdmos iterdcids (pumpélds) lemmat, és Domosi Pal, Horvath Séndor,
Ito Masami, Készonyi Lészld, és Katsura Masashi [6] cikkének segitségével megmu-
tatjuk, hogy egy adott abécé feletti Osszes primitiv szavak nyelve minden ismertetett
iteracios lemma feltételét kielégiti, igy ebben az esetben az iteracios lemmdék nem
alkalmasak annak a kérdésnek az eldontésére, hogy a primitiv szavak nyelve valddi
kornyezetfiiggd nyelv-e.

A harmadik fejezetben attériink a nemprimitiv szavak nyelvére. Mivel a Bar-
Hillel Lemmaval igazolhat6, hogy ez a nyelv valédi kornyezetfiiggd nyelv, ezért ebben
az esetben a tovabbi vizsgdlatok a nemprimitiv szavakbdl all6 kornyezetfiiggetlen,
linearis és reguldris nyelvek karakterizacidira koncentralnak. ElGszor néhany 1j fo-
galmat vezetiink be - siiri nyelvek és diszjunktiv nyelvek - Shyr [15] konyve és
Shyr és Thierrin [23] cikke alapjan, majd megadjuk a nemprimitiv szavakbdl &ll6
kornyezettiiggetlen nyelvek karakterizacidjat Ito és Katsura [18] cikkének segitségével.

A negyedik fejezet a [2] cikkben Osszefoglalt, Démdsi Pallal és Ito Masamival
koz0s eredményeket tartalmaz. Ebben a fejezetben a harmadik fejezet folytatasaként
megadjuk a nemprimitiv szavakbol allo linearis és regularis nyelvek karakterizacioit.
Végiil ezen eredmények ismeretében megadjuk a Chomsky-féle hierarchia kiilonb6z6
szintjein elhelyezkedd, nemprimitiv szavakbol 4ll6 nyelvek hierarchiajat.

Az o6todik fejezetben a csak primitiv szavakat generdld, kis kornyezetfiiggetlen
nyelvtanok vizsgalatara keril sor. Ebben az esetben Chomsky-féle normal
format hasznalunk kornyezetfiiggetlen nyelvtanok helyett, a konnyebb kezelhetdség
érdekében. Ezt megtehetjiik, mivel minden A\-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz
l1étezik vele ekvivalens Chomsky-féle normal formdju nyelvtan, igy amennyiben egy
kornyezettfiiggetlen nyelvtan generalja egy adott abécé felett az Osszes primitiv szot,
akkor létezik Chomsky-féle normal formaju nyelvtan is, ami szintén generalja az osszes
primitiv szt az adott abécé felett. Tovabba elegendé csak azt igazolni egy-egy nyelv-
tanrol, hogy az adott nemterminalis abécé felett nem general nemprimitiv szot, ezért
csak a nyelvtanok vazat adjuk meg. 1 és 2 nemterminalis esetén konnyt helyzetben
vagyunk, a nyelvtanok karakterizaci6ja egyszerii, viszont 3 nemtermindlis esetén a
lehetséges vazak nagy szama miatt sziikséges volt szdmitégép és megfelel6 prog-
ram hasznalata, annak ellenOrzésére, hogy adott hosszisagig mely vazak generdlnak
csak primitiv szot. Itt meg kell jegyezniink, hogy a fejezet célja nem a fenti fel-
adatot megoldé algoritmus kidolgozasa és leprogramozasa. Egy igen egyszeri prog-
ramrol van szé, melyet mindossze szamitasi eszkozként hasznalunk. A program altal



szolgaltatott eredményeket matematikai modszerekkel igazoltuk, ezek bizonyitjak,
hogy eredményeink helyesek. A program 3 nemtermindlis esetére 12 maximélis
vazat szolgéaltatott, melyek 12 hosszusdgig csak primitiv szavakat generalnak, ezek
mindegyikérdl bizonyitottuk, hogy tetszoleges hosszusagig csak primitiv szavakat
generalnak, ezzel megadjuk a legfeljebb 3 nemtermindlis feletti 0sszes, maximalis, csak
primitiv szavakat generald, Chomsky-féle normal formajui nyelvtan karakterizacidjat.
Eredményeinket a Domdsi Pallal, Manfred Kudlekkel és Dirk Hauschildtel k6zos [1]
dolgozatban foglaltuk Gssze. A nyelvtanok karakterizaciéjabdl kideriil, hogy min-
den - a fentebbi alaknak megfelel6é - nyelvtan a primitiv szavak végtelen, valddi
részhalmazat generalja, valamint azt is igazolni tudjuk, hogy létezik olyan, csak
primitiv szavakbol all6 kornyezetfiiggetlen nyelv, mely nem generdlhatd reguléris
nyelvtannal, igy a csak primtiv szavakbdl all6 kornyezetfiggetlen nyelvek osztalya
bovebb, mint a csak primitiv szavakbdl all6 regulédris nyelvek osztalya. 4 nemter-
minalis esetén a maximalis szamitasi kapacitast kihasznalva 27 hosszusagig vizsgaltuk
a lehetséges vazak altal generdlt szavakat, de ennél a hosszndl még mindig 413
maximalis vazat kaptunk, melyek szama til nagy ahhoz, hogy mindegyik esetrdl bi-
zonyitsuk, hogy 27 hosszusdg felett is csak primitiv szavakat generalnak. Ugyanakkor
megallapithatjuk, hogy ha egy nyelvtan egy legalabb kétbetiis dbécé felett generalja
az Osszes primitiv szét, és nem general egyetlen nemprimtiv szot sem, akkor a mondat-
szimbolum nem szerepelhet egyetlen, a nyelvtan dltal generalt legalabb 2 hosszusagu
szoban sem. Ezek utdn azokra a nyelvtanokra korlatozzuk vizsgalatainkat, melyek-
ben egyik szabdly jobboldalan sem szerepel a mondatszimbélum, hisz csak ezek a
nyelvtanok generdlhatjék az 0sszes primitiv sz6t 3 nemterminalis beti felett. A prog-
ram ebben az esetben - ismét 12 hosszisagig vizsgalva a fentebbi alaknak megfelel6
lehetséges vazakat - 30 maximalis vazat adott, melyek mindegyikérdl bizonyitottuk,
hogy 12 hosszusag felett is csak primitiv szavakat generalnak, ezzel megadjuk a fen-
tebbi alaknak megfelelé Osszes vaz karakterizacidjat. Ezen eredményeket a [3] dol-
gozatban foglaljuk 6ssze. A kapott vazak mindegyike ebben az esetben is végtelen,
valédi részhalmazat generdlja a 3 nemtermindlis feletti 0sszes primitiv szé altal alko-
tott nyelvnek. Az 5 nemterminalis esetének vizsgalatara jelenleg nem all rendelkezésre
a megfelel6 szamitdsi kapacitas, de varhatéan a program altal szolgaltatott vazak
szama tovabb emelkedne a 4 nemterminalis esetében - megszoritasok néliil - kapott
413 vazhoz képest.

1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben attekintést adunk az értekezésben felhasznélt fogalmakrol.
Abécé alatt egy véges, nemiires halmazt értiink: 0 < |V| < co. Az dbécé elemeit
betiknek hivjuk. Az dbécét V-vel jeloljik. Betiik egy véges lancat szonak nevezziik.
Egy P sz6 hosszdn a szét alkotd betiik szamat értjiik ismétlodésekkel egyiitt. (Jele:
|P|.) Az egyetlen betiit sem tartalmazo szot dres szonak nevezzik és A-val jeloljik.
V* jeloli az V' abécé feletti Osszes szavak halmazat, és V' jeloli a V' abécé feletti Osszes,



nemiires szavak halmazét. VT =V*\ {A\}. Ap=wmizy... 2, ésaq=y1y2...Ym $20
egyenld, ha n=m és x; = y; Vi € {1...n}-re.

1.1. Definici6 A p=x,...2, és ¢ =y1...Yp (T1,.. ., Ty, Y1,-..,Yn € V) szavak
szorzatdn a pq = Ty ...T,uY1 - .- Yp Sz0t értjik.

A szavak szorzésa mint mivelet altaldban nem kommutativ. Egy V*-beli p sz6 és
az ures sz6 pA szorzatdn magdt a p szot értjik. Ugyanigy, az tires sz6 és egy V'-beli p
sz0 Ap szorzatan magat a p sz6t értjiik. Tovabba A\ = A. Mivel (pg)r = p(¢r) minden
p,q,r € VT esetén teljesiil, vagyis a szavak szorzdsa mint miivelet a V' elemeire nézve
asszociativ, VT a szavak szorzasdra nézve félcsoportot alkot, melyet V feletti szabad
félcsoportnak is hivunk. Hasonléan, tekintettel arra, hogy (pq)r = p(¢r) minden
p,q,r € V* esetén teljesiil, azaz a szavak szorzasa V™ elemeire nézve is asszociativ,
tovabba arra, hogy Ap = p\ = p, azaz A egységelemet alkot V' *-ban a szorzasra nézve,
a V™ a szavak szorzdsara nézve egységelemes félcsoportot, mas néven monoidot alkot,
melyet V' feletti egységelemes szabad félcsoportnak vagy V feletti szabad monoidnak
is hivunk.

1.2. Definicié Legyen ¢ = p; ...p, alakd, ahol py, ..., p, egyenl6 szavak. Ekkor a ¢
sz6t a p sz6 n-edik hatvdnydnak nevezzik. (Jele: p™.)

1.3. Definicié Egy sz6 hatvdnyszd, ha barmely szénak legalabb masodik hatvanya.
1.4. Definicié Barmely sz6 0. hatvanya az tres szo.

1.5. Definicidé A p sz6 részszava a q szonak, ha léteznek r, s szavak gy, hogy ¢ =
rps.

1.6. Definicidé A p sz6 kezddszelete a q szonak, ha létezik olyan s sz, melyre g = ps.
1.7. Definicidé A p sz végzddése a q szonak, ha létezik r sz6 gy, hogy ¢ = rp.

1.8. Definicié Egy adott abécé feletti dsszes szavak egy részhalmazat az adott abécé
feletti formdlis nyelunek, vagy roviden csak nyelvnek nevezziik. Jele: L, (L C V*).

1.9. Definicié Azt a nyelvet, amelynek egyetlen szava sincs, dres nyelvnek nevezziik.

1.10. Definicié Egy nyelv wvéges, ha csak véges sok szot tartalmaz, egyébként
végtelen.

Miiveletek: A formalis nyelvekre, mint szohalmazokra kozvetleniil értelmezhetdk a
halmazelméleti alapmiiveletek.

L1UL2:{P|P€L1V&gyP€L2}
LlﬂLQZ{P|P€L1éSP€L2}
Ll\LQZ{P|P€L1éSP¢L2}
L=V"\L



1.11. Definicié Két nyelv konkatendciojin a kovetkezd nyelvet értjuk:

Ll'LQZ{PQ|P€L1éSQ€L2}.

1.12. Definicié Legyen : = 1,2,.... Ekkor egy L nyelv i-edik hatvanyan a nyelv i-
szer egymas utdni, onmagdval valé konkatendciéjat értjiik. Jelolés: L'. Megdllapodds
szerint L° = {\}.

1.13. Definicié6 A Fkonkatendcio lezdrdsat az L* = o, Lt Osszefiiggéssel
értelmezziik. Haszndlatos még az LT = L* \ {\} jel6lés is.

1.14. Definicié A G = (Vy, Vi, S, H) rendezett négyest generativ grammatikanak
vagy generativ nyelvtannak nevezzik, ha V = Vy U Vp, Vy és Vi disgjunkt véges
ébéCék, azaz VN N VT = @, S € VN, H Q (VN U VT)*VN(VN U VT)* X (VN U VT)*
A Vi elemeit nemtermindlis jeleknek vagy véaltozoknak nevezziik, és dltalaban nagy-
betiikkel jeloljik. A Vi elemeit termindlis jeleknek vagy konstansoknak nevezziik,
és altaldban kisbetiikkel jeloljik. Az S egy kitiintetett nemterminalis jel, amely a G
nyelvtanban a generdlas kezdéeleme. S-et mondatszimbdélumnak hivjuk. A H elemeit
képez6 (P, Q) rendezett parokat helyettesitési szabdlyoknak nevezzik, és édltaldban
P — @ alakban irjuk. 0 < |H| < oco. A H elemei olyan helyettesitési szabalyok,
amelyek baloldala tartalmaz legalabb egy nemtermindlist.

1.15. Definicié A @) sz6 a P sz6bol eqy lépésben levezethetd, ha léteznek A, B €
(Vv U Vp)* szavak dgy, hogy P = ARB, () = ATB és létezik R — T € H szabdly.
(Jele: P = Q.)

1.16. Definicié T6bb lépésben levezethetd a () sz6 a P szObdl, ha léteznek Ry, ..., R,
szavak ugy, hogy Ry = P, R, =Q, R, = Ry, i=1,...,n—1. (Jele: P=+>Q.)

1.17. Definicié A @) sz6 a P szobdl levezethetd, ha P = () vagy P:+>Q. (Jele:
P=Q.)

1.18. Definicié A G = (Viy, Vr, S, H) generativ nyelvtan altal generdlt nyelven az
L(G)={P | S= P, P € V;"} halmazt értjiik.

1.19. Definicié Két generativ grammatika ekvivalens, ha az altaluk generalt nyelv
megegyezik.

1.20. Definicié6 Chomsky-féle hierarchia

A G = (Vn,Vp, S, H) nyelvtan i tipusd, ha az alabbi megkotések kozil az i.
teljesiil ra.

0. tipusi: mondatszerkezetii nyelvtan
A generativ nyelvtan altalanos definicidjan kiviil nincs kiilon megkotés.
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1. tipusi: kornyezetfiiggé nyelvtan
Minden H-beli szabdly PX(@Q — PRQ alaki, ahol P,Q € (Vy UVy)*, X € Vy,
R € (Vy UVp)T, vagy pedig S — A alakd, de ha S — A € H, akkor S nem
fordulhat el6 egyetlen H-beli szabaly jobboldalan sem.

2. tipusu: kornyezetfiiggetlen nyelvtan
Minden H-beli szabédly P — @) alaki, ahol P € Vi, Q € (Vy U Vp)*.

3. tipust: jobbrdl linearis vagy regularis nyelvtan
Minden H-beli szabaly P — a vagy P — a() alaku, ahol P,Q € Vy, a € V™.

1.21. Definicié Az ¢ = 0,1, 2,3 értékek esetén azt mondjuk, hogy egy L nyelv i
tipusi, ha L-hez van olyan i-tipusi G nyelvtan, amely azt generdlja: L = L(G). Az
¢ tipusu nyelvek osztalyat L£;-vel jeloljik.

1.1. Tétel [4] Minden 3. tipusi grammatika egyben 2. tipusid, és minden 1. tipusi
egyben 0. tipusi is. Tehdt Lo DO Ly és Lo D L3.

1.2. Tétel (Ures sz6 lemma) [4] Minden G = (Vy, Vi, S, H) 2. tipusi nyelvtan-
hoz létezik olyan 1. tipusi G' = (Vy', Vp, S', H') nyelvtan, amelyre L(G) = L(G ).

1.1. Kovetkezmény A Chomsky féle nyelvosztdlyok hierarchidt alkotnak, azaz Ly O
L1 2Ly D Ls.

Megmutathato, hogy a fenti hierarchia valédi, azaz Ly O £, D Lo D L3.

1.22. Definicié Azt mondjuk, hogy egy G = (Vy, Vi, S, H) nyelvtan normdlis alak-
ban van, ha a helyettesitési szabdlyokban terminélis jelek csak X — a (X € Vi, a €
Vr) alaku szabdalyokban fordulnak el.

1.3. Tétel [4] Minden nyelvtanhoz megadhatd vele ekvivalens normdlis alakid nyelv-
tan.

1.23. Definicié Egy nyelvtant A\ - mentesnek nevezink, ha a szabalyok jobboldalan
egyaltalan nem fordul el6 a A, ezért a nyelvtan altal generdlt nyelv nem tartalmazza
az lres szot.

1.24. Definicié Egy G = (Vy, Vr, S, H) kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl azt mond-
juk, hogy Chomsky-féle normdal alaki, ha minden szabdlya X — a vagy X — Y Z
alaku, ahol XY, Z € Viy és a € V.

1.4. Tétel [4] Minden A-mentes kirnyezetfiggetlen G grammatikdhoz megadhatd
vele ekvivalens Chomsky-féle normdl alakd G' grammatika.



2. Szavak és nyelvek kombinatorikus tulajdon-
sagai

A nyelvek kombinatorikus tulajdonsagai vizsgalatanak kozéppontjaban 4ll az adott
nyelvek Chomsky-féle hierarchidban elfoglalt helye. Vannak olyan nyelvek, melyekrdl
mar bizonyitott, hogy pontosan melyik szinten helyezkednek el a hierarchidban,
ilyen példaul egy adott &bécé feletti Osszes palindrémdak- vagy reptitiv szavak
nyelve. Megoldatlan probléma, hogy az Osszes primitiv szavak nyelve egy adott leg-
alabb kétbetiis abécé felett kornyezetfiiggd-e, - mint azt feltételezziik, - vagy pedig
kornyezetfiiggetlen nyelvtannal is generdlhat6. Ismertetni fogjuk a palindromikus-
és repetitiv nyelvek pontos helyét a Chomsky-hierarchiaban, valamint a primitiv
szavak vizsgalatanal hasznalt szamos eljarast, melyek sok esetben segitenek annak
a kerdésnek az eldontésében, hogy egy adott nyelv generalhaté-e kornyezetfiiggetlen
nyelvtannal.

Legyen X egy dbécé. A p = xy...x, (71, ...,3, € X) 820 inverze a pf = x,,...11 s20.
A p sz6 palindréma, ha p = pf. (A ) {ires sz6 trividlisan palindréma.) Ezek utdn az
L C X* nyelv palindromikus, ha minden szava palindréma.

2.1. Tétel [12] Az L C X* reguldris nyelv palindromikus akkor és csak akkor, ha
véges unioja az aldbbi formdyu nyelveknek:

LP = {p}7 Lq,r,s = QT(S’I“)*(]R (p7 q; ’I", s € X*)
ahol p, r és s palindroma.

2.2. Tétel [12] Az L C X* kdrnyezetfiggetlen nyelv palindromikus akkor és csak
akkor, ha az alabbi formaju:

L= {J {pw"|peL(a)}

ace XU{\}

ahol az L(a) (a € X U{A}) nyelvek reguldris nyelvek.

2.3. Tétel [6] Ha |X| > 1 akkor az X feletti dsszes palindromdk halmaza
kornyezetfiggetlen.

Az |X| = 1 esetben az X* nyelv minden szava palindroma és X* egy igen
egyszerl regularis nyelv.

A p nemiires sz6 négyzetszd, ha létezik = sz6, hogy p = a%. A p sz6 repetitiv, ha
tartalmaz négyzetszot. A p szé nemrepetitiv (vagy négyzetmentes), ha nem tartal-
maz négyzetszot. Lathatd, hogy a négyzetmentes szavak egy kétbetiis abécé felett
maximum hdrom hosszisaguak lehetnek. Thue a [17] cikkében bizonyitotta, hogy
egy legalabb harombetis dbécébdl végtelen sok nemrepetitiv szé képezheto.



Az alabbi - Bar-Hillel Lemma néven ismertté valt - tétel klasszikus példaja
az iteracios lemmaknak. Egy olyan - legtobb esetben konnyen ellenérizheto
- megkotést tesz a nyelv bizonyos szavainak alakjara, mely teljesil minden
kornyezetfiiggetlen nyelvre, ezért szamos esetben jol alkalmazhaté egy adott nyelv
nem kornyezetfiiggetlen voltanak igazolasara.

2.4. Tétel (Bar-Hillel Lemma) [8] Minden L kérnyezetfiggetlen nyelvhez léteznek
n, m természetes szamok dgy, hogyV p € L, |p| > n széra p = uvwzy alakban irhatd,
ahol [vwz| < m, |vz| > 0 és ww'wa'y € L minden i > 0 egész szdmra.

A Bar-Hillel Lemma segitségével konnyen beldthatd, hogy a nemrepetitiv szavak
egy tetszoleges halmaza egy adott abécé felett kornyezetfiiggetlen akkor és csak akkor,
ha véges. Figyelembe véve, hogy egy legalabb hdrombetis abécé felett végtelen sok
nemrepetitiv szé talalhaté, kovetkezik az alabbi tétel:

2.5. Tétel [6] Az dsszes nemrepetitiv szavak halmaza egy legaldbb hdrombetiis dbécé
felett nem kornyezetfiggetlen.

Mivel az X* \ L nyelv regularis, ha L C X* véges, ezért lathatd, hogy az Gsszes
repetitiv szavak halmaza egy egybetiis vagy kétbetiis abécé felett regularis nyelvet
alkot. A tobb betiis esetre az alabbi tétel vonatkozik:

2.6. Tétel [14] Egy adott, legaldbb hdrombetis dbécé feletti dsszes repetitiv szavak
halmaza nem kornyezetfiggetlen.

Végezetiil meg kell jegyezniink, konnyen bizonyithato, hogy kérnyezetfiiggo nyelv-
tannal generdalhatd egy adott abécé feletti Osszes repetitiv és nemrepetitiv szavak
nyelve is.

A p szd primitiv sz6, ha nem all el6 egy masik szé hatvanyaként. Pontosabban
megfogalmazva barmely w széra és i > 2 egészre p # w'. A p sz6 nemprimitiv sz6
(vagy hatvdnyszd,) ha létezik w sz6 és 1 > 2 egész, hogy p = w'. fgy az ires sz6
AA = A miatt nemprimitiv. Jelolje ) az Osszes primitiv szavak halmazat az X abécé
felett.

2.1. Definicié Egy L nyelv determinisztikus kérnyezetfiiggetlen, ha felismerheto de-
terminisztikus veremautomataval.

A determinisztikus kornyezetfiiggetlen nyelvek valédi részhalmazat alkotjak a
kornyezetfiiggetlen nyelveknek.

2.7. Tétel [6] Az L nyelv determinisztikus kérnyezetfiggetlen akkor és csak akkor,
ha X* \ L determinisztikus kérnyezetfiggetlen nyelv.

A fenti tétel értelmében annak bizonyitdsahoz, hogy () nem eleme a determi-
nisztikus kornyezetfiiggetlen nyelveknek, elegend6 bebizonyitani, hogy az X*\ @) nem
elégiti ki a Bar-Hillel feltételt. Mivel ez igaz | X| > 1 esetén, ezért igaz az alabbi tétel:



2.8. Tétel [6] Q nem eleme a determinisztikus kornyezetfiggetlen nyelvek hal-
mazdnak, ha | X| > 1.

Ezek utan felmeriil a kérdés, hogy | X| > 1 esetén () valédi kérnyezetfiiggd nyelv-e,
vagy pedig (nem determinisztikus) kérnyezetfiiggetlen nyelv?

Els6 lehetOség természetesen a Bar-Hillel Lemma alkalmazasa a ) nyelvre, am ez
nem vezetett eredményre, mivel ismert az alabbi tétel:

2.9. Tétel [6] Q eleget tesz a Bar-Hillel Lemma feltételeinek.

Mivel a Bar-Hillel Lemma nem vezetett eredményre, mas, a kornyezetfiiggetlen
nyelvekre teljesiilé, erésebb, vagy legalabbis nem gyengébb iteracios és egyéb
feltételeket probaltak alkalmazni a () nyelvre. A jelenleg rendelkezésiinkre all6, min-
den kornyezetfiiggetlen nyelvre teljesiild, a Bar-Hillel Lemmatol erésebb feltételek
koziil el6szor az Ogden feltételt ismertetjiik.

2.2. Definicié (Ogden feltétel) [13] Legyen L C X* egy adott nyelv. Tegyiik fel,
hogy 1étezik csak az L-t6l fiiggd n > 2 egész ugy, hogy ha z € L és megjeloliink tobb
mint n "kitiintetett” poziciét z-ben, akkor z felirhat6é z = wvwxy alakban dgy, hogy
teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. vagy u,v,w vagy pedig w, x,y mindegyike tartalmaz ”kitintetett” poziciét,
2. vwx legfeljebb n "kitiintetett” poziciot tartalmaz,
3. wv™wa™y € L minden m > 0 egészre.

Ekkor azt mondjuk, hogy L kielégiti az Ogden feltételt.
2.10. Tétel [13] Minden kirnyezetfiggetlen nyelv kielégiti az Ogden feltételt.
2.11. Tétel [6] Q kielégiti az Ogden feltételt.

Mivel bizonyitasra keriilt, hogy az Ogden feltételt is kielégiti a () nyelv, ezért
a kornyezetfiiggetlen nyelvekre ismert pumpdlés lemmék kozil egy még erésebb, az
erds Bader-Moura feltétel keriilt alkalmazasra.

2.3. Definicié (Er6és Bader-Moura feltétel) [11] Legyen L C X* egy adott
nyelv. Tegyiik fel, hogy létezik csak az L-t6l fiiggd n > 2 egész ugy, hogy ha z € L
és megjeloliink d "kitlintetett” pozicidt, valamint e ”kizdrt” poziciét z-ben, (egy
pozicid lehet egyszerre "kitiintetett” és ”kizdrt” is,) ahol d > n¢*1, akkor z felirhat6
z = uwvwaxy alakban 4gy, hogy teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. vagy wu,v,w vagy pedig w,x,y mindegyike tartalmaz ”kitiintetett” poziciét,
valamint vz nem tartalmaz kizart poziciot,

2. Ha d' és ¢’ a 7kitlintetett” és "kizart” poziciok szamat jeloli vwz-ben, akkor
d < ne’—{—l)



3. wv™wa™y € L minden m > 0 egészre.

Ekkor azt mondjuk, hogy L kielégiti az er6s Bader-Moura feltételt.

2.12. Tétel [11] Minden kérnyezetfiggetlen nyelv eleget tesz az erés Bader-Moura
feltételnek.

2.13. Tétel [6] Q) eleget tesz az erds Bader-Moura feltételnek.

Vannak az ismertetett lemmdktol erésebb pumpdldés lemmék is, de ¢ azon
lemmak feltételeinek is eleget tesz, ezért ezzel a mddszerrel nem lehet bizonyitani
@ kornyezetfiiggoségét.

2.4. Definicié (Sokolowski feltétel) [16] Az L nyelv kielégiti a Sokolowski
feltételt, ha minden Y C X, |Y| > 2 dbécére és minden uj,us,u3 € X* szora,
ha {uzuszus | x € YT} C L, akkor léteznek o', 2" € Y+, o' # 2" szavak gy, hogy
urx'usx" uz € L.

2.14. Tétel [16] Minden kirnyezetfiggetlen nyelv kielégiti a Sokolowski feltételt.

A Sokolowski feltételr6l bebizonyosodott, hogy az erés Bader-Moura feltétel tel-
jesiilése maga utan vonja a Sokolowski feltétel teljesiilését is, ezért igaz az aldbbi
tétel:

2.15. Tétel [6] Q) kielégiti a Sokolowski feltételt.

Klasszikus lehetdség, hogy keresiink egy R reguldris nyelvet, melyre Q) N R
nem kornyezetfiggetlen, ezzel igazoljuk, hogy () sem az. Mindezidaig egyetlen
ilyen regularis nyelvet sem sikeriilt talalni. A vizsgalatok soran alkalmaztak az
R, = (a*b)", a,b € X, a # b, n > 1 nyelvet, de bizonyitasra keriilt, hogy ha n
legfeljebb 4 kiilonb6z6 prim hatvany szorzataként, vagy négynél tobb olyan py, ..., p,
prim hatvany szorzataként el6all, hogy 1/p; + ... + 1/p, < 4/5, akkor @ N R ebben
az esetben kornyezetfiiggetlen. Nyitott kérdés, hogy ez minden n-re fennall-e.

3. Nemprimitiv szavakbdl allé6 kornyezetfuggetlen
nyelvek

Ebben a fejezetben megadjuk a nemprimitiv szavakbol allo kornyezetfiiggetlen
nyelvek felépitését.

Eloszor néhany 1j fogalommal ismerkediink meg. Legyen A egy adott nyelv.
Jelolje A® a kévetkezd nyelvet: A® = {u’ | u € A}, i > 1 egész. Azt mondjuk,
hogy az u és v szavak konjugdltak, ha v = xy és v = yx valamely x,y € X* szavakra.
Egy A C X* nyelvet siiri nyelvnek hivunk, ha X*uX* N A # () igaz minden u € X*
szora. A definiciébol kovetkezik, hogy a stlirti nyelvek végtelenek. Megjegyezziik még,
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hogy barmely v € X sz6 egyértelmiien felirhaté v = p*, p € @, n > 1 alakban,

ezért X+ = (JQ™. Kénnyen lithat6, hogy @ és X+ \ Q is eleme a siirii nyelvek
n>1

osztalydnak.

Legyen A C X*. Az X* feletti P, ekvivalencia relaciét az A altal adott fé kongru-
encidnak hivjuk, és a kovetkezOképp definidljuk: u = v (P,) akkor és csak akkor, ha
zuy € A & xvy € A teljesiil az 6sszes x,y € X* parra. Egy A C X* nyelv reguldris,
ha a P, relaciéhoz tartozd ekvivalencia osztalyok szama véges. A diszjunktiv nyelvek
osztalyat a kovetkezOképpen definidljuk: az A C X* nyelv diszjunktiv, ha teljesiil
minden u,v € X* széra, hogy ha u = v (P,), akkor u = v. Egy tipikus példa a
diszjunktiv nyelvekre a Q).

A tovabbiakban ismertetjiik azon kornyezetfiiggetlen nyelvek felépitését, melyek
XT\ Q valamint a Q® nyelv egy részhalmazat tartalmazzak.

3.1. Tétel [18] Legyen L C X* egy olyan kérnyezetfiggetlen nyelv, melyre
L C XT\Q. Ekkor Ly = L N QY kirnyezetfiggetlen nyelv és Ly = L N (UQ(Z))

i>3
requldris nyelv. Pontosan megadva, Ly felirhato az aldbbi formdban.:

=(U iy urF

1<i<r
ahol f; € Q, m; >3, k; >1(1<i<r)ésF C UQ(i) véges halmaz.
i>3
3.1. Kovetkezmény [18] Ha i > 3, akkor nem létezik L C X* wvégtelen
kérnyezetfiggetlen nyelv dgy, hogy L C QW

3.2. Tétel [18] Legyen L C X* a Q?) elemeibdl dlld kérnyezetfiggetlen nyelv. Ekkor

L=FU( U{”ba)2|nm>1} U{g] fj2|n>1})

1<i<r 1<5<s
ahol bia? € Q (1 < i < 1), figihj € Q (1 < j < s) és F C QP wéges
halmaz.
Ezek utdn beldthat6, hogy az {(a?b;a™)? | n,m > 1} (1 < i < r) nyelv, és a
{(gsh7 f;)? | n > 1} (1 < j < s) nyelv is kornyezetfiiggetlen.
3.2. Kovetkezmény [18] Nem létezik olyan L C X* siird kornyezetfiggetlen nyelo,
melyre L C Q)

Tudjuk, hogy az L C X* stri regularis nyelvre L N @ diszjunktiv nyelv
lesz. Ugyanakkor a siirii kornyezetfiiggetlen nyelvekre csak az alabbi megallapitast
tehetjuk:

3.3. Tétel [18] Legyen L C X* sird kirnyezetfiggetlen nyelv. Ekkor L N Q sird
nyelv.

Tovabbra is megoldatlan probléma, hogy az LN Q) diszjunktiv nyelv-e, ha L C X*
diszjunktiv kornyezetfiiggetlen nyelv.
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4. Nemprimitiv szavakbdl all6 linearis és regularis
nyelvek

Konnyen beldathaté, hogy megfelel linedrisan korlatolt (determinisztikus) au-
tomataval eldonthetd egy tetszdleges szorol, hogy primitiv szé-e. Szintén egyszeriien
bizonyithaté, hogy minden ¢ > 2 esetén linedrisan korlatolt (determinisztikus) au-
tomatdval eldonthetd, hogy egy adott szé eleme-e a Q@ nyelvnek. Ugyancsak
linedrisan korlatolt (determinisztikus) automata hasznalatdval eldontheté minden
szorol, hogy eleme-e az U Q" nyelvnek. Mindezekbél kovetkezik, hogy ezek a
i>2
nyelvek kornyezetfiiggéek. Tovabba ismert, hogy a kornyezetfiiggs nyelvek metszete
is kornyezetfiiggd, ezért minden L kornyezetfiiggd nyelvre az LNQ, LNQW, i > 2 és
LN (U Q(i)) nyelvek mindegyike kornyezetfiiggs lesz. Ezekbol az egyszert tényekbdl
i>2
kovetkezik, hogy a nemprimitiv szavakbol all6 kérnyezetfiiggé nyelvek mindegyike
felirhaté az aldbbi formdban: L = L' N (|J QW), ahol L' kdrnyezetfiiggs nyelv.
i>2
Mésképp fogalmazva, minden L' kdrnyezetfiiggs nyelvre az L = L' n (| QW)
i>2

nyelv is kornyezetfiiggd lesz. Mindezeket figyelembe véve lathaté, hogy a nem-
primitiv szavakbol all6 kérnyezetfiiggd (vagy b6vebb) nyelvek felépitésének tovabbi
vizsgalatara nincs sziikség.

Ito és Katsura megadta a nemprimitiv szavakbol all6 kornyezetfiiggetlen nyelvek
felépitését, melyet Osszefoglaltunk a 3. fejezetben. Ebben a fejezetben megadjuk a
nemprimitiv szavakbol allo linedris és regularis nyelvek karakterizacigjat, ezzel teljessé
téve a Chomsky hierarchia kiilonbozé szintjein elhelyezkedd, nemprimitiv szavakbdl
allé nyelvek felépitéseinek meghatarozasat. A fejezetben kidolgozott eredmények a
szerz6 és a [2] dolgozatban kozremiik6dé tarsszerzOk kozos munkajanak eredménye.

Elsoként meg kell hataroznunk, mely nyelveket tekintiink linearis nyelveknek.
Linearis nyelvek azok a nyelvek, melyek generalhatéak olyan nyelvtannal, melyben
minden H-beli szabdly P — p vagy P — aRb alakid, ahol P,R € Vy, p,a,b € V",
Példaul egy legalabb kétbetiis dbécé feletti osszes palindrémék nyelve linearis nyelv.

Els6ként megadjuk a nemprimitiv szavakbol all6 linearis nyelvek karakterizaciojat:

4.1. Tétel Legyen L olyan linedris nyelv, melyre L C X+ \ Q. Ekkor L felirhato

L = L, UL, alakban, ahol Ly = LNQY linedris nyelv, és Ly = LN (U QW) reguldris
i>3

nyelv. Pontosan megadva:

(U {Figihy)* [ n 2 1})

1<5<s

ahol Fy C Q@ wéges halmaz, valamint figjh; € Q, 1< j < s.
L, felépitése megegyezik a kérnyezetfiggetlen esettel, azaz

11



Ly, =F, U( U fzml(fzkz)*)

1<e<r
ahol F5 C UQ(i) véges halmaz és f; € Q, m; >3, k;, > 1, 1 <i<r.
i>3

A kovetkezOkben a reguldris esetre fogalmazunk meg egy tételt.

4.2. Tétel Legyen L reguldris nyelv dgy, hogy L C X*t\ Q. Ekkor Ly = LN Q®

véges nyelv, és Ly = LN (U Q(z)) reqularis nyelv, melynek felépitése megegyezik a
i>3

kornyezetfiggetlen és a linedris esettel.

A tovéabbiakban osszefoglaljuk a Chomsky hierarchia kiilonb6z6é szintjein elhe-
lyezked6, nemprimitiv szavakbol allé nyelvek felépitéseit:

4.1. Kovetkezmény Legyenek Ly, L1, Lo, és L3 az aldbbi nyelvosztdalyok:
Lo az X1\ Q elemeibdl dllo véges nyelvek osztilya,
L1 azon nyelvek osztdlya, melyek az aldbbi alakiak:

U U8 fie@ miz3 k21, 1<i<r,

1<i<r

Ly az aldbbi formdju nyelvek osztalya:

U {(igihy)? | n > 1}, figsh; € Q, 1< j <,

1<j<s

L3 azon nyelvek osztdlya, melyek struktirdja a kévetkezo:

U {(afb;a)? | n,m > 1}, ahol a?b; € Q, 1 <i <.

1<e<r
Ekkor a kovetkezdket mondhatjuk:
(a) L nemprimitiv szavakbdl dllé kérnyezetfiggetlen nyelv akkor és csak akkor, ha
L=LyUL ULy, ULs, LieL; 1=0,1,2,3.
(b) L nemprimitiv szavakbol dllé linedris nyelv akkor és csak akkor, ha
L=LyUL ULy, LieL; 1=0,1,2.
(¢) L nemprimitiv szavakbdl dllé regularis nyelv akkor és csak akkor, ha
L=LyULy, L;e L;, 1=0,1.
(d) L nemprimitiv szavakbdl dllé véges nyelv akkor és csak akkor, ha L = Ly, Ly € Ly.

Az (a) allitas Ito és Katsura eredménye, melyet az el6z06 fejezetben ismertettiink, a
(d) allitas pedig trivialis. Megemlitjiik még, hogy néhdny nevezetes, specidlis alaku,
nemprimitiv szavakbol all6 kornyezetfiiggd nyelv karakterizacidja még megoldatlan
probléma.
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5. Primitiv szavakat generalé, Chomsky-féle
normal formaja kis nyelvtanok

A misodik fejezetben felmeriilt a kérdés, hogy egy adott abécé feletti Osszes
primitiv szavak nyelve valdédi kornyezetfiiggd nyelv-e, vagy pedig generdlhato
kornyezetfiiggetlen nyelvtannal is. Ez a kérdés tovabbra is nyitott. A kutatasok
segitése érdekében, valamint mivel onmagaban is érdekes a kérdés, ebben a fe-
jezetben megadjuk az Osszes, legfeljebb harom nemterminalisbél allé, Chomsky-féle
normal formaju, csak primitiv szavakat generdldé nyelvtant. Ezek a nyelvtanok ki-
csik és maximalisak. Kicsik abban az értelemben, hogy legfeljebb harom nemter-
minalist tartalmaznak, és maximalisak, mivel barmely tdjabb szabalyt hozzajuk
véve mar generalnak nemprimitiv szét is. Chomsky-féle normdl format hasznalunk
kornyezetfiiggetlen nyelvtanok helyett, a konnyebb kezelhetoség érdekében. Mivel
minden Chomsky-féle normal formaju nyelvtanhoz létezik vele ekvivalens Chomsky-
féle normal formaju nyelvtan, melyben minden nemterminalis betibdl legalabb egy,
csak termindlisokbol all6 szé levezethetd, ezért elegendd ezekkel a nyelvtanokkal
foglalkoznunk. Ebben az esetben ahhoz, hogy egy nyelvtan csak primitiv szavakat
generaljon a termindlisok abécéje felett, elengedhetetleniil sziikséges, hogy a nemter-
minalisok abécéje felett is csak primitiv szavakat generaljon, ezért elegendé megad-
nunk a nyelvtanok vazat. A kapott nyelvtanok vizsgalatdbdl kideriil, hogy létezik
olyan Chomsky-féle normdl formaju, hdrom nemtermindlisbél all6 nyelvtan, mely
altal generalt nyelv nem regularis, ezért a kornyezetfiiggetlen, csak primitiv szavakbol
allé nyelvek osztalya bovebb, mint a regularis, csak primitiv szavakbol allé nyelvek
osztalya. Az islathato, hogy minden, a fentebbi alaknak megfelel6 nyelvtan a primitiv
szavak végtelen halmazat generdlja.

A fejezet hatralévs részében nyelvtan alatt G = (N,X, S, P} alakban adott,
A-mentes, Chomsky-féle normal forméju nyelvtant értiink. A G nyelvtan mondat-
formdinak halmaza az S(G) = {W | W € (NUX)*, S= W} halmaz.

A Gy = (N, %4, 51, P)) nyelvtan betd-izomorf a Gy = (Ng, X9, S, P2) nyelv-
tannal, ha létezik ¢ : Ny UX; — Ny U X, bijektiv leképezés ugy, hogy ¢(S)) =
So, {p(A) | A € Ni} = No, {p(a) | @ € X1} = Xy, valamint {p(xy)...p(xs) —
oyr).o(y) | z1..xs = y1..yy € Pi} = P,. Ebben a fejezetben nem tesziink
kiilonbséget a betii-izomort nyelvtanok kozott.

Minden x termindlis bettire legyen N(z) = {X € N | X — z € P}. A G nyelvtan
redukdlt, ha kielégiti az alabbi feltételeket:

(I.) Barmely x,y termindlis szimbdlumok esetén ha N(z) = N(y), akkor x = y.

(II.) Minden = € N U X esetén létezik Wi, W, € (N U X)* par gy, hogy WiaW, €
S(Q).

A tovabbiakban redukalt nyelvtanokat hasznalunk.
Minden X € N nemtermindlisra legyen ¥(X) = {x € ¥ | X — z € P}, ahol
Y(X) = 0 is lehetséges.
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Ezek utdn legyen a G = (IV, X, S, P) nyelvtan vdza a Gy = (N, S, P,), ahol Py =
{A - BC € P| A B,C € N}. Az S(Gy) = {W € Nt | S = W} halmazt
a Gy vdz dltal generdlt (mondatformdji) nyelonek nevezzik. A Gy vaz mazimdlis
(a primitiv szavakra nézve,) ha S(Gy) csak primitiv szavakat tartalmaz, valamint
minden X,Y,Z € N, X - YZ ¢ P, esetén a G, = (N, S, P)), P =P U{X - YZ}
vazhoz tartozé S(GY) nyelv tartalmaz nemprimitiv szot is.

Jelolje @y, a X feletti primitiv szavak halmazat, és Qn az N feletti primitiv szavak
halmazat. Ekkor L(G) C Qx = S(Gy) C Q.

Az S(Gy) € Qny = L(G) C Qy éllitds igaz, amennyiben L(X)NXE(Y) = 0 teljesiil
minden X, Y € N, X #Y esetén.

Ezen allitas alapjan rogzitett szamu nemtermindlis esetén a maximalis vazak
karakterizacidinak felhaszndlasaval meg tudjuk adni a redukdlt nyelvtanok karak-
terizacidit. (|IV| > 2 esetén figyelni kell a termindlisok felcserélhetségére is.)

Maximadlis vaz 1 nemterminalissal

Ha |N| = 1, akkor az egyetlen maximélis viz a Gy = (N, S,0), és az egyetlen
redukdlt nyelvtan a G = ({S}, {s}, S, {S — s}).

Maximalis vdz 2 nemterminalissal
Ha |N| = 2, akkor az egyetlen maximaélis vaz G, ahol
Py={S—SX, S—= XS, X - XX}

S(Go) = {X}*-{S} {X}* (csak az {S — SX, S — XS} szabdlyok sziikségesek,)
és S(Gy) C Qn nyilvanvalo.

A redukdlt nyelvtanok az alabbi alakdak:

G=({S X}, {s,2},ALUP,U{S — s, X —z},95), ahol

PLC{S—5X, S— XS}, BLC{X > XX}, P#0.

Maximalis vazak 3 nemtermindlissal

Harom nemtermindlis esetén a lehetséges vazak nagy szama miatt sziikség
volt szamitogép, és a lehetséges maximalis vazak meghatarozasara képes program
hasznalatara. A sziikséges programot a szerzo készitette Pascal nyelven, majd - mivel
nem allt rendelkezésre megfelel6 gépkapacitas, - ezt a programot Dirk Hauschildt irta
at C nyelvre, és a végso verziot a Hamburgi Egyetemen rendelkezésre allé gépeken fut-
tatta. A program eldallitotta az Gsszes maximdlis vazat, melyek altal generdlt Gsszes,
legfeljebb 12 hosszi sz6 primitiv sz6. A kapott vazakon til - a mondatszimbolumtoél
kiilonboz6 két nemterminalis felcserélésével vagy pedig az Osszes X — Y Z alaku
szabaly X — ZY alaku szabalyra cserélésével kaphaté szimmetrikus vazaktol el-
tekintve - nincs tobb, csak primitiv szavakat generalé maximalis vaz. A kapott 12 vaz
egyike nem redukalt, és a maradék 11 vaz mindegyikérdl sikeriilt bebizonyitani, hogy
12 hosszusag felett is csak primitiv szavakat generalnak. A bizonyitasok alapotlete
az els6 10 esetben a szerz6t6l szarmazik, a 11. eset bizonyitdsa a szerz6 és az [1]
dolgozatban kozremiikodo tarsszerzok kozos munkédjanak eredménye.

A program feladata alapvetéen a kévetkezo volt:
Eldallitotta az Osszes lehetséges vazat, majd ellenOrizte a vazakrdl, hogy 12
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hosszisagig csak primitiv szavakat generdlnak-e, vagy pedig generalnak nemprimitiv
szO6t is. A kapott, csak primitiv szavakat generdlé vézak kozil kivédlasztotta a
maximalisakat.

Az alabbiakban megadjuk a 11 redukalt vazat. A szimmetrikus esetektdl eltekint-
ve a felsoroltakon tul nincs a fenti feltételeknek megfelel6 vaz.

A tovabbiakban legyen N = {S, X, Y} és S a mondatszimbo6lum.

1. eset
Pp={S—= XY, S—>5X, S—- XS, S—>YX, X — XX,
Y -5X, Y -XS VXY, YV->YX}

2. eset
Po={S—= XY, S—>5X,S—> XS, S—>YX, X—>XX Y->YY}

3. eset
Pob={S—= XY, S—=>5Y, S—> XS, X - XX, Y —>YY}

4. eset
Py={S—= XS, S=>YS S—-5X, S—-5Y, X - XX, X — XY,
X-VYX, XYY, Y XX, V5 XY, Y 5YX, Y - YY}

5. eset

Pp={S—= XS, X —>5Y, X > XX, XYY}
6. eset

Pop={S—= XS, X—>8Y, X XX, X XY, VY >YX, YV >YY}
7. eset

Pp={S—= XY, S—=>5Y, Y - XS YV ->YY}
8. eset

Py={S— XY, S—=>YX, XSS}
9. eset

Py={S = XY, X - XS, Y — SY}.

Ebben az esetben S(Gj) nem reguldris.

10. eset
Po={S—= XS, §=5X, X—>YS X —9Y, X - XX,
Y - XY, Y > YX)

11. eset
Py={S = XY, X - S5Y, Y - XS}

A fentebbi 11 redukalt maximdlis vazhoz hozzdadhatjuk az egyetlen nem re-
dukélt maximalis vazat, mely annyiban tér el a 2 nemtermindalis {S, X} esetétdl,
hogy hozzavessziikk mind a 9 lehetséges szabalyt, melyek bal oldaldn Y szerepel.
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Maximalis vazak 4 nemtermindlissal

A programot futtattuk 4 nemtermindlis esetére is. A program el6szor 6
hosszusagig vizsgdlta a vazak d4ltal generdlt szavakat, majd noveltiikk a hosszat 8,
9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22, 24, 25, 26, és végiil 27 hosszusagig. Ennél a
hosszndl még mindig 413 maximalis vazat kaptunk, melyek szama tul nagy ahhoz,
hogy mindegyik esetrdl igazoljuk, hogy csak primitiv szavakat generalnak.

Ugyanakkor megéllapithatjuk, hogy ha egy nyelvtan egy legalabb kétbetiis a4bécé
felett generalja az Osszes primitiv szot, és nem generdl egyetlen nemprimtiv szét
sem, akkor a mondatszimbolum nem szerepelhet egyetlen, a nyelvtan altal generalt
legaldabb 2 hosszusagu széban sem.

Ezek utdn azokra a nyelvtanokra korlatoztuk vizsgdlatainkat, melyekben egyik
szabaly jobboldalan sem szerepel a mondatszimbd6lum, hisz csak ezek a nyelvtanok
generalhatjak az 6sszes primitiv sz6t 3 nemtermindlis beti felett. A programot lefut-
tattuk a fentebbi alaknak megfelel6 vazakra 12 hosszisagig. 28 redukalt maximélis
vazat kaptunk, valamint 2 nem redukalt maximalis vazat, melyek mindegyikérol
sikeriilt bizonyitani, hogy 12 hosszisag felett is csak primitiv szavakat generdlnak.
A bizonyitasok mindegyike a szerz6 munkija, melyet a [3] dolgozatban foglalunk
ossze.

A tovabbiakban legyen N = {S, X,Y,Z}, S a mondatszimb6lum, és a Gy viz
altal generalt S(Gy) nyelven az egyszeriiség kedvéért a Gy vaz altal generalt legalabb
2 hosszu szavak halmazat értjiik. Jelolje Q az {X,Y, Z} dbécé feletti Gsszes, legalabb
2 hosszu primitiv szavak halmazat.

1. eset
Py={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, S—=YZ,
S 2V, X 5 XX, Y >YY, 2 27).

2. eset
Pob={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—Z7ZX, S—>YZ,
S—2ZY, X - XX, Y=>YY Z—- XY, Z—-YX}.

3. eset
Ph={S—=XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX,S—>YZ S—ZY,
XXX, YSYY, Z5 XY, Z—XZ, Z— ZY)}.

4. eset
Phb={S—= XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX, S—>YZ S—ZY,
XXX Y=YY, Z-5XZ Z—-7ZX, Z—-YZ Z—ZY}.

5. eset
Py={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, S—=YZ,
S22V, X 5> XX, X >YZ, X = ZY}.

6. eset
Po={S—= XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX, S—>YZ,
S—=2ZY, X > XX, X=>YZ Y->YX Z— XZ}.
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7. eset
Pob={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—ZX, S—>YZ,
S5 ZY, X 5 XX, Y 5 XY, Y 5YX,Y »YZ,
Y = 2Y, Z—XZ, 7 — ZX}.

8. eset
Pyp={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, S—YZ,
S—=2ZY, X=>YZ X—=2ZY,Y - XZ Y = ZX}.

9. eset
Pob={S—= XY, S=>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y 5YY,Y 22, ZYY, Z—2ZZ, Y »YZ,
Y 5 2Y, Z—YZ Z— ZY}.

10. eset
Po={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX, Y —>YY,
Z=YY, Z XY, Z->YX, Z—-XZ Z—ZX}.

11. eset
Php={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7X, X - XX,
Y SYY, ZYY, 2> XY, Z— X2, Z— ZY)}.

12. eset
Pob={S—= XY, S=>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y 5YY,Y »YZ Z— XZ).

13. eset
Pob={S—= XY, S=>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX, X >YZ,
X-=>2ZY,Y->XY,Y=YX, Z->XZ Z— ZX}.

14. eset
Ph={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7X, X - XX,
X>YZ Y XY, Y > XZ).

15. eset
Pob={S—= XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX, X - XX,
Y 5 XY, Y 5YX,Y 5 XZ Y - ZX, Z — XY,
7YX, Z—XZ, 7 —7ZX}.

16. eset
Pob={S—= XY, S=>YX, S—>XZ S—ZX,Y =YY, Y—>ZZ
4—=YY Z -7 X —-XY, X—>YX X— X7
X—->ZX,Y=>YZ Y—ZY, Z-YZ Z— ZY}.

17. eset
Php={S—= XY, S>YX, S—>XZ S—7ZX,Y =YY,
Y 22, Y - XZ}.
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18. eset
Pob={S—= XY, S=>YX, S—>XZ S—ZX,Y =YY,
Z—72,Y - XZ, Y »YZ)}.

19. eset
Py={S—=XY, S—>YX, S—>XZ S—7ZX,Y—~7ZZ Z— XY}

20. eset
PO:{S—>XY, S—=>YX, XXX, X277 X—>YZ, Y—>XY}.

21. eset
PO:{S—>XY, S—=>YX, XXX, Y>YY 777
X—->XZ, X—-7X,Y Y7 Y—>ZY}.

22. eset
Poz{S—>XY, S—=YX X—>XX,Y=>YY Z—> 2727,
X—>XZ,Y—>ZY Z —ZX, Z—>YZ}.

23. eset
Poz{S—>XY, S—=YX X—-> XX, Z-XX, Z->YY,
Z =770, X -XZ, X —7ZX, 77— XZ, Z—>ZX}.

24. eset
PO:{S—>XY, S—=>YX, XXX, 7YY, Z 77,
X—->XZ X—-7X,Y Y7 Y—>ZY}.

25. eset
Poz{S—>XY, S—=YX XXX, 7277 X —>XZ,
X—->YZ Y — XY, Z—>ZX}.

26. eset
Poz{S—>XY, S—=YX X—>ZZ Z— XY, Z—>YX}.

27. eset
Po={S—= XY, S=>YX, Z-> XX, Z->YY, Z—ZZ,
X—->XZ, X—-7ZX,Y=YZ Y —>ZY}.

28. eset
PO:{S—>XY, S—>YX, X—>YZ Y—>ZX, Z—>YX}.

Végezetil tekintsiik a nem redukalt eseteket:

29. eset
Pp={S—= XY, S=>YX, X - XX, VY >YY 7 XX,
Z =YY Z 77 Z XY, Z—->YX, Z—XZ,
Z—=7ZX, Z—=YZ Z—ZY}.

30. eset
Pob={S—= XY, S>YX, X > XX, Z—- XX, Z->YY,
4L —24Y XY, Y >YX, Z XY Z—-YX,
Z—XZ, Z—-7X, Z—-YZ Z—ZY}.
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