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Bevezetés

Tizenhét éven at tanitottam a fels6oktatasban, s6t, ami-
kor erre még lehetéség volt, képesités nélkul két évet
kozépiskolaban is. A tizenhétbdl tizenkét év soran forma-
lis nyelvek elmélete és automataelmélet targyakbol tar-
tottam gyakorlatot elméleti nyelvész hallgatéknak. Ot évig
pedig Szarvason 6vodapedagogus- illetve tanitdészakos
hallgatékat oktattam a szaknak megfelel6 matematikai
targyakra. Most befejezett PhD-hallgatoi kutatbmunkam
soran ezenkivul egy féléven at tartottam nyolcadik oszta-
lyos altalanos iskolasoknak ,kulonleges” matematikaora-
kat egy tehetséggondozé program keretében. (Ennek a
kutatasnak a tapasztalatairdl részletesen beszamoltam.)

Minden teruleten az volt a jellemz6 — és ezt kulonosen a
felsboktatasban szerzett tapasztalatok vonatkozasaban
szeretném hangsulyozni —, hogy a hallgatésag nem volt
matematikai iranyultsagu, alapvetéen a humaniérak mua-
velGinek tartottak magukat, illetve azza kivantak valni.
Figyelembe véve ezt a korulményt, azt a megoldast al-
kalmaztam, hogy a lehetd legszigorubb és legmeélyebb
fogalmi megalapozottsagra kell torekedni. Kulondsen igaz
ez azoknak a tanitészakos fiataloknak az esetében, akik
munkajuk soran a 6-10-éves kisgyerekek gondolkodasa-
ban éppen e fogalmak megalapozasat fogjak majd elvé-
gezni.

Kutatomunkam soran — tobb kisérlet atgondolasa és le-
het6ségek felmérése utan — harom teruletet valasztot-
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tam, amelyeken keresztul a szigoru fogalmi megalapozas
lehetéseégét igyekszem bemutatni. E harom terulet a ko-
vetkezo:

A kozrefogas / elvalasztas / folytonossag fogalom-
kore — ezzel kapcsolatosan naiv nyelvhasznalati
reflexek is rogzulnek mar a beszédtanulas soran, s
e pontatlansagok nem kuszobolédnek ki automati-
kusan; szisztematikus atgondolasra van szukség.
A primek / felbonthatatlanok fogalma — ez a teru-
let megjelenik mar az altalanos iskolaban is, és a
kozépiskolai oktatasban jelentés szerepet kap.
Rendkivul mély és megoldatlan problémai miatt
ugyanakkor a legmagasabb szintl matematikaok-
tatasban is folyamatosan jelen van.

Halmazelméleti fogalmaink — bar mar korabban is
talalkozunk ezzel a diszciplinaval és sz6haszna-
latat alkalmazzuk is — csak a fels6oktatasban val-
nak megalapozotta. A ciklikus halmazokkal kap-
csolatos problémakor nehézseégeit jol megvilagitjak
azok a kutatasi tapasztalatok, amelyekrél prog-
ramfejleszték szamolhatnanak be példaul a Novell
fejlesztése soran: az egymasba agyazott felhasz-
naloi csoportok engedélyezése milyen elméleti ne-
hézségek felmerlléséhez vezetett a szoftverfej-
lesztésben.

A teruletek kivalasztasa, illetve az eredmények targyalasa
soran azt az elvet tartottam szem el6tt, hogy a matemati-
kadidaktika szerepe nem ér véget az altalanos- és a ko-
zépiskolai oktatasban. Matematikadidaktikai megfontola-
sokat szabad és kell is tenni a fels6foku matematikai kép-
zésben is. Az itt bemutatand6 eszkozok e célt is jol szol-
galhatjak.



A kutatasi eszkozok bemutatasa

A kozrefogas / elvalasztas fogalomkor teruletén vegzett
axiomatikai vizsgalatok soran felallitottam egy axiéma-
rendszert, amely igy ebben a formaban t6lem szarmazik,
és tamaszkodik Eukleidész axiomaira valamint Pash és
Veblen hasonlo kutatasi tertleten alkalmazott 0sszeallita-
sara. Az axiomarendszer a kovetkezd képzeteket fogal-
mazza meg:

e A hatarpontok és a bels6 pontok elkulonulnek.

e A kozrefogas szimmetrikus relacio.

e Barmely szakasz folytathato.

e A kozrefogott pont nem Iéphet ki a kdzrefogd pon-

tok kozul.

Az elvégzett oktatasi kisérlet illetve az axiomarendszerrel
végiggondolt megfontolasok azt mutatjak, hogy ez az axi-
Omarendszer csakugyan jol ragad meg valdésagosnak
érzett viszonyokat és szemléletes. Igen jol kezelhet6 ve-
ges modelleket ad, amelyek kitind oktatasi segédletnek
bizonyulhatnak. A szdébanforgd véges modellek generala-
sara, elemszamuk és relacio-elemszamuk leszamlalasara
kalonb6z6 programozasi nyelveken segédprogramokat
irtam. Az elemszamokbadl allo, igy keletkez6 sorozatok
igen mély osszeflggéseket is mutatnak, és tovabbi tudo-
manyos kutatas targyai is lehetnek.

A primfogalom megalapozasa érdekében a szokasos
gydriikbrnyezettdl elszakadva a lehet6 legegyszeribb
algebrai strukturakat (grupoidok) vettem igénybe a vizs-
galathoz. A kisérleti oktatas valamint a tovabbi didaktikai
megfontolasok is azt tamasztjak ala, hogy a félcsoport-



kornyezet a legalkalmasabb a fogalom vizsgalatahoz (az
asszociativitas nem tul erés kovetelmény, és megkimeli a
tanart az elburjanzé zarojelhasznalattol, amely elvonna a
figyelmet a lenyegtdl). Bevezettem egy eddig nem hasz-
nalt terminoloégiat (bontas), amellyel — feltételezésem
szerint — el6 lehet segiteni az oszthatosagtol vald elvo-
natkoztatast. Ugyanebben a targyban bevezettem ismét
egy télem szarmazo axiomarendszert (HT-rendszer),
amellyel primek generalasara (felkutatasara) tettem kisér-
letet.

Félcsoportok, gylrik és HT-rendszerek generalasara és
vizsgalatara programokat fejlesztettem, valamint didakti-
kailag jol hasznalhatd HTML-fellileteket alakitottam Kki.

Végul a halmazelméleti fogalmak megalapozasaval fog-
lalkozo kutatasi teruleten a kovetkezd didaktikai lépéseket
alkalmaztam:

e Olyan kozismert fogalmak, mint a kozosségi por-
talok felhasznalasaval bemutattam a Russell-para-
doxonnak nevezett problémat.

e Az elemkénti tartalmazasnak, mint relacionak Des-
cartes-féle koordinatarendszer cellaiban torténé
bemutatasara kialakitottam a bekorongozasnak
elnevezett eljarast.

e A Zermelo—Fraenkel-axiomarendszer egyes axio-
mainak lépésenkénti bevezetésével megfogalmaz-
tam a kovetelményeknek megfelel6 ,bekorongoza-
si” feladatot.

o A feladatnak eleget tevé véges modellek elemsza-
mat vizsgaltam.

e Ramutattam a ciklikus halmaz jelenlétének lehet6-
ségeére, illetve arra, hogy a Russell-féle paradoxon-



ban emlitett halmaz létrehozasara miért nem nyilik
lehet6ség — ezzel mintegy feloldva a probléma
axiomajellegeét.
A most emlitett modellek generalasara — ugyanugy,
ahogy az el6z6ekben — kulonbozd programozasi nyelve-
ken programokat irtam.

Kutatasi eredmények

e Az elvalasztasi rendszer fogalmanak bevezetése,
axiomarendszerének (nyilt és =zart valtozatban
valg) folallitasa, a valtozatok tanulmanyozasa.

e Véges modellek (részbeni) feltérképezése, abra-
zolasuk, elemszamokkal kapcsolatos vizsgalatok.

e Eljarasok bemutatasa elvalasztasi rendszerek
generalasara — ideértve az elvalasztasi rendsze-
rekbdl szarmaztatott tovabbi elvalasztasi rendsze-
reket is —, annak bizonyitasa, hogy a szarmaz-
tatasi eljarasok elvalasztasi rendszert adnak.

e Neéhany tovabbi, az elvalasztasi rendszerekkel
kapcsolatos tétel felallitasa és bizonyitasa.

o A folytonossag Dedekind- illetve Cantor-féle meg-
kozelitésének didaktikai szempontbdl is jol fel-
hasznalhatd interpretalasa elvalasztasi rendsze-
rekben.

e Annak megmutatasa, hogy a Dedekind- és a
Cantor-féle tulajdonsag fuggetlen egymastol.

e A szomszédossag, az intervallum, az egyenes
fogalmanak interpretalasa ebben az axiomatikai
kornyezetben.

e Definicidés lehetéségek megadasa a nyilt halma-
zok fogalmanak megragadasara, az erés és



gyenge nyiltsag definialasa, kezdeményezés az
ertelmezés topologiai kovetkezményeinek vizsga-
latara.

A bontas, mint didaktikailag uj terminologia beve-
zetése.

A bonthatésagi és asszocialtsagi relaciok defini-
alasa, tulajdonsagaik elemzése altalaban vett gru-
poidokon illetve félcsoportokon.

A prim és a felbonthatatlan definialasa, a defini-
ciok kozotti formai 6sszhang megteremtése.

A primek felbonthatatlansaganak illetve a fel-
bonthatatlanok primtulajdonsaganak mély és
alapos vizsgalata.

A ,kommutativ félcsoportban a primek felbontha-
tatlanok” tétel kimondasa és bizonyitasa.

Példa bemutatasa olyan egységelemes félcsoport-
ra, amelyben felbonthaté primek talalhatok.

A legnagyobb kozos bonté és a legkisebb ko-
zos bontott fogalmanak bevezetése, az altaluk ki-
alakulé halészerkezet felvazolasa.

A HT-rendszernek nevezett algebrai struktura
definialasa, axiomai fuggetlenségének bizonyitasa,
tovabbi tanulmanyozasa, néhany kisebb tétel ki-
mondasa és bizonyitasa.

Primek generalasara vonatkozo tétel kimondasa
és bizonyitasa HT-rendszerben.

Az ikerprim Ujradefinialasa a fogalomnak a termé-
szetes szamokeénal tagabb eértelmezhetésege ér-
dekében. Az Uj értelmezés bemutatasa a Gauss-
primek koreben.



A Russell-paradoxon elemzése soran maganak a
paradoxonnak a didaktikai értelmezése, a cikli-
kus halmaz fogalmi rogzitése.

Halmazelméleti alapfogalmak vizsgalata ceéljabdl a
bekorongozasnak elnevezett eljaras bevezetése,
didaktikai erejének bemutatasa.

A Zermelo—Fraenkel-féle axiomarendszer harom
axiomajanak lépésenkénti bevezetése a mo-
dellbe, a bevezetésnek a modellre gyakorolt hata-
sanak vizsgalata, a modellek elemszamara vonat-
koz6 megfontolasok megtétele.

Kitekintés és javaslat onallé kutatasi témak to-
vabbvitelére mindharom teruleten.






Introduction

| taught seventeen years in higher education, even when
this was still possible, without qualification two years in
high school as well. In these seventeen years | gave the-
oretical linguist students practice of formal language theo-
ry and automata theory for twelve years. For five years |
taught in Szarvas kindergarten teacher and teacher-stu-
dents in corresponding mathematical courses. While
completing my PhD research | also gave a half year in an
eighth-year elementary school as member of a "special"
math program for gifted children. (Experiences of this re-
search will be publicized in detail. See footnote on page
3.)

On each area was typical — and | emphasize it particular-
ly having regard to experiences gained in higher educa-
tion — that the audience were not math-oriented, they
mainly advocate themselves as of cultivators in the hu-
manities, at least they wanted to become. Considering
this fact, the applied solution was that the possible deep-
est and strictest conceptual strength should be encour-
aged. This is especially true for those pupil-teachers who
will work among 6 to 10-year-old children laying the foun-
dations of these concepts in their thinking.

During my research — after thinking about several at-
tempts and explore ways — | chose three areas through
which | am trying to present the possibility of the strictest
conceptual foundation. These three areas are:
e The concepts of embrace, separation, and continu-
ity — related which there are fixed naive language
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using reflexes also at the early language learning,
and these inaccuracies are not eliminated auto-
matically; we need a systematic consideration.

e The concepts of primes and irreducibles — this
area there appears even in elementary school and
it gains a significant rule in high school. Because of
their extraordinarily deep and unresolved problems
they have a permanent attendance also in univer-
sity teaching.

e Our theoretical concepts about set theory — al-
though we meet them earlier and we use their no-
menclature — become fixed only in the higher edu-
cation. The heaviness of the concepts of cyclic
sets are illuminated by the research experiences
about which the Novell program developers could
report: what a number of theoretical difficulties
there appeared when they allowed nested groups
of users.

At the selection of areas, and discussion of the results |
kept in mind the principle that the role of mathematical di-
dactic methods does not end in the elementary and sec-
ondary education. Mathematical didactic considerations
may and should be done also in the upper level of mathe-
matical training. The tools presented here can serve this
purpose well.

Presentation of research tools
When investigating the concepts of embrace and separa-
tion | set up a system of axioms, so that originates from

me in this form, and relies on the axioms of Euclid, Pash,
Veblen and other compilations used on similar areas of
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research. The axiom system can formulate the following
ideas:

e The border points and internal points separate.

e The embrace is a symmetric relation.

e Any section can be continued.

e The embraced point is not allowed to leave the

position of between the embracing points.

The educational experiments carried out and the consid-
erations thought about the axiom system show that this
axiom system catches just as well realistic conditions,
and it is clear. It gives very easy to use finite models and
they could prove to be an excellent teaching aid. Aiming
to generate finite models at issue, to count their order and
their relation-order | have written several utilities on diffe-
rent programming languages. The numerical analysis of
the resulting series shows some very deep correlations,
and it can be also target of other scientific researches.

In order to substantiate the concept of primes | detached
from the usual ring environment and | used as simple al-
gebraic structures as groupoids for the investigation. The
experimental teaching as well as further considerations
bear out that the semigroup is the most suitable environ-
ment for testing the concept (the associative property is
not a very strong requirement and saves the teacher from
the proliferating use of parentheses which could distract
the attention from the matter). | introduced an unprece-
dented level of terminology (splitting), which — | assume
— can facilitate the abstraction of the authority of division.
In the same object | introduced an axiom system once
again from me (called HT-system), by which | have at-
tempted to generate (to develop) primes.
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| developed and used programs for generating and test-
ing semi groups, rings and HT-systems, and | created di-
dactically well-formed HTML interfaces.

Finally, on the research area establishing set-theoretic
concepts, the following didactic steps were used:

Using as well-known concepts such as social net-
working, | presented the problem called Russell’s
paradox.

To show the relation of element containing in the
cells of a Cartesian coordinate system, | have de-
veloped the procedure named “coining”.

With the step by step introduction of some axioms
of the Zermelo-Fraenkel axiom system | formulated
the requirements of the “coining” task.

| studied the number of finite models obeying the
task.

| pointed out the possibility of the presence of cy-
clic sets, as well as the lack of possibility to create
a set that is in Russell's paradox — having quasi
dissolved the axiomatic nature of the problem.

To generate the above-mentioned models — as well as
the above — | have written programs in different pro-
gramming languages.

Research results

The introduction of the concept of separation sys-
tem, building an axiom system (open and closed
versions), the study of variations.
(Partial) mapping of finite models, pattern analysis,
element number related studies.
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Presentation of procedures generating separation
systems — including when the separation system
is derived from earlier separation systems — hav-
ing proven that the derivation procedures provide
separation system.

Having set up and proven some additional theo-
rems related to the separation systems.

Setting up an interpretation — useful also from the
didactic point of view — of the continuity, so in De-
dekind’s as in Cantor's approach in separation sys-
tems.

Pointing out that the Dedekind’s and Cantor's
properties are independent.

Interpretation of the concept of the adjacency, of
the interval, of the line in context of this axiomatical
environment.

Giving options to define the concept of open sets,
the definition of strong and weak openness, initia-
tive to test the topological interpretation of the con-
sequences.

Introducing the concept of splitting as a didactically
new terminology.

The definition of splitablity and associate relations,
analysis of their properties taken on usual groupo-
ids and semi groups.

The definition of prime as well as of irreducible;
creating between the both definitions a formal con-
cordance.

A deep and thorough investigation of the irreducibi-
lity of primes as well as the prime properties of irre-
ducibles.
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Having expressed and proven the theorem as:
“primes in commutative semi groups are irreduci-
ble”.

Demonstrating an example of a semi group
equipped with a unit in which it is possible to find
reducible primes.

Introducing the concepts of the greatest common
splitter so as of the least common split; outlining
the lattice construct established by them.

Definition of the algebraic structure called HT-sys-
tem; having proven the independency of its axi-
oms; further investigations on it; having set up and
proven some smaller theorems.

Expressing and proving the theorem about gene-
rating primes in HT-systems.

Redefinition of twin primes aiming to expand the
competency of the definition onto areas wider than
the natural numbers. An illustration of the new con-
cept in the field of the Gauss-primes.

Accompanying the Russell’'s paradox giving an ab-
solute concept of paradox at all; conceptual fixing
the idea of cyclic sets.

Aiming to the investigation of basic concepts of the
set theory, having introduced a procedure, called
“coining”; and, having shown its didactic power.

A step by step introduction of three axioms of the
Zermelo-Fraenkel axiom system; investigating the
impact of the introduction onto the model; express-
ing considerations about element order of the se-
veral models.
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e OQOutlook and proposals are taken for forwarding in-
dependent research projects in all the three areas.
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