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BEVEZETES

Elsé kérdésként az vetddhet fel, hogy mi az elemi geometria,
amelynek néhany témakorével ebben az értekezésben foglalkozni
kivanunk. Barmennyire egyszeriinek tlinhet ez a kérdés, &m a valaszadas
mégsem konnyl. Ugyanis az elemi geometria fogalmat minden
tekintetben kielégit6 modon meghatirozni nemcsak nehéz, de szinte
lehetetlen feladat. Ha elfogadjuk, hogy az elemi sikgeometria a
haromszogek, sokszogek és korok tudoménya, akkor mindenki ugyanazt
fogja kérdezni: Mi lehet ebben még iddszerti? Erre mar konnyebb
vélaszolni. Jollehet az elemi geometria sok problémdja részben mar
évszazadok ota ismert, de mindig adédnak ujabb felfedezések, hiszen az
ismert geometriai konfiguracidk mas szemszogbdl torténd vizsgalata révén
el lehet jutni Uj eredményekhez. S az elemi geometrian kiviil nincs a
matematikanak egy masik teriilete, ahol ilyen kevés segédeszkozzel (pl.
egybevagdsadg, hasonldsdg) komoly ¢&s mesterkéletlen problémak
eredményesen targyalhatdk lennének.

Az elemi geometria iskolai szinten a matematika legjobb példaképe
abban az értelemben, hogy az iskolai tananyag egyetlen mas teriiletén
sincs a matematika annyira teljesen €s tipikus modon realizalva, mint az
elemi geometridban. Eppen ezért a geometrianak a tanulokra gyakorolt
pozitiv hatasaként a geometria megértésébol kovetkezik a matematika
tobbi terliletének a megértése is. Kétségtelen tény tovabba, hogy a
geometridt mindig i1ddszerlivé teszi az alakzatok szépsége. Ennek az
aspektusnak ma is egyre nagyobb jelentdsége van a komputergrafikaban.

A matematika tanitdsanak egyik legfontosabb feladata annak
elérése, hogy a tanuldk ne a kész ismereteket passzivan befogadd, hanem
alkoto és rendszerezd gondolkodasu egyénekké valjanak. Ehhez kivantam
hozzajarulni értekezésemmel, amelynek célja az elemi sikgeometria
né¢hany témakoréhez kapcsolodva lehetdségeket bemutatni a tanuldk
probléma-megoldasi ¢€s bizonyitasi képességeinek effektiv fejlesztésére.
Ennek eléréséhez dontd jelentdségli, hogy egy adott probléma esetén a
tanulok ne elégedjenek meg egyetlen megoldassal, hanem torekedjenek
ujabb (egyszerlibb, rovidebb, raciondlisabb, elegansabb) megoldasok
keresésére. Ez a geometria tanitdsa sordn a tartalmi célok mellett fontos
szerepet jatszo folyamati célok egyike.

Az értekezés gy van elrendezve, hogy az elemi geometriai
vizsgalddasok é€s a hozzajuk kapcsolddod didaktikai fejtegetések tobbnyire
egymasba Osszefonodva jelennek meg, s igy megmarad az elemi
geometria attraktivitdsa, de megmutatkozik a matematikara jellemzd
gondolkodési és munkamodok tanitdsdnak ¢s tanuldsénak a jelentdsége is.



A valasztott témakorok teljes leirasanak igénye nélkiil egy-egy
relevans téma tanitasara mutatunk be sokféle Otletet azzal a szandékkal,
hogy az értekezés jol hasznosithatd legyen az altalanos és kozépiskolai,
sOt esetenként még a fels6foku oktatasban is. Ez a hasznositds azonban
nem az itt leirt dsszes Otlet és megoldas feltétlen elfogadasat ¢s a tanitas
soran torténd valtozatlan feldolgozasat jelentheti, hanem sokkal inkabb a
tanitas tartalmi és folyamati céljainak megfeleld valogatast, mikdzben
figyelembe kell venni a tanulok eldismereteit, értelmi fejlettségét és
munkamoraljat is. Egy matematikai feladat vagy tétel esetén a tanitasi
oran tobbnyire csak néhany megoldésra jut id6, am a minél tobb megoldas
felfedezésére torekvést a tanuloknal nem is egy Ora alatt kell elérni, hanem
folyamatos tevékenykedtetéssel. Ugyanekkor azt sem szabad elfelejteni,
hogy az egyszerre tul sok megoldds nem mindig segiti eld a tekintett
probléma megértését, sot éppenséggel gatolhatja azt, minthogy a tanulok
figyelmét elvonja a bizonyitasokhoz sziikséges hattérismeretek
befogadasa.

Egy adott probléma feldolgozéasa viszont azt is magéaba foglalja, hogy
a tanulokkal mintegy felfedezo utra indulunk, ami altalaban nem egyenes,
hanem sok-sok uteldgazéassal és keriil6 uttal van tele. Mindebbdl a tanuld
megtapasztalhatja, hogy egyrészt ugyanazon felfedezéshez tobb ut is
vezethet, masrészt a keriild6 utak sem teljesen haszontalanok, hiszen
bejarasuk révén esetleg tjabb felfedezések tehetok.



1. HAROMSZOG-GEOMETRIAI TEMAK

A hdromszog-geometria az elemi sikgeometria része, amelynek
targya a nemtrivialis geometriai alakzatok koziil a legegyszeriibb, vagyis a
haromszog, ami jollehet egyszerli alakzat, de mégis szinte csodalatra
méltd, hogy mennyire kimerithetetlen a tulajdonsagokat illetden, hiszen
matematikusok és laikusok évszazadok 6ta foglalkoznak a haromszoggel,
de még mindig fedeznek fel (ijabb €s sokszor egészen meglepd dolgokat.

Az itt kivalasztott haromszog-geometriai témdk nem kizéarolag
nevezetes pontokhoz vagy egyenesekhez kapcsolodnak, hanem a
geometria mas teriiletethez (pl. teriiletszamitashoz) is. Ezen témak
targyaldsa sordn mutatunk be olyan tanitasi €s tanulasi otleteket, amelyek
a tanulok kiilonféle szintii és tartalmu ismereteire épiilnek.

1.0. Atdarabolasi alapismeretek

Minthogy ezen témakor elsd harom fejezetében az atdaraboldsok
elméletére kivanunk épiteni, ezért eldszor is Osszefoglaljuk a hozza
kapcsolodo azon legfontosabb ismert tényeket ([6] 19-22. old., [33] 229-
280. old., [46] 39-45. old.), amelyek a sikban kizarélag sokszogekre, a
térben pedig poliéderekre vonatkoznak. Megjegyezzilk, hogy a sokszog €s
poliéder elnevezést az  egyszerlség céljabol  haszndljuk a
sokszogtartomany illetve poliédertest helyett.

Ha egy P sokszog a véges szamu 77,...,T, haromszogek
egyesitése ugy, hogy barmely ije{l,...,m} és i#j esetén T; és T; nem
rendelkezik kozos belso ponttal, azaz T:N7T; vagy lires halmaz, vagy egy
koz6s csucs, vagy pedig egy kozos oldal, akkor a {7},...,T,} halmazt P

Maris felvetddik a kérdés, hogy tetszdleges sokszogre van-e
értelme az elébbi definicionak, vagyis barmely sokszog felbonthato-e ily
modon véges sok haromszogre. Erre az Osszetett kérdésre egyszerl a
vélasz: igen. Ha ugyanis P egy n-oldali konvex sokszog, akkor az a
belsejében 1évo tetszoleges pontot a csucsokkal 6sszekotve n  darab
kivant tulajdonsdgt haromszogre bomlik fel (1.0.1/a 4bra). A
részharomszogek szama még csokkenthetd is, ha P-t az egyik csucsbol
kiindulo atlokkal bontjuk fel haromszogekre: ekkor -2 haromszog
adodik (1.0.1/h 4bra). Ugyanennyi részharomszoget kapunk, ha P
valamelyik cstcsahoz hozzavessziik a két szomszédos csucsot, az igy
kapott haromszoget P-bdl levagjuk, s ezt az eljardst a mindenkor
megmaradd sokszogre addig ismételjiilk, mig egyetlen haromszdg nem
marad (1.0.1/c abra). Ez a mdd magdba foglalhatja az el6z6t, ha a
sokszognek mindig ugyanazt a csucsat valasztjuk ki.



1.0.1. abra

Az eddigiek alapjan megallapithatd, hogy n-oldali konvex sokszog
esetén mindig 1étezik véges sok haromszogbdl 4llo triangulacid, ami ugy
is megadhatd, hogy a részharomszogek cstcsai kizarolag az adott sokszog
csticsaiban vannak, s ekkor pontosan -2 részharomszog keletkezik. Ha
viszont P egy n-oldalu konkav sokszog, akkor a konkdv szogek
szamanak novekedtével az elsd két triangulaciés mdd létezése egyre
kevésbé valdszinli, viszont a harmadik - kis kiegészitéssel - ekkor is célra
vezet. Eszerint az éllithatd, hogy tetszéleges sokszogre létezik
triangulacid. Ezt az allitast a sokszog oldalainak szdmara vonatkozo teljes
indukcioval bizonyithatjuk. Ehhez legyen P egy n-oldalu (konvex vagy
akar konkav) sokszog. n=3-ra az allitds nyilvanvaldan igaz. n>4 esetén
tegytik fel, hogy az allitas teljesiil az n-nél kevesebb oldalszamu minden
sokszogre. Ezutan valasszuk ki P-nek egy olyan A4 csucsat, amelynél
1év0 belsd szog konvex. Ilyen cstcs biztosan van, sét legaldbb harom is,
minthogy P belsd szogeinek dsszege (n—2)m. A kivalasztott csucshoz a
két szomszédos B és C csucsot hozzavéve egy ABC haromszoget kapunk
(1.0.2. abra), amelynek belseje P csucsai koziil legfeljebb (n-3)-at
tartalmazhat.

A

1.0.2. abra



Ezen véges sok cstcspontbol valasszuk ki az 4-hoz legkozelebb 1évot, s

ha ezt Z-vel jeloljiik, akkor az AZ szakasz P-nek olyan atloja, amely
teljesen P belsejében halad és ezaltal P-t a P; és P, részsokszogekre
bontja ugy, hogy azok barmelyikének legfeljebb n-1 cstcsa van és

PinP,= AZ is teljesiil. igy az indukcios feltevés miatt P;-nek €s Pr-nek
is léteznek trianguldcidi, amelyek egyesitésével P-nek a kivant
triangulacidja adodik.

Haa P és Q sokszogekhez léteznek {P;,...,P,} és {O,...,On}
triangulacidk ugy, hogy barmely ie{l,...,m} esetén P;= Q;, akkor azt
mondjuk, hogy P és @ ezen triangulacidkra nézve ekvivalens. A
sokszogek halmazan igy értelmezett triangulaciok ekvivalencidja reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv, vagyis ekvivalencia relcio.

Mindezek alapjan a sikbeli P és O sokszogeket akkor nevezziik
egymasba atdarabolhatoknak, ha 1éteznek ekvivalens triangulécioik.

Ezen értelmezés szerint az egymadsba atdarabolhaté két sokszog
barmelyike szétvadghatdo véges szaml haromszogre ugy, hogy azok
mindegyikét pontosan egyszer felhasznalva a masik sokszog egyrétiien és
hézagmentesen lefedhetd, vagyis ez a két sokszog tekintheté azonos
szamu ¢€s paronként egybevago, de esetleg kiilonb6zd mddon dsszerakott
megfeleld6  haromszogek  unidinak. Az  4atdarabolhatosdg  fenti
értelmezésébol az is kovetkezik, hogy az ekvivalens triangulacidk 1étezése
az atdarabolhatdsag elegendd feltétele, de két sokszoget akkor is
egymasba darabolhatonak tekinthetiink, ha a megfeleld egybevago részek
nem kizardlag haromszogek, hanem mas sokszogek is lehetnek.

Az atdarabolas folyamatanak lejegyzésére a
PP+ AP,—Q+...+0,—0 jelolésmodot fogjuk hasznalni.

Az egymasba atdarabolhato sokszogek teriilete egyenld: ugyanis a
teriilet additivitdisa ¢&s egybevagosagi transzformaciokkal szembeni
invariancidgja  alapjan az  elébbi  jelolésekkel WP =

Zt(R)zZt(Qi): t(Q) kaphato. Ezen egyszerli tétel megforditasanak a
i=1 i=1

bizonyitdsa viszont joval nagyobb kihivast jelent. Egyenld teriilett
sokszogek egymasba daraboldsara mar az antik gorog geometridban is
voltak példak, de ezen a téren jelentds fejlodés csak a 19.sz. elejétdl indult
el, amikor kidolgoztdk az 4atdarabolasok altalanos elméletét, és
bebizonyitottdk a sokszogek datdaraboldsanak alaptételét, mely szerint
barmely két egyenld teriiletli sokszog atdarabolhaté egymasba. E tétel
bizonyitasanak modja konstruktiv, azaz kigondolunk egy olyan eljarast,
amellyel barmely két egyenld teriileti sokszog felbonthatd paronként
egybevagd részsokszogekre, amelyek alkalmas atloit berajzolva
ekvivalens triangulacidokhoz juthatunk. Jollehet ez az eljards inkdbb



elméleti mint gyakorlati, s altaldban a ténylegesen sziikségesnél tobb
részsokszog kell hozza, de a minimalis atdaraboldsokra jelenleg nincs
altalanos elmélet.

Az alaptételt Bolyai-Gerwien tételnek is nevezik, mivel elsOként
(egymastdl fiiggetleniil) 6k adtak ra bizonyitast. Itt a tobb megoldasra
torekvés szellemében két bizonyitasi modot ismertetiink.

Az egyik ([46] 39-41. old.) els6 1épéseként az egyenld teriiletli két
feltétleniil ekvivalensek. A kapott haromszogeket éatdaraboljuk olyan
téglalapokba, amelyek egyik oldala egy adott szakasz, az igy eloallt
téglalapokat pedig mindkét sokszogre kiilon-kiilon egyetlen téglalappa
illesztjikk Ossze az egyenld oldalak mentén. Mivel a két adott sokszog
egyenld teriileti volt, ezért ezen két téglalap teriilete is egyenld, s egy-egy
oldaluk azonos hosszisaga miatt egybevagok. Ennélfogva az atdarabolas
tranzitiv tulajdonsaga alapjan ez a bizonyitas készen van.

A fenti bizonyitas tobb olyan 1épést tartalmaz, amelyek konnyebb
megértése céljabol kiilon magyarazatra és szemléltetésre van sziikség. A

e

crer

egyszer hangsulyozzuk, hogy itt a triangulaciok ekvivalencidja altalaban
nem teljesithetd. Maradjunk tehat annyiban, hogy mindkét adott sokszoget
sikertilt felbontani véges sok haromszogre, amelyekre nem feltétlentil
teljesiil sem az azonos szamusag, sem pedig a paronkénti egybevagosag.
Ezutdin minden egyes haromszoget adott oldalhosszlisagii téglalapba
darabolunk 4t, ami kétféleképpen is elvégezhetd. Az els6 modot az 1.0.3.
abra, a masodikat pedig az 1.0.4. dbra szemlélteti.
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1.0.3. éabra

Az 1.0.3. dbran a haromszog leghosszabb oldalat (ha van ilyen) a-
val és a hozzéd tartozd magassagot m-mel jeloljiik. A masik két oldal
felezOpontjait 0sszeko6td szakaszra az a-val szemko6zti  csticsbol
merdlegest allitva kapjuk az 1, 2 és 3 jeli részeket, melyek koziil az 1-est

rogzitve, a 2-est és 3-ast 180°-kal elforgatva jutunk az a x % tipusu



téglalaphoz. Ezutdn egy adott ¢ szakasszal az %:cd feltételbdl a
parhuzamos szelok tétele alapjan kiillon é&bran megszerkesztjik a d
szakaszt (ezt az olvasdra bizzuk), az ax% tipusu téglalapot az abra

szerint a 4, 5 és 6 jelii részekre bontjuk, majd a 4-es részt rogzitve, az 5-0st
¢s 6-ost pedig alkalmasan eltolva kapjuk a kivant cxd tipusu téglalapot. Az
eltolast természetesen meg kell eléznie a megfeleld haromszogek
egybevagdsdga igazolasanak, ami hasonld hdaromszogekre alapulod
szamolassal (ismét az olvaséra bizzuk) az ASA esetre vezet az 5—5 ¢és
6—6 megfeleltetésre is. Ne felejtsiik el, hogy a 4, 5 és 6 jelii részek
maguk is tobb részbdl allnak az el6zd atdarabolds miatt. Probléma

jelentkezhet tovabba az ax; — cxd atdarabolaskor, ha az abran jelzett

K pont az ax% tipusu téglalapon kiviilre esik. Ilyenkor vagy a ¢ oldalt
valasztjuk rovidebbre (ez csak egyszer teheté meg, mivel ¢ eldére adott),
vagy pedig az a oldalt megfelezve attériink az %xm tipusu téglalapra, s
ha a K pont helyzete még ekkor sem lenne kedvezd, akkor az eldbbi
felezést megismételve attériink az %me tipusura, és igy tovabb. Ily

moédon az atdarabolas véges 1épésben mindig elvégezheto.

Az 1.0.4. abra szerint az ABC haromszoget el0szor atdaraboljuk a
BCFD paralelogrammaba, azt egy c=BK szakasz rogzitése utan a BCLK
paralelogrammaba, majd ezt a paralelogrammat a BMNK téglalapba.

i D __KE
/’,'c‘,—;
c B8 e
1.0.4. abra

Ezek az atdaraboldsok elsé ranézésre talan egyszeriinek tiinhetnek,
de bizonyos esetekben mégsem azok, ezért ajanlatos a részletesebb
elemzésiik. Egy haromszog ugyanakkora teriileti paralelogrammava
haromféleképpen is atdarabolhatd, mindegyikhez 180°-os elforgatas kell, s



jollehet ezek egyike sem okozhat nagy gondot, mégis elényben részesitjiik
az 1.0.4. abran 1év0 valtozatot. Az elsd probléma a ¢ szakasz megadaséaval

kapcsolatos. Ha ugyanis ¢ <% , akkor az abran jelolt K és L pont nem all
elo: at kell térni egy 2a oldalu és % magassagu paralelogrammara. A

kedvezo % < ¢ < BF esetben K és L koziil legaldbb az egyik a DF oldal

valamely pontja, és a BCFD—BCLK atdarabolashoz egy eltolas elegendd.
Ha pedig c¢>BF, akkor K ¢s L keletkezik ugyan, de nem kedvez6 helyen:

at kell térni egy g oldalu és m magassagu paralelogrammara. Az elsd és

harmadik esetben elofordulhat, hogy az egyszeri attérés nem elegendo, de
véges sok 1épés mindig célra vezet. Az 1.0.4. abra befejezését jelentd
BCLK—BMNK étdarabolasnal elényds, ha M és N koziil legalabb az egyik
a CL oldal valamely pontja, mivel ekkor egyetlen eltolds elegend®.
Abrankon nem ez a helyzet: M és N mindketten a CL szakasz kiilsé
pontjai. Ekkor a BCLK paralelogrammaban legyen K-nal tompaszog, a K-
ban BK -ra merdleges messe BC-t az X pontban, az X-en at BK -val
parhuzamos messe KL -t az Y pontban, és az Y-ban BK -ra merdleges
messe CL -t a Z pontban, miként ez az abrankon van, ahol igy most hdrom
eltolas kell: 4—4°, 5—5” és 6—>6’. Ha viszont az Y-ban BK -ra merdleges
a CL szakaszt nem metszi, akkor tovabbi eltolasokra is sziikség van, de az
alkalmazand¢ eltoldsok szama minden esetben véges, s igy az atdarabolasi
folyamat mindig véget ér.

Az alaptétel bizonyitdsanak masik modja ([33] 241-243. oldal)
ugyanugy kezdddik mint az elsd. A két egyenld teriiletli sokszoget
haromszogekre bontjuk, a hdromszogeket téglalapokka alakitjuk, de
ezeket a téglalapokat most négyzetekké daraboljuk 4at, s a kapott
négyzeteket mindkét sokszogre kiilon-kiilon a Pitagorasz-tétel segitségével



1.0.5. éabra

egyetlen ,,nagy” négyzetté. A kapott két nagy négyzet egyenld teriiletd,
azaz egybevago, s igy az atdarabolés tranzitivitasa miatt a bizonyitas ismét
készen van.

Ebben a mddban az atdarabolasi folyamat elso része kovethetd az 1.0.3.
abra alapjan, jollehet a téglalap négyzetté daraboldsanal ¢ most nem egy

elére adott szakasz, hanem d=c miatt a czza-E feltétel alapjan
szerkeszthetd. A kérdéses K pontra pedig E<a£2m esetén teljesiil,
hogy az axE tipust téglalapon nincs kiviil. Ennélfogva a>2m esetén at

f - a ; , Ly w1 1 . IS E
kell térni egy Exm tipusu téglalapra, s sziikség esetén ezt az attérést ujra

meg kell ismételni, de véges sok 1épés itt is elegendd. Miutan az egyik
(mondjuk az m-oldall) sokszogre mar minden téglalapot négyzetté
alakitottunk, hozzafoghatunk a kapott n-2 szdmu négyzet egyetlen
,hagy” négyzetté¢ alakitasdhoz. Ehhez egy lehetséges szisztéma az, hogy
az n-2 négyzet kozil eldszor kivalasztunk kettét és azokat Pitagorasz-
tételét felhasznalva az 1.0.5. abra alapjan eltolasokkal atdaraboljuk egy
négyzetté, majd ezt a kivalasztdst é&s atdarabolast addig ismételjiik,
amig az n-2 négyzet paros n-re mind el nem fogy, illetve paratlan n-re
egy nem marad. Ha van maradék négyzet, akkor azt hozzavessziik az
atdaraboldsokkal kapott Gjabb négyzetekhez, s ezutan az el6bbi eljarast
yjra €s ujra megismételve véges 1épésben eljutunk a kivant egyik ,,nagy”
négyzethez. Mindezt a masik sokszogre is végrehajtva kapjuk az elézdvel
egybevagd masik ,,nagy” négyzetet. Az eltoldsokat természetesen igazolni



kell, ami elég hosszadalmas dolog, de erre itt nem tériink ki, mivel azokat
az 1.1 fejezetben ugyis részletesen targyalni fogjuk.

Az atdaraboldsok térbeli targyaldsakor a teriiletnek térfogat, a
haromszognek tetraéder, a sokszognek poliéder, a sokszogek
oldal, [35] 212. oldal) feleltethet6 meg. Egy konkav poliédert a
lapsikjaival elmetszve konvex poliédereket kapunk. Barmely konvex
poliéder pedig guldkra darabolhato, ha azokat a guldkat tekintjiik, amelyek
kozos csucsa a konvex poliéder valamely csticspontja, alaplapjai pedig a
konvex poliédernek a kiszemelt csucsat nem tartalmazé lapjai. S végiil
kozos magassagu tetraéderekre bomlik fel.

Két poliédert akkor neveziink egymasba darabolhatéonak, ha az
egyik felbonthatd véges sok tetraéderre ugy, hogy azokkal a masik
hézagmentesen kitolthetd. Az egymasba atdarabolhaté poliéderek
térfogata nyilvanvaldan egyenld, de ennek a megforditdsa altaldban nem
igaz. Léteznek egyenld térfogatt poliéderek, amelyek nem darabolhatok at
egymadsba. Ezt Max Dehn [28, 29] mutatta meg, aki két poliéder egymasba
darabolhatosagara a poliéderek lapszogeinek vizsgélatdra alapuld
kovetkezo sziikséges feltételt adta:

Ha az egymasba atdarabolhatdo P és Q poliéderek lapszogei o, o,

s eer s Oy €8 PBi1, B2, ..., Bu, akkor léteznek olyan py, po, ..., pwm » q1, 92,
., qn ©és k egész szamok, amelyekre 2 pe; —quﬁj =km, ahol
i=l1

=
D pi>0és Zn:q5>0.
=

i=1

Ez a sziikséges feltétel nem teljesiil az egyenld térfogata kocka és
szabalyos tetraéder esetén. Ugyanis a kocka mindegyik lapszogének
nagysdga m/2, mig a szabalyos tetraéder lapszogei egy olyan ¢ hegyes

szoggel egyenlOk, amelyre (p=arccos%. Ekkor viszont nem léteznek olyan

D, q ¢s k egészek, hogy a p% + g =k nt 0sszefliggés teljesiilne ([33] 254.

oldal, [60] 307. oldal, [1] 51. oldal), s igy ez a két poliéder nem
darabolhat6 4t egymasba. A térbeli atdaraboldsi probléma abban is eltér a
sikbelitdl, hogy mig a sikban két egyenld teriileti haromszog mindig
atdarabolhatd egymadsba, addig a térben léteznek egyenld alapteriiletti és
egyenld magassagu - vagyis egyenld térfogata - tetraéderek (1.0.6. abra),
amelyek nem darabolhatok at egymasba ([51] 450. oldal, [1] 51-52. oldal).
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Ezt a térfogatszamitasban igen érdekes és fontos tételt Max Dehn
bizonyitotta be [28, 29].

Tovabbi érdekes tény még, hogy a térben megadhato olyan poliéder,
amely nem bonthato fel véges szamu tetraéderre ugy, hogy azok cstcsai

1.0.6. éabra

csak a poliéder csucsaival legyenek azonosak. Elsoéként N.J. Lennes [47]
konstrudlt ilyen poliédert (1.0.7. abra), amelynek az a legfontosabb
tulajdonsaga, hogy barmely két olyan csucsot tekintve, amelyek nem egy
élnek a végpontjai, azok Osszekotd szakasza teljesen vagy részben a

<
©

i

if
o+ W
4

i

1.0.7. abra

poliéderen kiviil halad. Az eredeti Lennes-poliédernek hét csticsa volt, de
E. Schonhardt [64] adott egy egyszerlibbet, aminek mar csak hat cstcsa
van (1.0.8. abra), és még azt is igazolta, hogy hatnél kevesebb csuccsal

11



nincs Lennes-poliéder. F. Bagemihl [3] pedig azt mutatta meg, hogy
l1étezik olyan Lennes-poliéder, amely csticsainak szama tetszéleges hatnal
nem kisebb egész szam lehet.

A Schonhardt-poliéder szarmaztathato egy ABC szabalyos
haromszog alapu egyenes hasabbdl azéltal, hogy az 4’B’C’ feddlapot a
kozéppontja koriil a sajat sikjaban 30°-kal elforgatjuk, mikézben a
hatarolé oldallapok mindegyike két haromszogre torik szét, s igy az
AC',BA' és CB' éleknél konkav bels6 szogek keletkeznek (1.0.8. dbra).

Ennek a poliédernek tetraéderekre bontasahoz feltétleniil valasztani kell az
alapon 1év6 haromszoget és a fed6lap valamelyik csticsat. Amde egy ilyen
tetraédert nem tartalmazza teljesen az adott Schonhardt-poliéder, igy
annak tetraéderekre bontasa nem végezhetd el tovabbi cstcsok
hozzavétele nélkiil.

: ¢
f
‘ N
A & A M B
1.0.8. abra 1.0.9. abra

A hiperbolikus sikon a sokszogek atdarabolhatésagara megtartjuk
az euklideszi sikon adott értelmezést és az 4tdarabolhatosag
alaptulajdonsagait, viszont e téma tovabbi targyaldsa mégis lényeges
eltéréseket tartalmaz. Ha ugyanis a hiperbolikus sikon teriiletszamitast
kivanunk értelmezni, akkor az els¢ problémat az jelenti, hogy itt nincs
négyzet, aminek a teriiletét egységként valaszthatnank. So6t a hiperbolikus
sikon fenndllo tavolsdgviszonyok miatt el kell vetniink a haromszog
tertiletének az euklideszi sikon megismert szamitasi mddjat is. Aszerint

ugyanis, ha az ABC haromszog AB és AC oldalénak felezOpontjait M és N
jeloli, (1.0.9. abra), akkor egyrészt

HABCA) = 4t(AMNA),
masrészt

t(ABCA)=AM-d(C, AB) és t(AMNA)Z%AM -d(N, AB)

alapjan
d(C,AB)=2d(N, AB)

12



adodna, ami viszont AN=NC miatt ellentmond a hiperbolikus sikon
fennalld
d(C,4B)>2d(N, 4B)

egyenldtlenségnek ( [41] 210. old.).

A hiperbolikus sikon a teriiletszdmitas leirasahoz sziikségiink lesz
egy Uj fogalomra és annak néhany alaptulajdonsagara: ez az Uj fogalom a
defektus ([46] 39-45. old., [51] 450-459. old., [32] 131-142. old.).

Egy T haromszog defektusan a o(7)=n—oc(7T) valds szamot értjiik,
ahol o(7) jelenti a T haromszog belsd szogeinek az Osszegét, amire a
hiperbolikus sikon o(7)<m teljesiil, s ennélfogva o(7)>0. Egybevagd
haromszogek defektusai nyilvanvaléan egyenlok. Ha egy T haromszog a
T;, ... ,T,, haromszogekre bonthato fel, akkor o(7)=06(7;)+...+0(T,). Ha

tovabba az ABC haromszog BC oldalanak valamely X pontjat kivalasztva
bevezetjik a BC=a és BX=x jeloléseket, akkor az ABX haromszog
defektusa x-nek a folytonos fiiggvénye.

Egy sokszdog valamely trianguldcidjanak  defektusat a
részharomszogek defektusainak Osszegeként értelmezziik. Megmutathato,
hogy ennek az Osszegnek az értéke fuggetlen a triangulacio
kivélasztasatol, s ezaltal egy sokszog defektusa értelmezhetd egy
ekvivalens triangulacidkkal rendelkezd két sokszognek egyenld a
defektusa. Az eddigiek alapjan megallapithatd, hogy a hiperbolikus sikon
barmely sokszog defektusa pozitiv, egybevagd sokszogek defektusa
egyenld, tovabbd a defektus additiv és folytonos. Tehat a defektus
rendelkezik a teriilet jellemz6 tulajdonsagaival, s ennélfogva
megallapodhatunk abban, hogy a hiperbolikus sikon egy sokszog teriilete
alatt a sokszog defektusat értjik. Ezaltal az euklideszi sikon kimondott
Bolyai-Gerwien tétel az abszolut geometridban is érvényes: Két sokszog
akkor €s csak akkor darabolhatd at egymasba, ha egyenld a teriiletiik.

Minthogy két egyenld teriiletii sokszog egymasba darabolhatdsagat
haromszogekre bontéssal értelmeztiik, ezért még be kell mutatnunk, hogy
a hiperbolikus sikon két egyenld teriiletli, azaz egyenld defektusu,
haromszog miként darabolhatd 4t egymasba ([39] 134-137. old.). Ehhez

elsoként vegyiink fel egy 4ABC haromszoget, amelyre legyen P az AC és 0
a BC oldal felezépontja, tovabba A’, B’ és C” az A, B ¢és C pontokbdl a
PQ egyenesre bocsatott merdlegesek talppontjai (1.0.10. abra). Ekkor
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A B
1.0.10. abra

nyilvanvaloan fennéallnak az 44’PA = CC’PA és BB'QA = CC’QA
egybevagosagok, amibdl 44’ = CC’ = BB’ adddik, s igy az ABB’A’
négyszog egy olyan Saccheri-négyszog, amelybe az ABC haromszog
mindig atdarabolhato. Ennek az allitadsnak az igaz volta PO — A'B' esetén

az 1.0.10. abrarol leolvashaté. Ha viszont @CA'B' nem all fenn

(1.0.11. 4bra), akkor a BCP haromszoget P-re tikrozve kapjuk a C;AP
haromszoget, ami az ABP haromszoggel egyiitt az 4ABC; haromszoget
adja, amelybe az ABC haromszog a konstrukcié miatt nyilvanvaldéan

atdarabolhato. Jelolje P; az A_q oldal felezOpontjat. Ha most E_P c A'B'
teljesiil, akkor visszajutottunk az el6zd abran leirt esethez. Ha viszont
BPc A'B' mégsem teljesiilne, akkor az elobbi  tiikrozést

megismételjiilk a BC;P; haromszogre, és igy tovabb: véges sok tiikkr6zés
utan az 1.0.10. abran 1évo elrendezés mindig elérhetd.

1.0.11. abra
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Ezutan tekintsiik azt az ABD haromszoget, amelyre D az A-nak P_Q

egyenesre vonatkozo tiikorképe, s igy a BD szakasz R felez6pontja rajta
van a PQ egyenesen. Ennélfogva az ABD haromszog atdarabolhatd az

ABB’A’ négyszogbe, s az atdarabolhatdsag tranzitivitasa miatt az ABC
haromszogbe is. Ha tehat két egyenld defektusu haromszognek van egy

par egyenld oldala, miként az ABC és ABD héaromszognek az AB oldal,
akkor ez a két haromszog atdarabolhat6 egymasba.
A fenti konstrukcié szerint az ABC haromszog belsd szogeinek

Osszege egyenld az ABB’A’ Saccheri-négyszog AB felsé alapjan 1évo
szogeinek az osszegével, s ugyanez teljesiil az ABD haromszogre is. Mivel

pedig az ABB’A’ Saccheri-négyszog AB felsd alapjan 1év0 szogek
egyenlok egymassal, ezért megallapithato, hogy az ABD haromszog A-nal
1év0 szoge egyenld az ABC haromszog belsd szogei 0sszegének a felével.
Ennek alapjan tetszolegesen adott haromszoghoz szerkeszthetd vele
egyenld defektusu olyan haromszog, amelynek egyik szoge egyenlé az
adott haromszog belsd szogei Osszegének a felével. Ez a tény hasznalhaté
fel az atdarabolas altalanos esetének aldbbi leirdsdhoz. Ehhez legyen adott
két egyenld defektusu haromszog, amelyek belsd szogeinek Osszege tehat
egyenld, de a hiromszogek nem rendelkeznek egybevagéd oldalparral.
Ekkor az eldbbiek szerint mindkét haromszoghoz szerkeszthet egy-egy
olyan haromszog, amely az eredetivel egymasba darabolhato, s amelyek
egy-egy szoge egyenld az eredetileg adott szogosszeg felével. Legyen
A;B;C; és A,B,C, ez az egyenld defektusu két Gj haromszog, €s A, illetve
A, az a két csucs, amelynél 1évd szogek egyenlok egymadssal (1.0.12.
abra). Helyezziik egymasra ezt a két haromszoget tigy, hogy 4, = 4.,
valamint B; ¢ AI—B; ¢ C, e AI_C; teljesiiljon. Ha most B, =B, akkor a C; és
C; csucsoknak is egybe kell esni, mert kiilonben az A4;B;C; és A:B,C;
haromszogek valamelyike része lenne a masiknak, s igy ellentmondésra
jutnank azzal a feltétellel, hogy ez a két haromszog egyenld defektusu.
igy tehat B, = B; esetén C, = C; is teljesiil, azaz a két haromszog
egybevagd. Ha viszont B, # B, és igy C,#C,, akkor a defektusok
egyenldsége miatt az A;B;C; és A,B,C, haromszog egyike sem
tartalmazhatja teljesen a masikat: vagyis B, és C, a ﬁ egyenes

kiilonbozo oldalain vannak. Ekkor rajzoljuk meg a B,C, szakaszt, és
vegyilk ¢észre, hogy a B;C,;C, és B,C,B; haromszogeket az A,B;C,
haromszog az adott 4;B,C; és A,B,C; haromszogekké egésziti ki, amelyek
defektusai a feltétel szerint egyenlok egymassal, s ebbdl adéddan a B;C;C,

¢s B,C,B; haromszogek defektusa is egyenld. Mivel pedig a B,C,
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szakasz ~mindkét haromszognek kozos oldala, ezért ez a

D B,

1.0.12. abra

H4Eﬁg

két haromszog atdarabolhatdé egymasba. Ha tovabba mindkettohoz
hozzavessziik az A;B;C, haromszoget, akkor ugyanez elmondhato az
A;B;C; és A,B,C, haromszogekrol, s ennélfogva az eredetileg adott két
egyenld defektusu haromszogrol is.

Az atdarabolasok elmélete mindenki szamara a vonzo ¢és kihivast
jelentd jatékok szinte végtelen valasztékat kinalja, de ugyanakkor 1ényeges
szerepet tolt be a teriilet és térfogat fogalméanak szigora értelemben vett
kifejlesztésében, ami akar prematematikai szinten végzett tevékenységek
formdjaban is elkezdddhet.

1.1. A pitagoraszi tételcsoport atdarabolasos bizonyitasai

A derékszogl haromszoggel kapcsolatos pitagoraszi tételcsoport az
alabbi harom tételbdl all.

Pitagorasz-tétel: Derékszogli haromszogben az atfogd folé rajzolt
négyzet teriilete egyenld a két befogd folé rajzolt négyzet teriileteinek
Osszegével.

Befogotétel: Derékszogl haromszogben barmelyik befogo f6l€ rajzolt
négyzet terlilete egyenld egy olyan téglalapnak a teriiletével, melynek
egyik oldala az atfogd ¢€s masik oldala ennek a befogdénak az atfogéra
vonatkoz6 merdleges vetiilete.

Magassagtétel: Derékszogli haromszogben az atfogdhoz tartozd
magassag folé rajzolt négyzet teriilete egyenld az atfogd azon két részEbol
— mint oldalakkal — megszerkesztett téglalap teriiletével, amelyekre az
atfogot a magassag talppontja osztja.
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Mindharom tételnek szandékosan nem az algebrai, hanem a
terliletszamitdsos megfogalmazasat adtuk meg, minthogy a tovabbiakban
ezekre a tételekre atdarabolasos é&s kiegészitéses bizonyitasokat
ismertetiink.

A sokszogek atdaraboldsanak alaptétele ([6, 41]) szerint barmely
két egyenld teriileti sokszog atdarabolhatd egymdésba. Ezen alaptétel
megforditasa is igaz: egymasba atdarabolhatd két sokszog ugyanakkora
teriileti. A tovabbiakban az alaptételt és annak megforditasat is
elfogadjuk, sét éppen ez utobbit hasznaljuk fel a pitagoraszi tételcsoport
fenti harom tételének atdaraboldsos bizonyitdsdhoz. Téargyalni kivanunk
még kiegészitéses bizonyitdsi modokat is, amikor az Osszehasonlitandd
tertileti két alakzatot paronként egybevagd alakzatokkal egészitjiik ki, s ha
ennek sordn olyan két Ujabb alakzathoz jutunk, amelyek teriileteinek
egyenldsége egyértelmiien megallapithatd, akkor a kiegészitd alakzatok
paronkénti egybevagosaga miatt az eredeti két alakzat is egyenld teriiletd.
A kiegészitéses bizonyitdsi mod a folyamatat tekintve tér el az
atdarabolasos bizonyitastol. Ugyanakkor mindkét bizonyitas eldszor olyan
konkrét fizikai cselekvésekként kertil realizalasra, amelyek a pitagoraszi
tételcsoport allitdsaira matematikai szemszogbol egy formalis bizonyitas
konkretizalasat jelentik. Ezt koveti egy interiorizacios folyamat, amikor a
feladat kijelolése utan a tanulonak mar nincs sziiksége konkrét eszkdzokre,
mivel képessé valik a cselekvés szellemi elvégzésére. Ezen konkrét és
szellemi cselekvésekre épiil az altalanositds, amely magéaba foglalja a
cselekvések alapjan megfogalmazhato allitast is.

Elsoként foglalkozunk a Pitagorasz-tétel néhany ismertebb
atdarabolédsos bizonyitasaval [6, 33, 39, 48, 50], amelyek a tovabbi ilyen
jellegli bizonyitasoktdl abban kiillonboznek, hogy az egyszerii konstrukcid
miatt jobban felhasznalhatok tanitasi célokra.

Az AB atfogdju ABC derékszogli haromszogre AC < BC esetén
Ot atdaraboldsos bizonyitasi médot mutatunk be, de a konstrukcion tul
csak az elsore adunk részletes bizonyitast.

1. mdd (1.1.1. és 1.1.2. abra)

A rovidebb befogd folé rajzolt négyzetet felbontatlanul megtartjuk,
mig a hosszabb befogd folé rajzolt négyzetet a kozéppontjan at az
atfogoval parhuzamosan, illetve arra merdlegesen huzott szakaszokkal
négy részre bontjuk. Az igy kapott 6t résszel, amelyek egyike sem
haromszog alaka, az atfogd folé rajzolt négyzet kozéppontosan
szimmetrikus elrendezésben kirakhato. Az atdarabolhatésaghoz azt kell
igazolnunk, hogy a befogok folé rajzolt négyzetek feldarabolasaval kapott
részekkel az atfogd folé rajzolt négyzet egyrétlien és hézagmentesen
lefedhetd.
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1.1.1. abra 1.1.2. abra

Minthogy a rovidebb befogd folé rajzolt négyzet feldarabolatlan
marad, ezért egyeldre elegendd a hosszabb befogd f6lé rajzolt négyzet
feldarabolasaval ad6do részekkel foglalkozni, amihez az 1.1.2. dbrat és
annak jeloléseit hasznaljuk. Els6ként megallapithatd, hogy a négyzet

szimmetriatulajdonsagai miatt M felezi KL és PQ szakaszokat, tovabba
KL = PQ ¢és a kapott résznégyszogek egybevagok egymassal. Ennélfogva

megtehetd, hogy példaul csak a KMQOD résznégyszog oldalait és szogeit
vizsgaljuk, ha azokat ki akarjuk fejezni az adott ABC derékszogu

haromszog oldalaival és szogeivel. A konstrukcid szerint EHE és
RHE, vagyis az ABLK négyszog paralelogramma, s igy KL = AB és
BL = AK . Ennélfogva egyrészt MQ = KM = % , masrészt BL = DK

miatt K az AD  szakasz felezopontja, azaz fennall a
AD AC+CD a+b

2 2 2
a+b a->b . . ,
DQ=DE—-QE=DE—-DK =a—- 5 = 5 is igaz. Ezéltal a KMQD

DK =

Osszefiiggés, tovabba

négyszog minden oldala ismert. A szogeire pedig KDQZ = QMK/ =90°,

valamint MKD/ = BACZ =a és DOM/Z =180° —« teljesiil. Ha tehat az
1,2,3 és 4 jelli résznégyszogeket az 1.1.1. dbranak megfelelden toljuk el,
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akkor e négyszogek képei, az atfogd folé rajzolt négyzet oldalai mentén
hézagmentesen illeszkednek egymashoz, mikdzben kozrefognak egy olyan
négyszoget, melynek minden oldala egyenld és minden szoge derékszog:
vagyis egy négyzetet. Ennek oldala a KMQOD négyszog leghosszabb ¢&s
a+b a-b
2

négyzet egybevagd az AC befogd folé rajzolt négyzettel. Ezzel az
atdarabolés bizonyitva van.
2. méd (1.1.3. ébra)

A Dbefogdk folé rajzolt négyzeteket feldarabold szakaszok az
atfogdval péarhuzamosan, illetve arra merdlegesen futnak, ami miatt a
megfeleld részsokszogek egyallastiak. Ehhez az 4tdarabolashoz ot
részsokszog kell, amelyek koziil harom haromszog és kettd négyszog
alaku. Ha egy-egy atloval ezt a két négyszoget is haromszogekre bontjuk,
akkor Osszesen hét részharomszog adodik. Megjegyezzik, hogy csak
haromszogeket megengedd felbontas hétnél kevesebb haromszoggel nem
lehetséges [33,48].

legrovidebb oldalainak a kiilonbsége: =b, s ezért ez a

C i :
2
3 ) 8 5
L \4f
AT 3
2 ¢
5 4
T \2

1.1.3. abra 1.1.4. abra

3. méd (1.1.4. ébra)

A befogok f6lé rajzolt négyzetek C-bdl induld 4tldi egy egyenesre
illeszkednek, amit az 4B atfogéra A-ban, illetve B-ben allitott
merdlegesek egy-egy pontban elmetszenek, s ha ezeket a metszéspontokat
Osszekotjik a két négyzet még kimaradt csucsaival, akkor az igy kapott
részek mindegyike haromszog alaka. Az ABCZ felezdje athalad az
atfogd folé rajzolt négyzet kozéppontjan, s ennélfogva felezi ezt a
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négyzetet. A befogdk folé rajzolt négyzetek feldaraboldsa tengelyesen,
mig az atfogd folé rajzolt négyzeté kdozéppontosan szimmetrikus.

4. mod (1.1.5. 4bra)

Ez a 3. mdd egy valtozata, ahol a befogdk f6lé rajzolt négyzetek 4,
illetve B csucsabdl induld atloinak megrajzoldsa utan az 4B atfogdval
parhuzamos szakaszokat huzunk. Itt is minden rész haromszog alaku,
tovabba mindhdrom négyzet feldaraboldsa kozéppontosan szimmetrikus.

2
AN
2 ]
A 3 3
2.
5 3
I
A
;
1.1.5. bra 1.1.6. dbra

5. mod (1.1.6. abra)
Az AC befogd f6lé rajzolt négyzetet a C-bdl kiindulo atloval két

haromszogre bontjuk. A BC befogo folé rajzolt négyzet C-vel szemkozti
cstcsat Osszekotjik a C-nél megrajzolt BC-AC oldali négyzet C-tdl
kiilonb6zd csucsaival. Ezen atdarabolasnal egy rész négyzet, mig az
Osszes tobbi haromszog alaku. A két befogd folé rajzolt négyzet
feldarabolasa tengelyesen, az atfogd folé rajzolt négyzeté pedig
kozéppontosan szimmetrikus.

A Pitagorasz-tétel eddig bemutatott atdaraboldsos bizonyitasait
kovesse most egy kiegészitéses bizonyitds, ami tulajdonképpen e tétel
legismertebb bizonyitasi modja (1.1.7. abra).
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1.1.7. abra

Ekkor a befogdk f6lé rajzolt négyzeteket és az atfogd f6lé rajzolt
négyzetet ugy egészitjiik ki négy-négy az adott derékszogl haromszoggel
egybevagd haromszoggel, hogy a kapott két négyzet egybevago, s
ennélfogva a kiegészitett alakzatok teriilete is egyenld. Ez a kiegészités
bizonyitasi méd folyamatat tekintve nem azonos teljesen a kozépiskoldban
megismert bizonyitassal, ahol az a+b oldalu két négyzetbdl elvessziik a
négy-négy egybevagd derékszogli haromszoget.

A befogotétel atdaraboldsos bizonyitdsahoz [34] az 4B atfogdju
ABC derékszogli haromszogben legyen D az atfogohoz tartozd magassag
talppontja, CD =m, BD = p, és AD =g, tovabba BEFC a BC ¢és ACGH
az AC befogo folé megrajzolt négyzet, valamint BDIK a BD és ADIJ az
AD szakasz folé DI=AB feltétellel megszerkesztett téglalap (1.1.8. dbra).
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1.1.8. abra

Ekkor meg kell mutatni a BEFC—BDIK ¢és ACGH—>ADIJ
atdarabolasok kivitelezhetéségét. Ehhez tételezziik fel, hogy BC)AC , ami

miatt g{m(p 1is teljesiil, s ennélfogva a fent kijelolt két atdarabolas mar
nem teljesen egyforma. Ha ugyanis a kivant atdaraboldshoz a BEFC ¢s

ACGH négyzeteket az AB atfogéora merdleges hataregyenesi olyan
savokkal szeleteljiik fel, amelyek szélessége BD, illetve AD, akkor ehhez a

szeleteléshez a BEFC négyzetre d(E,ﬁ )=m< p miatt egyetlen 1épés,
mig az ACGH-ra d(H ,TJ): m)q miatt tobb 1épés is sziikséges. Viszont
ezen lépések szdma is véges, minthogy I(k € Z és kq(m < (k + l)q esetén
k+1 szamu ilyen sav felvétele mindig elegendd. Az atdarabolashoz

mindkét négyzetben a C csucsot tartalmazd részt az AB -vel C ponton at
huzott g parhuzamossal két részre kell bontani: vagyis a BEFC négyzet
mindig harom, mig az ACGH négyzet mindig k+2 szamu részre vagodik
fel.

A BEFC—BDIK &tdarabolés igazolasahoz legyen P = EF ~ BK
¢s OQ=gNBP, tovabba R a D ponton 4t BC -vel parhuzamos egyenes

metszéspontja BK -val, valamint S az [ pontbdl DR -re allitott merodleges
talppontja (1.1.8a abra). Ekkor PBEA = ABCA ¢és a BCDR négyszog
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paralelogramma, tovabbd BQCA = RBDA ¢és BEPA = ISDA is teljesiil,
minthogy megfeleld szogeik egyezd allasuak, valamint BC=RD ¢és
BP=ID. A CQPF ¢és IKRS négyszogek megfeleld szogei szintén egyezd
allasuak, s 1igy csak a megfeleld oldalak hosszait kell még
Osszehasonlitani:

CO=DB=IK,

QP =BP—-BQ=BP-DC=KB—-RB=KR,

PF =FEF —EP=RD—-SD =RS
és

FC=EB=SI.
Tehat az 4tdarabolas a kovetkezé mddon végezheto el:

BEFC — BEP+ BQC + COPF — ISD + RBD + IKRS — BDIK,
vagyis a’ = cp teljesiil.
Az ACGH—ADIJ atdarabolast itt csak a g(m(2q esetre mutatjuk

meg, a tovabbi esetek leirdsa bar egyre hosszadalmasabb, de mindig
elvégezheto.

Legyen L = CGn Z], M=g NAL,Nés Taz AJ metszéspontja

a D-n 4t AC -vel, illetve az I-n at CG -vel parhuzamos egyenessel, X és ¥

az AH és GH metszéspontja az AJ 81 AD tavolsagban huzott

parhuzamossal, Z € DI és DZ=XY, valamint U a Z-bdl DN -re merdleges
talppontja. Megjegyezziikk, hogy a kivant Z pont XY(c miatt létezik
(1.1.8.b abra). Ekkor az ACDN ¢és CLTI négyszogek paralelogrammak,
tovabbda CAMA = DNAA, LCMA =TIJA ¢és XYHA = ZDUA is fenndll,
minthogy megfeleld szogeik egyezd allastiak, valamint AC=ND, CL=IT és
DZ=YX. Az ALGYX és IZUNT o6tszogek megfeleld szogei szintén egyezd
allasuak, s ezért csak a megfeleld oldalak hosszait kell 6sszehasonlitani.
Ehhez felhasznalhatjuk, hogy a konstrukcié miatt LACA és XYHA is
hasonlé az ABCA -hoz, s ennélfogva az ALGYX oldalaira
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bc

AL =25,
a
2
1G=GC—CL=p-2" (a_b)b,
a a
(a—b)a _

GY =GH-HY =b- 2b-a,

a
YX = (m_q)c — (a_b)c’
m a
2
XA=CL = b
a
adodik, az IZUNT 6tszog megfeleld oldalaira pedig

IZ:DI—DZ:c—(a_—b)C=E,

a a
2
ZU=xH=b-"" = (a_b)b,
a a
UN:DN—DU:b—Mzzb—a,
a

NT=AJ—(AN+TJ)=AJ—(AM+ML):(;_E: (a—b)e

a a

2

2
TI=CL:b—.

a
Tehat az 4tdarabolas az alabbi mddon végrehajthato:

ACGH — ACM + CLM + ALGYX + XYH — NDA + ITJ + IZUNT + ZDU — ADIJ,
azaz b’ =cq igaz.

A befogotétel kiegészitéses bizonyitdsahoz [34] a konkrét fizikai
cselekvések szintjén sziikségiink van egy eszkozkészletre, ami b> =cq

esetén all egy b oldali ACGH négyzetbdl, egy c és g oldala ADILJ
téglalapbdl, tovabba 2-2 db az ABC €s ACD haromszogekbdl (1.1.9. abra).
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1.1.9. abra

Els6ként az ACGH négyzetet, majd az ADIJ téglalapot egészitjiik
ki az ABC ¢és ACD haromszogekkel (1.1.10. 4bra).

b . a
Af/
b
L m
é ™
1.1.10. abra

Minthogy az egy- és kétkorives szogek potszogek, ezért a
kiegészitéssel kapott mindkét alakzat egy-egy olyan négyszog, amelyek a
megfeleld oldalak és szogek egyenldsége miatt egybevagok, s ezaltal

b* = cq igazolva van.

Az a’ =cp Allitds kiegészitéses bizonyitaséhoz hasonld
Osszetétell eszk6zokbol alld készlettel és hasonld elrendezésekkel
érhetiink célba, ezért erre kiilon nem tériink ki.

A magassagtétel atdaraboldsos bizonyitasara [34]-ben az

a € {i,é} , valamint [16]-ban az a € {3, \/5, 2\/5, \/g, 1+\/§}
b (22 b 2

aranyokra talalunk példakat, amelyek kozil itt csak a racionalis értékekre
elvégezhetd atdarabolasokat mutatjuk be (1.1.11. dbra), mivel leginkabb
azok alkalmasak a magassagtétel bevezetésére. Tovabbi specidlis
aranyokra elvégezhetd atdaraboldsok keresése helyett a magassagtétel
atdaraboldsos bizonyitdsanak altalanos leirasaval a g(m < p feltételt

megtartva az alabbi két valtozatban foglalkozunk. Mindkettében az ABC
derékszogli haromszég CD magassaganak megrajzolasa utan elobb
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megszerkesztjilk a CDEF négyzetet, amelyre m(p miatt E a BD szakasz
belsd pontja, majd megszerkesztjilk a BDGH téglalapot ugy, hogy az az 1.
valtozatban a BD szakasz folott, a 2.-ban pedig alatt legyen, tovabba

mindkét esetben DG=q teljesiiljon. Ezutan a CDEF—>BDGH atdarabolas
elvégezhetdségét kell igazolni.

q { a

p=3m

Fy

1.1.11. abra

1. valtozat

Ehhez a téglalap négyzetté torténd atdaraboldsara [33]-ban leirt
altalanos eljaras megforditasat hasznaljuk fel. Az elébb adott konstrukcio
szerint BE=p-m,GeCD és CG=m—g,tovibbda K = BCNEF és
L=BCNGH jeloléseket bevezetve BLHA = ABCA teljesiil, minthogy

egy-egy oldal és a rajtuk 1évé megfeleld szogek egybevagdk (1.1.12.
abra).
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1.1.12. dbra
Ezért GL=GH-HL=p-m=BE,LGCL=90° = BEK/ és

CLGZ = p =KBEZ, ami miatt CLGA = KBEA,s igy KE=CG=m—q
¢s KF =FEF —KE =¢q, azaz a megfelelo szogek egyezd allasa miatt

KCFA = BLHA addédik. Mindezek alapjan a CDEF — BDGH
atdarabolds elvégezhetd, ha a K pont nincs a BDGH téglalapon kiviil,
vagyis KE=m—-q<qg=BH =>m<2q, s ekkor m(2g esetén a kivant

atdarabolas az alabbi:

CDEF — KCF + CLG + DEKLG — BLH + KBE + DEKLG — BDGH,
tovabba m =2q esetén csak annyi a valtozéas, hogy a K és L pontok

egybeesnek. Ha viszont a K pont kiviil van a BDGH téglalapon, azaz
m)2q , akkor a fenti atdarabolds mar nem végezhetd el. Tulajdonképpen

csak az a baj, hogy a BDGH téglalap til hosszu és nem elég magas. A
megoldast az jelenti, hogy ekkor a BDGH téglalapot helyettesitjiik egy
feleakkora hosszi és kétszeres magassagh B'DG'H’ téglalappal. Ha
K'= B'CNEF , akkor K'E = CG'= m—2q <2q,azaz 2q(m < 4q esetén
az  atdarabolas elvégezheto: CDEF — B'DG'H'—~ BDGH' .
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1.1.13. abra

Ha pedig a K’ pont kiviil van a B'DG'H’" téglalapon, azaz m)4q ,
akkor a BDGH téglalapot egy harmadrésznyi hosszii és haromszoros
magassaga B"DG"H" téglalappal helyettesitjiik, és igy tovabb. Ezen
helyettesitések révén véges sok lépésben mindig visszajutunk az elso
esethez, s igy a CDEF — BDGH atdarabolés is mindig elvégezheto.

2. valtozat

Ismét az adott konstrukcidnak megfelelden legyen P = BC NEF,
0 az E ponton at BC -vel parhuzamosan huzott egyenes és a CD szakasz
metszéspontja, R a P ponton at AB -vel parhuzamos és az @ egyenes
metszéspontja, K a GH szakasz olyan belsd pontja, amelyre
HK = DE = m, valamint L = EF ~ BK (1.1.14. abra).
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1.1.14. abra

Ekkor g(m(2q esetén R az EQ és L a BK belsO pontja, tovabba
QEDA = BKHA, ERPA = LBEA ¢és CFPRQ = EDGKL miatt az
atdarabolds haromr ésszel elvégezheto:

CDEF — QED + ERP + CFPRQ — BKH + LBE + EDGKL — BDGH .m
=2q esetén csak annyi az eltérés, hogy R=0 és K=L miatt az 6tszogekbol
téglalapok lesznek. m)2q esetén pedig az E-QO-R és B-K-L elrendezések
allnak fenn, s igy az atdarabolds tovabbi alesetekre bontandd, amelyek a
kq(m < (k+1)q feltétel szerint tagolhatdk, ahol 1{k € Z, s ily mddon a
CDEF — BDGH atdarabolas egyenldség esetén k+17, mig egyenldtlenség
esetén k+2 szamu résszel mindig elvégezheto.

Megjegyezziik, hogy a gq(m(2q esetre az 1. és 2. véltozatban a
CDEF négyzet és a BDGH téglalap kétféle feldarabolasa kozéppontos,
illetve tengelyes tiikrozéssel atvihet egymasba.

A magassagtétel kiegészitéses bizonyitdsara harom valtozatot
ismertetiink. Koziilik az elsé ([34], 37-38.0ld.) az, amely leginkabb
alkalmas tevékenységi format kindl a magassagtétel felfedeztetésére.
Ugyanis mind a kiegészités, mind pedig az azt kovetd teriilet-
Osszehasonlitas viszonylag egyszerlien elvégezhetd. A masodik ([34] 199-
201.0ld.) valtozatnal a téglalappa torténd kiegészités mar nem annyira
kézenfekvo, jollehet ugyanazon eszkozkészlettel elvégezhetd. A harmadik
valtozatnal a teriilet-0sszehasonlitast az teszi nehezebbé, hogy elobb még
két haromszog egybevagdsagat is kiilon igazolni kell.
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1. valtozat

Az ABC derékszogli haromszoget a CD magassdg mentén
szétvagva kapjuk az ACD és a BCD részharomszogeket, amelyek egyrészt
a CD magassag folé szerkesztett négyzetet, masrészt az AB atfogd AD
€s BD részeibdl szerkesztett téglalapot ugy egészitik ki, hogy két
egybevagd derékszogli haromszog addédik (1.1.15.4bra). Ez az
egybevagdsag a megfeleld befogdk hosszainak ©sszehasonlitasaval
konnyen ellendrizhetd. Az egybevagosag miatt a kiegészitett négyzet €s
téglalap egyenld teriiletti.

A

AqD P

1.1.15. abra

Ez a véltozat egy kirakds jatékka is atrendezhetd, ha 6sszeallitjuk a
kovetkezo készletet: 1 db ABC derékszogli haromszog, 3 db ACD-vel és 3
db BCD-vel egybevagd haromszog, valamint 1 db CD oldala négyzet és 1
db ADx BD oldalu téglalap. A jaték azzal kezdddik, hogy a tanulo
megismerkedik az eszkozokkel. Ennek soran felfedezheti, hogy mely
oldalak, illetve szogek egybevagdk, majd az ACD ¢és BCD
haromszogekbdl osszedllitja az ABC derékszogli haromszoget, tovabba
annak magassagat 6sszehasonlitja a négyzet oldalaval, az atfogo két részét
pedig a téglalap oldalaival. Ezt kovetheti a négyzet és a téglalap
kiegészitése két-két haromszoggel ugy, hogy két egybevagd derékszogii
haromszog alljon el6. A jaték azzal a felfedezéssel ér véget, hogy a
négyzet és a téglalap egyenld teriiletli, mivel a megfeleld kiegészitd részek
tertilete is egyenld volt.
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2. valtozat

Az ABC derékszégﬁ haromszogbdl kiindulva legyen CDEF a CD
magassag fol¢ A e DE feltétellel szerkesztett négyzet, valamint CGHI az
AB atfogo AD és BD szeleteibdl szerkesztett teglalap ugy, hogy
IeBH ¢ CI HAB teljesiiljon (1.1.16.4bra). Ekkor az EF és GH

egyenesek K metszéspontja az ACD és KCF haromszogek egybevagdsaga
miatt rajta van a BC egyenesen, s igy a BEKH négyszog egy téglalap,

amit a BK 4tl6 az egyenld teriileti BEK és BHK haromszogekre bont. Ha
ezekbdl elvessziik a paronként egybevagd BCD és CBI, illetve KCF és
CKG haromszogeket, akkor a visszamaraddé CDEF négyzet és CGHI
téglalap is egyenld teriiletii.

K_ o G ¢ g

.k :

F -

1.1.16.abra

3. vdltozat

Az ABC derékszogli haromszoget a CcD magassag mentén
szétvagva kapjuk az ACD ¢és BCD részharomszogeket. Ha a BCD

haromszoget rogzitjik, az ACD haromszoget pedig a BC befogd mellé
helyezziik el kétféleképpen (1.1.17.4bra), akkor a keletkez6 BDCFK ¢és

BDCLH o6tszogek teriilete nyilvanvaldan egyenl6. Legyen E = BD N FK
és G = CD N~ HL . Ekkor a BDCFK otszog felbonthaté a CDEF négyzetre
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¢s a KBE derékszogli haromszogre, a BDCLH 06tszog pedig a BDGH
téglalapra és a CLG derékszogli haromszogre ugy, hogy BE = p—m =GL

¢s EK=m—q=CG teljesil. Mindezek alapjan KBEA = CLGA, s
ennélfogva

m® = t(CDEF ) = t(BDEFK )— t(KBE) = t(BDCLH )~ t(CLG) = t(BDGH ) = pq .
G m F
G
m mi‘
T D B

1.1.17. abra

Konkrét fizikai tevékenység esetén a fenti abran 1évo két alakzatot
kiilon-kiilon eléallitjuk, majd a két 6tszog teriiletének Osszehasonlitasa
utdn ezen Otszogekbdl levagjuk a folosleges részeket, amelyek
egybevagosagarol szemlélet alapjan meggy6zddve kijelenthetjiik, hogy a
visszamarado négyzet ¢s téglalap is egyenld teriiletli. Megjegyezziik, hogy
a fenti eljarasban az ACD és BCD haromszogek szerepe felcserélhetd.

A pitagoraszi tételcsoport eddigi targyaldsa soran mindvégig
feltételeztiik, hogy az AB atfogdju ABC derékszogli haromszogre BC)AC
teljesiil. Ezaltal az adott targyaldsban egyfajta 6sszhang alakult ki, ami
megkonnyitheti a leirtak megértését ¢s elsajatitasat. Azt is latnunk kell
azonban, hogy a BC)AC feltétel ilyen hasznalata az 4altalanossag

megsértése nélkiil megtehetd. Ugyanis BC(AC esetén alkalmas
atjeloléssel, mig BC = AC esetén megfeleld specializalassal mindig célba
érhetiink.

1.2. A Pitagorasz-tétel két nem kozismert altalanositasa
A Pitagorasz-tételre ismert tobbféle altalanositas [6, 34, 36, 39, 48,

62, 63] kozil tekintsiik elsdként a Hoehn altal [36]-ben leirtnak az alabbi
valtozatat:
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Ha az ABC haromszog C csucsanak a B csucsbol megrajzolt
magassagvonalra vonatkozo tiikorképét C'-vel, az A é C' pontok
tavolsagat d-vel jeloljiik, akkor y >90° esetén ¢’ =a” +bd .

Hoehn ezt a Pitagorasz-tétel egy melldzott altalanositasdnak
nevezi, és haromféleképpen bizonyitja: elsdként két koszimusz tétel, majd
két Pitagorasz-tétel, s végiil a Stewart-tétel segitségével.

Itt eldszor is megmutatjuk, hogy ez az altaldnositds nem csupan

y2>90°, hanem y>a<c>a esetén is érvényes. Ugyanis
y=a<c=a esetén C'= A miatt d=0,sigya ¢’ =a’ +bd formula
nyilvanvaloan igaz. Ha viszont y)a < c)a, akkor C' az AC szakasz
belsé pontja, s igy d=AC'=AC-CC" és CC'=2acosy miatt a

koszinusz tétel alapjan
c? =a’> +b> —2abcosy =a” +b(b—2acosy)=a’ +bd adédik
(1.2.1.4bra).

1.2.1. abra
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De mi a helyzet y(a < c{a esetén? Ekkor a B csucsbol
megrajzolt magassagvonalra vonatkozd tiikkrozés utdn A4 elvélasztja C és
C' pontokat (1.2.2. abra), és a keletkez6 ABC' haromszégre a)c miatt

teljesiil az a®> = ¢* + bd Osszefiiggés, ahonnan ¢* = a* —bd kaphat.

- B

1.2.2. abra

A tovabbiakban y)a < c)a feltételt megtartva a ¢’ =a” +bd

formuldra egy olyan bizonyitast kerestink, amely fliggetlenné tehetd a
Pitagorasz-tételtdl. Ehhez a Heron-képletbdl kiindulva meghatarozzuk az
ABC és ABA' haromszogek (1.2.1. abra) teriiletét, ahol A’ az 4 tiikorképe

a BF magassagvonalra:

t(ABCA):\/a+b+c'—a+2b+c_a—12)+c.a+12)—c _

:%\/[(b+c)+a][(b+c)—a][a—(b—c)][a+(b—0)] =
RN e e

€s
t(ABA,A):\/2c+b+d.b+d‘b+d'2c—b—d 1

B D) 5 Z(b+d)\/[2c+(b+d)][2c—(b+d)]='

=%(b+d) 4c? —(b+d)
Minthogy az ABC és ABA' haromszogekben kozos a BF magassag, ezert
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( b j (d4BcA)Y [b+e) —a?ar - (b-c)]
b+d) [z(ABA’A)j ~ (p+d) P —(b+a)y|
ahonnan  ¢* +a* —2a*b* —2a*c* +2b*c* - 2b°d —b*d* =0, s ezt
szorzatta alakitva (02 -a’ —bdX02 —a’ +bd +2b* ): 0, ahol c¢)a miatt
¢’ —a’ +bd+2b*)0, s ennélfogva ¢’ —a’ —bd =0, amibél a kivant

¢’ =a’ +bd formula kaphato.
A y<o<=c<a esetre a fenti bizonyitas hasonld modon elvégezhetd.

Ezaltal a c¢*>=a’+bd formula a Pitagorasz-tétel egy
altalanositasanak tekinthetd: ugyanis y =90° esetén C'=C miatt d =b,
sigy ¢> =a’ + b adodik.

Vizsgaljuk most azt, hogy d milyen értékeket vehet fel. Lattuk mar,
hogy y =« esetén d =0. Ha pedig y)a, akkor d =b—2acosy miatt
0°(y £90° esetén O(d <b, valamint 90°(y(180°esetén c)a,c)b, és
—1{cos ¥(0 miatt b(d(b+ 2a{3c. Utdbbi esetben szigorubb felsd korlatot
is kaphatunk, ha a C" pont eldallitasat megfigyelve észrevessziik, hogy c-t
allandénak tartva az AC' szakasz hossza y —>180° és C —> A esetén

szigoruan monoton novekvd és hataresetben 2c-vel lenne egyenld, ami
viszont nyilvanvaléan nem megengedett, s ennélfogva b{d{2c. A szégek

nagysaga szempontjabol érdekes megvizsgalni a d =a és d = c eseteket
(1.2.1. ébra). Ha d = a, akkor az ABC haromszog hegyesszogli és C' az
AC oldal belsé pontja, tovabba az ABC' egyenlGszaru haromszogben a
C'-nél 1évo kiilso szogre y = BC'CL = ABC'Z + BAC'Z =2« . Ha pedig
d =c)b)a, akkor az ABC haromszdg tompaszogl és C’ az AC oldal
kiils6 pontja, tovabba AB=AC’ miatt a BCC’ egyenldszaru haromszdgben

BCC'£=BC'C£=90° —%, s ennélfogva y = ACB£ =180° —BCC'/ =

90° + <.

2

A kapott ¢* =a’ +bd formula egy alkalmazasaként oldjuk meg a
kovetkezd feladatot.

Az ABC haromszogben legyen c)a és c)b, tovabba jelolje C,,
illetve C, a C cstcsnak a B-bdl, illetve 4-bol hluizott magassagvonalra
vonatkozo tiikorképét. Mutassuk meg, hogy az AC,C,B négyszdg
harnégyszog.

Tekintsiik els6ként azt az esetet, amikor az ABC haromszog
hegyesszogli, azaz 0°(y(90° teljesiil. Ekkor C, az AC és C, a BC
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szakasz  bels6 pontja (1.2.3. 4bra). Ennélfogva d, = AC és
d, = BC,jeloléssel az ABC haromszogrec)a=>c’ =a’ +bd, és
ob=c*=b"+ad,, ahonnan a’+bd, =b>+ad,, amibdl
ala—d,)=b(b—d,) kaphato, s igy az 4,B,C, és C, pontok ugyanazon
koron helyezkednek el ([37] 1326. feladat). y =90° esetén a C, és C,
pontok azonosak C-vel, s ezért a feladat allitasa nyilvdnvaloan igaz. Ha
pedig az ABC haromszog tompaszogili, azaz 90 (y(180°, akkor az A4-bodl,
illetve B-bol meghuzott magassagvonal az ABC haromszogon kiviil halad,
vagyis C elvalasztja az 4 és C,, illetve B és C, pontokat. Ennek ellenére

az elobbi szamitas valtozatlanul érvényes, s ezéltal a kittizott feladatbeli
allitas bizonyitasa teljessé valt.

Ugyanerre a feladatra adhaté még egy masik megoldéas is,
amelyben az eldbbi Pitagorasz-tipusu formulak helyett azt az ismert tényt
hasznéljuk fel, hogy a magassagok talppontjait 6sszekotd szakaszok altal
levagott haromszogek hasonldk az eredetihez. Ha 0°(y(90° esetén E és F

jelolik a B-bol huzott magassagok talppontjait (1.2.3. 4bra), akkor

1.2.3. abra

EFCA~BACA miatt CFEL=CABZL=a ¢és CEFL=CBAZ=p.

Tovabba a C, és C,pontok eldallitdsa miatt az EF szakasz a

36



CC,C, haromszogben a m oldallal parhuzamos kozépvonal, s
ennélfogva C,C,CL=a és C,C,BZ=180° —a is teljesill, vagyis az
AC,C,B négyszog hurnégyszog. A y =90” eset most is nyilvanvalo. Ha
pedig 90°(y(180°, akkor az eldbbihez hasonld érveléssel megmutathatd,

hogy a BC, szakasz az A és C, pontokbdl egyarant « szog alatt latszik,
amibdl az kovetkezik, hogy az A4,B,C, és C, pontok ugyanazon korre
illeszkednek.

Az 4, B, C, és C, pontokat tartalmazo kornek egy érdekes
tulajdonsaga, hogy az ABC haromszog kortlirt korének az AB egyenesre
vonatkozé tiikorképe. Ez » =90° esetén a két kor egybeesése miatt
nyilvanvaldan igaz, hiszen ekkor mindkét kor kézéppontja az AB oldal
felezopontja. » #90° esetén eldszor azt mutatjuk meg, hogy ezen korok
kozéppontjai az AB egyenes kiilonb6zd oldalain vannak. Ha példaul
0°(y(90° (1.2.4. ébra), akkor c)a ¢és c)b miatt egyrészt az ABC
haromszog k korilirt korének K kozéppontja az ABC haromszog

belsejében, azaz az AB egyenes C pontot tartalmazd oldalan van,
masrészt az AC,C,B négyszog koré irt / kor egyuttal korilirt kore az

ABC, haromszognek, amely a 0°(y(90° feltétel miatt C,-nél
tompaszogl, s ennélfogva az [ kor L kozéppontja az ABC, haromszgon
kiviil van, mégpedig az AB egyenes C,-et nem tartalmazé oldalan, ami
c)b miatt azonos a C-t nem tartalmazd oldallal. Ha viszont 90° (y(180°,
akkor K van kiviil és L pedig beliil az ABC haromszogon. Tehat y = 90°
esetén az AB egyenes mindig elvalasztja K és L pontokat. Minthogy az
AB szakasz kozos harja a k és [ koroknek, ezért a K és L kozéppontok
illeszkednek az AB szakasz felezOmerdlegesére. Ezutan mar csak azt kell
igazolni, hogy az AB szakasz a K és L pontokbdl egyenld szog alatt
lathaté. Ehhez az azonos iven nyugvo kozépponti és kerlileti szogek
mértékei kozotti Osszefiiggést hasznaljuk fel. Eszerint k£ korben a C-t nem
tartalmazd A?} koriven nyugvd ALB kézépponti szog kétszerese az AC, B
kertileti szognek. Ennélfogva az AB szakasz a K és L pontokbol
0°(y(90° esetén 2y, mig 90°(y(1807 esetén 360° —2y nagysagu, tehat
ugyanakkora szog alatt latszik. Mindezek alapjan L a K-nak AB

egyenesre vonatkozd tiikkorképe, s igy az / kor fenti tulajdonsaga is
igazolva van.
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1.2.4.4bra

Mindezek utdn az a(b(c feltételt megtartva atdarabolédsos
bizonyitast adunk a ¢’ =a’ +bd Pitagorasz-tipusu formulara, ahol
d=b-2acosy. E célbdl a BC oldal folé rajzolt négyzetet és az AC
oldal folé rajzot b és d oldalu téglalapot daraboljuk fel az 1.2.5. dbran

2

lathaté médon, ahol x SN y =ﬂ. Ez a feldarabolas a(b{c esetén
c c

x{(a és y(d miatt mindig lehetséges.
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1.2.5. abra

ala—x)

Az igy kapott 1,2,3 és 4,5,6 jeli részekbol u = =c—a ¢és
X
Cbld-y) , :
v=——-2=c—b miatt eldallithaté egy-egy téglalap, amelynek oldalai
y

rendre ¢ és X, illetve ¢ €s y hosszlisaguak. Tovabba x(a{c miatt az AB
oldalnak van olyan D bels6 pontja, amelyre BD = x. Hogy ekkor milyen
hosszu az AD szakasz, arra az alabbi szamolas ad valaszt:

a® bd a’+bd a’ +b(b—2acos;/) a® +b* —2abcosy ¢’
c ¢ c c c c
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Ennélfogva AD =y, s ezért az AB oldal folé rajzolt négyzet lefedheto a
fentebb emlitett ¢ és x, illetve ¢ €s y oldalu téglalapokkal. Tehat a kivant
atdarabolas elvégezhetd, s ezéltal a ¢* = a’ + bd formula igazolva van.

Megjegyezziik, hogy » =90° esetén D a C-bdl huzott magassag
talppontja, s ekkor a derékszogli haromszogre szokasos jelolésekkel
x=pla, y=q(b és d =D teljesil.

A Pitagorasz-tétel masik nem kozismert altaldnositdsa Schmitz
[62, 63] azon otletére alapozhatd, hogy a Thalész- és Pitagorasz-tétel
Osszekapcsoldsa esetén az AB atfogoju ABC; (i=0,1,2,...) derékszogl
haromszogek C; csucsai az AB atmér6jli  korre illeszkednek és
ugyanekkor teljesiil az AC] + BC] = AB*>  &sszefliggés is. Mindez

geometriailag azt jelenti, hogy az ABC; derékszogli haromszogek AC,
és B_C, befogoi f6lé rajzolt négyzetek teriileteinek 6sszege a C; csucs

minden lehetséges helyzetére egyenld az AB atfogd folé rajzolt négyzet
(1.2.6. abra) teriiletével, ami az 4 és B pontok rogzitése utan egy allando
érték.

1.2.6. abra
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A fenti tényallasbol kiindulva altalanositast keresiink a Pitagorasz-
tételre. E célbol valasszuk az ABC; haromszoget ugy, hogy a C; csticsnal
1év6 szoge egyeloére ne legyen derékszog, és vizsgaljuk meg, hogy

rogzitett AB oldal és Cj csucs esetén a C; csucsok milyen alakzatot
futnak be, ha azt kivanjuk, hogy az A_Q és B_Q oldalak f6lé rajzolt
négyzetek teriileteinek 6sszege mindig ~ AC; + BC; legyen, vagyis
allandé maradjon. Ehhez a vizsgélathoz az ABC, haromszoget Descartes-
féle derékszogl koordinata- rendszerben helyezziik el ugy, hogy c¢=4B
jeloléssel az A(—g;Oj, B[%;O) és Co(xp,y9) megadasi modot valasztjuk

(1.2.7. abra), a mozgd C; pont koordinatdira pedig bevezetjiik az (x;y)
jelolést. Ekkor az AC + BC? = AC; + BC; feltétel

C ? 2 C ? 2 C ? 2 C ? 2
X+E +y + X—E +y XO+E +y0+ XO—E +y0

alakba irhat6, ahonnan x” + y* = xZ + y2 kaphato, és minthogy Cy ¢ AB

Ar A O

1.2.7. é4bra
miatt x; +y, >0, ezért a C; pontok egy olyan korvonalon vannak,
amelynek kozéppontja az AB oldal O felezOpontja és sugara az ABC)
haromszog Cy cstcsdhoz tartozd s, sulyvonala, amelynek hossza a

koszinusz-tételnek az ABCy ¢és AOC; haromszogekre torténd
alkalmazasaval ismert mddon kifejezhetd az a=BCy, b=Cpd, c=AB
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2 2 2
adatokkal: s, = Ja ;b —% , ahonnan a’ +b* =c® +2abcosy miatt
c’ c
s, = T+ abcosy adodik, s ennélfogva 0° <y <90° esetén s, > 5

mig 90° < y < 180° esetén s <§. Ha ezek utan bevezetjik a

c

KO,s)NAB =1{A,,B,} jelolést, akkor egyrészt k nyilvin az A,B,
szakasz Thalész-kore, masrészt az O pontra vonatkozd szimmetria miatt
az A_A1 és B_B1 szakaszok hossza egyenld. Jeloljik d-vel ezt a kozos
hosszat, amire tehat esetiinkben

sc—g, ha 0° <y <90°

c
d=|s,—— = c
2 S Ses ha 90 <y <180°
érvényes.
Tekintsiik elséként a 0° <y <90° esetet, amikor is
2 2 2
d - SC—E _ |am+b” ¢ ().
2 2 4 2
ahonnan
2 2 2
a +b” ¢ _a+S,
2 4
s ebbdl pedig

a>+b> = (c+d)> +d> (2) kaphato.

Ezen 0sszefliggés szerint az ABCy haromszog AC, és BC, oldalai

folé rajzolt négyzetek teriileteinek Gsszege egy olyan négyzet teriiletével

egyenlé, amelynek oldala AD = .J(c+d)> +d’ hosszlisagl
(1.2.8. abra). S minthogy Ci € KO,s.) \{4,,B;} esetén
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Vctd)tg e

1.2.8. abra

az ABC; haromszogekre AC] + BC} = AC; + BC; =a’ +b* teljesiil,
ezért az A_Q és B_Q oldalak folé rajzolt négyzetek teriileteinek Gsszege

is mindig az 4D oldali négyzet teriiletével egyenld, ami az 4, B, Cy
pontok rogzitése utan allandd. S ez a tény még az olyan megengedett C;
pontokra is valtozatlanul igaz, amelyekre az o és P szogek valamelyike
éppen derék- vagy tompaszog. Ezen lehetdségek egyike sem kizart. Ha

ugyanis C, jeloli a C; cstcsnak az AB egyenesre vonatkozo merdleges
vetiiletét, akkor az ABC; haromszog C, € {4,B} esetén derékszogi,
C, e (intA_A]) u(intB_Bl) esetén tompaszogl, tovabba C, e int AB esetén
hegyesszogli, de nem a C; cstcsnal.
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Masodjara maradt még a 90° <y < 180° eset, amikor d= %— S, 8

ekkor az el6z6vel analég moddon jutunk az

a’+b* = (c—d)>+d* (3)
Osszefliggéshez, ami a (2)-vel hasonld geometriai tartalommal rendelkezik
(1.2.9. abra).

1.2.9. abra

Mindezek alapjan megallapithatd, hogy v # 90° esetén (2) és (3)
alapjan fennall az
a’+b>=(ctd)’ +d* (4)
Osszefiiggés, ami v = 90° esetén d = 0 miatt a j6l ismert Pitagorasz-
tételre vezet, s ennélfogva (4) a Pitagorasz-tétel egy lehetséges
altalanositasa.
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Ezzel az éltalanositassal kapcsolatban is felvetddhet az atdarabolas
lehetdségének a kérdése, s ezért az alabbiakban megadjuk az 1.1.1. dbran
bemutatott Perigal-féle atdaraboldsi mod megfeleld valtozatat , ami az
eredetivel teljesen egyezd elrendezésre vezet, csak részben a konstrukcid
mas.

Az AC ¢és BC oldalak folé rajzolt négyzetek kozil AC=BC
esetén barmelyiket, AC#BC esetén pedig a kisebbiket felbontatlanul
megtartjuk, mig a nagyobbikat a kozéppontjan athaladdé 4D hosszasagu
egymasra merdleges két szakasszal négy egybevagé részre osztjuk. Ezt a
két szakaszt ugy kaphatunk meg, hogy a tekintett négyzet koézéppontjaban
AD/2 sugaru kort rajzolunk, ami példaul 4AC < BC esetén (1) és BC < AD

< BC+2 miatt e négyzet oldalait mindig nyolc kiilonb6z6 pontban
metszi, amelyek koziil egy koriiljarast megtartva minden masodikat
kivalasztjuk és az atellenes helyzetlieket 6sszekotjiik. Az igy eléallo négy
egybevago részhez a kisebbik négyzetet is hozzavéve 6t részsokszogiink

van, amelyekkel az AD  szakasz folé rajzolt négyzet egyrétliien ¢&s
hézagmentesen lefedhetd (1.2.8. és 1.2.9. dbra).

1.3. Derékszogii haromszog atdarabolasa téglalappa

Béarmely haromszog két kozismert modon darabolhatd 4t
ugyanakkora teriileti téglalappa. Mindkét atdaraboldsi modhoz elsdként
kivalasztjuk a haromszog leghosszabb oldalat (vagyis azt az oldalt, amely
nem rovidebb, mint barmely masik), majd megszerkesztjiik a masik két
oldal felezdpontjait. Ezutdn az egyik esetben ezen pontok Osszekotd
szakaszara a leghosszabb oldallal szemkozti csticsbdl merdlegest allitva a
haromszog harom részre bomlik fel, amelyekbdl olyan téglalap allithatd
Ossze, melynek egyik oldala azonos a hdromszog leghosszabb oldaldval és
masik oldala a leghosszabb oldalhoz tartoz6 magassag fele (1.3.1. abra).

— | 4 %
5 / 3

1.3.1.abra
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A masik esetben a két felezopontbol a leghosszabb oldalra
merdlegeseket bocsatva a haromszog ismét hdrom részre bomlik fel,
amelyekbdl olyan téglalap allithato 6ssze, melynek egyik oldala azonos a
haromszog leghosszabb oldalanak felével és a masik oldal a hozzatartozo
magassag (1.3.2. abra).

1.3.2. abra

A leghosszabb oldal ilyen megkiilonboztetése azért tarthatod
elénydsnek, mert a rajta [évé mindkét belsé szog hegyesszog, s ennélfogva
a megrajzolt merdlegesek valdban belemetszenek az adott hdromszogbe.
Az ekkor keletkezd részekbdl (az abrdkon 1€évd szdmozést kovetve) az
atdarabolds kozvetleniil elvégezhetd. Az atdarabolds azonban akkor is
lehetséges, ha nem felezett oldalnak nem a leghosszabb oldalt valasztjuk.
Ha példaul a nem felezett oldal a haromszég azon oldala, amelyen 1évd
egyik belso szog derékszog, akkor a kivant atdarabolds még egyszertibben
elvégezhetd (1.3.3. dbra).

1.3.3. dbra
Ha viszont nem felezett oldalnak az adott haromszog olyan oldalat
valasztjuk, amelyen 1év0 egyik belsd szog tompaszog, akkor példaul az
elsé tipusu atdarabolashoz megrajzolt merdleges a haromszogon kiviil
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halad (1.3.4a abra), s igy az atdarabolds kozvetleniil el sem végezhetd,
csak tobb 1épésbdl allo visszavezetéssel. Ennek leirasahoz az ABC

haromszdgben legyen BAC/)90°, tovabba jeldlje D és E a BC és AC
oldalak 4, és B, felezOpontjait 6sszekotd egyenesre A-bdl, illetve B-bol
allitott merdlegesek talppontjait (1.3.4b abra). Ekkor a BAC£)90° feltétel
miatt az 4, és B, pontok koziil legalabb az egyik kiviil van a DE
szakaszon, s éppen ez jelenti a problémat. Ennek kikiiszobolése céljabol

legyen A" az A-nak A, -re vonatkozé tiikorképe, és A4, = 4B, mﬁ,

ahol 4B, EA1B1HAB miatt 4, az A'B szakasz felezépontja. Az itteni

konstrukciobol kovetkezik, hogy az ABC haromszog atdarabolhatd az
ABA" haromszogbe, mivel az ABA, haromszog kozos és

ACA,, = A'BA,,. Ha A4, és A, koziil egyik sincs kiviil a DE szakaszon,
akkor az ABA' haromszog kdzvetleniil atdarabolhato az ABDE téglalapba.
Ellenkez6 esetben az elébbi konstrukcidt ismételten alkalmazzuk az 4BA’
_AB _DE
2 2
ezért az archimédeszi axidma miatt létezik olyan n természetes szam,

haromszogre, €s igy tovabb. Ennek sordn B 4, = 4,4, =...

, S

amelyre A4, A4, c DE teljesiil, vagyis az eljards véges lépésben célhoz
vezet.

)
1.3.4.abra

Ugyanezen eljarassal  kikiiszobolheté a  masodik  tipusu
atdarabolasnal a tompaszog esetén fellépd probléma.

Egy haromszognek téglalappa vald atdarabolasa sokkal nagyobb
kihivast jelent, ha lehet6ségiink van a keresett téglalap egyik oldalanak
masféle megadasara, ami torténhet véletlenszertien, vagy valamilyen
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specialis feltételhez kapcsolédva. A tovabbiakban ezen utdbbi esetben a
derékszogli haromszogre mutatunk be harom lehetdséget.

1. valtozat
Az ABC derékszogli haromszog AB atfogodjanak valamely D belsd
pontjaban az AB -re merdleges egyenes messe BC egyenest egy E

pontban. Szerkesztendd olyan D pont, amelyre az AD és DE oldalu
téglalap teriilete egyenl6 az ABC haromszog teriiletével.
Az ABC derékszogli haromszog oldalaira teljesiiljon az a < b{c

feltétel, tovabba legyen F a keresett téglalap negyedik cslicsa, valamint
AD =x és DE =y (1.3.5. ébra).

1.3.5. abra

Ekkor y:BD-tanﬂ:(c_x).é
a

; ab L
s igy az xy= > tertileti
feltételbol kaphato a 2x° —2cx+a” =0 masodfoku egyenlet, amelynek
gyokeire ¢® =a’ +b> miatt

_ 2c¢++/4c* —8a’® _ ctc? —-2a* _ ctb*—a?
4 2 2

Xi2

adddik. Eszerint

a=>b esetén x, =x, =5, azaz D az AB 4atfogo felezOpontja, s igy a

c+Vb?—a* ¢

kivant atdarabolas kozismert. Ha viszont a(b, akkor x, = f> 5
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1.2 2
és x, =%(§, tovabba az xy:t(ABCA):% feltétel miatt

y,(m és y,ym. Ekkor az (xl, y]) megoldas parhoz tartozé D, pont az

alabbi modon szerkesztheté meg (1.3.6. dbra):

1. Felvessziik az AB atfogdju ABC derékszogli haromszoget.

2. Az AC befogd f6lé rajzolt félkoriven olyan X pontot szerkesztiink,
amelyre CX = BC.

3. Az X pontot A4 koriil leforgatjuk az AB egyenesen 1évd Y pontba ugy,
hogy B-A-Y teljesiiljon.

4. A BY szakasz felez6pontja legyen Z.

5. Az YA vektort eltolds sorén Z képe D,.

1.3.6. abra

A D, pont megszerkesztése utan eldallithatd az 4ABC derékszogli

haromszoggel egyenld teriilet 4D E|F; téglalap, amelynek E F, oldala
y,{m miatt az AC befogot egy G, belsdé pontban metszi. A kivant
ABC — AD,E F, atdarabolast megkonnyiti az a tény, hogy az AD,E G,
trapéz kozos, s igy csupan a BE D, és E,G,C haromszogeket kell
atdarabolni az AG,F, hdromszogbe. Ehhez a BED, ¢és E,GC
haromszogeket eldbb olyan téglalapokba daraboljuk at, amelyek egy-egy

oldala az AG,F, haromsz6g AG, oldaldhoz tartoz6 magassaga. Ezt a két

téglalapot az egyenld oldalak mentén egymashoz illesztve egy olyan
téglalapot kapunk, amely az 1.3.2. 4bran bemutatott &tdarabolas
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megforditdsdval 4tdarabolhaté az AG,F, haromszogbe. Mindez eléggé
hosszu folyamat, aminek részletes bemutatasat éppen ezért melldzziik.

Bér az (x2 yz) megoldas parhoz tartoz6 D, pont megszerkesztése
csak a forgatds iranyaban tér el, a kivant 4dtdarabolas altalanos leirdsaval itt
mégsem célszeri tovabb foglalkozni, mivel az joval bonyolultabbnak
igérkezik.

2. valtozat

Az AB atfogdji ABC derékszogli hdromszoget most olyan
téglalapba kivanjuk 4tdarabolni, amelynek egyik oldala a befogok
szamtani, mértani, harmonikus vagy négyzetes kozépértéke.

Minthogy a befogdk egyenlosége esetén mindegyik kozépérték a
befogoval egyenld, s ezaltal a kivant atdarabolds igen egyszerlien
elvégezhetd, ezért a tovabbiakban megtartjuk az a(b(c feltételt. Ha a

keresett  téglalap  oldalait x és y jeloli, ugy hogy

2 2
xe a+b,\/ﬁ, 2ab”’a b , akkor a kozépértékek kozos
2 a+b 2

tulajdonsaga miatt a(x(b és y(% is teljestil. Ennélfogva mind a négy

esetben az ABC derékszogli haromszoget eldbb atalakitjuk a vele egyenld
tertileti BCDE téglalappa, ahol D az AC befogd felezOpontja, majd ezt a
téglalapot daraboljuk at a kivant tipusu CFGH téglalapba, ahol Fa CD

szakasznak, H pedig a CB félegyenes BC szakaszan kivili részének
belsé pontja (1.3.7. abra).

1.3.7. 4bra
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Az ABC — BCDE — CFGH 4atdarabolds tehdt mindig ugyanazon

abraval reprezentdlhato, ahonnan K =DHNFG ¢és L=DHNBE
jeloléssel a BCDE — CFGH atdarabolasra az FK < BC = a feltétel ([25]
242.oldal) adodik, amit az LHB és DKF haromszogek egybevagdsagat
felhasznalva x minden értékére kiillon meg kell vizsgalnunk.

.eset: x:a—M:y: ab és FK:b_a
2 a+b

<a=alb<3a.

Jab

2.eset: x=+ab=y= és FK =Nab-a<a=a(b<4a.

3.eset: x = 2ab :y:a_-l-b és FK:a(b—a)
a+b 4 a+b

4.eset: x—w/a2+b2:>y—a—b és
2 w/2ia2+b2i

a’ +b’
FK = 5 —aSa:a(bSaﬁ.

Erdekes dolog, hogy a BCDE — CFGH kozvetlen atdarabolds a
3.esetben korlatlanul, mig a tobbi esetben csak megfeleld korlatok kozott
hajthaté végre. A felsé korlatok tullépése esetén a BCDE téglalapot
helyettesiteni kell egy ugyanakkora teriilett B'CD'E’ téglalappal, ahol D’

<a=alb.

a CD szakasz felezOpontja. Ezt a helyettesitést sziikség esetén ujra és Gjra
meg kell ismételni.

3. valtozat

Az AB atfogdju ABC derékszogli haromszogre a szokasos
jeloléseket megtartva teljesiiljon az a < b({c feltétel, tovabba az O

kozéppontu és r sugaru beirt kor érintse az AB, BC, CA oldalakat a P, 0,

R pontokban. Valasszuk ki az atfogot és probaljuk meg felosztani azt két
olyan szakaszra, amelyek egy ugyanakkora teriiletli téglalapnak az oldalai
lesznek. Ha ezen szakaszok hosszdt x ¢és y=c—x jeloli, akkor az

Xy = t(ABCA) teriileti feltétel az x* —cx + a?b =0 masodfoku egyenletre
vezet, amelynek gyokei

ct~c? —2ab _ ct~Na®’ +b* —2ab _ cty(b-a) :ci(b—a)
2 2 2

2

b
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. c+b-a , c—b+a
vagyis x:T:s—a és sz:s—b, ahol s az ABC
haromszog félkeriilete. Ennek alapjan azonnal észrevehetd, hogy az a
pont, amely az atfogot az x és y hosszuisagu két szakaszra osztja, egyuttal a
beirt kor és az atfogd érintési pontja. Elérkeztink tehat a kovetkezd
tételhez:

Ha P az ABC derékszogli haromszog beirt korének és az AB
atfogonak az érintési pontja, akkor az AP-BP szorzat egyenld az ABC
haromszog teriiletével.

Ez a tény a derékszogli haromszognek az a kiilonleges
tulajdonsaga, amellyel a tovabbiakban foglalkozni akarunk [10, 11, 12, 20,
22]. A megadott helyeken kiilonféle bizonyitdsai taldlhatok. Nagyon
egyszeri a kovetkezo direkt bizonyitas:

AP-BP=(s—a)s—b)= “’*2’”‘3.“‘;’” _ [C—(;—b)]_[ﬁ(;—b)]

P —(a-b) (a2+b2)—(a2—2ab+b2)_a_b_t(ABCA)
- 4 - 4 2 '

A tovabbiakban erre a tételre alapozva néhany specialis
atdarabolasi méodot fogunk bemutatni, amelyek soran az ABC derékszogl
haromszoget egy AP €s BP oldalu téglalappa alakitjuk at.

Ha a=b, akkor az ABC egyenlOszara derékszogli haromszogre
AP = BP, és az atdarabolas kozismert, igy nem tériink ki ra.

Ha a(b, akkor teljesilnek még az y(%(x(c, és %(y(m(x

egyenldtlenségek is, amelyeket az dtdarabolasokhoz felhasznalunk. Harom
kivant tipusu atdarabolast fogunk bemutatni: az els6 kettdt direkt modon,
mig a harmadikat kombindlva, ami azt jelenti, hogy a derékszogi
haromszoget elobb az 1.3.1., 1.3.2. vagy 1.3.3. 4bra szerint daraboljuk at
egy téglalapba, majd ezt alakitjuk 4t a kivant téglalappa.

1. atdarabolas
Megszerkesztjik azt az APED téglalapot, amelyre 4D = BP, s
ekkor m)y miatt a DE egyenes az AC és BC befogokat az A' és B’

pontokban metszi (1.3.8. abra). Igy az ABC haromszog felbomlik az
A'B'C" haromszogre, valamint az APEA" és BPEB' trapézokra. Az
ABC — APED atdarabolast megkonnyiti, hogy az APEA' trapéz mar
részét képezi az APED téglalapnak, tovabba a BPEB' trapéz atrakhat6 az
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ADFG trapézba, ahol F a DE szakasz olyan pontja, amelyre DF =y, G
pedig az AC befogo olyan pontja, amelyre 4G = BB'. Ekkor

G %

:—\:-)/
n
X
P

1.3.8. abra

B'C=BC-BB'=a-

Y . (s=b)e s—b[ 2ab _CJ_ (s—b)b—a)
sin b b \a—-b+c a

és FG = AD— AG-cos B =(s—b)— (S_bb)" = (S_b)éb_“)

miatt az ASA szerint A'B'CA = A'GFA, s igy az atdarabolas harom részre
bontassal elvégezheto:

ABC — A'B'C + BPEB'+ APEA' — A'GF + ADFG + APEA" — APED .
Erre az atdaraboldsra egy masik véltozatot mutatunk be az 1.3.9.

abran.

1.3.9. abra
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Mindkét valtozat barmely « e (0°,45°] esetén Kivitelezhetd

atdarabolast ad, jollehet az o =45° esetben az 1 jeli haromszogek
eltinnek €s a 2 és 3 jelii trapézokbdl egybevagd haromszogek lesznek, s
ezaltal az egyenldszaru derékszogli haromszogre kozismert alakzatot
kapjuk.

Tovabbi két valtozathoz jutunk, ha a keresett téglalapot a BP

szakasz folé szerkesztjiikk meg (1.3.10.4bra). Ekkor viszont az E pont AC
egyeneshez viszonyitott helyzete az o« -t6l fligg. Viszonylag hossza

szamolassal kapjuk, hogy az F € AC eseta sin’ & +sin’> @ +sina—1=0
egyenletre vezet, melynek a (O” , 45”] intervallumban egyetlen valds gyoke
van, s annak kozelit pontossagu értéke 32,9°.

E_____ D

1.3.10.abra

2. atdarabolas
Az a(b feltétel esetén az AC befogoén van olyan D belsd pont,

amelyre AD=BC=a. Ha az AC -re ezen D ponton at merdlegest
allitunk, akkor a COAL = %(22,5” miatt metszi az A0 szogfelezot egy

olyan E pontban, amelyre az 4A-E-O, E=0, vagy A-O-FE
elrendezések allhatnak fenn.

Vialasszuk elsoként a legegyszeriibbnek igérkezd E =0 esetet,
amikor x=AP=AR=AD=qa miatt b+c=3a, és ebbdl rovid
szamolassal sina =0,6 kaphatd, azaz « kozelitd értéke 36,9°. Az
atdarabolas négy résszel elvégezhetd (1.3.11. dbra).
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1.3.11. abra

Az A-E-O elrendezés esetén x= AP = AR)AD =a miatt
0(sin (0,6 . Az 4tdarabolas 6t résszel lehetséges (1.3.12. &bra).

1.3.12. abra

Ha pedig az A-O-FE elrendezés 4all fenn, akkor
x=AP = AR(AD = a miatt 0,6<sina<g. Az atdarabolas hat résszel

megoldhat6 (1.3.13.4bra).

p 1+sina

Megjegyezziik, hogy az y=r- cot; =r Osszefiiggés

cosa
alapjan E=0 esetén y=2r, A—E—-0O esetén y(2r, A—O—E esetén
pedig y)2r teljestl.
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1.3.13. abra

3. dtdarabolas

Az AB atfogoju ABC derékszogli haromszoget elobb az 1.3.1.
abranak megfeleléen az ABHI, majd azt az ugyanakkora teriileti APED

téglalapba akarjuk datdarabolni, ahol F az AC ¢és G a BC oldal
felezOpontja, [ pedig az AD belsd pontja (1.3.14.4bra).

C

E
\L M .
! T :
e

>3 % P X A
1.3.14.4bra

56



Legyen X :Emﬁ’, Y=BDnNHI é C' a C-nek HI-re vonatkozé

merdleges vetiilete. Ekkor F, I és Y mindegyike % tavolsagra van az AB

egyenestol, tovabbd az  ABHI - APED  &tdarabolas  szerint
BPXA = YIDA ([33], 242.oldal), s emiatt Y/ = BP =y . Ha ugyanekkor
még FI =y is teljesiil, akkor F=Y ¢és az ABC — ABHI — APED
atdarabolds viszonylag egyszer:
ABC — ABGF + CFC'+ CGC' — ABGF + AFI + BGH — ABHI — APXYI + BPX + BHF
— APXYI + FID + XED — APED.
c—b+a
2
esetén all fenn, ahonnan hosszas szamolassal ismét az 1.atdarabolasnal
megismert harmadfoku egyenlet adodik. F'# Y esetén az atdarabolds mar
bonyolultabb; erre nem tériink ki.
Ennek az atdaraboldsnak madsik két valtozatdhoz juthatunk, ha az
ABC haromszoget az 1.3.2. vagy 1.3.3. é&bra szerint daraboljuk &t
téglalappa ([20], 8b és 8c abrak).
Végezetiil tételezziik fel, hogy a fenti atdaraboldsok alapjat ado
tételben leirt tulajdonsdg érvényes lenne egy tetszdleges ABC

Az F =Y elrendezés pontosan FI =y, azaz é-cosa =

haromszogre, amelynek legnagyobb oldala 4B ¢és az azzal szemkozti

szoge y. Ha az AB oldal valamely P bels6 pontja az AB egyenes és az
ABC haromszog beirt korének az érintési pontja, azaz AP =s—a és
BP=s—-b 1gy, hogy az AP-BP=t(ABCA) teriileti feltétel teljesiil,
akkor

AP-BP =(s=a)s-b) = le+(b-all- e~ (- a)l=4 [-* ~(-a) |-

a5~ 2abcos )~ b° - 208 ] - SH=052),

ab-siny

ahonnan t(ABCA) = miatt siny+cosy =1, ¢és ennélfogva

7 =90°, mivel 0° (y(180°. gy tehat az ABC haromszog derékszogii, és
kimondhaté a kovetkezo tétel:

Egy haromszog akkor és csak akkor derékszogl, ha valamelyik
oldalat a beirt kor érintési pontja Ugy osztja két szakaszra, hogy azok
hosszainak szorzata egyenld a haromszog teriiletével.

Ez a derékszogli haromszog egyik kiilonleges tulajdonsaga, ami
még tobb mas mddon is igazolhatd [27]. Koziilik bemutatunk egyet,

57



amely a Heron képletre alapul, s ahol x, y, z jeloli az 4, B, C pontokbol
hazhat6 érintdszakaszok hosszat, valamint 7' az ABC haromszog teriiletét:

2
+y+ ‘
(x Y z)xyZ: I :T-L, ahonnan z=r, s emiatt
(x+y+z)z Tz z

r

T=xy=

y=90°.

Megjegyezziik még, hogy a befogdkra is probalkozhatunk hasonlo
jellegti felosztassal, ami azonban a rovidebb befogdra egyaltalan nem, és a
hosszabbik befogora is csak b > 2a esetén jar sikerrel.

A targyalt probléma tobbféleképpen altalanosithato.

Ha példaul az érintési feltételt elhagyjuk, és az ABC nem-

derékszogli haromszog AB leghosszabb oldalan egy olyan P pontot
keresiink, amelyre az AP - BP = t(ABCA) teriileti feltétel fennall, akkor az

x=AP és c—x=BP jelolésekkel az x> —cx + ab'% =0 egyenletet

kapjuk, amelynek diszkriminansa c¢*> —2ab-siny > 0. Ebbdl a koszinusz
tétel alapjan a’ +b> >2ab(siny +cosy), ahonnan ¥ #90° miatt
siny +cosy(l, ésigy 907 (y(180°.

Ha viszont az ¢érintési feltételt megtartjuk, akkor tetszdleges
0°(y(180° esetén az ismert T>=s(s—a)s—b)s—c), T=rs és
s—c=r- ctg% Osszefiiggések alapjan 7 = (s - a)(s - b)- ctg% teljestil,
ahonnan y =90° esetén visszajutunk a téma elején megfogalmazott
tételhez.

1.4. A haromszog szogfelezéinek hossza

A haromszog-geometria egyik alapvetd ismerete a szogfelezokre
vonatkozd ardnyossagi tétel, amely szerint barmely belsé szogfelezd a
szoggel szemkozti oldalt két olyan szakaszra bontja, amelyek aranya a
szoget kozrefogo két oldal aranyéval egyenld.

Ha az ABC haromszogben példaul a C csticsndl 1évo szog felezdjét

és ennek az AB oldallal alkotott C; metszéspontjat tekintjiik (1.4.1. abra),
akkor ez a tétel az AC,:BC, = AC:BC, vagy masként p:g=a:b
alakban irhato fel, tovabba

ac bc abc?
=BC, = ,q=AC, = és = )
P "oa+b 1 'a+b P (a+b)2

(1
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1.4.1. abra

Ennek a tételnek a bizonyitdsa kozismert, itt nem is ezzel
kivanunk foglalkozni, hanem a CC, szogfelezd szakasz hosszanak az
ABC haromszog oldalai révén torténd meghatarozasaval, vagyis az

Jabl(a+b)* —c*]
f, = )
a+b
ismert Osszefliggés tobbféle bizonyitasi modjainak bemutatasaval,
amelyek a felhasznalt segédismeretek szerteagazd volta miatt kiilonféle
oktatasi szituacidkhoz kapcsolddhatnak.
Az f, ¢és f, hosszaira hasonlo szerkezetli Osszefliggések

érvényesek, amelyek (2)-bdl megfeleld atjeloléssel kaphatok, igy azok
kiilén bizonyitasara itt nem tériink ki.

A szogfelezés miatt majdnem minden bizonyitds soran
felhasznaljuk a félszogekkel kapcsolatos alabbi  Gsszefiiggések
valamelyikét:

2_ 2 2_ _ 2
cos? =L /w,smlzl /M 3)
2 2 ab 2 2 ab
és
_ 2_ _ 2 _ _ 2_ 2
s @B _a+h le —(a-b) sin@=B _a=b la+b) —c @
2 2¢ ab 2 2¢ ab

amelyek bizonyitdsdnak levezetését itt mellézzik. (3) és (4) alapjan
megfeleld atjeloléssel a masik két szogre is kaphatok ilyen osszefiiggések.




Mindezek utdn ratérink a (2) Osszefiiggés kiilonféle
bizonyitasainak ismertetésére, melyek soran Un. ,,csoportok” keretében
Osszegyljtjik az egymdashoz kapcsolhatd bizonyitasokat, mikozben az
ABC éltalanos haromszogre mindig feltételezziik a b(a(c egyenldtlenség
teljesiilését, ami az 4ltalanossdg megsértése nélkill megtehetd.
Megjegyezziik, hogy a bizonyitdsokat B/, B2, ... jelzéssel sorszamozzuk.
A bizonyitasok utdn bemutatjuk a szogfelezd szakaszok hosszaira kapott
formulédk néhany alkalmazasat is.

1. csoport

Elséként olyan bizonyitdsokat mutatunk be, amelyek kozvetleniil
az 1.4.1. dbra alapjan -annak barmilyen modositasa vagy kiegészitése
nélkil- targyalhatok.

B1

A tertilet additiv tulajdonsaga alapjan
t(ABCA)=t(ACC,A)+(BCC,A)

b a
a—bsin)/ = isinl+isinl,
2 2 2 2 2

ahonnan siny = 2singcos% és sin% # 0 miatt (a+b)f7 = 2abcos%, S

ebbdl (3) szerint

_ 2ab .l\/(aer)z—cz :\/ab_(a+b)2—c2_

" a+b 2 ab a+b
B2

, ) . . , f, sina

Az ACC, haromszogre szinusz-tétel felirva —— = , ahonnan (1), (3)
9 sinl
i b*+c*—a* .
€s cosa = ———— miatt
2bc

7, - abfb-\/l—(bz +2";c‘“2j2 .zmz Sab )l el -

Jabla+b] —¢? .

a+b
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B3
Az ACC, és BCC, haromszogekre egy-egy szinusz-tételt felirva:

q sin% sin%

A2,

f, sina sinx
c—q sin% sin?
—= =c—q=f - ,
7, sinf =1 n

¢s a megfeleld oldalakat 6sszeadva
c:fy-sinl- _1 + .1 :fy-sinZ c + c =
2 (sina sinpf 2\a-siny b-siny

.y
Cfrsmz.(l 1)_ of, a+b

b

siny a b 2c0s” ab
2
ahonnan (3) miatt
7= 2ab 1 (a+b) —¢? _\/ab_(a+b)2—cz_
" a+b 2 ab a+b '

B4
Az ACC, haromszogre koszinusz-tételt felirva:

f2=b*+q*> -2bgcosa,

/4
ahonnan (1) és a cosa -ra B2-ben megismert Osszefliggés miatt

2 2 2 2 2 2 2 2
f72=b2+ bc b bc b"+c —a SN bc _b(b +c"—a ):
a+b a+b 2bc a+b a+b

ab|(a+b) —¢?
(a+b)
s ebbol négyzetgyokvonassal (2) kaphato.

b

B5
Az ACC, és BCC, haromszogekben p és g oldalra koszinusz-

tételt felirva:

p’=a’+ [} -2af, cos%

g’ =b+ [} —2bf, cos%,
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amelyek megfeleld oldalait elosztva, a P :% aranyt felhasznalva, majd
q

rendezve
(> -b*)f? =2ab(a-b)f, -cos%,
s ebbdl a)b és (3) miatt (2) adodik.

B6
Az ACC, és BCC, haromszogekben b és a oldalra koszinusz-
tételt felirva:
b*=f}+q’—2f,qcos AC,CL

a* = f2+ p* =2f,peos(180° — AC,CL)= f? + p* +2f, pcos AC,CZ,
ahonnan cos AC,CZ -t kikiiszobolve, majd rendezve
(p+q)f; = plb’a* )+ qla® - p*)

s ebbdl (1)-et felhasznalva, c-vel osztva, , majd ismét rendezve és gyokot
vonva (2) adodik.

B7
Az ABC haromszog C_C1 transzverzalis szakaszara Stewart-tételét
felirva
AB-CC} = AC,-BC* + BC, - AC* — AC, - BC, - AB,
azaz
c- fl=q-a’+p-b’ - pgc,
ahonnan (1)-et felhasznalva, rendezve és gyokot vonva (2) kaphatd.

2. csoport

Az AB oldalhoz tartoz6 magassag C' talppontja 0°(a(90° esetén
a)b miatt az A_C1 szakasz belsO pontja (1.4.2. abra). Ekkor lehetdség

kinalkozik a Pitagorasz-tétel tobbszori felirasara, tovabba a CC' magassag
és a C'CC,Z meghatarozasa utan szog-fliggvény alkalmazasara. A targya-

las 90°(ax(180° esetén teljesen hasonld.
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1.4.2. abra

B8
A CC\C', ACC' és BCC' derékszogli haromszogre egy-egy
Pitagorasz-tételt felirva:
f7=ml+(C'C,)
b> =m? +(AC, -C'C,)’
+(BC, +C'C,),

2

2
c
2
a c

ahonnnan
f7-b>=—(4C)) +2-4C,-C'C,
f}-a*=—(BC,) +2-BC,-C'C,,

majd az elsé egyenletet p-vel, a masodikat g-val megszorozva ¢s
Osszeadva

(4C, + BC,)f} = BC,-b* + AC, -a* — AC, - BC,(AC, + BC,),
s ebbdl (1) és AC, + BC, = ¢ miatt rendezés utan

2
fy2 = ab{l - (a i bj ], ahonnan négyzetgyokvondssal (2) kaphatd.

B9
A CC' magassag hosszara a Heron-képlet alapjan
2\/5(5 —a)s—b)s—c) \/ (a+b) —c*|c* —(a—b)

m = = = = ',
‘ c 2c

63



tovabba 0°(a(90° esetén a C'CC,ZL-re a szogmérték additivitasat
felhasznalva

C'CC 2= ACC £~ ACC'2 =T (0% ~a)= “;ﬂ

addédik. Ekkor a CC,C" derékszogli haromszogbdl
m

f =

a _ 2
cos P
2
ahonnan (4) és az m_ -re kapott sszefliggés miatt

y _\/_(a+b)2—cz__cz—(a—b)2_. 2c ab _\/ab_(a+b)2—c2_
7 2¢ a+b cz—(a—b)2 a a+b )

3. csoport
Az 14.1. abrat kiegészitjik egy C, kezdOpontu szakasszal,

melynek végpontja a BC oldal valamely belsé pontja ugy, hogy olyan
kiillonleges elrendezés alljon eld, ami kedvezd lehetdséget teremt az f,

hosszédnak meghatarozasdhoz. Mivel a kiegészitésként megrajzolt szakasz
végpontja mindig valtozik, ezért minden esethez kiilon abrat rajzolunk.

B10
Az AC oldallal C, ponton at huizott parhuzamos a BC oldalt egy D belso
pontban metszi ugy, hogy egyrészt C,BDA~ ABCA, masrészt
CC/DL=ACC,L=DCC,Z 1s teljesiil, azaz a CC/D haromszog

egyenldszaru (1.4.3.abra). Ekkor a hasonld haromszogekbdl (1) miatt
BD BC a-CD a ab

= = =—=CD= ,
BC, AB p c a+b

valamint (3) miatt az egyenl6szari haromszogbol

Poe? bla+b) —c
2o 200 [l e b
g a+b 2 ab a+b

adodik.
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1.4.3. 4bra

Bl1
Az AC(BC feltétel miatt a C_C1 szakaszra C,-ben allitott merdleges a

BC oldalt egy E pontban metszi gy, hogy BEC,Z =90° +% teljesiil

(1.4.4.4bra). Ekkor a BC|E 4&ltalanos haromszodgre szinusz-tételt felirva

CE . . .
BIC _ sin :smﬂ:ClE:p'smﬂ’
U osin[ 90 + 7| cosZ cos”

2 2 2

s ennek alapjan a CC E derékszogli haromszogbdl

! 2 cos’ 2 siny 2

ahonnan (1), (3) €s a szinusz-tétel miatt

4

_ 2ac .é.l\/(a+b)2—c2 _aba+b) -c?)
- ab - a+b '
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1.4.4.4bra

Bi12
Az AC(BC feltétel miatt CC,(BC, s ezért a BC oldalnak van olyan F
belso pontja, amelyre CF = CC, (1.4.5.4bra).

1.4.5. dbra
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Minthogy  ekkor a  C,FC egyenldszart = haromszogben
CCFZ=CFC,Z= 90° —%, ezétt BFC,/ =90° +%, s igy a BC,F

altalanos haromszogre szinusz-tételt felirva

F i : .
GF _ sing :s1n,5’:>C1F:p_s1n,B‘
BC, sin| 90° +7 | cos” cos?
4 4 4
Ennélfogva a C,FC egyenl6szaru haromszogbol
F .qi .
f=—r A VAN
2cos| 90° _r 2sin1cosz sin y 2
4 47 4

ahonnan (1), (3) €s a szinusz-tétel miatt miként B//-ben (2) adédik.

BI3
Az AC(BC feltétel miatt a C,-bdl BC-re bocsatott merleges G
talppontja a BC belsejében van (1.4.6.4bra). Az igy keletkezett BC,G és
CC,G  derékszogli haromszogbdl az (1) és (3) 0Osszefiiggéseket

a’*+c¢*-b*

felhasznalva BG =BC, -cos ff = és
! P 2(a + b)
2 2
CG = CC, -cos% - % % = a, s ebbél (2) kaphato.
a

1.4.6. dbra
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B14

Az AC(BC feltétel miatt a BC oldalon van olyan H bels6 pont, hogy
CH = b teljesiil (1.4.7.4bra).Ekkor

CHC,/ = CAC,/ =, BC,H. =t~ B és AHC,/ = HAC,/ = %—P

3

tovabba P=CC, N AH jeloléssel

f,=CP+PC, = bCOS%-f- g sin “- ,ahonnan (1), (3) és (4) miatt

[(a+b)+(a—b)]= \/ab_(a+b)2—cz_.

a+b

1.4.7. abra

BI5
Ha 4, jelolia BC oldal felezOpontjat (1.4.8.4bra), akkor az A4, C, szakasz
egyrészt a BCC, haromszog egyik stlyvonala és ezért
2

1
(4,c,) = E(fy2 + Pz)—%,
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masrészt az A,CC, haromszog egyik oldala, amelyre egy koszinusz-tételt
felirva

2
2 2, a Y
(4,C,) = /; +T—af7 -cosE.
A fenti két egyenlet jobb oldalait 6sszehasonlitva az
ff —2df, COS%-F a’—p*=0

masodfoki egyenlet kaphatd, amelyet az (1) és (3) Osszefiiggések
felhasznalasa utan megoldva két valds gyok adodik: koziilik az egyik
ellentmondasra vezet, a masik pedig a (2)-ben megadott 6sszefiiggés.

1.4.8.4bra

4. csoport

A 1.4.1. abrat kiegészitd elem most is csak egy (vagy tobb)
szakasz, ami viszont mar nem kizarolag az ABC haromszogon beliil
vehet6 fel. Segédismeretként felhasznaljuk a parhuzamos szelok tételét, a
szogfelezok metszéspontja altal eldalld szogfelezo-szakaszok aranyéra
vonatkozd tételt, valamint a sulyvonal hosszanak az oldalak fliggvényében
torténd meghatarozasat.

Bi6

Az AC oldal C-n tali meghosszabbitasan vegyiik fel azt a D pontot,
amelyre CD = BC (1.4.9.4bra). Az igy kapott BCD egyenldszara
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haromszog szarszogének felezdje merdleges a CC, valamint BD

szakaszokra, azaz CC, HE , S ennélfogva egyrészt

CBD/ =CDBZ = ACC,Z :% és BD =2a-cosL, masrészt ¢c, _4C

D  AD’
ahonnan (1) és 3) miatt
/ _AC-BD _ ab \/(a+b)2—cz _\/ab_(a+b)2—cz_

g AD a_+ﬁb ab a+b '

D

1.4.9.abra
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B17
Az AC(BC feltétel miatt az 4A-bdl és C,-bdl BD -re dllitott merdlegesek

A" és G talppontja a BD szakasz belsejébe esik (1.4.10.abra). Ekkor az

ACA" derékszogli haromszogb6l m, = bsiny , tovabba H@ miatt
C,G C\G
=2 _P ¢ a CC,G derékszoghi himorszoghSl f, =—— kaphato,
Ma € sin -
ahonnan (1) és 3) alapjan

Y
;- bpsiny 2abc0s5 _ab \/(a+b)2 -t \/ab_(a+b)2 —c?]
= - -

.y a+b  a+b ab a+b
csmE

1.4.10.4abra

BI18
Felhasznaljuk a kovetkezd ismert aranyossagi tételt: A haromszog barmely
szogfelezdjét a szogfelezOk metszéspontja ugy osztja, hogy a szog
csucsahoz kozelebbi €s tdvolabbi résznek az ardnya egyenld a szoget
kozrefogd két oldal Osszegének és a szoggel szemkozti oldalnak az
aranyaval ([37]1258.feladat).
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1.4.11. abra

A fenti tétel alapjan C—OO _a% b (1.4.11.abra), s igy
c
£, =C0+0C, =CO+——co=2"""¢ co,
a+b a+b

ahol
co=—"_= Z(ABCA) = absiny = 2ab -cos”. Ennélfogva

sing s-sin” (a+b+c)sing atb+c
(3) miatt

v

_a+b+c  2ab 1\/(a+b)2—c2 _\/ab_(a+b)2—cz_

a+b a+b+c.5 ab B a+b

B19

Ha C, jeloli az AB oldal felezopontjat (1.4.12.4bra), akkor a)b miatt az

A-C, -C, elrendezés all fenn, s ezért C,C, = AC, — AC, =£—q ¢s
2
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CCC L=« +%. Ekkor CC, szakasz egyrészt az ABC haromszog egyik

2 2 2
a +b° ¢ ., , )
——, masrészt a CC,C, haromszog
2 4 o

egyik oldala, amelyre koszinusz-tételt felirva

s’ =f72 +(§—q} —2f7[§—qjcos(a+%j.

stlyvonala, és ezért s’ =

1.4.12. abra

Az elobbi  két  egyenlet  jobb oldalait  Osszehasonlitva

cos 05+Z :—sina_ﬂ miatt
2 2

a’+b> ¢’ , (¢ ? c . a-pf
——=f 4| == +2f|—=—¢q |sin ,
T OIS I P

ahonnan az (1) és (4) 0sszefiiggéseket felhaszndlva €s rendezve az

1y (a=b) [(a+b) =¢? S (a2 +b21(a+b)2 —cz]_o
7 2(a+b) ab g 2(a+b)

egyenlet kaphatd, melynek egyik gyoke ellentmondasra vezet, a masik

gyoke pedig a (2)-ben megadott dsszefliggés.
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5. csoport
Az ABC hiromszognek megrajzoljuk a koriilirt korét, amelynek a

C-t nem tartalmazo ABivét a CC, szogfelezd egy D-vel jelolt pontban
felezi (1.4.13.4bra). Ekkor lehet6ség nyilik az egybevagd koriveken
nyugvéd keriileti szogek egyenloségének kihaszndldsara, tovabba a
keletkezd ACBD hurnégyszogre érvényes Ptolemaiosz-tétel alkalmazasara.

1.4.13.4bra

B20
Az egybevago koriveken nyugvd keriileti szogek egyenldsége miatt

BDC/ =BACZ=a és ABD/ = ACD/ = % Ennélfogva fennallnak az

ACC,A ~ DCBA ~ DBC| A hasonldsagok, amelyek alapjan egyrészt
+x
AC _Cp_ b _ = £.(f, +x)=ab,
CcC, BC f,
masrészt

AC, C,D q X
R N T3
cc, BC  f, p
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ahonnan (1)-et felhasznalva

abc® ab[(a+b)2 —02]

2 —ab- =ab-— =ab-— =
Jr = ab =ty = ab P = S = T by

V4

2

s ebbdl (2) adddik.

B2]

Minthogy D felezi a C pontot nem tartalmazd AB korivet, ezért az ABD

haromszog egyenldszaru, amelyben ABD/ = BAD/ :%, ¢és ennélfogva

(3) miatt
pp=—28__ | 4
2 COS% (a + b) —C
Tovabbd miként B20-ban itt is fennall az ACC,A ~ DCBA hasonlosag,
AC, BD
ahonnan —* = — s igy (1) alapjan
cC. " BC gy (1) alapj

_AC,-BC _ bc .a\/(a+b)2—c2 \/ab_(a+b)2—c2_
B ab a+b .

B22
Az ACBD harnégyszogre Ptolemaiosz-tételét alkalmazva
AB-CD = AD-BC+ AC-BD , ahol CD = f, + x, tovabba BD a B21-bdl

mar ismert. Ekkor a BDC|A ~ CDBA hasonldsag miatt
BC,-BD ¢’ ab

BC  a+b\(a+b) -
miatt a Ptolemaiosz-tétel 4tirhaté a c( S, + x): (a+b)-BD alakra,

ahonnan

I :a+b_c ab B c’ ab _ ab (a+b)— c’ _
e (a+b) —c* a+b\(a+b) -c? (a+b) -c? a+b

ab|(a +b)’ - c?
a+b .

x=CD= s ennek alapjan AD = BD
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6. csoport
Itt két egymastdl teljesen fiiggetlen bizonyitdsi modot ismertetiink,
amelyek az eddigi csoportokbdl éppen jellegiik miatt maradhattak ki.

B23
Vektoralgebrai segédismeretként a skaldris szorzast és annak alapvetd
tulajdonsagait hasznaljuk fel, s ezaltal jutunk el az aldbbi ismert
bizonyitasi moédhoz (1.4.14. abra).

1.4.14.4abra

Az ABC haromszog C csucsat origonak valasztva ‘@‘ =b,

@‘ =a és
‘C—C(‘ = f,. Mivel a C—C( félegyenes az ACBZ felezdje, azaz teljesiil az

y =
AC b iy, ezt o = CATPBC (1561 20 0ldal, 9 feladat),
BC, a a+b

ahonnan mindkét oldalt négyzetre emelve, majd a skaldris szorzas
értelmezését és alapvetd tulajdonséagait, tovabba a koszinusz-tételbol

kaphaté 2abcosy = a” +b*> —c” 6sszefiiggést felhasznalva
1= 2a’b* +2a’b* cosy abka+ b) —02]

/ (a+b) (a+b)
négyzetgyokvonassal a (2) 0sszefliggéshez jutunk.

adodik, s ebbdl
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B24
Azt az ismert tényt hasznaljuk fel, hogy a trapéz atldinak metszéspontjan
at az alapokkal parhuzamosan huzott szakasz az alapok harmonikus
kozépértéke [9, 18].
Az ABC haromszogre az AC < BC feltételt megtartva jeldlje 4° az 4
€s B’ a B pontnak az ACBZ felezbjére vonatkozo tikkorképét (1.4.15.

abra). Minthogy a tiikortengely merdlegesen felezi az  AA4' és BB'
szakaszokat, igy az AA’BB’ négyszog

C

1.4.15. abra

egy olyan szimmetrikus trapéz, melynek az AB és A'B' 4tloi a tekintett
szogfelezd C; végpontjaban metszik egymast. Ha ezen a ponton &t
parhuzamost huzunk az alapokkal, akkor e parhuzamosbdl a széarak altal
kozrefogott XY szakasz az AA' és BB' alapok harmonikus kozepe ([37]
1244. feladat), azaz XY = M, ahonnan  AA'=2bsinL és
AA'+BB' 2
BB'=2a sin% helyettesitéssel XY = 4abb sinZ. S minthogy a
a+
konstrukcio miatt fennall az AA4'CA ~ BB'CA ~ XYCA hasonlosag, ezért
az XYC egyenldszara haromszog CX oldala is harmonikus kozepe az
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AC=b és B’C=BC=a megfeleld oldalaknak, vagyis CX = 2abb
a+

teljesiil.

Mindezek alapjan a CXC; derékszogli haromszgbol

2ab 1 |(a+b)*—c® _ Jabl(a+b)* —c*]
a+b 2 ab a+b .

f, = CC, =CX~c0s%=

A bizonyitasok utan kovetkezzen egy feladatrovat, amelynek
keretében bemutatjuk a mostmar t6bbszoérdsen megismert formula néhany
alkalmazasi lehetdségét.

1. feladat

Ha egy haromszog egyenldszaru, akkor ebbdl a ténybdl elsddlegesen
az egyenld oldalakkal szemkozti szogek egyenldségére kovetkeztetiink, s
ezen szogek felezdinek a hosszat csak joval késobb hasonlitjuk 6ssze. Ez
az Osszehasonlitds végezhetd egybevagd haromszogek, tengelyes
szimmetria, avagy az éppen most bemutatott formuldk segitségével.
Mindegyik Osszehasonlitdsi mdd eredménye nyilvanvaldéan ugyanaz: az
egyenldszari haromszog alapjan fekvd két belsd szogének felezdje
egyenld hosszu. Ennek az egyszerli ténynek a megforditasa a Steiner-
Lehmus-tétel, amelynek bizonyitasara alkalmazzuk a szogfelezok hosszéara
megismert (2)-es Osszefliggest.

Steiner-Lehmus-tétel: Ha egy haromszog két belsd szogfelezdje
egyenld hosszusagu, akkor a haromszog egyenldszaru ([4] 233-234.oldal,
[7] 27.oldal 7.feladat, [8] 33-36.0ldal, [33] 69.0ldal 2.1-16.feladat).

Bizonyitds: Az altalanossag megsértése nélkiil feltehetd, hogy

fo=fs.azaz f,” = f,", s ekkor a=b bizonyitando. E célbél tekintsiik

a kovetkez6 aranyt:

1,

1.} b (a+b ? b+c—a _
a (b+cj at+c—b

ahonnan

alb+cf(a+c—b)=bla+c) (b+c—a),
s ebbdl nem tul hosszu szamoldassal az

(a— b)[(a + b)(ab +c’ )+ 3abc + ¢’ ] =0
egyenlethez jutunk, ahol a szogletes zardjelben 1€évo kifejezés pozitiv,
vagyis igy a = b kovetkezik.
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2. feladat

A (2)-es formula kovetkezd alkalmazasa sordn a haromszog
szogfelezoinek azon szakaszait hasonlitjuk Ossze, amelyekre a
szogfelezOket a beirt kor kozéppontja osztja (1.4.16. éabra). Ezen
szakaszokkal kapcsolatban ismert, hogy a csucs melletti rész aranya a

1.4.16. abra

masik részhez egyenld a szoget kozrefogd két oldal Osszegének és a

szoggel szemkozti oldalnak az aranyaval ([37] 1258. feladat). Ennek

alapjan, ha O jeloli az ABC haromszog beirt korének kozéppontjat, akkor
példaul a CC, szogfelezére

CO BC+CA _a+b

>1 = CO > 0C,

ocC, AB c

teljesiil, tovabba 2) ¢s a
CC, = CO+0C, = CO+—5—C0 = PHC 00 sssrefiigees miatt a

a+b a+b
— — bl(a+b)* —c
CcO és oC, szakaszokra CO = \/a (a+b) =] és
a+b+c
bl(a+b)* - .
oc, = cyabl(a+b)’ =c’] adodik. Az A4, és BB, szogfelezik

(a+b)a+b+c)
megfeleld szakaszaira hasonlo szerkezetl 6sszefiiggések érvényesek.
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Foglalkozzunk most az 4BC haromszég AA,, BB,, CC,

szogfelez6ibdl kapott 40, BO, CO és OA,, OB,, OC, szakaszok
hosszainak 0sszehasonlitasaval.

AB = BC = CA esetén nyilvanvaléan A0 = BO = CO és OA; =
OB; = OC; , tovabba AO : OA; = BO : OB; = CO : OC; = 2 : 1. Viszont
AC = BC és ACBZ # 60° esetén mar csak A0 = BO és OA; = OB,
teljesiil, s ha pedig AC és BC tetszbleges és ACB.. = 60° , akkor az
A;CB;0O négyszog

BOAZ = BOAZ+ ABOL = %+§ - 1807_7 = 60°= ACBZ

miatt hurnégyszog, s igy az A4,COL ¢és B;COZL kerileti szogek
egyenloségébdl az 04, és OB, hurok egybevagosaga kovetkezik.
Megallapithatd tehat, hogy az O_A1 és O_B1 szakaszok egyenldsége két

esetben allhat fenn: ha o =, vagy ha y=60° ([58]).
A tovabbiakban tekintsiik ezeknek az allitdsoknak a megforditasait.

% Ha az ABC haromszogben OA; = OB, , akkor o = vagy y=
f&oz éllités igazolasahoz hosszu szamolassal jutunk el:
y :a\/bc[(bJrc)z—az] _ b\/ac[(a+c)2—b2] _ 0B
' (b+o)a+b+o) (a+c)a+b+c)

04, = OB, = (04,)> —(0B,)> =0
a’be[(b+c)* —a’] ab*d(a+c)’ -b*] _
(b+c)(athb+c)?  (a+c)(a+b+e)

a(a+c)’[(b+c)’ —a’] — b(b+c)*[(a+c)*=b*] =0

ala+c)’(b+c) —a’(a+c)’ —bla+c)’(b+c)* +b’(b+¢c)* =0

(a=b)(a+c)’(b+c) —(a* +a’b+a’b® +ab’ +b*)—2c(a’ +a’b+ab® +b°)
—c*(@ +ab+b*)] =0

(a—b)c* —a*—=b* +ab)a+b+c)* =0,

ahol a harmadik tényezd pozitiv, s ezért vagy a = b, vagy pedig
c’=a’+b* —ab, amibél a ¢* =a’ +b*> —2abcosy koszinusztétellel

o " 1 o s 1:
torténd osszehasonlitassal cosy = 5 azaz y = 60° adodik.
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2.eset: AO=BO = AC = BC.

Ennek igazolasahoz az alabbi szdmolas vezet el:

Jbel(b+e)* —a’]  Nac(a+e)® —b*]
a+b+c - a+b+c -
A0 = BO = A40* = BO®
be[(b+c)* —a’] = acl(a+c)* —b*]
b> +2b°c+bc* —a’b = a’ +2a’c+ac’ —ab®
(a’ =b*)+2c(a* =b*)+c*(a—b)+ab(a—b) = 0
(a=b)a+b+c)” =0,
ahol a mésodik tényez6 pozitiv, s igy a = b kovetkezik.

3.eset: Ha A0 = OC;, akkor 90° <o < 120°.
Ismét egy hosszadalmas szamitéas révén ériink el a célhoz:

Jbel(b+e)* —a’]  eyabl(a+b)’ —c*]
a+b+c "~ (a+b)a+b+c)
AO = OC, = A0’ = (0OC,)

(a+b)’[a* —(b+¢)’] = aclc® —(a+b)*]

(a+b)*[a® —b* —c? =2bc] = ac[c?® —a® —b> —2ab] (*)

A0 =

BO

A0 =

oc,

(a+b)’(a’ =b*> —c*) = 2bc(a+b)* —ac[(a’ —b> —c*)+2b(a+b)]
(@’ =b* —=c*[(a+b)’ +ac] = 2bc(a+b)[(a+b)—a] 2b’c(a+b)

2 2 2 2
a’—b*-¢? =m>0 = cosa=u<0:>a>90”,
ac+(a+b) 2bc

s ennélfogva a> b és a> c. Tovabba (*)-bdl mésként atrendezve:
(a+b)2(a* —b> —c> —be) = be(a+b)* —ac[(a® —b* —c* —bc)+b(2a+2b+c)]

(a> =b* —c> —bo)[(a+b)* +ac] = be(a+b)* —abc(2a+2b+c)

= bc[(a+b)* —a(Ra+2b+c)]

= bc(a® +2ab+b* —2ab—2a* —ac)

= be(b* —a’ —ac)

amelynek a jobb oldala a > b miatt negativ, s ezért
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b*+ct—a’ B bc+b* +c* —a’
bc bc

1+2cosa =1+

>O:>cosa>—%:>a<120"

Igy tehat 40 = OC; esetén 90° < o < 120°. Ugyanekkor még az is igaz,
hogy o megadasa révén [ és y is egyértelmiien meghatarozotta valik.
Mindez konnyebben attekinthetd az 1.4.17. abra alapjan, ahol A0 = OC;

miatt AC,0/ = C A0/ = % ami a

C

1.4.17. é4bra
BCC, haromszog C; cstucsanal 1évé kiilsé szog, ezért
%=ﬂ+%:>a=2ﬂ+y, amib6l az o+ f+y =180° 6sszefiiggés

alapjan  f=2(a—-90°)¢és y =3(120° —a), s igy ismét 90° < <120°
kaphato.

3. feladat:
Mutassuk meg, hogy nem szerkeszthetd haromszog a szogfelezok
hosszainak ismeretében.

Erre a ismert feladatra olyan trigonometrikus megoldasokat
talalunk ([2] 224-225. oldal, [45] 688. oldal), amelyek ko6zos
alapgondolata az, hogy egy specidlis egyenldszaru haromszoget
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valasztunk ¢és erre igazoljuk a szerkesztés euklideszi értelemben vett
kivitelezhetetlenségét.
Megoldds: A fent emlitett alapdtletet atvéve legyen [, =f,=1 ¢és

1 . .
f, = v Ez a wvalasztds lehetséges, minthogy ekkor a =5 miatt
4612 - cz , , vy
f, = T)O = 2a=a+b)c, s ennélfogva a c alapu egyenldszaru

haromszog 1étezik. Euklideszi mddon torténd megszerkesztése mégis

61/0(261"'6) Clés f =\/4az—c2 _ 1
a+c 2

lehetetlen, ugyanis az f, = f, = , -

4
feltételi egyenletekbdl a

2a°c* +ac® = a* +2ac+c?
1

d4a’ =c* +—
4

egyenletrendszer kaphatd. Az els6 egyenletet 4-gyel megszorozva, majd
ebbe a masodikat behelyettesitve hosszadalmas szamolas vezet el a

3¢’ —gc4 +Zc2 _L

4 16
egyenlethez, amelyet 576-tal megszorozva a
(12¢*) —29(12¢7 ) +84(12¢*)-36 =0,
s ebbdl x =12¢” helyettesitésével az
x’ —29x +84x-36=0
harmadfoku egyenletet kapjuk, amelynek a 36 egyik osztdja sem gyoke.

Ennélfogva ez az egyenlet irreducibilis a raciondlis szdmok teste folott,
vagyis x nem szerkeszthetd meg euklideszi modon, s ezéltal ¢ sem.

1.5. Egy oldallal parhuzamos Euler-egyenes

Annak a nevezetes haromszog-geometriai tételnek a felfedezése,
miszerint ,,A haromszog magassagpontja, sulypontja ¢és kortlirt korének
kozéppontja egy egyenesre illeszkedik” Euler nevéhez fizédik, aki ezt
1765-ben kozolte a Szentpétervari Akadémia tudomanyos kiadvanyéaban.
E tétel és annak valamilyen bizonyitasa szinte minden elemi geometriaval
foglalkoz6 konyvben megtaldlhat6. Minthogy itt a tétel allitasat tényként
fogadjuk el, s vizsgdlatunk targyat az Euler-egyenesnek a haromszog
egyik oldalahoz viszonyitott kdlcsonds helyzete képezi, ezért nem tériink
ki kiilonféle bizonyitasok ismertetésére.
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Ha egy haromszog magassagpontja, sulypontja €s koriilirt korének
kozéppontja koziil kettd egybeesik, akkor megmutathatd, hogy mindhadrom
egybeesik €s a haromszog szabalyos, amelyre tehat nem létezik az Euler-
egyenes. Viszont egy nem szabalyos haromszogre ezek a nevezetes pontok
kiilonbozok, s igy az FEuler-egyenest barmely kettd egyértelmiien
meghatarozza. Ha egy haromszog egyenldszart, akkor az Euler-egyenes
azonos az alap felezOmerdlegesével. Megforditva: Ha egy hdromszog
Euler-egyenese merdleges a haromszog valamelyik oldalara, akkor az a
haromszog egyenldszard és ez az oldal az alapja. Ha a haromszog
derékszogli, akkor az Euler-egyenes azonos az atfogohoz tartozd
sulyvonal egyenesével, azaz illeszkedik a haromszog egyik csucsara €s
felezi az azzal szemkozti oldalt, csak altaldban nem merdleges rd. Ha
viszont az Euler-egyenes atmegy a haromszog valamelyik csticsan, akkor
ez a haromszog vagy egyenlOszart, vagy derékszogli, vagy egyszerre
mindkett6. Ha a hdromszog tompaszogli, akkor a leghosszabb oldal
egyenese elvalasztja a sulypontot ¢€s a korilirt kor kozéppontjat, s
ennélfogva az Euler-egyenes metszi ezt az oldalt.

Tételezziik fel, hogy az ABC haromszog g Euler-egyenese

parhuzamos az AB oldallal. Ekkor az eddigiek alapjan megéllapithato,
hogy az ABC haromszog csak olyan hegyesszogli haromszog lehet, amely

nem egyenlészara. A gHE helyzetre vonatkozik az alabbi allitas.

Tétel: Ha az ABC haromszog Euler-egyenese parhuzamos az AB oldallal,
akkor tana -tanf =3 ([8] 42.0ldal, 4.feladat).

Bizonyitas: Jelolje M, S és K az ABC haromszdg magassagpontjat,
sulypontjat ¢és korilirt korének kozéppontjat, C, az AB  oldal
felezopontjat, C' a C-bol huzott magassag talppontjat, valamint R a
kortilirt kor sugarat (1.5.1.4bra).
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g 1a8

1.5.1.abra

cc’

Ekkor gHEC;COK:C'M: , ahonnan CC'=2Rsinasinf ¢és

C,K =Rcosy = R(sin asin B —cosa cos ﬂ) helyettesitéssel

sinasin f =3cosacos f, s ebbdl 0°(a, f(90° miatt tana-tanf =3,
ami a bizonyitandd allitas.

A tétel megforditaisa: Ha az ABC hegyesszogii €s nem
egyenloszari haromszogre tano -tanf =3, akkor e haromszog Euler-

egyenese parhuzamos az AB oldallal.
A megforditas bizonyitasa céljabol az 1.5.1.abra jeloléseit

hasznalva 6sszehasonlitjuk a K és S pontoknak az AB egyenestél mért
C,K ¢és SS' tavolsagat, mikozben a tana-tanf =3 feltételt atirjuk
sina -sin f =3cosa -cos f alakra, és ezen kiviil csak olyan tételeket
hasznalunk fel, amelyek altalanos érvénytiek.

A BC, K derékszogli haromszogbdl kiindulva C K = Rcosy =
Rcos[180" —(a+,6’)]: R(sinasinﬂ—cosacosﬂ), majd a
tana -tanf =3 feltételt felhasznalva
C K= R(sinasinﬂ —Wj = 2TRsinasin,B .

A C, 88" és C,CC' haromszogek hasonlosagabol
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ss' C,S 1

1 g CC
cc' cc, 3

2

ahonnan CC'=bsina =2Rsinasin f miatt SS' = %sina sin f mindig

teljesiil.

fgy tehat C K = SS', amibél g = KS “TB kovetkezik.

Minthogy az ABC haromszogre megadott feltételek miatt M, S és K
kiilonb6zd pontok, ezért az is megtehetd, hogy az M és S vagy az M és K
pontoknak az AB egyenestdl mért tavolsagat hasonlitjuk Ossze. Ehhez

sziikségiink van a C'M szakasz hosszara, ami az altalanos magassagtétel

[16, 23, 34] szerint C'M =% alaku, ahonnan a CC' fenti

meghatarozasahoz hasonlé modon

C'M = bcosa -acos f

; :2Rcosacos,B:2—Rsinasinﬂ.
bsina 3

Az el6bbi tétel alapjan adott AB szakasz esetén konnyen
szerkeszthetd olyan C ¢ AB pont, amelyre az ABC haromszog Euler-

egyenese parhuzamos az AB oldallal. Ehhez az AB szakasz
felezOpontjatdl kiilonbdzd C' belsdé pontja esetén szerkesszilk meg a

3AC' és C'B szakaszok mértani kozepét, ami egybevagd a CC’
szakasszal, s ezaltal C pont mar ismert: az 4B -re C'-ben meghuzott

merdlegesnek és a mértani kozép szerkesztéséhez felhasznalt Thalész-
kornek valamelyik metszéspontja (1.5.2.4abra).

L.

1.5.2.abra
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A konstrukcidébdl nyilvanvald, hogy a rogzitett AB  szakasz

felez6pontjatdl kiilonbozé barmely C' bels6é pontjahoz (az AB egyenesre
vonatkoz6 szimmetriatol eltekintve) egyértelmilien szerkeszthetd a kivant
tulajdonsaggal rendelkezd C pont. Maris van értelme a kovetkezod

problémanak: Mi lesz a C pontok halmaza, ha C' befutja az AB szakasz
megengedett pontjait. Ezzel a problémaval foglalkozna D. Diemente ([31]
428-431.0ldal) és M. S. Klamkin ([40] 438, 440.oldal) analitikus

geometriai eszkozokkel arra jutott, hogy a keresett ponthalmaz az AB -re
szimmetrikusan elhelyezkedd és a tengelypontjaitdl megfosztott olyan

ellipszis, amelynek centruma az 4B szakasz felezOpontja, tengelyei pedig
AB és AB+3 hosszuak.

Az alabbiakban ugyanerre a problémara bemutatunk egy szintén
analitikus, de targyaldsmodjaban mégis eltérd leirdst [17, 19, 21]. Ehhez
valasszuk x-tengelynek a rogzitett AB szakasz egyenesét, y-tengelynek az
AB  szakasz felezOmerdlegesét, s ezaltal az O origbnak az AB
felezbpontjat. Legyen A(—1,0), B(1,0) és keressiik azon C(x,y) pontok
halmazat, amelyekre az ABC haromszog g Euler-egyenese parhuzamos az

AB oldallal. Minthogy a gHE helyzethez az ABC héaromszdg csak

hegyesszogli és nem-egyenldszarii lehet, ezért az M, S és K pontok
kiilonbozdk, s igy az Euler-egyenes egyértelmiien megadhaté példaul az

S(g,gj és K(O,%) pontokkal (1.5.3.4bra), mikézben S és K helyzete,

valamint az a)(K ,R) korilirt kor sugara a mozgé C pont
elhelyezkedésétol fiiggden valtozik.

Ekkor barmely lehetséges C pontra az ABC haromszog a)(K ,R)

2 2
koriilirt korének egyenlete x* + ( y— %) =R?,ahonnanaz R*> =1+ (gj

2
osszefiiggést felhasznalva x’ +y?=1, vagyis C egy origo kozépponti

olyan ellipszisre illeszkedik, amelynek féltengelyei / és V3 hosszuak,
kivéve az A,B,D ¢és E tengelypontokat (1.5.4.4bra).
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1.5.3.4bra

v

D©0,/3)

Bil.oy +~

E(0~,3)

1.5.4.4bra
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Mikdozben C befutja a fenti ellipszis megengedett pontjait,
teljesiilnek az alabbiak:

(1) 0%(a, B(90° &s 60°((90°,
243
(2) 1<R<T,
(3)  Mbefutjaaz x> +3y° =1, Spediga 9x* +3y> =1 ellipszist,
kivéve azok tengelypontjait.

A most megoldott probléma egy lehetséges altalanositdsaként [25]

vizsgalni kivanjuk, hogy az ABC haromsz6g AB oldalat rogzitve milyen
ponthalmaz eleme lehet a C cstcs, ha az ABC haromszdg g Euler-

egyenese az AB egyenessel egy ¢ € (O” ,90”) szoget zar be.

44
(e
'y}
c M
ul € p N ){
C\ B \ %,
1.5.5.abra

Ehhez az el6bbi analitikus leirdsbol megtarthatjuk az x- és y-tengely

megvalasztasat, az 4(—1,0), B(1,0), C(x,y) és SG’%} megadasi modot.

Viszont g-H-E miatt a K (O,k) pontra k # % A g egyenest tovabbra is

az S és K pontokkal megadva legyen P=gnN @, P(O,p) ¢s o= KPAL
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(1.5.5.4bra), mikozben a targyalds konnyebbé tételéhez egyelore feltételbe
vehetd, hogy C az elsé siknegyedben van, azaz x)0, y)0 és igy k)0, p)0

is teljesiil. Az abra szerint egyrészt a PKO derékszogli haromszogbol

k = ptanp , masrészt PKOA ~ PSS'A miatt fennall a & : % =p: ( p —gj

t
arany, s igy p = %. Ekkor barmely lehetséges C pontra az ABC

haromszog o(K,R) koriilirt korének egyenlete x* +(y—k)’ = R?,

xtanp +y

ahonnan az R* =1+k° és k= osszefiiggéseket felhasznalva

3x° +y* —2xytanp—3 =0 adddik, ami egy masodrendii gorbe egyenlete.
Ennek a gorbének az x- és y-tengelyre nem illeszkedd pontjait futhatja be a
C cstcs. A gorbe tipusdnak megallapitdsa céljabol irjuk fel a gorbéhez
tartozo

3 —tanp 0
A=|—tang 1 0
0 0 -3

matrixot, amibdl |A33| =3—tan’p és |A| = —3|A33| kaphat6. Ennélfogva a

kovetkezo tipusok fordulhatnak eld:

l.eset:
0%(@(60° = | 4,3])0 és |40.
A masodrendii gorbe ellipszis.

Példa:
P=45 =3x*+y* —2xy-3=0.

Elvégezve a fbtengelytranszformaciot: (2 ~\2 Fz + (2 ++2 Ez =3,

ahonnan
—2 —2
X Y . y . .
+ =1, azaz a masodrendii goérbe valds ellipszis
3(2+2) " 32-42
2 2
(1.5.6.4bra).
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1.5.6.abra

2.eset.

9 =60" = |4y,| =0 és |4=0.

A masodrendii gorbe parhuzamos egyenespar.
Példa:

@ =60°=3x>+y> -23xy-3=0

Elvégezve a  fbtengelytranszformaciot: 4;2 —-3=0, ahonnan

2y -3)2y++3)=0,

azaz a masodrendli gorbe valds parhuzamos egyenespar (1.5.7.4bra).
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1.5.7.abra

3.eset:
60°(@(90° = |4,,(0 és |4])0.
A masodrendii gorbe hiperbola.

Példa:
(p=75”:>3x2+y2—2(2+\/§)xy—3=0, ahonnan
—2 —2
y3 — XS =1, azaz a masodrendli gorbe hiperbola.
2442446 6++42-2
(1.5.8. ébra)
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1.5.8.abra
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2. KORGEOMETRIAI TEMAK

A korgeometria jelentds helyet foglal el az elemi sikgeometridban,
mivel tulajdonképpen a kor az egyetlen olyan gorbe, aminek tulajdonsagai
elemi eszkozokkel részletesen leirhatok. Ezek koziil sokat méar az okori
gorogok 1s ismertek, de vizsgdlatuk terén mégis a XIX. széazad
matematikusai (Mdobius. Laguerre. Lie) szereztek nagy érdemeket, akik a
sok specidlis jellegli tételbdl igen gazdag tényanyagot allitottak Ossze, s
ezaltal leraktak a korok geometridjanak altalanos alapelveit.

A korok specialis tulajdonsdgaihoz kapcsolodva vektoralgebrara
alapulo targyaldst adunk a pont korre vonatkozd hatvanyara, valamint
kiilonféle modokat mutatunk be pont korre vonatkozé inverzének ¢és két
kor hatvanyvonalanak a megszerkesztésére.

2.0. Korgeometriai alapismeretek

A korrel kapcsolatos egészen alapvetd ismeretekre nem tériink ki, itt
csupan az eldbb mar emlitett témak targyaldsdhoz sziikséges tovabbi
fogalmakat és tételeket soroljuk fel.

Pont korre vonatkozo hatvanya

Az O kozéppontu r sugaru k(O,r) kor sikjdban 1évé P pontnak a k
korre vonatkozo hy(P) hatvanya egy olyan valos szam, amit a Ay(P) = OP*
- #* formulaval értelmeziink. Ezen értelmezés alapjan nyilvanvalo, hogy
hi(P)=0 pontosan Pek esetén teljesiil. Ha viszont P¢k, akkor a pont korre
vonatkozd hatvanya a kovetkezd geometriai jelentéssel bir. Kiilsé pont
korre vonatkozd hatvanya a pontbol a korhoz huzott érintd szakasz
hosszanak négyzetével egyenld, belsd ponté pedig a rajta athaladd azon
har fele négyzetének az ellentettjével, amely merdleges a pontot

tartalmazd atmérdre. Ebbol adodik az is, hogy a P kozéppontd |hk (P)|

sugaru kort a k kor OP>r esetén merdlegesen, mig 0<OP<r esetén az

OP -re merdleges atmérd végpontjaiban metszi.
Adott k(O,r) korés h >-r valos szam esetén azon pontok halmaza
a k kor sikjaban, amelyekre /#(P)=h 4allando érték, egy O kozépponta

Nr? +h sugart kor.

Hatvanyvonal és hatvanypont

A ki (Onry) és kx(O,r;) korok kozos sikjaban 1évé azon P pontok
hjo-vel jelolt halmazat, amelyre 4, = {P ‘ hi(P) = hy(P)} teljesiil, a k; és
k> korok hatvanyvonaldnak nevezziik. Euklideszi sikon két koncentrikus
kor hatvanyvonala iires halmaz, két nem koncentrikus koré pedig egy
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olyan egyenes, amely merbdleges a korok kozéppontjait 0Osszekotd
egyenesre. Mindezek alapjan megallapithato, hogy

- két metsz6 kor hatvanyvonala a metszéspontok Osszekotd

egyenese,

- két érintd kor hatvanyvonala az érintési pontban meghtizhatd k6zos

érinto,

- két egybevagd kor hatvanyvonala a kozéppontok 0Osszekotd

szakaszanak a felezd merdlegese.

A hatvanyvonal azon része, amely mindkét koron kiviil van, azon
pontok halmaza, ahonnan mindkét korhoz egyenld hosszl érintdszakaszok
huzhatok, vagyis az adott kort merélegesen metsz6 korok kézéppontjainak
halmaza.

Két kor hatvanyvonala a fenti specidlis esetekben tehat egyszertien
megrajzolhato. A fentiektol kiilonb6zo esetben pedig eldbb
megszerkeszthetiink egy olyan kiilsé pontot, ahonnan mindkét korhoz
egyenld hossza érintok huzhatok, s mivel ez a pont illeszkedik a keresett
hatvanyvonalra, ezért ha ebbdl a pontbol merdlegest allitunk a korok
kozéppontjait 6sszekotd egyenesre, akkor a két kor hatvanyvonalat kapjuk.

Ha az ugyanazon sikbeli hirom adott kor kozott nincsenek
koncentrikusak, akkor a korok paronként vett hatvanyvonalai
parhuzamosak vagy egy pontra illeszkednek aszerint, hogy a kdzéppontok
kollinedrisak avagy nem. Utobbi esetben a hidrom hatvanyvonal ko6zos
pontjat a harom kor hatvanypontjanak nevezziikk. Ez a pont egyidejlileg
van kiviil, beliil, illetve rajta mindhdrom koérén. Ha kiviil van a hdrom
koron, akkor ebbdl a pontbdl a korokhéz huzhatd érintd szakaszok
egyenld hosszuak, azaz egy olyan kornek a kozéppontja, amely az adott
harom kort merdlegesen metszi. A hatvanypont segitségével Gjabb eljaras
adhatd kozos pont nélkiili két nem koncentrikus kor hatvanyvonaldnak a
megszerkesztésére: a két adott korhoz mindkettét metszé harmadikat
rajzolunk ugy, hogy a kézéppontok ne legyenek kollinearisak, s ezutan a
kozos hurok egyeneseinek metszéspontjabol merdlegest allitunk az adott
korok kozéppontjait 6sszekotd egyenesre.

Inverzié

Adott S euklideszi sik, OeS és a’eR" esetén az O pélusu o’
hatvanya i(O,a’) inverzié az S sik O-t6l kiilonbézd valamely P
pontjdhoz az OP félegyenesnek azt az egyértelmiien meghatarozott P’
belsé pontjat rendeli, amelyre OP-OP’ =d” teljesiil.

Az i(0,a°) pozitiv hatvany inverzié az alabbi alapvetd
tulajdonsagokkal rendelkezik:

- négyzete identitds, vagyis az inverzid involutorikus,

- van egy pontonként fix alakzata: ez az ®(O,a) alapkor, ami az

inverziot egyértelmiien meghatarozza, és tovabbi fix pontja nincs,
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- O eclhagyasa utan az alapkoron kiviili és beliili pontok halmazat
felcserél,
- az alapkort merdlegesen metsz6d egyenesek és korok invariansak,
- iranyitasvalto és szogtarto.
Ennek alapjan az i(0,a’) inverziét a tengelyes tiikrozéssel analogiaban az
®(0,a) korre vonatkozé tiikrozésnek is nevezik.

Poluson 4t nem haladd egyenes képe pdluson athaladd olyan kor,
melynek kozéppontja a polus egyenesre vonatkozo tiikorképének az
inverze. Péluson athaladé kor inverze poluson 4t nem haladd egyenes,
amely parhuzamos ezen kornek a polusbeli érintdjével. Ha egy adott kor
nem halad at a poluson, akkor az inverze is pdluson 4t nem halado kor,
amelynek kozéppontja a polus adott korre vonatkozd inverzének az
alapkorre vonatkozé inverze.

Az {A,B} = onOP jelolést bevezetve megmutathatd, hogy az 4,
B, P, P’ pontok harmonikus pontnégyest alkotnak.

Az i(0,d°) inverzié és a po kozéppontos tiikrozés szorzata az
i(0,-a°) negativ hatvanyl inverzio, amelynek egyetlen fix pontja sincs,
invarians alakzata a poluson athaladd minden egyenes, valamint az
alapkor és minden olyan kor, amely az alapkort egy atmérd végpontjaiban
metszi. Minden mas egyenes és kor képére a pozitiv hatvanyu inverzional
kimondott allitdsok érvényben maradnak.

Egy alapkortdl kiillonbozd kor pontosan akkor invaridns, ha a polus ra
vonatkozé hatvanya egyenld az inverzid hatvanyaval.

Ko6z6s polusi két inverzid szorzata kozéppontos hasonlosag,
amelynek centruma a podlus és aranya a két inverzid hatvanyanak
hanyadosa.

2.1. Pont korre vonatkozo hatvanya — vektoralgebrailag

A pont korre vonatkozd hatvanya az elemi korgeometria egyik
legfontosabb alapfogalma. Bevezetése tobbnyire ugy torténik, hogy egy
haromszogek hasonlosagara épiild tétel alapjan a kor sikjanak tetszdleges
pontjdhoz hozzarendeliink egy 4allandd szorzatot, amit a pont korre
vonatkozé hatvanyanak neveziink. Ekozben az eldbbi tételben szerepld
szelokre illeszkedd bizonyos szakaszoknak eldjeles hosszakat
tulajdonitunk, ami azonban Gjabb tanitasi-tanuldsi problémak forrasa lehet
[2, 8]. Ha viszont ezt a fogalmat vektorok segitségével vezetjiik be, akkor
a hatvany eldjele a skaldris szorzas belso tulajdonsagaibdl adddik. Ebben
az értelemben szeretnénk a kovetkezd tételre 6t kiillonbozd bizonyitast
bemutatni.
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Tétel: Az O kozépponta r sugart k kor sikjanak legyen P egy tetszOleges
pontja és g egy P-re illeszkedd olyan egyenes, amelyre g Nk = {A,B}.
Igazoland6, hogy PA-PB = OP> —r?, azaz fiiggetlen a g szeld
helyzetétdl.

E tétel szerint a P pont k(O,r) korre vonatkozé hatvanya

OP? —r*.0 € g esetén az allitas az alabbi szdmitassal igazolhato:
_ [ —\ [ —\ —2 —2
PA-PB = (P0+ OA)-(PA—OA): PO -04 =O0OP* -r’.
A tovabbiakban mindegyik bizonyitast az OP)r, O ¢ g és A# B esetre

végezzik el, mikozben tigyelniink kell a skaléris szorzas tulajdonsagainak
kovetkezetes alkalmazéasara. A most kimaradd OP<r és Og¢ g eset

bizonyitasa hasonléképpen irhato le.

Allapodjunk meg itt abban, hogy ezen bizonyitdsok soran az AB hir
felezOpontjat mindig F-fel jeloljik.

1.bizonyitds (2.1.1. abra)
A PA és PB vektorokat kéttagu Osszegekre bontjuk gy, hogy
egy nevezetes azonossag alkalmazhaté legyen:
_— — — —\ [— —\ —2 —2
PA-PB = (PF +FA)- (PF —FA): PF —FA
majd az OPF és OAF derékszogl haromszogekre egy-egy Pitagorasz-tételt
alkalmazva

PA-PB =(0P* - OF?)-(04? -OF?*)= OP* .

2.1.1. abra
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2.bizonyitds (2.1.2. abra, [43, 56])
Legyen C a k korvonal 4-val atellenes pontja, vagyis AC szakasz
a k kor egy atmérdje. Ekkor BC merdleges g egyenesre, s igy a PA és
PB vektorokra is.
Ha a PALBC tényallast akarjuk kihasznalni, akkor PA -t véltozatlanul
hagyjuk, mig PB -t ugy bontjuk fel, hogy e felbontasban szerepeljen BC:
Pi-PB - PA-(PC + CB )= Pi-PC— BC)= Pi. PC - PA-BC,

ahol PALBC miatt PA-BC=0. Ezutan az elsd tag két tényezdjét
felbontjuk ugy, hogy ismét egy nevezetes azonossag legyen alkalmazhato.

P P = (P + 04)-(PO + 0C)= (PG + 04) (PG - 0d)=PO" 04" = 0P* -

2.1.2. abra

3.bizonyitas (2.1.3. abra, [60] 92.oldal)

A ko6z6s kezddponta OA és OB vektorok egyenld hosszusaguak,
ezért 0sszegiik merdleges az AB hurra, s igy a PA és PB vektorokra is.
Ha a ﬂi(a;l + 53) tényallitast akarjuk kihasznélni, akkor PA -t
valtozatlanul hagyjuk, mig PB -t felbontjuk ugy, hogy a felbontas utan a
teve-szabdly révén kialakithaté legyen az OA+ OB Osszeg:
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PA- 7B = Pi- (0B - 0P )= P[0 + OB - (0 + 0 -

—_— _—

PA-(&+0—B)—PA-(0—P+@)
ahol ﬁj_(a + @) miatt az elsO tag z¢érd, mig a masodik tagban — PA

helyett AP -t irva és azt felbontva, az eldbbiekhez hasonlé mddon ériink
célhoz:

PA- P = 4P-(0P + 04)= (0P - 04)0P + 04)= 0P - 04" = 0P* - r*.

4.bizonyitas (2.1.3. ébra)
Ha ¢ jeloli az ABO egyenl6szari haromszog szarai altal bezart

szog felének a mértékét, akkor az AOF ¢és POF derékszogl
haromszogekbol
OF =r-cosp és OF = OP-cos POFZ.

Minthogy H@H = Hﬁ” =r, ezért (& +OB|LAB ¢s

Ha + @H = 2-OF .Ennélfogva

_ — —\ [— — _— [ —\ — —2

PA-PB = (OA—OP)- (OB—OP): OA - OB—(OA+ OB)-OP+ OP
ahonnan a skalaris szorzas értelmezését, valamint a tételbeli feltételeket és
a cos2¢ =2cos’ @ —1 azonossagot felhasznalva

2

pi 75l [

‘-cos2g0—‘a+@H-HE5H-COSP0FA+HOTD

r*-(2cos® p—1)-2-OF - OF + OP* =
2r* cos’ @ —r> —2r>cos’ o + OP> = OP* —r°.
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2.1.3. abra

S.bizonyitas (2.1.4.4bra)

Ha bevezetjik az FPmk:{C,D} jelolést, akkor OTTLg,

valamint BC1BD,0D = —-OC és CA+ DB =2-OF miatt

ﬁ~ﬁ:(ﬁ+a)-ﬁ:%-(ﬁ+ﬁ)+a-ﬁ:R-FD+(ﬁ+ﬁ)~DB+CA-PB:
(PG +0C PG + 0D )+ PE(CA + DB)+ BE - DB = (PG + OC PG - OC )+ 2. PB-OF =
Fdz —&2 =0P* —r%.
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2.1.4.4bra

2.2. Pont inverze

Minthogy az i(O,az) inverzié soran az a)(O, a) alapkoér minden
pontja fix, és az alapkoron kiviili tetszéleges P pontnak a P’ képe az
alapkoron belil taldlhato, valamint az inverzid involutorikus volta miatt
még P’ = P is teljesiil, ezért azt mondhatjuk, hogy a P és P’ pontok egy
inverz pontpart alkotnak, amire a tovabbiakban a P <> P’ jelolést
hasznaljuk. Ennek megfelelden elegendd csak olyan szerkesztéseket leirni,
amelyek az alapkoron kiviili valamely pontnak a képét adjak, mikozben
tobbnyire feltételezziik, hogy az a)(O, a) alapkor, egy azon kiviili P pont,
valamint annak P'képe a vazlat készitéséhez mindig felvehetd. Ezutan
elvégezzikk az elemzést, amibdl mind a szerkesztés menete, mind a
szerkesztés helyes volta kovetkezik. Az elsd négy bemutatott szerkesztés
kozismert, viszont a tobbi, amelyekhez az inverziordél mélyebb ismeretek
sziikségesek, csak alig vagy egyaltalan nem ismertek.

[ .szerkesztés (2.2.1. dbra)

Legyen OP o= {4,B}, Ce w\{4,B} és D az OC szakasz olyan

pontja, amelyre OD=OP' teljesil. Ekkor P <> P’  miatt

g:%: a :%’ ahonnan EHP_C
OB a OP OD
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2.2.1. abra

Az adatfelvétel utdn meghuzzuk az OP egyenest, amely az o
alapkort 4 és B pontokban metszi. Felvessziik az @ kornek 4-t6l és B-t6l
kiilonbozd valamely C pontjat, C-t 6sszekotjik P-vel, majd B ponton at
CP -vel parhuzamost hizunk, ami az OC sugart egy D pontban metszi. D

pontot O kortil az AB egyenesre leforgatva P’ pontot kapjuk.
A szerkesztés helyessége a parhuzamos szelok tétele alapjan

igazolhatd. Minthogy B az OP bels pontja, ezért a B-n at CP -vel

parhuzamosan huzott egyenes az OC sugart egy D belsé pontban metszi,
s igy a forgatas tavolsagtartd tulajdonsaga miatt a forgatassal kapott P’

pont is belsé pontja az OB sugarnak, vagyis P’ az oP félegyenes @
alapkoron beliili részére illeszkedik.

Tovabba EHC_P miatt OP:0OB=0C :0D, ahonnan OD = OP' és
OB = OC = g alapjan OP-OP' = a’
2. szerkesztés (2.2.2. bra)

Az OP szakasz fo1é rajzolt k Thalész-kor messe az w alapkort £

¢s F pontokban, amelyek 0sszekotd egyenese az OP félegyenest P’
pontban metszi.

102



2

2.2.2. abra

A k kor megrajzolasaval kapott E és F pontok 0sszekotd szakasza

az o kornek OP -re merdleges hurja, s ezért P’ az OP félegyenesnek @
koron belili pontja. Az OPE derékszogli haromszogbdl a befogotétel

alapjan OP-OP' = OE* = a’ kovetkezik.
Minthogy a k Thalész-kor athalad az O poéluson, valamint £ és F'

fixpontok, ezért k' azonos az EF egyenessel. Ennek alapjan viszont a k
kor az O és P pontokon dathaladd tetszdleges kor lehet. Ugyanis a
knw ={E,F } jeloléseket megtartva az inverzid illeszkedéstartd

tulajdonsaga szerint P'ek’ —EF é P'cOP miatt P'=EFNOP.
Ekkor a befogotétel szerepét az OPE és OEP' haromszogek hasonldsaga
veszi at, amib8l OP-OP' = a’ kaphato.

3. szerkesztés (2.2.3. abra)
Az OP félegyenesre O-ban allitott merdleges messe az @ alapkort
A és B pontokban. Legyen int AP~w = C, és ekkor BC N OP=P'.
Minthogy A és C az OP egyenes azonos, viszont 4 és B az
ellentétes oldalan van, ezért BC szakasz metszi az oP egyenest az AB
egyenes C-t tartalmazé oldalan. Ez a P’ metszéspont O e AB és

C cint AP miatt az OP félegyenesen van, de csakis az @ koron beliil
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lehet, mivel BC szakasz az @ harja. Ezutan a PAO és BP'O
haromszdgek hasonldésaga miatt OP-OP' = a” is igaz.

2.2.3. abra

Eszrevehetd, hogy az ABC derékszogii haromszog AB oldalanak

felezOmerdlegese a P és P' inverz pontparban metszi az AC és BC
egyenest. Megmutathatd, hogy ez az allitds tetszéleges haromszogre

teljestil, s ezaltal a fenti szerkesztésben az O € AB feltétel nem sziikséges.

4 .szerkesztés (2.2.4. abra)

A k,(P,OP) kér az o alapkort M és N pontokban metszi. A
k, (M ,a) és k, (N , a) korok athaladnak az O ponton és metszik egymast
még egy P’ # O pontban.

A szerkesztési eldiras miatt az O, P és P’ pontok illeszkednek az

MN  szakasz felezOmerdlegesére: tehat P'e oP egyenes teljesiil.
P' € OP félegyenes pedig azért all fenn, mert a konstrukcid szerint M és
N a k, korhoz O-ban htuzhato érintdének a P-t tartalmazd oldalan vannak.

Az OPM és OMP' egyenldszara haromszogek OM ¢és oP' alapjain az
O-nal 1évd szog kozos, ezért a két haromszog hasonld, s emiatt
OP-OP' =a’ is teljesiil.
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Minthogy OP' az OMP' és ONP' egyenldszari haromszogek
kozos alapja, ezért az MN egyenesre vonatkozd tiikrozés soran O képe
P'. Ez a tény a kor kozéppontjanak inverzére vonatkozo altalanos tételbol
is adodik. Ennélfogva az M és N pontok megszerkesztése utan k, és k,

korok megrajzolasa elhagyhat6, amennyiben a vonalzd hasznalatat is
megenged;iik.

2.2.4. abra

S .szerkesztés (2.2.5. abra)

Legyen OP N ={4,B},C e w\{4,B} és D a CP szakasz olyan
pontja, amelyre CD =CP'. Ekkor P <> P' miatt az OPC ¢és OCP’
OF _OF _ P~ esent BD|OC .
OB OC CP'" CD

haromszogek hasonlok, amibol
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2.2.5. abra

A szerkesztés kivitelezésekor az 4 €s B pontok eldallitasa, valamint
a C pont kijelolése utan megrajzoljuk a CP szakaszt, amit a B ponton at
OC -vel parhuzamosan huzott egyenes egy D belsd pontban metsz. Ezt a
D pontot C kortil elforgatjuk az OB szakaszra: a kapott pont lesz P'.

6. szerkesztés (2.2.6. abra)

Ha Fme:{A,B}, akkor P <> P’ miatt a P pont @ korre
vonatkoz6 hatvanyéra.

PA-PB=O0P?> —a* =0OP*> —~OP-OP' = OP(OP—-OP')= OP- PP',

amib8l a PP’ szakasz megszerkesztheto.
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2.2.6. abra

Az A ¢és B pontok eldallitdisa utan PP'  szakasz a
PO :PA=PB:PP' arany alapjan szerkeszthetd. Ehhez P kezddponttal

felvesziink egy (az AB egyenes altal nem tartalmazott) félegyenest, ezen
PM = PA feltétellel szerkesztiink egy M pontot, azt O-val 6sszekotjiik,

majd a B-n at OM -mel parhuzamos metszi PM félegyenest egy N
pontban, amit P koriil leforgatunk az 4B egyenesre: az igy kapott pont
P'.
Hogy ez a P’ pont az OB szakasz belsejében van, ahhoz igazolni
PA-PB

kell a PB(PP(PO egyenlbtlenséget, ami PP’ = miatt

egyenértékli a PO - PB(PA- PB(PO” egyenlbtlenséggel. Ennek bal oldala
PO(PA, mig jobb oldala PA-PB=(PO+a)PO-a)=PO*—a’*{PO’
miatt teljesiil. Az OP-OP' =a* 6sszefiiggés pedig PA-PB=OP’ -a’
miatt, ugyanis

OP-OP' = OP(OP - PP')= OP* — PA-PB = OP* —(OP* —d* )= a’.
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7. szerkesztés (2.2.7. dbra)

Legyen OP "o = {A.B} és C € \{4, B}. Ekkor P <> P’ miatt az

OPC ¢és OCP' haromszogek hasonlosagabol — kovetkezik az
OPCZ = OCP'Z egyenlOség.

2.2.7. abra

A C pont felvétele utan csak az OPCZ -et kell 4tmésolni az oC
egyenes A-t nem tartalmazd oldalara, s az igy kapott szog CO-tdl
kiilonb6z6 szara az OP félegyenest a kivant P’ pontban metszi.

Eza P’ pontaz OB szakasz belsé pontja, minthogy
OCP'£ =0PCZ{OBCZ =0CBZ. Tovabba az OPC ¢és OCP'

haromszogek hasonldok, mivel az O-nal 1évd szog kozos &s
OPC/ = OCP'/ . E hasonlésagbdl pedig OP-OP' = a* adédik.
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8. szerkesztés (2.2.8. dbra)

Legyen OP " ={A4,B} és C e w\{4,B}. Ekkor P <> P', B'= B
¢s C' = C miatt
P'B a . PC a’ PB_P'C , —=
= €s = , azaz = , s ennélfogva CB
BP OB-OP CP 0OC-OP BP CP
félegyenes a PCP'/ felezdje.

C

2.2.8. abra

A C pont felvétele utdn a CP félegyenest tiikkrozziik BC

egyenesre, s a tikkorkép az OP félegyenest a P’ pontban metszi. Ez a P’

pont az OB szakasznak megint belsd pontja,

minthogy P'CB/ = PCBZ{OBC/£=0CB/. A CB  szogfelezére
. , L . . P'B PC

vonatkozd aranyossagi tétel szerint ——=——, ahonnan a
BP PC

PB _a-OP' , PC_  a

= és = osszefiiggések alapjan OP-OP' =a’.
BP OP-a PC OC-OP

9 .szerkesztés (2.2.9. abra)
Legyen OPNw={4,B} é Cew\{4,B}. Ekkor P« P,
A'=A és B'= B miatt
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P4 a « DB _ a’
PA OA-OP PB OB-OP’

ahonnan

(4BP) AP P'B__04-OP a*
(4BP') " PB 4P 4* OB-OP
s ennélfogva P’ az 4, B, P pontokhoz tartozé harmonikus negyedik.

(ABPP') =

2.2.9. abra

Az A, B és C pontok eldallitasa utan megrajzoljuk az AC és CP

szakaszt, majd a B ponton at parhuzamost huzunk AC -vel, ami CP-t egy
M belsé pontban metszi. Ha az M pont B-re vonatkoz6 tikkorképe N, akkor

CN szakasz az OP félegyenest a P’ pontban metszi.muﬁj_ﬁ miatt

CN egybeesik CM -nek a BC egyenesre vonatkozo6 tikkorképével, s ezért

a 8.szerkesztés indoklasaval azonos médon belathatd, hogy P’ az OB
belsd pontja. A konstrukcié miatt teljesiilnek az ACPA ~ BMPA és

AC 4P , AC BN

ACP'A ~ BNP'A hasonlosagok, s emiatt az = és =
BM  BP AP'" BP'
aranyok is, ahonnan |BM | = |BN | miatt OP-OP' = a’ kovetkezik.
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10. szerkesztés (2.2.10. abra)
Legyen OPNw=1{4,B},Cecw\{4,B} é PCnw={C,D}.
Ekkor ACABD =M és ADNBC =N esetén MN NOP = P'.

F\.T

-

2.2.10. abra

Az ABN héaromszogben az ACLBN ¢és BDLAN miatt M a
magassagpont, s ezért P’ az AB oldalhoz tartozé magassag talppontja,
ami AN)BN miatt az OB bels6 pontja. Az AN)BN pedig azért igaz,
mivel d(C,E)(d(D,E). Az OP-OP'=a’ osszefiiggés az OPC és
OCP’ haromszogek hasonlosagabol kovetkezik. Ugyanis e  két
haromszogben az O-nal 1év0 szog kozos, tovabba a Thalész-tétel, a

keriileti- €s kiils6szogekre, valamint a hurnégyszog szogeire vonatkozd
tétel alapjan

OCP'/=ACP'£—-ACOL = MCP'£—-0OACL = MBP'/—BACZ =
BDC/Z+ BPC/Z—-BACZ =BDC/L—-BACZ+OPCZ =0OPCZ.
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Ha a fenti hosszadalmas elemi geometriai indoklas helyett
projektiv geometriai utat valasztunk, akkor mindez azonnal adoddik a
polus-poléris kapcsolatbdl ([7] 253.oldal., [8] 211.0ldal).

11. szerkesztés (2.2.11. abra)
Az elobbi egyélli vonalzos szerkesztés az 4, B, C, D és M pontok

eloallitasa utan ugy is folytathatd, hogy az @ korh6z P-bol egy tjabb EF
szelot hazunk, majd az L=AENBF pontot megszerkesztve
MLNOP=P'.

)

2.2.11. abra

MLLOP miatt a derékszogli vonalzo haszndlatat is megengedve
tovabbi valtozat adodik.

12 .szerkesztés (2.2.12. abra)

Legyen a’mw:{A,B}, Cew\{A,B},ngP és
gNo= {C ,D}. Minthogy a P pontot tartalmazd g egyenes nem halad at
az O centrumon, ezért g' az O, C, D pontokra illeszked6 olyan kér, amely
az inverzio illeszkedéstartdo tulajdonsaga miatt tartalmazza P’ pontot.

Viszont az inverzid értelmezése szerint P'e OP is teljesiil, azaz
P eg'nOP.
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2.2.12. abra

Az OP egyenes megrajzolasa utdin meghtizzuk a P pontra
illeszkedd g szel6t, ami az o alapkort C és D pontokban metszi. A
konstrukci6 el6irasai szerint O,C és D harom nem kollineéris pont, igy az
azokat tartalmazé g’ kor egyértelmien megszerkeszthetd, ami
d(C,E)(d(D,ﬁ) miatt metszi az OP egyenest az O és P’ kiilonb6z6

pontokban. Ez a P' pont az inverzié mar emlitett tulajdonsaga szerint a P
pont @ korre vonatkozé inverze.

13. szerkesztés (2.2.13. abra)
Legyen OPnw = {A,B}, ¢s hasznaljuk fel az inverzidnak azt a

tulajdonsagat, hogy P <> P’ miatt a P és P’ pontokra illeszkedd
tetsz6leges k kor invarians €s merélegesen metszi az @ alapkort, mondjuk

C és D pontokban. Ekkor az illeszkedéstartas miatt P’:ﬁmk\{P}

teljesiil.
Az o alapkort merdlegesen metszd k invarians kor K kozéppontja

rajta van a CP szakasz felezdmerdlegesén ¢és az ocC sugéarra C-ben
allitott merdlegesen. K ismeretében megrajzoljuk a k kort, ami az OP
félegyenest az OB szakasz P’ bels6 pontjaban metszi.
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2.2.13. abra

Megtehetd, hogy az oP egyenest nem hasznaljuk fel. Ekkor a P
ponton at két olyan kort rajzolunk, amelyek merdlegesen metszik az @
alapkort, s ezek P-t61 kiilonb6z6 metszéspontja lesz a keresett P’ pont.

14. szerkesztés (2.2.14. abra)

Legyen OPNnw =B ¢és k a BP szakasz folé rajzolt Thalész-kor,
ami nem halad at az O centrumon. Ekkor P <> P’ és B'= B miatt k kor
képe a BP' szakasz folé rajzolt k' Thalész-kér, mikézben a k és k'
koroknek O a kiilsé €s B a bels6 hasonlosagi pontja. Ezen hasonldsagbol
OP BP

—— =——ahonnan a BP' szakasz megszerkesztheto, s ezaltal P’ is.
OB BP
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2.2.14. abra

A BP' szakasz a fenti arany alapjan megszerkesztve BP(OP miatt

az OB szakasznal rovidebb, s igy P’ az OB sugar bels6 pontja.

Ebb6l az abrabdl kiindulva P’ megszerkesztésére tovabbi
lehetdségek  kinalkoznak. Felhasznalhaté, hogy a kozéppontos
hasonlosagnal egy egyenes és képe parhuzamos. Igy ha ezen hasonldsig
soran az M € k\{B,P} és N e k'\{B,P} egymasnak megfelelé pontok,
tovabba K a k és L= K' a k' kor kozéppontja, akkor a PM és BN,

illetve KM és LN egyenesparok parhuzamossaga miatt a kovetkezd
szerkesztési 1épések vezetnek célhoz:
— vegyiik fel az M pontot,

— rajzoljuk meg az oM egyenest,

— rajzoljuk meg az PM egyenest,

— huzzunk B ponton at parhuzamost PM -mel,

— ez a parhuzamos az oM egyenest N pontban metszi,
— huzzunk N ponton &t parhuzamost KM -mel,

— ez a parhuzamos az oP félegyenest L pontban metszi,
— rajzoljuk meg az L k6zéppontu LB sugaru k' Kort,

— k' korés OP félegyenes B-t6l kiilonb6z6 k6zos pontja P’

Eljarhatunk persze ennél sokkal elegdnsabban is, ha azt a tényt
hasznaljuk fel, hogy az O és B hasonldsagi pontok harmonikusan osztjak a
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KL szakaszt. Ekkor az O, B és K pontokhoz kell megszerkeszteni az L
harmonikus negyediket, ami a 9.szerkesztésnél latottak alapjan mar
megoldhato6.

A fenti szerkesztések mindegyike elvégezhetd az alapkoron beliili
pont esetén is. Ehhez tobbnyire csak a szerkesztési 1épések sorrendjét kell
megforditani. Kivételt képez azonban a csak korzdvel elvégezhetd

, : a . . . P

4.szerkesztés, ami 0P>E esetén valtozatlanul elvégezhetd. Viszont
a L ' > ‘ (o x .

OP:E esetén a P’ pont az OP szakasz megkétszerezésével kaphato,

, a ‘ ‘ [ , , .
mig 0<OP<E esetén véges sok szakaszkétszerezést végrehajtva

visszajutunk az elso esetre.

Minthogy az i(0, —a*) inverzié mindig eldallithaté az i(0, a*)
inverzid €és az (O centrumu tilkr6zés szorzataként, ezért a fenti
szerkesztéseket felhasznalva negativ hatvanya inverzié esetén is tudunk
képpontot szerkeszteni. Ugyanakkor negativ hatvanyra is léteznek 6nalld
képpont szerkesztések, amelyekhez a magassagtétel felhasznalasaval, vagy
pedig a 7. és 13. szerkesztési modok analdg alkalmazasa révén juthatunk
el.

A szerkesztésekhez sziikséges ismeretek részletezésére itt nem
tértiink ki, hiszen elsddleges célunk a szerkesztések leirdsa volt. Az
inverzi6 tulajdonsagait részletesen targyalja a fentebb mar emlitett két
konyv [7, 8], de a téma szépsége miatt is vonzd lehet az inverzidhoz
kapcsolodo gazdag forrdsanyag [33, 38, 42, 44, 52, 53, 54, 61, 65, 66, 67].

2.3. Két kor hatvanyvonala

E fejezetben elsddleges célunk az, hogy kozos pont nélkiili két
nem koncentrikus kor hatvanyvonaldanak eldéallitasara kiilonféle
szerkesztési mdédokat mutassunk be, s ennélfogva a korgeometriai rész
bevezetdjében mar felsorolt alapismeretek részletes targyaldsara itt sem
tériink ki [2, 7, 8, 33, 37].

A bevezetd alapjan egyszerlien megszerkeszthetd két adott kor
hatvanyvonala, ha mar ismerjiilk annak valamely pontjat, ahonnan a két
kor kozéppontjat Osszekotd egyenesre merdlegest allitva a keresett
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hatvanyvonalat kapjuk. Ilyen pontnak véalaszhatdé két metsz6 kor
barmelyik k6zos pontja, vagy két egymast érintd kor érintési pontja, vagy
pedig két egybevagd kor kozéppontjait Osszekotd szakasznak a
felezOpontja. Minthogy ezek az esetek ily modon konnyen elintézhetok,
ezért a tovabbiakban csak olyan két nem koncentrikus korrel
foglalkozunk, amelyek nem rendelkeznek ko6zos ponttal és nem is
egybevagdk, sot egyelére még azt is feltételezzik a k,(O,,r,) és
k,(0,,r,) korokrdl, hogy azokra az O,0,)r, +r, és r)r, feltételek is
teljestilnek. Mindezek utan kovetkezzenek a szerkesztési modok.

1. mod (2.3.1. abra)
Legyen ¢ a k, és k, korok egyik kozos érintdje, 7, és T, az

érintési pontok, valamint £ a 7,7, szakasz felezOpontja. Ekkor az E_T1 és

ET, érintd szakaszok egyenl6 hosszuiak, azaz E-nek a k, és k, korokre

vonatkoz6 hatvanya egyenld, s ennélfogva E rajta van a h,
hatvanyvonalon.

T

2.3.1. abra

2. mod (2.3.2. 4bra)
Legyenek M €k, és N € k, olyan pontok, amelyekre O,M_10,0,

és O,NLO,0, teljesiil, tovabba legyen P az /,(0,,0,M) és 1,(0,,0,N)
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korok valamelyik metszéspontja. Ekkor P-nek a k, és k, korokre
vonatkoz6 hatvanya

h(P)=0,M* -1’ =0,0,” és h,(P)=O,N* -r," =0,0,’,
azaz h (P)= h,(P) miatt P rajta van a /,, hatvanyvonalon, ami egyittal
az [, és [, korok kozos szel6 egyenese.

Megjegyezhetd, hogy O,M)r, és O,N)r, miatt P kiviil van az
adott k, és k, korokon, s ezért P-bol a korokhoz huizhatd érintészakaszok
hossza O,0,-vel egyenld. Ezen érintdszakaszok hossza masként is
megvalaszthatd: valamely x)0 valds szdm pontosan akkor megengedett,

ha \/,,12 +x2 +\/r22 +x* > 0,0, teljesiil.

2.3.2. abra

3. mod (2.3.3. abra)

Legyen g+ TO; olyan egyenes, amelyre
gn (k1 Uk, ) = {P, O,R, S} ugy, hogy a P—-Q-R-S§ elrendezés,
valamint W’H@ is teljesiiljon. Ha P-ben £k ,-hez és S-ben k,-hoz

érintdket huzunk, akkor azok egy E pontban metszik egymast, és a
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keletkez6 EPS haromszog egyenldszard, melynek PS az alapja. Ekkor
EP = ES miatt E-nek k, és k, korokre vonatkoz6 hatvanya egyenld, azaz
Eech,.

A Q és R pontban hasonlé mdédon huzott érinték F' metszéspontja
szintén eleme 4, -nek.

A legnagyobb problémat g egyenes megszerkesztése jelentheti.
Ehhez ugy kell felvenni példaul a Q ek, pontot, hogy az @
félegyenessel O, -bdl parhuzamosan huzott azonos iranyu félegyenes ugy

messe k, kort az S pontban, hogy @ egyenes a k, és k, korok kozos
szeldje legyen. Egyébként g athalad a k, és k, korok O kiilsé hasonlosagi
pontjan, de ezt nem kell kihaszndlni.

E

2.3.3. abra

4. mod (2.3.4. ébra)
Jelolje L az 0,0, és h,, egyenesek metszéspontjat, ¢ az 0,0,
szakasz hosszat, tovabba d az L és k, tavolsagat. Ekkor O, L =1 +d és

O,L=c—- (r1 +d ) , valamint az Leh, miatt fennallo
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OL* -1’ =0, —r, egyenléségbdl a c:(c—r +r)=(c—r —r):2d
arany kaphato. Ebbdl megszerkeszthetd a 2d hosszusagu szakasz, s ezaltal

az 0,0, egyenesen 1évo L pont is.

Az X pontra O X =c-rn+r, az Y pontra O,Y =c—rn —r,,

tovabba YZ|0,X és XZ =2d.

%’AL
/‘\f%
04 & ﬂ!\_ 0, "
oA
2.3.4. abra

5. mod (2.3.5. ébra)
Legyen A és B az O,0, egyenes ugyanazon oldalan 1év6 két pont

ugy, hogy 0,4L0,0,, O,BLO,0,, O, A=r, és O,B=r teljesiiljon.
Ekkor az AB szakasz f felezémerdlegese az 0,0, egyenest egy L € h,,

pontban metszi.
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2.3.5. abra

Ugyanis L € f miatt AL=BL, s ennélfogva az ALO, és BLO, derékszogli
haromszogekbol

AL’ = AO} +O,L* =r; +O,L’

BL’ = BO; +0O,L’ =1 +0,L’ ,
ahonnan O\’ -1’ =0,L’ -r; = Leh, .

6. mod (2.3.6. 4bra)
Legyenek O, 4, és O,4, ak;és k, koroknek az O,0, centralisra

merdleges €s egyiranyu sugarai. Az A A, szakasz m felezOmerdlegese

messe az centralis egyenest egy M pontban, s ennek az 0,0, szakasz F'

felezOpontjara vonatkozé tiikorképét jelolje L (KoMal F.2052-es feladata,
1977, l.szam, 10. oldal). Ekkor egyrészt a tikrozés miatt O;L=0,M,
masrészt Mem miatt A;M=A,M. Ezek alapjan az A;MO,; és A,MO;
derékszogli haromszogekbdl

AM? = A0] +O,M* =1’ + 0,1
A,M? = 4,07 +O,M* =1} +O,L*

ahonnan O,L* -1’ =0,L> —r; = Leh,, .
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2.3.6. abra

7. mod (2.3.7. ébra)
Rajzoljunk meg egy O, ¢ 0,0, kozéppontu k, kort ugy, hogy az a
k, kort a P, O és a k, kort az R, S pontokban messe. Ekkor a fTQ és

RS hatvanyvonalak metszéspontja a k,,k,,k,; korok H hatvanypontja, s
ezért H e hy,.
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&4 g 03
f2s
FH;
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3
2.3.7. abra

8. mod (2.3.8. abra)
Legyen P a k, és k, korok sikjanak egy olyan pontja, amely nem

illeszkedik az O,0, egyenesre. A k, és k, korokre vonatkozd inverzid
soran jelolje P képét P, és P,. Ha P¢ ﬁ , akkor megrajzolhato egy
k, (PPle) kor, amely k, és k, koroket merdlegesen metszi, s ennélfogva
a k, kor O, kozéppontja rajta van a 4, hatvanyvonalon.

Ak, kor megrajzolasa konnyebb, ha olyan P pontot valasztunk,
amelyre P e (k1\m)~ Ugyanis ekkor P, =P a k, és k; korok érintési
pontja.
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2.3.8. abra

9. méd (2.3.9. 4bra)
Jelolje a &, és k, korok belsd hasonldsagi pontjat /, valamint /-nek

a k, és k, korokre vonatkozé inverzét I, és I,. Ekkor az I,1, szakasz
felezomerdlegese a keresett /,, hatvanyvonal. Hasonloképpen valaszthatd

az O kiils6 hasonlosagi pont, vagy az oI atmérdjui hasonlosagi korvonal
barmely pontja.




10. mod (2.3.10. abra)

Jelolje 1 és O a k, és k, korok belsd és kiilsé hasonlosagi pontjat,
tovébba legyen 0,0, N(k, Uk,)={K,L,M,N}, ahola K—L—-M-N
elrendezés teljesiil. Valasszuk az O centrumi a’ = OL-OM hatvanyt
inverziot, amelynek alapkore az a)(O,a) kor. Ekkor az Of atmérdjl k kor
k' inverze azonos a k, és k, korok A, hatvanyvonalaval.

2.3.10. abra

Az a)(O,a) kor konnyebben megszerkeszthetd, ha felhasznaljuk,

hogy @ merdleges az LM és KN atméroji korokre.

11. mod (2.3.11. abra)
Legyen 0,0, N (k1 Uk, ) = {A, B,C, D} ugy, hogy az
A-0O, -B—-C-0, - D elrendezés alljon fenn. Ha Q_F és O,H egyezd

allasu sugarak, akkor egyrészt AO FA ~ CO,HA, masrészt az FH
egyenest a k, és k, korok kozos szeldjének valasztva a masik
metszéspontot jelolje E, illetve G. Ekkor BEF/ = BAF/ = DCHZ miatt
a BCHE négyszog hurnégyszog, amelynek koriilirt korére vonatkozodan a
P=BENCH pont hatvanyat kétféleképpen megadva
PB-PE =PC-PH, amibdl viszont &, (P) =h, (P) kovetkezik, azaz
Peh,.
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2.3.11. abra

Ugyanilyen modon kaphatd, hogy az AFGD négyszog is
hurnégyszog, és igy a Q=AFNDG pont is rajta van a h,
hatvanyvonalon.

A hatvanyvonal szerkesztésére bemutatott fenti modok nem a
szerkesztési 1épéseket tartalmazzak, hanem egy-egy elemzést, amelynek
alapjan  a  hatvanyvonal  valamely pontja  (vagy  pontjai)
megszerkeszthetd(k). Az adott elemzésbdl a szerkesztési 1épések
kiolvashatok.

Az elsd két szerkesztési mod korlatozott, mig a tobbi altalanos
érvényességli. Az 1. mod nyilvanvaldan csak akkor alkalmazhatd, ha a k;
¢s k, koroknek van két kozos kiilso érintdje, azaz ha c>r; — r; teljesiil. A 2.
mod megitélése mar nem ilyen egyszerti, mivel az csak /, N/, #O esetén
ad megoldast, viszont az /; és [, korok sugarai az adatok (7, 7, ¢ és x)
figgvényében valtoznak. Ugyanakkor az x=c valasztds nem csupan a
bemutatott c>r, +r, esetben célravezetd, hanem még ¢ > r, —r, esetén is,

amikor /, N/, #— mindig teljesiil. Ha ellenben ¢ < r; —r,, akkor valamely

x>0 valds szam csak \/ rP+xt - \/ 1y +x” <c esetén megengedett.
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Végezetiil foglalkozzunk még az adott szerkesztési modok
altalanositasaval, amire leginkabb az 5. és 6. mod esetén kindlkozik
lehetdség. Tekintsiik elséként a 6. szerkesztés alabbi altalanositasat ([27]).

Legyen 6e(0°,180°) az 0,4, és 0O,A, péarhuzamos és

egyiranyl sugaraknak az O,0, egyenessel bezart szoge, F'az 0,0, és G

az A A, szakasz felezOpontja. A G ponton athaladé m egyenes messe

0,0, -t egy M pontban ugy, hogy A GM/Z =6 teljesiiljon. Tovabba m-

nek az FG egyenesre vonatkozo tiikkorképe messe O,0, -t egy L pontban.
Ekkor allitjuk, hogy L€ h,, (2.3.12. dbra)

2.3.12. abra

Ez az altalanositas lehetséges, mivel 8 = 0,FGZ < 4, GFZ miatt
M az F—O; és L pedig az FO, félegyenes belsé pontja. A szerkesztés

soran keletkezé L pontra Le h, pontosan O,L* —1’ = O,L> —r; esetén

teljesiil, ahonnan O,L=O,F + FL =§+ y é O0,L=0,F—FL :%— y

2 2
helyettesitéssel y = }”‘2—”2 kaphatd. Ha tehat sikeriil megmutatni, hogy
c

ez az Osszefliggés jo, akkor készen is vagyunk a fenti altalanositasban leirt
szerkesztés helyességének igazolasaval. Ehhez elobb elddllitjuk az
0 =0,0, " 4,4, pontot, majd az FGM és OGM haromszogekre a kiilsd

szogre vonatkozo tételt felhasznalva
GOM/L =0—-FMGZ =60—-(0—-¢)=c¢. Ennélfogva, ha az A, ponton at
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huzott parhuzamos és az 0,4, sugar metszéspontjat O, -vel jeloljiik,
akkor a kapott 4,4,0, haromszog hasonlé az LGF hiromszoghoz,
minthogy két-két megfeleld szogiik egybevagd. Ezen hasonldsag alapjan
fennall az O,4,:0,4, =FG:FL arény, ahonnan O,4,=c,

2 2

, + . —
04, =r—-r & FG=% miatt y=FL=r12—r2 kaphato.
c

Az 5. szerkesztési modd Aaltalanositdsa hasonldképpen torténhet,
miko6zben kihasznalhato a két mod kozotti szimmetria.
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3. MODSZERTANI ELEMZES

3.0. Az elemzés targya

Az értekezés elsd részében targyalt ,,A haromszog szogfelezdinek
hossza” cimi témakorhoz kapcsolédva az aldbbiakban leirunk egy
felmérést és annak részletes elemzését, amelyben vizsgalni kivanjuk a
fenti témakorbeli probléma megértésének és megoldasanak, valamint a
kozben felhasznalt ismeretek alkalmazasanak szintjeit.

Ezaltal a kitlizott feladatra adott megoldasok értékelésével egyrészt
feltérképezziik a kapcsoléddé matematikai anyag oktatdsanak
eredményességét, kiilonos tekintettel a matematikai gondolkodas harom {6
tertiletét képezd megértésre, problémamegoldasra és az ismeretek
alkalmazasara, masrészt jobban megismerjiik a matematika tanitdsaban
rejld  gondolkodésfejlesztd lehetdségeket, ramutatunk a tanuldk
gondolkodéasaban el6forduld hianyossagokra, s mindezek ismeretében
egyfajta cselekvési tervet is készithetiink a hatékonyabb tanitas céljabol.

A megértéshez elsddlegesen sziikséges az, hogy a tanulok képesek
legyenek bizonyos formalis gondolkoddsi miiveletek (analizis, szintézis,
absztrahalds, konkretizalds, rendezés, rendszerezés, Osszefliggések
feltarasa, lényegkiemelés, itéletalkotas) elvégzésére. Az analizis soran
valamit részekre bontunk, s az egyes részeket kiilon-kiilon elemezziik
abbol a célbol, hogy a Iényeges jegyek kiemelkedjenek ¢és
Osszefliggésilkben mutatkozzanak meg. Az ismeretszerzés analizissel
kezd6d6 fazisanak befejezd része a szintézis, amikor az analizis révén
kapott eredményeket ismét egységes egésszé rakjuk 6ssze. Az absztrahalas
soran kiemeljiikk és altalanositjuk a leglényegesebb tulajdonsagokat, s
ezaltal elkiilonitjiik a lényegest a lényegtelentdl. A konkretizalds soran
viszont az altalanosbdl vonatkoztatunk egy meghatirozott esetre, azaz
problémamegoldast csak ismert helyzetben végziink. Valamely uj dolog
csak gy érthetd meg, ha azt a mar meglévé ismereteink bonyolult
rendszerébe sikeriil beépiteni: ehhez sziikséges a rendezés és a
rendszerezés, ami altal Uj ismeretre tesziink szert, s ennek alapja az
Osszefiiggések feltarasa, mikozben 1ényegkiemelés révén megszabadulunk
az uj fogalomhoz nem tartozd ismérvektdl. Az itéletalkotds akkor
jelentkezik a gondolkodasunkban, amikor mar elegendd informacioval
rendelkeziink ahhoz, hogy az adott ismeret belsdvé valjon.

A megértés sokszor joval nagyobb problémat jelent, mint valamely
megtalalt eljardsnak a  végrehajtdsa. Megértés nélkil nincs
problémamegoldas, s ennélfogva egy  probléma megoldasdhoz is
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nagyrészt a megértésnél felsorolt gondolkodasi miiveletek sziikségesek,
tovabba a specializdlds és altaldnositas, az analdgia ¢s a bizonyitas. Egy
adott feladatot tobbnyire altaldnosan is megvizsgalhatunk, amihez el6bb
Osszegezziikk a feladatbeli objektumok Iényeges tulajdonsagait és az
eléforduld torvényszertiségeket , majd azokat megprobaljuk atvinni mas
hasonlé objektumokra is. Ez az ismeretszerzés egyik legfontosabb
mozzanata.

Az analdgianak kozvetitd szerepe van a kiils vilag felismerése és
bizonyos gondolkodési miiveletek kozott. Az analdgia két matematikai
objektum kozott akkor lehetséges, ha azok egymdsnak megfeleld részekre
bonthatdék és a részek kozotti kapcsolatok megegyeznek. Az analdgiat
azzal a céllal haszndljuk, hogy hatdsosan eldsegitsiik az ismeretszerzés
folyamatidban a felismerést, s ezaltal az ismeretek rogzitését. A tanuldk
szamara az egyik legnehezebb probléma a bizonyitds. Ehhez a feltételek
rendszerébdl jol kell kivalasztani a sziikséges, az elégséges, avagy a
sziikséges ¢€s elégséges feltételt, aminek megallapitasa tobbszorésen
Osszetett gondolkodasi miiveletrendszer meglétét feltételezi. A matematika
tanitdsdnak egyik folyamati célja a megszerzett ismeretek gyakorlatban
torténd alkalmazésa, aminek a tobb gondolkodasi miivelet meglétére épiild
értelmes tanulés az eldfeltétele.

3.1. A felmérés alapjai

Az altalanos haromszog szogfelez6jének hosszara vonatkozd ismert
formulanak a bizonyitdsa utolso feladatként szerepelt a 2001. majus 21-én
délutanra kitliz6tt matematika irasbeli érettségi-felvételi feladatsorban.

Feladat: Egy haromszog oldalainak hossza a, b, c. Mutassa meg, hogy az
Jabl(a+b)* —c?]
a+b '

a és b oldalak altal kozbezart szogfelezd hossza:

Ez a feladat két okbol is a nevezett feladatsor legnehezebb
feladatanak tarthato: egyrészt nem egyszeriien szamitdsos, hanem direkt
bizonyitasos jellegii, jollehet némi konnyitést jelenthetett a bizonyitando
formula megaddsa, mdasrészt a haromszog szogfelezdjének hossza a
kozépiskolai matematika anyagaban eléggé mell6zott téma, bar éppen
ezért a bizonyités elvégzése nem valhatott reproduktiv folyamatta. A fenti
feladathoz kapcsolodva modszertani felmérést végeztem a Debreceni
Egyetem Kozgazdasdgtudomanyi Karara jelentkezOk  hozzaférhetd
felvételi dolgozatai alapjan. A felméréshez a fentebb mar emlitett harom
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tertilet (problémamegértés, problémamegoldas, ismeretek alkalmazésa)
mérése céljabol a kovetkezd itemsort allitottam Gssze:

I T S S
AN DN AW —

—_
SOXANN R WD~

Hozzékezd a feladathoz.

Van értékelhetd a munkajaban.

Készit 4brat.

Helyes abrat készit.

Jeloléseket jol alkalmazza.

Az alapébrat kiegésziti.

Az adott kiegészités felhasznalhatd valamely megoldashoz.
Az abra altalanos haromszogre utal.

Ismeri a szogfelez6 fogalmat.

Ismeri a szogfelezére vonatkozo ardnyossagi tételt.

. Minden mas felhasznalt fogalom vagy tétel ismerete helyes.
. Minden mas felhasznalt tétel alkalmazésa helyes.

. A bizonyitas Iépéseit indokolja.

. Teljesen és hibatlanul megoldotta a feladatot.

. Az adott megoldas altalanos.

. A bizonyitandobol indul ki, de nem jut megoldésra.

Ezen itemsor konkrét mikodésére egy példaként tekintsiik a

kozpontilag kiadott alabbi elsé megoldasi valtozatot.

Megoldas:
Legyen a C-nél 1év6 szog v, a szogfelezd AB -vel k6zos pontja C; és a
CC, szakasz hossza f, .

C
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b
Az ACC; héaromszog teriilete %sin% , a BCC; haromszogé
a
isinZ .
2 2
Ezek 6sszege az ABC haromszog teriiletével egyenld

b a
ﬁsinZJrisinZ =a—bsin7/.
2 2 2 2

Mivel siny=2sin%cos%, ezeért sin%-vel osztva mindkét oldalt
Y

sin=—#0):

(sin==0)

(a+b)f, =2ab-cosg.

Ebbdl ab#0 miatt
cosL =2 b
2  2ab

Irjuk fel az 4BC haromszogre a koszinusztételt:
c*=a*+b* —2abcosy,

/-

amelybol
a’+b>-c’
cosy =———.
2ab
Helyettesitsiik ezt ¢s a cos% -re kapott kifejezést a 2cos’ % =1+cosy
egyenldségbe:
2 2 2 2
) a+bf 1.9 +b° —c .
2ab 77 2ab
Ebbdl
2
(a+b) f;,2 =2ab+a’ +b”> —c*,
ab
azaz
1o ab[(a+b)* —c*]
! (a+b)’

Mivel f, pozitiv, ezért

_Vabl(a+b)* -]
- a+b '

1y
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E megoldasbol az alabbi konkrét itemsor adddik:

112(3[4(5/6|7|8(9|10|11 12|13 |14|15|16
ryry1r{ryryojojryrjyojrjr{rj{rj1y,0

A feladat megoldasa utan kovessiik végig a megoldas fejlédésének
menetét, azaz a megoldas felfedezése sordn kialakuld gondolatok
lancolatat [57]. Felfedezni a megoldast annyit jelent, mint megtalalni az
Osszefliggést a rendelkezésre all6 adatok és az ismeretlen kozott. A
megoldé a feladat elsé felvazolasakor még nagyon egyszerii képet alkot,
osztatlan és Osszetett egészként latja a haromszoget €s a kijelolt belsd szog
felezdjét, szinte minden tovabbi részlet nélkiil, s csak annyit tud, hogy mi
az ismeretlen valamint mik az adatok és a feltételek. A megoldd figyelmét
kezdetben hol az egyik, hol a masik részlet vonja magara, de egy id6 utan
ez a figyelem szelektdlni kezd, vagyis nem torddik tovabb a probléma
szempontjabol Iényegtelen dolgokkal, viszont megragadja mindazt,
aminek jelentdsége van vagy lehet. A megold6 igen fontos tennivaldja,
hogy figyelmét az elérendd célra Osszpontositsa, azt a megoldas koézben
soha ne veszitse szem el6l, vagyis allanddan figyelje a végét. Erre a
végcélra iranyuld vagy az , ami megvaltoztatja a megoldd egész
gondolkodésat, ezaltal a problémat sajatjanak érzi, s a megoldas akarasa a
probléma lényeges részévé valik.

A problémamegoldo értelmi mikodése Osszetett, s amint elérejut,
egyre tobb és tobb anyagot gyljt dssze. Elsoként azt nézi meg, hogy mivel
rendelkezik: mi az ismeretlen és mik az adatok. Jelenlegi feladata éppen
az, hogy kitoltse a kozottiik meglévd trt, vagyis bebizonyitsa a megadott
Osszefiiggést. Ehhez alaposan szemiigyre veszi az ismeretlent: ez egy
szakasz hossza, aminek meghatirozasara tobb otlet is kinalkozhat. Taldn
ki kellene egésziteni ugy az abrat, hogy ez a szakasz egy derékszogli
haromszog valamelyik oldala legyen. Ilyen kiegészités viszonylag
egyszertien adddik a felezett szog csucsabdl kiindulé magassag
berajzolasa révén, amde ezaltal két masik ismeretlen szakasz is belép. S
mivel az Ujabb ismeretleneknek az adatokkal torténd kozvetlen
meghatarozasa tul hosszadalmasnak latszik, igy ez az irdny mégsem a
legcélszeriibb. A megoldd éppen ezért nem indul el ezen az Gton, hanem
masikkal probalkozik. Egy ismeretlen szakasz meghatarozésanak tovabbi
szokasos modja, hogy e szakaszt valamely oldalként tartalmazo hasonlo
haromszogeket keresiink, de altalanos haromszoget tekintve az alapabran
nem fedezhetd fel két hasonld haromszog. Talan alkalmas kiegészitéssel
adodna erre lehetség, 4m ha a megold6 nem akarja kiegésziteni az abrat,
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akkor vissza kell térnie az ismeretlen szakasz értelmezéséhez vagy annak
valamely ismert tulajdonsagahoz. Ertelmezés szerint a szogfelezd a
felezett szoget két egyenld részre osztja, s bar ezaltal elsd pillanatra
megint két ismeretlen van: egy szog €s a fele, de a megoldo mégis azt
reméli, hogy ebben az irdnyban haladva kozelebb juthat a célhoz. Most
mar csak a dontd gondolatra van sziiksége, ami altaldban nem kivansagra
jon, hanem tobbnyire spontan 6tlik fel, és megvaltoztathatja a megoldoénak
a feladatrol vald elképzelését. A megoldd tehat még egyszer megnézi az
ismeretlent, s rddobben arra, hogy ez a szogfelezd szakasz az eredeti
haromszoget két diszjunkt haromszogre vagja szét. igy az ismeretlen
szakasz 1j jelentést kap: kozos oldala lesz két olyan haromszognek,
melynek teriilete célszerlien kifejezhetd két oldal és a kozrefogott szog
segitségével. A teriilet additivitdsa miatt pedig ezen két részhdromszog
teriileteinek Osszege egyenld az eredeti haromszog teriiletével, amit most
szintén a két oldal és a kozrefogott szog segitségével érdemes kifejezni.
Ezaltal a megoldd Osszefiiggést talalt az ismeretlen és bizonyos adatok
kozt, bar ez még egyaltalan nem a végcél, mivel tartalmaz nem kivéant
segédismeretlent, és ugyanakkor nincs benne mindegyik adat. Mégis ez
lehet a dontdé gondolat, aminek felotlése utdn a megoldd egyre tobb
kapcsolatot 1at meg. Innentdl kezdve az elérehaladés titeme felgyorsul, sot
mar a megoldas kozelsége is €lénken érezhetd. A megoldd észreveszi a
kétszeres szogek szinuszara vonatkozd azonossag alkalmazasi lehetdségét,
a koszinusz-tétel révén bevonja a megoldasba az eddig kimaradt harmadik
oldalt, majd a félszogek koszinuszara vonatkoz6 azonossagot alkalmazva
olyan Osszefiiggéshez jut, amelyben mar csak az ismeretlen €s az adatok
szerepelnek, s ebbdl az ismeretlen kifejezésével célba is ér: a bizonyités
kész.

Mint minden bizonyitas, ez is érvek és kovetkeztetések viszonylag
nem tul hossza lanca, de ha csak egyetlen ldancszem is hianyozna, akkor
megszakadna az érvek lancolata, s a bizonyitds nem allna ki a probat Az a
tény pedig, hogy a megoldd az ismeretlen értelmezését hasznalta fel és az
alapabrat nem egészitette ki, azért volt szerencsésnek tarthato, mert tarsult
e folyamathoz egy dontd otlet, aminek révén a cél elérhetdvé valt. Egy
masik megoldas kezdetén megtehetd, hogy az ismeretlennek tovabbra is az
értelmezését  hasznaljuk fel, vagy pedig valamilyen Iényeges
tulajdonsagat. Mindkét eset tovabb kombindlhatd egy-egy alkalmas
kiegészitéssel, ami tobbnyire Gjabb szakasz és csak nagyon ritkan koriv. A
megoldashoz elvezetd logikai 0sszefiiggések rendszere, s ezaltal a dontd
gondolat is 1ényegesen eltérd lehet. Az igy eldallo kiilonb6zé megoldasok
kozil az tekinthetd egyszerlibbnek, amihez kevesebb hattérismeretre van
sziikségiink, jollehet mélyebb matematikai tételek birtokaban rovidebb és
elegansabb megoldas is adhato.
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A Debreceni Egyetem Ko6zgazdasagtudomanyi Karara 2001-ben
jelentkezdk felvételi dolgozataibdl a fenti itemsort haszndlva 6sszeélld
adathalmazt a fiiggelék tartalmazza. Ennek alapjan az itemsor az Osszes
vizsgalt (182 f6) valamint a felvett (113 f6) és a fel nem vett (69 f0)
jelentkezdk viszonylataban az 1. tdblazatbeli eloszlast adta

Osszes jelentkezo | Felvett jelentkezék Fel nem vett

Item jelentkezok

1{1] % 1{1] % 1 (1] %
1 145 79,7 94 83,2 51 73,9
2 141 77,5 91 80,5 50 72,5
3 144 79,1 93 82,3 51 73,9
4 134 73,6 87 76,9 47 68,1
5 125 68,7 82 72,6 43 62,3
6 98 53,8 62 54,9 36 52,2
7 74 40,7 50 442 24 34,8
8 142 78,0 92 81,4 50 72,5
9 140 76,9 90 79,6 50 72,5
10 76 41,8 51 45,1 25 36,2
11 82 45,1 58 51,3 24 34,8
12 64 35,2 46 40,7 18 26,1
13 11 6,0 10 8,8 1 0,9
14 6 3.3 5 4,4 1 0,9
15 139 76,4 89 78,8 50 72,5
16 28 15,4 1 0,9 0 0,0

1. tablazat

Ezt az itemsort elfogadva a probléma megértését és megoldasat,
valamint a tételek alkalmazasat mérd itemek az alabbi mddon listazhatok.

A megértést mérg itemek

- problémaérzékenység: 1,2,3,4.

- analizis, szintézis: 1,3,4,5,6,9, 10, 11.
- absztrahalas, konkretizalas: 9,6,8,11, 12, 15.

- rendezés, rendszerezés: 3,4,5,14.

- Osszefiiggések feltarasa: 5,7,10, 11, 12, 13.

- lényegkiemelés: 4,5,9,10.

- itéletalkotas: 9,10, 13, 14, 16.
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A problémamegoldist mérd itemek

- problémaérzékenység:

- analizis, szintézis:

- absztrahalas, konkretizalas:
- specializalds, altaldnosités:
- rendezés, rendszerezés:

- analogia:

- Osszefliggések feltarasa:

- lényegkiemelés:
bizonyitas:

Az alkalmazast mér6 itemek

- specializalas, altalanositas:
kiegészités:
itéletalkotas:
bizonyitas:
transzferalas:
kidolgozottsag, tervezés:

4,5,8, 15.

4,6,7,11.

9,10,11, 14.

4,13, 14, 16.

11, 12.
4,5,6,7,12,13, 14, 15.

Az 1. tablazat alapjan azonos bontdsban (Osszesen vizsgalt, felvett,
fel nem vett jelentkezOk) az adott probléma megértési, megoldasi és
alkalmazasi szintjeire a 2., 3. ¢s 4. tablazatbeli értékeket kaptuk, amelyek

atlagait az 1. grafikon (4 = fel nem vett, B = Osszes,

jelentkezdk) szemlélteti.

C = felvett
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Osszesen vizsgalt Megértés | Problémamegoldas | Alkalmazas
jelentkez6
182 16 pont | % pont % pont | %
Problémaérzékenység 564 |77 564 77
Analizis-szintézis 944 |65 702 64
Absztrah.-konkretizalas | 665 |61 437 40
Rendezés, rendszerezés | 409 |56 409 56
Osszefiiggések feltarasa | 432 |40 518 47
Lényegkiemelés 481 |53 436 48
Itéletalkotas 261 |29 304 | 42
Specializalas,altalanositas 482 66 540 | 74
Analégia 216 59
Bizonyitas 179 21 179 | 21
Kiegészités 388 | 53
Transzferalas 146 | 40
Kidolgozottsag, tervezés 651 | 45
Osszesen 3756 | 54 3943 53 2208 | 45
2. tablazat
Felvett jelentkezok | Megértés | Problémamegoldas | Alkalmazas
113 £6 pont | % pont % pont | %
Problémaérzékenység | 365 |81 365 81
Analizis-szintézis 617 |68 462 68
Absztrah.- 437 | 64 293 43
konkretizalas
Rendezés, rendszerezés | 267 | 59 267 59
Osszefiiggések feltarasa| 297 | 44 342 50
Lényegkiemelés 315 |56 290 51
Ttéletalkotas 157 |32 204 | 45
Specializalas, 314 69 350 | 77
altalanositas
Analogia 141 62
Bizonyitas 103 23 103 | 23
Kiegészités 257 | 57
Transzferalas 104 | 46
Kidolgozottsag,tervezés 431 | 48
Osszesen 245558 | 2577 56 | 1449 | 49
3. tablazat
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Fel nem vett jelentkez6k | Megértés | Problémamegoldas | Alkalmazas
69 16 pont | % pont % pont | %
Problémaérzékenység 199 |72 199 72
Analizis-szintézis 327 |59 240 57
Absztrah.-konkretizalas | 228 | 55 144 35
Rendezés, rendszerezés | 142 |51 142 51
Osszefiiggések feltarasa | 135 |33 176 43
Lényegkiemelés 166 |48 147 42
Itéletalkotas 77 22 100 | 36
Specializalas,altalanositas 168 61 190 | 69
Analéogia 75 22
Bizonyitas 49 18 49 18
Kiegészités 131 | 47
Transzferalas 42 12
Kidolgozottsag,tervezés 220 | 40
Osszesen 1274 149 1340 45 732 | 37
4. tdblazat
1. grafikon
70
| 58
60 5 o 56
49 49
501 45 45
40 1 | @A
2 msB
30 - oc
20 -
10 -
0 :
Megértés Megoldas Alkalmazas
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3.2. A felmérés elemzése

Az Osszesen vizsgalt, tovabba ezen belill a felvett és fel nem vett
jelentkezOk esetében kapott azonos irdnyd mérési eredmények kozott
csupan néhany szazalékos eltérést kaptunk, ami egyenletes ¢s elég erds
motivaltsagra utal, s minden bizonnyal a nagy megmérettetést jelentd
felvételi vizsgabdl is adodik.

A tovabbiakban részletesen elemezziik a probléma megértésének,
megoldasanak, valamint a felhaszndlt tételek alkalmazasanak szintjeit
mérd azon eredményeket, amelyek a vizsgalatba bevont 6sszes felvételizd
esetén adodtak.

Megértés

Az Osszesen vizsgalt jelentkezOknél mért 54 %-os atlag elfogadhato.
A probléma-érzékenység atlagosan 77 %, ami Osszefiigg azzal, hogy a
felvételizok 80 %-a hozzakezd a feladathoz, és 77 %-nak van is
értékelhetd a munkajdban. Ez azzal kezdddik, hogy 74 % helyes 4brat
készit, 69 % a jeloléseket is helyesen alkalmazza. S bar a szogfelezo
fogalmat 77 % ismeri, de a szogfelezOre vonatkozd aranyossagi tételt, ami
alapvet6 fontossagu lenne a megoldashoz, mar csak 42 %. Ennélfogva az
sem meglepd, hogy a tovabbi Osszefliggések feltdrasa mar 40 %-ra
csokken. Ez a tény utalhat a felvételizok matematikai ismereteinek, avagy
bizonyos gondolkodédsi miiveleteknek a hidnyossagara. A 65 %-os
analizis- szintézis, a 61 %-o0s absztrahalas-konkretizalas és a 32 %-os
itéletalkotds mind arra utalnak, hogy a felvételizok tobbsége rendelkezik
ugyan a probléma megértéséhez sziikséges alapismeretekkel, de a
tobbszorosen Osszetett gondolkodasi miiveletek elvégzésével mar
viszonylag kevesen tudnak megbirkdzni.

Problémamegoldas

Ennek a gondolkodasi teriiletnek eldfeltétele a megértés, viszont a
problémamegoldds soran a gondolkodédsi miveleteknek egy magasabb
szintje jelentkezik, ahol a megértésnél szerzett informaciokat kell a feladat
megoldasanak szolgélataba allitani. Az elért szazalékok azt jelentik, hogy
a felvételizoknek a helyes megoldés iranyaba mutatd 1épései jok voltak,
bar teljesen helyes megoldast csak 3 % adott. Ez nagymértékben
Osszefiigg a kitlizott feladattal, ami sajatos jellege miatt tobbszordsen
nehéznek tarthatd. Eloszor is bizonyitast tartalmazo feladatként a
felvételizOk szamadra eleve a legnehezebb, erre utal a bizonyitasnal adodd
21 %. Masodszor ez a feladat tartalmilag az elemi geometria egy olyan
részéhez kapcsolddik, amely a kozépiskolai matematikdban kissé
mell6zott, minthogy a haromszog belsd szogfelezdjére vonatkozo
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aranyossagi tételhez viszonylag kevés gyakorlasi és alkalmazasi lehetdség
kinélkozik.

Az Osszetett gondolkodasi miiveleteknek a hianya komolyan
hatraltathatja az eredményes matematikai tevékenységet, kiilonos
tekintettel a bizonyitasok igénylésére és véghezvitelére. Eppen ezért a
matematika ordkon egyrészt meg kell gydzni a tanuldkat arrdl, hogy az
allitasokat indokolni kell, masrészt arra kell torekedniink, hogy az
allitasok bizonyitdsat minél 6nallobban végezzek.

Alkalmazas

Minden tantargy oktatdsa soran elsddleges célként fogadhatd el az,
hogy a tanuldkban alkalmazasra képes ismereteket kell kialakitanunk.
Fokozottan  érvényes ez a  matematikdra, amit  altaldnos
segédtudomanyként tekinthetiink, s igy nem 6nmagaért tanitjuk, hanem
azért, hogy az itt szerzett ismeretek minden mas tudomanyban
felhasznalhatdk legyenek.

Az alkalmazés atlagosan 47 %-os, s ezen beliil az itéletalkotas 42 %-
0s, a bizonyitds 25 %-o0s, vagy a kidolgozottsag és tervezés 45 %-os
eredményei azt jelzik, hogy itt van a legtobb tennivalonk. Hogy mi a
teend6? El kell érniink, hogy a matematika tanuldsdban az értelmes
munka kapjon f6 hangsulyt, és nem a verbalis ismeretszerzés.

A vizsgalt feladatra adhaté sokféle megoldas arra utal, hogy az
elvégzendd bizonyitds nem kizardlag egy bizonyos algoritmus értelem
nélkiili reprodukéldsadt kivanja, hanem nyitott az ismereteit a
legkiilonb6zobb szitudciokban is alkotd mddon hasznalni képes tanulo
szamara. Ugyanakkor el kell ismerni, hogy a feladat nehézségi szintje
gatolhatta ennek az alkotd tevékenységnek a teljessé valasat, ami abban
nyilvanult meg, hogy bar 77 %-nak van értékelheté a munkdjaban, de csak
3 % tudott az ismereteit komplex modon alkalmazva atjutni az egymast
kovetd részproblémakon. A tobbiek mar az elkezdett bizonyitds elso
néhany Iépése utan elakadtak. A Pitagorasz-tételt alkalmazd 3 % nem
juthatott teljesen célba, mivel csak egy vagy két alkalmas derékszogl
haromszoget vett észre. JOl indult a szinusz- tételt valamilyen forméban
felird6 7 %, de azutan nagy problémat okoz a félszogek vagy éppen a
kétszeres szogek kezelése. Alig 3 % taldlja meg a félszogek koszinuszara a
(kozépiskolai tablazatban is meglévd) megfeleld képletet, amiben ujabb
nehézséget jelent az, hogy mindezt a haromszog oldalaival kell kifejezni,
ami egy koszinusz tétellel persze lehetséges lenne. A haromszog
teriiletének két oldal és a kozbezart szog segitségével torténd
meghatarozasat 6 %, a teriilet additivitasat mar csak 5 % alkalmazza. A
nehezebbnek vélhetd koszinusz-tételt joval tobben (42 %) hasznaljak,
mivel alkalmas valasztassal elkeriilhetok a félszogek. Valamilyen mas
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tételt vagy képletet (pl. parhuzamos szeldk tétele, Heron-képlet, a belsd
szogfelezd hosszara vonatkozd ismert trigonometrikus Osszefliggés) csak
1-1 % hasznalt fel. Az adott haromszog és az eldirt belsd szogfelezo
megrajzolasaval adodé alapdbra tovabbi kiegészitésével szinte egyaltalan
nem probalkoznak, ami persze nem tekinthetd hibanak, mivel a feladat
csak az alapabrat hasznalva is tobbféleképpen megoldhatd, sot igy még az
is elkertilhetd, hogy egy célszeriitlen kiegészités révén biztos tévitra
jussanak. Amde ez mégsem fogadhato el teljesen, minthogy a szogfelezbre
vonatkoz6 ardnyossagi tétel bizonyitasahoz felhasznalt kiegészitési mdd a
kozépiskolabdl ismert lehetne, s annak alapjan akar a parhuzamos szeldk
tételével, akar hasonlé haromszogekkel maris a cél kozelébe lehet jutni.

Egyértelmiien megéllapithat6 tehat, hogy e feladat megoldasa soran a
felvételizOk szadmara a legnehezebb részproblémat a trigonometrikus
Osszefiiggések megfeleld alkalmazasi képességének a hidnya jelenti, ami
ismét oda vezet vissza, hogy nem tudjak kezelni az 6sszetett gondolkodasi
miiveleteket.

3.3. A vizsgalt feladathoz alkalmazhaté tételek

Az alabbiakban felsoroljuk a mddszertani elemzésiink alapjat képezo
felvételi feladat valamely megoldasahoz az 1.4. fejezetben Aaltalunk
felhasznalt tiz legfontosabb tételt, és egyuttal megvizsgaljuk, hogy azokat
miként alkalmaztak a felvételizok.

Minthogy a kitlizott feladat a haromszog egyik belsé szogfelezdje
hosszénak az oldalakkal torténd meghatarozasat irta eld, ezért legtobbszor
a felezett szoggel szemkozti oldalon a szogfelezd berajzoldsa révén
keletkez0 két szakasz ardnydra vonatkozd tétel (T1), vagy az ennek
alapjan e két szakasz hosszaira adodo formuldk alkalmazdsara volt
lehetség. Az adott haromszog €s a kivant szogfelezd megrajzoldsa utan
el6alld un. alapdbran altaldnos esetben nincs derékszogili haromszog, s
ennélfogva a Pitagorasz-tétel (T2) csak a felezett szog csucsabol kiinduld
magassag berajzolasat kovetden alkalmazhato. Ekkor viszont két wjabb
ismeretlen szakasz is keletkezik, ezért e tétel haromszori alkalmazasara
van sziikség. A szogfelezd szakasz az adott hdromszoget két diszjunkt
haromszogre osztja, s igy lehetdség nyilik a teriilet additivitdsanak (T3)
felhasznalasara, ennek soran pedig a haromszog teriiletének két oldal és a
kozbezart szog segitségével torténd meghatidrozasara (T4). Az alapabra
egy kozépiskolabol ismert kiegészitése teszi lehetdvé a parhuzamos szeldk
tételének (TS) felhasznalasat. A Heron-képlet (T6) segitségével a felezett
sz0g csucsabol meghuzott magassag kifejezheté a haromszog oldalaival.
A trigonometriabol alkalmazhatd a szinusz-tétel (T7), a koszinusz-tétel
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(T8), valamint a kétszeres szogek szinuszara (T9) és a félszogek
koszinuszara (T10) vonatkozd 0Osszefiiggés. (A felvételizok dolgozatai
alapjan e tételek alkalmazéasaval kapcsolatos adatokat a fiiggelék
tartalmazza.)

A fenti tételeken tal az altalunk leirt bizonyitdsok sordn még igen sok
alapvetd fontossagu tételt hasznalunk fel, amelyek tobbsége elemi
geometriai  jellegli, de van kozottik vektoralgebrai is. Ezek
alkalmazasanak részletes elemzésére mar nem tériink ki.

Az alkalmazhatd tételek gazdag valasztéka egyrészt magaban
hordozza azt a lehetdséget, hogy ez a feladat nem csupan egyetlen tanitasi
szitudcioban jelenhet meg. Masrészt ez a valaszték arra is utal, hogy ennek
a feladatnak a megolddsdhoz tobb iranybdl kozelitve is eljuthatunk, azaz
valamelyik megoldas viszonylag konnyen hozzaférhetd lehet az eltérd
szintli és mennyiségl ismeretekkel rendelkezd, am logikusan gondolkodo
felvételizOk szamara is. Hogy mégis melyik irdny lenne a legcélszeriibb?
Talan a felvételi dolgozat javitdsahoz kiadott kozponti itmutatd haromféle
megoldasa koziil az elsd. Ebben ugyanis T3, T4, T7 és T8 bevetésével
megkaphaté a teljes megoldds, s ez a teriiletszamitds révén igen
szemléletesen indul el, bar a kozben megjelend trigonometrikus
azonossagok varatlan nehézséget jelenthetnek. A kozponti masodik
megoldasi javaslat vektoralgebrai eszkozokre €piil, amihez ismerni kell a
felezett szoggel szembeni oldalt a szoget kozrefogd oldalak aranyaban
osztdo pont helyvektordnak az eldallitasat, valamint a skaldris szorzas
néhany alaptulajdonsagat. Ez igy igen elegans és talan nem is tul sok, de a
felvételizOk mégis elkeriilték ezt az iranyt, s ez a tény arra utal, hogy a
kozépiskoldban szerzett vektoralgebrai alapok nem épiiltek be szervesen a
konnyen mozgosithatd ismeretek rendszerébe. A kozponti harmadik
modhoz jollehet csak a T1 és T8 tételeket kell hasznalni, tehat szam
szerint kevesebbet mint az elsonél, de itt a szogfelezére vonatkozo
aranyossagi tétel elvontabb jellegli, a koszinusz-tételnek pedig kétszeri
felirasara van sziikség.

Mindezek utan felvethetd a nagy kérdés: Mely tételeket alkalmaztak
legtobbszor a felvételizok, €s a teljes megoldast adok melyik modra jottek
ra? Erre a valasz az 5. tdblazat alapjan adhaté meg. Eszerint legtobbszor
(77 £6) a koszinusz-tétellel probalkoztak, ez a tétel egy kivételével minden
teljes megoldasban szerepel (1069, 1042, 1200, 1230, 1231), s ezen a
tételen kiviil kettoben (1042, 1230) csak a szogfelezOre vonatkozo
aranyossagi tételre volt sziikség. A szinusz-tétel alkalmazéasa kozel hatszor
kisebb gyakorisaggal szerepel (13 £6), a Pitagorasz-tételé pedig ennek még
a felét sem érte el (6 £0). Ezt a két tételt a teljes megoldast ado felvételizok
egyike sem alkalmazta, ami valosziniileg azzal magyarazhatd, hogy
egyszeri felhaszndldsuk nem elegendd. A teriilet additivitasat 9 {0, a
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haromszog teriiletképletét 11 {6 alkalmazta, ami kozel egyforma
gyakorisagot jelent, bar ez igen alacsonynak tarthatd, ha arra gondolunk,
hogy ez a két tétel képezte az alapjat a legcélszertibbnek vélt kdzponti elsd
valtozatnak. Ezt a két tételt a teljes megoldast elérd 6 fo koziil harman
(1069, 1081, 1231) alkalmaztak, ami viszont j6 arany, és alatdmasztja a
legcélszerlibb megoldasra vonatkozo hipotézisiinket. A kétszeres szogek
szinuszara (2 f0) és a félszogek koszinuszdra (5 f6) vonatkozo
azonossagokat talan nem merik, vagy nem is tudjak a kello pillanatban
alkalmazni. Ez a 2+5 f0 az Osszes felvételizore vonatkoztatva nagyon
kevés. Annak a ténynek pedig, hogy a teljes megolddsokat tekintve ez a
kevés még tovabb csokken 1+2 fore (1231 és 1081, 1200) mar egyfajta
tizenet jellege is van. A parhuzamos szeldk tétele és a Heron-képlet
egyarant két-két dolgozatban fordul eld, de teljes megoldashoz csak az
utobbi van felhasznalva (1081).

Tételek TUV\T2|T3|T4|T5|T6|T7|T8|7T9|T10
Hany bizonyitasban fordulel6? |12 | 1 1|21 1|6 56|15
Hany felvételizé alkalmazza? 760 6 | 9 |11 |2 |2 [13|77| 2 5
Hany teljes megoldads tartalmazza? | 4 | 0 | 3 | 3 |0 | 1 | 0|51 2

5. tablazat

Befejezésiil tegyiink még egy rovid sszehasonlitdst a felvett és a fel
nem vett jelentkezOk néhdny szdmszerli adata kozott. A 113 felvett
jelentkezdbdl 94 (83,2 %) hozzékezd a megolddshoz, koziiliikk 90 ismeri a
szogfelezd fogalmat, de a rd vonatkozo aranyossagi tételt csupan 51, és
mar csak 5 ad teljesen jo megoldast. igy az osszesen szerezheté 1695
pontbdl 264-et (15,6 %) érnek el. Ugyanezen vizsgalodas a 69 fel nem vett
jelentkezd esetén hasonld, de még rosszabb eredményekre vezet. 51 (73,9
%) kezd hozz4 a feladathoz, akik koziil 50 ismeri a szogfelezot, de csak 25
az ardnyossagi tételt, és mar csak 1 felvételiz ad teljesen j6 megoldast.
Az dsszesen szerezhetd 1035-bdl csupan72 pontot (7 %) érnek el.

Mindezek alapjan arra a megéllapitasra juthatunk, hogy a felvételizok
tobbsége szamara nagyobb problémat jelent valamely tétel
alkalmazhatésaganak a felismerése, mint az alkalmazas tényleges
kivitelezése, s ez megint egyértelmlien az Osszetett gondolkodasi
miuveletek hianyossagara utal.
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ZAROSZO
Miért van sziikség bizonyitasra és tobbféle megoldasra?

Az elemi geometria részteriileteihez kapcsolodd — ismert
feladatanyag kimerithetetlen. Miért kell hat ugyanazon feladatra tovabbi
megoldasokat bemutatni? Ennek tobb oka van. Egyrészt valamely feladat
szerkezetének mélyebb elemzése sordn egy egész sor kiilonlegesség
fedezheté fel ¢&s indokolhatdé meg, mikozben olyan geometriai
tulajdonsagokrol lehet szd, amelyeknek nem csupan intellektudlis, de
sajatos esztétikai vonzerejiik is van. Mdasrészt az Gjabb (vagy altalanosabb)
megoldas keresése transzfer hatdsként megjelenhet mas targyakon belil,
s6t még a tanuldson kivil a mindennapi életben is. A matematika
tanitasanak folyamati céljai koz¢é sorolhatd annak elérése, hogy a tanulok
torekedjenek jabb megolddsok keresésére. Ehhez a tanuldkat ra kell
vezetni arra, hogy a matematikai értelemben vett munka nem ér véget az
els6 megoldas megtaladlasa utan. A masik megoldas keresése képezi a
mindenkori fejlodés alapjat, mikozben kiilonosen fontos, hogy a tanulok
ténylegesen vizsgalddjanak, sajat megoldasi utjaikat jarhassak be, ¢és
maguk jojjenek rd a bejart ut helyes vagy helytelen voltara. Ezt a
tevékenységet ugy kell megszervezni, hogy a tanar vezetd szerepét
megtartva a tanuldk kérdéseket is tehessenek fel a sajat megfigyeléseikkel
¢s sejtéseikkel kapcsolatban, ahelyett, hogy kizardlag csak fel nem tett
kérdéseikre kapjanak valaszokat. Ha a tanulo kérdez, akkor felkeltettiik a
kivancsisagat, s ezaltal mar motivalva van a probléma megoldasara. Ez a
felfedeztetd tanulds egyik alapelve, amely szerint a tanulds elsOsorban a
tanuldk (és nem a tandrok) tevékenysége, s éppen ezért fejleszteni kell.
Ekozben nemcsak gondolkodasi miiveletek egyre hosszabb sorozatanak
onallé elvégzésére, hanem kell6 motivaciéval tovabbi ismeretek
megszerzésére is késztethetjilk a tanulokat. A tobb megoldas keresése
igényének kialakitasa képessé teszi a tanulokat az alkoto és rendszerezd
gondolkodésra, amire a kés6bbi életiik soran nagy sziikségiik lesz.

A geometriai konfiguracidkkal vald tobbiranyu foglalkozasnak az a
célja, hogy a problémakat ne izolaltan lassuk, hanem 0Osszefiiggd
problémakitlizések olyan sorozatat fejlessziik ki, amelyek a tanuld
szdmara érdekesnek tlinnek és kihivast jelentenek, tovabbi kérdéseket
vetnek fel és 10j eredményekhez vezetnek. Az ilyen eljardsméod a
kreativitas egyfajta tréningje is lehet, amikor heurisztikus stratégiakat kell
kialakitani ¢s tudatositani, azaz sokkal tobb segitséget kell adni az
eredmény 0nalld megtaldlasdhoz. Ugyanis a matematika tanitdsa soran
nem csupan enciklopédikus ismeretek kozvetitésérdl van sz6, hanem
egyfajta tudomanyos beallitodas kialakitdsarol is. Ehhez nem az
eredmények kozlése a fontos, hanem azok a megfontoldsok, amelyek
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elvezetnek az eredményekhez. Pdlya [50] azt irja errdl, hogy amit a tanar
az osztalydban mond, az nem lényegtelen, de amit a tanulok gondolnak ki,
az ezerszer fontosabb. Az otleteknek a tanuldk fejében kell megsziiletni, és
a tanarnak ekozben a baba szerepét kell jatszani. Ez a szerep azt jelenti,
hogy engedjiik a tanuldknak 6nélldan felfedezni mindazt, amit csak lehet
az adott koriilmények kozott.

A tételeket természetesen nem elég felfedezni, hanem bizonyitani
is kell, ami a tanuldék szamara nem magatdl értet6édd dolog. A bizonyitas
sordn az elsd 1épésben érthetden és tisztdn megfogalmazzuk a bizonyités
céljat és az ahhoz rendelkezésre allé eszkozoket, annak megakadalyozasa
céljabol, hogy a tanulok elvesszenek a részletekben. Ugyanakkor a
gyengébb tanulok szamara kedvezé, ha részcélokat is megadunk. fgy 6k
sem vesztik el az attekintést, és hozza tudnak jarulni a kovetkezd részcél
eléréschez.

A geometriai tételekhez egy vagy tobb alakzat is kapcsolddik.
Fontos, hogy a tanuldk teljes mértékben értsék ezen alakzat keletkezését
¢s annak a bizonyitds céljabol végzett kiegészitéseit. Egy tételhez
kapcsolddo alakzatnak tovabbi tulajdonsagait is megvizsgalhatjuk, ami
altal a bizonyitdsban 1év0 érvelések elmélyithetdk, esetleg még
altalanositasi lehetdség is felfedezhetd. Egy-egy alakzat vizsgalata soran
tartsuk meg az alabbi célokat, melyek szerint a tanulok

— tapasztaljak meg a geometriai alakzatban 1év6 szépséget,

— fedezzék fel ¢és fogalmazzak meg a geometriai alakzat

kiilonleges tulajdonsagait,

— lassadk be a felfedezett tulajdonsdgok bizonyitasanak

sziikségességét,

— bizonyitsak a felfedezett tulajdonsagokat,

— alkalmazzak a megszerzett ismereteiket.

A fenti célok koziil kiillon kiemelendé a matematikai allitdsok
bizonyitasara valo torekvés, vagyis a bizonyitasi igény kialakitasa. Ehhez
a tanulokkal elsédlegesen azt kell megértetni, hogy sejtéseikre nem
bizhatjdk magukat teljesen, azaz valamely allitasnak egy bizonyos esetre
vald igazolasabol nem kovetkeztethetnek annak altaldnosan igaz voltara.
A tanulok tobbsége hajlamos arra, hogy egy adott matematikai probléma
esetén mindig a lehetd legegyszerlibb Osszefiiggést sejti meg, ami
kozvetleniil kettd vagy harom példa alapjan levezethetd. A tanuldknak ez
a magatartasa az iskolai matematikaval kapcsolatos elsé tapasztalataikbdl
adddik. Ez a bedllitédas rovid tdvon nem valtoztathatdé meg konnyedén.
Meggy6zés nélkiil még a tanart is csak kelletleniil kovetik, ha az kétségbe
vonja sejtésiiket, ami csak valamely egyszerl esetre igaz. A tanuldkat meg
kell gydzni, hogy az altalanos érvényességre vonatkozoan még a latszolag
kézenfekvd Osszefiiggéseket is meg kell vizsgalni, mert az egyedi példak
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hamis eredményre vezethetnek. A meggy6zéshez viszont nem elegendd
pusztan kozolni ezt a tényt, hanem a tanuldkat sajat tevékenységiik révén
kell olyan intellektualis élményhez juttatni, ami pozitiv jelleggel kivaltja
ezt a kivant meggy6zodést. Ezzel megtettiik az elsd 1épést ahhoz, hogy a
tanulok elfogadjdk a matematikai 4llitdsok 4ltalanos bizonyitdsanak
sziikségességét: a tanuloknak bizonyitasi igényiik lesz. A kovetkezd 1€pés
ennek az igénynek a megtartasa és fejlesztése, amihez be kell tartani a
fokozatossag elvét, tovabba nehezebb bizonyitdsok esetén célszerii
részcélokat megadni, hogy még a gyengébb tanuldk se veszitsék el az
attekintést, és ne forduljanak el a bizonyitastol. A bizonyités tartalmi céljai
mellett fontos folyamati cél az, hogy a bizonyitashoz felhasznalt érvelési
modokat tovabb vigyiik és elmélyitsiik, s ezaltal a logikus gondolkodast és
a probléma megoldasanak a képességét fejlessziik. Tudnunk kell
ugyanakkor, hogy ami logikus, az a bizonyitasi igény kialakitasdhoz
pedagogiailag lehet nem elegendd. Ha példaul egy tételt steril alakzaton
tanitunk meg, akkor a kozolt ismeretek haldlosan unalmassa valhatnak,
ami altal szinte semmit sem tanitunk, s a bizonyitdsi igény felkeltése is
elmarad. Ha viszont a tanul6 rdjon arra, miként lehet a tételt a valosagbol
el6hozni, akkor azonnal érez valamit, hogy mi is a matematika. Ezért
célszerii a témakorok bizonyos konfiguraciokbol kiinduld feltardsa, ami
altal a matematika a keletkezés folyamataban targyalhat6. Ez hasznalhaté
normal iskolai oktatasban is, ahol az ilyen mddszer kezd6 16késeket adhat
az aktiv egyiittmikodéshez, ellentétben a kész eredmények puszta
kozlésével. Nagyon szegény mddja a tanitdsnak az, amikor csak a végsd
eredményeket tanitjuk. Igy csupan a felszin lesz adott, de elmarad az
intellektudlis értelemben vett valddi kaland, ami hozzajarul az oktatas
¢lénkitéséhez, s ezaltal hatékonyabba tételéhez. Mindez magaba
foglalhatja a geometria sokoldalu aspektusainak figyelembe vételét: ,,A
geometria mint a térrél sz6ld tudomany, mint gyakorldtér a
problémamegoldashoz, mint egy deduktiv elmélet példaja, mint a
matematikai struktirdk leldhelye, mint gyakorlati alkalmazds a
hétkdznapban, €s mint kulturalis érték.” A matematikdnak az iskoldhoz
kapcsolddo egyetlen masik részteriilete sem mutat fel ilyen sadvszélességet.
Eppen ez timasztja ald a geometridnak azt a szerepét, hogy az iskolaban a
matematika példaképeként szolgal.

Egy adott probléma megoldasa esetén célszerli megvizsgalni, hogy
1étezik-e kevesebb elméleti apparatust igényld6 megoldas, mikozben
ovatosan kell banni a megoldas egyszeriiségére vonatkozd felfogasunkkal.
Ugyanis vannak tanulok, akikhez a vizudlis (geometriai), mig masokhoz
az elvontabb (algebrai) megoldas 4all kozelebb. Jollehet mégis
el6fordulhat, hogy egy modszert bizonyos elméleti ismeretek alkalmazasa
¢s begyakorldsa céljabdl elényben részesitiink. Példaul egy geometriai
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probléma megoldasa soran nagy szerepet kaphat a vizualitas abban az
értelemben, hogy a tanuldk a megrajzolt alakzat révén a teljes megoldast
mint egészet egyszerre atlathatjadk. A vazolt szitudciok tisztan geometriai
szempontbdl valdé megértése fontos lehet a szadmitogépes grafika hatékony
alkalmazasahoz is.

Valamely probléma megoldéasa soran nem a konkrét végeredmény
a legfontosabb, hanem maga a problémamegoldasi folyamat és az ott
alkalmazott stratégiak. Ugyanakkor a tobbféle megoldasok ne képezzenek
izolalt ismereteket. Azokat 6ssze kell hasonlitani az egyszeriiség, elméleti
igény, kreativitds szempontjabol, és meg kell mutatni a kiillonbozd
modszerek eldnyeit, valamint mas problémakkal kapcsolatos alkalmazasi
lehetdségeit.
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Osszefoglalé

Az értekezésben - alcimének megfeleléen - tanitdsi oOtleteket
kivanunk adni az elemi geometria néhany témakoréhez, mégpedig azéltal,
hogy a kivélasztott témakorok bizonyos problémaira tobbféle megoldast
ismertetiink, jollehet ekdzben nem kizardlag elemi geometriai, hanem
trigonometriai, analitikus geometriai és vektoralgebrai eszkozoket is
hasznalunk. A tobb megoldas bemutatdsdval az a legfébb célunk, hogy a
tanulot kiilonféle gondolkodasi miiveletek elvégzésére, s ennek soran
ujabb és magasabb szintli ismeretek megszerzésére késztessiik. A masik
megoldds utani kutatds igényének kialakitdsa és tovabbfejlesztése a
matematika tanitdsanak egyik legfontosabb feladata. Ezen cél és feladat
egylittes figyelembe vételével az euklideszi haromszog- és korgeometria
tertiletérdl valogattunk néhany problémat, amelyek feldolgozasa kozben
arra torekedtiink, hogy az Osszedllitott anyag jol hasznosithaté legyen a
kozépfoku, st esetenként még a felsdfoku oktatasban is.

Az értekezés felépitésébol adodik, hogy szinte minden egyes témakor
magdba foglalja a mar ismert tények felsoroldsat, vagy az azokra torténd
utaldsokat, tovabba a valasztott probléma tjszerii feldolgozasat és tobb
esetben 1) eredményeket is.

A haromszog-geometriai rész 6t 6nalld témdja kozil az elsé harom
atdarabolassal foglalkoz6 problémékat tartalmaz, s éppen ezért sziikség
volt a sokszogek (és poliéderek) atdarabolasaval kapcsolatos
alapismeretek eldzetes Osszefoglaldsara, amibdl szamunkra a Bolyai-
Gerwien-tétel és annak megforditdsa a legfontosabb.

A pitagoraszi tételcsoport harom koézismert tételt foglal magéba: a
Pitagorasz-tételt, a befogotételt és a magassagtételt. A Pitagorasz-tételre 6t
ismert 4tdaraboldsos és egy szintén ismert kiegészitéses bizonyitast
mutatunk be. Ezek a viszonylag egyszert konstrukcié miatt alkalmasak
arra, hogy bevezetdként megismerjiilk az 4tdaraboldsok illetve
kiegészitések révén torténd bizonyitasok folyamatat. A befogotétel
atdarabolasos bizonyitdsanak alapja a tekintett befogd folé rajzolt négyzet
felszeletelése, ami a nem kisebb befogd esetén harom, a kisebb befogd
esetén viszont legalabb harom részre vagashoz vezet. Ez az utdbbi dolog
nagyszamu részek esetén mar kevésbé attekinthetd. Bemutatjuk még a
befogotétel egy ismert kiegészitéses bizonyitasat 1is, ami az
atdarabolasosnal joval egyszerlibben elvégezhetd. A magassagtétel
atdaraboldsos bizonyitasa csak a befogok specidlis aranya esetében volt
ismert. Ertekezésiinkben az altalanos esetre két atdarabolasos és harom
kiegészitéses bizonyitast adunk a teljesség igénye nélkiil.
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A Pitagorasz-tétel altalanositdsaval foglalkozo fejezetben nem a jol
ismert altaldnositasi modokat kivantuk felsorolni, hanem ehelyett két nem
kozismert elemi 4ltalanositast targyalunk. Az elsd altalanositdshoz az
ABC haromszog C csucsanak a B cstcsbol megrajzolt magassagvonalra
vonatkoz6 tiikkorképét C’-vel, az A és C’ pontok tavolsagat d-vel jelolve
fennall a ¢’ = o’ + bd 6sszefiiggés, ahol c>a esetén +, mig c<a esetén —
all. y=90° esetén C’ = C miatt d = b, s igy visszajutunk a Pitagorasz-
tételhez. Ez az 4allitds Hoehn altal csak részleges, értekezéstinkben viszont
igy teljes leirast kap, s6t a kapott formula egy alkalmazasan tal még egy
atdaraboldsos bizonyitasat is megadjuk. Az egyaltaldn nem ismert masik
altalanositashoz az ABC haromszog s. sulyvonala és a ¢ oldal fele kozotti
eltérést d-vel jelolve az o + b = (c £ d)* + d* osszefiiggés teljesiil, ahol
+ vagy — all aszerint, hogy y hegyes- vagy tompaszdg. y = 90° esetén s,
= ¢/2 miatt d nyilvanvaloan nulla, s igy visszajutunk a Pitagorasz-tételhez.
Az altalanos allitast a sulyvonal hosszara ismert formula segitségével
bizonyitjuk, majd geometriailag négyzetekkel interpretaljuk, s végiil még a
Perigal-féle 4tdaraboldsi mddot is bemutatjuk.

A derékszogli haromszog téglalappa torténd atdarabolasakor harom
olyan nem kozismert mddot mutatunk be, amikor a keresett téglalap egyik
oldalat valamilyen specidlis feltételhez kapcsolva adjuk meg. Az elso

valtozatban az ABC derékszogli haromszog AB  atfogdjanak
szerkesztendd olyan D belsd pontja, amelyben az AB -re merdleges a BC

egyenest egy E pontban metszi ugy, hogy AD ¢és DE az ABC
haromszoggel egyenld teriiletli keresett téglalap oldalai. A masodik
valtozatban az ABC derékszogli haromszoget olyan téglalapba kivanjuk
atdarabolni, amelynek egyik oldala a befogdk szadmtani, mértani,
harmonikus vagy négyzetes kozépértéke. A harmadik valtozatban pedig
azt az ismert tényt hasznéljuk fel, hogy ha P az ABC derékszogl

haromszog beirt korének és az AB atfogdnak az érintési pontja, akkor az
AP- BP szorzat egyenld az ABC haromszog teriiletével. Ebbdl kiindulva
harom kiilonb6z6 atdarabolasi médot irunk le. Megmutatjuk még, hogy az
elobb megfogalmazott allitds megforditasa is igaz, vagyis az a derékszogu
haromszogre jellemz6 specidlis tulajdonsag.

A haromszog belsd szogfelezOi hosszadnak az oldalakkal torténd
meghatarozasa utolso feladata volt a 2001. méjus 21-én délutanra kitlizott
kozos irasbeli érettségi-felvételi feladatsornak. Ebben a feladatban egy
ismert, de a tanuldk szdmara ismeretlennek feltételezhetd Osszefliggés
bizonyitasat kellett megadni, ami csak a kozépiskolai matematika anyag
alapjan is tobbféleképpen elvégezhetd. Ertekezésiinkben az irasbeli
dolgozat javitdsi Utmutatojaban kozolt harom megoldést is beleszamitva
htsznal is tobb kiilonb6zd bizonyitdsi mddot mutatunk be azzal a kettds
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céllal, hogy egyrészt minél jobban atfogjuk a felhasznalhato tételeket,
masrészt ezt a témat minél tobb teriileten megjelenithetdvé tegyiik. Ezt a
célt szem el6tt tartva a bizonyitott Osszefiiggés alkalmazasara a teljesség
igénye nélkiil harom lehetdséget kinalunk:

- bizonyitjuk a Steiner-Lehmus-tételt,

- megvizsgaljuk a haromszog szogfelezdin a beirt kor kdzéppontja

altal 1étrehozott szakaszok egybevagdsaganak az eseteit,

-  megmutatjuk, hogy a harom szogfelezd ismeretében nem

szerkeszthetd haromszog.

A haromszog Euler-egyenesérdl ismert, hogy a haromszog egyik
oldalaval pontosan akkor parhuzamos, ha az ezen az oldalon 1évd belsd
szogek tangenseinek szorzata harommal egyenld. Ehhez kapcsolddva
Diemente ¢és Klamkin is megmutatta, hogy az Euler-egyenesnek egy
rogzitett oldallal valé parhuzamossagat feltételezve a haromszog harmadik
csucsa egy olyan ellipszisre illeszkedik, melynek kistengelye az adott
oldal. Ezt a problémat mi egy ujabb otlet alapjan targyaljuk, majd a
parhuzamossagrol attériink az altalanos esetre, amikor az Euler-egyenes
egy rogzitett oldallal valamilyen 0° és 90° k6zotti adott szoget zar be. Erre
a problémara analitikus geometriai eszkozokkel azt a valaszt kapjuk, hogy
a harmadik csucs mindig egy masodrendii gorbére illeszkedik, ami a szog
nagysagatol fiiggden ellipszis, parhuzamos egyenespar vagy hiperbola.

A korgeometriai részben harom egymdshoz szorosan kapcsolodd
témat dolgozunk fel: a pont korre vonatkozd hatvanyat, tovabba a pont
inverzének és két kor hatvdnyvonaldnak a szerkesztését.

A pont korre vonatkozo hatvanyanak bevezetése a legtobb geometria
konyvben hasonld haromszogekre alapul, amibdl az el6készitd tételre
eleve egyetlen bizonyitasi lehetéség adodik. Eppen ezért valasztunk mas
utat az értekezéslinkben: itt a tekintett fogalmat egy vektoralgebrai
megfogalmazasu tétel késziti eld, s erre a tételre 6tféle bizonyitast adunk,
amelyek koziil harom nem kozismert.

A pont inverzének megszerkesztése megint egy olyan probléma,
amire szintén tobbféle megoldas adhatd: értekezésiinkben tizennégy
moddot ismertetiink. Ezek koziil az elsé négy kozismert, viszont a tobbi,
amelyekhez az inverziérol mélyebb ismeretek sziikségesek, csak alig vagy
egyaltalan nem ismertek.

Minthogy két nem koncentrikus kor hatvanyvonala olyan egyenes,
amely merdleges a két kor kozéppontjait 6sszekotd egyenesre, ezért a két
kor felvételét kovetden elegendd a keresett hatvanyvonal egy pontjat
ismerni. Ko6zds ponttal rendelkezd két kor esetén a kozos pont
nyilvanvaléan megfeleld, igy erre az esetre itt nem tériink ki, de még a két
egybevagd kor esetére sem, mivel ekkor a centralis szakasz felez6pontja
rajta van a keresett hatvanyvonalon. A fennmarad6 altalanos esetben ,
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amikor a két diszjunkt kor nem koncentrikus és nem egybevago, a két kor
hatvanyvonaldnak  megszerkesztésére tizenegy kiillonb6z6 modot
ismertetiink, amihez a hatvanyvonal pontjainak a hatvanyvonal
értelmezEésébodl kovetkezd tulajdonsagain tul felhaszndljuk az inverzid
mélyebb tételei alapjan adodo lehetdségeket, sét az egyik mddnak még
egy altalanositasat is bemutatjuk.

A mddszertani elemzés alapjaul a 2001. majus 21-én délutdnra
kittizott érettségi-felvételi feladatsor utols6 feladata szolgalt, ami a
haromszog egyik belsd szogfelezdje hosszdnak az oldalakkal torténd
meghatarozasat irta el bizonyitasos formaban, s igy ez az értekezés egyik
el6zd fejezetéhez szorosan kapcsolddik. Az erre vonatkozo felmérésben
vizsgaltam az adott probléma megértésének, megolddsanak és az ehhez
felhasznalhatd, de csak a kozépiskoldban tanult matematikai ismeretek
alkalmazasadnak a szintjeit. A felméréshez sziikséges adatbazist a
Debreceni  Egyetem Kozgazdasagtudomanyi Kardra  jelentkezok
hozzaférhetd dolgozatai alapjan allitottam Ossze. Ezen felméréshez
kapcsolddva kitérek még a vizsgalt feladat valamely megoldasahoz
felhasznalhato tételekre, tovabbd annak bemutatisara, hogy ezek koziil
melyeket alkalmaztdk a jelentkezOk. Végezetill az elemzés egy az egész
értekezést atfogd kitekintéssel zarul, amelyben arra a nem konnyl
kérdésre keressiik a valaszt, hogy egyaltalan miért is van sziikség tobbféle
megoldasra.

151



Summary
ONE PROBLEM - MORE SOLUTIONS

Teaching Ideas of Certain Themes in Elementary Geometry

The main purpose of the present dissertation is to describe how to
train students’ mathematical thinking so that they want to search after
more solutions of the same problem. Students have to realize that the work
doesn’t really end after they had found the first solution, but they have to
look for simplified ones with less theoretical background, while they carry
out certain thinking operations, and can attain additional knowledges.

We also have to get students not to accept their first conjecture
without making a thorough examination of its universal validity, that is,
they must understand the importance of proving their statements. Thus, the
search either for more solutions or for new proofs enables students to
become a person beeing not passively but creatively receptive. And this is
one of the most important tasks of teaching mathematics.

According to the above aims, I have selected some problems from the
following themes in elementary Euclidean geometry of triangles and
circles.

Theme 1: The Pythagorean theorem group

The present purpose isn’t to treat the whole literature connected with
this theorem-group, but to describe some dissection proofs that offer
excellent possibilities to discover any of these theorems in a very early
playful form. The mathematical background is the converse of the
fundamental theorem of polygonal dissections, that is, the Bolyai-Gerwien
theorem, inclusive of the congruency proofs given in an exact manner. As
to the Pythagorean theorem, I detail five known dissection proofs, as well
as two neglected elementary generalizations that aren’t common or usual
in the mathematical literature. The first generalization is of the form ¢’ =
a’+ bd where a, b, ¢ are the lengths of sides of an oblique triangle ABC
and d is the distance between A and the image of C by the symmetry

about the line of the altitude to side AC. The second one is given by the
formula o’ + b° = (c £ dy’ + & where d denotes something unlike

before, namely the absolute value of the difference m, —% .
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For the theorem on the mean property of the altitude to the
hypotenuse, as well as for the theorem on the two legs, we demonstrate
some general dissection proofs containing also certain new ideas.

Theme 2: On dissections of a right triangle into a rectangle

After presenting the well-known dissections of a triangle into a
rectangle of the same area, we detail a special dissection possibility based
on the following theorem:

If P is the point of tangency of the inscribed circle and the

hypotenuse AB of right triangle 4BC, then the product AP - BP equals
the area of triangle ABC.

This fact is a unique property of the right triangle we want to deal
with. Its direct proof is very simple or even boring, but all the more
challenging and interesting are the dissections we have presented here.

Theme 3: The length of the angle bisector of a triangle

The original problem is to prove the formula for the lengths of the
interior angle bisectors of a triangle in terms of the sides. We present
twenty-four different proofs by applying either similar triangles or
trigonometric and vector calculations or even the Theorem of Stewart.
And finally, we present also three applications of the proved formula. Of
course, this great variety should not be taught in one lesson, but in several
teaching situations.

Theme 4: On the position of the Euler line of a triangle

The first question, whether Euler’s line is ever parallel to a side of a
triangle, has been investigated algebraically. To this investigation we
considered a non-isosceles triangle ABC with fixed vertices 4 and B, and
searched for the locus of C when Euler’s line is parallel to side AB. The

result is an ellipse centered at the midpoint of side AB, with semiminor

. AB . . : .
axis > and semimajor axis , except the endpoints of its axes.

The second question, on what condition intersects Euler’s line a
certain side under a given angle ¢ with 0° < ¢ < 90°, can be treated in a
very similar way, but the result is more complex than before. Now the
locus we sought after is an ellipse, a pair of parallel lines or a hyperbola,
according as 0° < @ < 60°, ¢=60° or 60° < <90°.

Theme 5: The power of a point with regard to a circle

The power of a point with regard to a circle is generally based on the
following theorem: ,,If a line is drawn from a fixed point P to intersect a

153



circle k(O;r) at 4 and B , then the product PA- PB is constant.” Its proof
can simply be treated using similar triangles. However, the constant result

PA-PB = OP? —r* involves the problem how to sign the left side of this
equation if previously the length of a line segment was accepted to be non-
negative. Well, if we do vectoralgebraic treatment, the sign derives from
inner properties of the scalar product. That’s why we choose this way, and
then present five proofs using vectors.

Theme 6: How to construct the inverse of a point?

Since the inversion in a circle is involutoric, and each point exterior
to the circle of inversion is uniqgely associated an interior point , it is
enough to deal with the construction of the inverse of a point outside the
circle of inversion. Then, for an interior point, we can mostly use the
converse of the construction process used before. The beauty at the
construction of the inverse of a point is involved in its great variety. It can
be done using elementary or even deeper theorems, as well as using either
compass or lineal alone. The presented fourteen ways don’t want to
suggest that there is no more chance of finding another new one.

Theme 7: How to construct the radical axis of two circles?

Since the radical axis of two non-concentric circles is a certain line
perpendicular to the line of centers, it is enough to know one of its points
if we want to draw this line. Such a point can be constructed in many
different ways. The two common ways are based either on the
construction of the radical center of three circles, or on the construction of
the intersection point of the radical axis and the line of centers of the two
given circles. We present three ways for the construction of this
intersection point, three ways for the construction of a proper point outside
the two circles, from where tangents of equal length can be drawn, and
again three ways using certain properties of the inversion in a circle.

Theme 8: Methodological investigation

The proof of the formula for the length of the interior angle bisector
of a triangle was the 8th problem in a central entrance exam organized
2001 by the Faculty of Economic Science of the University of Debrecen.
This problem formed the subject of our methodological investigation
based on the available works written by the participants. The purpose of
this investigation was to measure the level of understanding and solving
the problem, as well as to measure also the level of adapting certain
necessary mathematical theorems, furthermore to compare and analyse the
given solutions.
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Throughout these themes, we have sought after very new ideas that
can be fitted in a certain solution of a given problem, as well as after the
converse and the generalization of a selected theorem in elementary
geometry. This is why one can make good use of the compiled teaching
material not only in secondary but also in higher education.
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0000001000

1094 1111111110110010 0000000100

1168 111 1111110000011

1000100100
1000000100

1111011111111010

1169 11110111111100T10

1091

4p
Op
Op
2p
Op
Op
12p

1000001000
1135 1110110110110010 0000000100

1180 111111111 11110T10

1000000100

1093 111111011 11100T10

0000000000O0

1266 111 1110110000011

1177 0

1000000100

1181 11110111111000T10

Op

0000000000

1130 11101101100000T1°1

160



1214 0

1000000100

1009 11111111111100T10

1017 0

1000000000

1034 1111110111000011

1076 1111011110110010 0000000100

1134 111110011 1110010

1000000100

1000000100

1132 111110011 11100T10

1000000000

1185 111 1111111000011

1184 0

1035 1111100110100010 0001000100 4p
1069 111100011011 1110 0011000100 15p

1014 1111111111101010

1000000100 4p

115 1111100110000010 0000000000 Op
1031 1111111111101010

1196 0

1000000000 Op

Op
5p

1000000100

1067 11111001111000T1°1

1000000100 15p
0000000000 Op
0000000100 Op

1042 111111111 1111110

1096 111111111010001°1

1187 111101001000000°1

1079 1111111111110010

1205 0

1000000100 2p

Op

1000000100 2p

1083 11111111111100T10

11492 1111111100110010 0000000100 2p

1044 0

Op

1000000100 2p

1010 11111111111100T10

1000000000 Op

1111 1111111111000000

1159 0

Op

1278 1111100110000010 0000000000 Op
1223 1111100110000010 0000000000 Op
1262 1111100110110010 0000000100 2p

1015 1111111111110010

1053

6p
10p

1011000101
1000000101

l111111111111101°0

Op

1011010001 15p

1129 0

1081 111110011 11101T10

1103 1000000000000000 0000000000 Op

1036 11110111110000T10

1000001100 Op

1000000100 2p

1146 111101 1111110010

1051 0O

Op

1000000100 2p
1000000000 Op

1077 111101111 1110010

1285 1111000111000010

1106 1111100110110010 0011000110 9p
1016 1111110110110010 0000000100 2p

1176 0

Op

1000000100 2p
1000000000 Op
1000000100 15p

105§ 111110011 11100T10

100 1111111111000000

1230 1111111 1111101T10
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6p

0111000100

1025 1111111110100010

0000000100 Op

1150 11111001101000T10

1000000100 12p
1000000100 2p
1000000100 2p

1260 11111001111000T10

1073 111110011 11100T10

1256 1111111111110010

1157 0

Op
Op
3p

1153 0

1011000000

1276 1111111111110010

0000000100 2p

1219 1111111110110010

119¢ 1111100110000010 0000000000 Op

Op
2p
4p
Op
4p
Op
Op
Op
Op

0000000000

1171 11 111111100000°T1°1

109§ 1111111111110010

1000000100

1108 1111111110110010 0000000100
1151 1111111110110010 0000001000

1248 11110111111100T10

1000000100

1000000000
0000000000

1203 1111 111111000011

1136 10100001000000°11

1000000000
0000000000

1118 1111100111000010

1030 11111001100000T1°1

1008 1111110110110010 00000001060

1090 0

Op
2p

1000000100

1072 1111111111110010

5p
Op
2p
Op

1000000100

1110 111101111 11100T10

1092 1111111110000010 0000000000

1095 1111011111110010

1000000100

1000000000

1007 111111111100001°1

Tételek

Itemek
1110110110000010 0000000000 Op

A felmérésben vizsgalt fel nem vett jelentkezok adatai

1011

1000000100 2p

1289 11111111111100T10

1068 0

Op

0000000000 Op

102 11111101100000T10

1082 1111111110000010 0000000000 Op

1281 11111001110000T10

1000000000 Op

1043 1111000110110010 0000000100 2p

1137 0

Op

0000000000 Op

1282 11111001100000T10

1084 0

Op

1000001000 Op
1000001100 2p

1225 11110001110000T10

1102 1111111111110010

1018 0O

Op

0000000000 Op
0000000000 Op

1251 1111110110000011

1021 10100101000000T11

1222 0

Op

162



1023 1111111110110010 0000000100 2p

113 1111111111110010

1100000000 Op
0000000000 Op

1000000101

1089 11111001100000T1°1

1145

p
Op

0000001100 2p

1111111111110010

1062 0

1056 1110110110100010

1238 0

Op

1100000000 Op
0000000100 2p

1269 1111111111000010

1192 1111111110100010

1274 1111110110100010

0000000100 Op

0000000000 Op

1107 1111110110000010
1255 1111111111000010

1000000000 Op
1000000100 2p

1173 11 11111111110010

0000000000 Op

1268 11 11010110000010

1000000000 Op
0000000000 Op

1188 111 1011111000010
1227 1111010110000010

1000000000 Op

1119 1111100111000010

1257 0

Op

1000000100 2p
0000000100 2p

1277 1111111111110011

1182 1111100110110010

1040 0

Op
Op
Op

1000000000 Op
1000000100 4p

1028 0

1052 0

1267 11 1110011100001 1

1194 1111110111110010

1000000100 Op

1163 111101111100001°1

1275 0

Op
Op

1000000100 Op

1234 0

1247 1111111111110010

0011000000 4p
0100000000 Op
1000000100 2p

1123 1111100110110010

1144 1111100010110001

1252 1111111111100010

1166 0

Op

1237 1111100110000010 0000000000 Op
1074 1110100110000010 0000000000 Op

1126 11 111111100000T1°1

1221 0

0000000000 Op

Op

1000000000 Op
1100000000

1191 11111111110000T10

11056 11110111111000T10

3p

1000000000 Op

1013 1111100111000010

1290 0

Op

1000000101 15

0000000100

1200111111111 1111110

2p
2p
Op
Op

1117 1111 111110110011

1206 11 111111111000T10

1000000100
1000000000
0000000000

1212 11111111110000T1°1

1210 111110011000001 1
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p
2p
Op
6p
Op
Op
Op

1000000100
1000001100

1279 11111001 11110010

1055 111111011 11100T10

0000000000

1235 1111111110000010

1004 1111110110110010 0011000100

1254 0

0000000000

1228 1111111110000010

418 0
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