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1 Introduction

This dissertation contains new results in Diophantine number theory in
three topics. The first part is about factorials and densities of certain
subsets connected to the classical problem of representing factorials as
sums of squares. The second part concerns the problem of common
values of products of consecutive terms of arithmetic progressions and
various polynomials. The third part deals with the number of powers in
a fixed number of consecutive terms of arithmetic progressions. In what
follows, we briefly outline the problems considered and the new results
obtained. A detailed introduction to the topics, including a thorough
survey of the corresponding literature, and the precise formulation of
our results, together with their embedding in the literature, is given in
the corresponding sections.

The first topic we consider is related to arithmetic properties of facto-
rials. On the one hand, we are interested in the densities of sets of n
such that the exponents of given primes in the prime factorization of
n! hold certain congruence properties. On the other hand, given M,
we investigate the behavior of the M-free parts of factorials. In fact
we study the combination of these two properties. Here the following
problem of Erdés and Graham [25] can be considered to be the start-
ing point. Is it true that for any finite set {py,...,pr} of primes there
exist infinitely many n, such that the exponents of the p; (i = 1,... k)
in n! are all even? The topic has a huge literature: this and related
questions have been studied among others by Berend, Kolesnik, Luca,
Stanica and many more (see e.g. [4, 5, 52, 53]). Another question,
considered by Deshouillers and Luca [21] concerns the representability
of factorials by sums of three squares. To attack this question, one has
to make a further step: beside understanding the behavior of the expo-
nent of 2 in n!, it is also necessary to describe the behavior of the odd
part of nl. Our new results (published in [40]) yield a general step into
this direction: we are able to describe the simultaneous behavior of the



exponents of p in n! and the p-free part of n!. We give several related
theorems, among others, we are able to sharpen the corresponding re-
sult of Deshouillers and Luca [21]. To prove our theorems we need to
combine various ideas of algebraic and combinatorial nature.

The second problem we discuss is about the common values of poly-
nomials and products of consecutive terms of arithmetic progressions.
Here the starting point is a classical result due to Fermat and Eu-
ler, showing that the product of four consecutive terms of an arith-
metic progression (apart from trivial cases) cannot be a square. The
most important theorem in the field is that of Erdds and Selfridge
[27], saying that the product of consecutive positive integers is never
a perfect power. This result has been generalized into many direc-
tions by several authors, including but not restricted to Shorey, Ti-
jdeman, Saradha, Gyéry, Bennett, Hajdu, Pintér, Tengely, Siksek (see
e.g. [2, 35, 36, 60, 61, 62, 64, 67]). The three most important direc-
tions are: omit a few terms from the block of consecutive integers;
instead of consecutive integers consider consecutive terms of an arith-
metic progression; instead of a perfect power y* on the right hand side
take a polynomial g(y) € Z[y]. We give new results (published in [42]
and [44]) which concern a common generalization of these directions,
and extend many related papers from the literature. More precisely,
we provide various finiteness results for the integer solutions z,y of
equations of the form

[Tz —c—ad) = gy).

acA
where ¢(y) € Zly], ¢, d are rationals and A C {1,...,n} for some posi-
tive integer n. That is, the product on the left hand side is taken over
some terms of an arithmetic progression. In the special case where g
is a shifted power, that is of the form g(y) = ay’ + b, our results are
based upon Baker’s method and are effective. In case of general g,
we use a classical theorem of Bilu and Tichy [8] and our results are
ineffective. To make these powerful tools work, we need to use and
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combine many ideas. Among others, we discover a deep link between
the Prouhet-Terry-Escott problem and indecomposability of polyno-
mials, which play a very important role in the proofs of our ineffective
results. Finally, we mention that we also have somewhat related re-
sults in our paper [41] concerning equations of the shape A!B! = Cl.
However, we do not include these results here.

The third field we consider concerns upper bounds for the number
Py(N) of ¢-th powers among N consecutive terms of an arithmetic
progression. Here the starting point is a conjecture of Erdds, predicting
that P,(N) = o(IN). This conjecture has been proved by Szemerédi
[66]. A much stronger conjecture is due to Rudin, saying that Py(N) =
O(\/N ). This conjecture is still open, in spite of several related papers
and deep results of Bombieri, Granville, Pintz , Zannier and others
(see e.g. [10, 11]). Recently, Hajdu and Tengely [46] extended the
research from ¢ = 2 to the general case, and proved that for any ¢
there is a 'best’ arithmetic progression, containing the most /-th powers
asymptotically. Our new results from [43] are twofold: on the one
hand, we show that these 'best’ arithmetic progressions contain only
'slightly more’ ¢-th powers than the ’average’, and on the other hand
we give a sharp upper bound for the number of powers (with not fixed
exponents) among the first N terms of arithmetic progressions. In our
proofs we combine various tools, including a classical result of Wigert
[70] concerning the number of divisors of positive integers.






2 Asymptotic density properties of the
Sequence (n!)

2.1 Introduction

To formalize the questions and results we study in this section con-
sider the following generalized problem, which contains all the related
problems studied earlier in the literature.

Problem 2.1. Let pq, ..., p; be distinct primes, my, ..., m; be integers
greater than 1, and r{, ..., be given integers. Set

A:A<p17'-‘)pt;mlw"umt;rlu'”7Tt):

{n:y,,(n)y=r; (modm,;) (i=1,...,1)},

where for ¢ being a prime, v,(k) stands for the exponent of ¢ in the
prime factorization of the positive integer k. Is it true that for any
choice of the parameters p;, m;,r; (i = 1,...,t) the set A is non-empty
(or even infinite)? Does the set A have a density? Is A relatively dense?
(That is, is there an absolute constant ¢ such that the differences of
the consecutive elements of A are bounded by ¢?)

A large part of the above problem is already solved. In the special
case where pq,...,p; are the first ¢ primes, m; = --- = my; = 2 and
rp = -+ =1, =0 (i.e. the original question of Erdés and Graham
[25]), Problem 2.1 was answered to the affirmative by Berend [4]. More
precisely, Berend showed that in this case A is infinite, and further, it is
relatively dense. Berend also provided the same result in the case where
my = --- = my is arbitrary (still only for pi,...,p; being the first ¢
primes and r; = --- = r; = 0). Later on, Chen and Zhu [18] formulated
Problem 2.1 in the case m; = 2 with r;, € {0,1} (: = 1,...,t). (In
fact they asked only about the relative density of A, but not about
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its density.) Among other results they proved that (in their settings)
either A is empty, or it is infinite and even relatively dense. Sander
[59] proved that if t = 1, then A is infinite, further, it has a density
of 1/2. He also proved that for ¢ = 2, A is always infinite. Chen
[17] could solve the problem of Chen and Zhu [18] completely, i.e. he
proved the relative density of A in Problem 2.1 with m; = 2 and
arbitrary r; € {0,1} (¢ =1,...,t). Problem 2.1 with arbitrary moduli
m; (i = 1,...,t) was first considered by Luca and Stanica [53] (see
their Conjecture 2; in fact they did not ask about relative density).
They could prove that under the assumption p; t m; (i = 1,...,t) the
density of A exists and it is equal to 1/my - --m,. Finally, Berend and
Kolesnik [5] proved that Conjecture 2 in [52] is true. That is, they
showed that the density of A in Problem 2.1 always exists, and equals
to 1/my - --my.

We shall also be interested in the behavior of the 'remaining’ part of
n! (obtained after removing some primes).

Problem 2.2. Let m > 1 be a positive integer and take an integer r

coprime to m. Set M = Hp|mp and for any positive integer k, write
kM for the M-free part of k, that is, set kM) := &/ HmMp”P(k). Put

B=B(m;r)={n:(n)™ =r (mod m)}.

Is it true that for any choice of the integers m, r, the set B is non-empty
(or even infinite)? Does the set B have a density? Is B relatively dense?

Later we shall see that this problem (in combination with Problem 2.1)
has an application concerning the set of those integers n for which n!
is representable as a sum of three squares. At this point we mention
a related, classical question: what is the distribution of the numbers
121 ...,(p — 1)! modulo p, where p is a prime? (see F11 in [34])
Answering a question of Erdds, Rokowska and Schinzel [57] showed
that if 2!, ..., (p—1)! are all distinct modulo p, then the missing residue
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is —((p—1)/2)!, and p = 5 (mod 8) must hold; however, there is no
such p with 5 < p < 1000. According to a standard conjecture (see
F11 of [34] again), approximately p/e modulo p residue classes are not
represented by n!, as p tends to infinity. This problem has a huge
literature; see e.g. the papers [32, 47] and the references given there.
For other related questions, we also refer to the paper [52].

As a combination of Problems 2.1 and 2.2, we also consider

Problem 2.3. Let pq,...,p; be distinct primes, and let mq,...,my
and ry,...,7 be integers with m; > 2 (¢ = 1,...,t). Further, let
m > 1 be a positive integer and r be an integer with ged(m,r) = 1.
Put M =T],,, p. Let

C:C(pla--->pt§m17---amt§7’17---77ﬁt§m§7’) =

{n:v,,(n))=r; (modm)(i=1,...,t)and (n)™ =+ (mod m)}.

Is it true that for any choice of the parameters py,...,p;, my, ..., my,
T1,...,T, m, 7 the set C' is non-empty (or even infinite)? Does the set
C have a density? Is C' relatively dense?

We think that in case of all the problems, the answers to all the ques-
tions are affirmative. In particular, we conjecture that for any choices
of the parameters, both sets B and C have densities, and these are
given by 1/¢(m) and 1/my - - - myp(m), respectively. (As we mentioned
before, the fact that the density of A exists and equals 1/m; - - - m;, was
proved by Berend and Kolesnik [5].) This would mean that the prop-
erties required in the definitions of the sets A and B, are independent.
Later on, we shall give some support for this conjecture.

In case of Problems 2.2 and 2.3 we know about only very restricted
results, which are related to the problem of representing factorials as
sums of squares. This we shall explain a little later.In the case of three
squares we arrive at Problem 2.3 witht =1, p; =2, =0, m = 8 and
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r = 7. In this particular case, Deshouillers and Luca [21] proved that
the set of values of n satisfying (1) has a density of 7/8. They also
provided an asymptotic formula, saying that the number of n with
(1) up to N is (7/8)N + O(N?3). We mention that for the set of
positive integers themselves, the corresponding qualitative results are
long known. As one can easily check (and it must also be long known,
though unfortunately we could not find any related reference), the
density of the set of positive integers with even exponents of 2 in their
prime factorization, is 2/3. Further, the density of the set of positive
integers having odd part congruent to 7 modulo 8, is clearly 1/4. So
it is not surprising that the set of positive integers not representable
as the sum of three squares, is 1/6. The latter statement was proved
by Landau [49]. (See Wagstaff [68] for a similar result concerning the
Schnirelmann density of the same set.)

The above problems are strongly related to the question of representing
factorials as sum of squares. It is long known that the equation

n! = a?

has no solutions in non-negative integers n,z for n > 1. This fact
follows e.g. from Bertrand’s postulate. Thus the question naturally
arises: is it still possible to find infinitely many values of n!, such that
the exponents of all p € P is even, where P is a given finite set of
primes? In the case where P consists of the first ¢ primes for some
t, this question was posed by Erdds and Graham [25]. The question,
and its various extensions have attracted a lot of attention. As it was
noted by Erdés and Oblath [26], the equation

n! = 2? + 3

has no solutions in non-negative integers n,x,y for n > 6. (We have
6! = 720 = 122 + 242.) This follows from the fact that for n > 7 there
exists a prime p of the form 4k + 3 between n/2 and n (see [15] and
[22]). On the other hand, by a classical result of Lagrange we know
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that the Diophantine equation
n! = 2% + y* + 22 + w?

is solvable for every n, in non-negative integers x, y, z, w. Consider now
the remaining case

n! = 2% 4 y* + 2° (1)

in non-negative integers n,z,y, z. By a classical result of Gauss, it is
known that an integer is not representable as the sum of three squares
if and only if it is of the form 22%(8b + 7) with non-negative integers
a,b. This provides a direct link to Problem 2.3.

As we saw, the question of representing n! as the sum of at most two
squares is treated by the knowledge concerning primes in the block
of the first n positive integers. The much more general problem of
describing the size of the largest prime factor in a block of consecutive
integers has been investigated by many authors. For related results,
we refer to the excellent, recent survey paper of Shorey and Tijdeman
[64], and the references therein.

In this section we prove several new results concerning the most general
question formulated, namely Problem 2.3. We take up the problem
where the moduli are any powers of some prime p. We prove that for
all choices of the other parameters, the conjecture formulated above
is true; that is, in all cases C' has the suspected density. We also
prove that C' is relatively dense, with an explicit bound for the gaps
of the consecutive elements of C'. In the particular case p = 2 and
my; = 2, m = 8 we also prove that asymptotically, the error term is
O(N'21og® N) up to N, thus improving the result of Deshouillers and
Luca [21]. In this special case we give a sharp upper bound for the
gaps between the consecutive elements of C', as well.
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2.2 New results

To formulate our general results, we need some notation. Let p be a
prime and a,b be positive integers. Throughout this section we shall
always assume that p, a,b are fixed. Put

L=1{0,1,....p° =1}, L={i : 1<i<p’ pti} and =1 x1Is.

Observe that |I| = (p — 1)p*™~!. To simplify the reference to these
sets, by writing a € I; and 8 € I, for arbitrary integers @ and § with
p 1 3, we shall always mean the elements o € I and ' € I, for which
o = a (mod p%) and B’ = B (mod pP), respectively.

For (a, B) € I put
HP ={n:y(n)=a (modp?), (n)? =4 (mod p")}.
Finally, we shall use the conventions

v,(0)=0 and 0% =1.

Our first two theorems solve the question of density and relative den-
sity in Problem 2.3 for t = 1 with m; = p® and m = p°, where
a,b are arbitrary positive integers, p; = p is an arbitrary prime, and
ry and r are arbitrary integers. The following statement shows that
the pairs (,(n!) (mod p?), (n!)® (mod p’)) are uniformly distributed
among the possible pairs.

Theorem 2.1 (A. Papp, L. Hajdu [40]). For all (o, 8) € I, the set
H©@H) has a density of 1/(p — 1)p*Tt~1L.

In case of relative density, we can even give an explicit upper bound
for the differences between the consecutive terms of H (%),
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Theorem 2.2 (A. Papp, L. Hajdu [40]). For all (a, ) € I, the set
H©@P) s relatively dense. Further, if we write Hl(a’ﬁ) < Héa’ﬁ) <
H?Ea’ﬁ) < ... for the elements of HP)  then we have

HEP _ ged < gpmax(abitbp-1p+2-2-bt1

forall 1> 1.

As a simple consequence of the above theorems we obtain the following.

Corollary 2.1. For any o € Iy and B € I, the sets
{n:yn)=a (modp*)} and {n:(MHP =3 (mod p’)}

are relatively dense and are of densities 1/p* and 1/(p—1)p*~!, respec-
tively.

Note that the fact that the density of the first set is 1/p®, follows from
the earlier mentioned results of Berend and Kolesnik [5].

Now we give alike, but more precise statements in the special case of
p =2, a=1and b= 3. This case is of particular interest, since it
describes the density of the set of values of n for which n! is expressible
as a sum of three squares.

The next theorem improves and extends an earlier mentioned result of
Deshouillers and Luca [21]. In that paper only the case («a, 5) = (0,7)
has been investigated (though it seems to be clear that the methods
applied in [21] are capable to handle all the other choices of (a, f)).
Our result significantly improves the error term O(z?/?) in [21], too.

Theorem 2.3 (A. Papp, L. Hajdu [40]). Letp =2, a =1, b= 3 and
(o, B) € I. Then for all x > 0 we have

B 0 [0,2)] = (1/8)2 + O(x"/log” ).
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Our final theorem gives the precise value for the maximal gap length
in the sets H(®#) in this special case.

’

Theorem 2.4 (A. Papp, L. Hajdu [40]). Let p = 2, a = 1, b = 3
and (v, B) € I. Then the set H®P) is relatively dense, and if we write
H*P < g < H:,EO‘”B) < ... for the elements of H®P) then we
have H'P — H? < 42 for alli > 1. Further, the upper bound 42 is
sharp for all (o, ) € 1.

Remark 2.1. Clearly, for the special choices p =2, a =1 and b < 3
Corollary 2.1 also follows from Theorems 2.3 and 2.4.
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3 Results related to indecomposability of
polynomials and Diophantine equations

In this section we study questions related to Diophantine equations of
the shape

(z—a1) - (z—a) =g(y)
where the set {ay, ..., a;} has certain properties. In the first subsection
we study the case where we have products of consecutive terms of
arithmetic progressions, with one term missing. Then, in the second

subsection, we give a further generalization, with many missing terms
from the progression in the left hand side.

3.1 Shifted power values of products of terms from
an arithmetic progression

3.1.1 Introduction

A classical result of Erdés and Selfridge [27] says that the product
of consecutive positive integers is never a perfect power, that is, the
equation

x(w+1)---(x+n—1):y£ (2)

has no solutions in positive integers x,n,y,¢ with n > 2 and ¢ > 2.
This result and also equation (2) has been generalized into various
directions.

The first extension of the problem we mention is when on the left hand
side of (2), we omit a term from the product, that is, we consider the
equation

zr+1)-(z+ji-DE+i+1)-(z+n-1) =19
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in positive integers x, n,y, ¢ withn > 2 and ¢ > 2, where 0 < j < n—1.
Confirming a conjecture of Erdés and Selfridge, Saradha and Shorey
[60, 61] proved that the only solutions of the above equation are given

by
4_!:23
3 Y

6! 10!
= —1922. — — 17902
5 ’ 7

The second direction of extensions we mention (which probably at-
tracted the most attention) is when instead of products of consecutive
integers one takes products of terms of an arithmetic progression. More
precisely, one considers the equation

t(x+d)--(z+(n—1)d) =y

in positive integers x,d,n,y,¢ with n > 2, ¢ > 2 with ged(x,d) = 1.
Under certain (mild, necessary) conditions Darmon and Granville [19]
proved that for fixed n and ¢, this equation has only finitely many
solutions in z,d,y. (See also Gyéry, Hajdu and Saradha [37] for a
further generalization.) Recently, Bennett and Siksek [2] proved that
if n is large enough, then this equation has only finitely many solutions
in z,d,y,{. On the other hand, for small values of n, namely for
3 < n < 35, a result of Gy6ry, Hajdu and Pintér [36] in accordance
with a conjecture of Erdés says that (under certain trivial necessary
restrictions) this equation has no solutions at all. We also mention that
combining the two directions mentioned above, Saradha and Shorey
[62] provided results for equations of the above shape, with one term
of the progression missing from the product on the left hand side.

The third direction of extensions we refer to is when in (2) in place of
y* on the right hand side we take an arbitrary polynomial, that is, we
consider the equation

zz+1)---(x4+n—-1)=g(y)

in integers z,n,y, n > 0 where g(y) € Q[y]. Here we recall a result
of Kulkarny and Sury [48] who could completely describe when this
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equation can have infinitely many solutions in x, y, for n fixed. Further,
in the particular case where g(y) is of the shape ay’+b, Yuan [71] could
give effective upper bounds for x,y, while Bilu, Kulkarny and Sury [7]
could prove an ineffective finiteness theorem for xz,n,y, . With some
extra conditions on g(y) = ay’ Levin (see Section 5 in [50]) proved
somewhat more general theorems. We also mention that if g(y) = (g)
then all solutions are completely described by results of Erdés [23] and

Gyéry [35].

In this subsection we consider common generalizations of these results.
Namely, we consider the equation

z(@+d)-(e+ (G- Dd)(z+ (G +1)d) - (z+ (n—1)d) = g(y) (3)

in integers x,d,n,y with d # 0, n > 3 and 0 < j < n — 1, where
g(y) € Q[y]. Note that the choice 7 = 0 (or j = n — 1) gives back
the classical case, where we have a full product on the left hand side.
We shall prove finiteness result concerning equation (3). In the par-
ticular case where g(y) is of the form g(y) = ay’ + b, we are able to
provide effective upper bounds for the solutions x,y, as well. Note
that the polynomials appearing on the left had side, up to some spe-
cial (completely described) cases are indecomposable, we do not prove
it here. We mention that there are many results in the literature
which are related in the sense that they concern equal values or poly-
nomial values of terms of families of combinatorial polynomials. We
cannot survey the extremely huge literature, we only refer to the papers
[1, 6, 13, 38, 39, 45, 65] and the references there.

The main tools we use is Baker’s method (through results of Schinzel
and Tijdeman [63] and Brindza [12]). However, to make it work we
need to combine several arguments of combinatorial nature, as well.
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3.1.2 New results

For the smooth formulation of our main result, we introduce the fol-
lowing notations. Let n,j,d be integers with d # 0, n > 3 and
0<j5<n-—1, and put

foj@)=z@x+d) - (z+(G-Dd)(x+ (G+1)d) - (x+ (n—1)d).

Note that in the following theorem also the exponent ¢ is a variable,
so in fact this theorem concerns families of polynomials g(y).

Theorem 3.1 (A. Papp, L. Hajdu [42]). Letn > 8, 0< j <n—1

and let a,b € Q with a # 0. Then for all solutions of the equation
fag(r) = ay’ +0 (4)

in integers x,y, ¢ with { > 2 we have max(|z|, |y|,{) < Co, where Cy is

an effectively computable constant depending only on n,a,b. Here we
use the convention that for |y| <1 we have { = 2,3.

Remark 3.1. One can easily check that we have
fra(x) = (2 + 9dz® + 20d*z + 6d°)* — 36d°. (5)

This shows that (4) withn =7, j =3 and a =1, b = —36d°, { = 2
has infinitely many integer solutions x,y. Thus the assumption n > 8
in Theorem 3.1 is necessary.

3.2 The Prouhet-Tarry-Escott problem, arithmetic
progressions, indecomposability of polynomi-
als and Diophantine equations

3.2.1 Introduction

The Prouhet-Tarry-Escott problem, shortly PTE, asks to describe dis-
joint pairs A and B of sets of integers such that their first k£ power sum
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symmetric polynomials are equal (cf. [55]). For example, if
A=1{2,3,7" and B=1{1,5,6}
then we can take k = 2, since we have

24+3+7=1+5+6 and 22 +3°+ 7 =1>+5"+6> (6)

In this subsection we connect the PTE problem, and the question
for which polynomials f(x),g(z) € Z[z] the equation f(z) = g(y)
has infinitely many solutions (z,y) € Z? if the zeros of f are simple
and form (almost) an arithmetical progression. Both problems have
attracted a lot of attention. Already at this point we mention that the
latter question (through a deep result of Bilu and Tichy [8]) is closely
related to decomposabilty of polynomials. A polynomial f(x) € Q[x] is
decomposable if we can write f(z) = hy(hao(z)) with hy, hy € Q[z], in a
nontrivial way. (Later we shall give the precise notion.) For example,

f(@) = (x =1z =2)(z = 3)(z = 5)(z = 6)(x = 7)

is decomposable, since as one can readily check we have f(x) = hy(he(z))
with

hi(z) = (—2-3-7)(x—1-5-6), ho(x) = (x—2)(z—3)(z—7)+2-3-7. (7)

The similarity of (6) and (7) is not a coincidence; in this subsection
we show the general connections between these properties. In sub-
subsection 3.2.2 we form the theorems which describe the connection
between these properties. The proofs of our theorems are given in
separate subsections.

There is an extensive literature on binomial coefficients which are equal
or differ by a small or fixed constant (see e.g. [31, 65, 69] and the
references there). In the latter paper the authors study the related
Diophantine equation

() G)= (%)

20



in polynomials fi, fo € Q[z] with deg fi = 2, deg fo = k. Benne
de Weger remarked that this equation leads to the following problem
(private communication).

Problem 3.1. Let k¥ > 1. Describe the values of k for which it is
possible to partition the set {1,...,2k 4+ 1} into a singleton Ay and
two sets A; and A, with k = |A;] = | Ay, such that the symmetric
polynomials oy, ..., 051 of the elements of A; and of As coincide.

This is the PTE-problem for n = 2k 4+ 1. De Weger added that he
had solutions for k£ = 1,2,3 and had proved that there are none for
4 <k <14. A solution for k = 3is A = {2,3,7}, B = {1,5,6}. Indeed
we have

2+3+7=1+5+6,

and, by (7),

2 2 22 2 2
2_3+2.7+3.7:( +34+7) 2(+3+7):
14+5+6)%— (12 + 5%+ 62
_(1+5+6) 2<'% ) 5416456

In this subsection we study the following more general problem.

Problem 3.2. Let r be a fixed non-negative integer. Describe those
positive integers n for which the set {1,...,n} can be partitioned into
sets Ag, Ay, ..., Ay with t > 2, |Ag| = r and

k=A== |A]>2
such that all the symmetric polynomials o1, ...,0,_1 of the elements

of the A; (i =1,...,t) coincide.

The problem asks: is it possible to omit a ‘few’ elements from the set
{1,...,n} such that the remaining set can be splitted into ¢ subsets
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which have pairwise the PTE-property? Observe that Problem 3.1 is
the special case r =1, t = 2.

In Theorem 3.2 we show that if r is small enough with respect to n,
then only & = 2 is possible and A;, As, ..., A; are symmetric. We
call a set A = {ay,...,ax} C R with a1 < -+ < a5 symmetric if the
sums a; + agr1—; (1 =1,...,k) are all equal. It is obvious that such a
symmetry implies a PTE-structure.

Next we establish a new link between PTE-problems and the indecom-
posability of certain polynomials. We recall some standard notions.

Let K be a field and f € Klz|. Then f is called decomposable (or
composite) over K if there exist hy, hy € K|z| such that

f(l‘) = hl(hg(l')) (hl,hg S K[ZE], degh1 > 1,d€g hy > ]_)

Otherwise f is called indecomposable. If f(x) = hy(ha(x)) and A\(z) €
K|[z] is a linear polynomial, then f(z) = hg(hy(z)) with hz(x) =
hi(A71(z)) and hy(x) = A(ho(z)) is another decomposition of f(x).
In the sequel we do not distinguish between such equivalent decom-
positions. Further, we consider the polynomials f(z), f(A(z)), as well
as the polynomials f(x), \(f(x)) to be equivalent. There is a vast lit-
erature on (in)decomposability of polynomials (see e.g. [6, 8, 9, 20,
29, 30, 56] and the references there). In Theorem 3.3 we show that
the studied variant of the PTE problem is equivalent to asking for the
indecomposability of certain polynomials.

Using this connection, we show in Corollary 3.1 for given integers n >
r > 0 with r small enough with respect to n that if for A C {1,...,n}
with |A] = n — r the polynomial

faca@) =[]z —c—ad), c,deQ, d#0 (8)

acA

is decomposable over Q as hq(hq(z)), then hy and hy can be given ex-
plicitly. Note that the polynomial f4 . 4(x) represents the product with
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terms of an arithmetic progression of length n with r terms missing.
For example, if

fa(x) == faor(z) = (2—1)(x—2)(2—3)(z—4)(z—6)(z—7)(z—8)(z—9)
is decomposable as hq(hy(x)), then, apart from equivalence,

ho(z) = 2° — 10z, hy(x) = (z + 9)(x + 16)(z + 21)(z + 24).

Next, using the above results, we establish a finiteness theorem for the
number of times that a polynomial f4.4 of the form (8) assumes a
value which is also assumed by a given polynomial P with rational co-
efficients. In Theorem 3.4 we provide a finiteness result for the number
of values of fa .4 also taken by another polynomial P(z) € Q[z]. This
result, similarly to the above mentioned ones, is ineffective.

Finally, we consider shifted power values (i.e. values of the shape
ay’ +b) of fa.q. Related problems have been investigated by many
authors, the literature has been surveyed in the previous subsection.
In particular, we shall generalize our Theorem 3.1. Note however, that
in the proof of our more general result, Theorem 3.1 will be play a
useful role.

In the equation
faca(®) =ay’ +b

we give an effective upper bound for the exponent ¢ and for the integer
values x,y for which this equation holds, in Theorem 3.5. This result
implies for example that for every integer n > 24 and rational numbers
a,b with a # 0 there exists an effectively computable number Cy such
that the equation f4(z) = ay® + b with A C {1,2,...,n},|A| =n -2
implies max(|z|, |y|, ¢) < Cs.

Our results make a step forward towards the solution of the problem
how much one can ‘mutilate’ an arithmetic progression such that the
corresponding product of terms still can take only finitely many values
of a given polynomial, or shifted power values.
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3.2.2 New results

In connection with Problem 3.2 we prove the following result.

Theorem 3.2 (A Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Let n,r be
non-negative integers with

n > 2r¥? 4 5r +8. (9)

Then every decomposition of {1,...,n} as in Problem 3.2 has the fol-
lowing structure. Putting A := {1,...,n} \ Ay with r = |Ap|, we have

k =2, and all classes A; = {agi),ag) (1 =1,...,t) are symmetric

nirza (10)

acA

with respect to

a .=

that s,
) +al) =2 (i=1,...,1).

Remark 3.2. Theorem 3.2 yields a complete answer to Problem 3.2
for every n > 2r3/2 + 5r 4+ 8. On the other hand, for any r and n with
n—reven, if A={1,...,n}\ Ay is symmetric with respect to a (i.e.
a € Aimplies that 2a—a € A), then we have a partition as in Problem
3.2 with k = 2.

Remark 3.3. The following extension of Theorem 3.2 is also valid.

Let by, ...,b, be a non-constant arithmetic progression in Q. Put B =
{b1,...,b,} and suppose that By, By, ..., B, is a partition of B such
that r := |By|, k := |By| = --- = |By|, n > 2r*? 4 5r + 8 and for all
i =1,...,t the symmetric polynomials oy, ..., 05_1 of the elements of

B; (i=1,...,t) are the same. Then k = 2 and writing B; = {bgi)v b(2i)}
(1=1,...,t) we have

Indeed, writing by = ¢ + das with a; € A\ Ag and ¢,d € Q, d # 0, it
can be easily seen by induction on n that ¢ can be taken to be zero.
Then clearly, we may take d = 1, and the claim follows.
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The next result establishes a link between partitions as in Problem 3.2
and decomposability of certain polynomials.

Theorem 3.3 (A Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Let n be a posi-
tive integer and r a non-negative integer. Then there exists a partition
A, A1, ..., Ay of {1,...,n} as in Problem 3.2 if and only if there ezists
an A C{1,...,n} with |A| =n —r such that the polynomial

fale) = [[@ - a) (11)

a€A
is decomposable over Q. In particular, if Ag, A1, ..., A; is a partition
of the required type, then fa(x) = hy(he(z)) with A = {1,...,n}\ Ao
and
ho(z) = [[(z—a) - ][] (@)
a€A; a€A;
and
hy(z) = <x+ H(—a)> <x+ H(-@) .
a€A; a€A

Remark 3.4. From the proof of the theorem it will be clear that in
fact ho is independent of which A; we use in its definition.

As a simple consequence of Theorems 3.2 and 3.3 we obtain the fol-
lowing statement.

Corollary 3.1 (A Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Let A C
{1,...,n} with |A| = n —r where n and r are integers with r > 0
and n > 2r3? + 5r + 8. Further, let c,d € Q with d # 0. Then the
polynomial

facalz) = H(x —c—ad) (12)

acA

is decomposable over Q if and only if n—r is even and A is symmetric

_ 1
a::n_TZa,
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when (up to equivalence) the only decomposition of faca(x) is given by

faca(®) = " (5= — a)?) with
o) = d""hy (x — @) - (13)

Here hy is the polynomial defined in Theorem 3.3 corresponding to the
partition Ay, ..., Ay of A with |Aq] = |Ay| =+ = |A| = 2.

Next we apply our results to the equation fa.q(z) = P(y) where P
is a given polynomial. The first theorem of this type is general, but
ineffective: it only guarantees the finiteness of the number of integral
solutions.

Theorem 3.4 (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Let A C
{1,...,n} with |A] = n—r for integersr > 0 and n > 2r3/?4+-5r+8 and
let c,d € Q with d # 0. Let fa.a(z) be as in (12) and let P(y) € Q[y]
with deg P > 2. Then the equation

faea(z) = P(y) (14)

has only finitely many integer solutions x,y, unless we are in one of
the following cases:

(i) P(y) = faca(T(y)), where T is an arbitrary non-constant poly-
nomial with rational coefficients,

(i) P(y) = ¢*(Q(y)), where ©* is given by (13) and Q is a non-
constant polynomial with rational coefficients having at most two
roots of odd multiplicities.

Remark 3.5. In cases (i) and (ii) one can easily give examples where

equation (14) has infinitely many integer solutions z, y.

If the right hand side of (14) is of the shape ay’ + b where ¢ is also
unknown, then we can give an effective result.
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Theorem 3.5 (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Let A C
{1,...,n} with |A| = n —r with integers r > 0 and n > 2r>/? + 5r + 8
and let ¢c,d € Q with d # 0. Let fa.a(x) be given by (12) and let
a,b € Q with a # 0. Then all solutions of the equation

faca(x) = ay’ + b (15)

in integers x,y, 0 with { > 2 satisfy max(|z|,|y|,{) < Cs for some
effectively computable constant Cs depending only on a,b,c,d,n. Here
we use the convention that for |y| < 1 we have ¢ < 3.
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4 Uniform bounds for the number of pow-

ers in arithmetic progressions

4.1 Introduction

In this section we consider the problem of determining the number of
powers among the first NV terms of an arithmetic progression.

Let a,b, ¢ be integers with a > 0 and let ¢ > 2. Write P, n(¢) for the
number of /-th powers among the first N terms of the arithmetic pro-
gression ax +b (z > 0). Denote by Py(¢) the maximum of these values
taken over all arithmetic progressions ax+b. (Note that this maximum
obviously exists.) The case of squares (i.e, £ = 2) has been studied
by many authors. Erdés [24] conjectured and Szemerédi [66] proved
that Py(2) = o(N). Later, by deep tools (such as e.g. elliptic and
higher genus curves, Faltings’ theorem, the distribution of primes etc.)
Bombieri, Granville and Pintz [10] proved Py(2) < O(N?/3+°()) which
subsequently was improved to Py (2) < O(N3/>t°()) by Bombieri and
Zannier [11]. See also Granville [33] for related results and remarks.
A strong conjecture of Rudin (see [58], end of paragraph 4.6) predicts
that Py(2) = O(v/N), or in an even more precise form, that

Pn(2) = Paan(2) = ,/gN +0(1) (N >6) (16)
should hold.

In case ¢ > 3 there is hardly anything known. The authors of [10]
noted (without proof) that their methods probably make it possible to
prove Py(3) < N3/°%¢ and Py(f) < NV/?%¢ (0 > 4).

In this section we give sharp bounds for the number of /-th powers and
arbitrary (mixed) powers among the first N terms of an arithmetic
progression, for NV large enough.
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The origin of this result is a paper by Hajdu and Tengely [46]. They
showed that (up to equivalence) for any ¢ > 2 there is a unique arith-
metic progression ax + b which contains the most /-th powers asymp-
totically, that is, which maximizes the expression

I {x : ax + b is an (-th power, 0 <z < N}|
im :

N—o00 W

(In fact, for ¢ = 4 there are two such progressions.) They could de-
scribe these arithmetic progressions ayr + b, explicitly. Based upon
their results, they extended Rudin’s conjecture (16) for any ¢ > 2 (by
replacing 24x 4+ 1 by ayx + by and changing the right hand side accord-
ingly), and proved that for ¢ = 3,4 for certain small values of N. Note
that this asymptotic (‘global’) version of the problem is simpler than
the original ’local’ one, namely when we concentrate on a finite part of
the progressions. The reason is that the asymptotic approach brings in
an ’averaging’ effect, which roughly speaking makes it possible to con-
centrate on a complete (finite) period of a progression ax + b modulo
a.

In this section we prove that for any positive € there is an £y depending
only on € such that for ¢ > ¢, the number of /-th powers among the
first N terms of any integral arithmetic progression is below (1+€)W ,
provided that N is large enough in terms of ¢, ¢ and the parameters of
the progression. The important feature of ¢j is that it is uniform in the
sense that it depends only on ¢, it is independent of the progression.
This result is sharp in the sense that for infinitely many ¢, one can find
a constant ¢; = ¢;(¢) > 1 and an arithmetic progression having more
than ¢;v/N (-th powers among its first N terms, for all N large enough.
We also give a sharp upper bound for the number of powers (with not
fixed exponents) among the first N terms of arithmetic progressions.
In our proofs we combine a classical result of Wigert [70] concerning the
number of divisors of positive integers, the above mentioned result of
Hajdu and Tengely [46] concerning arithmetic progressions containing
the most ¢-th powers asymptotically, and a new assertion answering a
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question of Hajdu and Tengely from [46].

We also give an upper bound for the number of powers in arithmetic
progressions. For this, let P, n(*) denote the number of (arbitrary)
powers among the first N terms of the arithmetic progression ax + b
(x > 0). It will turn out that — as one would predict — here the number
of squares is the decisive factor.

4.2 New results

Now we give our main results. We use the notation from the introduc-
tion.

Theorem 4.1 (A. Papp, L. Hajdu [43]). For every ¢ > 0 there is an
Uy depending only on e such that for any £ > ly we have P,pn(0) <
(14 €)V'N, whenever N > Ny. Here Ny = Ny(e, £, a,b) depends on
e, l,a,b.

Remark 4.1. The above theorem is sharp in the sense that 14& cannot
be replaced by 1, and ¢ > /; is also necessary. Indeed, Theorem 1 of
[46] (see also the Remarks after it) implies that for infinitely many
exponents ¢ > 2 there exists a d, > 0 and an arithmetic progression
agx+be with Py, p,.x(0) > (14+0,)v/'N for all N > Ny. Here Ny = Ny (¢)
depends only on /.

It is clear that if an arithmetic progression ax + b contains an /(-th
power then it contains infinitely many, and we have

1
Poyn(0) > —VN
2a
for N > Ny, where Ny depends on a, b.

We also mention that on our way to prove Theorem 4.1, we answer a
question of Hajdu and Tengely [46].
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Now we give the theorem concerning the case of mixed powers.

Theorem 4.2 (A. Papp, L. Hajdu [43]). Let ax + b (z > 0) be an
arithmetic progression. Then for any € > 0 there exists an Ny such

that
Popn(x) < (\/§+5) VN (17)

for any N > Ny. Here Ny = Ny(e,a,b) depends only on €,a,b.

Remark 4.2. One can easily check (see also e.g. Theorem 1 of [46])

that
i Poyn(2) o \/g
1m ——- = —.
N—o0 v N 3

This shows that the above result is sharp.

Further, it is also easy to see that if ged(a,b) = 1 then there exist
infinitely many exponents ¢ such that axz + b contains ¢-th powers.
Note that here the condition ged(a,b) = 1 cannot be dropped: for
example, the arithmetic progression 4z +2 (z > 0) contains no powers
at all.
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1. Bevezetés

A disszertacié harom témakorben tartalmaz 1j eredményeket a di-
ofantikus szamelméletben. Az elso rész faktorialisokrol és bizonyos
részhalmazok stlirtiségeirdl szol, amelyek a faktoridlisok harom négyzet
osszegeként valé eléallitasanak klasszikus problémajahoz kapcsolodnak.
A masodik rész szamtani sorozatok és bizonyos polinomok egymas
utani tagjai szorzatainak kozos értékeinek probléméjaval foglalkozik.
A harmadik rész szamtani sorozatok adott szamu egymast koveto tag-
jaiban szereplé hatvanyok szamat targyalja. A kovetkezOkben rovi-
den ismertetjiik a vizsgalt problémakat és a kapott Uj eredményeket.
A témak részletes bemutatasat, beleértve a vonatkozé irodalom ala-
pos attekintését, valamint eredményeink pontos megfogalmazasat és
az irodalomba valé beagyazasat, a megfeleld részekben adjuk meg.

Az elso vizsgalt témakor faktoridlisok aritmetikai tulajdonsdgai. Egy-
részrol azon n-ek halmazénak strliségét vizsgaljuk, melyekre adott
primek kitevéi n!-ban bizonyos kongruenciakat teljesitenek. Méasfeldl
adott M esetén vizsgaljuk faktoridlisok M-mentes részének a visel-
kedését. Valdjaban a két irdny otvozésével foglalkozunk. A kiindulo
probléma Erdés és Graham [25] nevéhez fiiz6dik. Igaz-e, hogy primek
barmely véges {p1, ..., pxr} halmazara végtelen sok olyan n létezik, me-
lyekre a p; (i = 1,...,k) kitev6je n!-ban paros? A témanak nagy
irodalma van, tobbek kozott Berend, Kolesnik, Luca, Schinzel ta-
nulmanyoztak (lasd [4, 5, 52, 53]). Egy maésik, Deshouillers és Lu-
ca [21] altal vizsgalt kérdés faktoridlisok hdrom négyzetszamként vald
elééallitasaval foglalkozik. A probléma vizsgalatdhoz nem csak a 2 ki-
tevGjét, de a paratlan rész viselkedését is ismerni kell n!-ban. Uj
eredményeink (lasd [40]) altalanosak, n!-ban egy p prim kitevGjének
és a p-mentes résznek az egyiittes viselkedését irjak le. Tobb tételt
is bizonyitunk, t6bbek kozott Deshouillers és Luca [21] eredményének
becslését is élesitjiik. A bizonyitashoz kombinatorikai és algebrai méd-
szereket is hasznalunk.



A masodik probléma, amelyet targyalunk, polinomok és szdmtani soro-
zatok egymast koveto tagjai szorzatainak kozos értékeivel foglalkozik.
Itt a kiindulépont Fermat és Euler egy klasszikus eredménye, mely sze-
rint egy szdmtani sorozat négy egymast kovetd tagjanak szorzata (a
trividlis esetektol eltekintve) nem lehet négyzet. A teriilet legfonto-
sabb tétele Erdds és Selfridge eredménye [27], amely szerint egymadst
koveto pozitiv egész szamok szorzata sosem teljes hatvany. Ezt az
eredményt tObb szerzo szamos iranyba altalanositotta, tobbek kozott,
de nem kizarélagosan Shorey, Tijdeman, Saradha, Gyo¢ry, Bennett,
Hajdu, Pintér, Tengely és Siksek (lasd [2, 35, 36, 60, 61, 62, 64, 67]).
A hérom legfontosabb irany a kovetkez6: hagyjunk el néhany tényezot
a szorzatbol; az egymadst koveto egész szamok helyett tekintsiik egy
szamtani sorozat egymast kovetd tagjait; a jobb oldalon y* helyett
vegylink egy ¢(y) € Zly] polinomot. Olyan 1j eredményeket muta-
tunk be (lasd [42] és [44]), melyek ezen irdnyok kozos dltalanositésai,
és szamos kapcsolodd eredményt altalanositanak. Kiilonbozo végességi
eredményeket adunk a

[[(z—c—ad)=g(y)

acA
egyenlet x, y egész megoldasaira, ahol g(y) € Zly], ¢, d raciondlis szdmok
és valamilyen n egészre A C {1,...,n}. Azaz a bal oldali szorzat egy
szamtani sorozat tagjaibol all. Abban a specialis esetben, amikor g
eltolt hatvany, azaz g(y) = ay® + b, eredményiink a Baker-mddszeren
alapul és effektiv. Altalinos g esetén Bilu és Tichy [8] klasszikus tételét
hasznaljuk, és a tételek ineffektivek. Ezen erds eszkozok hasznélatahoz
szamos Otletet kombinalunk. Tobbek kozott bemutatunk egy jonnan
felfedezett kapcsolatot a Prouhet-Tarry-Escott probléma és polinomok
dekompondlhatésaga kozott, ami kulcsszerepet jatszik az érvelésiink-
ben. Végill megemlitjiik, hogy egy részben kapcsol6dé publikdcionk
[41] az AIB! = C'! egyenlettel foglalkozik, béar az eredményeket a disszer-
taciéban nem mutatjuk be.

A harmadik vizsgalt tertiilet szamtani sorozatok els6 N tagjaban el6-
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fordul6 f-edik hatvanyok Py(N) szaméval foglalkozik. A kiindulépont
Erdés egy sejtése, melyet Szemerédi [66] bizonyitott: Py(N) = o(N).
Rudin egy jéval erésebb sejtése, hogy Py(N) = O(VN). Ez a sejtés
még nyitott, de tobben is publikaltak mar mély eredményeket a kér-
désben, tobbek kozott Bombieri, Granville, Pintz, Zannier és masok
(lasd [10, 11]). Nemrégiben Hajdu és Tengely [46] kiterjesztették a
vizsgalatot ¢ = 2-r6l az altalanos esetre, és megmutattak, hogy min-
den ¢ esetén van egy ,,legjobb” szamtani sorozat, ami aszimptotikusan
a legtobb (-edik hatvényt tartalmazza. A mi j eredményeink [43]
kétiranyuak. Egyrészt megmutatjuk, hogy a ,legjobb” sorozat csak
,,kicsit tobb” f-edik hatvanyt tartalmaz, mint az ,,atlag”. Masrészt
éles felso korldtot adunk a (nem rogzitett kitevéjii) hatvanyok széamara
szamtani sorozatok elso N tagjaban. Bizonyitasainkban tobb moédszert
is hasznalunk, koztitk Wigert [70] egy osztdk szaméara vonatkozé klasszi-
kus eredményét.






2. Az (n!) sorozat aszimptotikus stirtisé-
gérol

2.1. Bevezetés

A kovetkez6 jelolések és problémak segitenek az eredmények kimonda-
saban és az irodalom bemutatasédban is.

2.1. Probléma. Legyenek py, ..., p; kiilonboz6 primek, mq, ..., m; >
1 egészek és rq,...,r; egészek. Legyen

A:A(pla"'7pt;m17"'amt;7a1a"~7Tt):

{n:vy,,(n)y=r; (modmy;) (i=1,...,1)},

ahol egy ¢ prim esetén v, (k) a ¢ kitevéjét jeloli a k egész primfaktoriza-
ci6jdban. Igaz-e, hogy a p;, m;,r; (1 = 1,...,t) paraméterek tetszéleges
megvalasztdsa esetén az A nem iires (vagy akéar végtelen)? Van si-
riisége az A halmaznak? Relativ stiri? (Azaz van-e egy abszolut c
konstans, hogy az A-beli egymast koveto elemek tavolsaga legfeljebb
c?)

A fenti probléma jelentds része mar megoldott. Abban az esetben, ami-
kor pi,...,p; az els6 t prim, m; = -+ =my =2ésry=---=1r;, =0
(azaz Erdés és Graham [25] eredeti problémaéja), a 2.1 Problémaéra Be-
rend [4] adott pozitiv valaszt. Pontosabban Berend megmutatta, hogy
ekkor A végtelen és relativ stirti. Berend azt is igazolta, hogy ugyanez
igaz, ha m; = -+ = my tetszbleges (de py,...,p; tovabbra is az els6
t prim és r; = -+ = 1, = 0). Késébb Chen és Zhu [18] megfogal-
mazta a 2.1 Problémat m; = 2 és r; € {0,1} (i = 1,...,t) mellett.
(Valéjaban csak A relativ siirtiségére vonatkozdéan, a siirtiségére nem.)
Mas eredmények mellett azt is megmutattak, hogy ekkor A vagy tires,
vagy végtelen és relativ siri. Sander [59] igazolta, hogy ha t = 1,

7



akkor A végtelen és siirlisége 1/2. Szintén beldtta, hogy ¢ = 2 esetén
A mindig végtelen. Chen [17] teljesen meg tudta oldani a Chen és Zhu
[18] &ltal felvetett problémat, azaz bizonyitotta, hogy A relativ stirt,
ha m; =2 ésr; € {0,1} (i = 1,...,t) tetsz6leges. A 2.1 Problémat
tetszéleges m; (i = 1,...,t) modulusokkal el6szor Luca és Stanica
[53] vizsgaltdk (lasd Conjecture 2; bar a relativ siiriséggel nem fog-
lalkoztak). Belattak, hogy ha p; t m; (i = 1,...,t), akkor A siri, és
stirtisége 1/my - --my. Végiil Berend és Kolesnik [5] igazoltdk Conjec-
ture 2-t [52]-ben. Azaz megmutattdk, hogy a 2.1 Probléma A halmaza
mindig siird, és stirtisége 1/my - - - m.

Szintén érdekes lehet n! néhany prim elhagyasa utan ,,megmaradt”
részének a vizsgalata.

2.2. Probléma. Legyen m > 1 pozitiv egész és r egy m-hez relativ
prim egész. Legyen M = Hp|m p, és egy k pozitiv egész esetén jelolje
kM) a | egész M-mentes részét, azaz k(M) = k/ HmMp”P(k). Legyen

B=DBm;r)={n: ()™ =r (mod m)}.

Igaz-e, hogy az m,r egészek tetszéleges (érvényes) megvélasztdsa mel-
lett a B halmaz nem iires, vagy akar végtelen? Van-e stirtisége B-nek?
Relativ stirti-e?

Kés6bb latni fogjuk, hogy ennek a probléménak (kombindlva a 2.1
Probléméval) van alkalmazdsa azon n-ek halmazanak vizsgdlataban,
melyekre n! eléall harom négyzetszam Osszegeként. Ezen a ponton
csak megemlitiink egy klasszikus kérdést: mi az 11,2!,... (p — 1)!
szamok modulo p eloszldsa, ahol p prim (lasd [34] F11)? Erdés egy
kérdésére vilaszolva Rokowska és Schinzel [57] megmutattdk, hogy ha
2l,...,(p — 1)! mind kiilonb6z6 modulo p, akkor a hidnyzé maradék
—((p—1)/2)! ésp =5 (mod 8); mindazonaltal nincs ilyen 5 < p < 1000
prim. Egy édltaldnos sejtés szerint (lasd [34] F11) nagyjabol p/e modulo
p maradékosztaly nincs reprezentdlva n! altal ahogy p — oo. Ennek
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a témakornek gazdag irodalma van, ldsd [32, 47] és az ottani hivat-
kozésokat. Mds, hasonl6 kérdések is taldlhatok [52]-ben.

A 2.1 és 2.2 Problémék kombinaciéjaként vizsgaljuk az alabbit.

2.3. Probléma. Legyenek pq, ..., p; kiillonbozo6 primek, mq, ..., m; és
T, ..., egészek, melyekre m; > 2 (i = 1,...,t). Legyen tovabba
m > 1 egész, r egész és Inko(m,r) = 1. Legyen M = Hp‘mp és legyen

C:C(plu'"7pt;m17"'7mt;rlu"'7rt;m;r) =

{n:v,(n))=r; (modm) (i=1,...,t)é (n)M =7 (modm)}.

Igaz-e, hogy a p1,...,ps, my,...,my, T1,...,7¢, m,  paraméterek tet-
szOleges (érvényes) megvélasztasa mellett a C' halmaz nem iires, vagy
akar végtelen? Van-e stirtisége C-nek? Relativ stirt-e?

Szerintiink a valasz minden esetben igenlé. Pontosabban, azt sejtjiik,
hogy a B és C halmazoknak van stiriiségiik és ezek 1/p(m) illet-
ve 1/my---myp(m). (Ahogy méar emlitettiik, A-nak van stirtisége,
mégpedig 1/m; - - - my, ahogy Berend és Kolesnik [5] bebizonyitottak.)
Ez azt jelentené, hogy az A és B halmazok ezen tulajdonsigai fiigget-
lenek.

A 2.2 és 2.3 Problémak esetében csak kevés eredmény ismert, azok is
faktorialisok harom négyzetszam oOsszegeként vald reprezentaciéjaval
kapcsolatosak. Ekkor a 2.3 Probléma t =1, py =2, =0, m =8
és r = 7 esetében vagyunk. Deshouillers és Luca [21] bebizonyitotték,
hogy azon n-ek strtisége, melyekre n! eloall harom négyzetszam Ossze-
geként 7/8, s6t, megmutattdk, hogy ezen n-ek szdma N-ig (7/8)N +
O(N?/3). Megemlitjiik, hogy a pozitiv egészek halmazéara a kapcsol6do
eredmény mar régéta ismert. Konnyen ellendrizheté (igy bizonyara
régéta tudott, de sajnos nem taldltunk hivatkozast hozza), hogy azon
egészek halmazanak stirtisége, melyek primfaktorizaciéjaban a 2 ki-
tevéje paros, 2/3. Tovabba, azon egészek halmazdnak 1/4 a stirtisége,
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melyek paratlan része 7-tel kongruens modulo 8. Nem meglep6 tehat,
hogy azon egészek halmazanak stliriisége, melyek nem éallnak el harom
négyzetszam Osszegeként éppen 1/6. Ezt Landau [49] bizonyitotta.
(Wagstaff [68] ugyanezen halmaz Schnirelmann stiriiségét vizsgalta.)

A fent emlitett problémak erdsen kapcsoléodnak faktoridlisok harom
négyzetszamként vald reprezentaciéjahoz. Régota ismert, hogy az

n! = z?

egyenletnek nincs n,x nem negativ egész megoldasa n > 1 esetén.
Ez kovetkezik példaul a Bertrand posztulatumbol. Adodik a kérdés:
létezik-e végtelen sok n!, melyben a p € P primek kitevéi parosak
primek egy P véges halmazara? Abban az esetben, amikor P az elsé t
primszdm Erdés és Graham [25] vetette fel a problémat. Sok figyelmet
vonzott ez a kérdés. Erdés és Oblath [26] mutatta meg, hogy az

n! = 2? + 3

egyenletnek nincs n, x, y nem negativ megoldasa, ha n > 6. (Azonban
6! = 720 = 122 +242.) Ez kovetkezik példaul abbdl, hogy n > 7 esetén
létezik legalabb egy 4k + 3 alaki p prim n/2 és n kozott (lasd [15] és
[22]). Masfell Lagrange egy klasszikus eredménye szerint az

n! = a® +y? + 22 + w?

egyenlet minden n esetén megoldhato x, vy, z, w nem negativ egészekkel.
Tekintsiik most a fennmarado

n! = 2%+ 9 + 2° (1)

egyenletet n,x,y, z nem negativ egészek mellett. Gauss egy klasszi-
kus eredménye szerint egy egész pontosan akkor nem all el6 harom
négyzetszam osszegeként, ha 22%(8b + 7) alaku valamely a,b nem ne-
gativ egészekkel. Ez kozvetlen kapcsolat a 2.3 Problémahoz.
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Ahogy lattuk, n! legfeljebb két négyzetszamként vald eloallitasanak
kérdését az elsé n egész kozotti primek kérdéseként kezelték. Az egy-
masutani egészekbol allé blokkok legnagyobb primfaktoranak kérdését
szintén sokat vizsgaltak. Kapcsolodd eredmények talalhaték Shorey és
Tijdeman [64] cikkében és az ott szereplé hivatkozdsokban.

Ebben a fejezetben a legaltalanosabb megfogalmazott téméval, azaz
a 2.3 Problémaval kapcsolatos 1j eredményeket mutatunk be, a mo-
dulusok egy adott p prim hatvanyai lesznek. Megmutatjuk, hogy a
paraméterek tetszoleges megvélasztasa esetén a C halmaznak létezik
stirtisége, és ez a sejthetd érték. Szintén bebizonyitjuk, hogy C' relativ
strt egy explicit korlat mellett. A p = 2, my; = 2, m = 8 esetben azt is
megmutatjuk, hogy N-ig a hibatag aszimptotikusan O(N'/?log® N),
azaz Deshouillers és Luca [21] eredményét tovdbb javitjuk. Ebben a
specidlis esetben is adunk korlatot C' szomszédos elemeinek tavolsagara.

2.2. UJ eredmények

Az eredmények megfogalmazasahoz bevezetiink néhany jelolést. Le-
gyen p prim és a,b pozitiv egészek. Ebben a fejezetben feltessziik,
hogy p, a, b rogzitettek. Legyenek

L=1{0,1,....p° =1}, L={i : 1<i<p’ pti} és I=1 x1I.
Ekkor |I] = (p — 1)p*™®1. A konnyebb hivatkozds kedvéért az o €
I, és f € Iy elemek rendre olyan tetszlleges «, B, p 1 [ egészeket
jelolnek, melyekre o/ € Iy, ' € I, valamint o/ = « (mod p*) és
B = (mod p?).
Legyen («, B) € I esetén

He®) ={n y(n)=a (modp?), (n)® =4 (mod p"}.
Végiil hasznaljuk a kovetkezo konvencidkat:

v(0) =0, 0P =1,
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Az elsé két tételiink a 2.3 Probléma t = 1, m; = p® és m = p® esetét
oldja meg, ahol a, b tetszoleges egészek, p; = p tetszoleges prim, ry és
r tetszéleges egészek. A kovetkezd tétel megmutatja, hogy a (v,(n!)
(mod p?), (n))®) (mod pP)) parok egyenlen oszlanak el a lehetséges
parok kozott.

2.1. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [40]). Minden (a,8) € I esetén a

H@P) halmaz siirisége 1/(p — 1)p*+=1.

A relativ stirtiség esetén explicit felsé korlatot adunk a H(*#)-beli szom-
szédos elemek tavolsagara.

2.2. Tétel (A Papp, L. Hajdu [40]). Minden (o, 3) € I esetén a H®P)
halmaz relativ sird. Tovdbbd, ha H™? < H™ < HI™P < 4
H @A) halmaz elemei, akkor

Hz(Jo:lﬂ) . HZ'(OM,B) < 2pmax(a,b)+b(p—1)p“+2b*2—b+1

minden © > 1 esetén.

A fenti két tétel egyszert kovetkezménye az alabbi.

2.1. Kovetkezmény. Minden o € I; és B € I esetén az
{(n:v,(M)=a (modp")} é {n:(n)P =4 (modp’}

halmazok relativ stirik, és siriségik rendre 1/p* és 1/(p — 1)p*~1.

Megjegyezziik, hogy az els6 halmaz 1/p® siiriisége kovetkezik Berend

és Kolesnik [5] kordbban emlitett eredményébél is.

Most hasonlé, de precizebb eredményeket adunk a p = 2, a = 1 és
b = 3 specialis esetben. Ez az eset azért érdekes, mert ez irja le azon
n-ek halmazat, melyekre n! el6all harom négyzetszam OGsszegeként.
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A kovetkezé tétel javitja, és kiterjeszti Deshouillers és Luca [21] ered-
ményét. Cikkiikben 6k csak az (o, 8) = (0,7) esetet vizsgaltak (bar
ugy tinik, hogy a [21]-ben hasznalt mddszerek més («a, §) esetén is
hasznalhatdk). Eredményiink jelentsen javitja a [21]-ben adott O(z%/3)
hibatagot.

2.3. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [40]). Legyenek p =2, a=1,b=3 és
(a, B) € I. Ekkor minden x > 0 esetén

[H @D N0[0,2)] = (1/8)x + O(«'/* log* ).

Utolsé fejezetbeli tételiink pontos értéket ad a H(@P)-beli szomszédos
elemek maximalis tavolsagara.

2.4. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [40]). Legyenek p =2, a=1,b=3 és
(o, ) € I. Ekkor a H® halmaz relativ stiré. Tovdbbd, ha Hl(a’ﬁ) <
HQ(O"B) < H:ga’ﬁ) <... a H*® halmaz elemei, akkor Hi(f’lﬁ) - Hi(a’ﬁ) <
42 minden i > 1 esetén. A 42 felsd korldat minden («, ) € I esetén

éles.

2.1. Megjegyzés. Vildgos, hogy ap=2,a=1¢és b < 3 esetén a 2.1
Kovetkezmény a 2.3 és 2.4 Tételekbdl is adddik.
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3. Polinomok dekomponalhatésagaval és di-
ofantikus egyenletekkel kapcsolatos ered-
mények

Ebben a fejezetben

(x—a1) - (z —a) = g(y)

alaku diofantikus egyenletekkel foglalkozunk az {as,...,a;} halmazra
fennall6 kiilonbozo feltételek mellett. Az els6 alfejezetben azt az esetet
vizsgaljuk, amikor a bal oldalon szamtani sorozatok egymast kovetd
tagjainak szorzatai vannak, de egy tag hianyzik. Ezutan a maésodik
alfejezetben egy tovabbi dltalanositast adunk, amikor a bal oldalon
tobb hidnyzo tag is van.

3.1. Szamtani sorozatok tagjai szorzatanak eltolt
hatvanyértékei

3.1.1. Bevezetés

Erdés és Selfridge [27] egy klasszikus eredménye szerint egymast kovetd
egészek szorzata sosem teljes hatvany, azaz az

zl+1)-(z+n—-1) =y (2)

egyenletnek nincs megoldédsa z,n,y, ¢ pozitiv egészek mellett (n > 2
és ¢ > 2). Ezt az eredményt és a (2) egyenletet is sokan sok irdnyban
altalanositottak.

A probléma elsé kiterjesztése az, amikor a (2) egyenlet bal oldaldn egy
tényezot elhagyunk a szorzatbdl, azaz az

zr+1)--(z+ji-DE+i+1)-(z+n-1) =9
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egyenletet vizsgaljuk =, n,y, ¢ pozitiv egészek mellett (n > 2, £ > 2 és
0 <j<n-—1). Erdés és Selfridge egy sejtését igazolva Saradha és
Shorey [60, 61] megmutatta, hogy a fenti egyenletnek harom megoldasa
van: " 6l 10!

— =2, — =12 — =720"

3 5 7
Az altalanositdsok koziil masodikként azt emlitjiik, amikor szomszédos
egészek helyett szamtani sorozatok egymast kovetd tagjai szerepelnek

a bal oldalon. A legtobb figyelmet talan ez az irany kapta, az
v(z+d) - (xr+(n—1)d) =y

egyenlet x, d, n,y, ¢ pozitiv egészekben (n > 2, ¢ > 2 és Inko(z,d) = 1).
Néhany (enyhe, de sziikséges) feltétel mellett Darmon és Granville [19]
bebizonyitottak, hogy rogzitett n és £ esetén az egyenletnek csak véges
sok z,d,y megolddsa van. (Tovabbi altaldnositasokért ldsd Gyodry,
Hajdu és Saradha [37] munkdjit.) Bennett és Siksek [2] igazoltdk,
hogy ha n elég nagy, akkor az egyenletnek véges sok z,d,y, ¢ meg-
oldasa van. Masfeldl, kicsi n-ekre, 3 < n < 35 esetén Gyory, Hajdu
és Pintér [36] bizonyitottak, hogy — Erdés egy sejtésének megfeleléen,
néhany trivialis, sziikséges megszoritassal — az egyenletnek nincs meg-
oldasa. Szintén megemlitjiik, hogy a két irdny kombinélasdval Saradha
és Shorey [62] bizonyitottak eredményeket abban az esetben, ha a bal
oldalon szamtani sorozat egymast koveto tagjainak szorzata all, de egy
tényezd hidnyzik.

A (2) egyenlet harmadik altaldnositdsa az, amikor a jobb oldalon y*
helyett egy tetszoleges polinomot néziink, azaz

z(xz+1)-(r+n-1)=g(y),

ahol x,n,y egészek, n > 0 és g(y) € Q[y|. Kiemeljik Kulkarny és
Sury [48] eredményét, akik teljesen leirtdk, hogy rogzitett n esetén
mikor lehet végtelen sok x,y, megoldasa az egyenletnek. Tovabba,
abban a specidlis esetben, amikor g(y) = ay’ + b, Yuan [71] effektiv
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fels6 korlatot adott x,y-ra, mig Bilu, Kulkarny és Sury [7] ineffektiv
végességi eredményt bizonyitott x,n,y, f-re. Néhany tovabbi feltétel

mellett g(y) = ay’-re Levin ([50] 5. Fejezet) valamivel ltalanosabb

Yy

z) esetben

tételeket igazolt. Szintén megemlitjiik, hogy a g(y) = (
Erdés [23] és Gyéry [35] nyomén minden megoldds ismert.

Ebben a fejezetben a fenti eredmények kozos altaldnositasat vizsgaljuk.
Tekintsiik az

v(@+d)-- (x4 (= Dd) e+ G +1)d)--(z+(n—1)d) = g(y) (3)

egyenletet x,d,n,y egészekben (d # 0, n >3 és0 < j <n— 1), ahol
gy) € Qly]. A j =0 (vagy j = n — 1) esetek a klasszikus esetet
adjék vissza. Végességi eredményt adunk a (3) egyenlet megoldasaira.
Abban az esetben, amikor g(y) = ay’ + b, effektiv végességi korlatot
adunk x,y-ra. Megjegyezziik, hogy a bal oldalon szereplé polinomok
néhany specialis, teljesen leirt esetet kivéve nem dekomponalhatoak.
Szamos eredmény ismert, melyekben kombinatorikus polinomok poli-
nomértékeit vizsgaljak, de az irodalom gazdagsaga miatt csupan felso-
rolunk néhény hivatkozast [1, 6, 13, 38, 39, 45, 65].

F6 eszkoziink Schinzel és Tijdeman [63], valamint Brindza [12] ered-
ményeit felhasznalva a Baker-moédszer, de az alkalmazasukhoz kombi-
natorikai médszereket is hasznélunk.

3.1.2. Uj eredmények

Az eredmények megfogalmazasahoz bevezetiink néhany jelolést. Le-
gyenek n,j,d egészek, melyekre d # 0, n > 3és0 < 57 < n—1,
valamint legyen

foj(@) =2(@+d)---(x+ (G = Dd)(z+ (G +1)d) - (z + (n = 1)d).

Kiemeljiik, hogy a kovetkezd tételben ¢ is valtozo, tehat valdjaban a
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g(y) polinomesaladrol szdl az allités.

3.1. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [42]). Legyenekn >8,0<j<n—1
és legyenek a,b € Q, a # 0. Ekkor az

foj(@) = ay’ +b (4)

egyenlet minden egész x,y,l (¢ > 2) megolddsdra max(|x|, |y|,€) < Cy,
ahol Cy eqy effektiven kiszamolhato, csak n,a,b-tol fiiggo konstans. Az
0 =23 esetekben az |y| < 1 konvencidt haszndljuk.

3.1. Megjegyzés. Konnyen ellenérizheto, hogy
fra(x) = (2° + 9d2® + 20d*z + 6d*)* — 36d°. (5)

Ezek szerint (4) azn=17,j=3,a=1,b=—36d° (= 2 vilasztéssal
végtelen sok x,y egész megoldassal rendelkezik. Ez mutatja, hogy az
n > 8 feltétel a 3.1 Tételben sziikséges.

3.2. A Prouhet-Tarry-Escott problémakor, szamta-
ni sorozatok, polinomok dekomponalhatésaga
és diofantikus egyenletek

3.2.1. Bevezetés

A Prouhet-Tarry-Escott problémakor — réviden PTE — felvetése, hogy
adjuk meg egészek olyan A, B diszjunkt halmazait, melyekben szereplo

egészek elsé k szimmetrikus polinomjainak Osszege megegyezik (ldsd
[55]). Példaul
A={2,3,7} é B=1{1,56}

esetén ha k = 2, akkor
2434+7=14+5+6 é 22+ 3F+7=1"+52+6  (6)
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Ebben az alfejezetben osszekapcsoljuk a PTE problémat és azt a kér-
dést, hogy mely f(z), g(z) € Z[z] polinomok esetén van az f(z) = g(y)
egyenletnek végtelen sok (z,y) € Z? megolddsa, ha f gyokei egyszere-
sek és (majdnem) szamtani sorozatot alkotnak. Mindkét problémat so-
kan vizsgaltdk. Kiemeljiik, hogy a masodik (Bilu és Tichy [8] egy mély
eredménye nyomén) szoros kapcsolatban van polinomok dekomponédl-
hatésagaval. Az f(x) € Q[z] polinom dekompondlhatd, ha felirhaté
nemtrividlisan f(z) = hy(ho(x)) alakban, ahol hy, hy € Q[x]. (Kés6bb
ezt precizen definidljuk.) Példdul

f(x) = (2 = 1)(z = 2)(z = 3)(x = 5)(z - 6)(x = 7)
dekomponalhatd, hisz felirhaté f(x) = hy(he(z)) alakban, ahol
hi(z) = (£—2-3-T)(x—1-5-6), ho(z) = (x—2)(x—3)(z—T7)+2-3-7. (7)

A (6) és (7) egyenletek hasonlésidga nem véletlen, a kovetkezdkben
kifejtjiik a kapcsolatot ezek kozott.

Hatalmas irodalma van azon binomidlis egyiitthatéknak, melyek egyen-
16k, vagy csak egy rogzitett, kis konstansban térnek el (lasd példaul
[31, 65, 69] és az ottani hivatkozédsokat). Az utébbi publikdciéban a

szerzOk az
() ()= (%)

diofantikus egyenletet vizsgaltak, ahol fi, fo € Q[z]| és deg f1 = 2,
deg fo = k. Benne de Weger (személyes beszélgetés soran) megmutat-
ta, hogy ez az egyenlet a kovetkezd probléméahoz vezet.

3.1. Probléma. Legyen k > 1. frjuk le azon k értékeket, melyekre az
{1,...,2k + 1} halmaz feloszthat6 egy egyelemii Ay halmazra és két
Ay, Ay halmazra, melyekre k = |A;| = |Az| Ugy, hogy a o1,...,0%1
polinomok az A, Ay halmazok elemeire egyenloek.

Ez a PTE-probléma n = 2k + 1-re. De Weger megmutatta, hogy k =
1,2,3 meg van a megoldasa, és bebizonyitotta, hogy nincs megoldas
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4 < k < 14-re. Egy megoldas k = 3-ra A = {2,3,7}, B = {1,5,6}.
Ekkor
2434+7=14+5+6,

és (7) miatt

243 LT — (2432472
2.342.743. 7= 2H3+T) 2( AT _
1 2 12 2 2
_(1+5+6) 2( A6 516456

Ebben az alfejezetben az alabbi, altalanosabb problémat targyaljuk.

3.2. Probléma. Legyen r egy rogzitett, nem negativ egész. frjuk le
azokat az n pozitiv egészeket, melyekre az {1,...,n} halmaz partici-
ondlhaté Ag, Ay, ..., A, halmazokra, ahol t > 2, |Ag| = r és

ko= A== Ay >2

ugy, hogy a o1, ...,04_1 szimmetrikus polinomok az A; (i = 1,...,t)
halmazok elemeire egyenloek.

Azaz el lehet-e hagyni ,,néhany” elemet az {1,...,n} halmazbdl, hogy
a maradék elemek feloszthatdak ¢ részhalmazra, melyekre paronként
teljesiil a PTE-tulajdonsag? Vilagos, hogy a 3.1 Probléma az r = 1,
t = 2 specialis eset.

A 3.2 Tételben megmutatjuk, hogy ha r elég kicsi n-hez képest, akkor
csak k = 2 lehetséges, és az A, Ao, ..., A; halmazok szimmetriku-
sak. Egy A = {ay,...,ar} C R, a1 < .-+ < a3 halmazt szimmet-
rikusnak neveziink, ha az a; + agy1—; (i = 1,...,k) Osszegek mind
egyenlOk. Vilagos, hogy ez a szimmetria egyben a PTE-tulajdonségot
is biztositja.

Most bemutatjuk a kapcsolatot a PTE-probléma és a dekomponal-
hatésag kozott. Ehhez bevezetiink néhany jelolést. Legyen K test és
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f € Klz]. Ekkor f dekompondlhaté K felett, ha léteznek hy, hy € K|x]
polinomok, melyekre

f(ZE) = hl(hQ(ZL')) (hl,hg S K[I], degh1 > l,deg hy > ]_)

Kiilénben f nem dekompondlhaté. Ha f(x) = hy(he(z)) és A(z) €
K] lineéris polinom, akkor f(x) = hz(h4(z)), ahol hz(z) = hy (A7 (x))
és hg(x) = A ha(x)) egy masik dekompozicidja f(x)-nek. A tovébbi-
akban nem tesziink kiilonbséget az ilyen, ekvivalens dekompoziciok
kozott. Tovabba, az f(x), f(A(z)), illetve az f(x), A(f(x)) polinomo-
kat ekvivalenseknek nevezziik. Hatalmas irodalma van a polinomok de-
komponalhatésdganak (lasd példaul [6, 8, 9, 20, 29, 30, 56| és az ottani
hivatkozdsokat). A 3.3 Tételben megmutatjuk, hogy a PTE probléma
ezen valtozata ekvivalens bizonyos polinomok dekomponalhatésaganak
kérdésével.

Ezt felhasznalva a 3.1 Kovetkezményben megmutatjuk, hogy adott n >
r > 0 egészek mellett, ahol r elég kicsi n-hez képest, hogy ha A C

{1,...,n}, |A| =n —r esetén az
faca(®) =[]z —c—ad), e,deQ, d#0 (8)
acA

polinom dekompondalhaté Q felett mint hy (ho(x)), akkor hy és hy egyér-
telmiien megadhatd. Az fa . q4(z) polinom nem mds, mint egy szamtani
sorozat n egymast koveto tagjabdl r tag elhagyasaval maradt tagok
szorzata. Példaul ha

fa(x) = fapa(z) = (x=1)(z=2)(z=3)(z—4)(z—06)(z=T7)(x—8)(z—9)
dekomponalhaté mint h(ho(z)), akkor, ekvivalencia erejéig

ho(x) = 2* — 10z, hi(z) = (v + 9)(x + 16)(x + 21)(z + 24).

Ezutan a fenti eredmények felhasznalasaval végességi tételt adunk arra,
hogy egy (8) alaki f4.q polinom hanyszor vehet fel olyan értéket,
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amelyet egy adott P(x) € Q[z] polinom is felvesz. A 3.4 Tételben
végességi eredményt adunk fa.q azon értékeinek szamara, amelyeket
egy masik P(z) € Q[z] polinom is felvesz. Ez az eredmény a fentiekhez
hasonléan ineffektiv.

Viégiil vizsgaljuk az fa .4 eltolt hatvanyértékeit (azaz az ay’ + b alaku
értékeket). Kapcsolddé problémékat szémos szerzé vizsgalt mar, az
irodalmat az el6zo alfejezetben attekintettiik. A 3.1 Tételtinket fogjuk
altalanositani, megjegyezziik azonban, hogy altalanosabb eredményiink
bizonyitasaban a 3.1 Tétel fontos szerepet jatszik.

A 3.5 Tételben az

faed(®) =ay’ +b
egyenletben effektiv felsé korlatot adunk az /¢, x,y értékekre. Ez az
eredmény azt (is) jelenti, hogy az n > 24 egészekre és a,b raciondlis
szamokra (a # 0) létezik egy effektiven kiszdmolhaté Co konstans,
melyre az f4(z) = ay’+b egyenletre, ahol A C {1,2,...,n},|A| =n—2
fennall, hogy (|z|, |y|, ¢) < Cs.

Eredményeink elérelépést jelentenek annak a problémanak a megoldasa
felé, hogy mennyire lehet | ritkitani” egy szamtani sorozatot ugy, hogy
a megmaradoé tagok szorzata még mindig csak véges sokszor lehet egy
adott polinom, vagy egy eltolt hatvany értéke.

3.2.2. Ijj eredmények

A 3.2 Problémahoz kapcsoléan az aldbbi tételt bizonyitjuk.

3.2. Tétel (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Legyenek n,r nem
negativ egészek, melyekre

n > 2r3? 4 5r +8. (9)
Ekkor {1,...,n} minden 3.2 Problémdban leirt dekompozicidjanak az

aldbbi szerkezete van. A :={1,...,n}\ Ao, r = |Ao|, tovdbbd k = 2 és
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minden A; = {agi), aéi)} (1 =1,...,t) osztaly szimmetrikus az

a::nirZa (10)

a€A

értékre, azaz
"+ =2a (i=1,...,1).

3.2. Megjegyzés. A 3.2 Tétel teljes védlaszt ad a 3.2 Probléméra n >
2r3/2 4 5r 4+ 8 esetén. Mdsrészrél, minden 7, n-re, amikre n—r paros, ha
A={1,...,n}\ A szimmetrikus a-ra (azaz ha a € A akkor 2a—a € A),
akkor van a 3.2 Probléma&aban leirt particié k = 2-re.

3.3. Megjegyzés. A 3.2 Tétel kovetkezo kiterjesztése is igaz. Legyen
bi,...,b, egy nem konstans racionalis szamtani sorozat. Legyen B =
{b1,..., by} és tegyiik fel, hogy By, By, ..., B; olyan particiondldsa B-
nek, melyre r := |By|, k := |By| = --- = |By|, n > 2r3/? 4+ 5r + 8
és minden i = 1,...,¢ esetén a B; (i = 1,...,t) halmazok elemeinek
01, ...,0_1 szimmetrikus polinomjai egyenléek. Ekkor k = 2 és B; =
(O b5 (i =1,... ) jelélések mellett

Bl + b5 =) 4+ 00 (1< j<t).

Valdjaban by = c+das helyettesitéssel, ahol ay € A\ Ag ésc,d € Q, d #
0, konnyen belathaté n szerinti teljes indukcioval, hogy ¢ valaszhato
0-nak. Ekkor d = 1 valasztassal az allitas adodik.

A kovetkezo eredmény megadja a kapcsolatot a 3.2 Problémaban leirt
particiok és bizonyos polinomok dekomponélhatésaga kozott.

3.3. Tétel (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44)). Legyen n pozitiv
egész ésr nem negativ egész. Ekkor pontosan akkor létezik az {1, ... ,n}
halmaznak a 3.2 Problémdban leirt Ag, Ay, ..., Ay particidja, ha létezik

eqy A C{1,...,n} részhalmaz, melyre |A| =n —r és az
falz) =[x —a) (11)
acA
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polinom dekompondlhato Q felett. Tovdbbd, ha Ag, Ay, ..., As a kivdnt
particid, akkor fa(x) = hi(ha(x)) és A ={1,...,n}\ Ao, valamint

ho(e) =[] (x —a) = ]] (~a)

a€A; a€A;
h(z) = (H H(—a)> <x+ H(-@) .

3.4. Megjegyzés. A tétel bizonyitasabdl vilagos lesz, hogy hy fligget-
len attdl, melyik A; halmazzal definialjuk.

A 3.2 és 3.3 Tételek egyszerti kovetkezményeként megfogalmazzuk a
kovetkez6 allitast.

3.1. Kovetkezmény (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Legyen
A CA{l,...,n}, |Al = n—r ahol n és r egészek, melyekre r > 0 és
n > 2r3/2 + 5r + 8. Legyenek tovdbbd c¢,d € Q és d # 0. Akkor az
faca(z) = H(I —c—ad) (12)
acA

polinom pontosan akkor dekompondlhato Q felett, ha n —r pdros és A

_ 1
a::n_TZa

a€A

szimmetrikus az

értékre, és ekkor fa.a(x) (ekvivalencia erejéig) egyetlen dekompozicidja
faca(z) = ¢*((5¢ —a)?), ahol

e (x) =d""hy (z —@*). (13)
Itt hy az A halmaz Ay, ... Ay (JA1| = |Ag| = -+ = |Ay| = 2) partici-
ondldsdra a 3.3 Tételben definidlt polinom.

A kovetkez6ben alkalmazzuk eredményeinket az f4 . q4(z) = P(y) egyen-
letre, ahol P egy adott polinom. Az elsé ilyen tipusu eredmény altala-
nos, de ineffektiv: az egész megoldasok szamanak a végességét ga-
rantalja.
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3.4. Tétel (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Legyen A C
{1,...,n}, ahol |Al =n—71 azr >0 ésn > 232 4+ 5r + 8 egészekre,
és legyenek c,d € Q, d # 0. Legyen faa(x) olyan, mint (12)-ben és
legyen P(y) € Qy] melyre deg P > 2. Ekkor az

faca(z) = P(y) (14)

egyenletnek véges sok x,y egész megoldasa van, amennyiben nem az
alabbi esetek eqyikében vagyunk:

(i) P(y) = faca(T(y)), ahol T egy tetszdleges nem konstans, raci-
onalis egyutthatos polinom,

(ii) P(y) = ¢*(Qy)), ahol ¢* az, mint (13)-ban és Q egy nem
konstans, raciondlis egyutthatos polinom, aminek legfeljebb két
pdratlan multiplicitasi gyoke van.

3.5. Megjegyzés. Az (i) és (ii) esetekben konnyen adhaté olyan példa,
melyben a (14) egyenletnek végtelen sok x,y egész megolddsa van.

Ha a (14) egyenlet jobb oldala ay’+ b alakd, ahol ¢ is ismeretlen, akkor
az alabbi, effektiv eredmény igaz.

3.5. Tétel (A. Papp, L. Hajdu, R. Tijdeman [44]). Legyen A C
{1,...,n}, ahol |A| = n—r azr >0 ésn > 2r*2 4+ 5r 48 egészekre, és
legyenek c,d € Q, d # 0. Legyen tovdbbd fa.a(x) olyan, mint (12)-ben
és legyenek a,b € Q, a # 0. Ekkor az

faca(z) =ay" +b (15)
egyenlet minden x,y, ¢, { > 2 egész megoldasdra max(|z|, |y|,¢) < Cs

valamely effektiven kiszamolhato, csak a,b,c,d, n-t6l fuggé Cs kons-
tansra. Az |ly| <1 esetben az ¢ < 3 konvencidt haszndljuk.
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4. Korlatok teljes hatvanyok szamara szam-
tani sorozatokban

4.1. Bevezetés

Ebben a fejezetben egy szamtani sorozat elso N tagja kozott talalhato
hatvanyok meghatarozasanak problémaéjaval foglalkozunk.

Legyenek a, b, ¢ egészek, a > 0,0 > 2. Jeloljik az ax+0b (x > 0) szamta-
ni sorozat elsé6 N tagja kozott az (-edik hatvanyok szamat P, ;. v (€)-lel,
tovabbé Py (£)-lel ezek maximumét az Osszes szamtani sorozat kozott.
(Ez a maximum nyilvdnvaldan 1étezik.) A négyzet esetet (¢ = 2) sokan
vizsgaltak mar. Erdés sejtését [24], miszerint Py (2) = o(N) Szemerédi
igazolta [66]. Késébb, mély eszkozoket hasznalva (elliptikus és ma-
gasabb rendii gorbék, Faltings tétel, primszamok eloszlasa) Bombieri,
Granville és Pintz belattak [10], hogy Py(2) < O(N?3+°))  amit
Bombieri and Zannier Py (2) < O(N3/5+°())_re javitott [11]. Lasd még
Granville [33] cikkét hasonlé eredményekért. Rudin egy erds sejtése
szerint (1asd [58], a 4.6 bekezdés végén) Py(2) = O(V/'N), avagy, még
erésebb formaban

Az ¢ > 3 esetben nem sok eredmény ismert. [10] szerzéi (bizonyitas
nélkiil) megjegyezték, hogy mddszereikkel valdsziniileg bizonyithato,
hogy Py (3) < N3/5¢ tovabba hogy Py (f) < NVt (£ > 4).

Ebben a fejezetben éles, bizonyos értelemben altalanos korlatot adunk
az (-edik, illetve tetsz6leges (vegyes) hatvanyok szaméra egy szamtani
sorozat els6 N tagja kozott.

Az eredmények kiindulépontja Hajdu és Tengely egy cikke [46]. Meg-
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mutatték, hogy (ekvivalencia erejéig) minden (-re egyértelmiien létezik
egy ax + b szdmtani sorozat, mely aszimptotikusan a legtobb f-edik
hatvanyt tartalmazza, azaz melyre a

I {x : ax + b egy l-edik hatvany, 0 < x < N}|
Nobos IN '

hatérérték maximalis. (Az ¢ = 4 esetben két ilyen sorozat van.) A ”leg-

jobb” a,x+by sorozatot egyértelmiien meg tudtédk adni. Eredményiikkel
kiterjesztették Rudin sejtését (16) tetszéleges £ > 2 mellett (24z + 1
helyett ayz + be-lel és a jobb oldal értelemszert megvaltoztatasaval), és
ezt bizonyitottak ¢ = 3,4 esetén néhany kisebb N-re. Megjegyezziik,
hogy a probléma ezen aszimptotikus (”globalis”) véltozata egyszeriibb,
mint az eredeti "lokalis” valtozat, amikor a sorozat véges részét nézzik.
Ennek az oka, hogy az aszimptotikus megkozelités elohozza az ”atlag”-
hatast, ami megengedi, hogy az ax + b szamtani sorozatot modulo a
vizsgalhassuk egy teljes (véges) periédusban.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy minden pozitiv e-ra létezik
egy csak tole fiiggo ¢y, hogy minden ¢ > ¢, esetén az (-edik hatvanyok
szama béarmely (egész) szdmtani sorozat elsé N tagjidban legfeljebb
(1+ 5)\Z/N, ha N elég nagy e,/, és a sorozat fiiggvényében. Ez az
eredmény éles abban az értelemben, hogy végtelen sok ¢-re talalhato
olyan ¢; = ¢;(¢) > 1 konstans és hozzd egy szamtani sorozat, mely-
ben elég nagy N-re tobb, mint ¢;v/N (-edik hatvany van. Szintén éles
korlatot adunk tetszéleges (nem rogzitett kitevjil) hatvanyok szamara
egy szamtani sorozat els6 N tagja kozott. Bizonyitasunkban Wigert
egy oszték szamardl szdlé klasszikus tételét [70], Hajdu és Tengely
egy kapcsolddo aszimptotikus eredményét [46], és egy olyan 1j becslést
haszndlunk, amelyik Hajdu és Tengely egy [46]-beli kérdésére vonat-
kozik.

Szintén felso korlatot adunk tetszoleges teljes hatvanyok szamara szam-
tani sorozatokban. Jelolje P, v (%) a (tetsz6leges) hatvanyok szamat
egy ax+0b (xr > 0) szdmtani sorozat els6 N tagja kozott. Megmutatjuk,
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hogy — ahogy varni lehet —, a négyzetek szama a donto.

4.2. Uj eredmények

A bevezetd jeloléseivel most bemutatjuk az 4j eredményeket.

’

4.1. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [43]). Minden € > 0 esetén létezik
egy csak téle fiiggd Ly, mely mellett minden ¢ > {y esetén P, pn(f) <
(1+¢)V'N, ha N > Ny. Itt Ny = Ny(e, £, a,b) csak e, £, a,b-t6l fiigg.

4.1. Megjegyzés. A tétel éles abban az értelemben, hogy 1 4 & nem
helyettesithetd 1-gyel, és az ¢ > {, feltevés is sziikséges. Valdjaban
[46] Theorem 1 (és az utdna lévé Megyjegyzések) miatt végtelen sok
{ > 2 esetén létezik egy o, > 0 és egy a,x + by szdmtani sorozat, melyre
P vn(l) > (14 6¢)vV'N minden N > Ny esetén. Itt Ny = Ny(¢) csak
(-t6l figg.

Vilagos, hogy ha egy ax + b sorozat tartalmaz f-edik hatvanyt, akkor
végtelen sokat tartalmaz és minden N > Nj esetén

1
Pa,b;N(€> > %\Z/N,

ahol Ny csak a, b-t6l fiigg.

Megemlitjiik, hogy a 4.1 Tétel bizonyitasaval megvalaszoljuk Hajdu és
Tengely [46] egy kérdését.

Kovetkezzék a vegyes hatvanyokrol szolo tétel.

4.2. Tétel (A. Papp, L. Hajdu [43]). Legyen ax + b (z > 0) egy
szamtani sorozat. Ekkor minden € > 0 esetén létezik eqy Ny, melyre
minden N > Ny esetén

Popn(*) < (\/§+5) VN (17)
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Teljesiil. Itt Ny = Ny(e,a,b) csak €, a, b-tdl figg.

4.2. Megjegyzés. Konnyen ellenérizhet$ (lasd [46]-ban Theorem 1-

. Posin(2) \/§
1m —F— = —.
N—o0 v N 3

Ez mutatja, hogy a fenti eredmény éles.

et), hogy

Szintén konnyen lathatd, hogy Inko(a, b) = 1 esetén végtelen sok ¢ ki-
tevd 1étezik, melyre ax+b tartalmaz (-edik hatvéanyokat. A Inko(a,b) =
1 feltétel itt nem elhagyhat6, példdul a 4z+2 (z > 0) szémtani sorozat
nem tartalmaz teljes hatvanyt.
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