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Bevezetés

A renormélési csoport (RG) médszer alapgondolata ahhoz kot-
hetd, hogy a makroszkopikus fizikai rendszerek tulajdonsagait
a mikroszkopikus alkotorészek viselkedésébdl kiindulva érthet-
jik meg. A renormalasi csoport modszer olyan problém&k
megoldasanal bizonyul hatékonynak, ahol sok hosszskalat kell
figyelembe venni. Ilyen példaul a kritikus jelenségek kore, ahol
az RG modszer segitségével szisztematikusan, 1épésrol 1éprésre
haladva az atomi szintii fluktudciéktol kezdve a nagyobb skéalak
felé az Osszes fluktuaciot kiintegraljuk. Természetesen az RG
mobdszer a modern fizika sok mas teriiletén is alkalmazhatd,
tobbek kozott a kondenzélt anyagok korében, az asztrofizika-
ban, vagy a részecskefizikaban, ahol skalaris, fermionikus és
mértékelméletek esetén is hatékony mddszernek bizonyul.

Eredetileg az RG médszert euklideszi téridében fogalmaztak
meg, a statisztikus fizika elemeit felhasznalva, azonban bizo-
nyos modellek esetén, kiillonosen a részecskefizikaban, felmeril
a kérdés, hogy ez megfelel§ keretet biztosit-e? A kvantumtérel-
mélet valds idében, azaz Minkowski-téridoben van megadva, és
ugyan a general6é funkciondlja nagyon hasonlit a statisztikus
fizika particiés fiiggvényéhez, az euklideszi téridével szemben
a valds idejli szamolasok szolgalhatnak helyes eredménnyel a
térelméleti modellekben. A renormaéldsi csoport modszer valés
ideji megfogalmazasa fontos feladat, aminek megvaldsitasara
tobbféle lehetséges 1t van a szakirodalomban.

Az RG moddszer kozéppontjaban az evolicids egyenletek
allnak, ezek adnak informéciét a modell viselkedésérol a kiilon-
b6z6 hosszskalakon, illetve a fazisszerkezetrél és fixpontokrol.
A renormaélési csoport egyenletek megfogalmazasara tobb le-
het6ségiink van, ezek koziil a Wegner-Houghton-egyenlet és a



Wetterich-egyenlet is népszerii valasztas. Az el6bbi a blokko-
hatas fejlédését adja meg. Mindkét egyenletnek megvannak a
maga elonyei és hatranyai, amelyeket a vizsgalt modell fényében
kell mérlegelni és eldonteni melyik hasznalata az elényosebb.

Célkituzések

A kutatdsom legfébb célja a funkciondlis renormaélasi csoport
modszer kozvetleniil valds idében torténd alkalmazédsa. Az
egyik alap feladatom tehat az volt, hogy a Wegner-Houghton-
és Wetterich-egyenleteket Minkowski-téridében fogalmazzam
meg. Ezek alkalmazhatdsagat két, jol ismert skaldris modell
vizsgalataval teszteltem. A célom az volt, hogy a ¢* elméletet
és a sine-Gordon modellt kozvetleniil valés id6ben tanulmé-
nyozzam a Wetterich-egyenlet segitségével, meghatirozzam a
fazisszerkezeteket és fixpontokat, és Osszevessem az euklideszi
téridében kapott eredményekkel.

Szintén sokat vizsgalt modell a konform redukalt aszimp-
totikusan biztonsigos (AB) gravitdcié modellje, ahol elészor
nem a valds idejl kezelés, hanem a modell megismerése volt
a célom. Ehhez a konform redukalt Einstein-Hilbert hatéas
nem-lokalis tagot is tartalmazé esetét vizsgaltam a Wegner-
Houghton-egyenlet keretén belil. Az anomélis dimenziét a
hatas potencidlis és kinetikus tagjabdl is meghatarozva, gomb-
és hengerszimmetrikus geometridban kerestem a Reuter-fixpont
helyét és az azt jellemz6 exponenseket.

A konform redukélt AB gravitacié Minkowski idejli vizsgéla-
ta fontos 1épése a munkamnak. Itt az Einstein-Hilbert hatasba
1j csatolasok bevezetésével a Lorentz-szimmetria esetleges sé-



rilésének vizsgalata volt az egyik célom, a derivaldsban a tér
és id6 komponenseinek kilonvalasztdsaval. A mésik cél az 1j
csatolasokkal felirt modell fixpontjainak és fazisszerkezetének
feltérképezése volt.

Tézispontok

1. Levezettem a Wetterich-egyenletet Minkowski-téridében
hengerszimmetrikus geometriat hasznélva, és meghata-
roztam a ¢? elmélet fixpontjait [T1]. Kiszdmoltam a
Wilson-Fisher fixpont helyét és a korrelacids hosszhoz
tartozé kritikus exponens értékét. Analitikusan megmu-
tattam két csatolasnal, hogy a Wegner-Houghton egyen-
lettel ellentétben, bizonyos hengeralkoté hossz esetén
létezik a Wilson-Fisher fixpont. A csatolasok és a fix-
pontok képzetesnek adodnak. A szamolédst elismételtem
3-dimenziéban konstans hullamfiiggvény renormélas fi-
gyelembe vételével. A Wilson-Fisher fixpont itt is kép-
zetes, ahogy a korrelaciés hossz kritikus exponensének
értéke és az anomailis dimenzi6 is. Szintén Minkowski-
téridében vizsgaltam a 2-dimenzids sine-Gordon modell
fazisszerkezetét [T'1]. A modellben megmarad a Coleman
pont, ezen tdl megmutattam, hogy a szimmetriasértett
fazis tovabbi két fazist tartalmaz. Az eredményemet a
Callan-Symanzik-regulatorral kaptam, a Litim-regulator
Osszefliggd szimmetriasértett fazist mutat.

2. A konform redukalt AB gravitacioban meghataroztam a
modell fazisszerkezetét abban az esetben, amikor a hatas
nem-lokalis tagot is tartalmaz [T2]. A Wegner-Houghton-
egyenletbdl kiindulva levezettem az evoliciés egyenletet.



Az anomalis dimenziot a hatas potencidlis- és kinetikus
tagjabdl is meghatdroztam. A potencialbdl szdrmazta-
tott anomadlis dimenziét a lokalis hatasbdl szamoltam, a
kinetikus tagnal viszont a hatds nem-lokalis tagja segit-
ségével vizsgaltam az evoluciét. Mindkét esetet gobmb-
és hengerszimmetrikus geometriai elrendezés esetén is
szamoltam. Meghataroztam a Reuter-fixpont helyét és a
fixpontot jellemz6 exponensek értékét. Azt kaptam, hogy
a Reuter-fixpont UV vonzo, tovabba a fixpont fokusz,
azaz az exponensek egyméas komplex konjugéltjai negativ
valos résszel. A hengerszimmetrikus esetben, amikor a
kinetikus tagbdl szdmolom az anomaélis dimenziét ez aldl
kivétel, itt az exponensek negativak.

. Megmutattam, hogy a konform redukalt AB gravitaci-
6s modellben a Reuter-fixpont csak kozelitéleg fixpont,
amennyiben a tér és id6 iranyban figgetlen hullamfiigg-
vény renormalast vezetek be [T3]. A valés id6ben felirt
Wetterich-egyenletbdl kiindulva, a Litim-regulatort hasz-
nalva, evolicios egyenleteket vezettem le a csatolasokra.
Numerikusan meghataroztam a csatolasok futdsat, amely
azt mutatta, hogy egy kritikus skdlan til az UV tar-
tomanyban az id6 irdnya hullaimfiggvény renormélés
aszimptotikusan nulldhoz tart. Az eredményeim szerint
az elmélet Lorentz-szimmetriaval rendelkezik a kritikus
skalaig, azonban azon tul ez sériil. Tovabb noévelve a
renormalasi skdlat, a szimmetriasértés megvaltoztatja
a Reuter-fixpont kozelében 1év6 hagyoményos skélator-
vényeket, ahol minden csatolas konstansba fut. Ezzel
szemben azt kaptam, hogy ugyan a kozmolédgiai allando
tovabbra is konstans, de a Newton csatolas nulldhoz tart,



amely szerint az UV felé egy 14j fixpont jelenik meg. Az
igy kapott 0j fixpont Gsszeegyeztetheté a Horava-féle gra-
vitacios modell gravitaciomentes UV fixpontjaval. A mo-
dellben bevezettem egy 1j, a gorbiiletet szorzé csatolast,
amelyrol megmutattam, hogy relevans médon skaldzik
az UV-ben, és a tobbi csatolastdl fiiggetleniil fejlodik.
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Introduction

The fundamental idea of the renormalization group (RG) method
is that the properties of macroscopic physical systems can be
understood from the behaviour of microscopic components.
The renormalization group method proves to be effective for
solving problems where many length scales have to be consid-
ered. An example is the field of critical phenomena, where the
RG method is used to systematically integrate out all fluctua-
tions, step by step, starting from atomic-level fluctuations to
larger scales. Of course, the RG method can also be applied
in many other areas of modern physics, including condensed
matter, astrophysics, or particle physics, where it has proven to
be an effective method for scalar, fermionic and gauge theories.

Originally, the RG method was formulated in Euclidean
space-time, using elements of statistical physics, but for cer-
tain models, especially in particle physics, the question arises
whether this provides an appropriate framework. Quantum
field theory is specified in real time, i.e. Minkowski space-time,
and although its generating functional is very similar to the
partition function in statistical physics, real-time calculations
can provide the correct results in field theoretic models, as
opposed to using Euclidean space-time. The real-time formu-
lation of the renormalization group method is an important
task, and there are several possible ways to implement it in
the literature.

At the heart of the RG method are the evolution equations,
which provide information on the behaviour of the model at dif-
ferent length scales, as well as on the phase structure and fixed
points. There are several options for formulating renormal-
ization group equations, among which the Wegner-Houghton



equation and the Wetterich equation are popular choices. The
former describes the evolution of the blocked action, while the
latter gives the evolution of the effective action. Both equations
have their own advantages and disadvantages, which should
be weighed in the light of the model under consideration and
decide which is more appropriate to use.

Objectives

The main goal of my research is to apply the functional renor-
malization group method directly in real time. Thus, one of
my basic tasks was to formulate the Wegner-Houghton and
Wetterich equations in Minkowski space-time. 1 tested their
applicability by examining two well-known scalar models. My
objective was to study the ¢* theory and the sine-Gordon model
directly in real time using the Wetterich equation, to determine
the phase structures and fixed points, and to compare them
with results obtained in Euclidean spacetime.

Another much studied model is the conformal reduced
asymptotically safe (AB) gravity model, where my first aim
was not to treat the model in real time, but to learn about it. To
do this, I studied the case of the conformally reduced Einstein-
Hilbert action with a non-local term within the framework of
the Wegner-Houghton equation. Determining the anomalous
dimension from both the potential and kinetic terms of the
action, I searched for the location of the Reuter fixed point
and its exponents in spherically symmetric and cylindrically
symmetric geometries.

The Minkowski time study of conformally reduced AS grav-
ity is an important step in my work. One of my goals was



to investigate the possible violation of Lorentz symmetry by
introducing new couplings into the Einstein-Hilbert action by
separating the space and time components in the derivation.
The other aim was to explore the fixed points and phase struc-
ture of the model obtained with the new couplings.

Thesis points

1. T have derived the Wetterich equation in Minkowski space-
time using cylindrically symmetric geometry, and deter-
mined the fixed points of the ¢* theory [T1]. I calculated
the location of the Wilson-Fisher fixed point and the value
of the critical exponent associated with the correlation
length. I have shown analytically for two couplings that,
contrary to the Wegner-Houghton equation, the Wilson-
Fisher fixed point exists for a certain cylinder length. The
couplings and the fixed points are found to be complex.
I repeated the calculation in 3-dimensions with constant
wave function renormalization taken into account. The
Wilson-Fisher fixed point here is also complex, as is the
critical exponent of the correlation length and the anoma-
lous dimension. Also in Minkowski space-time, I have
investigated the phase structure of the 2-dimensional
sine-Gordon model [T1]. The Coleman point is preserved
in the model, furthermore, I showed that the symmetry-
constrained phase contains two additional phases. My
results are obtained with the Callan-Symanzik regulator,
the Litim regulator shows a continuous symmetry broken
phase.

2. In conformally reduced AS gravity, I have determined the



phase structure of the model in the case where the action
includes a non-local term [T2]. I derived the evolution
equation starting from the Wegner-Houghton equation. I
also obtained the anomalous dimension from the potential
and kinetic terms of the action. The anomalous dimension
derived from the potential was calculated from the local
term of the action, while in case of the kinetic term, I
investigated the evolution using the non-local term of
the action. Both cases were calculated for spherically
and cylindrically symmetric geometries. 1 determined
the location of the Reuter fixed point and the exponents
characterizing the fixed point. I obtained that the Reuter
fixed point is UV attractive and the fixed point is a focus,
i.e. the exponents are complex conjugates of each other
with negative real parts. The cylindrically symmetric
case, where I compute the anomalous dimension from
the kinetic term is an exception, here the exponents are
negative.

. I have shown that in the conformally reduced AS gravity
model, the Reuter fixed point is an approximate fixed
point if I introduce the renormalization of the wave func-
tion in the space and time directions independently [T3].
Starting from the real time Wetterich equation, I derived
evolution equations for the couplings using the Litim
regulator. I numerically determined the couplings’ run-
ning, which showed that beyond a critical scale in the
UV region, the wave function renormalization in the time
direction asymptotically approaches zero. My results
show that the theory has Lorentz symmetry up to the
critical scale, but that is violated beyond it. Increasing

10



the renormalization scale further, the symmetry violation
alters the conventional scale laws near the Reuter fixed
point, where all couplings become constants. Conversely,
I obtained that although the cosmological constant is
still constant, the Newton coupling tends to zero, which
implies that a new fixed point appears towards the UV.
The new fixed point is compatible with the gravity-free
UV fixed point of the Horava gravity model. I have in-
troduced a new coupling in the model that multiplies the
curvature, which I have shown to scale relevantly in the
UV and evolve independently of the other couplings.
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