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A tanulmany a lineans regresszio soran alkalmaz-
hatd diagnosztikai eljarasokrol nyujt attekintést, konk-
rét példakkal illusztralva az egyes modszerek alkal-
mazhatosagat a gyakorlatban. A részletesen kifejtett
diagnosztikai modszerek az an. befolydsos vagy szél-
sbséges esetek azonositasara fokuszdlnak. Ahogy pél-
dak is mutatjak, az ilyen adatpontok eltavolitisa az
elemzési eljarasbol tovabbi hangsilyt ad a minta alap-
vetd tulajdonsagainak kimutatasahoz, és javitja a reg-
resszios becslés pontossagat. A befolyasos esetek azo-
nositasahoz a reziduumok vizsgélatat tartjak a szerzok
a legmegfelelobb modszernek, de a wbbi kiegészitd
modszer is fontos annak értelmezésében, hogy a kiin-
dulasi determindcids egyiitthaté (R°) értéke milyen
irdnyba és mértékben mozdul el.

TARGYSZO:

Linearis regresszid.
Determinacios egyiitthato.
Reziduumok.
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Kﬁzismen, hogy noha a statisztikai elemzések eredményét akar jelentdsen is be-
folydsolhatjak a mintdban rejtve marado Gn. ,szélséséges™ vagy ,befolyasos” esetek,
am a gyakorlati tapasztalatok azt mutatjak, hogy az elemzést végzok megfeledkeznek
a szélsbséges adatok azonositasardl, és sziikség esetén az elemzésbél vald eltavolita-
sukrol. Tobbvaltozos linedris regresszios eljarasok sordn egy-egy szélsdséges eset
akar kritikusan is megvaltoztatja a regresszios modell eredményét. Ez abban is meg-
nyilvanulhat, hogy valamely fuggetlen valtozo Osszefliggését a fiiggd valtozoval
szignifikansnak mutatja, vagy ellenkez6 esetben az dsszefliggés hidnyat latszik meg-
erdsiteni. Még gyakoribb a determindcids egyitthaté (R%) értékére kifejtett hatasuk; a
regresszios modell prediktiv képessége a szélsdséges esetek eltavolitasa utan szamot-
tevoen javul. Az ilyen analitikai tévedések felvetik annak kockézatat, hogy helyes
hipotézist utasitunk el, vagy az altalunk kimutatott dsszefiiggés nagysigrendje elma-
rad a valos értéktdl. Hogy ez minél kevésbé torténhessen meg, a szélséséges esetek
azonositasara szolgalé eljarisok és azok helyes alkalmazasa segitenek az ilyen csap-
dakat elkeriilni.

Az, hogy a szélsdséges esetek azonositasinak igénye mennyire széleskéri Walsh
[2006] mutat jo példit. Az Egyesiilt Allamok Elelmiszer- és Gydogyszer-feliigyeleti
Hatésaganak (Food and Drug Administration —~ FDA) mindségbiztositasi iranyelvei
kifejezetten kotelezové teszik a gyogyszergyarak szaméra, hogy statisztikai modsze-
rekkel azonositsdk a gyartasi deviancidkat (szélsoséges adatokat). Ezzel megakada-
lyozzék, hogy a fogyasztokhoz hibas termék kerillhessen. A szélsdséges esetek azo-
nositasa a genetikai daganatkutatasban is hasznosithaté. Hu [2008] olyan modszerta-
ni megoldast ismertet, amivel visszaszorithato a fals terapias felfedezések szama.
Kumar, Kumar és Singh [2008] az egészségiigyi adatbazisokban vald szélsoséges
esetek felkutatisanak fontossagara irdnyitjak a figyelmet. Wisconsin allam emlérak
regiszterében végeztek a szélsGségek azonositdsdra iranyulé adatbanydszatot, aminek
eredményeképpen konnyebbé és gyorsabba valt a helyes klinikai diagnozis felallita-
sa, és pontosabba tették a daganatos betegek terapias menedzselését. A szélsdségek
azonositasa akar egy teljes egészségiigyi rendszert is feldlelhet. Vidmar és szerzétdr-
sai [2011] arra mutatnak példat, hogy miként hasznalja a szlovén Egészségiigyi Mi-
nisztérium a szélsdségek azonositisanak modszerét az egészségiigyi rendszer miné-
ségi indikatorainak osszehasonlito elemzésére. Mivel jelen irds szerzoi az egészség-
gy terilletén jartasak, a szemléltetés erre a teriiletre szoritkozik, de a szélsdségek
azonositasinak hasznossaga az élet barmely mas teriiletén is hasonloan értékes lehet.

Bar a befolydsos esetek hatdsa a kisebb elemszamu minték esetében még hangsi-
lyosabb lehet, fontos a szélséségek azonositisa a nagy elemszami mintikban is.
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A befolydsos esetek hatasanak vizsgilatara kevesebb figyelmet szenteld szerzok haj-
lamosak feltételezni, kiilondsen a nagy elemszamu mintéknal — a nagy szamok tor-
vénye miatt -, hogy a szélsoséges esetek hatasa a minta egészére nem szamottevo.
Ez az elképzelés mar egyvaltozos elemzések sordn is félrevezetd lehet, de a t6bbval-
tozés modellekben komoly eltéréseket hozhat létre, ami az eredmények €s a konklu-
ziok értelmezésében is megmutatkozhat. irasunk hatralévé részében Pdll és szerzé-
tarsai [2004] altal felvett nagy elemszamu minta elemzésén keresztiill mutatjuk be
azokat a valasziasi lehetdségeket, amelyek segitenek a sz¢élsdségek okozta eltéréseket
korrigalni. Ebben a vizsgalatban a szerzok 10 359 debreceni kozépiskolas tanuld
vérnyomasat mérték meg, kiegészitve a vérmnyomast befolyasolo tényezok felmérésé-
vel (életkor, testmagassag, testsuly stb.).

1. A befolyasos eset fogalma

Az angol nomenklatira alapjan ,outliernek™, azaz kirivonak, sz¢élsGségesnek ne-
vezziik azt az adatpontot, amely aranytalanul nagy torzuldst okoz a regresszids egye-
nes becslésében. A kirivo eset pontos meghatarozasara t6bb alternativa is létezik.
Fox [1997] szerint kirivo eset az, aminek az y értéke, v értékének fiiggvényeben,
szokatlanul eltér a tobbi adatponttol. Cohen és szerzétarsai [2003] szerint olyan ati-
pikus adatpontrol beszéliink, amely az adathalmaz t&bbi eleméhez nem illeszkedik
megfelelden, és mintha mas populdciobol szarmazna a megfigyelés. Bobko [2001] a
szélsbséges esetet a fliggd vagy fliggetlen valtozok kiugro értékeiként definidlja, az-
az, olyan esetnek tekinti, amely a regresszios illeszkedéstd] joval messzebb kerillt,
mint a tobbi adatpont altal kifejtett trend. Végiil pedig von Eye és Schuste [1998] a
kirivo esetet olyan adatpontnak gondolja, amely extrém messze keriilt a fliggd valto-
76 atlagatol, vagy olyan torzité hatast fejt ki a regresszids egyenes becslésére, ami
alapjaiban véltoztatja meg annak pontossagat.

Nurumnabi és Nasser [2008] szerint az emlitett helyzetek akkor llhatnak eld, ha
az adatpontokban valamilyen hiba lép fel. Az extrém adatpontnak lehetnek természe-
tes okai is, példaul a normalis eloszlastol egy-egy eset szélsbséges, de valés modon
kiilénbzik (nagyon magas vagy nagyon elhizott egyén is keriil az dtlagos mintaba).
A leggyakoribb ok azonban a mérési hiba, ami a kirivo esetek megjelenésével jarhat.
Eléfordul a hibas adatfelvitel, kédolas is, ami a helyes adatokat értelemszertien eltor-
zitja, ezaltal okozva zavart a becslési folyamatban. Kirivo esetet okozhat olyan rejtett
valtozo jelenléte is, ami befolyast gyakorol a fliggd és fuggetlen valtozok kapesolata-
ra. de a mérés soran erre a befolyasolé hatdsra nem gondoltunk (vagy kdzvetlen nem
mértitk). Végiil, de nem utolso sorban, az is el6fordulhat, hogy a feltételezett dssze-
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fliggések nem linedris jelleget mutatnak. Az ilyen adatpontok azonban a linedris 6sz-
szefliggésre épiilo regresszids folyamatban olyan torzitasokat okoznak, amelyek ki-
sziirése nélkiil a regresszios egyenes vagy feliilet becslése pontatlanna valik.

(")sschoglalva, kirivo adatpont az, ami szamszeriien tavol esik az adathalmazunk
tobbi megfigyelésétdl. Kiszirésik azért fontos, mert /. dramai hatéssal lehetnek a
regresszios elemzés eredményére, kiildndsen, ha a mintanagysagunk, elemszamunk
alacsony; 2. torzithatjak a determindcios egylitthaté és a regresszids egyiitthatok ér-
tékét; 3. korlatozzdk az adatokbél levonhatd helyes kovetkeztetéseket, azok értelme-
Z¢sét,

2. A befolyasos eset azonositasanak diagnosztikai médszerei

A regressziés diagnosztika leggyakrabban haszndlt modszerei a reziduumok
elemzésébol dllnak. Reziduumnak a megfigyelt értéknek szamitottol valé eltérését
nevezziik (mérési hiba: e) (Pedhazur [1982]). Ha a reziduumok nagysagrendje fligg
X nagysagatol, az azt jelzi, hogy a hiba szérasa nem allando. Egy megfigyelést ak-
kor neveziink kirivonak, ha az adott x érték mellett ¥ értéke kiugro, és igy a reziduum
értéke kiiléndsen nagy (8sszehasonlitva a tébbi adatpontéval). Az ilyen adatpontok
kisziirésének modja a rezidualis diagnosztika. A i-edik adatpont nem standardizalt
reziduumanak meghatarozasa:

/1/

ahol y, az i-edik adatpont mért és j, az i-edik adatpont becsiilt értéke.

Ahhoz, hogy a diagnosztika elvégezhetd legyen, standardizalnunk kell a k6zén-
séges reziduumokat, ami valdjaban a standard hibaval valo elosztast jelenti (igy a
reziduumok atlaga 0, a szérasuk egységnyi lesz). A standard reziduumok definicidja
tehat:

e =¢,/SE(e,), 12/

ahol SE(e;) a mintabol valé becslésbél szarmazik.

Hair és szerzdtdrsai [1995) amellett ¢rvelnek, hogy standardizalas nélkiil nem tud-
nank eldénteni, vajon egy reziduum nagysaga kirivo-e, ha nem ismerjitk azok eloszli-
sat, amihez viszonyitani tudunk. A standardizalas eredménycképpen viszont bizonyit-
hat6, hogy ha a regressziés modell maradéktagja (e) normalis eloszlasi, akkor a stan-

Statisztikai Szemle, 90. évfolyom 7-8. szam



722 - Dr. Zrinyi Mikiés - Dr. Hatona €va - Dr. Szénté lidiké - Dr. Pall Dénes

dardizalt reziduumok megkozelitleg Student-féle r-eloszlast kdvetnek (Pedhazur
[1982]). Ennek alapjén kirivo esetek tekinthetjilk azokat a megfigyeléseket, amelyek
standardizélt reziduuma kiviil esik a r-eloszlds vélasztott (példdul 95 szdzalékos) hatd-
rain, azaz a standardizalt reziduum értéke a +1,96 értékét meghaladja.

Az Un. studentizalt reziduumok vagy ,.torélt” studentizalt reziduumok (deleted
studentized residuals) hasznélata a bemutatott modszer kiterjesztésének tekinthetd. A
felvetés szerint a kirivo esetek is befolyasoljak y szamitott értekeit, igy minden pont-
ra ugy szdmoljuk ki a reziduumot, hogy a regresszios feliilet meghatarozasakor az
adott pontot a szamitasbol kihagyjuk. Vagyis:

- =X~ .f’fl i)y 131
ahol j’,‘(‘ ;) az i-edik pont torlését kivetden szamitott i-edik pontbeli érték. A stan-
dardizalas a mar ismert modszerrel torténik:

&4 =g /SE(e. _ ) 14/
i(-i) i( =) =iy ]’

A studentizalt reziduumok a reziduumokhoz hasonléan t-eloszldst mutatnak
k — p -2 szabadsagifokkal, ahol k az adatpontok; p a fiiggetlen valtozok szama.
Akércsak a standard reziduumok esetében, egy pontot akkor tekinthetiink kirivonak,
ha a studentizalt reziduumok nagyobbak, mint az eloszlas valasztott (példaul 95 sza-
zalékos) kritikus értéke, azaz a £1,96 értékét meghaladjak.

A miésik lehetséges diagnosztikai modszer a befolyasos pontok hatderejének
(leverage) vizsgalata. Hatéerd alatt egy adott pont (x) értékének tavolsagat értjik a
minta x értékeinek atlagatol (Pedhazur [1982]). Minél nagyobb ez a tavolsag a minta
kozéppontjatdl, annal nagyobb lehet a kérdéses pont hatdereje. Masképpen fogal-
mazva, a kdzépponttol tavol esé pont ,elhizza™ a pont iranyéba a regresszios feliile-
tet, ezzel ,torzitva” a feliilet becslését. A nagy hatoerejii pontok befolyasolhatjak —
bér nem sziikségszeriien — a regresszios paraméterek becsléset. Nurumnabi és Nasser
[2008] megjegyzi, hogy egy kirivo eset nem feltétlen valik torzitd pontta, mert eset-
leg kicsi a hatoereje. Egy torzitd pont nem szitkségszeriien lesz kirivé eset, ha kicsi a
reziduuma, igy statisztikailag a r-eloszlas valasztott kritikus ékén beliil marad. Egy
nagy hatoerejii pont torzitd hatdsa végsé soron az y értékére gyakorolt hatastol fligg.
A gyakorlatban az n. részleges hatoerd (partial leverage — PL) szamitasaval hata-
rozzuk meg egy megfigyelés befolyasos jellegét. Képlettel kifejezve:

(PL)),=(e, ) ;(e ). /sl
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ahol j a j-edik figgetlen valtozo, i az i-edik megfigyelés ¢s e, a reziduumok, ame-

lyeket Ugy kapunk, hogy x-t fiiggé valtozoként hasznilva, a fennmarado fliggetlen

véltozdkkal becsiiltetjilk meg.
Mindezekkel dsszhangban, t6bb dimenzidban a hatoerét mindig az adatok adott

iranyu szérodasahoz képest mérjiik, amire az e, reziduumok vizsgalata ad megol-

dést. A PL kritikusérték meghatdrozasa javaslat alapjan 2p/n képlettel torténik, ahol
p a fuggetlen viltozok szama, » a mintanagysdg (Hair et al. [1995]). Azok az adat-
pontok, amelyek PL értékei a 2p/n kritikusértéken kiviil esnek, ,,nagy hatoerdvel”
bird, torzitd pontoknak mindsiilnek, és a regresszids becslésbdl eltavolitasuk javasolt.

Torzitd pontok azonositasahoz az un. Cook-féle D-statisztikat (vagy -tavolsagot -
Cook’s distance) is kiszamithatjuk az egyes megfigyelésekre. Ez egy olyan standar-
dizalt index, ami azt méri, hogy a regresszios egyiitthatok hogyan valtoznak meg, ha
az adott adatpontot tordljik (Hair et al. [1995]). Nagy reziduumokkal vagy hatoero-
vel rendelkezé adatpontok jelentésen torzithatjak a regresszios egyiitthatok becslését,
amire a Cook-féle D-statisztika felhivhatja a figyelmiinket. Ennek értékét a kovetke-
z0 képlettel hatarozhatjuk meg:

n

Dy = Z(h & }"n{kl )2/}7 -MSE 6/

i=]

ahol j, az i megfigyeléshez tartozo regresszids becslés éréke; ¥, az i megfi-

gyeléshez tartozo ujraillesztett becslés értéke gy, hogy az k-adik megfigyelés
torlésre kerdilt; p a fliggetlen valtozok szama és MSE a regresszios atlagos négy-
zetes hiba. Ahhoz, hogy egy adatpontot torzité pontnak tekintsiink, D, >1 kriti-
kusértéket javasolnak kisebb elemszamu mintak esetében, nagyobb elemszamnal
D, >4/n képlettel kell szimolnunk, ahol » a mintanagysag (Hair et al. [1995]).

Végezetiil, ismert az un. DFFITS-eljaras is, amely azt mutatja meg, hogy mennyi-
re befolydsos egy adatpont a regresszids becslés folyaman. Az eljarast eldszoér 1980-
ban publikaltak (Belsley-Kuh-Welsch [1980]). Az eljaras azt mutatja meg, hogy mi-
ként valtoznak a regresszios egyiitthatok az /-edik adatpont becslésekor, ha az adat-
pontot kihagyjuk a regressziés modellbol:

DFFITS, =(, - 5y ) /5P » 171

ahol y;, és ¥, az i-edik pont regressziés becslésének értékei, amikor az i-edik

pont szerepel, illetve nem szerepel a regresszios folyamatban; 5 a standard becs-
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lési hiba az i-edik pont nélkill; és 4, az i-edik pont hatéereje. A DFFITS-

diagnosztika nagyon hasonlit a studentizélt reziduumokhoz, olyannyira, hogy a
DFFITS tulajdonképpen a studentizalt reziduum és a hatoerd (leverage) szorzataként
is felfoghat6. Mivel a studentizalt reziduumok kovetik a r-eloszlast, igy a kritikus ér-
ték (a r-eloszlas valasztott, 95 szazalékos hatara) 1,96-nak adodik, amit altalaban 2-re

kerekitenek. A hatéerd kiszamitasa |/ p/n képlettel torténik, ahol p a fiiggetlen val-
tozdk szama, n a mintanagysag. A DFFITS kritikus érték meghatarozasa tehat

DFFITS >2\p/n

képlet alapjan torténik (Hair et al. [1995]).

3. A befolyésos esetek azonositasa
és az eredményre kifejtett hatasuk

A bemutatott modszereket egy-egy példaval illusztraljuk. Tételezziik fel, hogy a
serdiildkori fiatalok systolés vérnyomasat (systolésRR) a testsuly (tsuly), a testma-
gassig (magassag) és a serdiilokori neme (nem) egyarant meghatarozza. Ennek a fel-
tevésnek az eldontésére tobbvaltozos regressziés modellt alkalmaztunk.' A 2. tébla-
zat alapjan a modell szignifiknsnak bizonyult (F = 990,16; p < 0,001), mindharom
fiiggetlen valtozé szignifikans médon felelt a fiatalkori systolés vérnyomas kialaku-
lasaért. A harom fiiggetlen valtozé 23 szazalékban adott magyarazatot a systolés ver-
nyomas alakulasara (R*=0,23), ami az egészségtudomanyi kutatasok esetében jo
eredménynek tekinthetd. (Lasd az 1. tdblazatot.) A systolés vérnyomas kialakulasa-
ban, a béta értékek Osszehasonlitasa alapjan, a testsuly volt a meghatérozo, amit a
nemek kézotti eltérés kovetett. Ha a fliggd valtozoban okozott konkrét valtozas mér-
tékét vizsgaljuk (b sulyok), két vizsgalati alany kozotti 10 kg sulybeli eltérés 3,92
Hgmm-rel magasabb systolés vérnyomast eredményezett. A systolés vérnyomasban
tapasztalhaté legnagyobb valtozist a nemek kozotti kilonbség idézte eld: a serdiilod-
kori fittkhoz képest a lanyok systolés vémyomasa atlagban 8,06 Hgmm-rel bizonyult
alacsonyabbnak. A testmagassag a systolést vérnyomast forditott moédon hatérozta
meg: két vizsgalati alany kozotti 10 cm-es magassagbeli kiilonbség atlagban 0,85
Hgmm-rel csokkentette a systolés vérnyomas értéket. '

| Az elemzésekhez az SPSS szoftvercsalad 11.5 verzidjat hasznaltuk. A tablazatokat az internetes Melléklet
tartalmazza (www ksh.huw/statszemle).
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1. tablazat
A modell
Modell R R Korigélt & B’““;:i;"“’“"
1. Alapmodell 0,483 0,233 0,233 12,40578
& B 0,536 0288 0287 10.73747
reziduumok
3. Torzité pontok 0.450 0,202 0,202 12,34964
# Cookettle 0.514 0,265 0.264 11,02324
tavolsag
5. DFFITS 0,501 0,251 0,250 10,99659
Megjegyzés. Magyarizoviltozé: fivliny, TSULY, MAGASSAG.
2. tiblazat
ANOVA
Szabad- Atl égyzet- : =
Modell Forrés Négyzetosszeg szﬁ:fok . ‘ggs:eg’” F p-éniék
1. Regresszio 457168426 3 152389,475 990,164 0,000
Maradék 1505789,851 9784 153,903
Osszesen I 1962958277 9787
2 Regresszi6 434724289 [ 3 144908,096 1256,865 0,000
Maradék 1077069,826 9342 115,293
Osszesen | 1511794,115 9345
3. Regresszio 345360,584 3 115120,195 754,819 0,000
Maradék 1360269,132 8919 152,514
Osszesen 1705629716 8922
4. Regresszio 406049 369 ] 135349,790 1113.881 0,000
Maradék 1129088317 9292 121,512
Osszesen | 1535137,686 9295
5 Regresszio 377589,862 3 125863,287 1040,838 0,000
Maradék 1128593,107 9333 120,925
Osszesen | 1506182969 9336

Megjegyzés. Magyarazovaltozo: fii/lany, TSULY, MAGASSAG. Fiiggd viltozo: systolés RR.
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3. tablazat
Egviitthatok
) Nem standardizdlt egyttthatd Standardizalt I

Modell Mtﬁt’:}’:jé‘ : g cgyn[x;ham ' ] périék

. Allandé 119,412 3515 | 33,975 0,000
Tsuly 0,392 0,014 0,324 27,944 0,000

Magassag -0,085 0,021 0,053 —4.059 0,000

Fit/lany 8,066 0,317 0,285 -25,427 0,000

2 Allandé 118,207 3,100 38,131 0,000
Tsuly 0,381 0,012 0,350 30,620 0,000

Magassag -0,077 0,018 0,053 4,159 0,000

Fii/lany ~8,189 0,281 -0,322 -29,187 0,000

3 Allando 126,390 4,337 29,140 0,000
Tsuly 0,385 0,020 0,260 19,292 0,000

Magassig 0,118 0,026 -0,068 4,459 0,000

Fiwliny 8,620 0,356 0,312 -24,207 0,000

4, Allandé 119,204 3,308 36,067 0,000
Tsuly 0,379 0,014 0,321 26,901 0,000

Magassag ~0,080 0,020 -0,054 4,038 0,000

Filvlany 8,281 0,293 -0,322 -28,251 0,000

5 Allandd 113,757 3,230 35,223 0,000
Tstily 0,333 0,013 0,297 24,966 0,000

Magassig -0,040 0,019 -0,027 -2,059 0,040

Fit/lany -7.903 0,289 -0,311 ~27,353 0,000

Megjegyzés. Fliggo viltozo: systolés RR.

Az 1. modellt tekinthetjiik az alapmodellnek, amelybdl kiindulva vezetjiik le a be-
folydsos esetek hatdsét a regresszios modell egészének valtozasara (R, R” és regresz-
szios egyiitthatok).

A standard reziduumok (y tengely) és az y (fliggé valtozo) becsiilt értékeinek (x
tengely) grafikus dbrazoldsaval arra kaphatunk valaszt, hogy a mintankban tapasztal-
hato-e egyaltalan befolyasos esetek jelenléte. Az abran feltiintetett két, az x tengely-
lyel parhuzamos egyenes, az ajanlis szerinti (Hair et al. [1995]) reziduum értékek
szérdsanak kritikus ékeit tiinteti fel (= 1,96). Az ezen tul elhelyezkedd reziduumok
befolyasos vagy szélsdséges adatpontokat jeldlnek. Az dbran jol kivehetéen, mindkét
kritikus értéken tul taldlunk ilyen szélsdséges pontokat, azonban ez alapjan nem tud-
Juk egyértelmiien beazonositani, hogy a minta melyik konkrét elemérdl van szo. Eh-
hez az elébbiekben javasolt modszerekhez kell folyamodjuk.
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Fiiggo valtozo: systolés vérnyomas

=]

6 =

=]

Standardizalt reziduumok

Standardizilt becstilt éniékek

Az altalunk elsoként hasznalt diagnosztikar eljards a studentizalt reziduumok
vizsgdlata volt. Az ajanlas szerint (Hair et al. [1995]) azokat az eseteket tekintettitk
szélsdségesnek, amelyek a £ 1,96 értéknél nagyobbnak bizonyultak. (Lasd a 4. tabla-
zatot.)

A reziduum diagnosztikdjat kovetden 443 szélsOséges eset eltavolitasara keriilt
sor. Az Uj modell szignifikdns maradt (F = 1256,86; p <0,001), a harom fiiggetlen
véltozé tovabbra is szignifikans modon hatdrozta meg a systolés vérmyomas értekét.
Ami azonban valtozott az alapmodellhez képest, a determindcids egytitthato értcke
Javult (0,23-r0l 0,28-ra). A széls6séges esetek kivondsdval a becslési pontossagunk 5
szazalekkal novekedett, az 1ij modellben a fliggetlen valtozok mar 28 szazalékban

magyardzzak a systolés vérnyomads kialakulasat.

4. tabldzat
Standardizalt rezichum
Megnevezés N Minimum Maximum ; Atlag Szoras
Standardizalt reziduum 9788 3,51613 6,76088 0,0000033 1,00005434
1
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A kovetkezd diagnosztikai modszer a megfigyelések hatéerejének (leverage
points) vizsgalata volt. (Lasd a 3. modellt és a 5. tdblazatot.) Vagyis annak azonosi-
tasa. hogy a mintankban vannak-e nagy hatoerejli torzitd pontok. A leirtak alapjan
torzitd pont volt az, amelynek értéke az ajanlas szerinti (Hair et al. [1995)) a kritikus

értéken kiviil esett, azaz (2p/n képlettel szamolva: 6/9788) 0,0006-nal nagyobb
volt.

5. tablazat
Torzité pontok eljaras
Megnevezés ( N Minimum Maximum Atlag I Szords
Torzité pontok 9961 0,00010 0,00513 0,0003066 0,00031468

Osszesen 1039 torzitd pontnak itélhetd esetszam keriilt eltavolitasra a diagnoszti-
kai eljaras eredményeként. Az 1j regresszios modell tovabbra is szignifikdns
(F =754,82; p <0,001) maradt az alapmodellhez hasonloan, és a fliggetlen valtozok
is szignifikdans modon hataroztak meg a systolés vémyomast. Ami azonban az alap-
modellhez és a studentizdlt reziduumok vizsgalataval végzett modellhez képest val-
tozas, hogy a torzité pontok diagnosztikaja rontott a determinacios egyiitthato becs-
1ésén, az alapmodellhez képest 3 szazalékponttal, a studentizalt reziduumok modell-
jéhez képest 8 szazalékponttal csokkent a modell magyardzo képessége.

A torzitd pontok kereséséhez egy masik diagnosztikai modszert is hasznaltunk, a
Cook-féle tavolsagot (vagy D-statisztikat) szamoltuk ki az egyes megfigyelésekre.
Torzito pont, kiilondsen nagy elemszami minta esetén, az ajanlas szerint (Hair et al.
[1995]) minden olyan érték, amely kiviil esik a 4/n kritikus értéken, azaz (4/9788)
nagyobb mint 0,0004. A 6. tablazat a Cook-féle tavolsag leird statisztikdjat mutatja
be. (Lasd a 4. modell értékeit.)

6. tablazat
Cook-féle tavolsag
Megnevezes N Minimum Maximum Atlag Szoras
Cook-féle tivolsig 9788 0,00000 0.00944 0.0001039 0,00023896

A diagnosztikai eljarast kdvetoen 493 torzité pontnak megfelelé eset keriilt t6r-
lésre. Az elozokhoz hasonldéan a regressziés modell szignifikdns maradt
(F=1113,89; p<0,001) és a fiiggetlen véaltozok mindegyike szignifikins médon ha-
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throzta meg a systolés vémyomast. Az 4j modell a determinacios egyiitthatd becslé-
sét javitotta (0,23-rol 0,265-re), azonban a harom fiiggetlen valtozo csak 26,5 szaza-
lékban adott magyarazatot a systolés vémyomas alakuldsara, szemben a studentizalt
reziduumok vizsgalatat kovet6 28 szazalékos eredménnyel.

Utolsoként a DFFITS-eljaras lefolytatasat végeztiik el. (Lasd az 5. modellt és a 7.
tablazatot.) Itt az adott megfigyelés hatasat gy mértiik, hogy mennyit valtoztak a
regressziés egyiitthatok abban az esetben, ha az adott megfigyelést tordltiik. Az ajan-
las szerinti (von Eve-Schuste [1998]) kritikus érték, ami felett torzité pontnak tekin-

tiink egy megfigyelést: 2y p/n (2/3/9788), azaz a 0,035-nél nagyobb értékeket
vessziik figyelembe.

7. tablazat
DFFIT-eljaras
Megnevezés N Minimum Maximum Mean Std. Deviation
DFFIT 8446 -0,11070 0,08972 -0,0008864 0,01774439

A DFFITS-eljiras alapjan osszesen 452 esetet tordltiink az elemzésbol. Akarcsak
az eddigiekben, a modell és az egyes fiiggetlen véltozok szignifikansak voltak. Az
alapmodellhez képest az R’ éréke 2 szazalékponttal ismét javult (0,23 szdzalékrol
0,25-re). Ebben a modellben tehat a figgetlen valtozok a systolés vérnyomasban lét-
rejott variancia 25 szézalékara szolgaltak magyarazattal.

4. Kovetkeztetések

A bemutatott diagnosztikai eljarasok lefolytatasit kivetden részben ellentmonda-
sosnak tiind kovetkeztetésre jutottunk. Az alap regressziés modell determinacios
egyiitthatok becslése a befolydsos esetek eltavolitasat kdvetden eloszor javult, egy
esetben rosszabb lett, illetve kis mértékben pozitivan valtozott. Szembetiind, hogy
harom diagnosztikai modszer (studentizalt reziduumok, Cook-tévolsag és DFFITS-
eljaras) eredménye azonos irdnyba mutat, és kozel helyezkedik el egymashoz, ami
azt az elképzelést erésiti, hogy az alapmodellhez képest azt a modellt kell elfogad-
nunk, amelynél az R? értéke a legnagyobb. A torzité pontok vizsgdlatira hasznalt
modszer viszont a kiindulasi érték csokkentését sugallta. Ezt az eredményt azért ve-
tettiik el, mert a diagnosztikai teszt a valid mintanagysdgbol olyan jelentés adathal-
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mazt tavolitott el (befolyasos esetnek diagnosztizalva ezeket), amely a vizsgalatra al-
kalmas minta tulajdonsagait jelentdsen megvaltoztatta. Feltételezziik, hogy Otszaz
megfigyelés alatti esetszdm-csokkenés alapvetd tulajdonsagaiban nem valtoztatta
meg a mintdnkat. Ezer feletti adat eltavolitasival azonban olyan megfigyelések is ki-
keriiltek az elemzés korébol, amelyek egyébként a minta valos tulajdonsagainak re-
szét kellett képezzék. Kétszer annyi esetszam eltavolitasa mar nem javitotta, inkabb
rontotta a modell R® értékét. Igy a torzitd pontok azonositasanak eredményét nem
tartottuk megfelelden értékelhetonek.

Helyes iranymutatast a reziduumok grafikus dbrazolasa jelentett, amely egyértel-
mien azt mutatta, hogy a mintdban vannak egészen szélsdséges esetek, amelyek
standardizalt reziduuma kiviil esik a r-eloszlas valasztott 95 szazalékos hatarain, azaz
a + 1.96-0s kritikus értéken. Azonban a kritikus ért¢keken belal is eléfordultak meg-
figyelések, amelyek az x tengelyen mérve a 4-es, 6-os érték koril talalhatok. Az
egyes modszerek eredménye kozotti killonbség részben abbol is adodhat, hogy a kri-
tikus értékeken beliil eldforduld befolyasos eseteket mennyire észleli és azonositja
torzitd pontként. Ahogy erre mar utaltunk, egy szélsoséges eset nem feltétlen torzito
pont (ha kicsi a hatoereje). Egy torzité pont ugyanigy nem feltétlen befolydsos eset
(amennyiben kicsi a reziduuma). Az, hogy egy nagy hatéerejli pont torzito-e vagy
sem, végsd soron az y koordinatajdnak értékétdl fligg.

Az eldzékben hivatkozott szerzék abban egyet értenek, hogy amennyiben az al-
kalmazott modszerek kdzott eltérések adddnak, a reziduumok vizsgalatabol szirma-
26 eredményeket tekintsiik iranyadonak (Nurumnabi-Nasser [2008], Bollen—
Jackman [1990], Belsley—Kuh—-Welsch [1980]). Tovabbi lehetdség, hogy az egyes di-
agnosztikai eljarasok dltal kolcsondsen torzitd pontnak azonositott eseteket kiemel-
jitk az elemzésekbol, mig a tbbit érintetleniil hagyjuk. Adatbazisunk tulsagos meg-
nyirbalasa azonban ellentétes véltozasokat is okozhat az eredmények szempontjabol,
ahogy ezt elemzésiinkben is bemutattuk. Mindezeket figyelembe véve ugy véljik,
hogy a kiindulasi regressziés modelliink eredménye korrekciora szorul, a determina-
cios egyiitthatd értékét a studentizalt reziduumokkal végzett vizsgalat eredményével
médositottuk. A serdiildkori systolés vémyomas kialakuldsaban szerepet jatszo test-
sily, testmagassag és a serdiilokori nemének harmas kolesonhatasa nem 23, hanem
29 szizalékban ad magyardzatot a systolés vérmyomasban tapasztalhato variancidra.
Ez azt is jelenti, hogy 71 szézalék olyan megmagyardzatlan varianciat tapasztaltunk a
systolés vérnyomasban, amiért vélhetden mas, a regresszios modelliinkben nem mért
és nem szerepld tényezok feleltek.

Mindezek felhivjak a figyelmet arra, hogy a befolyasos esetek azonositasa, jelen-
t6s mintanagysag mellett is fontos analitikai feladat. Ahogy példaink is mutattak, a
befolyasos esetek eltavolitasa az elemzési eljarasbol akar tovabbi hangsulyt adhat a
minta alapvet6 tulajdonsagainak kimutatasdhoz. A befolyasos esetek azonositasdhoz
a reziduumok vizsgalatat javasoljuk, de ahogy ezt lattuk. a tobbi kiegészitd modszer
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is fontos annak értelmezésében és megerdsitésében, hogy a kiindulasi értéket milyen
irdnyba sziikséges (ha szitkséges) korrigalni.
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Summary

This paper discusses diagnostic techniques concerning the identification and removal of out-
liers in linear regression. Examples illustrate each method applied in the analytical practice and fo-
cus on identifying outliers in a large sample. Removing extreme data points, as demonstrated in our
examples, helped exemplify the underlying nature of our data, and improved the prediction and the
goodness of fit (R*). Using regression residuals showed the best method to determine outliers in our
sample, but, as demonstrated with additional techniques, more detection approaches need to be em-
ployed to conclude whether the best outlier filtering is applied.
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