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BEVEZETES

A fiiggvény a matematika, ezen beliil f6ként a matematikai analizis egyik alapvet6 fogalma.
Ismerete, megértése ¢és alkalmazasa nem csak a matematika, hanem a természettudomanyok,
miszaki ¢és kozgazdasagi tudomanyok szamos teriiletének miivelése szempontjabol alapvetd
fontossagt. Emiatt is 1ényeges, hogy a tanuloknal az iskolai matematika tanulds soran olyan
fogalomképzet alakuljon ki a fiiggvényrdl, melyre a késdbbiekben épithetd a felséfoku képzés
tananyaga.

Matematikatanitas soran tobbszor szembesiiltiink azzal a problémaval, hogy az altalanos vagy
a kozépiskola befejezése elott allo, sot, egyetemet kezdett tanulok ,,elveszettek™ a fliggvények
vilagdban. Vajon mi okozza ezt? Gyanu targyat képezte, hogy mindennek hatterében a
tanulasi folyamat azon szakasza all, amikor a fiiggvény fogalma bevezetésre keriil. A fogalom
kialakitasanak mélyebb didaktikai vonatkozasaiban torténd kutatasok ravilagitottak arra, hogy
bar vannak olyan matematikai fogalmak, melyek iskolai bevezetésénél tamaszkodhatunk a
tanulok elézetes, spontan is fejlodd eldismereteire, a fiiggvény fogalma esetében a szituacid
Osszetettebb. Nachlieli & Tabach (2012) szerint ez esetben nincs olyan informalis bazis,
melyre az 0j matematikai témakor felépithet6. A gyerekek a hétkoznapi életben spontan
fejlodésiik soran nem hasznaljak a fliggvény szot, nem alakul ki a fogalomrdl eldzetes
elképzelésiik, ellentétben példaul a negativ szam, sebesség fogalmakkal. Ennélfogva a
fogalom bevezetéséhez alapos eldkészité munka sziikségeltetik, és kézenfekvd, hogy ez a
fogalom bevezetését megeldzo években megkezdddjon.

Vizsgalva az Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma altal megerdsitett matematika
tanterveket és magyar nyelvre leforditott tankdnyveket, kidertilt, hogy ez az el6készité munka
csekély szerepet kap mind a tankdnyvekben, mind a tantervben. A tankonyv a fliggvény
fogalmanak definidldsara hirtelen tér at, nem szamol azzal, hogy a definicidban szerepld, a
tanulok szamara 0j fogalmakkal kozolt informaciok hirtelen feldolgozasa sok tanulonak nem
konnyli. A magyarorszagi tankonyvek és tantervek viszont hangsulyt fektetnek a fogalom
elokészitésére, mely célzottabban, elemei iskolatol kezdddden torténik.

A fiiggvényfogalom didaktikai elemzésével képet kapunk arrdl, hogy melyek a fogalom
alkotorészei (valtozok, kapcsolatok, szabalyok), amelyeket az egész fogalomalakitasi
folyamatban szem el6tt tartva elérhetd a kiilonbozé problémak megoldasahoz hasznosithato
fogalomképzet kialakitasa.

Az elemzéseket figyelembe véve kutatasunk tobb részbol allt. Induktiv 1ton, leird
esettanulmany segitségével vizsgaltuk a magyarorszagi kozépiskolat befejezd, els6éves
egyetemei hallgatok egy csoportjanak fiiggvényrol kialakult képzeteit (kutatas 1. része). Ezzel
egyidében egy longitudinalis méréssorozatat kezdtiink, melynek segitségével egy-egy
ukrajnai és magyarorszagi iskola tanuldi csoportjaiban a fliggvényfogalom kialakitasat
vizsgaltuk 3 éven keresztiil 6., 7. és 8. osztalyokban Osszehasonlitdo pedagdgiai kutatas
keretében (kutatas 2. része). Az igy szerzett tapasztalatok figyelembe vételével kutatasunkat a
fiiggvényfogalom elékészitését célzo fejlesztd programmal folytattuk, melyet egy ukrajnai
magyar tannyelvi iskola 6. osztalyaban valositottunk meg akciokisérlettel. A tervezett tanitast
a matematika tanorak keretén beliil végeztiik, szem el6tt tartva, hogy a fejlesztd program



anyagat gy illesszilk be az aktualis tanitasi folyamatba, hogy a tanmenetet ne kelljen
modositani (kutatas 3. része).
A dolgozatban a kdvetkezd kérdésekre keressiik a valaszt:

K1.1. Milyen fogalomképzet alakult ki a fiiggvényrol a magyarorszagi kozépiskolat befejezo
tanulok egy valasztott csoportjanal?

K2.1. Milyen szinten birtokoljak a szabalykéveto és szabalyfelismerd képességeket 6. osztaly
végeén az ukrdan és magyar kézoktatasban tanulo vizsgalt didkok?

K2.2. Fejlédnek-e célzott fejlesztés nélkiil 1S az ukrajnai osztaly tanuldinak szabdlykovetd és
szabalyfelismerd képességei?

K2.3. Hatassal van-e a fiiggvényfogalom formalis bevezetése, kiilonbozo reprezentdcioinak
megismerése a szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek fejlodésére az ukrajnai
csoportban?

K2.4. Milyen fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrdl 8. osztaly végére a vizsgalt ukrajnai és
magyarorszagi tanuloknal az eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett?

K3.1. Hozzdjarul-e a fiiggvényfogalom alkotorészeinek jobb megismeréséhez a
fliggvényfogalom kiilonbozé forrasainak (fiiggvénygép, valos életbdl vett folyamat) az
ukrajnai 6. osztdalyos matematika tananyag egyes témakoreibe torténd beépitése?

K3.2. Hogyan segitik az egyiittvaltozo mennyiségek fogalmanak alakitasat a fiiggvény forrasai
és a kiilonbozo reprezentdcioi (tabldazat, verbalis, képlet, grafikon)?

K3.3. Fejleszthetdk-e a fiiggvény alkotorészeinek és kiilonbozé reprezentacioinak 6.
osztalyban torténé megismertetésével a 6. osztalyos ukrajnai tanulok szabalyfelismerd
és szabalykoveto keépességei?

A dolgozat szerkezeti felépitése a kovetkezd:

Az 1. fejezet a szakirodalom tanulmanyozasan keresztiill kutatdsunk elméleti hatterét,
matematika didaktikai vonatkozasait, a témahoz kapcsolodd jelentdsebb kutatasi
eredményeket mutatja be. A fogalmak tanitdsanak modszertani elemzésébdl kiindulva jutunk
el a fiiggvényfogalom alkotorészeinek targyalasan keresztiil a kialakitasukat segito,
kutatasokkal alatamasztott modszertani javaslatokig.

A 2. fejezetben a kutatdsunkban résztvevl ukrajnai és magyarorszagi iskolakban 5-6.
osztalyban hasznalt matematika tantervek és tankonyvek elemzésével foglalkozunk a
fliggvényfogalom kialakitasa szempontjabol.

A 3. fejezetben els6éves egyetemi hallgatok egy valasztott csoportjanak fliggvényrol kialakult
képzetének vizsgalataval szerzett tapasztalatainkat mutatjuk be.

A 4. fejezetben egy ukrajnai magyar tannyelvii és egy magyarorszagi iskola egy-egy tanuloi
csoportjaban 3 éven keresztll végzett, a fliggvényfogalom kialakuldsat vizsgald felmérések
eredményeit mutatjuk be. E16szor (6. osztalyban) a tanulok szabalyfelismerd és szabalykdvetd
képességeinek szintjére voltunk kivancsiak a fiiggvényfogalom bevezetése elott (2014). A
felmérés soran szerzett tapasztalatok figyelembe vételével ezt 7. osztalyban (2015), a
figgvényfogalom bevezetése utan, egy ujabb felmérés kovette a fogalomnak a fentebb
emlitett képességekre gyakorolt hatdsdnak vizsgalata céljabol. Végill a tanulok



figgvényfogalomrol alkotott képzeteinek feltérképezését céloztuk meg 8. osztaly végén
(2016).

Az 5. fejezet a fliggvényfogalom eldkészitését célzo fejlesztd programot mutatja be a
tajékozodo felméréssel kezdddden, a megvalodsitott 11 foglalkozas sordn szerzett tapasztalatok
részletes targyalasan at, a fejlesztd program eredményességét vizsgalo utotesztek ¢és
késleltetett teszt eredményeivel bezarolag.

A dolgozat zarasaként Osszefoglaljuk tapasztalatainkat, eredményeinket, G&sszehasonlitva
azokat a kiindulasi hipotéziseinkkel, majd vazolunk néhany tovabbi kutatasi lehetdséget.



1. ELMELETI HATTER

1.1. A FOGALMAK TANITASA

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy mit értiink fogalmon, milyen fazisai vannak egy
fogalom elsajatitasanak. Kitériink a fogalmak reprezentacios sikjaira, valamint ismertetjiik a
fogalom ¢és annak az egyén elméjében kialakult képzete kozotti lehetséges kapcsolatokat.

1.1.1. A fogalom

Bar a ,,fogalom” kifejezést gyakran hasznaljuk, meghatarozasa nem egyszert ,feladat”. A
Pedagogiai Lexikon (1976) szerint:
»A fogalom dolgok, tulajdonsdgok, viszonyok stb. gondolati tiikr6zédése, minden ésszert
gondolkodas egyik alapeleme: egy szonak megfeleld jelentéstartalom, amelyben az objektiv
valdsag targyainak és jelenségeinek lényeges, altalanos jegyei, tulajdonsagai és kapcsolatai
kapnak kifejezést.” (idézi Ambrus, 2004, 57. old.)
Pietsch (1983) szerint egy fogalom egy halmaz, melyre teljesiil:
,»1. Magaba foglalja azokat és csak azokat a targyakat, jelenségeket, viszonyokat, melyek
jol meghatarozott tulajdonsagban megegyeznek.
2. Tarsadalmi fejlodés soran a gyakorlati, illetve tudomanyos jelentdségiik miatt kiilon
nevet kaptak.” (idézi Ambrus, 2004, 57. old.)
Skemp szerint a fogalom egy eszme, a fogalom megjelolésére hasznalt név pedig hangok egy
csoportja vagy egy jel a papiron, mely kapcsolatban van ezzel az eszmével. Ez a kapcsolat
létrejohet a fogalom megalkotasanak folyamatadban vagy az utan. ,,Ahhoz, hogy egy fogalmat
megalkossunk, sziikségiink van sok olyan tapasztalatra, melyekben van valami kozos”
(Skemp, 2005, 28. old.). Ha ugyanazt a nevet halljuk kiilonféle tapasztalatokkal kapcsolatban,
akkor az ember elméjében dsszegylijti ezeket a tapasztalatokat, melynek alapjan majd elvégzi
az absztrakciot. Skemp arra is felhivja a figyelmet, hogy ha a fogalmat tobb olyan példaval
illusztraljuk, melyekben egy objektum erdsen feltiinik a tobbi kozott, akkor az egyén erre az
objektumra a késdbbiekben jobban vissza tud emlékezni, és ezen feltind objektumokban 1év6
hasonlosagok alapjan nagyobb valdszintiséggel jut el a fogalomhoz.
A megfelel6 példak és ellenpéldak barmely matematikai fogalom kialakitasi folyamataban
nagyon fontos szerepet jatszanak. Amint azt a késdbbiekben latni fogjuk, a dolgozatban
elemzett fiiggvényfogalom kialakitasi folyamataba beépiilé példak és ellenpéldak nagy
hatassal vannak az egyén fogalomrol kialakult képzetének ,,milyenségére”.

1.1.2. Fogalmak definidlasa
A fogalomalkotas folyamatdban a nyelv segitségével tudjuk elkiiloniteni a fogalommal

kapcsolatos példakat és ellenpéldakat. Viszont csak a nyelvre tamaszkodva, felgyorsitani a
fogalomalkotas folyamatat oly médon, hogy a fogalmat csak szavakkal adjuk meg (Skemp,



2005, 31. old.), nem célravezetd. Ennek okat abban talaljuk, hogy egy fogalom definidlasa ,,a
fogalom tartalmanak a kifejtését jelenti, melynek soran a fogalom lényeges, megkiilonboztetd
tulajdonsagait soroljuk fel” (Ambrus, 2004, 61.0ld.), és a definicio ismerete nem egyenértékil
a fogalom megértésével. Ha egy fogalmat csak definiciéval ismertettiink meg, azaz csak a
nyelv segitségével, akkor az iddvel elfelejtédik (Vinner, 1983). Tehat a matematikai
fogalomalkotéasban a definicioknak meghatarozott helyiik van, melyet Skemp (2005, 42. old.)
fogalomalkotasra vonatkozo két alapelve is alatamaszt:
,, 1. Definicio segitségével senkinek nem kézvetithetiink az dltala ismerteknél magasabb rendii
fogalmakat, hanem csakis oly modon, hogy megfeleld példak sokasdgat nyujtjuk.
2. Minthogy a matematikaban az elébb emlitett példak majdnem mind kiilonbézo fogalmak,
ezért mindencekeldtt meg kell gydzddniink arrdl, hogy a tanulé mar rendelkezik ezekkel a
fogalmakkal. ”
Skemp kitér arra is, hogy a tanulok életkori sajatossaganak megfeleléen tisztazni kell a
definicioban szerepld elemek jelentését és jelentéségét, valamint tudatositani kell a szavak
koznapi jelentésével vald kapcesolatot. Mindez elérhetdvé tehetd olyan példak bemutatasaval,
melyek rendelkeznek a fogalmat alkotd k6zos tulajdonsagokkal. Ezek a példak jelennek meg
az absztrahalasi folyamatban is. Varga Tamas szerint ,,absztrahalni csak konkrétumokbol
lehet és ahhoz, hogy wvalaki jol tudjon absztrahalni, sokféle konkrétummal kell
megismerkednie... Kisérletiink alapelve: dolgokkal valé miiveletekbdl jutni el a jelekkel valo
miveletekig” (Varga, 1966, 86-87. old.). Ezen gondolatok egybecsengnek Szendrei Julianna
megallapitasaval, miszerint ,,a kéz és a tevékenység bevonasa a gondolkodasba nem alacsony
szintli gondolkodast jelent, hanem éppen az adott témakdrben az absztrahalas lehetdségéhez
vald alkalmazkodas. .... az eszkozok hasznalata éppen az absztrahalds folyamatanak
egyfokozatos megvalositasat teszi lehetéve” (Szendrei, 2005, 319. old.).
A dolgozatban bemutatasra keriild fejlesztd program megtervezésénél figyelembe véve ezen
gondolatokat, térekedtiink arra, hogy a program céljanak eléréséhez olyan tevékenységeket
vonjunk be, melyek kiindulopontjat képezhetik az absztrahalds folyamatanak, majd a
késébbiekben segitségiil szolgalhatnak a fogalom elsajatitasaban.
Vollrath (1984) szerint egy tanuldo akkor sajatitott el egy fogalmat, ha a kovetkezd
ellendrizhetd képességekkel rendelkezik (idézi Ambrus, 2004, 66. old.):

e A fogalom egy definicidjat képes megadni.

e El tudja donteni, hogy egy adott objektum egy bizonyos fogalomhoz tartozik-e

(fogalomazonositas).

e Tud példakat felsorolni (konstrualni) az adott fogalomra (fogalomrealizalas).

e Ismeri a fogalom tulajdonsagait.

e Képes a fogalmat és annak tulajdonsagait adott szituaciok leirasara, illetve az adott

problémak megoldasara felhasznalni.

e El tudja helyezni az adott fogalmat fogalmak hierarchikus rendszerébe.
Idealis esetben, ha a tanuld végig halad a fogalom elsajatitasanak ezen fazisain, a kognitiv
(tudati) tanulassal Osszefiiggd kovetelményeknek is eleget tesz. Ezek Benjamin Bloom un.
kognitiv taxondmidjaban (tanitasi célok kategorizalasa és szintek szerinti rendezése) jelennek
meg (Székely, 2004, 33. old.), mely a kdvetkezd gondolkodasi szinteket fektette le:



e Ismeret szintje: fogalmak, térvények, szabalyok, elméletek rendszerek, felismerése,
felidézése. Jellemzd a tudasnak erre a szintjére, hogy gondolkodas szempontjabol a
legegyszeriibb tevékenységet jelenti, a mar elhangzott informaciok felidézését.

e Megértés szintje: egyszeribb ¢és bonyolultabb 0Osszefiiggések interpretalasa,
atkodolasa, transzformalas sajat szavakra.

e Alkalmazas szintje: problémamegoldas.

e Magasabb rendii miiveltek szintje: analizis (elemz6é gondolkodas), szintézis (egyéni
produktum létrehozasa), értékelés.

Pietsch, német matematikadidaktikus szerint a fogalom elsajatitasanak fentebb targyalt
meger6sitése tudja biztositani (idézi Ambrus, 2004, 66. old.):
1. Fogalmak bevezetése, mely harom féle modon lehetséges:

e induktiv 1ut: absztrakcido révén jutni el az altalanositdshoz konkrét példak
Osszehasonlitasaval, majd tulajdonsagok kiemelésével.

e deduktiv ut: az altalanostol jutunk el a konkréthoz.

o konstruktiv ut: bizonyos feltételek mellett a fogalom egy konkrét reprezentasanak
megalkotasa, majd az eljaras altalanositasa.

2. Fogalmak megerésitése

e kiilonboz6 definialasi lehetdségekkel.

o kiilonbozo definiciok ekvivalencidjanak megmutatasaval.

e definiciok kovetkezményeinek levonasaval a fogalom tovabbi tulajdonsagainak
kiemelése.

e fogalom rendszerbe illesztésével.

o fogalomazonositassal (szituaciok felillvizsgalata oly modon, hogy azok
reprezentasai-e egy adott fogalomnak; dontés melletti érvelés definicid
segitségével).

o fogalomrealizalassal (egy adott fogalomra példak és ellenpéldak adasa).

A kiilonb6zé matematikai fogalmak kiilonb6z6 bevezetési modot kivanhatnak. Annak
eldontése, hogy egyes fogalmak esetében melyik mod célravezetd, koriltekintd €s alapos
tajékozodast igényel. A tanitasi gyakorlatban legtobbszor a deduktiv ut dominal, annak
ellenére, hogy bizonyos fogalmak bevezetése hatékonyabb, célratorébb lenne induktiv vagy
konstruktiv tton.

A fogalom bevezetése, illetve meger6sitése soran a fogalmakkal valé gondolkodashoz, illetve
kommunikalasukhoz sziikséges, hogy valamilyen modon reprezentaljuk e fogalmakat
(Ambrus, 2004).

1.1.3. Reprezentaciok

Duval (1999) a reprezentdcio kifejezést hasznalja, amikor valamely mentalis entitasra
utalunk: olyan mentalis kép, ami az egyén elméjében egy-egy fogalom értelmezése soran



1étrejon. Ebben a kontextusban a mentdlis reprezentaciot ugy tekinti, mint ellenkezdjét azon
jeleknek, melyek kizarolag csak ,,materialis” vagy ,kiils6” jelek.
Bruner (1966) a kiilvilagbol érkezd informaciok kodolasanak, reprezentalasanak vizsgalata
soran haromféle sikon helyezte el a gondolkodasi folyamatokat:
1. Materidlis (enaktiv) sik: bizonyos objektumok, események megértése, megismerése
az azokkal végzett targyi cselekvések segitségével megy végbe.
2. lIkonikus: az ismeretszerzés szemléletes képek, illetve elképzelt szituaciok
segitségével torténik.
3. Szimbolikus: az ismeretszerzés elvont szimbolumok és eszmék, 1ényegében a nyelv
alapjan zajlik le.
E harom reprezentacids sik az oktatasi folyamat minden fazisaban szerepet kap. Az alsébb
osztalyokban az enaktiv és az ikonikus sik dominal, de emellett a nyelvnek (beszédnek) mint
szimbolikus siknak is nagyon fontos szerepe van.
Az enaktiv és az ikonikus reprezentacids sikok nagy fontossaggal birnak az egész tanulasi
folyamatban. A matematika tanitasdban nagyon fontos, hogy sokféle, valtozatos targyi
tevékenységgel alapozzuk meg az ikonikus ¢€s a szimbolikus sikra valo attérést. Dienes Zoltan
szavai is erdsitik ezt a megallapitast. Véleménye szerint, ha valakinek nehéz a matematika
annak oka abban rejthet, hogy a matematikai fogalmakat nem tudja valamilyen
tevékenységhez, targyhoz, tapasztalathoz kapcsolni (Czeglédy, 2011). Ha a fogalmakat olyan
tevékenységekhez tudjuk kotni, melyek elvégzésével azok személyes ¢lménnyé valnak, akkor
ezek a tevékenységek az epizodikus emlékezetben tarolodnak. Ez az emlékezet egyedi
formaja, a multra vald visszaemlékezéssel un. ,,mentalis idéutazas” torténik, melynek soran
¢letlink olyan epizddjai idézddnek fel, ahol mindenképpen van személyes kapcsolat az egyén
és a megtortént esemény kozott. Igy az epizodikus emlékezet olyan emlékek ,tarhdza”,
amelyek az ismeretek elsajatitasanak kontextusat (személyes aspektusait) is megdrzik, s az
emlékek el6hivasa soran egy-egy egyedi emlék, a mult egyszeri, megkiilonboztetett
darabjanak eldkeresése torténik (Csépe, Gyory, Ragd, 2007). Ily moédon a matematikai
fogalmakat érdemes ugy elokésziteniink ¢s alakitanunk, hogy minél tobb olyan tevékenységet
épitsiink a folyamatba, melyek személyes élménnyé formalva az epizodikus emlékezetben
tarolodnak. A megfeleld el6készités hidnyaban a szimbolumokkal leirt formuldk értelmezése
elmaradhat, s igy a tanulok ezeket nem vagy csak nehezen tudjak majd 0j helyzetekben
alkalmazni.
Azt is meg kell jegyezniink, hogy a materialis, ikonikus, szimbolikus sikok a tanulasi
folyamatokban nem mindig alkotnak hierarchikus rendszert. Bar jellemzden a megismerés
kezdetén inkabb az enaktiv, majd az ikonikus reprezentacido dominal, eléfordulhat, hogy egy
adott szituacioban az egyik vagy a masik mod tiinik egyszeriibbnek vagy célszerlibbnek
(Freudenthal, 1983, idézi Herendiné¢ Konya, 2007, 50. old.). Erdemes tehat megismerésiiket
kovetden parhuzamosan is hasznalni Oket, figyelve az egyikrél a masikra torténd atjaras
lehetdségére, hisz az egyik reprezentdcidés sikrol a madsikra vald attérés noveli a
problémamegoldas hatékonysagat is (Ambrus, 2004; Duval, 2002).



Mindezek tiikrében a fejleszté program soran figyelmet forditottunk arra, hogy a tanulok
tobbféle targyi tevékenységgel szerezzenek tapasztalatokat a  fliggvényfogalom
alkotorészeir6l.

1.1.4. Fogalmak mentélis képe, fogalomképzet és a fogalom definicidja

Mindazokat az asszociaciokat, melyekre az egyén egy fogalom neve hallatan gondol Vinner a
fogalom mentdlis képének nevezi (1983). A mentalis kép magaba foglalja a fogalom
stb.). E mogott meghtizodhat a fogalom tulajdonsagainak egy halmaza is (példaul az egyén a
fliggvény sz6 hallatan gondolhat arra is, hogy az mindig megadhat6 képlettel).

A fogalomképzetrél sok tanulmanyban olvashatunk (Vinner,1983; Vinner és Hershkowitz,
1980). Vinner és Dreyfus (1989) szerint a tanulok sok esetben nem a fogalom definicidja
alapjan dontik el, hogy egy matematikai objektum példaja vagy ellenpéldaja a fogalomnak.
Legtobbszor a fogalomrol kialakult képzetre alapozva hozzak meg a dontést. A fogalomképzet
(concept image) minden olyan mentalis kép halmaza, melyekre az egyén elméjében asszocial
a fogalom neve hallatan az 6ket jellemz6 tulajdonsagokkal egyiitt. Tehat fogalomképzetnek
nevezziik a fogalom nevéhez kapcsolt teljes kognitiv strukturat, mely tartalmazza a vizualis
reprezentaciokat (képek, diagramok, grafikonok), mentalis képeket (belsé kapcsolatok),
konkrét tapasztalatokat, példakat, élményeket, tulajdonsagokat, eljarasokat. Ennélfogva ezt a
képzetet a fogalom példaival és ellenpéldaival szerzett tapasztalatok is eredményezhetik. A
képek, konkrét példak, konkrét tapasztalatok tehat jelentGs szerepet jatszanak a hatékony
fogalomképzet kialakitasaban (Ambrus, 2003).

Fogalom definicidja (concept definition) alatt Vinner (1983) egy verbalis definiciot ért, amely
van sziikség, hanem az arrol kialakult fogalomképzetre is. Azt is kiemeli, hogy ha a fogalom
csak magéaval a definiciéval lett bevezetve, akkor inaktiv marad, és lassan elfelejtddik.
Gondolatban majdnem mindig a fogalomképzet idézddik fel. A fogalomdefiniciokat vagy
megtanitjdk az egyénnek, vagy azokat sajat maga konstrudlja mast6l nyert
fogalommagyarazat alapjan. Az ily modon létrejott fogalomdefiniciok leirasai a
fogalomképzeteknek.

A fogalomképzet és fogalomdefinicié kapcsolata

Attol fliggben, hogy egy problémamegoldas soran a tanuloknal hogyan aktivizalodik a
fogalomrol kialakult képzet és a fogalomdefinicio, ezek kapcsolata a kdvetkezd lehet (Vinner,
1983, idézi Ambrus, 2003):
1. A tanuld tudja a fogalom meghatarozasat, amely kdlcsonds kapcsolatban van az arrdl
kialakult képzetével is (1.1. abra).



Output [ Intellckiualis visclkedés

{valass)
Fogalom Fogealorm
defindeidpa N képesene
—_— Probléma, feladat
Inpat I
1.1. abra

A tanuld a problémamegoldas sordn tapasztalataira, a kiilonb6zé mentalis képekre is

ey

soran megjelend fogalomképzet azzal Osszhangban van (természetesen a nem megfeleld
fogalomképzet hatassal van a fogalomdefinicié megfogalmazasara is).

2. A tanul¢ a feladatot egyediil a fogalomdefiniciora tamaszkodva oldja meg (1.2. dbra).

Ourput ITarellekneilis viselkedes
(vilase)
Faosgalom Faosgralom Probléma, feladat
definiciija képrete
Input ]
1.2. 4bra

Példaul annak eldontésére, hogy a kiilonbozé hozzarendelések koziil melyik fliggvény a
tanulé minden esetben csak a formalis definiciot hasznalja fel.

3. A tanulé a feladatmegoldas soran a fogalomképzetre épit, de figyelembe veszi a

ey

Ourputr Intelleknuilis viselkedés
(vilasz)
Fogalom Fogalom Probléma, feladat
definicidpa képere

Input T

1.3. abra



Példaul azt, hogy a kiilonb6z6 hozzarendelések koziil melyik fiiggvény a tanuld egyes
esetekben a fogalomdefiniciora, mig maskor a fogalomképzetre hagyatkozva donti el.

4. A tanul6 egyediil a fogalomképzetre hagyatkozik.

Chatput Intellektuilis viselkedés
(vilas)
Fogalom Fogalom .
definicicoa képzete Probléma, feladat

Input I

1.4. abra

A gondolkodasi folyamatokat ebben az esetben a fogalomképzet iranyitja. Példaul egy gorbét
a tanulé annak alapjan tekint egy fiiggvény grafikonjanak, hogy az egy ismert fliggvény
grafikonja-e vagy sem. Ez esetben egy hibas fogalomképzet, hibas problémamegoldashoz is
vezethet.

A késobbi fejezetekben latni fogjuk, hogy a fiiggvényszerii kapcsolatok kiilonboz6
reprezentacioi hogyan hozzak felszinre a tanulok fiiggvényrdl kialakult képzeteit és hogyan
hatnak ezek a képzetek annak eldontésére, hogy a megadott hozzarendelések koziil melyik
figgvény.

1.2. A FUGGVENY FOGALMANAK MATEMATIKA DIDAKTIKAI
ELEMZESE

A figgvény fogalmat didaktikai szempontbol elemezziik, utalva az elézo fejezetben
bemutatott altaldnos megkdzelitésekre. Célunk a fliggvényfogalom torténeti, didaktikai
elemzésével egy olyan lehetséges tananyag megtervezése, mely a fiiggvényfogalom
elokészitését szolgalja.
A matematika didaktikai elemzésekkel a kdvetkezd kérdésekre keressiik a valaszt:

1. Melyek a fogalom azon alkotéelemei, melyekre hangsulyt kell fektetni annak

kialakitasi folyamataban?
2. Milyen kapcsolatban allnak ezek az elemek egymassal?

1.2.1. A fiiggvényfogalom torténeti attekintése
A vizsgaltunk kozponti fogalmanak torténeti elemzésével célunk azon vondsok kiemelése,

melyek a fogalom megértésének nehézségeit, esetleg kritikus részeit jelenthetik. Tovabba a
torténeti  attekintés eszkozként szolgadlhat a matematikai gondolkodas fejlédésének
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megértéséhez, és épit a torténeti és az egyéni fejlodésben megmutatkozd parhuzamokra
(Herendiné Konya, 2007).
A 17. szazadban az algebraban és geometriaban bekovetkezett fejlddés nagy hatassal volt a
figgvény jelenlegi definicidjanak megsziiletésére. Kleiner (1989) a fiiggvényfogalom
fejlédésének figyelemmel kovetése soran harom mentalis képet hasznal a fogalom torténeti
fejlédésének leirasahoz:

e geometriai (gorbe formajaban jelenik meg)

e algebrai (képlet formajaban jelenik meg)

e logikai (egy ,.,input-output gép” mentalis képeként jelenik meg).
Az algebrai és a geometriai kép 0sszeolvadasaban a kulcsszerepet jatszott a valtozok és az
azok kozotti kapcesolat kifejezésére szolgalo formuldik bevezetése.
Végiil is Descartes nagy matematikai tette volt a fliggvény elsé definicidja. Csodalatos
lényeglatassal a fiiggvényt megfeleltetésként definidlta, bar 6 még csak az algebrai
miveletekkel meghatarozott fliggvényekkel foglalkozott. Descartes, és vele egy iddében,
ugyanolyan érdemekkel, Fermat megteremtette a valtozo mennyiségek matematikajat (Sain,
1986).
A fiiggvényfogalom tovabbi alakitisa Leibniz nevéhez kotédik. O 1692-ben bevezette a
Hfiggvény” (latin ,functio” — végrehajtas, eljards) szot, gorbékhez kacsolodd mértani
objektumok jelolésére (példaul a gorbe meredeksége). Ekkor vezette be a paraméter, az
allando, a valtozo és mas kifejezéseket (Sain, 1986). A 18. szazadban el6szor Bernoulli és
Euler munkajaban jelenik meg explicit modon és kap kdzponti szerepet a fliggvény fogalma.
A fiiggvényt mint analitikus kifejezést definidljak, mely valtozok és allandok kozotti
kapcsolatot leird képlet (Kleiner, 1989). Ez a definicio tehat megkdvetelte a fliggvény
képlettel torténd eldallithatosagat, ami késobb a Fourier-sorok felfedezésével mar szliknek
bizonyult.
Fourier munkassaga egy masik fontos allomas volt a fliiggvénydefinicid valtozasaban. 1822-
ben publikadlt munkaja a fliggvény analitikus (algebrai) kifejezését legalabb egyenrangtiva

s

crer

kapcsolodott az x valtozohoz, hogy X valamely szamertékéhez barmilyen torvény hozzarendeli

y-nak egy értékét, akkor az y a fiiggetlen x valtozo fiiggvényének nevezziik.” (Sierpinska, 1992,

46. old., Sain, 1986, 700. old.).

A Dirichlet-féle altalanos fiiggvénydefinicidhoz eljutott Bolyai Farkas is, aki az 1832-ben

értelemben: ,,...akarmely valtozd (avvagy valtozok) akarmely allandoval (avvagy

allandokkal) akarmely (akar az idben, akar az {rben tett) munkalattal (avvagy munkalatokkal)
kottessenek 0szve...mondhatthatik fliggvénynek.” Tagabb értelemben ,,a fiiggvény barmilyen
operacio, amely az idoben és térben elképzelhetd.” (Szénassy, 1975, 120.0ld.).

Bourbaki 1939-ben megfogalmazott fiiggvénydefinicioja mar kiterjedt a halmazokra is:
Legyenek E és F két kiilonbozd vagy nem kiilonbézo halmazok. Az E halmaz egy valtozo
eleme és az F halmaz egy valtozo eleme kozotti reldciot funkciondlis reldcionak hivjuk, ha
minden x € E elemhez [étezik egyetlen y € F, mely relacioban dll az x elemmel. Az igy
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megadott operaciot fiiggvenynek nevezziik.... az y a fiiggvény értéke adott x elem mellett és
a fiiggvény meghatarozott az adott funkcionalis relacioval. Az ekvivalens funkciondalis
reldcio ugyanazt a fiiggvényt hatarozza meg.” (Kleiner, 1989, 299. old.)
A modern fiiggvénydefiniciot Vinner és Dreyfus (1989) tanulmanyukban Dirichlet-Bourbaki
definiciénak hivja, mely dominans jelleggel bir a matematikdban a fiiggvényfogalom
tanitasanal:
A fiiggveny ket halmaz kozotti olyan megfeleltetés, mely az egyik halmaz minden eleméhez
pontosan egy elemet rendel a masik halmazbol.” (357. old.)
le. Azaz ,legyenek A és B halmazok. Egy f € A X B relaciot fiiggvénynek neveziink, ha
a € Dy, afb és af b* mindig maga utan vonja, hogy b* = b.” (Pales, 2013, 7. old.)

A fiiggvényfogalom ezen torténeti fejlodésébol megallapithatjuk, hogy a valtozé mennyiségek
kozotti kapcesolatok jellege egyre altalanosabba valt, és a definiciok eltekintettek a
kapcsolatok kizarolag formulaval torténd leirasatol. A fliiggvény mind a matematika, mind a
matematika oktatas egyik kozponti fogalma jelenleg is. Az iskolai gyakorlatban altalaban
kovetjiik a torténeti fejlodést és a fogalom eldkészitéséhez, alakitasdhoz a ,,sziikebb”
értelemben vett fliggvényt hasznaljuk, azaz a szabalyokkal megadhaté fiiggvények keriilnek
targyalasra.

1.2.2. A fiiggvényfogalom alkotérészei

A torténeti fejlodés soran megjelend definiciok ramutatnak a fogalom harom alkotorészére:
(1) valtozok, melyek koziil egyik fligg a masiktol,
(2) kapcsolat,
(3) szabaly, ami meghatarozza a kapcsolatot.
A vdltozé a matematikaban egy adott halmaz meghatarozatlan eleme, azok az elemek pedig
amelyek helyett a valtozo allhat, annak értékei (Skemp, 2005). Malle (1986) a valtoz6 harom
aspektusat kiilonitette el:
(a) objektum — a valtozo6 egy ismeretlen szam
(példaul: Egy csapbol a medencébe masodpercenként 2 liter viz folyik. Hany
masodperc mulva lesz a medencében 14 liter viz?);
(b) helyettesitési — a valtoz6 iires helyeket jelent, melyekbe szamokat helyettesithetiink
(példaul: Adott az y = 2x + 3 fiiggvény. Helyettesitsiink az x helyére egész szamokat
-2-t0] 2-ig és hatarozzuk meg az y értékét);
(c) kalkulus — a valtozo jelentés nélkiili szimbolum, mellyel bizonyos szabalyok szerint
miveletek végezhetok
(példaul: Oldjuk meg az 5a + 2 = a — 1 egyenletet).

Miel6tt a tanulokkal megismertetjiik a fliggvény fogalmat, tapasztalatot kell szerezniiik a
valtozokrél oly modon, hogy kiilonbséget tudjanak tenni az adott és az ismeretlen
mennyiségek kozott. Amikor bevezetésre keriil a fliggvény fogalma ez a megkiilonboztetés
mar az allando és a valtozd mennyiségekre vonatkozik (Sierpinska, 1992).
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Sierpinska (1992) a fiiggvényfogalom megértési feltételének tekinti a kovetkezd vilagok
ismeretét, melyek a fogalom alkotorészeinek ismeretét is magaban hordozzak:

1. valtozas vagy valtozd objektumok vilaga;

2. kapcsolatok vagy folyamatok vilaga;

3. szabalyok, mintak, térvények vilaga (30. old).

A fogalom kialakitasat egy olyan folyamatként célszerii épiteni, melynek soran a tanulok
végighaladnak ezen vilagok alapos tanulmanyozasan.

Valtozas vagy valtozé objektumok vilaga

valtoz6 objektumokat. Sierpinska (1992) szerint a fogalom tanitdsa soran hangsulyt kell
fektetni arra, hogy a tanulok meg tudjak figyelni a valtozast, azt, hogy mi valtozik és hogyan.
Fontosnak tartja a valtozasok targyanak érzékelését ¢s verbalizalasat. Tovabba hangsulyozza
azt is, hogy a tanuldknak meg kell taldlniuk a szabalyszeriiségeket a valtozdsokban,
érzékelniiik kell a valtozasokat és azok kozotti kapcsolatot. Kezdetben az egyes elemparokon
(pl. (x,y)) beliili, majd az elemparok kozotti valtozas megfigyelése, végiil a kozottik 1évo
kapcsolat megtalaldsa torténik.

Kapcsolatok, folyamatok vilaga

Sierpinska (1992) javaslatokat tett arra, hogy a fiiggvényt valos életbdl vett szituaciokban
megfigyelheté kapcsolatok modelljeként, vagy egy rendszer masikban tdrténd
transzformalasanak eszkozeként célszerii bevezetni. A legtobb definicioban f jeloli az egyik
objektum masikba valo transzformalasanak folyamatat. A kapcsolatok sokféleképpen irhatok
le, példaul tablazattal, szavakkal, grafikonnal, nyildiagrammal, algebrai kifejezésekkel
(ezekrdl bévebben az 1.2.3.1. alfejezetben szélunk).

Van de Walle (2004) szerint (idézi Kwari, 2007) a fliggvény egyiittvaltozd6 mennyiségek
kozotti kapesolatként és/vagy megfeleltetés szabalyaként alakithato ki.

Figyelembe véve Szendrei Julianna (2005) megallapitasat a manipulativ tevékenységek
oktatasi folyamtatba vald bevonasanak sziikségességérdl (lasd a dolgozat 1.1.2. alfejezete), a
figgvényfogalom mint egyiittvdaltozo mennyiségek kozotti  kapcesolat, manipulativ
tevékenységekkel is alakithatd, melyek segithetik a tanulokat egyrészt az egyiittvaltozo
mennyiségek ¢és azok kozotti kapcsolat felismerésében, masrészt a fliggetlen és fiiggd
valtozok kozotti kiilonbségtételben (pl. alsé osztalyokban logikai készlet hasznalata).

Szabalyok vilaga, melyek meghatarozzak a kapcsolatot
A fiiggvény egyik alkotoeleme, a szabaly, széles korben hasznalatos a fogalom kialakitasi
folyamataban. A szabaly definialja a kapcsolatot, azt, hogy hogyan fligg az egyik valtozo

(fiiggd) a masik valtozotol (fiiggetlen). Minthogy a szabaly meghatarozza a kapcsolatot, ezért
a fogalom ezen két alkotoeleme kozott nagyon kis kiilonbség van. Eldéfordul, hogy sikeriil
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kapcsolatot talalnunk a valtozok kozott, de nem, vagy csak nehezen tudjuk explicit modon,
verbalisan vagy képlettel megadhatd szaballyal definialni azt. Bar a fiiggvény definicidja
eltekint a kapcsolatok kizarolag szaballyal torténd leirasatol, a vilag kevésbé szabalyos
torténéseit mégis olyan fliggvényekkel probaljuk modellezni, melyek esetében az
egyiittvaltoz6 mennyiségek kozotti kapcsolatok megadhatok explicit szaballyal (verbalisan
vagy képlet formajaban) (Herendin¢ Koénya, 2013). Ennélfogva a szabaly mint a
fliggvényfogalom alkotoeleme fontos szerepet jatszik a fogalom kialakitasi folyamataban. A
szabaly felismerése ezen folyamat egyik kezdeti ,,Iépésének” mondhatd (Kwari, 2007).

Ily mdédon megaéllapithatjuk, hogy a fiiggvény fentebb targyalt alkotéelemeihez kapcsolhatod
képességek koziil a szabalyfelismerd és szabalykovetd képességek fontos szerepet jatszanak a
fogalomalakitasi folyamatban, a fiiggvényszerii kapcsolatok felismerésében ¢és azok
kiilonbdz6 moédon torténd leirasaban. Az emlitett képességek tanulodi birtoklasa a valtozasok
targyanak érzékelésében, a valtozas ,milyenségének” megfigyelésében, felismerésében is
jelentéséggel bir.

Sierpinska (1992) a fliggvényfogalom tanitasara a kdvetkezé pedagogiai javaslatokat tette:

e a tanulok magyarazatokat tudjanak adni az egyes elemparok kozotti valtozasokra,
talaljanak torvényszertiségeket a valtozasok kozott;

e a tanulok érzékeljék a valtozasokat és az azok kozotti kapcsolatot, Gigy mint
valamilyen felmeriilé problémat, mely ,,tudomanyos magyarazatra mélto”;

e atanulokat a fliggvények tanulasara valds életbdl vett problémakon keresztiil érdemes
vezetni;

e a fliggvények tanitdsaban fontos, hogy a tanulok érzékeljék és verbalizaljak a valtozas
targyat; képesek legyenek elmondani ne csak azt, hogy hogy ment végbe a valtozas, de
azt is, hogy mi valtozott;

e a kiillonb6z6 matematikai kontextusok segitségével relevanssa tehetd az
értéktablazatok konstrudldsa, majd az elemparokkal a fliggvény grafikonjanak
megalkotasa, s igy a fiiggvényfogalom mélyebb fogalmi szintre keriil.

e a fliggvénydefinicié bevezetésének egészen addig nincs értelme, mig a tanulok nem
rendelkeznek egy megfelel6 matematikai kulturaval, azaz mig nem talaljadk meg a
definicio helyét a matematikaban (lasd Skemp két alapelvét, a dolgozat 5. old.).

Ezek alapjan ugy véljiik, hogy a fliggvényfogalom alakitasanak elsé 1épése annak elérése,
hogy a tanulok sokféle kontextusban felismerjék, elemezzék és le tudjak irni a valtozasokat.

A fentebb leirtak alapjan, a fiiggvényfogalom kialakitasi folyamataban fontos a valtozas
érzékelése, a valtozok kozotti kapcsolat felismerése. A valtozas ,,milyenségét” pedig a
valtozok kozotti kapcesolatot leird szabaly tudja meghatarozni.

1.2.3. A fiiggvény megértése és kiilonb6zo reprezentacioi

Even (1998) szerint ugyanazon fogalom azonositasanak és kiilonb6z6 formakban torténd
reprezentalasanak a képessége, valamint a rugalmas atjarasi képesség egyik reprezentaciobol
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a masikba alapvetd szerepet jatszik a matematika tanuldsdban, mivel lehetévé teszi a
tanuloknak a fogalom mély megértését (idézi Elia, 2007, 538. old.).

Ennélfogva a fiiggvény kiilonbozo reprezentacios formainak is fontos szerepe van a fogalom
megértésében. Mindegyik reprezentacié informaciot kindl a fogalom sajatos aspektusairol
anélkiil, hogy képes lenne teljesen leirni azt (Duval, 2002).

Reprezentaciok és megértés

A fliggvényfogalom {6 jellemzodi koziil kiemelhetd annak kiilonb6z6 moédon torténd
reprezentalhatosaga. Akkoc és Tall (2002) az alabbi reprezentaciés modokat targyalja:

e a fiiggvény verbalis (szoveges) reprezentacioja szaknyelven és hétkdznapi nyelven

e nyildiagram (két halmaz és az elemeik kozott 1évo kapesolatot szemléltetd nyilak)

e fliggvénybox (,,input-output” kapcsolat szemléltetése)

e szamparok halmaza (rendezett elemparok halmaza)

o ¢rtektablazat

e grafikon

e képlet (algebrai kifejezés)

Az 1.1. tablazatban példakkal illusztraltuk az egyes reprezentacios modokat.

s fiiggvénybox szamparok grafikon érték- .
nyildiagram (fiiggvénygép) halmaza tablazat képlet
/i\ INPUT X y
. 1 ]2
B f =112, @) 1[0 e =2x
314
U*FLFF

1.1. Tablazat: A fiiggvény kiillonb6zo reprezenticios modjai

A fogalom megértésének tehat egyik fontos aspektusa a tobbféle reprezentacios mod
alkalmazasanak képessége és a sziikséges jellemzok atemelése egyik modbol a masikba (Lin
¢és Cooney, 2001, idézi Areti, Paraskevi, Andreas, 2015, 440. old.). Sierpinska (1992) szerint a
tanulokkal meg kell ismertetni a fliggvény reprezentacios formainak széles spektrumat, annak
kiilonb6z6 modon vald kifejezhetdségét (leképezés, transzformaciod) annak érdekében, hogy
elkeriiljiik azt, hogy a tanulok ezek koziil barmelyiket 6nmagaban a fliggvénnyel azonositsak.
A megismertetéssel egyiitt arra is torekedniink kell, hogy a tanulok a kiilonboz6
reprezentaciok kozott mozogva meglassak az azok kozott 1évo kapcsolatot. Ha a fogalom
kialakitasa soran ez nem valosul meg, akkor ezek a reprezentaciok egymastol izolaltan
¢éptilnek be ismereteikbe (Thompson, 1994).

A kiilonbozo reprezentaciok alkalmazasanak ¢és Osszekapcsolasanak képessége szoros
kapcsolatban van a tanulok kiilonb6z6é mentalis képeinek kiépiilésével is (Akkoc és Tall,
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2002), mely az idedlis fogalomképzet kialakulasanak egyik ,allomasa”. Azaz
fogalomképzetiik gazdagsaga (vagy hianya) szorosan kapcsolddik a reprezentaciok tanuloi
alkalmazasahoz. Ahhoz, hogy a tanulok alkalmazni tudjak a kiilonbdzé reprezentacios
moédokat, meg kell érteniiik a fogalom fobb vondasait (Areti, Paraskevi, Andreas, 2015).

A fiiggvényfogalom megértésének szakaszai

Dubinsky és Harel (1992, 85. old.) a fiiggvényfogalom megértésének négy kiilonb6zo
szakaszarol tesz emlitést:

o eldfiiggvény
Ebben a szakaszban a tanuldk fliggvényfogalmardl kialakult képzete ,,homalyos™ és
figgvényhez kapcsolodd problémak megoldasara alkalmatlan. A fogalomnak csak
,»csirai” jelennek meg (példaul a tanuld szerint a fiiggvény egy matematikai fogalom,
ami leir valamit).

e cselekvés
Az objektumok egy megismételheté mentalis és fizikai manipulacidja. A fliggvény
egy ilyen felfogasa olyan képességet von maga utan, mely a szamokat algebrai
kifejezésekbe épiti és kiszamitja azok értékeit.
A tanulok a fliggvényt olyan ,,valamiként” képzelik el, mely megadja egy kifejezés
értékét a valtozo egy bizonyos értéke mellett.

o folyamat
A figgvény folyamatként vald interpretacioja magaba foglalja a mennyiségek egy
mint egy befejezett tevékenységrdl, mely valamilyen objektumbdl indul ki, valamit
csinal ezzel az objektummal ¢és a tevékenység eredményeként eldall egy uj objektum.
Egy folyamatszer(i elképzelés segitségével a tanuld képes kombinalni azt mas
folyamatokkal vagy visszaforditani azt (példaul: 6sszetett vagy inverz fliggvény).
A fogalom megértésének ezen szakaszaban a tanulok fliggvényrdl kialakult
fogalomképzete ,,input-transzformacid-output” képet mutathat.

e objektum
A fliggvény tekintheté objektumként, mely egy folyamat segitségével jott 1étre. Ha
egy objektumbdl haladunk egy folyamat felé, akkor csak ahhoz a folyamathoz lehet
visszatérni, ami eredetileg az objektumot eredményezte. Az objektumon lehetséges
olyan cselekvéseket végrehajtani, mely atalakitja azt.

A két utolsd szakaszban a fliggvényfogalom egymassal kapcsolatban 1év6 aspektusainak
megismerése is megtorténik, melyeket Doorman (2012) a kovetkezoképpen ir le:
= A fiiggvény mint egy ,, input-output” hozzdarendelés
A fiiggvény egy bemend-kimend hozzarendelés, mely segit megszervezni ¢és
végrehajtani a szamitasi folyamatokat. Ez a kezdetben homalyos és operativ fogalom
fokozatosan kap tobb ,arnyalatot”: hogyan fiigg az output érték az input értéktdl;
hogyan hatarozza meg az input az output értéket.
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Altalanos iskola also osztalyaiban a fiiggvénynek fleg ez a miiveleti vonasa keriil eltérbe és
azt ,,input-ouput gép”-nek tekintik, mely a betaplalt (,,input”) értékeket a kidobott (,,output™)
értékekbe viszi at egy bizonyos torvényszerliség alapjan.
= A fiiggvény mint az egyiittvaltozok dinamikus folyamata
A fogalom ezen aspektusa arra vonatkozik, hogy mig a fliggetlen valtozo ,,végigfut”
az alaphalmazon, addig a fiiggd valtoz6 is végigfut a képhalmazon. A fiiggd valtozo
egyiitt valtozik a fiiggetlennel. Majd felmeriil a kérdés, hogy ez az egyiittes
dinamikai folyamat hogyan és miért megy végbe. Az egyiittvaltozé mennyiségek
tanulmanyozasara a reprezentacios modok koziil hasznos a tablazat és a grafikon,
melyek segithetnek a mennyiségek kozotti kapcsolat megtalalasaban is.
= A fiiggvény mint matematikai objektum
Egy fliggvény mint matematikai objektum reprezentalhatd nyildiagrammal,
tablazattal, grafikonnal, képlettel és verbalisan. Ezek ugyanazon objektumnak a
kiilonboz6 aspektusat hangstlyozzak. A folyamat-objektum kettdség és az ,,input-
output” hozzarendelés kiemelik a fliggvény miiveleti karakterét: az input dolgot
folyamat segitségével atalakitja egy output dologgad (létrehozva ezzel egy
objektumot). A matematikai objektum nézet pedig annak strukturalis karakterét:
olyan ,dolog”, mely magasabb rendi folyamatokba (példaul differencialasba)
¢épithetd.

Ezek a szakaszok ramutatnak a fliggvényfogalom kialakitasanak lépcs6fokaira. A két utolso
szakasz (folyamat-objektum) véleményiink szerint a fogalom megértésének szorosan
egymasba ,,fon6d6” szakaszai. Végighaladva ezeken a 1épcsdfokon a valtozok, kapesolatok,
szabalyok alkotorészek, a fogalom aspektusaival annak kiilonb6z6 reprezentacidinak
megismerése is megtorténik. A szerz6k kiemelik a proceduralis munka fontossadgat a
matematikai fogalmak, igy a fiiggvényfogalom tanulasaban. Ugyanakkor ravilagitanak arra is,
hogy sem egy teljesen konceptualis megkozelités, sem egy kizarolagos proceduralis nem segit
a tanuloknak megtanulni a fogalmat. Ehelyett célravezetobb a kettd kozotti kdlcsonhatés
elémozditisa. fgy a fogalom tanuldsi folyamatanak részévé valik az elemi ,procept”
(processtconcept) megismerése is (Stankov, 2008), mely egy matematikai objektumbol
(figgvény), az azt eléallitod eljarasbal (,,input-transzformacio-ouput”) €s egy, akar az eljarast,
akar az objektumot reprezentalo szimbolumbol all (a fliggvény képlet reprezentacioja).

1.2.4. A fiiggvényfogalom kialakitasanak didaktikai vonatkozasai

Egy matematikai fogalom iskolai bevezetését legtobbszor hosszi el6készitd munka elézi meg.
Vannak olyan fogalmak, amelyek esetében tamaszkodhatunk a tanulok eldzetes, a hétkoznapi
életbdl vett teljesen spontan fejlédo eldismereteire. Ilyenkor specialis példak segitségével
absztrahaljuk a sziikséges fogalmat (Skemp, 2005). A fliggvény fogalma esetében a helyzet
Osszetettebb. Ebben az esetben sziikségesiink van egy olyan bazisra, amelyre épithetd az uj
matematikai tananyag. A fliggvényfogalom kialakulasa tehat hosszu folyamat. Mig a
halmazok elemei kozotti kapcsolat vizsgalatatol eljutunk a definicid megadasaig, hosszl utat
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kell megtenniink. Ezt tdmasztja ala Nachlieli és Tabach (2012) kutatasa is. Véleményiik
szerint a fliggvény bevezetését alapos munka kell hogy megeldzze szimbolikus kifejezések,
grafikonok és tablazatok targyalasanak bevonasaval. Ezekkel egyiitt az egyiittvaltozo
mennyiségeket tartalmazé valds életbdl vett szituaciok megbeszélését is biztositani kell.
Kézenfekvo ezért, hogy az eldkészité munka spiralis modon, a fogalom bevezetését megel6z6
években megkezdddjon.
Sierpinska tanulmanyaban lefektetni, hogy a fliggvényfogalom kulcsa a valtozdo mennyiségek
kozotti kapesolat (Sierpinska, 1988, 572. old.). Minthogy a szabaly mint a fiiggvényfogalom
egyik alkotdeleme, meghatarozza a mennyiségek kozotti kapcsolatot, a szabalykovetd és
szabalyfelismerd képességek tanuldi birtoklasa meghatarozo szerepet jatszik a fogalom
elokészitési szakaszaban a fliggvényszerii kapcsolatok felismerésében. Warren, Miller,
Cooper (2013) 5 éves gyerekek fliggvényszerii gondolkodasanak klinikai interju segitségével
végzett vizsgalata alapjan a szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek mar egészen kicsi
kortol fejleszthetok. A gyerekek képesek megfogalmazni a mennyiségek kozotti kapcsolatot
mar 1. osztalyos koruktol.
Bar a vald életben sokszor olyan problémakkal taldlkozunk, melyekben megjelend
egyiittvaltozd mennyiségek kozotti kapcsolatot nem lehet egyértelmiien szaballyal megadni,
az iskolaban altalaban a szabalyokkal megadhato figgvények keriilnek targyalasra. Ennek
egyik oka az, hogy ezek fOként képességfejlesztést (absztrahalast-konkretizalast,
Osszefiiggések megtaldlasa) szolgalnak (Herendiné Konya, 2013). A torténeti attekintésnél
lathattuk, hogy az egy ,szlikebb” értelmezésbdl fejlodott ki a ma hasznalatos
fiiggvényfogalom, ezért ugy véljik, hogy az iskolai gyakorlatban is a ,,szlikebb”
megkozelitéstol célszerl eljutnunk a ,,tagabb” fogalomig (lasd példaul a Dirichlet-Bourbaki
fiiggvénydefiniciot, dolgozat 12. old.).
Mindezek alatamasztjdk, hogy a szabalyfelismerd és szabalykovetd képességek tanuloi
birtoklasa, a felismert szabaly kiilonbdzé modon vald kifejezése (szavakkal, képlettel)
sziikséges, hogy részét képezze a fiiggvényfogalom eldkészitési szakaszanak. Ezzel egyiitt
sziikségét latjuk annak, hogy a tanulok képesek legyenek:

e egyiittvaltoz6 mennyiségek kozotti kapesolat felismerésére, ha ezek a kapcsolatok

kiilonbdz6képpen vannak reprezentalva;

e a felismert kapcsolatok kiilonbdz6 modon (pl. szavakkal, képlettel) valo kifejezésére;

e azon szabaly kdvetésére, mely alapjan az elemek egymashoz lettek rendelve.
A tovéabbiakban attekintjiik a fogalom azon forrasait, melyek alkalmazhatok a fenti
képességek fejlesztésére, igy a fiiggvényfogalom el6készitésére is. A fogalom induktiv uton,
annak kiilonbozo forrasaival torténd bevezetése soran szerzett tapasztalatok segithetik a
tanulok fogalomkialakulasat.

Fiiggvénygép
Thompson (1994) ugy véli, hogy a filiggvényfogalom megfeleld kezdeti kialakitasanak

kdzpontjaban nem annak kiilonb6zd reprezentacios formai kell, hogy szerepeljenek, hanem
olyan tartalmas kontextusok, melyek ,,megtestesitik™ a fliggvényfogalmat (24. old.).

18



Tall, McGowen és DeMarois (2000) kognitiv ,, gyékeren” (cognitive root) olyan objektumot,
jelenséget, eljarast ért, melyet a tanuld konnyen érthetének talal, és alapjat képezi az adott
fogalomra épiilé elméletnek. Azaz, a kognitiv ,,gyokér” (tovabbiakban a fogalom forrasa) az
alapvetd ismeretek tartalmas kognitiv egysége a tanulasi folyamat elején. A fiiggvényfogalom
egyik ilyen forrasa a fiiggvenygép (gépjaték, szabalyjaték, fliggvénybox), mely targyiasitja a
fogalom megértési szakaszait (folyamat, objektum), és a fogalom olyan reprezentacioja,
melybdl kiindulva elérhetd a fliggvény tobbi reprezentacioja is (tablazat, grafikon, képlet,
verbalis) (1.5. abra). Ezek a szokéasos reprezentaciok az egyiittvaltozd mennyiségek kozotti
kapcsolat reprezentacidés modjaiként is tekinthetdk (Tall, McGowe & DeMarois, 2000).

D
Erték-
tablazat
Nyildiagram

1.5. abra

A fluggvénygép tehat a fiiggvényfogalom egy olyan forrdsa (1.6. abra), mely a fogalom
bevezetésénél segitségiil szolgalhat az alkotorészeinek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok)
megismerésében (lasd a dolgozat 1.2.2. fejezete)

3
¢

1.6. abra

Mindezekkel egyiitt ez az eszkoz segithet a
e a fiiggvény definicidjaban szerepld halmazok (értelmezési tartomany, képhalmaz)
kozotti kiilonbségtételben,
e afiiggetlen és fiiggd valtozok fogalmainak megértésében,
e az egyiittvaltozd mennyiségek targyiasitasaban,
e a fliggvényfogalom  alkotérészeinek  (valtozok, kapcsolatok, szabalyok)
megismerésében.
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Az alsébb osztalyokban hasznalt gépmodellel gyakran arra toreksziink, hogy a gyerekek
megtalaljak a gép miikodési szabalyat, mely alapjan a bemend objektumbdél megkaptuk a
kimend objektumot, majd azt megadjak képlettel. Mindezek mellett azt is hangsulyoznunk
kell, hogy ez a tevékenység a kés6bbiekben olyan képzethez vezethet, hogy minden fiiggvény
megadhatd képlettel. Emiatt sziikséges, hogy a fiiggvénygépet olyan mindennapos példak
illusztralasara is hasznaljuk, melyek a fliggvényt képlet helyett folyamatként adjadk meg
(példaul a levél feladasi koltsége a tomegétdl fiiggden).

Valés életbdl vett folyamatok modellezése fiiggvénnyel

Davindeko (1997) a fiiggvényfogalom kialakitasara valos életbdl vett szituaciokat hasznalt. A
valos életbdl vett szoveges feladatok biztositjak, hogy a tanulok mindennapi életben szerzett
tapasztalataikat aktivizalva beleéljék magukat az adott szituacioba ¢és a megoldashoz
felhasznaljak az igy szerzett tapasztalataikat, ismereteiket (Kelemen, 2010). Van de Walle
(2004) (idézi, Kwari, 2007) a fliggvényfogalom kialakitdsat szintén valds életbdl vett
kontextusokkal és azok kiilonbozé reprezentacioival kezdte. Ugy véljiik, ezek segithetnek a
figgvényt valds ¢let modelljeként hasznalni.

A szoveges feladatok valamely verbalis leirdsai a problémaszituacidknak, mely egy vagy
tobb kérdés megvalaszolasat kéri, a valasz a szamadatokkal matematikai miveletek
alkalmazasaval megadhato... valamint a szoveges feladatok megoldasa soran a valaszadonak
meg kell adni azon mennyiségek kozotti kapcsolatot, melyek a kontextusban rejtéznek”
(Verschaffel, 2000, idézi Chassapis, 2010, 210. old.).

Ennek alapjan elmondhato, hogy a valos életbdl vett szoveges feladatok is tartalmazhatjak a
fliggvény alkotdelemeit (valtozok, kapcsolatok, szabalyok). Abban az esetben, ha a szabaly
szoveges feladatokban rejt6zik, a verbalis leirasi fazis fontos a mennyiségek kozotti kapcsolat
felismerése soran, mieldtt a kapcsolatot meghatarozd szabalyt algebrai kifejezéssel is
leirnank. Ezt tamasztja ala Varga Tamas azon megallapitasa, hogy a ,,formuldhoz az 0t a
torvényszeriségnek szavakban vald megfogalmazasan at vezet” (Varga, 1969). Az
egyiittvaltozé mennyiségek tablazatos reprezentacidja segithet abban, hogy a mennyiségekre,
mint valtozokra tekintsiink, majd ezek segitségével a feladat megoldasat verbalisan és
altalanositva algebrai kifejezéssel is megadjuk. A tanuldk a tablazatba rendezett, szoveges
feladatokban rejtézo egylittvaltozdo mennyiségek kozotti kapcsolatot felismerve eljuthatnak a
képletettel valo altalanositasig (Rivera, 2013).

Mindezek mellett azt is ki kell emelniink, hogy a szoveges feladatok kitlizésénél figyelembe
kell venni az esetleges nyelvi nehézségeket is. Sokszor a tankonyvekben kitiizott feladatok
nyelvi megfogalmazasbol adodd bonyolultsaga, Osszetettsége is okozhatja a sikertelen
feladatmegoldast és igy negativ hatassal is lehet a fiiggvény fogalmanak elmélyitésére. A
szoveges feladatoknal fontos az ismert és ismeretlen mennyiségek kozotti kapcesolat kifejezési
moédja, a feladat megoldasahoz sziikséges miiveletekre utald kulcsszavak hasznalatanak
mértéke, €s az informacidk kozlésének sorrendje.
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1.3. OSSZEGZES, KOVETKEZTETESEK

Vannak fogalmak, melyek kialakitdsahoz elegendd a mindennapi életben szerzett
tapasztalatok. Az el6z6 fejezetekben azonban lathattuk, hogy a fiiggvényfogalom
kialakitasahoz sziikségesek olyan forrasok, melyekre a fogalom bevezetésénél
tamaszkodhatunk. Annak ellenére, hogy ezen matematikai fogalommal - anélkiil, hogy akar
tudnank réla — az élet nagyon sok teriiletén talalkozunk, a kialakitdsdhoz, megértéséhez
vezetd ut hosszu és koriiltekintd munkat igényel.

A fiiggvényfogalom didaktikai elemzésével az alkotorészek €és az azok kozotti kapcsolat
feltarasat céloztuk meg (1., 2. kutatdsi kérdés, 10. old.). Mindezeket szem el6tt tartva érhetd
el, hogy ugy alakitsuk ki a fogalmat, hogy az a problémamegoldas soran is jol hasznosithato
legyen. Idealis esetben a fogalom megértésének megfelelé szakaszain athaladva a tanulo
Igyekeztiink megtalalni a fiiggvényfogalom eldkészitését segitd forrasokat, kapcsolatba hozva
Oket a fogalom megértésének egyik kritériumaval, a kiilonboz6 reprezentaciok hasznalatdnak
képességével.

A szakirodalmak analizisével a kovetkez6 megallapitasok teheték a fliggvényfogalom
kialakitasara:

e A fiiggvényfogalom esetében nem tamaszkodhatunk kizarélagosan csak a tanulok
hétkoznapi életben spontan fejlodo eldismereteire.
megadasa el6tt kell, hogy megkezdddjon.

o Az el6készitési szakasz fokuszaba a fogalom egyes alkotorészeinek (valtozok,
kapcsolatok, szabalyok) megismerését kell helyezni.

e Az alkotorészek megismerését elérhetjik a fogalom kiilonbozé forrasainak
fogalomalkotési folyamatban torténd bevonasaval.

o A fogalom kialakitasat az egyiittvaltozé mennyiségek fogalmanak targyiasitdsa mellett
végezziik, a fogalom alkotdrészeinek 6sszekapesolasaval.

e Az egyiittvaltozdO mennyiségek kozotti kapcsolat felismerésében a fliggvény
kiilonbdz6 reprezentacidi nyujthatnak segitséget (verbalis, tablazat, képlet,
nyildiagram, grafikon).

e Mindezekkel egyiitt a mennyiségek kozotti felismert kapcsolatot leird szabalyhoz,
mint a fliggvény egyik alkotorészéhez kapcsolhatd szabalykovetd és szabalyfelismerd
képességek fejlesztését is szem el6tt kell tartanunk.

e Fejleszteniink kell a kiilonb6z0 reprezentaciok kozotti atjaras képességét is.

A késObbiekben bemutatasra kerildo felmérésekkel ezen elméleti kovetkeztetéseket

ellendriztiik, megerdsitettiik, a fejleszté programban hasznalt tevekénységek megtervezésénél
pedig ezeket a kovetkeztetéseket vettiik figyelembe.
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2. AFUGGVENYFOGALOM KIALAKITASA UKRAJNABAN
ES MAGYARORSZAGON A KERETTANTERVEK ES
TANKONYVEK TUKREBEN

Ukrajnai és magyarorszagi 5-6. osztdlyos matematika kerettantervek és tankdnyvek altalanos,
majd a fliggvényfogalom kialakitdsa szempontjabol végzett elemzésével arra torekediink,
hogy megtalaljuk milyen hasonlosagok, esetleg kiilonbségek mutatkoznak a fogalom
elokészitési szakaszaban az eldirt kerettantervi kovetelményekben, illetve azok mennyire
vannak &sszhangban a tankonyvi leckékkel és az azokban kitiizott feladatokkal.

Ukrajndban ¢és Magyarorszagon az elemi-, altalanos- és kozépiskolai oktatds eltérd
szakaszokban valésul meg. Az 2.1. tablazat az ukrajnai és magyarorszagi kozoktatas
leggyakoribb iskolatipusainak szakaszolasat mutatja be. Mint lathato, ezekben az altalanos
iskola Ukrajnaban 5 éves, viszont a kozépiskola minddssze 2 év. Ennek ellenére a két
orszagban hasznalt matematika kerettanterveknek megfeleléen mindkét orszagban a
kozépiskola végére (11. év vagy 12. év) kisebb eltéréssel, de ugyanazok a tananyagok
keriilnek tanitasra. Ugyanakkor, amint azt a késObbiekben latni fogjuk, a fiiggvényfogalom
kialakitasanak folyamataban mar kiilonbségek mutatkoznak.

Evfolyam Ukrajna Magyarorszag
1
2 Elemi iskola Altalanos iskola alsé tagozat
3 (6-7 éves kortol) (6-7 éves kortol)
4
5
6 . Altalanos iskola felsé tagozat
7 Altalanos iskola
8
9
10 g .
T Koézépiskola Kozépiskola
.

2.1. Tablazat: Az ukrajnai és magyarorszagi kozoktatas leggyakoribb iskolatipusainak
szakaszolasa

2.1. AZ 5-6. OSZTALYOS KERETTANTERVEK ALTALANOS
VIZSGALATA

Ukrajnaban a matematika és mas tantargyak tartalmat Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos
Minisztériuma altal elfogadott Un. Tanitdasi program irja le. A program az egyes
évfolyamokon tanitand6 ismereteket és az azokhoz kapcsoldodo, a tanulok felkésziiltségi
szintjeinek mindsitésére szolgalod kovetelményeket hatarozza meg. Ehhez a dokumentumhoz a
Magyarorszagon hasznalatos matematika kerettanterv hasonlit leginkabb, melynek a 2012-ben
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hatalyba Iépett valtozata az a fejlesztési feladatokon keresztiil irja le az ismeret, képesség és
készség jellegli kovetelményeket. Megemlitendd, hogy Ukrajnaban a 7-9. osztalyokban az
addigi Matematika tantargy két kiilon tantargyra tagolodik: Algebra és Mértan targyakra.

A 2.2. tablazatban az altalanos iskola 5-6. osztalyara vonatkozo, 2012-ben kiadott ukrajnai és
magyarorszagi ~ Matematika  kerettantervekben  lefektetett,  hasonldésdgot — mutato
kovetelményeket vizsgaljuk. Ukrajndban a 2012 o6ta felmend rendszerben a korabban kiadott
matematika programban csak kisebb modositasok torténtek. Mivel a késobbiekben
bemutatasra keriil fejleszté programban résztvevd tanuloknal a tanmenet alapja a 2012-es

program volt, igy a dolgozatban ezt elemezziik részletesen.

Ukrajnai tanitasi program' kovetelményei

Magyarorszagi kerettanterv’ kovetelményei

Gazdagitani és elmélyiteni a tanulok tudasat:
o szamokrol és azokkal végzett miiveletekrol
o szam-és betiikifejezésekrol

o mértékegységekrol

o cgyenletekrdl és szamegyenl6tlenségekrol.

e Tudni a tanult mértékegységeket atvaltani.

o Készség szinten szamolni egész szamokkal, a
racionalis
végzésében valo gyakorlottsag.

szamokkal  vald  miveletek

e Fogalmi aparatus,

e szamitasi algoritmusok,

e abrazolasi képességek
kialakitasa.

e A megértett és megtanult fogalmak ¢és
eljarasok felhasznalasa, szerves beépiilése a
modellekbe.

e Matematikai szaknyelv és jelolésrendszer

hasznalatanak, alkalmazasanak fejlesztése.

e Sik-és térszemlélet fejlesztése.

o Tajékozodas fejlesztése sikban és térben.

e Kiilonbozd sikbeli és térbeli alakzatok |® Egyszerli sikbeli és térbeli alakzatok
felismerése. felismerése.
e [ogikus gondolkodas fejlesztése. o Egyszeri szoveges feladatok  néhany

e Szoveges feladatok megoldasa.
e Matematikai modellek alkalmazasa.

crer

e A probléma megoldasat eldsegité modellek
alkotasa.

Kialakitani a tanulokban az adatok

e tablazatba rendezésének

o grafikonon torténé megadasanak

e kiilonbozo diagramon vald szemléltetésének
képességét;
Tudni kovetkeztetéseket
elemzésével.

levonni ezek

Megfeleld szemléltetd abrakat,
grafikonokat

soran,

diagramokat,
késziteni a problémamegoldas
o ezeket értelmezni, elemezni és felhasznalni;
e halmazokat jellemezni;

o szabalyszeriiségeket észrevenni;

e Altalanositd allitasokat
megfogalmazni.

sejtéseket,

Ervelés, cafolas fejlesztése.

Az érvelés, a cafolas, a vitakészség, a helyes
kommunikacio fejlesztése.

2.2. Tablazat: Ukrajnai és magyarorszagi kerettantervek kovetelményei

1

M. L. Bypaa, O.1. ManboBanwmii, €. II. Henin, JI. A. HomipoBcekuii, A. B.IlanbkoB, H. A. Tapacenkosa,

M. B. Yemepuc, M. C. Sxip, Mamemamuka. Hasuanoha npoepama 015 5-9 knacie 3a2aibnooc8muix HAGUATbHUX

3aK1a018.

2 Matematika kerettanterv az altalanos iskola 5-8. évfolyamdra. A kerettantervek kiaddsanak és jovahagyasanak
rendjérol szol6 51/2012. (XII. 21.) szami EMMI rendelet 2. melléklete.
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A tablazatba azokat a jellegzetességeket kozoltiik, melyek esetében hasonlosagokat talaltunk a
két orszag 5-6. osztalyos kerettanterveiben eldirt fejlesztésekben. Ezek a jellegzetességek
globalisak, azaz a 6. osztaly végére elsajatitandd tananyagokhoz kapcsolodd fejlesztési
kovetelmények, de jol kapcsolhatok kutatasunk kozponti fogalmanak, a fiiggvénynek az
elékészitésehez is.

Bar a késébbiekben bemutatasra keriil$ felméréssorozatunkban résztvevd ukrajnai (hasonléan
a magyarorszagi) tanulok tanmenetét a 2012 el6tt kiadott matematika kerettanterv hatarozta
meg’, annak részletes elemzésétSl most eltekintiink, mivel a kutatasunk kézponti fogalmanak
a kialakitdsa szempontjabol az abban lefektetett kovetelmények nem térnek el a 2012-es
kerettantervben kozoltektol.

A kovetkezd alfejezetben a két orszag tanterveit és tankonyveit a fiiggvényfogalom
kialakitasa szempontjabol elemezve kideriil, hogy a fogalom kialakitasara fokuszalva mar
lényeges kiilonbségek is mutatkoznak.

2.2. AZ 5-6. OSZTALYOS KERETTANTERVEK ES
TANKONYVCSALADOK ELEMZESE A FUGGVENYFOGALOM
ELOKESZITESENEK TUKREBEN

Ahhoz, hogy képet kapjunk a fliggvényfogalom el6készitésérdl az altalanos iskola 5-6.
osztalyaban megvizsgaltuk a fogalom kialakitasat segit6 témakdrdket és azok tartalmi jellegét
a mar emlitett tantervekben és a kovetkez6 tankdnyvekben:
e ber3 ['.I1.,, ber3 B.I'., Maremaruka 6. ki1.: [TigpydHuK uist 3arajJbHOOCBITHUX
HaBYAJILHMX 3aKiaiB. - K.:I'enesa, 2006.
e Mepsnsk A. I'., [lomorcekuit B. b., Sxip M. C., Matemaruka: Ilinpy4auk mis 5-ro
kiacy - X.:I'imnazis, 2005.
e Hajdu Sandor, Matematika (alapszint, 5.-6. osztaly), Miiszaki Tankonyvkiado, 2001,
2002.
Vizsgalatunk azért esett ezekre a tankonyvekre, mert a késébbiekben bemutatasra keriild
felméréssorozatunkban résztvevo iskolak tanuldinal ezen tankdnyveket hasznaljak a tanitasi
gyakorlatban. A valasztott ukrajnai iskola magyar tannyelvii, az iskola tankdnyvellatasa olyan
tankonyvekre korlatozodik, amelyek magyar nyelvli forditast kaptak. Csakigy, mint
Magyarorszagon, Ukrajnaban is tobbféle matematika tankonyv jelenik meg, de az ukrajnai
magyar tannyelvli iskola tanuldi azokbol tudnak tanulni, melyeket anyanyelviikre
leforditottak. Emiatt a tanarok is legf6képp ezen tankdnyvek hasznalatat részesitik elényben
és a tanitds szervezésénél ezen tankonyvekre tamaszkodnak, mert az Ungvéri Jarasi Allami
Adminisztraci6 Oktatastigyi Osztalya eldirja, hogy a tanmenet készitésénél a tanitdshoz
hasznalt tankdnyvet is figyelembe kell venni és annak cimét a tanmenetben is fel kell tiintetni.

3 . . . .
Haguanvni npocpami 0na 3a2a1bHOOC6MHIX HAYUATbHUX 3aKk1adie. Mamemamuxa. 5-9 rknacu.-
K.:”Iepyn”, 2005.
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A valasztott magyarorszagi iskola altal hasznalt matematika tankonyvet sok mas iskola is
régota hasznalja. Ugyan nem kdvetelmény, hogy a tanmenetet a tankdnyvnek megfelelden
kell elkésziteni, mégis a gyakorlat azt mutatja, hogy a fels tagozat szaktanarai kovetik a
tankonyvi felépitést és hasznaljak azok feladatanyagat.

Az ukran és a magyar kozoktatasban a fliggvényt, mint matematikai fogalmat egyarant az
altalanos iskola 7. osztalyadban definidljak. Alsobb osztalyokban csak eldkészitik a tanuldkat
kiilonb6z6 tananyagokkal e fogalom bevezetéséhez. A fentebb emlitett 5-6. osztalyos
matematika kerettanterveket és tankonyveket vizsgalva a fliggvényfogalom kialakitasat segitd
témakorok €s azok tartalmi jellege szempontjabol szembetli kiilonbségek mutatkoznak a
szabalykovetd és szabalyfelismerd képesség fejlesztésére eldirt kovetelményekben (a
vizsgélatainkban résztvevd ukrajnai tanulok alsd osztidlyban hasznalt tankdnyveibdl és az
Oktatasi Minisztérium altal eldirt tantervébdl pedig mondhatjuk azt, hogy hianyzott). Az
egyiittvaltozd6 mennyiségek kozotti kapcsolatot definiald szabaly felismerése, mint a
fliggvényfogalom alkotorésze, a fogalom kialakitasanak egyik kezdeti Iépéseként hasznalhato,
hiszen a fiiggvény akkor adott, ha ismerjiik a két halmazt és az elemek kozotti egyértelmi
megfeleltetést, ami alapjan a halmazok elemeit 0sszekapcsoltuk (Czeglédy, 1994). Ennek
ellenére a vizsgalt ukrajnai tanterv fejlesztési kdvetelményei eltekintenek a szabalyfelismero-
és kovetd képességek fejlesztésétol. A fogalom forrasat jelentd fiiggvénygép (gépjaték) sem
jelenik meg, és a fliggvény masik alkotdelemének, a kapcsolatoknak a felismerésére sem
helyezdédik hangsuly.

A magyarorszagi kerettantervben mar alsé tagozaton® is hangsulyt fektetnek arra, hogy a
gyerekek minél tobb fiiggvényszerli hozzarendelésrdl tapasztalatot szerezzenek: képesek
legyenek felismerni két halmaz elemei kdzotti kapcesolatot (Osszefliggés-felismerd képesség
fejlesztése) és azt kiillonboz6 modon valod kifejezni: ,,Egyszeriibb Osszefiiggések,
szabdlyszeriiségek felismerése. Szabdlyjatekok alkotdsa. Valtozo helyzetek megfigyelése, a
valtozas jelolése nyillal. Szamok tablazatba rendezése” (kerettanterv 7-8. old.). Ezen
fogalomeldkészité munkak a vizsgalt ukrajnai kerettantervben és tankonyvekben hianyosak,
ezért feltételezhetjiik azt, hogy a tanarok sem térnek ki az emlitett képességek fejlesztésére.

A 2.3. tablazatban 0Osszefoglaltuk azon tankdnyvi tananyagokat, amelyek segitséget
nyujthatnak a fiiggvényfogalom el6készitésénél (az egyforma megnevezés végett az ukrajnai
tanitasi programban hasznalt, a ,tanulok felkésziiltségi szintjének mindsitésére szolgalod
kovetelmények” fejléc helyett a ,,Fejlesztési kovetelmények a tantervben” megnevezést
hasznaljuk mindkét orszag esetében).

A tablazatbol is kiolvashato, hogy az egyes ukrajnai tananyagokhoz kapcsolodo fejlesztési
kovetelmények kozott nem szerepel a szabalykdvetd €s szabalyfelismer6 képesség fejlesztése,
és csupan érintik a fliggvény egyik alkotoelemének, a valtozonak az ismeretét. Ezzel
ellentétben a magyar tanterv joval tobb olyan tananyagot ir el6, melyek az emlitett képességek
fejlesztésével egylitt a fiiggvényfogalom alkotorészéinek (valtozok, kapcesolatok, szabalyok)
mélyebb megismerését is megcélozzadk (ezeket a tabldzatban kiemeltiik), valamint a
tantervben a ,,fliggvény” sz6 explicite is megjelenik.

* Matematika kerettanterv az dltaldnos iskola 1-4. évfolyamdra. A kerettantervek kiadasanak és
jovahagyasanak rendjérdl szolo 51/2012. (XII. 21.) szamt EMMI rendelet 1. melléklete.
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Ukrajnai tankonyv és tanitasi program

Magyarorszagi tankonyv és kerettanterv

Tananyag Fejlesztési kovetelmények a Tananyag Fejlesztési kovetelmények a
tantervben tantervben

Szdam- és A szam- és betlikifejezések Osszeg, kiilonbség, | Fegyelmezettség,

Betiikifejezések | felismerése, példakkal szorzat, hanyados kovetkezetesség,

(5. oszt) torténd illusztraldsa; a szam- | valtozdsai. szabdlyRgvetd magatartds
és betiikifejezések értékeinek | (5. 0szt) Sejlesztése.
meghatarozasa Algoritmikus gondolkodas

fejlesztése.

Egyenes Aranyos mennyiségek Aranyos A kovetkeztetési képesség

aranyossdg illusztralasa példakkal, az kovetkeztetések fejlesztése.

(6. oszt) egyenes aranyossag (5.0szt) Annak megfigyeltetése, hogy az
fogalmanak definialdsa, az Fiiggvények, eqyiR menmnyiség vdltozdsa milyen
aranypar ismeretlen tagjanak | egyenes és forditott | vdltozdst eredményez a hozzd
megtalalasa, a mennyiségek, ardnyossag (6.0szt) | tartozé mennyiségnél
Rgzotti ardny meghatarozasa (egyiittvdltozd mennyiségek)

Aranyérzek fejlesztése, a
valdsagos viszonyok becslése
teleptilések térképe alapjan.

Diagramok Oszlop-¢s kordiagramok Egyszerii Elemzoképesség fejlesztése a

(6.0szt) elemzése és diagramok, napi sajtoban, kiillonb6z6
szerkesztése értelmezése, kiadvanyokban talalhato

tablazatok grafikonok, tdblazatok
olvasasa, készitése | felhasznalasaval
(5-6.0szt)

Derékszogii Megtalalja a pont Derékszogii Megadott pont

koordinata- koordinatajat a koordinata koordinata- koordinatainak leolvasasa,

rendszer sikon és abrazolja az adott rendszer illetve koordinatak

(6.0szt) koordinataji pontot. (5-6.0szt) segitségével pont abrazolasa

a Descartes-féle koordinata-
rendszerben.

Grafikonok Mennyiségek Rozotti Osszefiiggések, Osszefiiggések felismerése.

(6.0szt) dsszefiiggéseRet grafikonnal grafikonok, Egylittvaltozoé mennyiségek
dbrazolja és elemzi ezeketa | sorozatok Osszetartoz6 adatparjainak
grafikonokat, valamint képes | Grafikonok, jegyzése: tapasztalati
adatok leolvasasara a tablazatok Siiggvények, sorozatok alkotdsa.
grafikonrol. (5-6.0szt) A helyes fiiggvényszemlélet

megalapozdsa.
Megfigyeloképesség
dosszefiiggéseR felismerésének,
képessége, rendszerezo-
képesség fejlesztése.
Szabdlykgvetés, szabdlyfelismerés
RépességéneR fejlesztése.

2.3. Tablazat: A fiiggvényfogalom el6készitését szolgalé témak az ukrajnai és
magyarorszagi kerettantervekben és tankonyvekben
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A tovabbiakban néhany példan keresztiil a teljesség igénye nélkiil azt mutatjuk be, hogy
hogyan valdésulnak meg a tantervi eldirasok az egyes tankdnyvekben.

A vizsgalt magyarorszagi 5. osztalyos tankonyv a Természetes szamok c. témakdrnél eleget
tesz a tanterv Osszeg, kiilonbség, szorzat, hanyados viltozdsai tananyagéhoz kapcsolodd
fejlesztési kovetelményeknek és olyan feladatot tiz ki (59. old.), mely fejleszti a
szabalykovetd képességet, valamint az elemparok tablazatba rendezésével is foglalkozik (2.1.
abra).
1.80. Minden folyamatabrahoz masold le a tablazatot, es tdltsd ki a folyamatabra se-
gitsegével!

x 1256

A szamitas szabalyat ird be a tablazat vastagon bekeretezett részébe!

1. q START) 2 (START) da i START
. ' . v I S
Adj meg egy Adj meg egy Adj meg egy
természetes természetes természetes
szamaot szamot | szamot
S | . ' .
Adj hozza I Szorozd meq
3-at r | 2-vel
' | Adj hozza [
' 324 | ) '
Szorozd meg [ Adj hozza
| 2-vel | 3-at
[

L : R | v .
ird le az ird le az ird le az |
eredmenyt eredmeényt | eredményt |

'
[END [ END [END )

2.1. abra

Ezen témakoron belill a tankonyv kiilonbozd, életbdl vett példak segitségével vezeti be a
tanulokat a valtozok, kapcsolatok vilagaba, az 0sszetartozd mennyiségek kozotti kapcsolatot
pedig kiilonb6zé modon reprezentalja (tablazattal, grafikonnak). Tobb példaval fejleszti a
szabalyfelismer6 képességet tablazatban megadott mennyiségekkel. A Sorozatok leckén beliil
folytatodik a szabalyfelismeré és -koveté képességek fejlesztése: ,,Mi lehet a sorozat
szabalya?  4;12;:36..... Folytassuk a sorozatot felismert szabaly alapjan 3-3 taggal!” (76.
old.)

Az ukrajnai 5. osztalyos tankdnyvben hasonlo feladatokkal nem talalkozunk. A tankdnyv a
Szam- és Betiikifejezések c. témanal csak az algebrai formaban adott kifejezések értékeinek
meghatarozéaséaval, illetve a verbalis forméban adott kifejezések algebrai mddon torténd
megadasaval foglalkozik. Példaul: ,,Hatarozd meg az y=4x-7 képlettel megadott kifejezés
értékét, haa) x=26, b)x=15"(70. old.)

Analog példat talalunk a magyarorszagi tankdnyvben is, de az tovabb fizi a feladatot oly
modon, hogy a szabalykoveté magatartas fejlesztésével az Osszetartozd mennyiségek
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tablazatba rendezését és az inverz szabaly alkalmazasat is kéri. Ezzel egyiitt a valtozok,
kapcsolatok vilagaval valo ismerkedést is megcélozza (2.2. abra).

1.128. Mindegyik szabélyhoz masold le a tablazatot, és —

fejezd be a kitoltését az adott szabaly alapjan! Ix41/2|5/3| |
a) y=x+8; b) y=5-x e |10 70
¢) y=3-x+4; d) y=x-x+6.

1.129. Keress a tablazathoz minél tobb szabalyt! B oliT2le
Minden felismert szabalyhoz masold le a tabla- - KRR
zatot, és toltsd ki a szabaly alapjan! ¥ 12

2.2. abra

A 6. osztaly esetében az Egyenes aranyossag c. tananyagnal az el6zéekhez hasonlod
szituaciokkal talalkozunk a vizsgalt tankonyvekben. Az ,,indulas” hasonld, gyakorlati példa
segitségével jut el mindkét tankdonyv az Osszetartozé6 mennyiségek kozotti kapcsolat
felismerésétdl azok tablazatba rendezéséig. Bar még nincs sz6 a fiiggvényrdl, de a
is hangsulyt fektet: a kapcsolat tablazattal, grafikonnal, képlettel is megjelenik. Az ukrajnai
tankonyv az Osszetartozd mennyiségek kozotti kapcsolatot meghatarozo szabaly képlettel
kovetkezményeként leirja képlettel az egyenesen aranyos mennyiségek kozotti kapesolatot
(y=kx, ahol k-valamely szam), de erre a késébbiekben mar nem tér vissza.

Egy facsavar ara 4 Ft. Hany forintba kerdl 0, 1, 2, ... facsavar?
Hatarozzuk meg a koltség és a csavarok aranak aranyat.
Abrazoljuk grafikonon az dsszetartoz6 értékparokat.

Jeldlie n a csavarok szamat, k a koltséget.

A csavarok szamanak valtozasaval valtozik a koltség is.
0O «csavar ara 4 - 0 (F)
1 csavar ara 4 - 1 (Ft)
2 csavar ara 4 - 2 (Ft) k(F) |0 |4 |8 12|16 |20 24
k:n = 4 4 4 4 4 4

ndo) | o |1 |2 |3|4|5]|686

n csavar ara 4 - n (Ft)

masképp irva k=4-n
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Aranyos mennyiségek

1 kg alma dra 3 hrivnya. Mennyibe keriil 2 kg, 3 kg, 4 kg, 5 kg,
6 kg alma? A feleletet tablazatba foglalhatjuk.

Az alma tdmege (kg) 1 2 3 4 5 6
Ar (hr) 3 6 9 12 | 15 | 18

A feladatban két mennyiség szerepel: a tdmeg és az ar. Vegyiik
a tomeg két értékét: 3 kg és 5 kg. A megfeleld drak 9 hrivnya és
15 brivnya. Ezekkel az adatokkal a kévetkezd aranypart irhatjuk fel:
3:5=9:15vagy3:9=5:15. Az ilyen mennyisségeket ardnyos
mennyiségeknek nevezziik. Az 4ru ara és tdmege ardnyos mennyiség.
Minél t6bb almat vesziink, annal tébbet kell fizetni.

2.4. abra

Mindkét tankdnyv és tantervek tartalmaz olyan témakdroket, melyek kapcsolodnak az
altalunk vizsgalt fliggvényfogalom kialakitasahoz. Viszont, amint az az elemzésbdl is kitiinik,
a vizsgalt ukrajnai tankonyvben ¢és tantervben ennek a fogalomnak a kialakulasat,
alkotorészeinek megismerését segitd témakorok szama kevesebb, a fogalom bevezetéséhez
sziikséges képességek fejlesztése nem elég hangsulyos.
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3. ELSOEVES EGYETEMI HALLGATOK
FUGGVENYFOGALOMROL KIALAKULT KEPZETEI

A dolgozat 2. fejezetében lathattuk, hogy a magyarorszagi kerettanterv és tankonyvek
hangsulyt fektetnek a fliggvényfogalom elékészitésére, mar elemi iskola 1. osztalyatol. Ennek
ellenére az oktatasi tapasztalatok, amelyeket a szakirodalomban fellelhetd jelentdsebb kutatési
eredmények is erdsitettek, azt mutattak, hogy az egyetemet kezdett hallgatok fliggvényrol
kialakult képzetei nem felelnek meg a kerettantervi kovetelményeknek. Mindezek
ismeretében ebben a fejezetben induktiv kutatason beliil, leird esettanulmannyal vizsgaljuk a
magyarorszagi kozépiskolat befejezd, egyetem elsd évét kezdd hallgatdok fliggvényrol
kialakult képzetét.

A kutatasi kérdés és a hozza kapcsolodo hipotézis a kovetkezo:

K1.1. Milyen fogalomképzet alakult ki a fiiggvényrdl a magyarorszagi kozépiskolat befejezd
tanulok egy valasztott csoportjanal?

HI.1. A kozépiskolat befejez6 tanuldi csoport fliggvényfogalomrol kialakult képzetei nem
felelnek meg a kerettantervi kovetelményeknek.

A hipotézisek igazolasahoz vagy eclvetéséhez készség- ¢és tudasszintméré teszteket
hasznalunk, melyek értékelését kvantitativan végezziik, a tanulok munkdjanak kvalitativ
elemzésével.

3.1. A felmérés koriilményei

Az elsééves villamosmérndk hallgatok esetében a Matematika 1 targy” tematikjanak jelentds
része a fiiggvény fogalmahoz kapcsolodik. Ezért még mielétt a fiiggvények bevezetése
megtortént volna az emlitett targy eléadasan, megvizsgaltuk a hallgatok elképzeléseit a
fiiggvény fogalmarol. Felmérésiinkben a Debreceni Egyetem Természettudomanyi és
Technoldgiai Kar 34 els6éves villamosmérnok hallgatdja vett részt, 2014 oktdberében,
gyakorlati ora keretében. A kérdésekre irasban kellett valaszolni, és 25 perc allt rendelkezésre.
A hallgatok elébb kiilon feladatlapon az 1. kérdést kaptak kézhez, majd ezt kdvetden egy
masikon a 2-4. kérdéseket.

Vizsgalatainkat Vinner és Dreyfus (1989) kutatasai alapjan végeztiik. Ok két izraeli féiskola
elsd éves, kiilonbozd szakirdnyon tanuld hallgatéindl ¢és néhany kozépiskolai, nem
matematika szakos tanarnal vizsgaltak a fliggvény fogalmardl alkotott képet és a fogalomra
adott definiciot.

3.2. A felmérés feladatainak bemutatasa

A fliggvényrdl kialakult fogalomképzet (concept image) vizsgalatira Vinner és Dreyfus a
kovetkez6 kérdéseket tiizték ki:

°A targy tematikaja részletesen megtalalhat6 a http:/fizika.ttk.unideb.hu/ip/index/tantargyak/t/95 oldalon.
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1. Létezik-e olyan fiiggvény, melynek grafikonja:
1. £ 2. ¥ & i/
’-’/jﬂ\x /l/c'-_-—- \\._/ ry
/ ) ‘
2. Létezik-e olyan fiiggvény, mely minden nullatol kiilonbozé szamhoz annak a négyzetét
rendeli, a nullahoz pedig az 1-et?

3. Létezik-e olyan fiiggvény, melynek minden értéke egyenls egymdssal? Ha igen, akkor add
meg szimbolumokkal és abrazold!

4. Veleményed szerint mi a fiiggvény?

A kutatasban résztvevok valaszait elemezve a szerzok kiilonbozé aspektusokat kiilonitettek el.

Azon aspektusok, melyekre tAmaszkodva a hallgatok dontést hoztak arrél, hogy egy konkrét

hozzéarendelés fiiggvény e vagy sem, a kdvetkezok voltak:

Egyértelmiiseg—Ha a hozzarendelési szabaly az alaphalmaz minden eleméhez pontosan
egy elemet rendel, akkor ez fiiggvény. Ha nem, akkor nem fliggvény.

Folytonossag—Ha a grafikon megszakad, a megfeleltetés nem folytonos az alaphalmaz
egy pontjaban.

Felosztott alaphalmaz—Az alaphalmaznak két részhalmaza van, melyek mindegyikéhez
kiilonb6z6 hozzarendelési szabaly tartozik. Ennek kovetkeztében a grafikon jellege
megvaltozik.

Rendkiviili pont—Van egy pont, melyre az altaldnos hozzarendelési szabaly nem érvényes.

A hallgatoi fiiggvénydefiniciok vizsgalatat megcélzo 4. kérdésre, ,,Véleményed szerint mi a

fliggvény?”, érkezett valaszokat a kdvetkezd 6 kategoriaba soroltak:

I.

Megfeleltetes—A fliggvény két halmaz kozotti olyan megfeleltetés, mely az egyik halmaz
minden eleméhez pontosan egy elemet rendel a masik halmazbol (Dirichlet-Bourbaki
definicio).

2. Fiiggdségi viszony—A fuggvény két valtozo kozotti fiiggés (y fliigg az x-tdl).

. Szabaly—A fiiggvény egy szabdly. A szabalynal varhatéan van bizonyos rendszeresség,

mig a megfeleltetés ,tetszéleges™ is lehet.

. Miivelet—A fiiggvény egy mivelet.
. Képlet—A fiiggvény egy képlet, algebrai kifejezés vagy egy egyenlet.
. Reprezentacio—A  fiiggvényt  azonositjdk egy  grafikus vagy  szimbolikus

V4

Felhaszndlva ezen kutatdsi modszereket és eredményeket hasonld felmérés keretén beliil
vizsgaljuk a villamosmérndk képzésbe bekeriild hallgatok fliggvényrdl kialakult képzetét és
arra adott definicidit. Annyi kiegészitést tettiink, hogy az 1. kérdéseknél indoklast, a 3.
kérdésnél pedig a fliggvény szimbolikus és grafikus reprezentaciojat is kértiik a hallgatoktol.

31



3.3. A felmérés tapasztalatainak bemutatasa

Az 1.-3. kérdésekre Igen-nel vagy Nem-mel kellett valaszolni indokolva azt. A kérdések
elemzésénél kissé eltériink a mar emlitett tanulmanyban leirtaktol, ahol els6é korben a helyes
valaszok szama, majd az indoklasban a fentebb leirt aspektusok felhasznalasanak szama
szerint tortént az elemzés. A hallgatoi valaszokat az 3.1. dbran lathatd szempontok szerint
vizsgaljuk. A felmérésben szerepld hallgatokat H1,..., H34 modon jeldljiik.

1. kérdés

Az 1.1. kérdésre érkezett a legtobb helyes valasz helyes indokkal (11). Ezek az indokok
tobbsége a fentebb leirt aspektusok koziil az els6hdz (,,egyértelmiliség”) tartoztak. A H3-as
hallgat6 valasza példaul: ,,Nem, mert egy értékhez két masikat rendel”. Azon hallgatok, akik
helyes valaszt adtak ugyan, de az indokuk helytelen volt, a kdvetkezéképpen érveltek
valaszuk mellett: ,,Szerintem nem, mert én még ilyet nem lattam” (H30), ,,Nem, mert egy
fliggvény nem tud tenni ilyen nagy ellentétes monotonitast” (H32). A szamadatok igazoljak,
hogy a valaszadoé hallgaté koziil senki sem adott erre a kérdésre helytelen valaszt.

1. kérdésre adott hallgatéi valaszok szama

W 1.1kérdés m1.2kérdés 1.3 kérdés

11 1 10 10 10

6 ; 8 8 7

5
4
3

| “ B IL
Helyes valasz, Helyes vdlasz,  Helyes vélasz indok Helytelen vélasz Nem adott vélaszt
helyes indokkal helytelen indokkal nélkal

3.1. abra

Az 1.2 kérdés esetében a 4 helyes valaszt helyes indokkal ad6 hallgatd kozil 2
magyarazataban a ,,folytonossag” aspektus jelent meg: ,,Fiiggveny, szakadasa van” (H3) (a
hallgat6 az 1.1 és 1.3. kérdéseknél a definicidt is felhasznalta indoklasul, igy vélhetéen azt
probalta kozolni valaszaval, hogy attol fiiggetleniil fiiggvény, hogy nem folytonos). A helyes
valaszt helytelen indokkal adé hallgatok példaul a kovetkezokkel érveltek: ,,Igen, az y=kx+b
egyenes egyenlete” (H33), ,,Igen, mert ilyet mar lattam” (H30). A helytelen valaszok arra
engednek kovetkeztetni, hogy valosziniileg a szakadasi pont megléte okozhatott zavart a Nem-
mel valaszol6 hallgatokban: ,,Nem, mert egy fiiggvény egy értéket vagy felvesz, vagy nem, nem
lehet, hogy fel is veszi meg nem is” (H27), ,,llyen szakaddas nem lehet egy fiiggvényben” (H24).
Az 1.3. kérdésre érkezett a legkevesebb helyes indokkal megadott helyes valasz. Ezen
kategoriaba sorolhat6 3 hallgatd koziil 2 magyarazataban a Vinner és Dreyfus kutatasaban is
megjelend ,,felosztott alaphalmaz” aspektus kapott szerepet: ,,Xo-ig egy polinomfiiggveny,
utana linearis fiiggvény” (H9). Az alaphalmaz kiilonbozé részhalmazaihoz tartozo
hozzarendelési szabalyok szerint megrajzolt fliggvénygrafikon okozhatott problémat azon
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hallgatoknal, akik ugy gondoltak, hogy a megadott grafikon nem reprezentalhat fliggvényt:
hem létezik, mivel nincs olyan egyenlet, melynek grafikonon lerajzolt képlete elobb gorbiil
aztan linearissa valtozik” (HS5). A H30-as hallgatd ennél a kérdésnél is azon csoportba
sorolhatd, akinek érvelése a mar latott fiiggvénygrafikonokra 6sszpontosult (,,1gen, mert ilyet
mar lattam”).

Vinner és Dreyfus kutatasanak résztvevéi hasonld valaszokat reprezentaltak. Az 1.2. kérdés
esetében példaul szintén a szakadasi pont megléte miatt nem tekintették fliggvénygrafikonnak
az adottat, vagy ugy vélték, hogy ,,egy fiiggvénynek nem lehet két hozzarendelési szabalya™
(363. old.).

2. kérdés

A 2. kérdés esetében 17 hallgaté gondolta Ggy, hogy létezik olyan fliggvény, mely ,,minden
nullatol kiilonbozé szamhoz annak a négyzetét rendeli, a nullihoz pedig az 1l-et”, de nem
indokoltdk valaszukat. 14 hallgatd valasza a Nem volt. 3 hallgaté adott helyes valaszt, de
helytelen indokkal és helyes valaszt helyes indokkal egyetlen hallgaté sem (3.2. abra). A 3
emlitett hallgato a kovetkezd valaszt adta: ,Létezik. Az y=x*+1 fiiggvény” (H7). Hasonlé
érvelések az emlitett tanulmdnyban az erre a kérdésére adott helyes, de helyteleniil indokolt
valaszok kozott is megtalalhato volt. Azon hallgatok, akik a kérdésre nemleges valaszt adtak,
a kovetkezOképpen érveltek valaszuk mellett: ,,Nem, mert f(X)=x* fiiggvénynél 0-hoz 0-t
rendel, az f(x)=x*+1 fiiggvénynél pedig 0-hoz 1-et rendel, de a tovdibbi értékei nem négyzet,
hanem négyzet+1”(HS). Ha figyelembe vessziik a fentebb leirt aspektusokat, akkor ezen
hallgatok a ,,rendkiviili pont” megléte miatt nem tekintették fiiggvénynek ezt a verbalisan
reprezentalt hozzarendelést.

2. kérdésre adott hallgatéi valaszok szama
17
14
3
Helyes valasz, helytelen  Helyes valasz indok nélkdl Helytelen valasz
indokkal
3.2. abra

3. kérdés

A 3. kérdésre 21 hallgatd adott helyes valaszt helyes indokkal, azaz felismerték a verbalisan
reprezentalt konstans-figgvényt (,,y=2; f(x)=07). 3-an helyes valaszt adtak ugyan, de nem
indokoltak azt, és csak 2 hallgaté adott nemleges valaszt. 8-an helyesen valaszoltak, de rossz
indokkal (3.3. abra). Az 6 esetiikben az érvelés ,,Létezik, az y=x fiiggvény” volt. Ezek a
valaszok ugyancsak jellegzetes helytelen valaszai voltak a korabbi tanulmanynak is.
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A 3. kérdésre adott hallgatéi valaszok szama
21
8
] : i
I —
Helyes valasz, helyes  Helyes vdlasz, Helyes vélasz indok  Helytelen vélasz
indokkal helytelen indokkal nélkil

3.3. abra

A 3.4. ébra az izraeli tanulmany 1.-3. kérdéseire adott helyes valaszok aranyat hasonlitja 6ssze
a mi felmérésiinkben résztvevok helyes valaszainak aranyaval.

Helyes valaszok aranyanak 6sszehasonlitasa
100% ‘
80%
60% mHU
40%
20% M Izrael
0%
1.1 1.2 13 2. 3,

3.4. abra

Lathatolag az egyes kérdésekre érkezett helyes valaszok aranydban csak kis eltérések
mutatkoznak. Noha jol tudjuk, hogy vizsgalatunk kis hallgatoi csoportra terjedt ki, mig a
masik kutatas nagyobb hallgatoi 1étszammal dolgozott, a bemutatott hallgatdi valaszok kozotti
hasonlésagok, esetenként egyezések jol mutatjak, hogy 28 év tavlatabol és egy egészen mas
oktatasi rendszerben tanult didkoknal is jelentkeznek azok a fliggvényfogalommal
kapcsolatban felmeriilé problémak, melyek a réla kialakult képzetek ,,milyenségébol”
adddnak.

4. kérdés

Dreyfus altal megadott kategoridkba. A 34 hallgatobol 8 hallgato (24%) a fliggvényt mint
megfeleltetést (pl. ,,Egy hozzdrendelés, mely adott x értékhez egy y értéket rendel”), 6
hallgatd (17%) mint reprezentacit definidlta (pl. , A fiiggvény minden x tengelybeli
koordinatahoz matematikai miiveletekkel hozzarendel egy y tengelybeli koordinatat™), 4
hallgato (12%) szerint pedig a fliggvény egy szabaly (példaul: ,, Egy hozzdrendelési szabaly,
mely valamely x értékhez egy y értéket rendel”). 16 hallgatd (47%) helyteleniil vagy
egyaltalan nem valaszolt (3.5. abra).
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4. kérdésre adott hallgatoéi valaszok szama

16
8
R 1 o
Megfeleltetés Szabaly Reprezentacio Helytelenil vagy
nem valaszolt

3.5. abra

Az izraeli hallgatok korében végzett felmérésben is hasonld aranyban véleményezték a
résztvevok a fliggvényt megfeleltetésként (26%), szabalyként (10%) és reprezentacioként
(8%). Bar az izraeli hallgatok definicidit a szerz6k tobb kategoridba soroltak, eltekintve a
definiciok helyességétol, mi jelen felmérésben csak azon definiciokat vettiik figyelembe,
melyekben a Dirichlet-Bourbaki definicio ,,nyomait” véltiik felfedezni.

3.4. Kovetkeztetések

A felmérés eredményei arra engednek kovetkeztetni, hogy a vizsgalt hallgatok tSbbsége
abban az esetben tekintett egy gorbét valamely fiiggvény grafikonjanak, ha hasonlosagot vélt
csak abban az esetben hasznaltak dontésilk meghozatalahoz, ha a kiilonb6z6 modon
reprezentalt megfeleltetést nem tudtdk valamilyen ismert fiiggvényhez kotni. Ennélfogva
elmondhato, hogy csakiugy, mint az izraeli hallgatok esetében, felmérésiink résztvevoinek
figgvényrol kialakult képzetei nem felelnek meg a kerettantervi kovetelményeknek, ami
igazolja a H1.1l.-t. Képzetiikkben ismert, egy-egy hozzarendelési szaballyal definialhato
figgvények ,.¢lnek”, a fogalom tartalmi jelentése sok esetben elveszett.

egy lépésben, hanem hosszu folyamat vezet el iddig. Az altalunk vizsgalt hallgatok esetében
jol latszik, hogy ez a folyamat valamely szakaszban ,,megtort”. Mindez indokoltta tette
szamunkra a fliggvényfogalom altalanos iskolai kialakitasanak mélyebb, alaposabb
vizsgélatat. Minthogy egy kis 1étszamu hallgatoi csoportot vizsgaltunk, nem volt célunk az
eredmények altalanositidsa. A tapasztalatok azonban olyan tovabbi kutatds megtervezését
segitették, mely megprobalta beazonositani, hogy melyik az a korosztaly, amelynél hasonlo
fogalomképzettel rendelkeznek a tanulok. Ehhez altalanos iskolai csoportokat kisértiink
figyelemmel 3 éven keresztiil.
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4. A FUGGVENYFOGALOM KIALAKULASANAK
VIZSGALATA

Az ukrajnai és magyarorszagi kerettantervek és tankonyvek elemzése alapjan a
fliggvényfogalom alakitasara annak bevezetését megel6z6 években az ukrajnai kerettanterv és
tankonyvek kevesebb hangsulyt fektetnek, mint a magyarorszagi tanterv és tankonyvek.
Ebben a fejezetben kiilonb6zd korosztalyokban vizsgaljuk a két orszadg egy-egy valasztott
csoportjaban a fiiggvényfogalom kialakulasat 6sszehasonlité pedagogiai kutatas keretében. A
hipotézisek igazolasahoz vagy elvetéséhez a 2. fejezetben kozolt dokumentumelemzést és
készségszintmérd teszteket hasznalunk (feltar6 modszer). Az értékelést a tankonyvek és
tantervek esetében analitikus eljarassal, a tesztekre vonatkozoan pedig kvantitativan, a tanulok
munkéjanak kvalitativ elemzésével végezziik (feldolgozé mddszer).

Vizsgélatainkat az ukrajnai magyar tannyelvii Nagydobronyi Kézépiskola® (elemi, altalanos
és kozépfoku oktatasi intézmény) és a magyarorszadgi Debreceni Egyetem Kossuth Lajos
Gyakorlo Gimnéaziuma és Altalanos Iskolaja Arany Janos téri feladatellatasi hely’ egy-egy
tanuldi csoportjaban (egyik sem matematika tagozatos csoport) végeztiik. A fiiggvényfogalom
kialakitasat a valasztott csoportokban 3 éven keresztiil (6., 7., és 8. évfolyamok tanéveinek
végén) torténd longitudinalis méréssorozat segitségével vizsgaltuk. Elsé korben (6.
osztalyban, 2014) a tanulok szabalyfelismerd és szabalykovetd képességeinek szintjére
voltunk kivancsiak a fliggvényfogalom bevezetése el6tt. A tapasztalatok figyelembe vételével
ezt 7. osztalyban (2015) egy ujabb felmérés kovette a fogalom bevezetésének a fentebb
emlitett képességekre gyakorolt hatdsanak vizsgalata céljabol. Végiil ugyanezen tanulok
figgvényfogalomrdl alkotott képzeteinek megismerését céloztuk meg 8. osztaly végén (2016).
Az iskolak kivalasztasanal torekedtiink arra, hogy olyan, nem specialis matematika tagozatos
osztalyokat valasszunk mindkét orszagbodl, akik egyforman heti 4 ordban tanuljdk a
matematikat. Mindkét orszdgban az adott Oktatdsi Minisztérium altal megerdsitett
tankonyveket hasznaljak, az ukrajnai magyar tannyelvii oktatasban ezen tankonyvek magyar
nyelvill valtozatait (a vizsgalt csoportok altal hasznalt 6. osztalyos tankonyvek elemzését 1asd
a dolgozat 2. fejezetében).

® Az iskola Karpatalja legnagyobb magyarlakta telepiilésén, Nagydobronyban talalhato. Az itt tanuld
gyerek jorészt falubeliek, bar vannak kozottiik olyanok is, akiket a kornyezo falvakbol jaratnak ide sziileik.
Az iskola jarasi megitélése jo, didkjai a kiilonbozo versenyeken eredményesen szerepelnek.
Evfolyamonként legalabb két parhuzamos osztaly van, melyek nem tagozatosak. Az iskolarol bévebb
informaciok a http://www.veldobronzos.com/ oldalon talalhato.

7 Nagyvarosi 4ltalanos iskola, jo megitélésii. 6. osztaly utan a tanulok kb. 10%-a gimnaziumban folytatja
tovabb tanulmanyait. Evfolyamonként tobb parhuzamos osztaly van. 2015. augusztus 1. el6tt az iskola
neve: Debreceni Egyetem Arany Janos Gyakorld Altalanos Iskolaja.
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4.1. KUTATASI KERDESEK ES HIPOTEZISEK
A fentebb vazolt vizsgalatokkal ebben a fejezetben az alabbi kérdésekre keressiik a valaszt:

K2.1. Milyen szinten birtokoljak a szabalykévetd és szabalyfelismerd képességeket 6. osztaly
vegén az ukran és magyar kozoktatasban tanulo vizsgalt diakok?

K2.2. Fejlédnek-e célzott fejlesztés nélkiil 1S az ukrajnai osztdly tanuldinak szabdlykovetd és
szabdlyfelismercd képességei?

K2.3. Hatassal van-e a fiiggvényfogalom formalis bevezetése, kiilonbozo reprezentacioinak
megismerése a szabdlykoveto és szabalyfelismerd képességek fejlodésére az ukrajnai
csoportban?

K2.4. Milyen fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrdl 8. osztdaly végére a vizsgalt ukrajnai és
magyarorszagi tanuldknal az eltéro fogalomkialakitasi folyamat mellett?

Az ezekhez kapcsolodo hipotézisek a kovetkezok:

H2.1. A vizsgédlt 6. osztalyos ukrajnai tanulok alacsonyabb szinten birtokoljak a
szabalyfelismerd és szabalykovetd képességeket, mint a vizsgalt 6. osztalyos
magyarorszagi tanulok.

H2.2. Az ukrajnai tanulok szabalyfelismer6 és szabalykoveto képességei fejlodnek a vizsgalt
iddszakban.

H2.3. A fiiggvény fogalmanak bevezetése hatassal van a szabalyfelismer6 és szabalykdvetd
képességek fejlodésére.

H2.4. Eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi tanuloknal 8.
osztaly végére ,,idealisabb” fogalomképzet alakul ki a fliggvényrdl (azaz a képzet

s

4.2. SZABALYKOVETO ES SZABALYFELISMERO KEPESSEGEK
VIZSGALATA A FUGGVENYFOGALOM ELOKESZITESI
SZAKASZABAN (6. OSZTALYBAN)

A korabbi fejezetekben lathattuk, hogy a fliggvény fogalmanak kialakitdsahoz a kiilonb6z6
alkotorészek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok) megismerése jarul hozza (lasd a dolgozat
1.2.2. fejezete). Bar sokszor sikeriil megtaldlni az egyiittvaltoz6 mennyiségek kozotti
kapcsolatot, az azt definialod szabaly leirasa verbalisan vagy formuldval mar nem egyszerti. A
fliggvény torténeti attekintése jol mutatja, hogy a vizsgalt fogalmunk egy ,,szlikebb”
értelmezesébdl fejlodott a ma hasznalatos fiiggvényfogalomma, igy a kialakitast az iskolaban
is jol koriilhatarolt, szabalyokkal leirhatd kapcsolatok vizsgalatabol indulva célszerti
kezdeniink, fokozatosan haladva a ,,tagabb” fogalom felé.

Mindezeket figyelembe véve ugy véljik, hogy a szabalyok alkotorészhez kapcsolhatd
szabalyfelismerd és szabalykoveto képességek tanuloi birtoklasa, tobbek kozott, meghatarozo
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szerepet jatszik a fogalom el6készitési szakaszaban a fliggvényszerii kapcsolatok
felismerésében. Ennek ellenére, amint az ukrajnai kerettanterv és tankdnyvek elemzése
mutatta (lasd a dolgozat 2. fejezete), az emlitett képességek fejlesztése ott kevésbé
hangstlyos, mint a magyarorszagi tantervekben és tankonyvekben.

Annak érdekében, hogy a K2.1. kérdésre valaszt kapjunk, meghataroztunk egy szintrendszert.
A képességek tanuldi birtoklasdhoz sziikséges gondolkodéasi miiveletek €s tevékenységformak
szintekbe sorolasahoz és a szintek jeldléséhez felhasznaltuk a van Hiele szinteket (Herendiné
Koénya, 2003), 0Osszekapcsolva Isodanak (1996) a nyelv szemszogébdl felépitett
fliggvényszintjeivel.

Isoda munkajaban a geometriai gondolkodas fejlédésének a van Hiele-féle szintjeit (globalis
felismerés, elemzés, informalis dedukcid, formalis dedukcid, formalis logika), és a szintek
tulajdonsagai koziil az egyiket, az ,,objektum és mddszer” tulajdonsagot vette alapul. Eszerint
minden szintnek megvan a sajat objektuma (téma) és sajat modszere, tanulasi utja (Szanyi,
2015). Minden szint modszere egyben a kovetkezd szint objektuma. A 4.1. tablazatban a
felépitett 6t szint koziil az elsé harom szint kozotti parhuzamot mutatjuk be (Isoda, 1996).

van Hiele szintek

Fiiggvényszintek a nyelv szemszogébal

Globalis felismerés szintje

A tanulok képesek felismerni az

alakzatokat, de nem  képes
elkiiloniteni  egymastol  azok
alkotoelmeit.

Mindennapi nyelv szintje

A tanulok felismerik a fliggd valtozoban
bekovetkezo valtozast, de ezt csak, homalyosan,
mindennapi nyelven kéti a fliggetlen valtozohoz.

Elemzés szintje

A tanulok felismerik az
alakzatokat felhasznalva azok
tulajdonsagait.

Aritmetika nyelvének szintje

A tanulok leirjdk a kapcsolatok szabalyat
felhasznalva a  tablazatokat.  Ertéktblazatot
készitenek aritmetikai miivelettel. Fel tudjak

hasznalni a képletet vagy a grafikont, hogy a
szabalyt vagy a kapcsolatot reprezentaljak, de nem
tudnak attérni egyikrdl a masik reprezentaciora.

Informalis dedukcio szintje

A tanuld felismeri az alakzatok
tulajdonsagait kovetkeztetések
felhasznalasaval.

Algebra es geometria nyelvének szintje

A tanulok leirjak a fiiggvényt felhasznalva annak
reprezentacioit (képlet, grafikon, tablazat). A
fliggvényfogalom biztos ismeretében at tudnak
térni egyik reprezentaciorol a masikra.

4.1. Tablazat: A van Hiele szintek és fiiggvényszintek kozotti parhuzam

Felhaszndlva a van Hiele szinteket és Isoda altal kidolgozott fiiggvényszinteket, a
szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek birtoklasdhoz sziikséges gondolkodasi
miveleteket és tevékenységformdkat szintekbe soroltuk. A szintek megnevezésénél
felhasznaltuk a fentebb targyalt szintek neveit. Tehat az altalunk lefektetett szintek, melyeket
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a 6. ¢évfolyamos tanulok fliiggvényfogalom kialakuldsanak mélyebb megértésére dolgoztunk ki
a kovetkezok:

1. szint (globalis felismerés): A tanuld az elemparok kozott felismer valamilyen szabalyt és
koveti a felismert szabalyt (mindennapi élet nyelve).

2. szint (elemzés): A tanuld a felismert szabalyt meg tudja fogalmazni (érvelni tud az
elemparok kozott felismert kapcesolat mellett), az egyszerii képlettel vagy szavakkal megadott
szabalyt koveti (mindennapi élet és az aritmetika nyelve).

3. szint (informalis dedukcid): Ezen a szinten 1étrejon az egyszerii szabalyalkotas és képlettel
torténd leirasanak osszhangja (aritmetika nyelve).

4.2.1. A felmérés koriilményei

A vizsgalatban, melyre 2014 aprilisaban keriilt sor, 6. osztalyos (12-13 éves) tanulok vettek
részt: 26 magyar tannyelvii iskolaban tanul6d ukrajnai (tovabbiakban UA) és 23 magyarorszagi
(tovabbiakban HU) kozoktatasban tanuld didk. A felmérés idejére mar mindkét csoport
megismerkedett a természetes szamokkal és a tortekkel (kozonséges és tizedes tortekkel
egyarant), elsajatitotta az azokkal végzett miveleteket, megismerkedett az aranyos
mennyiségekkel, az egyenes aranyossag fogalmaval is.

Az irasbeli teszt, melynek megirasara 30 perc allt a tanulok rendelkezésére, 5 feladatot
tartalmazott. Ezek kozéppontjaban az elemparok kozotti kapesolat felismerése, a felismert
kapcsolatot meghatarozd szabaly kovetése és formulaval vagy szavakkal torténd kifejezése
allt. Igaz, hogy néhany sszetartozo elempar nem hataroz meg egyértelmiien egy fliggvényt,
akar tobbféle szabaly is fennallhat kozottiik, de a felmérésben csupdn arra helyeztik a
hangsulyt, hogy egy-egy alkalmas szabalyt talaljanak a tanulok. A feladatok kivalasztasanal
tamaszkodtunk a tankonyvekben fellelhetd feladatokra, de azokat a felmérés céljainak
megfelelden helyenként modositottuk.

A kovetkezOkben részletesen szolunk a felmérés feladatairdl és elemezzik az egyes
feladatokra érkezett tanuloi valaszokat. A feladatok feltételeinél zardjelben 1€v6 szdmok az
egyes tevékenységeknek a szabalyfelismerd és szabalykdvetd szintekbe torténd besorolasat
jelolik. Tovabba a HU tanuldkat a tanaruk altal adott sorszamot felhasznalva példaul H10-zel
jeloljiik, az UA tanulokat pedig Ul,..., U26 modon.

4.2.2. A felmérés feladatainak és tapasztalatainak bemutatasa
1. és 2. feladat (Torok, 2012)
1. Keress egy szabalyt a tablazat oszlopainak elsé és mdsodik sorai kézott! Téltsd ki a

tablazatot a taldlt szabadly alapjan (1. szint)! Jegyezd le szavakkal a felismert szabalyt (2.
szint)!
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pék | tér | 16 | bal | gorog

kép | rét | ol derék | savas

2. Keress egy szabalyt az egymds alatt 1évé szamokra és toltsd ki a tablazat hianyzo
helyeit a talalt szabaly alapjan (1. szint)! Jegyezd le szavakkal a felismert szabalyt (2.
szint)!

40 |80 |12 |60 |44 | 100 | 160
10 |20 |3 I [13 |31 |95

Az 1. és 2. feladat egyarant az Osszetartozo elemek kozotti kapcsolatok felismerésére,
alkalmazasara €s annak szobeli megfogalmazasara iranyult. A felismert szabaly alkalmazasat
a tabldzat iiresen maradt celldinak kitoltése jelenti. Noha mindkét feladat j6 megoldasa
egyazon szintll (1. szint és 2. szint) gondolkodasi miveleteket és tevékenységformakat
feltételez, mégis a kozottiik 1évo kiilonbséget abban talaljuk, hogy mig az elsé feladatban az
Osszetartozd elemek szavak, addig a masodik feladatban szamok. Minthogy kapcsolatok
nemcsak szamok kozott lehetnek, sziikséges mas tipust elemparok (nem szamok) kozotti
kapcsolat felismerésével is foglalkozni.

Az 1. szintnek megfeleld rész

Az 1. feladat esetében mind a vizsgalt 26 UA tanul6 és a 23 HU tanul6 teljesitette az 1. szint
kritériumat, azaz abban az esetben, ha az Osszetartozd elemek szavak, a tanulok képesek
kapcsolatot felismerni kozottiik.

A 2. feladatban az 1. szint kritériumainak megfelelé részt az UA tanulok kozil 18, a HU
tanulok koziil pedig mind a 23 6 teljesitette. A 8 UA tanulonal a kovetkezd hibak
jelentkeztek:

e A tablazat masodik sordban 1évé 4 iires négyzetet kitoltotték egy felismert szabaly

szerint, de az els6 sorban mar egy masik szabalyt alkalmazva toltotték ki az ires
négyzeteket, vagyis nem alkalmaztak az altaluk felismert szabaly inverzét.
Példaul az Ul5-6s tanuld elemparjai: (60,15), (44,11), (100,25), (160,40), (0,25;1),
(3,025;13), (7,07;31), (23,07;95)). A tablazatnak ezt a részét kiilon értelmezték, mintha a
benne szerepld elemparokra mas szabalyt kellene keresniiik (példaul. az U28-as tanulod
elemparjai (60,15), (44,10), (100,25), (160, 40), (4,1), (32,13), (144,31), (144,31)). A
figgvény fogalmanak szempontjabol ezek a hibdk az alaphalmaz és a képhalmaz
felismerésénél és azok megkiilonboztetésénél felmeriild problémakra engedhetnek
kovetkeztetni.

e A tanulok az egyes oszlopokban 1év0 elemekre mas-mas szabalyt keresve toltotték ki a
tablazatot (Ul6-os tanuld elemparjai (60,30), (100,1)). Ez valdsziniileg annak az oka,
hogy nem voltak hozzaszokva az Osszetartozé mennyiségek tablazatos formaban valo
szemléltetéséhez.

A 4.1. ébra az 1. és a 2. feladatban az 1. szint kritériumainak megfeleld részben nyujtott
tanuldi teljesitményeket hasonlitja dssze.
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1. feladat 2. feladat

4.1. abra

A 2. szintnek megfeleld rész
18 UA ¢és 20 HU tanuld a 2. szint eléréséhez lefektetett kovetelményeket az 1. feladat
esetében teljesitette, azaz az elemparok kozott felismert kapcsolat mellett szavakkal is érvelt
(a fogalmazasi pontatlansagokat nem vettiik figyelembe, ha az érvelés koherens volt a kitoItott
tablazattal). A 3 HU tanulo kihagyta a feladatnak ezt a részét, a 8 UA tanuld pedig olyan
szabalyt fogalmazott meg, melynek kovetését nem tdmasztotta ala a kitoltott tablazat (,,4 szam
Jorditottja, reciproka”- U22). Azok a tanulok, akik lejegyezték az altaluk felismert szabalyt,
hasonlo gondolatmenetet prezentaltak, mint az alabbiak:

,, Visszafelé kell olvasni a szavakat.” (U6, H9, H6)

., Ha felcseréljiik az elsd és utolso betiit, akkor kapunk egy masik értelmes szot.” (U7)

A 2. feladat esetében 14 UA és 21 HU tanulo teljesitette a 2.szint kritériumait, azaz szavakkal
is érveltek az altaluk felismert szabaly mellett. Példaul:

wHa az also sorban 1évé szamokat megszorozzuk 4-el, akkor megkapjuk a felsé sorban

lévéket. Vagy a felsé sorban a szamokat el kell osztani 4-gyel.” (U7)

Az also szamok a felsok Yi-ed részei.” (H22)
Mindkét csoportban voltak, akik kihagytak a feladatnak ezt a részét vagy a sajat gondolat
leirasaban jelentkeztek nehézségek, vagy fogalmi zavart véltiink felfedezni a valaszban.
Példaul: ,,Mindenhol 4 jojjon ki’ (U26); ,,A felsé szamjegyeket elosztjuk 4-el és az also
szamjegyeket megszorozzuk 4-el” (H14)

Az 1. és 2. feladat 2. szinthez tartozo részei megoldottsagat a 4.2. abra szemlélteti.

Felismert szabaly melletti érvelés szavakkal

100%
80%
60%
40%
20%

0%

mHU
mUA

1. feladat 2. feladat

4.2. abra
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A 4.1. és 4.2. abran lathat6 eredmények arra engednek kovetkeztetni, hogy abban az esetben,
ha az Osszetartozd6 mennyiségek szavak, a kozottik 1évé kapcsolat felismerése és az azt
definialo szabaly szavakkal torténd megadasa konnyebbnek bizonyul.

3. feladat
Keress osszefiiggést az egyes oszlopok X és Y értékei kozott és ez alapjan potold a tablazat
hianyzé elemeit (1. szint)! Ird le a felismert dsszefiiggést szavakkal (2. szint) és kifejezéssel
(3. szint)!

x |1 [10 [7 0o |9 [20 [38
y |5 [23 [17

y=
A 3. feladat célja az elemek kozotti Osszefiiggeés felismerése, kifejezéssel és szavakkal torténd
megadasa, alkalmazéasa. Az 1. szint eléréséhez sziikséges valamilyen kapcsolatot felismerni az
Osszetartozd elemek kozott (x €s y), de ellentétben az els6 két feladattal a tablazat kiegésziil
egy oszloppal (1. oszlop), mely segitségiil szolgal a felismert kapcsolat verbalis lejegyzéséhez
(2. szint) és formulaval torténd megadasahoz (3. szint). A masik kiilonbség, hogy ebben a
feladatban adott ,,input” (x) segitségével kell megtalalni az ,,output™-ot (y) a felismert szabaly

szerint, mig az el6z6 kettdben a ,,output” ismeretében a felismert szabaly szerint meg kellett
megtalalni az ,,input”-ot is.

Az 1. szintnek megfeleld rész

A 26 UA tanuldobol csak 2 (U19, U20), mig a 23 HU tanulobol 17 érte el ebben az esetben az
1. szintet, azaz ismert fel kapcsolatot az elemparok kozott. A tobbiek semmilyen probalkozast
nem mutattak a feladat megoldasara. Ennek okat abban talaljuk, hogy a 2. feladathoz képest
ez a feladat mar nem egy-, hanem kétlépéses szabaly felismerésére iranyult, azaz Gsszetettebb
volt.

A 2. szintnek megfeleld rész
2 UA ¢és 16 HU tanulo teljesitette a 2. szint kritériumat, azaz érvelt szavakkal az altala
felismert szabaly mellett. A leirt szabalyt tiikrozte a kitdltott tablazat is.

A 3. szintnek megfeleld rész

Ugyanaz a 2 UA ¢és 16 HU tanuld érte el ezt a szintet, azaz fogalmazta meg aritmetika
nyelvén is az elemparok kozott felismert szabalyt (4.3. abra). Tovabbi 1 HU tanuld (H2)
kitoltott tablazataban helyes gondolatmenetet reprezentalt, az altala felismert szabaly
aritmetika nyelvén torténé megfogalmazasa mar problémat okozott.

Mindezen eredményeket figyelembe véve ugy véljik, hogy a szamok kozotti kapcsolat
felismerése abban az esetben, ha ez a kapcsolat egylépéses szaballyal definialhato, célzott
fejlesztés nélkiil is fejlodik a matematikai ismeretek tanulasa révén, ellentétben a kétlépéses
szaballyal definialhato kapcsolatokkal.
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Tobblépéses szabaly

100%
80%

60% HHU
40%

20% mUA

0% -
felismerés (1. szint) érvelés szavakkal (2. szint) érvelés képlettel (3. szint)
4.3. abra

4. feladat

Toltsd ki a tablazatot a kovetkezo szabaly szerint: y=2x+3. Fogalmazd meg szavakkal az
adott hozzarendelési szabalyt! (2. szint)

X|-314144148[-20|0
y

A 4. feladat egy formuldval megadott szabaly értelmezésére és kovetésére iranyult (a
feladatlapon a tablazat fliiggélegesen szerepelt, 1asd Mellékletek, 1. old.)

A 2. szintnek megfeleld rész

12 UA ¢és 21 HU tanul6 oldotta meg helyesen ezt a feladatot. A vizsgalt UA tanuloknak ez a
feladat annak ellenére is nehézséget okozott, hogy a megadott szabaly betiikifejezések néven
ismert lehetett az 5. osztalyos matematika tananyagbdl. Ekkor hasonlo betikifejezés értékét
kellett meghatarozniuk a tanuloknak a valtozo bizonyos értékei mellett, de ezen értékek nem
voltak tablazatba foglalva. Feltehetden ez az 0j helyzet is okozott zavart tobb tanulokban. 2
HU tanulo koziil az egyik didk a (-3,-3) szampart megadta, de tovabb nem folytatta
gondolatmenetét, a masik tanulé pedig semmilyen probalkozast nem mutatott.

5. feladat®
Egy csapbol egy tartalyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz van a tartalyban
a)ls, c)5s, e) 16 s, (2. szint)
b)2s, d) 10 s, f)xs (3.szint)
mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly tires volt? Szemléltesd a mennyiségek kozotti
kapcsolatot tablazattal!

Az 5. feladatban a szabaly szavak formdjaban, kontextusban rejt6zott. A tanuld az
Osszetartoz6 mennyiségek kozott felismeri a kapcsolatot, az azt definiald szabalyt kdveti, ha
az a)-¢) kérdésekre helyes valaszt ad (2. szint) és a 3. szintre 1ép, ha altalanositani tudja a
feladatot, azaz leirja formulaval a mennyiségek kozotti kapcsolatot.

® A feladat a Hajdu Sandor, Matematika 7. osztaly, 1998 c. tankonyv 3.15. feladatinak (128. old.)
modositott valtozata.

43



A 2. szintnek megfeleld rész

Ennél az Egyenes aranyossag c. témahoz ko6tddo feladatnal 17 UA tanuld teljesitette a 2. szint
kritériumat, azaz a feladat a)-e) kérdéseire helyes valaszt adott. 21 HU tanulé azonban elérte
ezt a szintet.

A 3. szintnek megfelel6 rész

10 UA és 6 HU tanuld teljesitette a szint kritériumat (4.4. abra): eljutott az f) kérdés
megvalaszolasahoz, azaz képes volt altalanositani a tartalyban 1év0 vizmennyiség
kiszamitasanak szabalyat, ha az eltelt idé ismeretlen, valamint a mennyiségek kozotti
kapcsolatot tablazattal is szemléltette.

Egylépéses szabaly szovegben

100%
80% -
60% - mHU
40% -
20% - HUA

0% -

szabalykovetés (2. szint) érvelés képlettel (3. szint)
4.4. abra

A tanulok szimanak megoszlasa a vizsgalt szinteken

A meghatarozott szintek szerinti besorolast figyelembe véve rogzitettiik a helyes tanuloi
valaszok aranyat.

1. szint 2. szint 3. szint
A tanulék ardnya A tanuldék ardnya A tanuldék ardnya

Feladatok sorszama UA HU UA HU UA HU

1. 100% 100% 69% 87%

2. 69% 100% 54% 91%

3. 8% 74% 8% 69% 8% 69%

4. 46% 91%

5. 69% 91% 38% 26%

4.2. Tablazat: A feladatok szintek szerinti megoldottsaga a tanulék korében

4.2.3. Kovetkeztetések

Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy a megfeleld fejlesztési kovetelmények hidnyaban a
vizsgalt UA tanulok alacsonyabb szinten birtokoljak a szabalyfelismerd és szabalykovetd
képességeket (H2.1. igazolodott). Mindezek mellett azt is kiemelendd, hogy annak ellenére,
hogy az ukrajnai tanterv kevesebb hangsulyt fektet ezen képességek fejlesztésére, a tanuldk
értelmi fejlodésiik ezen szakaszaban (konkrét miveletek szakaszabol a formalis miiveltek
szakaszaba val6 attérés) (Ambrus, 2004) célzott fejlesztés nélkil is képesek az Osszetartozo
mennyiségek kozotti, egylépéses szaballyal definialhato kapcsolatot felismerni és azt kdvetni,
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felhasznalva az elsajatitott matematikai ismereteiket. Viszont a kétlépéses szaballyal leirhato
kapcsolatok felismerése, valamint a felismert egylépéses szabaly melletti érvelés szavakkal
vagy képlettel a vizsgalt UA tanulok tobbségének mar nehézséget jelentett.

Az eredmények olyan tovabbi kutatasi lehetdség felé iranyitottak, mely a vizsgalt képességek
évrél-évre torténd spontan fejlédésének kérdését vetették fel. Igy olyan felmérést terveztiink
ugyanezen tanuldi csoportokban, mely e kérdés megvalaszolasat célozta meg. A kovetkezo
alfejezetben részletesen beszéliink a felmérés eredményeirdl.

4.3. A FUGGVENYFOGALOM BEVEZETESENEK HATASA A
SZABALYKOVETO ES SZABALYFELISMERO KEPESSEGEKRE

Minthogy a képességet az egyének pszichikus tulajdonsaganak tekintik, ami valamilyen
tevékenység gyakorlasa révén fejlodik ki, és a tevékenység végzésében nyilvanul meg (Csapd,
1997), igy jelen alfejezetben K2.2. és K2.3. kérdések megvalaszolasat céloztuk meg.

4.3.1. A felmérés koriilményei

T6bb tanulmany is hangsulyozza, hogy a fliggvényfogalom megértésének fontos aspektusa a
kiilonb6z0 reprezentaciok alkalmazasanak képessége (lasd dolgozat 1.2.3. alfejezete).

Ennek megfelelden a felmérés feladatainak 0sszeallitasanal torekedtiink arra, hogy a feladatok
az Osszetartozd elemek kozott felismert vagy értelmezett fliggvényszerti kapcsolatok
szavakkal, képlettel, tablazattal és grafikonnal torténd reprezentalasara épiiljenck ugy, hogy
egyik feladatban sem jelenik meg a , fliiggvény” sz6 (lasd Mellékletek, 3. old.). Annak
érdekében, hogy a fejlodést mérhessiik, a feladatok kozott voltak olyanok is, melyek az el6z6
évi felmérésben is szerepeltek.

A vizsgalatra a 2014-2015-6s tanév tavaszi félévének aprilisdban keriilt sor. Az irasbeli
felmérésen 24 UA ¢s 20 HU, 7. osztalyos (13-14 éves) tanulo vett részt (mindkét csoportban
volt 1-1 tanuld, aki a tanév kezdetétdl volt tagja a csoportnak). A feladatok megoldasara 40
perc allt rendelkezésre.

A 6. osztalyos felmérésben nem, de jelen felmérésben mar szereplé UA tanulok jeloléséhez az
elézo évi kodolast folytattuk (U27,...). Minthogy a 6. osztalyos felmérés soran a HU tanuloi
csoport minden didkja kapott kodot a tanaruktol, igy jelen felmérésben is ugyanazon koddal
szerepeltek (H1,..., H28), az Gj tanul6 pedig a H29-es koddal.

4.3.2. A felmérés feladatainak és tapasztalatainak bemutatasa

1. feladat

Az 1. feladat egyszer, egylépéses szabaly felismerésére, kovetésére iranyult, valamint arra,
hogy a tanulok képesek-e a felismert szabalyt, mely meghatarozza az Gsszetartozd értékek
kozott 1évo kapcesolatot, kiillonb6z6 modon reprezentalni (szavakkal, képlettel, grafikonnal).
Ugyanilyen szaballyal definialt, tablazattal reprezentalt kapcsolat szerepelt az el6zd évi
felmérés 2. feladataban is, ahol a felismert szabaly mellett csak szavakkal kellett érvelni.
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Keress dsszefiiggest az egyes oszlopok X és 'y értékei kozott és ez alapjan téltsd ki a
tablazatot!

x |16 [12 [4 [-8 [20 [4 [0
y |4 |3 |1 6 |-3

Jegyezd le a felismert szabdlyt: a) szavakkal; b) képlettel. Abrdzold koordindta-

rendszerben az dsszetartozo értékparokat!

A vizsgalt 24 UA tanulo koziil 18 ismert fel kapcsolatot a tablazattal megadott dsszetartozo
elemek kozott, és ez alapjan helyesen toltotte ki a tablazatot (szabalyfelismerd és —kovetd
képességek 1. szint). A tobbi 6 tanuldnal a leggyakoribb hiba az volt, hogy mas-mas szabalyt
alkalmaztak az egyes oszlopokban. Ez valosziniileg azzal magyarazhat6, hogy egy bizonyos
hozzarendelési szaballyal egymdshoz rendelt mennyiségek tablazatos formaban valo
megadasa vagy értelmezése még a fliggvény fogalmanak bevezetését kovetden is problémat
okoz ezen tanuldknak, hisz az emlitett 6 tanuld koziil 5-en az el6z6 évi felmérésben is
ugyanilyen hibat kovettek el a tablazat kitoltése soran. Mindezek a hidnyossdgok annak
ellenére mutatkoztak, hogy az Osszetartozo elemek tablazattal torténd megadasat a tanorakon
alkalmaztdk a fliggvény fogalmanak bevezetése soran.
A felismert szabaly mellett szavakkal csak 10 tanuld érvelt (2. szint), de koziilik 9-en
képlettel is megadtak a felismert szabalyt. Példaul:

, Ha az x értékeit elosztjuk 4-el, akkor megkapjuk a megfeleld y értékeit”(UT)

, Az y értéke annyi, mint x:47(U23); ,,4y=x"(U15),; ,,y=x:4"(U19).
A tobbi 14 tanuld esetében a leirt szabaly nem tiikrozte a kitoltott tablazatot (példaul:
»mindegyik x-et és y-t meg kell szorozni 4-gyel”- U3), vagy ezt a részt kihagytak.
Az 4bran (4.5. 4bra) lathatd eredmények azt mutatjak, hogy az, aki felismert egy megfeleld
szabalyt az elemparok kozott és azt helyesen kovette (kitoltdtte a tablazatot), az Gsszetartozo
mennyiségeket koordinata-rendszerben is helyesen szemléltette.
A 4.5. abran jol lathato, hogy a vizsgalt 20 HU tanulé mindegyikének az 1. feladatban sikeriilt
felismerni valamilyen szabalyt. Kovetve a szabalyt helyesen toltotték ki a tablazatot és a
felismert szabaly mellett képlettel is helyesen érveltek. A szabaly szavakkal torténd
lejegyzése €s koordinata-rendszerben vald abrazolasa 4 tanuld esetében vagy hianyzott, vagy
pontatlansaga miatt nem tiikkrozte a tanuld gondolatmenetét a kitoltott tablazat vagy a leirt
képlet szempontjabol (példaul: ,,az x tengely 4-szerese az y tengelynek”-H19).
Néhany helyes tanul6i megoldas:

Az y x-nek a negyedrésze, vagy x az y-nak a négyszerese”(H29); ,,x=4y”; ,,y= f” (H17)

1.feladat
100%
80%
60%
40% H HU
209
0‘;: H UA
kitoltotte a érvelt szavakkal (a) érvelt képlettel (b) abrazolt
tablazatot
4.5. abra
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Ha az eredményeket a szabalyfelismeré és -kovetd képességek szintjeit alapul véve
Osszehasonlitjuk a korabbi felmérés 2. feladatdnak eredményeivel (lasd a dolgozat 4.3.
alfejezete), a tablazattal reprezentalt, egylépéses szaballyal definialhatd kapcsolat
felismerésében (1. szint) kisebb fejlodés tapasztalhatdo az UA tanuldknal, de a szavakkal
torténd érvelésben (2. szint) kisebb visszaesés (4.6. abra).

1. feladat teljesitményének 6sszehasonlitasa
100%
80%
60% W 1. szint
40% :
20% W 2. szint
0%
2014-HU 2015-HU 2014-UA 2015-UA

4.6. abra

2. feladat
Keress dsszefiiggest az egyes oszlopok X és Y értékei kozott és ez alapjan potold a tablazat
hianyzo elemeit!

x |[1]10] 7 [0]9]20]38
y | 5] 23|17

y:
Ird le a felismert Gsszefiiggést: a) szavakkal; b) képlettel.

A 2. feladat az el6z6 évi felmérésben is szerepelt (lasd Mellékletek, 3. feladat, 1. old.).
Ellentétben az el6z6 feladattal, itt a tanuldoknak egy tobblépéses hozzarendelési szabalyt
kellett felismerniiik és kiilonb6z6 modon reprezentalniuk.

A 2. feladatot minddssze 7 UA tanulé oldotta meg helyesen a vizsgalt 24-b6l. Amint a 4.7.
abra is mutatja, 6k az elemparok kozott felismert szabaly alapjan a tablazatot kitoltottek (1.
szint), azt szavakkal (2. szint) és képlettel (3. szint) is megadtak. Ez arra enged kovetkeztetni,
hogy annak, aki az egylépéses szabalyfelismerés képességét birtokolja, kétlépéses
szabalyfelismerés terén még mindig gondjai akadnak.

A 20 HU tanulo6 koziil 11-en az dsszetartozd elemek kozott felismertek valamilyen szabalyt
(1. szint), amit szavakkal (2. szint) és képlettel (3. szint) is lejegyeztek (4.7. abra). A leirt
szabalyt tiikrozte a kitoltott tablazat is. Egy tanulo (H15) nem toltdtte ki a tablazatot, de a
feladat a) és b) kérdésére is helyes valaszt adott, tehat helyes gondolatmenetet reprezentalt. A
szamadatok arra engednek kdvetkeztetni, hogy a vizsgalt tanulok kozott, csakiagy, mint az
ukrajnai tanulok esetében, vannak didkok, akiknek ugyancsak nehézséget jelent a kétlépéses
szabalyfelismerés ¢és kovetés. De amennyiben felismerik a szabalyt, azt le tudjak irni
kiilonb6z6 mdédon mindkét csoportban.
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2. feladat

100%

80%

60%

40% mHU

0,

20% H:k aua
kitoltotte a érvelt szavakkal (a)  érvelt képlettel (b)
tabldzatot

4.7. abra

A 2. feladat megoldottsagi mutatojanak valtozasa

Ugyanezen feladat megoldottsdgi mutatdja néhany szdzalékos novekedést mutat az UA
tanulok korében az eldzd évi felméréshez képest: 8%-rol 30%-ra ndtt azon tanuldk aranya,
akik felismertek egy alkalmas szabalyt az elemparok kozott. Koztiik vannak azok a tanulok,
akik 6. osztalyban is helyesen oldottak meg ezt a feladatot.

A HU tanuldoknal viszont kisebb visszaesést tapasztalhatunk: mig 6.0sztalyban a vizsgalt 23
tanuld koziil 17 (74%) tanulo ismert fel kapcsolatot az elemparok kozott, addig most 11
(55%) a vizsgalt 20 tanulobol. Azon tanuldk eredményeit vizsgalva, akik a korabbi
felmérésben is részt vettek kideriilt, hogy 8 tanuld az el6z6 felmérés soran is felismerte a
szabalyt, 3 tanuldé korabban igen, most viszont nem, és csak 1 tanuld volt, aki bar az el6z6
évben nem, most felismerte a szabalyt.

3. feladat

T6ltsd ki a tabldazatot a kévetkezé szabdly szerint: y = g - 7.

X 9 0 42 63 15 3
y

Fogalmazd meg szavakkal ezt a hozzarendelési szabalyt!

A 3. feladat egy eldre megadott szabaly értelmezésére és kovetésére iranyult (a feladat mas
szabaly mellett az el6z6 évi felmérésben is szerepelt) (2. szint).

Ez a feladat lathatolag (4.8. abra) sikeres volt. A vizsgalt 24 UA tanulobol 23-an a tablazatot
helyesen toltottek ki, mely azt feltételezi, hogy a megadott szabalyt helyesen értelmezték.
Viszont, ahogy az el6z6 feladatok esetében, Uigy itt is a szabaly megfogalmazasaval akadtak
problémak, mivel minddssze 9 tanuld jegyezte le szavakkal. Az elézd évi felmérés 4.
feladatahoz képest a szabaly megfogalmazasaban kisebb visszaesést tapasztalhatunk: mig
2014-ben 26 UA tanulobol 12 fogalmazta meg a szabalyt szavakkal, addig jelen felmérésben
a 24 tanulobol minddssze 9. Koziiliik 1 tanuld (U24) 2014-ben nem, 2015-ben viszont igen.

A HU tanulok koziil senkinek nem okozott problémat a megadott szabaly értelmezése €s
ennek alapjan a tablazat helyes kitoltése, és minddssze 1 tanuld volt, aki a megadott
hozzarendelési szabaly lejegyzése helyett a szamitdsanak eljarasat irta le (,,k0zds nevezdre
hozzuk és megkapjuk a végeredményt’-H14).
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3. feladat
100%
80%
60% m HU
40%
20% mUA
0%
kitoltotte a tablazatot megfogalmazta a szabalyt
4.8. abra
4. feladat
Egy csapbol egy tartalyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz van a tartalyban
a)ls, c)5s, e) 16s,
b) 2s, d) 10s, f)xs

mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly tires volt? Szemléltesd a mennyiségek kozotti
kapcsolatot 1) tabldzattal; 1) képlettel.
) frd le a mennyiségek kozotti kapcsolatot képlettel abban az esetben, ha a csap
megnyitasakor a tartdalyban 3 [ viz volt!

A 4. feladat 1) és II.) része a 2014-es felmérés egyik feladata volt: a szabaly szavak
formajaban, kontextusban rejt6zott. A feladat II) részének helyes megoldasa arra utal, hogy a
tanuld 4ltalanositani tudja a feladatot, azaz leirja formulaval a mennyiségek kozotti
kapcsolatot (3. szint). A feladat III) kérdése a tobblépéses szabalyalkotas és formulaval
torténd leirasa kozotti harmonia vizsgalatara iranyult, ha az Osszetartozd mennyiségek
szoveges kontextus formajaban vannak megadva és nem tablazatban (lasd a 2. feladat).

Mindossze 8 UA tanuld adott teljes valaszt a 4. feladat 1.) és II.) kérdésére: felismerte a
szavak formajaban rejt6z6 szabalyt a kontextusban, melyet felhasznalva helyesen toltotte ki a
tablazatot, képes volt altalanositani a tartalyban 1év0 vizmennyiség kiszamitasanak szabalyat
(3. szint). 12 tanulod az Osszetartozd mennyiségeket szemléltette tablazattal, de mar képlet
formajaban nem adta meg. 18 tanuld a konkrét adatokkal probléma nélkiil szamolt (2. szint),
de az f) kérdésre mar nem, vagy helytelen valaszt adott. A feladat I1I.) kérdésére (3. szint)
csak 5 tanulo valaszolt helyesen, azaz irta le példaul az ,,y=2x+3" tipust szabalyt. Koztiik
voltak azok, akik a 2. feladatban (tablazatban rejtdzve) is felismerték ugyanezt a szabalyt és le
is jegyezték képlettel. Tehat a tanulok tobbségének a tobblépéses szabalyalkotas abban az
esetben, ha az szoveges kontextusba vannak agyazva, szintén nehézséget jelentett.

A mennyiségek kozotti kapcesolat tablazattal torténd szemléltetését az 4. feladat a)-e) részéig
a 20 HU didk mindegyike helyesen végezte el. Tehat hasonldan a feladat ezen részére
valaszadd6 UA didkokhoz, konkrét adatok ismeretében képes volt az Osszetartozd elemek
kozotti szabalyfelismerésre (2. szint). De abban az esetben, ha az eltelt id6 ismeretlen mar
nem valaszolt vagy helytelen valaszt adott koziiliik 9 tanuld. A feladat altalanos esetben
torténd megoldasat, a felismert szabaly alapjan a tablazat kitoltését (4/I), 11 HU tanulo
reprezentalta helyesen (4.9. abra). Viszont amikor a mennyiségek kozotti kapcsolatot (a
felismert szabalyt) képlettel kellett szemléltetni (4/11. kérdés) 19 tanulé valasza bizonyult
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helyesnek. A két kiilonbdz6, mégis tartalmilag ugyanazon kérdés, f) és a I1.) megvalaszolasa
kozotti magas megoldottsagi kiilonbségek arra engednek kovetkeztetni, hogy a képletben
megjelend, az eltelt id6t jelold valtozd kiilonbozé jeldlésének (x vagy mas betil)
értelmezésével akadtak problémai a tanuloknak, azaz a fliggvény fogalmanak szempontjabol a
fliggetlen és fiiggd valtozo tartalmi jelentésével még nincsen minden tanuld tisztaban.

4. feladat

100%
80%
60%
40%

20%‘; HHU

0% m UA

Felismerte a Kitoltotte a érvelt képlettel (I1) tobblépéses
szabalyt (I/ a)-e)) tablazatot (I/f) szabdlyalkotas
képlettel (111)
4.9. abra

A 4. feladat megoldottsagi mutatojanak valtozasa

Az el6z6 évi felméréshez képest ugyanezen feladat 2. szintnek megfelelé részében tapasztalt
megoldottsagi mutaté néhdny szazalékos ndvekedést mutat az UA tanulok korében: 69%-rol
75%-ra nétt azon tanulok aranya, akik felismertek egy alkalmas szabalyt az elemparok kozott
(4/a)-e)). A 3. szintet elért tanuldk ardnyaban is mutatkozott némi fejlodés: 2014-ben a
tanulok 38%-a altalanositotta a feladatot (f) kérdés), most 50% ezen tanuldk aranya (4/f).

Bar a feladat f) kérdésére, melyre érkezett tanuldi valaszokat elemeztik a korabbi
felmérésben, alacsony szamban adtak helyes valaszt a HU tanulok, de a felismert szabaly
mellett képlettel most 95% érvelt helyesen, ellentétben a 2014-es felméréssel, amikor
minddssze 26% volt azon tanulok aranya, akik altalanositottdk a feladat megoldasat.

5. feladat

A kovetkezo abran két halmaz néhdny JOsszetartozo elemparjat B
nyilakkal jeloltiik.

a) Fogalmazd meg a hozzdrendelési szabalyt! b) Rajzold be a

hidnyzd nyilakat!

Az 5. feladatban az Osszetartozd elemek nem tablazatban, hanem E
nyildiagrammal vannak 4brdzolva. A tanuldknak fel kellett

ismernilik a szabalyt, ami alapjan az X halmaz elemeihez

hozzarendelték az Y halmaz elemeit és kovetni azt (1. szint),

valamint a felismert szabaly mellett szavakkal kellett érvelniiik (2. szint).

Ahogy az abran is lathato (4.10. abra) a 24 UA tanulobol csak 6 tanuld ismerte fel azt a
szabalyt, ami alapjan az X halmaz elemeihez hozzarendeltiik az Y halmaz elemeit és 5-en
fogalmaztak meg ezt a hozzarendelési szabalyt. Az alacsony mutaté annak is koszonhetd
tobbek kozott, hogy a fiiggvény nyildiagrammal valo szemléltetése nem volt olyan ,,népszerti”
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a vizsgalt csoportban. fgy a tanulok is kevésbé latjak at és tudjak értelmezni az sszetartozd
mennyiségek ilyen jellegli dbrazolasat. A tanulok tobbsége probalkozott a megoldassal, de
figyelmen kiviil hagyta a kezdeti 0sszetartozo elemeket, mas szabaly alapjan rendeltek az X
halmaz fennmaradé elemeihez az Y halmazbdl elemeket (példaul: az ellentett eldjelil
szamokat kototték dssze).

Sikeresebbnek mondhatdo ez a feladat a HU didkok korében, bar ott is alacsonyak a
megoldottsagi mutatok. 13 tanuld ismert fel egy alkalmas szabalyt, és koziiliik 10-en és meg
is fogalmaztak azt. Tehat 6sszességében elmondhatd, hogy mindkét orszag vizsgalt tanuldinal
az Osszetartozo elemek kozotti kapesolat felismerése abban az esetben, ha nyildiagrammal
szemléltetjiilk nehézséget jelentett.

5. feladat
100%
80%
60% mHU
40%
20% mUA
0%
kovette a szabdlyt megfogalmazta a szabdlyt

4.10. abra

6. feladat

A kovetkezd grafikon két halmaz dsszetartozo

elemparjait szemlélteti.
a) Ird be a tabldzatba az dbran pontokkal .
Jjelolt ésszetartozo elemparokat és még két | /
tetszolegesen valasztott szampart! R

b) Ird le képlettel az elempdrok kizott

felismert szabalyt.

A feladatban az elemek kozotti kapcsolatot meghatarozo szabaly grafikonnal volt megadva. A
feladat azt vizsgalta, hogy a tanuld at tud-e térni egyik reprezentacios modrol a masikra
(grafikonrol tablazatra) és le tudja-e olvasni egy pont koordinatait (a feladat a) kérdése). A
feladat b) kérdése a leolvasott elemparok kozotti felismert szabaly formulaval torténd
megadasara iranyult (a hozzarendelési szabaly kozvetlen leolvasasat a grafikonrdl egyik
vizsgalt orszag tananyaga sem irta eld 7. osztaly eldtt).

Az elemparok grafikonrol tablazatba torténd rendezését minden tanuld elvégezte. Az
mindenképpen kiemelendd, hogy a két tetszélegesen valasztott szampart a tanulok tobbsége
nem a grafikonrdl olvasta le. Erre abbdl kdvetkeztethetiink, hogy a tanuldk a tablazatba olyan
szampart irtak, melyek nem szerepeltek a grafikonon. 8 UA és 16 HU tanul¢ irta le az elemek
kozott felismert szabalyt képlettel is (4.11. abra). Tehat a vizsgalt UA tanulok, ha a szabaly
képlettel van megadva, azt értelmezni tudjak. Viszont, mint a korabbi feladatok eredményei is
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mutatjak (példaul az 1., 2., feladatok) a felismert szabaly képlettel valo megadasaval a
tanuloknak mar problémai akadtak.

6. feladat
100%
80%
60% B HU
40%
20% mUA

0%
kitoltotte a tablazatot érvelt képlettel

4.11. abra
Egy-és tobblépéses szabalyfelismerés kiilonb6z6é kontextusokban

A 4.12. abra elemzi az egylépéses szabalyfelismerésre ¢s kdvetésre kitlizott feladatok azon
részeinek tanuldéi megoldottsagat, melyekbdl kideriilt, hogy a tanuldk felismerik-e, illetve
kovetik-e az altaluk felismert szabalyt, ha az Osszetartozé elemek kiilonbozé formaban
vannak reprezentalva (tablazatban, képlettel, szovegben, nyildiagrammal, grafikonon) (1.
szint). Tehat az abra az egylépéses szabalyfelismerésre és kovetésére kitlizott feladatok helyes
eredményeit mutatja, nem foglalkozik (kivéve a 6. feladat) a felismert szabaly melletti érvelés
eredményességével (szavakkal, képlettel).

Igy a kovetkezd feladatok eredményei keriiltek a diagramra:

1. feladat (tablazat kit6ltése felismert szabaly szerint); 3. feladat (tablazat kitdltése megadott
szabaly szerint); 4./a)-e) kérdés (szOveges kontextusba agyazott szabaly felismerése és
kovetése); 5./b) kérdés (nyildiagrammal megadott szabaly felismerése és kovetése a hianyzo
nyilak berajzolasaval); 6./b) kérdés (hozzarendelési szabaly leolvasasa grafikonrol), mivel ez
bizonyitja azt, hogy a tanulé felismerte a hozzarendelési szabalyt (bar az 1.szint kritériuman
mar tul mutat).

Egylépéses szabalyfelismerés és kovetés

100%
80%
0,
60% mHU
40%
mUA

20%
0%
tablazattal képlettel szOvegben nyildiagrammal grafikonon

4.12. abra

Lathato, hogy mindkét orszag vizsgalt tanuldinal a nyildiagrammal adott elemparok kozotti
kapcsolat felismerése okozta a legnagyobb problémat. Mindez annak ellenére is jelentkezett a
HU gyerekeknél, hogy itt a tanitdsi gyakorlatba jobban beépiilt az elemparok ezen
reprezentacios modja, mint az UA tanuloknal. Ennek okat Vinner (1992) kutatasi

52



eredményeivel tudjuk magyarazni, ami tgy tiinik, hogy 24 év tavlatabol is aktualis. O
megallapitotta, hogy az iskoldban tanult fiiggvényeket a tanuldk gyakran annak vagy a

V4

A tobblépéses szabalyfelismerésre és annak képlettel (3. szint) valé megadasara kitlizott
feladatok (2. és 4/I11.) tanuldéi megoldottsagat a 4.13. abra szemlélteti. Lathatd, hogy a
tobblépéses szabalyt a vizsgalt UA tanuloknak sokkal nehezebb felismerni és képlettel is
leirni a kiilonbozd kontextusokban. Osszehasonlitva az egylépéses szabalyfelismerésnél és
kovetésnél kapott eredményekkel, mindkét csoportnal gyengébb a teljesitmény a tobblépéses
szabalyfelismerés terén.

Tobblépéses szabalyfelismerés és alkotas

100%
80%
60% mHU
40%
20% mUA

0%
tablazattal szOvegben

4.13. abra

Fejlodnek-e a vizsgalt ukrajnai tanulok szabalyfelismerd és szabalykovetdé képességei?

A 2014-es felmérésben a tanulok emlitett képességeit vizsgalva kideriilt, hogy a felmérésben
résztvevd UA tanulok képesek szabalyt felismerni az elemek kozott (1. szint), de a felismert
egy- vagy tobblépéses szabaly melletti érvelés szavakkal (2. szint) és/vagy képlettel (3. szint)
mar nehézséget jelent a vizsgalt tanulok tobbségének.

A kovetkez6 abrak az eldzd évi és a jelen felmérésben szerepld ugyanazon (2. feladat és a 4.
feladat 1. és I1. kérdései) vagy csak adatokban eltérd, de tipusaban megegyez6 feladatok (1./a
és 3. feladat) megoldottsagi mutatoit hasonlitja Gssze a vizsgalt UA tanulok korében.

A 4.14. abra a kiilonboz6 kontextusba agyazott szabaly felismerésének, kovetésének
sikerességét mutatja 2014-ben és 2015-ben, ahol a jelmagyarazatnal zarojelben a jelen
felmérésben is szerepld feladatok sorszamai vannak feltiintetve. Lathatd, hogy minden
terlileten, de féleg a tobblépéses szabalyfelismerés és az explicit mdédon adott szabaly
értelmezése ¢€s kovetése terén tapasztalhatd nagyobb fejlodés egy év elteltével a vizsgalt UA
tanuloknal.
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100%
80%
60%
40%
20%

0%

Az UA tanuldk szabdlyfelismeré és -kéveto képességeinek

valtozasa
2014
2015
tablazattal adott tdblazattal adott  explicit médon adott szabalyfelismerés
egylépéses tobblépéses szabalyértelmezés és szvegben (4/a-e)
szabalyfelismerés (1) szabalyfelismerés (2) kovetés (3)

Mint ahogy a 4.15. dbra mutatja, a felismert szabaly melletti verbalis érvelésben (2. szint)
nem mutatkozik fejlédés, mondhatni stagnalnak vagy kicsit romlanak az értékek. Ez arra

4.14. abra

enged kovetkeztetni, hogy az UA tanuloknak sajat gondolataik szavakkal torténd kifejezése,

lejegyzése nehézségekbe iitkozott. Sok tanuld csakigy mint a 2014-es felmérésben, most is

egyszeriien kihagyta ennek a kérdésnek a megvalaszolasat, nem is probalkozott azzal.

100%
80%
60%
40%
20%

0%

A felismert szabaly szavakkal tortén6é megfogalmazasa

- ﬁ m 2014
m 2015
tdblazattal adott egylépéses tablazattal adott explicit médon adott szabaly
szabdlyfelismerés (1) tobblépéses (3)

szabalyfelismerés (2)

A felismert szabaly képlettel torténd megadasaban (3. szint) jelentkeztek kisebb valtozasok
(4.16. abra). Az abra is mutatja, hogy az, aki tobblépéses szabalyt képes felismerni, annak a

4.15. abra

képlettel torténé megadas sem okoz problémat.

A felismert szabaly képlettel t6rténé megaddsa

100%
80%
0,
60% H2014
40%
20% 2015
0%
tablazatbadl (2) széveghdl (4./f)
4.16. abra
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4.3.3. Kovetkeztetések

Figyelembe véve a felmérésben kapott eredményeket egy év elteltével a tanuloknal a
kovetkez6 valtozasok, illetve hianyossagok tapasztalhatok:
e Fejlodott a kiillonbozé modon reprezentalt (tablazat, szoveg, grafikon) egylépéses
szabalyfelismer6 ¢s —kovetd képesség (1. szint).
e Fejlodés tapasztalhato az explicit modon adott szabaly értelmezésében és kovetésében (2.
szint).
Tehat annak ellenére, hogy a fliggvényfogalom kialakitasi folyamataban a vizsgalt UA
tanuloknal kevesebb hangsuly volt a vizsgalt képességek fejlesztésén 7. osztaly elébtt, a
fogalom bevezetése utan a kitiizott feladatok megoldasi mutatdi megkdzelitették, néhany
esetben el is érték a HU tanulok eredményeit, akik tanuldsi/tanitasi folyamataba el6z6leg
jobban beépiilt az emlitett képességek fejlesztése.
o A felismert szabaly szavakkal (2. szint) €s/vagy képlettel (3. szint) torténd megadasa
valtozatlanul problémat jelent tobb UA tanul6 szamara.
Ez azt jelenti, hogy nemcsak gondolataik szavakkal wvald lejegyzése {itkozik
nehézségekbe, hanem a szimbdolumhasznalat teriiletén is megmaradtak egyes UA
tanuloknal a problémak. A tobblépéses szabalyfelismerés, kovetés és alkotas esetében is
mutatkozott fejlddés, bar nem nagy aranyban.
e Mindkét orszag vizsgalt tanuldinal az dsszetartozo elemek kozotti kapesolat felismerése
leginkabb akkor okozott problémat, ha azok nyildiagrammal voltak szemléltetve.
Az ilyen formaban megadott fliggvény felismerése még azon kozépiskolasoknak is
nehézséget jelent, akik korrekt fliiggvény definiciét tudnak adni (Elia, 2007). Norman
(1992) ezt a problémat azzal magyarazza, hogy a hagyomanyos matematikatanitas
gyakran csak a fliggvény grafikonnal torténé reprezentalasara helyezi a hangsulyt, a
nyildiagram kevés alkalommal kertil alkalmazésra.
Ezt a megallapitast tamasztjak ala a fliggvény reprezentacioi kozotti attérésnél tapasztaltak:
mind az UA, mind a HU tanulok a legsikeresebben a tablazatos reprezentaciordl a grafikusra
¢és forditva tértek at. A tablazattal, grafikonnal megadott fliggvényt verbalisan vagy képlet
formajaban reprezentalni mar tobb UA tanulonak nehézséget jelentett.
A felmérés tapasztalatai alapjan elmondhatd, hogy célzott fejlesztés nélkiil is fejlodtek a
felméréssorozatunkban résztvevd UA tanulok szabalyfelismerd és —kovetd képességei egy év
alatt (H2.2 igazolddott); a filiggvényfogalom formalis bevezetése hatassal volt a
szabalyfelismerd és szabalykoveté képességek fejlodésre (H2.3. igazoldodott). De csakigy
mint 6. osztalyban, jelen felmérésben is a magyarorszagi tanulok jobban teljesitettek. Azaz
még mindig mutatkoztak kiilonbségek a két tanuldi csoport vizsgalt képességeinek szintjében.

A 6. és 7. osztalyos vizsgalatok eredményei alapjan elmondhatd, hogy a célzott el6készitd
munka erdsitette a HU tanulok helyes fliggvénysémajanak alakuldsat, a spontan fejlédés
mellett. A 7. osztalyban bevezetésre keriil6 fiiggvény fogalmat a HU tanuldk esetében erésebb
alapokra lehetett épiteni. A kovetkezd alfejezetben annak jarunk utdna, hogy az eltérd
fogalomkialakitasi folyamat mellett milyen fogalomképzettel rendelkeznek a két vizsgalt
csoport tanuldi 8. osztaly végére, a fogalom bevezetése utan 1 évvel.
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4.4. ALTALANOS ISKOLA 8. OSZTALYOS TANULOINAK
FOGALOMKEPZETEI A FUGGVENYROL

A fiiggvény fogalmanak kialakitasa hosszli folyamat, és bevezetését koriiltekintdé munka
sziikséges, hogy megelézze. Ez a munka, ahogyan a dolgozat 2. fejezetében lathattuk, a
vizsgalt magyarorszagi tantervben és tankonyvekben hangstlyosabban megjelenik, mint az
ukrajnai tantervben és tankonyvekben. Ennek a helyes fiiggvénysémara (a fogalom
alkotorészeinek megismerésére, hozzajuk kapcsolhatd képességek fejlddésére) gyakorolt
pozitiv hatasat a 4.2. és 4.3. alfejezetekben kimutattuk.

A fogalom bevezetését kovetden a kialakitasi folyamat egyik fontos célja olyan
kiilonb6z6 fogalomképzet alakulhat ki. Ezen fogalomképzetek kialakulasara hatassal vannak a
fogalom alakitdsa soran szerzett tapasztalatok, vizualis reprezentaciok, élmények, konkrét
példak. A hatékony fogalomképzet nagy jelentOséggel bir a problémamegoldasnal, hisz a
arrol, hogy egy adott matematikai objektum példaja vagy ellenpéldaja az adott fogalomnak.
Leggyakrabban a fogalomképzetre tdmaszkodva valosul meg a dontéshozatal. Ezek alapjan
ebben az alfejezetben a K2.4. kérdésre keressiik a valaszt. Kiilon kitériink arra is, hogy milyen
kapcsolat van a tanuldk altal adott fiiggvénydefiniciok és a fogalomrdl kialakult képzeteik
kozott.

4.4.1. A felmérés koriilményei

A vizsgalatokra 2016 majusanak végén ¢és juniusanak elején keriilt sor, miutdn a
fliggvényekhez kapcsolodo témakdr targyalasa és szamonkérése megtortént mindkét orszag
tanuloindl. A résztvevé 22 UA tanulondl a szamonkérésre 2016 januarjaban, mig a 19 HU
tanulonal kozvetleniil a felmérést megel6z6 napon kertilt sor. Az el6z6 évi felméréshez képest
a csoport dsszetétele nem valtozott, Uj tanuld egyik csoportba sem érkezett.
A felméréshez egy 6 feladatbol allo feladatlapot készitettiink (lasd Mellékletek, 6. old.). A
feladatok megoldasara 40 perc allt a tanulok rendelkezésére. Az 1. feladat megvalaszolasa a
2-6. feladatok megoldasa eldtt tortént, egy kiilon feladatlapon. Miutan a tanuldk valaszt adtak
az 1. feladatra, a valaszlapokat 6sszeszedtiik, és ezt kovetden kaptak kézhez a 2-6. feladatokat
tartalmaz6 feladatlapot.
Az egyes feladatokra adott tanuloi valaszokat a kovetkezd szempontok alapjan elemezziik:
1. a feladatokra adott helyes/helytelen valaszok szama szerint; a valaszok mindsitésénél
figyelembe vettiik a mellettiik sz616 érvelést is;
2. az egyes feladatokra érkezett valaszok alapjan a fogalomdefinicid és képzet kapcsolata
szerint (az 1.1.4. alfejezetben leirtak alapjan);
3. a korabbi években végzett felmérések teljesitményéhez viszonyitott esetleges fejlédés
szerint.
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4.4.2. A felmérés feladatainak és tapasztalatainak bemutatasa

A egyes feladatokat roviden mutatjuk be. A teljes feladatlap a Mellékletek 6. oldalan lathato.

1. feladat
a) Mit neveziink fiiggvénynek? b) Adj rd eqy példat!

elméjiikben megjelend mentalis képnek (1/b) a megismerésére iranyult.

A felmérésben résztvevd 22 UA tanulo koziil 9 adott helyes fiiggvénydefiniciot. Koziilik 4
tanul6d definicidja megegyezett a tankdnyvben megfogalmazottal (példaul: , ha a fiiggetlen
valtozohoz valamilyen szabaly szerint egyetlen érték tartozik, akkor ezt a megfeleltetést
egyertelmiinek tekintjiik és fiiggvénynek nevezziik”-U20). A tobbick sajat szavakkal helyes
definiciot adtak, de a tobbi feladat megoldasanal kitlint, hogy a benniik kialakult
fogalomképzet nincs kapcsolatban a fogalomdefinicidjukkal, amibdl arra kdvetkeztethetiink,
csupan fogalmi ,,csirak” jelentek meg (,,Két halmaz kozotti kapcsolat, amikor az egyik
halmazhoz csak egy érték tartozik, a mdsik halmazhoz pedig barmely érték”-US5, ,, A fiiggvény
az egy grafikon”-U18). Ezen tanulok definicidja alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy 6k a
figgvényfogalom ,.elofiiggvény” €s ,,cselekvés” megértési szakaszaban (lasd a dolgozat 16.
old.) vannak. 6 tanul6 grafikon rajzolasaval adott valaszt a feladat b) kérdésére. 4-en csak egy
koordinata-rendszert rajzoltak, a tobbiek egy ismert fliggvény képletét irtak le (példaul:
»y=x-27-U2).

A vizsgalt 19 HU tanuld mindegyike helyes definiciot adott, koziilik 17-en mondhatni
teljesen egyformat (,, Egyértelmii hozzdrendelés, megfeleltetés, relacio. Az A halmaz
(alaphalmaz) elemeihez hozzarendeljiik a B halmaz pontosan egy elemét”). Ez természetesem
a szamonkérés idobeli kozelségével is magyarazhatd. A b) kérdésre kiilonbozo linearis vagy
masodfoku fliggvény képletének megadasaval valaszoltak.

2. feladat

A 2. feladat a tanulok fliggvény fogalmarol kialakult képzetének vizsgalatara fekteti a
hangsulyt. A valaszok elemzése el6tt kiemelendd, hogy az ukrajnai tanulok a fiiggvény
erejéig foglalkoztak, a kapcsolatok ily modon torténd reprezentalasa nem volt része a fogalom
kialakitasi folyamatanak. Mindezzel ellentétben a vizsgalt magyarorszagi tanulok szamara ez
a reprezentalasi méd nem volt ismeretlen.
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Az alabbi abrak az A és a B halmaz elemei kozotti kapcsolatot szemléltetik. A nyilak azt
jelzik, hogy az A halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltiink a B halmazbol. Melyik
hozzarendelés fiiggvény az alabbiak koziil? Vilaszodat indokold!

a)

4.17. abra

A feladat megoldottsagi mutatdit a vizsgalt tanuldi csoportokban a 4.18. és a 4.19. abra
szemlélteti. A ,,Helyteleniil vagy nem indokolt helyes valasz” kategoriaba azokat a valaszokat
soroltuk, amelyek esetében valamilyen ,el6fiiggvény” képet véltink felfedezni az
indoklasban (példaul: ,,az értékek pont megfelelék”-Ul1, ,,nem felel meg a szabdlynak”-U18
., nem ugy néz ki, mint az altalam ismertek”-H16, ,, szamhoz szamot, betiihéz csak betiit lehet
hozzarendelni”-HT7).
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Azon tanulok, akik a feladat kérdéseire helyes valaszt adtak és azokat definicidval indokoltak,
az 1. feladatra is helyes valaszt adtak, azaz megadtak a fiiggvény definiciojat is.

Amint azt a 4.18. és 4.19. abrak is mutatjak, az a) feladat esetében, mely kolcsondsen
egyértelmli hozzarendelést reprezentalt, mindkét csoport tanuldi koziil tobben indokoltak
valaszukat definicioval. Minthogy e két halmaz kozotti kapcsolat egylépéses szaballyal is
leirhato, ezt egyes tanulok felhasznaltak az indoklasban. A helyes valaszt add6 UA tanulok
koziil az U9-es tanulénak, a kordbban megadott helyes definicigja mellett, mar itt
megmutatkozott, hogy ehhez milyen fogalomképzet tarsul: ,,Friggvény, mert minél nagyobb x
értékeket adunk meg, anndl nagyobb y értékeket kapunk. Tehdt a fiiggvény novekvé”. O tehat
fliggvény monotonitasahoz koti annak 1étezését.

A b), ¢) és d) kérdésre érkezett ,,Helytelen valasz” vagy ,,Helyteleniil vagy nem indokolt
helyes valasz” kategoriakba tartozo HU és UA tanul6i valaszok, a leggyakrabban eléfordulo
indokok alapjan, a kdvetkezd 3 teriileten meglévé hianyossagokra utalnak:

e a hozzarendelés iranyanak helyes értelmezése (mihez mit rendeliink): [b] ,,Fiiggvény,
mert egy elemhez egy elem adhato”-U5;

e nyelvi megfogalmazas: [b] ,,Nem fiiggvéeny, mert eltérck a hozzarendelések-H16;

o a kolesondsen egyértelmil hozzarendelést tekintik fliggvénynek: [c] ,,Nem fiiggvény, mert
egy elemhez tobbet is hozzarendeltiink”-H7, ,,egy elemhez tobbet is rendel a B halmazbdl,
pedig a szabaly az, hogy minden szamhoz hozzarendeli a felet” -H4; [d] ,,Nem fiiggvény,
mert t6bb x értéknél nem lehetséges, hogy csak egy y érték van”-U9.

Az e) kérdésnél tobben hagyatkoztak a fliggvénydefiniciora a véalasz meghozatalanal. A
helytelen valaszoknal az indokok az el6z6 kérdéseknél is megmutatkozo fogalomképzetekre
mutattak.

Osszességében elmondhatd, hogy a helyes valaszt adé tanulok mindkét csoportban az
indoklasnal csak alacsony szamban hasznaltdk fel az elézéleg megadott helyes
figgvénydefiniciojukat. A tobbség érvelésébol a benniik kialakult fogalomképzetre
kovetkeztethetiink (példaul szabalyt keresve vagy felismerve dontdtték el, hogy fliggvény-e az
adott hozzarendelés).
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2. feladat (UA)

M Helyes valasz B Helytelen valasz
Hidnyzo valasz Definiciéval indokolt helyes valasz
Szabalyfelismeréssel indokolt helyes valasz m Helyteleniil vagy nem indokolt helyes vélasz

2/a . 2

2/a (indoklas) 7 4 |
2/b T 7
2/b (indokl3s) 7 |
2/c G S —— 5
2/c (indoklas) 2 I
2/d S — 5
2/d (indokl3s) 4 ]
2/e 1T 6
2/e (indoklas) | 7 I
4.18. abra
2. feladat (HU)
m Helyes valasz M Helytelen valasz
Hidnyzd valasz Definiciéval indokolt helyes valasz
Szabalyfelismeréssel indokolt helyes vélasz m Helytelenul vagy nem indokolt helyes vélasz
2/a
2/a (indoklas) 8 10
JGE A
2/b (indoklas) 12 |
2/c I C——— 1
2/c (indoklas) 7 [ ]
2/d I 1
2/d (indoklas) 8 1 IR
2/e 3
2/e (indoklas) | 7 7
4.19. abra

60




3. feladat

Az abrakon lathato grafikonok kéziil melyik abrazol fiiggvényt? Valaszodat indokold!

a) b)
et
B i T >
c) : d)
e)
4.20. abra

A feladat megoldottsagi mutatdit a vizsgalt tanuloi csoportokban a 4.21. és a 4.22. abra
szemlélteti. Hasonloan a 2. feladat valaszainak elemzéséhez, jelen feladatnal is a ,,Helyteleniil
vagy nem indokolt helyes valasz” kategoridba olyan valaszok keriiltek, amelyek esetében
valamilyen ,eléfiiggvényt” is véltink felfedezni (példaul: ,megfelel a fiiggvény
tulajdonsdgainak”-US; ,lehet neki adni pontokat-U13).

Amint azt a 4.21. és 4.22. abrak mutatjak, mindkét tanuldi csoport didkjai annak érdekében,
hogy eldontsék, hogy az adott grafikon egy fiiggvény grafikonja-e, ritkan hasznaltak a
(helyest vagy helytelent): valamely ismert, nevezetes fliggvény grafikonjahoz hasonlitotta az
adott grafikont. Ha az eltért a mar ismerttdl, akkor az adott gorbét nem tekintették fiiggvény
grafikonjanak.

61



3. feladat (UA)
M Helyes valasz M Helytelen valasz
Nincs valasz Definiciéval indokolt helyes valasz
Specialis fliggvénnyel indokolt M Helytelenil vagy nem indokolt helyes vélasz
3/a 5
3/a (indoklds) | 1 s
3/b T 7
3/b (indoklas) 3 I
3/c S T — 6
3/c (indoklds) | 1 2 I
3/d O 8
3/d (indoklas) 2 s
3/e 5
3/e (indoklas) 2 6 ]
4.21. abra
3. feladat (HU)
M Helyes vélasz H Helytelen vélasz
Nincs vélasz Definiciéval indokolt helyes valasz
Specidlis fliggvénnyel indokolt H Helytelenil vagy nem indokolt helyes valasz

3/a T . 2

3/a (indoklas) 2 5 I

3/b S T 4
3/b (indoklas) 3 [ ]

3/c I E—
3/c (indoklas) 4 5 4

LI
3/d (indoklas) 3 10 [ S—

3/e
3/e (indoklas) 3 15 ||

4.22. abra

Megjegyezziik, hogy a feladat c) kérdésében a grafikon az egész szamok halmazan
értelmezett fliggvényt reprezentalta. A kérdésben nem jeleztikk az értelmezési tartomanyt, a
tanuloi indoklasok viszont nem erre alapozok voltak.

62



Az alabbi tablazat (4.3. tablazat) Osszefoglalja mindkét tanuldi csoport érvelései kozott a
leggyakrabban megjelend tipusokat.

Indoklasi tipusok
Helyes valaszoknal Helytelen valaszoknal
3/a ,Nem fiiggvény, mert a parabola |, Fiiggvény, mert ez egy parabola...”-
fliggoleges "-H7 H19, U7

,, Nem fiiggveny, mert a fiiggvény nem
lehet ilyen ”-U14
., Nem fiiggvény, mert egy fiiggvény képe
3/b csak egyenes, parabola, hiperbola vagy
V alaku lehet ”-H28

., Nem fiiggvény, mert nem lehet hozza
felirni fiiggvénykeépletet”-H4

., Fiiggvény, mert linedaris fiiggvény” — Nem fiiggvény, mert a pontok

3/c HZ?’ H4, nincsenek ésszekotve ”-U9, U7, H27, H1
., Fiiggvény, mert egyenesen vannak a
pontok”-U6

3/d ., Figgvény, mert abszolutérték | ,, Nem fiiggvény, mert nem egyforma a
fliggvény”-H13, H3 két aga”-U7T
., Fiiggvény, mert lehet pdrhuzamos az
x-tengellyel ”-H11

/e ., Fiiggveny, mert nulladfoku fiiggvény -

H3,H28
., Fiiggvény, mert, y=b fiiggvény ”-U22

4.3. Tablazat: A 3. feladat valaszaiban megjelené indoklasi tipusok

A valaszokbol arra kovetkeztethetiink, hogy a legtdbb tanuld fogalomdefinicidja nem azonos
a benntik kialakult fogalomképzettel. A fiiggvényt leginkdbb egy, a tanordn megismert és
vizsgalt fiiggvénnyel azonositjadk, valamint befolyasolja Oket a fiiggvény szokésos
abrazolasmodja is (lasd az U7 tanuld 3/d kérdésre adott valaszat) vagy az elemparok folytonos
vonallal valo 6sszekotése.

Osszességében elmondhatd, hogy a vizsgalt HU és UA tanulok tobbsége a valaszat nem vagy
helyteleniil indokolta, amely jol mutatja, hogy a tanuldk fliggvény fogalmardl kialakult

ey

4. feladat
a) Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy az X halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltiink az
Y halmazbdl. Lehet-e ez a hozzarendelés fiiggvény? Vilaszodat indokold!

x| -1 41 1 6] 4| -5
y| 05| 2] 05| 2| 2] -2

b) Ha az a) kérdésre a valaszod |GEN volt, azaz gy gondolod, hogy a megadott tabldizat
lehet eqy fiiggvény értéktablazata, akkor modositsd a tdblazatot (értékpdrok lehizdsaval,
Javitasaval, tablazat kiegészitésével) ugy, hogy az igy kapott hozzarendelés mar NE
LEGYEN fiiggvény!
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Ha az a) kérdésre a vilaszod NEM volt, azaz ugy gondolod, hogy a megadott tabldzat nem
lehet eqy fiiggvény értéktablizata, akkor modositsd a tabldzatot (értékpdrok lehizdsaval,
Javitasaval, tablazat kiegészitésével) ugy, hogy az igy kapott hozzdrendelés mar fiiggvény
lesz!

A 4. feladatban a mennyiségek kozotti kapesolatot tablazattal reprezentaltuk. A tanuldknak el
kellett donteniiik, hogy az adott hozzarendelés fiiggvény-e. A 4.4. tablazat jol mutatja, hogy
csakugy, mint az elézé feladatoknal, jelen esetben is ismert hozzarendelési szaballyal
megadott fiiggvényekre alapozva hoztdk meg dontésiiket; a fliggvénydefinicioval valo érvelés
csak kevés helyen jelent meg.

Helyes valasz
Definicidval S‘zabal'y - Helytelen Hel,y telen N,mcs
. felismeréssel . valasz valasz
indokolt . indok
indokolt
HU (19-bél) 2 1 0 16 1
UA (22-bél) 1 0 9 10 2

4.4. Tablazat: A 4. feladat megoldottsaga

A HU tanulok korében tapasztalhatdo volt, hogy az 0Osszetartozd6 mennyiségek kozotti
kapcsolatot amiatt nem tekintették fliggvénynek, mert az nem egy altaluk ismert fiiggvénnyel
volt megegyez6 (,,nincs szabdaly az x és y sor kozott”-H3; , mindegyikhez a felét kéne
hozzarendelni”-H19). Ily moédon a tablazatot Gigy modositottak, hogy a kapcsolat az y=x/2
szaballyal valt leirhatova (példaul. a (6,3) és (-5;-2,5) szamparok keriiltek a tablazatba). 1
tanul6 szerint ez a hozzarendelés nem adhat meg fiiggvényt, mert az nem egyértelmi (,,nem
egyértelmii, mert ha mindegyik szamhoz hozzarendeljiik a felét, akkor ez igy nem lehet”-H26).
O a 2./c kérdésnél is, amikor ugyanezen elempérok nyildiagrammal voltak reprezentalva,
eltekintett a fiiggvény létezésétél. Ugy vélte, hogy az adott hozzarendelés nem egyértelmii,
valamint a tobbi hozzarendelés esetében is igyekezett szabalyfelismeréssel indokolni dontését.
Ezek alapjan ugy véljiik, hogy az egyértelmii hozzarendelésrdl is hibas képzete van. 1 tanuld
(H16) ugyanezen hozzarendelést annak nyildiagramos és grafikus reprezentacioja mellett
egyértelmiinek tekintette, a tablazatos reprezentacional viszont gy vélte, hogy az nem
egyértelmii és a tobbi tanuldhoz hasonloan, az y=x/2 szabaly alapjan modositotta a tablazatot.

Az UA tanulok esetében a helyes valaszok indoklasédban, hasonléan az el6z6 feladatokhoz,
csupan ,,fliggvénycsirak” jelentek meg, melyek fogalomképzetiik ,,milyenségére” utalnak. A
helyes valaszt helyteleniil ado tanulok valaszibdl arra kovetkeztethetiink, hogy dontésiiket az
alapjan hoztak meg, hogy a pontok segitségével grafikon szerkeszthet6 (példaul: ,,Igen, lehet,
mert megrajzolva szabdlyos grafikont alkotnak”-U27, ,1gen, lehet, mert a pontok megadjik a
Siiggvényt>-U19). A helytelen valaszok kozott ugyanazon érvelések voltak, mint a HU tanulok
esetében: szabalyt keresve modositottak a tablazatot.

Ha a feladatra érkezett helyes valaszok szamat Gsszehasonlitjuk a 2/c és 3/b feladatokra
érkezett valaszok szadmaval, ahol ugyanezen két halmaz elemei kozotti kapcsolatot
nyildiagrammal ¢és grafikonnal reprezentaltuk, lathatdan ott is alacsony a helyes valaszok
szama. Tehat, ha nem irhato le egyetlen hozzarendelési szaballyal az elemparok kozotti
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kapcsolat, akkor azt nem tekintik fiiggvénykapcsolatnak. A fogalomképzetiikkben egy
hozzarendelési szaballyal megadhat6 fiiggvények élnek.

5. feladat
A kovetkezé abran egy fiiggvény grafikonja lathato!

a) Keészitsd el a fiiggveny értéktablazatat!

! b) Add meg ezt a fiiggvényt:
: 1) szavakkal;

1I) keplettel.

A feladat a 2015-0s felmérés egyik feladata volt: egyik reprezentacios modrol, nevezetesen
grafikus reprezentaciorol tablazat, verbalis, majd szimbolikusra torténd atjarasi képességet
vizsgélta. Jelen felmérésbeli rendeltetése a kovetkezd kérdés megvalaszolasa volt: hatdssal
van-¢ a fliggvénytani ismeretek bdviilése a fliggvény kiillonb6zo reprezentacioi kozotti atjarasi
képesség ,,erdsddésére”, esetleg tapasztalhato-e ,,gyengiilés” ezen képességben.

A 4.5. tablazatban Gsszesitettiik a feladat egyes kérdéseire érkezett helyes megoldasok szamat.

A fiiggvény megadasa
Tablazattal | Verbalisan | Képlettel
A HU tanulok szama (19-bél) 19 10 9
Az UA tanulok szama (22-bol) 19 3 7

4.5. Tablazat: Az S. feladat megoldottsaga

Lathatolag, csakugy, mint a korabbi évben, a grafikus reprezentacios modrol a tablazatosra
vald attérés nem okozott nehézséget egyik tanuldi csoportnak sem. Viszont a fiiggvény
verbalisan €s képlettel torténé megadasaban mar jol érzékelhetd a fliggvénytani ismeretek
béviilésének hatasa a kiilonb6zd reprezentaciok kozotti atjaras képességére. A fliggvény
verbalisan torténd reprezentacidjanal egyes tanuldi valaszok a kovetkezd két csoportba
sorolhatok:

(1) a fliggvény tulajdonsagait nevezték meg (példaul: ,.képe egyenes; meredeksége 17°-H3);

(2) a grafikon szerkesztésének algoritmusat irtak le (példaul: ,,az x tengely mentén 2-t jobbra,
az y tengely mentén 1-et fel”-H18).

Az UA tanulok esetében az el6z6 évi felméréssel dsszehasonlitva az eredményeket azt tudjuk
elmondani, hogy az értékek stagnalnak (4.23. abra). A mennyiségek kozotti kapcsolat verbalis
reprezentacidja még mindig nehézséget jelent a tanulok tobbségének. A tanulok egy része
vagy kihagyta, vagy nem adott semmilyen valaszt a feladat b) kérdésére, mig masok, a
fliggvény tulajdonsagat jegyezték le. Ezzel arra kovetkeztethetiink, hogy ezen reprezentacios
moéd az 6 esetiilkben nem épiil be ,,szervesen” a fiiggvényfogalom kialakitasi folyamataba még
annak bevezetése utan sem.
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A képlettel valo reprezentalas terén erds ,,visszafejlodés” tapasztalhatdo a HU tanulok 2015-6s
felmérésben nyujtott teljesitményéhez képest. Mig akkor a vizsgalt HU tanulok 80%-a
sikeresen tért at a grafikus reprezentaciorol a szimbolikusra, addig jelen felmérésben mar csak

crer

képlet leirasa soran olyan szabalyt adtak meg, mely a tablazatban szerepld elemparok koziil
csak néhanyra volt igaz. A leggyakoribb hibas valaszok (pl. ,,y = %x +27-, )y = %x”) azt

feltételezik, hogy a kiilonbozé linearis fliggvények képleteinek emlékezetben torténd
rogziilése ,,visszafejleszti” az egylittvaltozd mennyiségek kozotti kapcsolatot definiald
szabaly szimbolikus leirasanak képességét. Az elemparok kozotti kapcsolat képlettel torténd
leirasahoz nem hasznaltdk az elézdleg elkészitett tdblazatot, ellentétben a 6. osztalyos
felmérés soran tapasztaltakkal. Akkor még a tablazatra tdmaszkodva adtdk meg képlettel a
felismert kapcsolatot.

Az 5. feladat teljesitményének 6sszehasonlitasa

100%
80%
60%
40%
20%

0%

M megadta a fuggvény
értéktablazatat

M megadta a flggvényt
képlettel

HU-2015 HU-2016 UA-2015 UA-2016

4.23. abra

6. feladat’
40 °C-os vizet hiitiink. Percenként 5 °C—kal csckken a viz hémérséklete.
a) Keészits tablazatot az eltelt idd és a viz hémérséklete kozotti kapcsolatrol!
b) A tablazat segitségével szemléltesd grafikonon a viz homeérsékletvaltozasat!
¢) Fogalmazd meg szavakkal hogyan fiigg a viz hémérséklete az eltelt id6tél!
d) Fogalmazd meg matematika nyelvén (ird le képlettel), hogyan fiigg a viz hémérséklete
az eltelt idotol!
e) Hény °C-os lesz a viz 10 perc miilva?
f) Hany perc mitlva lesz a viz hémérséklete 0 oc?

A feladat szintén visszacsatolas az elozé évi felméréshez (lasd Mellékletek, 4. feladat, 4.
old.): a szdveges kontextusban rejtéz6é Osszetartozdé mennyiségek, az azok kozotti kapcsolat
felismerésére, a feladat altalanositasara irdnyult, azaz egy probléma fliggvénytani ismeretek
segitségével torténd megoldasara.

A 4.6. tablazatban Osszegeztiik a feladat egyes kérdéseire érkezett helyes tanuldi valaszok
szamat.

° Hajdu Sandor, Matematika (alapszint, 6. osztaly), Miszaki Tankonyvkiado, 2002, 3.05. feladat
(modositassal).
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6/a 6/b 6/c 6/d 6/e 6/f
HU (19-bél) 15 14 17 2 17 17
UA (22-bél) 11 8 8 3 14 14
4.6. Tablazat: A 6. feladat megoldottsaga

s

megadasara, tobbek kozott, a kezdeti ,,id6-hdmérséklet” elempar feltiintetésének figyelmen
kivil hagyasa is hatassal volt. Egy masik probléma az &sszetartozd mennyiségek
felismerésére vezethetd. Néhany tanuld az eltelt idohoz hozzarendelte az az alatt az id6 alatt
bekovetkezett hdmérsékletvaltozas nagysagat (példaul: (1, 5), (2, 10) szamparokat képezett).
koziil 3-an kihagytak. Sok esetben a megrajzolt grafikonbdl (egy novekvd linearis fiiggvény)
arra kovetkeztethettiink, hogy a kapott grafikont nem ,,csatoltdk vissza” a feladat szovegéhez,
elmaradt az ellenérzés, valamint a grafikon és a szituacido vizudlis Osszekapcsolasa. A
mennyiségek kozotti kapesolat szavakkal torténd megadasa még mindig problémat jelentett
tobb tanulonak, illetve annak képlettel torténd megadasaban az el6zd évi felméréshez képest
nem tapasztalhato fejlodés (4.24. abra).

Ugyanilyen jellegli hibak jelentkeztek a HU tanuldknal is az Osszetartozd mennyiségek
kozotti kapesolat tablazattal és grafikonnal torténd megadasaban. Viszont kiemelendd, hogy
mig 2015-ben a tanulok 80%-a tudta altalanositani a kitlizott feladatot és megalkotni annak
kétlépéses szabalyat, addig jelen felmérésben minddssze 11%-a adott helyes altalanositast
(4.24. abra). Ahogy azt a 4.6 tablazat is mutatja, a feladat e) és f) kérdéseire mindkét tanuloi
csoport magas szamban adott helyes valaszt. Ebbol arra kovetkeztethetiink, hogy a feladat
értelmezése nem jelentett problémat.

A 6. feladat teljesitményének 6sszehasonlitasa

100%
80%
60% B szévegben rejt6z8
40% tobblépéses szabdly
20% — - megaddsa képlettel
0% ‘ ‘ ‘ ‘ t

HU-2015 HU-2016 UA-2015 UA-2016

4.24. abra

Mindezeket Osszegezve elmondhatd, hogy a fliggvénytani ismeretek segitségével torténd
problémamegoldas mindkét tanuldi csoportban folytonos fejlesztést igényel, még annak
ellenére is, hogy a HU tanulok hasonlo tipusu problémakkal mar a fliggvényfogalom
bevezetését megeldzden is talalkoztak, ellentétben az UA tanuldkkal, akiknél a tanorakba csak
a fiiggvény bevezetését kovetden épiiltek be.
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A fogalomdefinicio és fogalomképzet kapcsolata

A kovetkezékben megvizsgaljuk, hogy milyen kapcsolat van a tanuldéi csoportok
fogalomdefinicidéi és képzetei kozotti Vinner elmélete alapjan (lasd a dolgozat 1.1.4.
alfejezete), felhasznalva a feladatlap 2-4. feladataira adott tanuloi valaszokat.

A 2-3. feladatok 0t-6t kérdéseire Osszesen érkezd legalabb 4 helyes valasz esetén az
indoklasukat figyelembe véve (a helyteleniil vagy nem indokolt helyes valaszokat nem
soroljuk ide) vizsgaltuk a tanuléi definiciok és fogalomképzetek kozotti kapcsolatot. A
minimum 4 helyes valasz elvarasat azzal indokoljuk, hogy igy biztosan szamitasba keriilnek
az egyes feladatok ,kritikus” kérdései is, azaz azok a kérdések, melyek esetében
leggyakrabban adtak helytelen valaszt mindkét csoport tanuloi (2/c, 2/d, 3/a, 3/b, 3/c). A
tovabbiakban kiilon-kiilon elemezziik mindkét tanuloi csoportot.

UA tanuloi csoport

Az UA tanuldok kozott csak nagyon alacsony szamban, 3 tanul6tol érkezett legalabb 4 helyes
valasz a feladatok egyes kérdéseire. Koziilik minddssze 2 tanulé (U20, U6) hasznalta a
fliggvény-e (2. feladat), valamint 1 tanulé (U27) egyes hozzarendelések esetében definicidval,
mig maskor képzetre tamaszkodva (2/a) érvelt valasza helyessége mellett. A grafikusan
reprezentalt hozzarendelések esetében (3. feladat) a legalabb 4 helyes valaszt add 1 tanuld
(U20) a fiiggvény definiciojat hasznalta fel indoklasként. A 4. feladatot 1 tanuld (U20) oldotta
meg definiciora épitve, 2 tanuld (U19, U4) bar helyes valaszt adott és a tablazatot is helyesen
moédositotta, a feladat a) kérdésére adott valaszuk mellett helyteleniil érveltek és a tobbi
feladatban is sok helytelen valaszt adtak.

9 UA tanul6 adott helyes fogalomdefiniciot, de koziiliikk csak 3 tanul6 adott erre tamaszkodo
legalabb 4 helyes valaszt az egyes feladatok valamelyikére.

HU tanuloi csoport

Abban az esetben, ha a halmazok elemi k6zotti kapcsolat nyildiagrammal volt reprezentalva,
a fogalomdefiniciora ¢épiild érvelés jelentkezett a legtobbszor. A fogalomképzettel torténd
indoklas a kapcsolatok grafikus reprezentaciojanal mutatkozott meg nagyobb szamban.
Mindezek azzal magyarazhatok, hogy a fiiggvényfogalom iskolai bevezetése leggyakrabban a
kiilonb6z6 hozzarendelések vizsgalataval torténik, melyeket nyildiagrammal reprezentalnak.
A vizsgalt HU tanuloknal a fogalom tartalma (definicidja) ,hattérbe” szorult, az ismert
fliggvénygrafikonokra tamaszkodva dontdttek arrdl, hogy az adott gorbe egy fliggvény
grafikonja, avagy sem.

A 4. feladatnal rajzolédik ki leginkabb a tanuloi fogalomképzet. Ahogy a 4.7. tablazat is
mutatja, minddssze 3 tanulo adott helyes valaszt, 2-en koziilik (H29, H13,) definiciora épitve,
1 tanulé (H20) pedig képzetre alapozva. A tobbi valaszban a fogalomrél kialakult képzetek
jelentkeztek: nem talaltak ,kézzel foghat6” szabalyszeriséget, igy nem tekintették
fliggvénynek a tablazattal reprezentalt hozzarendelést. Figyelemre méltdo 1 tanuld (H26)
munkaja, amibdl kitiinik, hogy azon hozzarendeléseket nem tekintette egyértelmiinek, amit
nem lehetett megadni egy szaballyal. O a 3/b és 4. feladatokban (melyek ugyanazt a fiiggvény
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reprezentaltak kiilonb6zé6 modon) szerepld hozzarendeléseket nem tekintette fliggvénynek,
mig abban az esetben, ha az nyildiagrammal volt reprezentalva (2/c feladat)
fogalomdefinicidra tamaszkodva helyes valaszt adott.

A 4.7. tablazatban Osszegeztiik az egyes kategoriakba sorolandd UA és HU tanulok szamat
(megjegyezziik, hogy a HU tanulok mindegyike helyes fogalomdefiniciot adott).

csak definicidra épiilé | képzetre és definiciéra | csak képzetre épiil6
érvelés (1.2. abra) épiilé érvelés (1.3. abra) érvelés (1.4. abra)
HU UA HU UA HU UA
2. feladat 6 2 3 1
3. feladat 3 1 1 3
4. feladat 2 1 1

3.7. Tablazat: A HU és UA tanulék fogalomképzetei és —definiciéi kozotti kapcsolat

Amint a tablazat is mutatja, mindkét csoportban alacsony szamban adtak legalabb 4 helyes
valaszt a 2. és 3. feladat 6t-0t kérdésére, valamint a 4. feladatra. A fogalomdefiniciot a tanulok
leginkabb a hozzarendelések nyildiagrammal torténd reprezentaciojanal hasznaltak fel
dontésiik melletti érveléshez. Abban az esetben, ha a nyildiagrammal vagy grafikonnal
reprezentalt hozzarendelésre talaltak egy alkalmas szabalyt, a tanulok mar nem tdmaszkodtak

e

4.5. OSSZEGZES

A 3. fejezetben bemutatott, magyarorszagi egyetemi hallgatok kozott végzett felmérés
ravilagitott arra, hogy a célzott, elemi iskolatol kezdddo fogalomkialakitasi folyamat ellenére
a vizsgalt hallgatok tobbségének a fiiggvényrdl kialakult fogalomképzete nem felel meg a
kerettantervi kovetelményeknek. Azt, hogy melyik az a korosztaly, ahol ez a ,torés”
bekovetkezhet, egy 3 éven keresztiil tarto (6., 7., és 8. osztaly) longitudinalis méréssorozattal
proébaltuk megtalalni.

A felméréssorozat is jol mutatta, hogy a fiiggvényfogalom kialakuldsa hosszll folyamat. A
torténeti és didaktikai elemzések ravilagitottak arra, hogy e fogalom kialakitasat spiralis
moédon, annak tényleges definialasa eldtt kell megkezdeni. Az el6készitési munka fokuszaba a
fliggvényfogalom alkotorészeinek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok) megismerését érdemes
helyezni. Az alkotérészek megismerése soran a fiiggvény kiilonb6zé reprezentacidinak
bevonasaval olyan fogalomkialakitasi folyamatot sziikséges épiteni. A fokozatos haladast a
,»szlkebb”, szabalyokkal leirhatd kapcsolatok vizsgalatabol indulva célszerii kezdeniink a
»tagabb” fliggvényfogalom felé orientalodva. A folyamat végcélja olyan fogalomképzet
A vizsgalt magyarorszagi kerettantervekben és tankonyvekben elemi iskolatol kezdddden
hangsulyosan jelentkeznek a fogalomalakitast, és ezzel egyiitt a fogalom alkotorészeinek €s
kiilonb6z6 reprezentacidinak megismerését segitd forrasok (fiiggvénygép, valods életbdl vett
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folyamatok modellezése fiiggvénnyel). Ezzel ellentétben a vizsgalt ukrajnai matematika
programok ¢és tankonyvek ezen alkotorészek megismerésére kevesebb hangsulyt fektetnek.
Tehat azok a Skemp két, fogalomkialakitasara vonatkozoé hipotézisét kevésbé veszik
figyelembe. Mindezek ismeretében a felméréseket a két orszag egy-egy tanuldi csoportjaban
valdsitottuk meg.

A fiiggvényfogalom bevezetését megeldéz6 évi (6. osztalyos) felmérés a fogalom egyik
alkotorészéhez, a szabalyhoz kapcsolhaté szabalyfelismerd és szabalykovetd képességek
tanuldi birtoklasanak vizsgalatara iranyult. Az eredmények jol igazoltak feltételezésiinket,
miszerint az elemi iskolatél kezd6dé fogalomkialakitas pozitiv hatassal van az emlitett
képességek fejlodésére; a vizsgalt UA tanulok alacsonyabb szinten birtokoltdk ezen
képességeket, mint a magyarorszagi tanulok (a H2.1.-t elfogadjuk). Ok is képesek ugyan
kapcsolatot felismerni az egyiittvaltozd mennyiségek kozott, de a felismert kapcsolat melletti
érvelés szavakkal vagy képlettel, mar nehézséget jelentett szamukra.

A fogalom bevezetésének évében (7. osztaly) elvégzett felmérés eredményei alapjan
modok boviilése hatassal volt az ukrajnai tanulok vizsgalt képességek fejlodésére (a H2.3.-t
elfogadjuk), mindemellett a magyarorszagi tanulokéra is. Az ukrajnai tanulok tobbsége a
kiilonb6z6 kontextusba (tablazat, szoveg, grafikon) rejtett egyiittvaltoz6 mennyiségek kozott
képesek voltak az egylépéses szaballyal definialhatd kapcsolatot felismerni vagy a képlettel
megadott szabalyt kdvetni. Bar kis ardnyban, de fejlodott a tobblépéses szaballyal definialhato
kapcsolatok felismerése, képlettel torténd megadasa is (a H2.2.-t elfogadjuk ). A fogalom
mély megértésének egyik feltétele a rugalmas atjarasi képesség birtoklasa egyik
reprezentaciobdl a masikba. Ebben csaktigy, mint 6. osztalyban, a 7. osztalyos felmérésben is
a vizsgalt magyarorszagi tanulok értek el jobb eredményt. Tehat a vizsgalt magyarorszagi
tanuloknal 7. osztdlyban a fiiggvényfogalom bevezetésénél erdsebb alapokra lehetett
tamaszkodni, mint a vizsgalt ukrajnai tanuloknal.

Annak érdekében, hogy valaszt kapjunk arra a kérdésre, hogy az eltéré fogalomkialakitasi
folyamat eredményeként milyen fogalomképzetek alakultak a vizsgalt tanuldkban 8. osztaly
végére, ujabb felmérést végeztiink. A tapasztalatok alapjan elmondhat6, hogy mindkét orszag
vizsgalt tanuloinak tobbsége 8. osztaly végére, hasonldan az elsd éves egyetemi hallgatokhoz,
olyan fogalomképzettel rendelkeznek, ami nem nincs kolesonos kapcsolatban annak formalis
résztvevd egyetemi hallgatoknal, a 8. osztalyt végzo tanulok képzeteiben valamely altalanos
hozzarendelési szaballyal megadhato fiiggvények ,,élnek”.

A magyarorszagi tanuloknal a fogalomkialakitasi folyamat tehat megfeleléen kezdddott: a
fogalom alkotorészeinek, kiilonb6zd reprezentacidinak megismerése és azok kozotti atjaras
képességének fejlesztése célzottabban tortént, a folyamat a fogalom torténeti fejlodését
kovetve a ,,szlikebb”, szabalyokkal leirhato kapcsolatok vizsgalatatél kiindulva haladt a
»tagabb” fliggvényfogalomig. A felmérés eredményei viszont azt igazoljak, hogy a fiiggvény

sy

fogalomképzetiik egy ,,szlik” fiiggvényfogalomnak felel meg.
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Az eltérd fogalomkialakitasi folyamat ellenére a vizsgalatainkban résztvevd ukrajnai tanulok
képzetében a magyarorszagi tanulokéhoz hasonlo ,,szik” fiiggvényfogalom jelenik meg.
Csupan 1-1 tanuld volt, akinél a fogalomkialakulasi folyamat eredményeként olyan
H2.4.-t elvetjiik).

Minthogy a vizsgalatainkat kis 1étszamu, 1-1 tanuldi csoportban végeztiik, nem volt célunk
altalanositani az eredményeket. Viszont azok alapjan indokoltnak talaljuk a fiiggvényfogalom
altalanos iskolai kialakitasi folyamatanak atgondoldsat. Egy lehetséges kezdeti 1épéseként
kidolgoztunk egy fejleszté programot, melyet a dolgozat kovetkezo fejezetében mutatunk be.
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5. A FUGGVENYFOGALOM ELOKESZITESET CELZO
FEJLESZTO PROGRAM

Kutatasunk azt vizsgalja, hogyan épitheték be az ukrajnai 6. osztalyos matematika tanterv
bizonyos témakoreibe a fiiggvényfogalom alkotorészei (valtozok, kapcsolatok, szabalyok),
hogyan segithetjiik a helyes fliggvényséma alakuldsat, és ezzel egyiitt hogyan alapozhatjuk
meg a 7. osztalyban bevezetésre keriild fogalmat. A kutatast akciokisérlet keretében
végezziik, figyelembe véve a 4. fejezetben kozolt 6sszehasonlitdo pedagdgiai kutatas ismérveit.
Az akciokisérlet célja egy specialis, konkrét probléma kozvetlen megoldasa egy adott
kozegben, melynek eredményei hasznosak lehetnek a gyakorlatban masutt is. Altalanos
jellemzdje, hogy a kutatd egyben a pedagdgus is (Falus, 2004).

A hipotézisek igazolasdhoz vagy elvetéséhez tdjékozodo felmérést, két utotesztet és egy
késleltetett tesztet (készségszintmérd teszteket) hasznalunk (feltar6 modszer), melyek
értékelését kvantitativan végezziik, a tanulok munkajanak kvalitativ elemzésével. Mindezeket
az egyes foglakozasokon megfigyeléssekkel (irasos feljegyzések, hangfelvételek, fényképek,
a foglakozasokon hasznalt tanuléi ,,Moka” fiizet) szerzett tapasztalatokkal egészitetiink ki
(feldolgoz6 modszer).

5.1. KUTATASI KERDESEK ES HIPOTEZISEK

K3.1. Hozzdjarul-e a fiiggvényfogalom alkotorészeinek jobb megismeréséhez a
fliggvényfogalom kiilonbozo forrasainak (fiiggvénygep, valos életbdl vett folyamat) az
ukrajnai 6. osztalyos matematika tananyag egyes témakdoreibe torténé beépitése?

K3.2. Hogyan segitik az egyiittvaltozo mennyiségek fogalmanak alakitasat a fiiggveny
forrasai és a kiilonbozd reprezentdacioi (verbalis, tablazat, képlet, grafikon)?

K3.3. Fejlesztheték-e a fiiggvény alkotorészeinek és kiilonbozé reprezentdacioinak 6.
osztalyban torténd megismertetésével a 6. osztalyos ukrajnai tanulok szabalyfelismerd
és szabalykovetd képességei?

H3.1. A fiiggvényfogalom forrasainak a 6. osztalyos tananyagba torténd beépitése hozzajarul
a fiiggvényfogalom alkotorészeinek megismeréséhez.

H3.2. Az egyiittvaltozd6 mennyiségek fogalmanak alakitasat a forrasok mellett ebben az
¢életkorban jol szolgalja a fliggvény kiilonbozo reprezentacidinak megismerése is.

H3.3. A fliggvényfogalom alkotdérészeinek és kiilonbozé reprezentacidinak 6. osztalyban
torténd megismertetésével fejléddnek a szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek
is.
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5.2. A KUTATAS FELEPITESE ES MODSZEREI

A fejlesztd programot az ukrajnai magyar tannyelvii, karpataljai Nagydobronyi Ko6zépiskola
egyik 6. osztalyaban végeztiik 2015 telén és 2016 tavaszan. A tanar jelen dolgozat szerzdje
volt. A tananyag meghatarozasanal a korabban bemutatott matematika kerettantervben
lefektetett ismeretek (az Gjabb kerettantervek a fliggvényfogalom elékészitése szempontjabol
nem térnek el a 2.2. és 2.3. Tablazatban kozoltektdl) és fejlesztési kovetelmények a
mérvadok. A tanitasi gyakorlatban a mar ismertetett 6. osztalyos tankonyv mellett és egy
Gijabb kiadast tankényvet'® is hasznaltunk. Ezek azok a tankonyvek, melyek eleget tesznek a
kerettantervben lefektetett kovetelményeknek és magyar nyelvre is le vannak forditva. Az
ujabb kiadasu tankonyv részletes elemzésétdl most eltekintlink, mivel annak szerkezete és a
benne talalhato feladatok a fliggvényfogalom kialakitasa szempontjabol nem térnek el a
korabban elemzett tankonyvtol.

A matematika tanorak keretén beliil, 6sszesen 11, a tanorat teljesen vagy részben igénybe
vevo foglalkozasokat terveztiink. Szem el6tt tartottuk, hogy ezeket a foglalkozasokat ugy
illessziik be az aktualis tanitasi folyamatba, hogy a tanmenetet ne kelljen modositani.

A fejlesztd programot két részben, a kovetkezd tervnek megfeleléen valositottuk meg:

Fejleszto stratégia, modszer Rovid tartalmi leiras

T4ajékozodo felmérés (2015. november 17.)

Fejleszto program 1. része (2015. november 23 - december?7.)
Tanterv szerinti témakor: Arany, aranypar
(a foglalkozasok a tanorak csak egy részét toltottek ki)

| Elemz6 képesség, relacios szokines Elemparok alkotasa manualis tevékenységekkel
© | fejlesztése

Egylittvaltozo mennyiségek fogalmanak | Egyiittvaltozd mennyiségek fogalmanak
’ alakitasa, kapcsolatfelismerd képesség bevezetése fliggvénygép alkalmazasaval
© | fejlesztése és kiilonboz6 modon vald
lejegyzése

Szabalykoveto képesség, reprezentacios | Kifejezések helyettesitési értékeinek
3. formak kozotti atjaras képességének meghatarozasa
fejlesztése

Egyiittvaltozo mennyiségek, a kozottik | Szoveges feladatokban rejtézo egyiittvaltozo
4.-5. | 1év0 kapcsolat felismerésének fejlesztése | mennyiségek felismerése, reprezentalasa
tablazattal, képlettel

»Kétiranyu” gondolkodas fejlesztése Szituaciok és azok altalanos megoldasat leird
algebrai kifejezések sszekapcsoldsa

Utoteszt (2016. januar 19.)

“N. A. Taraszenkova, .M. Bohaterjova, O.M. Kolomijec, Z.0. Szerdjuk. Matematika: tankényv 6. osztdly
szamara. Kijev: Oszvita, 2014.
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Fejleszto program 2. része (2016. aprilis 25. — majus 4.)
Tanterv szerinti témakor: Grafikonok
(a foglalkozasok a teljes tanorat kitoltotték)

Megfigyeloképesség fejlesztése, | Grafikonok bevezetése. Adatok leolvasasa a
7. | eligazodas a mindennapi ¢let | grafikonrol
grafikonjain

Egyiittvaltozd mennyiségek jegyzése. | Szituacidhoz eldre elkészitett tablazat alapjan
8. | Reprezentaciok kozotti atjaras | grafikon szerkesztése, grafikon alapjan tablazat
képességének fejlesztése kitoltése

Kapcsolat felismerd képesség fejlesztése | Szituaciok — eljatszdsa  az  egyiittvaltozo
9. és reprezentalasa jatékos eszkdzokkel mennyiségek tablazatos és grafikus
abrazolasanak elokészitéséhez

Tapasztalati fiiggvények alkotdsa, azok | Valos életbdl vett szitudciok kiillonbozo
10. | reprezentalasa és Osszekapcsolasa a | reprezentalasa (diszkrét eset)
szituacioval

Tapasztalati fliggvények alkotdsa, azok | Valos életb6l  vett szituaciok — kiilonbozo
11. | reprezentadldsa és Osszekapcsolasa a | reprezentalasa (folytonos eset)
szituacioval

Utéteszt (2016. majus 11.)

Késleltetett teszt (2016. majus 23.)

5.1. Tablazat: A fiiggvényfogalom el6készitését célzé fejleszté program

Az els6 6 foglalkozdson az oOrak fennmarad6 részeiben a tanmenet szerinti témakkal
foglalkoztunk, 6sszekapcsolva azokat az ora elejei foglalkozasokkal. A fejleszté program 1.
részében a tanuldknak Osszesen 9 matematika orajuk volt (hetente 4 6ra). Tehat 3 olyan ora
volt, melyekre a fejlesztd programnak megfeleld foglalkozast nem terveztiink. Minthogy 2016
tavaszan végzett foglalkozasok olyan témakorhoz kapcsolddtak, ami az ukrajnai 5-6.
osztalyos matematika tanterv olyan tananyaga, melynek fokuszaban a fiiggvényfogalom
elékészitése all, igy az erre az id0szakra tervezett foglalkozasok teljes egészében kitoltottek a
tanorakat.

Tajékoz6do felmérés és utoteszt

Mivel a fejleszté programot olyan képességek fejlesztését és olyan fogalom alakitasat célozta
meg, melyekre az ukrajnai 5-6. osztalyos matematika kerettanterv csak csekély hangsulyt
fektet, igy a tajékozodo felmérés célja az volt, hogy megvizsgaljuk, jelentkeznek-e
hianyossagok a foglalkozasok soran el6térbe keriild matematikai ismeretekben. Az igy
szerzett tapasztalatok késobb segitségiil szolgaltak a foglalkozasok feladatainak megoldasa
soran tapasztalt problémak okainak feltarasaban is.

A két témakoron beliil megvalosult foglalkozasokat zard utotesztek és késleltetett teszt céljai a
fejleszté program hatékonysaganak vizsgalata volt. A tananyag elsajatitasainak mindségét a
foglalkozasok feladataihoz hasonlokkal vizsgaltuk.
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A tanulok munkajanak megfigyelése

A foglalkozasokon a gyerekek egyedill vagy tanari vezetéssel dolgoztak. Az individualis
munkat folyamatosan figyeltik: minden foglalkozasrdl jegyzokonyv, —esetenként
hangfelvételek, fényképek késziiltek. A fontosabb ,,momentumokat” irasban is rogzitettiik.

A fejlesztd program elsé 6 foglalkozasan a gyerekek a matematika munkafiizetiik helyett, egy
direkt, a fejleszté programra bevezetett kiilon flizetben dolgoztak (megjegyzés: a gyerekek
ennek a flizetnek a ,,Mokafiizet” nevet adtak). Az ordkra feladatlapokat allitottunk Gssze és
osztottunk ki minden tanulonak, amit vagy elére beragasztottunk a ,,Modka” fiizetekbe, vagy
az ora folyaman a tanulok tették meg ezt.

Az egyes orakra kitlizott feladatokat a tanulok életkoranak, matematikai tudasanak és a
kutatas céljanak megfelelden allitottuk Ossze. Az orakon a feladatok a spiralitds elvének
megfelelden egymasra épiiltek, szem el6tt tartva a célt, hogy a tanulok 6ssze tudjak kapcsolni
az egyes foglalkozasokon elhangzottakat.

Minden ora utan a flizeteket beszedtiik, igy a hangfelvételekkel, jegyzetekkel egyiitt kiilon-
kiilon elemezni tudtuk a tanul6éi munkékat. Ily modon folyamatos ralatast kaptunk a gyerekek
fejlodésére.

A Kisérleti osztaly jellemzése

Az osztaly létszama 25 {6 (11-12 éves gyerekek). A matematikat a kerettantervnek
megfeleléen heti 4 ordban tanultdk. A gyerekek az ordkon a dolgozatban mar emlitett
tankonyveken kiviil, magyar nyelvre leforditott feladatgytjtemények hianyaban a tanar altal
egyénileg Osszeallitott feladatlapokon dolgoztak.

A fejleszt6 program idejére a tanulok mar megismerkedtek a kozonséges és tizedes tortekkel,
pozitiv €s negativ szamokkal, elsajatitottak az azokkal végezhetdé miiveleteket, valamint a
tertilet ¢s keriilet fogalmakat. Olyan szdveges feladatokkal, melyek konkrét adatokat
tartalmaznak és egy megoldasuk van, mar elso osztalytol kezdve talalkoztak a gyerekek. A
szoveges feladatok egyenlettel torténd megoldasa sem volt ismeretlen teriilet szamukra.

A gyerckek altalanos matematika tudasa kozepesnek mondhatd. A 25 gyerek koziil egy f6
csak 6. osztalytol jar ebbe az iskolaba és ukran anyanyelvii, magyarul még nem nagyon
beszél. 4-en hétranyos helyzetii csaladbél szarmaznak, gyakran hidnyoznak az iskolabol. fgy
az O teljesitményiiket az osztalynak a fejleszté program soran nyujtott teljesitményének
mindsitésénél nem vesszilk figyelembe (tehat 20 tanuldoval szamolunk a foglalkozasok
elemzésénél). Megemlitjiik még, hogy a 20 tanulo koziil 1 f6 csak 5. osztalytdl jar ebbe az
iskolaba, magyar anyanyelvil, de azel6tt ukran iskolakban tanult. Ebbdl kifolyolag neki a
magyar nyelven valé gondolkodds nehéz és matematikdbol fdleg a szoveges feladatok
értelmezése jelent szamara nehézséget. A fejleszté program egyes foglalkozasainak
bemutatasa soran a tanulokra a monogramjuk szerint fogunk hivatkozni.

Elséként a fejleszté programhoz kapcsolodd eldzetes felmérésrdl, a tanuloi valaszok
elemzésérdl szolunk. Masodik 1épésként a fejlesztd program egyes szakaszaiban végzett
foglalkozasok részletes bemutatasaval, a tapasztalatok ismertetésével foglalkozunk, majd az
egyes szakaszokat zaro utotesztek, végiil a késleltetett teszt eredményeit mutatjuk be.
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5.3. TAJEKOZODO FELMERES

A fejlesztd program megkezdése el6tt, 2015. november 17-én 30 perces felmérést irattunk a
tanulokkal. A felmérés tajékozodo jellegli volt. Fokuszaban olyan matematikai ismeretek
tanuloi birtoklasanak vizsgalata allt, melyek a foglalkozasok soran fontos jelentéséggel birtak:
a téglalap és négyzet teriiletének meghatarozasa (1-2. feladat), betiikifejezések kezelése (3.
feladat), egész tortrészének meghatarozasa (4. feladat), egy- (5. feladat), illetve kétmiiveletes
(6-7. feladat) szoveges feladatok megoldasa. A felmérés 7 feladatbol allt (lasd Mellékletek,
11-12. old.).

5.3.1. A felmérés feladatainak és tapasztalatainak bemutatisa

1. feladat
Hatdrozd meg a teglalapok teriiletét!

A) B)

7 em 4,6 em

A felmérésben résztvevo 20 tanuld koziil az 1. feladat A) kérdésére 18 adott helyes valaszt. A
2 helytelen valaszt ado tanulo koziil az egyik a téglalap oldalait Gsszeszorozta és a szorzatot
még duplazta (,S = 73 -2 = 42 (cm?)”). A masik gyerek pedig a keriiletet hatdrozta meg.
A feladat B) részére 16 helyes valasz érkezett. Ketten ugyanazt a hibat kovették el, mint az A)
résznél, 2 tanulo a tizedes tortek szorzasanal hibazott.

2. feladat

A feladatban egy el6re megrajzolt négyzet oldalat onallban megmérve kellett annak tertiletét
meghatarozni, majd egy olyan téglalapot rajzolni, melynek teriilete az adott négyzet
teriiletének a fele. A négyzet teriiletét 15-en helyesen hataroztak meg. 3-an 6sszeszoroztak a 4
oldalt, 1 tanulé csak a négyzet oldalanak hosszat hatarozta meg, 1 pedig a kovetkezdképpen
szamolt: ,,S = 4 -2 = 8(cm?)”.

A feladat masodik részére minddssze 10 helyes valasz érkezett. Az az 1 tanuld, aki csak
megmérte a négyzet oldalat, de annak teriiletét nem szamolta ki, megrajzolta azt a téglalapot,
melynek teriilete fele ezen négyzet teriiletének. 1 tanuld a feladat elsé részében helyesen irta
fel a négyzet teriiletének szamitasat, de az eredménye 8 cm?” volt, majd egy 4x1-es téglalapot
rajzolt. Tehat nala csak szamitasi hiba jelentkezett. 1 gyerek megoldasi menetében
tiikr6zodott az a 1épés, hogy megprobalta képzeletben félbehajtani a négyzetet, csak ekkor az
oldalméret felének meghatarozasanal hibazott, €s 3x4-es téglalapot rajzolt a 2x4-es helyett. 2-
en nem a négyzet teriiletét felezték meg, hanem annak oldalméretét, igy egy 2x2-es négyzetet
rajzoltak. 4 gyerek tetszoleges téglalapot rajzolt, 1 pedig teljesen kihagyta a feladatnak ezt a
részét.
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3. feladat
Ismeretes, hogy s= 50-t.
a) Szamitsd ki az s értékét, ha t=4.
b) Ha tudjuk, hogy s=500, akkor mennyi a t értéke?

Az a) kérdésre 19 helyes valasz érkezett, 1 tanulé nem mutatott semmilyen gondolatot.

A b) kérdésre, ami visszafelé gondolkodast igényelt, minddssze 7 jo valasz jott. A tobbiek
megoldasaban érezhetd a sejtés, hogy osztasi miivelettel tudjuk meghatarozni a t értékét, de a
tobbség az 500-at elosztotta az a) részben megadott t értékével, azaz 4-gyel (,,500:4=125").
Mas valaszok: ,,S=500:t”. Valoszintsithetd, hogy a kifejezés értelmezésével akadtak
nehézségei a gyerekeknek. A visszafelé gondolkodds nehézségét tobbszor tapasztaljuk a
matematika o6rdkon.

4. feladat
Hatdrozd meg a) 12-nekaz <—dr  b) 6,4-nekaz =it ¢) 2-nekaz 7 —ét

A feladat a) kérdésére 13-an, a b) részre 12-en, a c) részre pedig 13-an adtak helyes valaszt. 3
gyerek bar helyesen kezdte el megoldani a feladatokat, a torttel vald szorzast nem tudta
elvégezni. 1 tovabbi tanuldnak pedig a tizedes tort kozonséges torttel vald szorzasa okozott
problémat. 2 tanuld6 nem a szam tortrészét hatarozta meg, hanem a szamot probalta
meghatarozni tortrésze alapjan. 2-en semmilyen megoldast nem produkaltak.

5. feladat
1 kg narancs ara 5 hrivnya. Mennyibe keriil 8 kg narancs? Hany kg narancsot vasarolt Peti,
ha a pénztarndl 75 hrivnyat fizetett?

A feladat els§ kérdésére 18 helyes valasz érkezett. Ez egy egyszerl, egy mivelettel
megoldhato feladat, ahol a szoveg kozvetleniil utal a sziikséges miiveletre. 1 tanuld, csaktgy,
mint a 4. feladatndl, itt sem probalkozott. Amint azt az osztaly bemutatasanal jeleztiik, 1
tanulonak (MM) a szdveges feladatok értelmezésével, nyelvi okokbdl kifolydlag, komoly
gondjai akadnak, ami ezen feladat esetében is megmutatkozott.

A masodik kérdést, mely szintén egy miivelettel megoldhato, de forditott gondolkodast
igénylé volt, mar csak 14-en valaszoltak meg helyesen. 3-an kivonasi miivelettel az els
kérdés eredményeire hagyatkozva prébaltak valaszt adni (,, 75-40=35 (kg)”). 1 kisfia (KL)
(megjegyzem jo felfogast, a szoveges feladatok megoldasa soran nagyon érdekes, mégis
helyes gondolkodast mutatd gyerek, de nagyon szétszort és kapkodo) becslésekkel probalt
eljutni a megoldasig: ha 8 kg 40 hrivnyaba keriil, akkor még hany kg-t kell vasarolni, hogy 75
hrivnyaba keriiljon a vasarlas. Igaz, egy kilogrammal kevesebbet szamolt (,, 8+6=14 (kg)”).

6. feladat
Egy csapbol a medencében mdasodpercenként 5 liter viz folyik. Mennyi viz lesz a
medencében 2 masodperc milva, ha a csap megnyitasakor a medencében 100 liter viz volt.

A feladat egy megoldast ad, kétmiiveletes, az eléz6 feladathoz képest Osszetettebb
szovegezésl. 11 gyerek adott helyes valaszt. 2-en figyelmen kiviil hagytak, hogy a csap
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megnyitasakor a medencében mar 100 liter viz volt, 1 gyerek (MA) semmit nem irt. A tobbiek
megoldasai nem tiikroztek logikus feladatmegoldasi menetet: kiragadtdk a szamokat a
kontextusbol és aritmetikai muveleteket hajtottak végre rajtuk. Példaul MN az 5.1. ébran
lathaté modon szamolt.

7. feladat
Zsuzsa tulipancsokrot vasarolt az anyukajanak. A csokorban 3 szal tulipan volt, a
csomagolds 5 hrivnyaba keriilt, és igy a csokorért 35 hrivnyat fizetett. Mennyibe keriilt egy
szal tulipan?

A feladat szintén egymegoldasu, kétmiiveletes, de visszafelé gondolkodast igényel: a kimend
(output) adat ismeretében kell meghatarozni a bemend (input) adatot, mig az el6z6 szdveges
feladatoknal az ,,input” adott volt. 12 helyes megoldas érkezett. 1 tanuldo (MA), aki mar az
el6z6 két feladatnal sem probalkozott, ezt a feladatot is kihagyta. 1 gyerek a 6. feladatot nem,
ezt viszont helyesen oldotta meg. Valoészinilileg a feladat szerkezete és annak a gyerek
szamara elképzelhet6bb mivolta segitette 6t a helyes megoldasban. A tobbiek a teljes csokor
arat elosztottdk a csomagolas araval, majd azt megszoroztdk 3-mal (5.2. 4dbra) vagy a 3-at
szoroztak a csomagolas araval és vontak ki a 35-bol.
.
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5.1. abra 5.2. abra
Megjegyzés: A feladatlap kitoltését kovetd ora elején kozosen is megoldottuk a feladatokat, az
egyénileg vétett hibdkat megbeszéltiik.
5.3.2. A felmérés eredményeinek osszegzés

Az alabbi diagramon (5.3. abra) 0sszegeztiik az egyes feladatokra érkezd helyes megoldasok
szamat.

Az egyes feladatok helyes megoldasainak szama
18 19 18

/A 1/B 2/A 2/B 3/A 3/B 4/a 4/b 4/c 5/a Sb 6 7

5.3. abra

A felmérésben résztvevd 20 tanuld kozil RD, SzA, BG, KG mind a 7 feladatot helyesen
oldotta meg. HV, BK, HA, RE és HP a 3/B feladatban ejtettek hibat, azaz a szabaly
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inverzének alkalmazasaban, ND-nek pedig a téglalap konstrualasa jelentett nehézséget (2/B).
BM, BB, MN a kittizétt 13 kérdés legalabb 6 kérdésre helyes valaszt adott. A legalacsonyabb
teljesitményt ODzs, MA, SzL, MM, MB és KV nyijtotta. Ok a kérdések kevesebb, mint a
felére adtak helyes valaszt.

Lathatolag utasitas alapjan meghatarozott teriiletii téglalap konstrualasara kittizott 2. feladat és
a képletben szerepld (fiiggetlen)valtozo értékének meghatarozasa (3/B feladat) jelentette a
legnagyobb nehézségeket, azaz a visszafelé gondolkodast megcélzo feladatok. A kdzonséges
és tizedes tortekkel vald szamitasok terén is voltak olyanok, akiknek még nehézségei addodtak.
A szoveges feladatok megoldasi mutatoi is alacsonyak a tobbi feladatéhoz képest. Ezen
tapasztalatokat figyelembe véve a fejlesztd program megtervezésénél igyekeztiink a
figgvényfogalom forrasat képezd valods ¢€letbdl vett folyamatot oly mdédon konstrualni, hogy
azok a gyerekek kiilonbozé élethelyzeteivel kapcsolatban legyenek, ezzel is segitve a
szituacioba torténd ,,beleélést”.

5.4. A FEJLESZTO PROGRAM ELSO RESZENEK BEMUTATASA

A fejleszté programunk elsd része (2015. november 23. — december 7.) az Arany, aranypar c.
témakor tanitasanak idoszakara esett. A korabban bemutatott tervezetben latszik (lasd 4.3.
fejezet), hogy az egyiittvaltozd mennyiségek reprezentacios modjai koziil a tablazat, a
szoveges (verbalis) és a képlet forma kap szerepet. A programban résztvevd tanulok most
talalkoztak eloszor a fliggvény egyik forrasaval, a fiiggvénygéppel, és az egyiittvaltozo
mennyiségek tablazatos megjelenitési formaja is ujnak mondhato.

A fejlesztd program 1-6. foglalkozasaval, majd a tovabbi foglalkozasokkal is a K3. kérdésekre
kerestiik a valaszt. Célunk a helyes fliggvényséma kialakulasanak erdsitése, figyelembe véve
a 4. fejezetben leirt, 6. osztalyos UA és HU tanulok fiiggvénysémajanak ismérveit. Az
ukrajnai tanterv ugyanis (lasd 2.3. Tablazat), 5. osztalyban el6irja az un. betiikifejezések, 6.
osztalyban a grafikonok megismerését, és erre épiti 7. osztalyban a fliggvényfogalom
bevezetését (ellentétben a magyarorszagival). Korabbi felméréseink tapasztalatai és az
elméleti hattérben lefektetett megallapitasok alapjan elmondhatd, hogy nem kelléen hatékony
csupan ezekre tdmaszkodva épiteni fel a fiiggvény fogalmat 7. évfolyamon.

5.4.1. Elemparok alkotisa manualis tevékenységekkel

Az 1. foglalkozas céljaul tiiztiik ki, hogy a tanulok a Bruner-féle reprezentacios sikok koziil az
enaktiv sikon jussanak el két halmaz elemei kozotti fliggvényszer( kapcsolat felismeréséhez
(elemek parositasa targyi tevékenységgel). A manipulativ tevékenységek tanitasi-tanuldsi
folyamatban valo bekapcsolasanak fontossagardl a dolgozat korabbi fejezetében mar szoltunk
(1.1.4. fejezet). Tovabb flizi érvelésiinket az efféle tevékenységek mellett az is, hogy a 11-14
éves korosztalyhoz tartozé tanulok (az osztaly tanuldi is) mar képesek egyszerii formalis
gondolkodasi miiveletekre, esetleg a tapasztalattol vald elszakadasra, de a targyi tevékenység
képzetei még sziikségesek az absztrakcidhoz. Ennélfogva ugy véljik, hogy a
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fliggvényfogalom késdbbi absztrakcidjahoz célszerli a fogalom elékészitési szakaszaban,
annak egyik alkotorészének, a kapcsolatok vilaganak alapozasat az enaktiv sikon kezdeniink.

Az 1. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

ldétartam: 35 perc;

Megfigyelési mod: irasos feljegyzések, fényképek készitése, a gyerekek munkdjinak
osszegylijtése;

Az oran jelen lévo tanulok szama (a vizsgalt 20-bol): 20.

A foglalkozas elején a tanulok kézhez kaptdk a parositani kivant elemeket tartalmazo
boritékokat. Az alaphalmaz és a képhalmaz kozott kiilonbséget tettiink oly moédon, hogy
eltéré szinnel szerepeltek a két halmaz elemei. Minthogy a fiiggvényfogalmat kiilonb6zo
tipustt halmazok elemei kozotti hozzarendelésekkel alapozhatjuk meg (Herendiné Konya,
2013), igy az 1. boritékban zdld szinli négyzetek és piros szinl téglalapok voltak, melyek
terliletei a négyzetek terlileteinek felével voltak egyenldk (,,dolog-dolog” tipusu
hozzéarendelés). Egy téglalapnak nem volt parja. A 2. boritékban 4 darab (r6zsaszin) téglalap
¢és kék kartyakra irt szamok (18;18;18,5;24;20;80) voltak, melyek egy-egy téglalap teriiletét
hataroztdk meg (,,dolog-szdm” tipust hozzarendelés). 2 olyan szam is szerepelt, melyekhez
nem tartozott egyetlen téglalap sem. A 3. boritékban egyszinii kartyakra feketével, illetve
pirossal irt szdmok voltak. Utobbiak a feketével irottak negyedei (,,szam-szam” tipusu
hozzarendelés).

A boritékokat egymas utan adtuk oda a gyerekeknek. Minden boriték kiosztasakor megadtuk
az utasitast: parositsak a téglalapokat a négyzetekkel, a téglalapokat a szamokkal, a fekete
szamokat a piros szamokkal valamely szabaly alapjan, tigy, hogy minden alkotott parra igaz
legyen ez a szabaly. A tanulokat arra kértiik, hogy miutan parositottak az egyes boritékokban
1évo elemeket, fogalmazzak meg szavakkal azt a szabalyt, ami alapjan elkészitették az
elemparokat. Az elkésziilt parositasokat beragasztottak és a felismert szabalyt beirtak a
»Moka” fiizetilkbe. Kozben figyeltiik a gyerekek munkéjat és a leirt szabalyokban talalt
»erdekességek™ alapjan kértiik egyes gyerekektdl, hogy olvassak fel azokat. Minden feladat
elkésziilte utan az elhangzott szabalyokat kozos megbeszélés kovette, kitérve a leirtakban
talalt hianyossagokra, pontatlansagokra és hogy azok valoban raillenek-e az elkészitett
parokra.

1. feladat (dolog-dolog hozzarendelés)

Az 1. feladattal a tanulok 3 perc alatt elkésziiltek. 1 tanuldo (KG) a négyzetre ratéve a
téglalapot vette észre, hogy a négyzet teriiletének a fele a hozza tartozé téglalap teriiletét adja,
¢és a megfogalmazott szabalya (bar kissé pontatlanul) is ezt tikrozte: ,, A zoldnek a piros a
fele” (5.4. 4bra).
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5.4. abra

A tobbiek a négyzet mellé raktak azt a téglalapot, melynek egyik oldalhossza megegyezett a
négyzet oldalanak hosszaval (5.5. abra). A szabaly megfogalmazasdban ugyan akadtak
pontatlansagok (,,Ugyanaz az oldala a téglalapnak, mint a négyzetnek”; , Olyan szabdly
alapjan pdrositottam, hogy a négyzet és a téglalap oldali egyformdk legyenek”; , En 1gy
parositottam, hogy egyforma hosszuiak a téglalapok és a négyzetek atmérdje”), de azokat a
megbeszélés sordn a gyerekek javitottik. Osszességében mindegyik tanulé sajatos modon
megfogalmazta az altala felismert szabalyt, mely tiikrozte a munkajat is.

5.5. abra
Elmondasuk szerint ez nagyon konnyt feladat volt és tetszett nekik, hogy manualisan kellett
dolgozni. Annak ellenére, hogy sajnos ritkan dolgoztak az orakon ily moddon, nem
idegenkedtek a feladattol, mindenki lelkes volt.

2. feladat (dolog-szam hozzarendelés)

A 2. feladat sem okozott kiilondsebb problémat a tanuloknak, gyorsan elkészitették az
elemparokat. Az oran jelen 1év6, vizsgalatunkban is résztvevd 20 tanuld kozil 3 tanuld
(koztiik volt 1 olyan tanulé (ODzs), aki a tajékoz6dd felmérés soran hibasan szamolta ki a
téglalap teriiletét) olyan szabalyt adott meg, mely nem tdmasztotta ala a két halmaz elemei
kozotti kapesolatteremtést. 2 tanuld szabalya a kovetkezd volt: | kiszamoltam a téglalapok
keriiletét és igy parositottam”. Ok valosziniileg sejtették, hogy a szamok az egyes téglalapok
kertiletei vagy teriiletei lehetnek, de nem bizonyosodtak meg réla pontosan. Egyikdjiik (KL)
lathatéan tudta, hogyan kell kiszdmolni a téglalap keriiletét, de nem végzett pontos
szamitasokat, csak sejtésekkel dolgozott (5.6. abra) (6 a tajékozodo felmérés soran az S.
feladatot is becsléssel oldotta meg).
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5.6. abra
Figyelve a munkaékat észrevettiik, hogy 2 tanuld (BB és BK) el6szor megprobalta kiszamolni
a téglalapok kertiletét; 2 part ezen gondolatmenetet alapjan talalt, de mivel igy tovabb nem
tudta folytatni a parositast, nem talalt mindegyik téglalaphoz part, modositott, és kiszamolta
azok tertileteit. 17 tanuld megfogalmazott szabalya tiikrozte a parositast is. Példaul:

BK: ,, Kiszamitottam a téglalap teriiletét”

SzA: ,, Teriilet szerint parositottam”

MN: ,, Megszoroztuk a szélességet a hosszusaggal és igy kaptuk meg az eredményt.”

A gyerekek munkajat figyelve azt is észrevettiik, hogy a 80-as szamot mar az elején oldalra
tették, azzal tovabb nem is foglalkoztak. A k6z6s megbeszélés soran kideriilt, hogy mindezt
azért tettek ,mert az til nagy szam volt a téglalapok méreteihez képest”. Aztan néhany
gyerek, koztiik a fentebb emlitettek, felolvastak az altaluk megfogalmazott szabéalyokat, a
pontatlansagokat javitottuk, a 3 hibas megoldas (KL, MM, ODzs) okat megmagyaréaztuk.

3. feladat (szam-szam hozzarendelés)

A szamok parositasa (3. feladat) okozta a legnagyobb nehézséget. Ebben az esetben a szinkod
ellenére is nehezen tudtak elkiiloniteni az alaphalmazt és a képhalmazt, 2 tanuld6 még azutan
sem, hogy hangsulyoztuk: ,.a fekete szinii szamokhoz keressiink pdrt a piros szinii szamok
koziil egy szabaly szerint, mely minden szamparra igaz lesz” (5.7 abra).

5.7. abra

Segitséget adtunk nekik azaltal, hogy tanacsoltuk, szelektaljak a szamokat, egyik oszlopba
rendezzék a feketével irt szamokat, egy masikba a pirossal irtakat, majd probaljak ugy
rendezgetni a szamokat, hogy olyan szabalyhoz jussanak, ami minden parra igaz lesz.
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2 tanuld (KG és BK) felismerte, hogy egyik halmazban ({16;12;4;1;0}) a masik halmaz
elemeinek ({4;3;1;0,25;0}) a negyedei szerepelnek (,,4 fekete szamokat néggyel osztjuk és
megkapjuk a parjat”). MB parositotta az egyforma szamokat, a tobbihez pedig valdsziniileg
csak véletlenszertien illesztett part (,,egyformat tettem az egyformahoz). A tdbbiek (17)
kiilonb6z6 parositasokkal, de hasonld szabaly alapjan kapcsoltak 6ssze a két halmaz elemeit:
»A fekete szamok oszthatok a pirossal”; ,,Az egyik szamot oszthatom a masikkal”. Az, hogy a
gyerekek az oszthatosag felé orientalodtak nagy valdsziniiséggel annak tulajdonithato, hogy
az Oszthatosag c. témakorrel nem sokkal a kisérleti tanitast megel6zden foglalkoztunk.

A megbeszélés soran HP, miutan felolvasta az altala megfogalmazott szabalyt, kibdvitette azt,
és széban mér sokkal pontosabban mondta el: ,,En az osztds alapjan pdrositottam... 666 ...
vagyis mindegyik fekete mellé a negyedet tettem a pirosakbol”.

Tanulsagok

A harom, kiilonboz6 tipusi hozzarendelések alkotasat célzo feladattal elértiik a foglalkozas
céljat: a gyerekek targyi tevékenységgel megtapasztalhattak, mit jelent elemparokat alkotni
oly modon, hogy mindegyik parra egy és ugyanaz a parositasi szabaly legyen igaz. Arra
torekedtiink, hogy a tanuldk a fiiggvény egyik alkotdeleméhez, a kapcsolatokhoz kdtédéen,
manualis tevékenységekkel szerezzenek tapasztalatokat, alkossanak informalis tablazatokat,
verbalis szabalyokat. Az enaktiv sikon kezdtik az egyiittvaltozd6 mennyiségek fogalmanak
targyiasitasat, a relacidos szdkincs ¢és ezzel egyiitt a szabalyfelismerés képességének
fejlesztését.

Megjegyzés: A kovetkezd foglalkozast megel6z6 tandra az arany fogalmanak elsajatitasara
iranyult. A gyakorlati feladatok ko6zé ,,beckeltiink” egy olyan feladatot, mely elemparok
alkotasat tlizte ki megadott szabaly alapjan: az els6 oszlop szamaihoz gy kellett part talalni a
masodik oszlop szadmai koziil, hogy szamok aranya 3 legyen (a tablara két oszlopban a
parositand6 szadmokat tartalmazo cetliket ragasztottuk). Annak jelzésére, hogy melyik
szdmhoz melyiket kapcsoltuk (a késdbbiekben a bemend és kimend adatokkal valé munka
soran azok kozotti kiilonbségtétel fontossaga miatt) nyillal jeloltik (pl. 15-5). A parositas
elvégzését kovetden beszéltiink arrol, hogy ezzel az egyik oszlop szamaihoz hozzarendeltiink
a masik oszlopbol szamokat meghatarozott szabaly alapjan. Ekkor jott KG-tdl a kovetkezd
megallapitas: ,,...megvan! Kapcsolatot teremtettiink a két oszlopban lévd szamok kézott”.

Nagyon oriiltiink, hogy az altala jol ismert sz6t bele tudta ,,agyazni” ebbe a kdrnyezetbe is. A
tobbicknek nagyon tetszett KG mondata: ,,Ez nagyon jo. Tényleg, kapcsolatot
teremtettiink...”

5.4.2. Egyiittvaltozé mennyiségek fogalmanak bevezetése fiiggvénygép alkalmazasaval
A 2. foglalkozas célja az volt, hogy a tanulok megismerkedjenek egyiittvaltozo
mennyiségekkel €s azok reprezentacios formai koziil a tablazat, képlet formakkal. Ezzel

egyiitt iranyadd volt a fiiggvény alkotorészeinek (valtozok, kapcsolatok, szabaly)
megismertetése a fogalom egyik forrasanak, a fliggvénygépnek a segitségével.
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A 2. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

Idotartam: 25-27 perc;

Megfigyelési mod: irasos feljegyzések, hangfelvétel, a gyerekek munkdjdanak dsszegyiijtése.
Az oran jelen lévé tanulok szama (a vizsgalt 20-bol): 20.

Konkrét gépet készitettiink egy papirdobozbol (5.8. dbra). A gép segitségével a tanulok
megtapasztalhattak azt, hogyan mikddik: a betaplalt dologgal (input) a gépiink valamit csinal,
majd kidob egy masik dolgot (output). A fliggvénygép modelljének bemutatasa tovabba
abban is segitett, hogy a tanulok megbizonyosodjanak arrél, hogy a gépilink minden egyes
»input” esetében ugyanigy mikodik. Ez nagyon fontos momentum a gép mitkodési elvének
megértésében, mivel a korabbi felmérésekben vizsgalt 6. osztalyos ukrajnai tanulok kozott
tobben voltak, akik egy tablazaton beliil kiilonb6ozé szabalyt alkalmaztak annak kitdltésére
(4.3.,4.4. fejezet).

5.8. abra

A gépbe kiilonb6zo targyakat taplaltunk (kupak, kocka, stb.), majd a gép megkétszerezve a
bedobott targyak szamat a masik nyilason kidobta az ,,output”-ot (a doboznak volt egy hatsé
nyilasa, ahol a megfeleld mennyiségl targyakat a tanar ki tudta valasztani és a masik nyilason
kiadni).

A tanulokat arra kértiik, tetszéleges modon jegyezzék le, hogy mit taplalunk be és mit dob ki
a gép. Igy a tanuldk fiizetiikben lényegében egy kétoszlopos informalis tablazatot alkottak
(5.9. abra).

bedloboft ot s heolobolt ,Z" wale
éf’ﬂ/ﬂ&ﬁ 5-af éc/oéﬁﬁ 4

580@/0# —cf ,{wd?éﬁ 2 g
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5.9. abra

A gép muikddésérdl a gyerekek a kovetkezoket mondtak:
RD: ,,Megdupldizza, amit bedobunk”;

KL: ,, Megtobbszorézi”

Tanar: ,, Tobbszérozi? Hanyszorozza?”

KL: , Kétszerezi”
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Tandr: ,,Ez fontos, mivel az, hogy tobbszorozi, jelentheti azt is, hogy 10-szeresét adja ki a
bedobott dolognak™

SzA: |, Megszorozza”

Tanar: ,,Mit szoroz és mennyivel?”

SzA: ,, Kettovel”

Tanar: ,, Mit mondhatunk el? Amit betaplalunk azt...”

Gyerekek: ,, ...megszorozza kettével”

SzA-tol jott olyan valasz is, hogy 6Snmagéval szorozza meg a bedobott dolgok darabszamat. O
csak arra dsszepontositott ekkor, hogy ha 2 palcikat dobunk be, akkor 4 darab palcikat ad ki.
Tanar: ,,Igaz-e SzA dllitasa, hogy onmagaval szorozza meg a bedobott dolgok darabszamat?”
Ellendriztiik allitasat 4 darab palcika esetén is. SzA ekkor mar mondja is, hogy a 4 palcikanal
8 palcikat kellene, hogy kidobjon a gép. Kozben HP is magyardzta SzA szabalyanak
pontatlansagat: ,, Azt jelentené, ha 6nmagaval szoroznd, hogy 16 jonne Ki.”

Tablazat alkotdsa

Annak diszkusszidja utdn, hogy a betdplalt targyak | Betaplalt Kidobott
szamokkal is helyettesithetok, a gyerekeket arra kértiik, 2

hogy toltsék ki a gép miikddési szabalya alapjan az 5.10. ]

abran lathaté tablazat 1-6 sorat. (A tablazatot kinyomtatva 0

minden gyerek megkapta, és felkeriilt a tablara is.) Fontos 12
volt szamunkra, hogy a gép miikodésének a megforditasat is 7

végiggondoljak (lasd a tajékozo felmérés tapasztalatait), igy

a tablazatba a ,betaplalt” oszlop néhany cellgjat iiresen 8,1 : :
hagytuk, remélve, hogy a ,.kidobott” adat alapjan ki tudjak szc?m ketsze;: a szam
tolteni azt. Miutan ezt sikeresen megtették, a gép mitkodési s=dim CZn
szabalyanak megfogalmazasa kovetkezett a narrativ n n j

y -

formatol fokozatosan haladva az algebrai kifejezésig. A

kovetkezé sor elsG oszlopaba irtuk, hogy szam, mellé 5.10. abra

kétszer a szam eldszor betiivel, majd a ,,matematika nyelvén” is (KG megfogalmazasa
alapjan: szam-2). Megkérdeztiik oket: ,, ... hogyan lehetne még rovidebben irni a szam szot,
hiszen a matematikaban mindent réviden probalunk lejegyezni”. A ,,szam” sz6 angol és ukran
megfeleldinek (,,number és uncno”) roviditésével bevezettiik a bedobott szamok jeldlésére az
n és u betliket, melyek alapjan folytattuk a tablazat kitoltését a megfeleld cellakba az n-2 (ND
masképpen is megfogalmazta: ,vagy 2n”) és u-2 Kkifejezéseket irva. Az elemparok
megnevezése és a kozottiik 1évo kapcsolat megfogalmazasa is sikeresnek bizonyult.
Megbeszéltiik azt is, hogy akkor milyen szabaly alapjan miikddne a gép, ha a jobb oldali
oszlop jelentené a betaplalt szdmokat, a bal pedig a kidobott szamokat. A gyerekek
egybehangzo valasza: ,,Akkor a betaplalt szamokat a gép elosztand kettével”. A szabalyt igy
is megadtuk algebrai kifejezéssel (,,n:2”"). SzZA masképpen is leirta: ,,0,5n”. Végiil a tablazatot
vizszintesen is felrajzoltuk, vagyis most az egyiittvaltozO mennyiségek egymas alatt
helyezkedtek el.
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Tablazat kitoltése, az elempdrok kozotti kapcsolat algebrai kifejezéssel torténd lejegyzése

A foglalkozas végén a tanulok kaptak egy tablazatot, amit onalldan kellett kitolteniiik egy
felismert szabaly alapjan, leirni szavakkal és matematika nyelvén (algebrai kifejezéssel) is mit
csindl az a gép, melynek miikddése az adott tablazatot eredményezte (5.11. abra). A szabaly
megegyezett az elézovel, de az egyiittvaltozdo mennyiségek most fiiggélegesen helyezkedtek
el, és a tablazatban nem jeloltik azt, hogy melyek a ,,betaplalt” és ,,kidobott” szamok. Ezzel
arra torekedtiink, hogy a tanulok tudjak értelmezni mindkét tipusu tablazatot (fiiggdleges és
vizszintes) és igy az Osszetartozd mennyiségek kozotti kapesolatra fokuszaljanak fiiggetleniil
azok elhelyezésétdl. A valtozo fogalmanak alakitasat szolgalta, hogy ezlttal mas betiivel (b)
jeloltiik, azért, hogy ne csak egy-két betii rdgziiljon annak funkcidjahoz.

3 18 |5 123 b
16 2 10

5.11. abra

Az 6ran jelen 1évé 20 gyerek koziil 18 helyesen toltotte ki a tablazatot, a felismert szabalyt
szavakkal (,,a betaplalt szam -2, megkapjuk a kidobott szamot, vagy forditva, de akkor osztunk
kettével”) és matematika nyelvén is megfogalmazta (,,b6-2”). Ez arra enged kovetkeztetni,
hogy 6k megértették, hogy a gép kapcsolatot 1étesit a bemend ¢€s kijovo értékek kozott és
tudjak alkalmazni a felismert szabaly inverzét is, valamint a vizszintesen adott tdblazatot is. 4-
en kozilik fontosnak tartotta jelezni, hogy a tabldzat két halmaz elemei kozott teremt
kapcsolatot, 6k a tablazatot kibovitették egy oszloppal, vagy a tablazat egyes sorai elé irtak,
hogy azok elemei melyik halmazhoz tartoznak: betaplalt szamok (alaphalmaz) és kidobott
szamok (képhalmaz) (5.12. abra).

Predoi A | 2 = = el e
: [6 [16 [volysl2 [o lnal
uy\-\'e—\&:f_’»g

5.12. abra

Volt 2 olyan tanuld is, aki a tablazat masodik soraban 1évd iires négyzeteket kitoltotte a
felismert szabaly szerint (10;4,6), ugyanakkor az elsé sor iires helyeire szintén ezt a szabalyt
és nem az inverzét alkalmazta (4;0). Nem vették figyelembe a hozzarendelés iranyat. Benniik
valoszinlileg nem tudatosult a gépmodell miikddésének reverzibilitisa vagy még nem
kapcsoltak azt dssze a tablazatos reprezentacioval.

5.4.3. Kifejezések helyettesitési értékeinek meghatarozasa

Célunk, hogy a fiiggvényfogalom egyik forrasaval, a fiiggvénygéppel szabalyok vilagaban
fejlessziik a szabalyértelmezés és -kovetés képességeket, valamint az egyik reprezentacios
formardél a masikra, nevezetesen szimbolikusrol (algebrai kifejezésrdl) a tablazatos formara
vald attérés képességét.
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A 3. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

Idotartam: 25 perc,

Megfigyelési mod: irdasos feljegyzések, gyerekek munkdjdanak osszegyiijtése, hangfelvétel;
Az oran jelen lévd tanuldk szama (a vizsgalt 20-bol): 16.

1. feladat: Egy gép a kovetkezd szabadly szerint miikodik:

a) Fogalmazd meg a gép miikodési szabalyat! (Mit csindl a gép?)
b) Mennyi a b értéke, ha 1) a=1; 2) a=10; 3) a=0,5?
¢) Rendezd a kapott elemparokat tablazatba! d) Mennyi az a értéke, ha b=14?

A 2. foglalkozassal ellentétben most a gépet fizikailag nem, hanem csak &braval
szemléltettiik. A tanuldknak értelmezniiik kellett a gép miitkddését (szabalyértelmezés), majd
kovetve a szabalyt az alaphalmaz és képhalmaz 6sszetartozo elemeit tablazatba rendezni.

A tanulok a ,,Moka” flizetiikbe eldre beragasztott feladatlapon dolgoztak. Figyelve a gyerekek
munkajat észrevettiik, hogy néhanyan az el6z6 6ran bemutatott gép miikodését fogalmaztak
meg (,,a gép duplaz”; , kétszerezi, amit bedobunk”). Ezért a leirt utasitashoz sziikségesnek
lattuk a kovetkez6 tanari magyarazat hozzaflizését: ,,a betaplalt elemmel a gép valamit csindl,
ezt a gép belsejében lathatjuk leirva a matematika nyelvén, majd kidobja a végeredményt, a b-
t.” Ezutan Gjra megnézték a ,,gépet” s javitottak a leirasukat.

RD minden kérdésre valaszolt, de nem fogalmazta meg a gép miikddési szabalyat, melyet
azzal indokolt, hogy ,.En nem tudom megfogalmazni”. A kislany jé képességii, nagyon szereti
a matematikat, de nehézséget jelent neki a sajat gondolatanak irdsos formaban vald
koézvetitése. Probaltuk dsztondzni, ravezetni.

Tanar: ,,Hogyan szamoltad ki a b értékét, ha a=1?"

RD. ,,Megszoroztam 0,5-tel az a-t”

Tanar: ,, Akkor mit csindl a gép a bedobott szammal?

Ezutan mar megfogalmazta a gép miikddési szabalyat.

BG valaszaban pontatlansagot véltink felfedezni. A kislany a gép miikodési szabalyara a
kovetkezot irta: ,,Megszorozza a bedobott szamot”. Ravezetd kérdést tettiink fel: ,,...azt irod,
hogy megszorozza, de mennyivel? Ha csak azt irod, hogy megszorozza, akkor arra is
gondolhatunk, hogy megszorozza példaul 10-zel. Igy miikodik ez a gép?” BG ezutan mar
pontositott leirasan.

Az 6ran 1év6 16 tanuld koziil 3 tanuld a korabban bemutatott gép mikodése alapjan szamolta
ki a b értékeit és rendezte az elemparokat tiblazatba. Valdszintileg a konkrét gép képe jelent
meg az elméjiikben. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy 6k még nem értették meg a gépmodell
szerepét, gondolkodasuk megmaradt az enaktiv reprezentacios sikon. Ugy véljiik, hogy nekik
egyszeri alkalommal végzett ilyen tevékenység nem volt elegendé ahhoz, hogy a modellbél
absztrahaljanak. Szdmukra tobb ilyen foglalkozas sziikségeltetik, mellyel a szabalyok
alkotorésznek a mélyebb megértését is megeélozhatjuk.
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Az emlitett 16 tanuld sikeresen mozgott a megismert reprezentaciok (tablazat, képlet) kozott.
10 tanul6 valaszolt a feladat minden kérdésére helyesen, azaz a szabaly inverzét helyesen
hataroztak meg és alkalmaztak azt (d) feladat). BK fontosnak tartotta magyarazatként fejlécet
késziteni tablazatdhoz, ramutatva, hogy mely két halmaz elemei kozott teremtettiink
kapcsolatot (5.13. abra).

1 tanulé nem alkotott tablazatot, 1 tanulonak a tizedes torttel valo szorzas okozott problémat,
1 tanulé semmilyen probalkozast nem mutatott a feladat megoldasara.

Tablazat kitoltése megadott szabadly alapjan

A feladat az 5. osztaly Betiikifejezések c. tananyagabdl vald volt olyan kiilonbséggel, hogy ott
az egyiittvaltozé mennyiségek nem voltak tablazatba rendezve, egyszeriien az X adott értékei
mellett kellett meghatarozni az y értékeét.

2. feladat: Toltsd ki az iires helyeket a tablazatban a kivetkezd szabaly szerint:  y= 8x

X 1 4 125 0
y 16 | 6,4

A kitoltott tablazat alapjan valaszolj a kdvetkezd kérdésekre:
a) Nevezz meg néhany elempart!
b) Ha y= 8:x , akkor x=...............2

Ezt a feladatot kdzosen oldottuk meg. A feladatot szintén elore beragasztottuk a gyerekek
flizetébe ¢és felkertilt a tablara is. SzA nagyon szépen megfogalmazta a szabalyt: ,,Ha az x-et
megszorozzuk 8-cal, akkor megkapjuk y-t”. A tablazat kitoltése és a visszafelé gondolkodas
sem okozott problémat. Ezutan az elemparok megnevezése kovetkezett. Kiilonb6z6 tanulokat
kérdeztiink, akik helyes példakat hoztak fel az elemparokra.

Tanar: ,, Prébaljunk felelni a feladat b) kérdésére. Hogyan kapjuk meg az x-et, ismerve, hogy
y=8x? Nézziink a kitoltétt tablazatra!”

BK: ,, Elosztjuk az y-t 8-cal”

Megkérdezve a tobbi tanulodt, hogy egyetértenek-e BK valaszaval, jol érveltek a kisfiti helyes
valasza mellett elemparokat kiragadva a tablazatbol.

Tanulsagok

A fiiggvényfogalom elokészitését célzo bemutatott tevékenységek jol illeszthetok a vizsgalt
életkort tanulok gondolkodasmodjahoz. A szabalyfelismerést segitd fliggvénygép és a hozza
kapcsolhato tablazatos reprezentacios forma megfelel a tanulok fejlettségének, azonban
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egyszeri alkalommal végzett ilyen tevékenység nem minden tanuldénak volt elegend6é ahhoz,
hogy a modellbdl absztrahaljanak és a hangsulyt képesek legyenek egy tetszoleges szabaly
alapjan egyiittvaltozé mennyiségek fogalmara athelyezni. Ehhez nyilvanvaloan tobb konkrét
fliggvénygéppel végzett tevékenység, illetve a gép un.” szabalykapcsoloval” torténd ellatasa
jarulna hozza.

5.4.4. Szoveges feladatokban rejt6zé egyiittvaltozd0 mennyiségek felismerése,
reprezentalasa tablazattal, képlettel

A foglalkozasok célja a szoveges kontextusban explicit és implicit modon adott egyiittvaltozo
mennyiségek és azok kozotti kapcsolat felismerésének, a kapcsolatot meghatarozé szabaly
kiilonb6z6 modon (tablazat, képlet) valod reprezentalasnak fejlesztése volt a fiiggvényfogalom
egy masik forrasanak, a valos ¢életbdl vett folyamat a segitségével.

A 4. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

ldétartam: 20-22 perc;

Megfigyelési mod: irasos feljegyzések, gyerekek munkajdnak osszegyiijtése, hangfelvétel,
Az oran jelen lévd tanuldk szama (a vizsgalt 20-bol): 20.

Egy kg alma dara 15 hrivnya. Mennyibe keriil:

a) 3 kg alma, b) 5 kg alma, c) 10 kg alma?

A megoldasok ismeretében valaszolj a kdvetkezd kérdésekre:

1) Milyen két mennyiség szerepel a feladatban?

2) A feladatban szerepld elempdrokat rendezd tablazatba!

3) Fogalmazd meg szavakkal, hogyan szamoljuk ki, hogy mennyit fizetiink bizonyos kg
almaért?

A foglalkozas kitlizott feladata valos életbdl vett, egyiittvaltozd mennyiségeket tartalmazo
szoveges feladat volt, melyet a gyerekek fiizetébe az o6rat megeldzéen beragasztottunk.

Miutan elkezdtek dolgozni, az egyik tanulo a kdvetkez6 kérdést tette fel: ,,Hogy értve, milyen
két mennyiség?”. Még miel6tt a tanar valaszolt volna, egy masik tanuld igy probalta ravezetni
a kérdez6t: ,,.. példaul két mennyiség a liter és a perc, vagy az ut és az idd, itt meg milyenek
vannak...”. Oriiltink, mert a kérdezé tanuldo mér irta is a megfeleld valaszt a fiizetébe
(hasonlo tanuléi parbeszédek, amikor ravezetd kérdésekkel, magyarazatokkal probalnak
segiteni egymasnak a gyerekek, gyakran eléforduld 6rai momentumok).

Az 6ran jelen 1év6 20 tanulo koziil 18 felelt a feladat 1. kérdésére, azaz felismerte a feladatban
szerepld két mennyiséget. Az explicite megadott alma mennyiségekért fizetend6 Osszeget
mind a 20 gyerek helyesen szamolta ki és kozilik 12-en gyakorlatilag egy informalis
tablazatot készitettek (5.14. abra)

Az Osszetartoz6 mennyiségek tablazatba rendezése mar csak 11 tanuldnak sikeriilt (vizszintes
¢és fiiggdleges tablazatok egyarant sziilettek). 3 tanuld kihagyta a feladatnak ezt a részét, a
tobbiek olyan tablazatot rajzoltak (6 tanuld), melyben a kilogrammonkénti arat rendelték a
megadott mennyiségekhez (3, 5, 10 kilogrammhoz) (5.15 abra).
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5.14. abra 5.15. abra

BG tablazatanak fejléce (,,bedobott, kidobott”) a gépmodellre utald lejegyzéseket mutatott.
BK kétfelé fejlécet is adott tablazatanak. O az a kisfit, aki az el6z6 6ran is sziikségét latta
jelezni azon mennyiségeket, melyek kozott felismerte a kapcsolatot (5.16. abra). A ,,K” betit
valdszintileg a kilogramm, az ,,F” betiit pedig a fizetett 6sszeg roviditéséhez hasznalta.

mBaEEnn
L5428l . Je

5.16. Abra

A 3. kérdésre 14 tanulo adott helyes valaszt (,,A megadott kilogramm almdt megszorozzuk az
draval”; ,,Az adott kilogrammot meg kell szorozni 15-tel”; ,,Megszorozzuk az egy kg ardt
annyival, amennyit akarunk venni”), koziilik 2-en valtozét vezettek be a ,,bizonyos
kilogramm” jelolésére (,,A 15 hr-t megszorozzuk a kg-mal, ami a vasdarolt mennyiség”; ,, Ha
egy kilogramm 15 hr, akkor 15-a hrivnya bizonyos kg alma”). 1 tanulé a kérdés
megvalaszolasahoz a konkrét adatokat hasznalta fel (,,A 15 hr-t megszorozzuk 3-mal, 5-tel,
10-zel”). Nala valosziniileg még nehézséget jelent a feladat verbalis altalanositasa és annak
algebrai kifejezéssel torténd leirasa, csak konkrét adatokra fokuszalva tudja elképzelni a
szituaciot.

Annak érdekében, hogy azok a tanulok is megértsék a feladatot, akik az 6nall6 munka soran
nehezebben boldogultak a feladatmegoldassal, valamint, hogy megismertessiik a tanulokat a
kapcsolat algebrai kifejezéssel torténd altalanositasaval, megbeszéléssel folytattuk az orat. A
gyerekek bevonasaval 1épésrol-lépésre oldottuk meg a feladatot a tablanal. Az Osszetartozo
mennyiségek tablazatos reprezentacioja felkeriilt a tablara oly modon, hogy annak elsé soraba
vasarolt almamennyiséget mutatd szamok (3, 5, 10), a masodik sordba pedig az azokért
fizetett 0sszeg (15, 75, 150) kertiilt. Ezutan a feladat altalanositasa kovetkezett:

Tanar: ,, A tablazatunk elsé soraban 1évo szamok mit mutatnak?”’

Tanulol: ,, Azt, hogy hany kg almat vettiink.”

Tanulo2: ,, A tomeget”

A tablazatot bovitettiik egy oszloppal, amelynek els6 cellajaba beirtuk a tanulok vélaszat
(,,alma tomege (kg)”).

Tandr: ,, Es mit mutatnak a mdsodik sorban 16v6 szdmok?”’

Tanulo3: ,, Hogy mennyit fizettiink 3, 5 és 10 kilogram almaért.”

A tablazat bovitett oszlopanak masodik celldjaba a kovetkezot irtuk: ,.fizetett Osszeg”.
Tanar: ., Hogy irhatnank révidebben azt, hogy az alma témege?”
Tanulo4: ,,Kg”
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Tanar: ,,Jelélhetnénk-e ezt még révidebben, hisz az el6zd orakon is beszéltiink rola, hogy a
matematikusok szeretnek mindent réviden irni?”

Erre tobb valasz is érkezett (a, X, K), majd koz6s dontéssel X-szel jeloltik a vasarolt

mennyiséget és ujabb oszloppal bdvitetve a tdblazatot az elsd cellaba beirtuk, hogy x. Ezutan

megkérdeztiik a tanulokat:

Tanar: ,,Tudva azt, hogy 1 kg alma 15 Arivaydba keriil, akkor ha x kg almdt vdsdarolunk,

mennyit fizetiink érte?”

Azon tanulok koziil kértiink meg egyet a valaszadasra, akik onalldéan rosszul dolgoztak.

Kisebb gondolkodas utan, még egyszer feltettiik a kérdést, melyre kissé bizonytalanul

valaszolt: ,,x15?” Mivel kérdezve felelt, igy még egyszer elmagyaraztuk a feladatot és azt,

hogy mit jeldl az x. Az ezutdn mar kijelentett valaszt beirtuk az 11j oszlop mésodik celldjaba.

Majd megbeszéltiik, hogy az altala adott valasz a fizetend6 6sszeg, hasonldan roviditve a

»fizetendd Osszeg” megnevezést, y—nal jeldltiik azt. Ezt kovetden megadtuk algebrai

kifejezéssel a feladat altalanos megoldasat (,,y=x15").

Tanar: ,,Mindezeket tudva probdljuk meg szavakkal elmondani, hogy mit jelent ez a

betiikifejezés?”

Azokat a tanulokat kértiik fel valaszadasra, akik fiizetiikben a feladat 3. kérdésére nem adtak
valaszt. Kisebb ravezetéssel (felelevenitettiik, hogy mit jeldlnek az X €s y betiik) sikeriilt
megfogalmazniuk a leirt szabalyt: ,,... ha vesziink valamennyi almat, akkor azt meg kell
szorozni 15-tel és megkapjuk, mennyit fizetiink.”

Az 5. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

ldétartam: 25 perc;

Megfigyelési mod: irdasos feljegyzések, Qyerekek munkajanak osszegyiijtése;
Az oradn jelen lévé tanulok szama (a vizsgalt 20-bol): 20.

Peti telefonon beszélt a baratjaval az 5 perces iskolai sziinetben. A beszélgetésiik idétartamat
egész percekben mérik, és 1 perc 0,5 hrivnyaba keriilt. Mennyibe keriilhetett Peti
telefonbeszélgetése, ha a kapcsolasi dij 1 hrivnya volt?
1) A feladatban szereplé Osszetartozo mennyiségeket (elemparokat) szemléltesd tablazattal!
2) Fogalmazd meg:

a) szavakkal,

b) matematika nyelvén (ird le matematikai kifejezéssel),
mennyit fizet Peti a telefonbeszélgetésért, ha X percet beszélt?

A 4. foglalkozas feladataval ellentétben jelen feladat esetében a bemend adatok nem explicit
moédon adottak, azok a kontextusban rejtéznek. Tehat a megoldashoz még inkabb
elengedhetetlen a helyes szovegértelmezeés, a szituacio elképzelése.

Tekintettel a szoveg és igy a feladat Osszetettségére, varhato volt, hogy sokaknak nehézséget
okoz a megoldasa. Ezért nem vartuk el, hogy mindenki 6nalldan meg tudja oldani azt. A
gyerekeknek hagytunk egy kis id6t (5 perc), hogy onalléan elolvassak és értelmezzék a
feladatot (mindenki probalkozott a megoldassal). Figyelve a gyerekek munkajat észrevettiik,
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hogy 2 tanuld ez alatt az id6 alatt el is késziilt a helyes megoldassal. A tobbiek esetében a
kovetkezo 2 megoldasi kategoria allithato fel:

(1) az 1 perc dijanak ismeretében kiszamolta az 5 perces telefonbeszélgetés dijat, figyelmen
kiviil hagyva a kapcsolasi dijat;

(2) csak az 1 vagy 5 perces telefonbeszélgetés dijat szamolta ki kapcsolasi dijjal.

Ezen csoportokba tartozé gyerekek kozott voltak azok, akik a tdjékozodd felmérés alkalméaval
a 6. feladat (,,vizcsap”) megoldasa soran is hasonlé mddon jartak el.

6 gyerek aranypar felirasaval torekedett a feladat megoldasara (megjegyezziik, hogy az el6z6
ordn az egyenes aranyossaggal foglalkoztunk). Ez talan annak a gyakori tanuldi
feladatmegoldasi stratégianak az alkalmazasahoz kothetd, hogy nem a ,jozan paraszti”
gondolkodas dominal, hanem az 0j matematikai ismeretekbe probalnak kapaszkodni.

3-an azon gyerekek koziil, akik az (1) vagy (2) feladatmegoldasi csoporthoz tartoztak, a
feladat 2. kérdésének minden részére viszont helyes valaszt adtak. Tehat elmondhatd, nekik a
feladatban szerepld bemend adatok felismerése okozott nehézséget, nem pedig a
megfogalmazas.

Annak érdekében, hogy a gyerekeket ravezessiik a kontextusban meghuzod6 bemend adatok
megtalalasat sugallo ,kulcsszavak” felismerésére, a szoveg minden szavanak pontos
értelmezésére, eljatszottuk a szituaciot. A beszélgetés soran kideriilt, hogy a jaték
eredményesnek bizonyult ¢és rajottek, hogy Peti 1, 2, 3, 4 vagy 5 percet beszélhetett. A
mennyiségek a valaszok érkeztével folyamatosan felkeriiltek a tablara, el6készitve az
melyik szo6 utalhatott erre a szovegben. Ujra elolvastak a feladatot és sikeresen megtalaltak a
tobb megoldasra utalo ,kertiilhetett” szot. Kozosen kiszamoltuk, hogy az egyes percekeért
mennyit fizetett Peti (,,/:0,5+17) és azt a tablazat megfeleld cellajaba irtuk. Az elkészitett
tablazatot az el6z6 6ran megoldott feladathoz hasonléan oszlopokkal bévitettiik. Az egyik
oszlop felsd cellajaba szavakkal irtuk be, hogy mit mutatnak az elsé sorban 1évé szamok
(,,perc”), az als6 cellaba pedig azt, hogy mit mutatnak a masodik sorban lévok (,.fizetendo
osszeg”). Megbeszéltiik elészor, hogy a konkrét adatokkal, hogyan szamoltuk ki a kiilonb6z6
percekért fizetett Gsszeget (,,a percet megszorozzuk 0,5-tel és hozzdaadjuk a kapcesoldsi dijat”).

Tandr: ,, ... tehat tudva azt, hogy a beszélt percet meg kell szorozni 0,5-tel és hozzdadni az 1
hrivnya kapcsoldsi dijat, mennyit fizetett Peti, ha x percet beszélt?”

A tanuldok a tablazatban szerepldé konkrét adatokbol mar tudtak altalanositani: ,.x-0,5+1”.
Megbeszéltiik, hogy ezzel leirtuk matematika nyelvén, mennyit fizetett Peti x percért. Majd
bevezettiik a fizetett sszeg roviditésére az y valtozot €s kiilonbozo tanulokat kértiink fel, a
feladat altalanos megoldasanak narrativ megadasara (,,a percek szamdat megszoroztam egy
féllel és hozzdadtam a kapcsolasi dijat, igy megkaptam, hogy mennyit fizetett Peti”;
“megszorozzuk a percet, amit beszél 0,5-tel és plusz az 1 hrivnya”).

Megjegyzés: Az el6z6 ora tananyaga (Egyenes aranyossag) clsajatitasanak ellendrzéseként,
megkérdeztiik a tanulokat, hogy a tablazatban szerepld Osszetartozé mennyiségek egyenesen
aranyosak-e. A gyerekek hallgatasa utan sziikségesnek lattuk, hogy felidézziik a definiciot.
Néhany gyerek definidlta az egyenesen ardnyos mennyiségeket, ami utdn érkezett a nemleges
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valasz. Arra is valaszt tudtak adni, hogy hogyan kellene korrigalni a feladatot, hogy az
Osszetartoz6 mennyiségek egyenesen aranyosak legyenek.

5.4.5. Szituaciok és azok altalanos megoldasat leiré algebrai kifejezések dsszekapcsolasa

A 6. foglalkozason a tanuloknak kiilonboz6 algebrai kifejezéseket (képleteket) kellett
megadott szituaciokkal (szoveges feladatokkal) parositani. Tehat a feladatot leird képlet vagy
a képletnek megfeleld szituacidé megtalalasat céloztuk meg (,,kétirany” gondolkodas).

A 6. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

Idotartam: 35 perc;

Megfigyelési mod: irdasos feljegyzések, gyerekek munkdjdanak osszegyiijtése;
Az oran jelen lévé tanulok szama (a vizsgalt 20-bol): 20.

A tanulok feladatlapjan (1asd Mellékletek, 13. old.) 7 szdveges feladat (A, B, C, D, E, F, G) és
4 algebrai kifejezés szerepelt, melyek a 7 koziil 6 feladat megoldasat irtak le. A szovegben a
bemend adatok nem konkrét értekekkel szerepeltek, azok jelolésére mar x-et hasznaltunk és
ugyanezt hasznaltuk az algebrai kifejezések megadasanal is. Az 5.2. tablazatban 6sszegeztiik
a kiilonbo6z6 parositasokra érkezett valaszok szamat. Kékkel jeloltiik a helyes parositasokat.

A | B C D E F G
1 0 (20 O 0 0 0 11
2 0 0 4 1 16 | 13 1
3 0 0 4 16 | 0 1 4
4 1 1 12 | 0 2 2 1

5.2. Tablazat: Feladatok és hozzajuk tartozo6 algebrai kifejezések parositasa

Lathatolag a legkevesebben a G, F és C feladathoz talaltak meg az annak altalanos megoldasat
leiro algebrai kifejezést.

A kovetkezokben két-két feladatot mutatunk be a feladatlapon szereplok koziil, melyek
tartalmilag mas, de megoldasukat leir6 kifejezések tipusa szempontjabol megegyezdek voltak.
A B) feladatot (5.17. &bra) és az 6t leird kifejezést (y=36-x) az oran jelen 1évé 20 tanuld
mindegyike helyesen parositotta. Viszont csak 11 tanuld vette észre, hogy ez a kifejezés egy
masik, G) feladat (5.18. abra) megoldasat is reprezentalja. Az, hogy a B) szovegkdrnyezetben
konnyebben felismerik a tanulék a benne rejtéz6 szabalyt azzal magyarazhatjuk, hogy
konnyebben értelmezik azt a feladatot, ahol megjelennek azok a szavak, melyek sugalljak a
megoldasukhoz sziikséges aritmetikai miiveletet (példaul ,,36-szor annyi”). Ugyanilyen
megallapitasra jutottunk explicit adatokat tartalmaz6 feladat esetében is (lasd 4. foglalkozas,
»almas” feladat).
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B) Egy kosarban x db alma van, korte
pedig 36-szor annyi, mint alma. Hany db
korte van a kosarban?

G) Az osztalyba 36 gyerek jar. A gyerckek
egyforma karacsonyi csomagot kaptak,
mindegyikben X db cukorka volt, minden

gyerek kapott egy csomagot. Hany db
cukorkat kapott Gsszesen az osztaly?

5.17. abra

5.18. abra

A 5.19. és 5.20. abrakon lathato feladattipussal a tanulok az 5. foglalkozason talalkoztak, ahol
konkrét adatokkal is megoldottuk a feladatot (,,telefonbeszélgetéses” feladat), valamint az
altalanos megoldast leird kifejezést is felépitettiik. Most 4 algebrai kifejezés kozil kellett
kivalasztani a megfelelét. Mindkét feladat egyazon kétlépéses szabaly felismerését tette
sziikségess¢, de mas szovegkdrnyezetben. A két szdvegkdrnyezet koziil az E) esetében
mondhat6 sikeresebbnek a hozza tartozo algebrai kifejezés felismerése. 16 tanuld parositotta
ezt a feladatot az y=2-x+36 kifejezéssel, mig az F) feladat megoldasdhoz csak 13 tanuld
kapcsolta ezt. Ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az is befolyasolhatja a sikeres
feladatmegoldast, hogy az adatokat milyen sorrendben kozoljiik.

E) Egy csapbol a tartalyba F) Zsuzsa rozsacsokrot vett anyukajanak. A

masodpercenként 2 liter viz folyik. Hany
liter viz lesz a tartdlyban X masodperc
mulva, ha a csap megnyitasakor 36 liter viz
volt benne?

csokorban X szal rézsa volt, 1 szal rézsa 2
hrivnyaba keriilt, a csomagolas pedig 36
hrivnyaba. Mennyit fizetett
rozsacsokorért?

Zsuzsa a

5.19. abra

5.20. abra

Annak érdekében, hogy elmélyitsiik a 4. és 5. foglalkozasokon soran végzett tevékenységeket,
a szOveges kontextus és az azt reprezentald tablazat kozotti kapcsolat megértését, a 4.20.
abran lathato feladat fobb adatait elére elkészitett tablazattal is megadtuk és a valtozo (X)
kiilonbozo értékei mellett kellett kitolteni a tanuloknak a tablazat iires helyeit (5.21. abra).
Ennek célja az volt, hogy megvizsgaljuk, a tanulok tudjak-e értelmezni és 6sszekapcsolni a
szoveggel a tablazatot, tovabba a valtozo kiilonbozo értékei mellett is meg tudjak-e azt oldani.
Ugyanezen feladatnak a valtozo azon értéke (x=11) melletti megoldasat is kértiik a tanuloktol,
mely nem szerepelt a tablazatban.

Rozsaszalak szama (db) 112 13]4]|5
Rozsaszalak ara (hr) 2
Csomagolas ara (hr) 36 |36 36|36 36
Fizetett 0sszeg a rozsacsokorért (hr)

5.21. abra

A tanulok tobbsége (18) a tablazat masodik sorat helyesen kitoltdtte és a fizetett Gsszeget is
helyesen meghatarozta 1 szal rdzsa esetében. Viszont a tobbi adattal 4 tanulé mar helytelentil
hatarozta meg a fizetett 6sszeget. Ok az egyes oszlopokban 1év6 szdmokat Gsszeadtik.
Valo6sziniileg itt mar nem tekintettek a feladat feltételére és ,,automatikusan” Oszeadtak az
egyes oszlopokban 1év6 szdmokat, figyelmen kiviil hagyva, hogy az egyes sorok mit jelolnek.
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Ugyanezen 4 tanul6 koziil 3-an a rézsaszalak egy konkrét adataval sikeresebben oldottdk meg
a feladatot, mint tablazattal (5.22. abra) és ezen 3 tanul6 koziil 2-en helyesen parositottak a
feladatot annak altalanos megoldasaval.

1 tanul6 bar helyesen kezdte el a feladat megoldéasat a valtozé konkrét (11) értékével, csak a
roszaszalak arat szamolta ki és figyelmen kiviil hagyva a csomagolas arat.

Ard dlak szima (db) 1 2 3 4 5
R6 dlak dra (hr) 2 8] [} q AO
Csomagolis dra (hr) 36 36 36 36 36
Fizetett sszeg a ré korért(hr) | %90 | U) Uug wWg 54
% 0 2 Yy ub

Az F) feladat adatai alapjén vilaszolj a kévetkez6 kérdésre:

Zsuzsa rozsacsokraban 11 szdl rézsa volt. Mennyit fizetett Zsuzsa ezért a rozsacsokorért?
Megoldds: A~ LT ALL X2 6= 6%%,\/
5.22. abra

Megjegyzés: Ha az F) feladathoz tartozd tablazat kitoltésének sikerességét (14)
Osszahasonlitjuk a t4jékozodd felmérés soran a 7. feladatanal (,,virdgcsokros” feladat)
tapasztaltakkal (12), akkor elmondhat6, hogy a tablazat megléte volt, akinek segitett a feladat
értelmezésében (ND és SzL ebben az esetben mind a tablazattal, mind a valtozé konkrét
értéke mellett helyesen dolgozott, a tdjékozodd felmérésen viszont hibasan).

Tanulsagok
Az O6rakon bemutatott, valos élethelyzetet leird feladatok részletes megolddsa, annak
altalanositasa csupan a tanuldk kicsit tobb mint felének volt elegendd ahhoz, hogy hasonlo
szoveges feladat altalanos megoldasat leird algebrai kifejezést fel tudjanak ismerni, valamint
értelmezni. A feladat szOvegében az altalanositasahoz (szabalyalkotashoz) sziikséges
aritmetikai miveletre utalé szavak megléte vagy hianya is befolyasolta a vizsgalt életkort
tanuloknal a sikeres szabalyfelismerést. Az Osszetartozd mennyiségek ¢és azok kozotti
kapcsolat felismerése akkor is nehézséget jelentett, ha azokra csak a szovegben meghuz6do
,kulcsszavak™ utaltak, vagyis annak sikerességét a szdvegkornyezet és a szovegfelépités is
befolyasolta.
A tanulok orai tevékenységei arra engednek kovetkeztetni, hogy a szdveges kontextusban
rejt6z0 Osszetartozd mennyiségek tablazattal torténd reprezentacidja, a feladat altalanositasa
algebrai kifejezéssel egylépéses szaballyal leirhaté feladatok esetében rovid idd alatt is
fejleszthetd, viszont a kétlépéses szabaly esetén ez hosszabb, folyamatos fejlesztést igényel.
Ezért ugy véljiik, hogy egy- és kétlépéses szaballyal leirhato szoveges feladatokat feldolgozo
tanitasi-tanulasi egységet a kdvetkez6 szinteknek megfelelden lenne célszeri felépiteni:

e cgy adatot (a fiiggetlen valtozo egy konkrét értékét) tartalmazo feladat;

e tobb, konkrét bemend (input) adatot tartalmazoé feladat;

e aszOvegosszefliggésben rejt6z06 tobb, implicit bemend adattal biro feladat;

e az Osszetartozd mennyiségek tablazatba rendezését eldiro feladat;

e altalanos megoldast kérd feladat (valtozo bevezetése).
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Minden egyes szinten az egy- ¢és kétlépéses szabalyt rejté feladatokat parhuzamosan kellene
bevonni a tanitasi-tanulasi folyamatba.

5.4.6. Az utoteszt elemzése

A fejlesztd program elsd részét, 2016. januar 19.-én, tobb mint 1 honappal a foglalkozasok
utan, utéteszttel zartuk, melyen 17 tanulo vett részt. A tananyag clsajatitdsanak mindségét, a
foglalkozésok hatékonysagat, a foglalkozasokon gyakoroltakhoz hasonld feladatokkal
vizsgaltuk. A gyerekek a feladatlap (lasd Mellékletek, 14-16. old.) kitdltésére 40 percet
kaptak.

Az 1. feladat eldre elkészitett szamparok kozotti kapcsolat felismerésére, annak szavakkal
torténd leirasara iranyult. A 2. feladatban fliggvénygép mikodését kellett értelmezni a
tanuloknak, majd ez alapjan meghatarozni a képhalmaz elemeit az alaphalmaz adott értékei
mellett €s tablazattal reprezentalni az Osszetartozd mennyiségeket. A 3. feladat konkrét
szabaly értelmezésére, kovetésére iranyult. A 4. feladattal célunk a tablazattal reprezentalt
elemparok kozotti kapcesolat kiilonbdzo modon (verbalisan, képlettel) valo kifejezése volt. Az
S. feladat kontextusban rejt6z0 Osszetartoz6 mennyiségek kozotti kapcsolat felismerését,
Az alabbiakban bemutatjuk vizsgalatunk tapasztalatait, kiilon elemezve az 5. feladat
sikerességét, Osszehasonlitva azt a 2014-ben 6. osztalyban végzett felmérés 5. feladatanak
eredményével (lasd 3.4 fejezet és Mellékletek, 5. feladat, 2. old.).

Tapasztalatok

1. feladat 15 9
A bal és a jobb oszlopban lévd szamokat 3 E_g 15
parositottuk egy szabaly szerint, mely minden 9 21
elemparra igaz. 11

Fogalmazd meg a felismert szabaly szavakkal!

12 tanul6 adott helyes vagy kisebb pontatlansagok megléte ellenére olyan megfogalmazast,
melybdl kovetkeztethettiik arra, hogy felismertek egy alkalmas szabalyt. 1 tanuld (MN)
szabalya csak 1-re volt igaz: ,, Az elempdarokat el lehet osztani 3-mal, ha elosztjiuk harommal,
megkapjuk, hogy mennyi volt valdjaban”. Mondata masodik felében valdsziniileg csak a (3,9)
elemparra igaznak mondhaté szabalyra gondolt. 1 gyerek (SzL), csakigy, mint a
foglalkozasok alkalmaval, a ,,szabaly” szorol valamilyen matematikai szabalyra asszocialt:
1 tanul6 (ODzs) leirasiban az
elemparokroél kialakult valamiféle képzet jelent meg: ,, Azokat a szamokat, melyek jobbra és
balra van elempdroknak nevezziik”. 2 tanuld (MA és BM) nem adott valaszt a feladat
kérdésére.

s

,Ez az dsszeadas szabdlya...mindhez 6-ot adunk...”.
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2. feladat

Egy gép a kovetkezé szabaly szerint miikodik: S~ ~
a) Fogalmazd meg a gép miikddési szabalyat! (Mit csindl a gép?) . 152 b
b) Mennyi a b értéke, ha 1)a=1; 2) a=10; 3)a=1,2? P

¢) Rendezd a kapott elemparokat tablazatba! ~ ™~

d) Mennyi az a értéke, ha h=14?

13 tanul6 helyesen fogalmazta meg a sematikusan abrazolt gép miikodését. 1 tanuld (BB) a 2.
foglalkozason bemutatott konkrét gép miikodésének szabalyat irta le (,,4 gép megduplazza a
szamokat”) és els6 gondolatként ennek alapjan adott valaszt a feladat c) részére. Azaz eldszor,
csakugy, mint a 3. foglalkozason a konkrét, bemutatott gépre gondolt. Viszont ezen szabaly
alapjan elkésziilt tablazatan modositott, amelynek alapjan elmondhatd, hogy valdszintileg
megértette, hogy mit csindl a gép, de a mar megfogalmazott szabalyt nem javitotta. 2 tanulo
(MB és ODzs) valasza annak pontatlansaga miatt valt helytelenné: ,,4 gép a bedobott
szamokat megtébbszorézi®. Osszehasonlitva a 3. foglalkozason nyujtott teljesitményiikkel,
ahol még a bemutatott gép jelent meg elméjiikben a gép abraja lattan, most a bemutatott
géptdl a legtobben mar ,.elrugaszkodtak”, ugyanakkor a gondolataik pontos megfogalmazasa
még fejlesztést igényel. 1 tanuldo (SzL) pedig a feladat b) részét hasznalta fel a kérdés
megvalaszolasara, azaz leirta, hogyan hatarozzuk meg a b értékét a konkrétan felsorolt a
értekek mellett.

Minthogy a feladat b) részével az elemparok megalkotasaban probaltunk segiteni a gyerekek,
és 1 gyerek a feladatnak ezt részét kihagyva a c) részre helyes vélaszt adott, igy a
kovetkezokben a c) rész megoldottsagat targyaljuk. 13 tanulo sikeresen tablazatba rendezte az
elemparokat. Ok mindannyian fejléccel is ellattak a tablazatot, ami arra enged kovetkeztetni,
hogy ezek a gyerekek a modellbdl képesek voltak absztrahalni és a hangsulyt az egyiittvaltozo
mennyiségek fogalmara ,atiiltetni”. 2 tanuld (MB és ODzs), akiknél a gép miikodésének
verbalis leirdsaval is gond volt, olyan tablazatot alkottak, melyben ahhoz, hogy az a
hanyszorosat (1,5) adja ki a gép tizedes tortekkel vald szorzas elvégzésére utald hianyossagok
mellett kiszamolt b értéket rendeltek (5.23. abra). Ok valésziniileg még nem értették meg az
Osszetartoz6 mennyiségek fogalmat.

A4S A= 4.5
s 3 1,5a -k 4,5 (02 450
-~ 4,5 4,2 = 180

a) Fogalmazd meg a gép mikddési szabdlyat! (Mit esindl a gép?)

A 967? oL éuc{:b@u'f )‘LCLM'LOICQ}& ,mﬁ?ﬁi«(‘)\'&b@&

b) Mennyi a b értéke. ha Da=1: 2) a=10: 3) a=1.,27?

¢) Rendezd a kapott elempdrokat tdblizatba!

4,5 4,S s Y 6= 146

=45 2450 | =150
d) Mennyi az a értéke, ha b=14 ?

146

5.23. abra
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2 tanuld csak a feladat b) részét oldotta meg. A feladat d) részére minddssze 7 jo valasz
érkezett. 2 gyereck nem adott valaszt, 4-en a valaszukbol itélve a 2. foglalkozason latott
konkrét gép mikodésére hagyatkozva adtdk meg valaszukat (a=7), ahol megnéztik a gép
mikddésének megforditasat is. A tdbbi 4 gyerek kozott volt olyan, aki a 14-bdl kivonta az
1,5-6t (bar eldszor osztotta a 14-et 1,5-tel, de azt javitotta), masok csak egy szamot irtak
eredményként, szamitasok nélkiil.

3. feladat
Téoltsd ki az iires helyeket a tablazatban a kévetkezd szabaly szerint: y= 50-x

x| 1] 4 | 25
y 1000 | 300 | 60

A kitoltott tablazat alapjan valaszolj a kévetkezo kérdésekre:

a) Fogalmazd meg a megadott szabadlyt szavakkal!
b) Nevezz meg néhany elempart!

c) Ha y=50-x , akkor x=...............2

d) Mennyi az y:x ardny értéke?

15 tanul6 toltotte ki a tablazatot, koziilik 3-an kisebb szamitasi pontatlansagokkal. Ebben az
esetben a szabdly inverzének alkalmazasa is sikeresnek bizonyult. Ha dsszehasonlitjuk az
eredményeket a 2. feladat d) részével elmondhato, hogy képlettel megadott szabalyt kdvetni,
majd a kitoltott tablazat segitségével visszafelé gondolkodni a gyerekek tobbségének
konnyebbnek bizonyult. A szabaly megfogalmazasa 10 gyereknél volt elfogadhato. 3 gyerek
(MA, MB, BK) kihagyta a feladatnak ezt a részét, 4-en pedig olyan szabalyt irtak le, mely
nem adott egyértelmli magyarazatot a kovetett szabalyra. Példaul: ,,Elészor yx, aztan y:x”;
,»Mindig szorozni vagy osztani kellett”.

4. feladat
Keress egy szabalyt az egymas alatt [évé szamokra és ez alapjan téltsd ki a tablazatot!

a | 15] 5[ 20] 50 1] o0
b [ 3] 1] 4 6| 7] 14

Jegyezd le az elemparok kozott felismert szabalyt
a) szavakkal, b) matematika nyelvén (kifejezéssel).

9 tanulo toltdtte ki hibatlanul a tablazatot egy olyan felismert szabaly szerint, melyet meg is
fogalmazott (a) rész). 3 gyereknél (HV, HP, MB) a szabaly inverzének alkalmazasaban
jelentkeztek problémak. Koziilik 2-en viszont szavakkal és képlettel is megadtak a szabalyt,
¢és Ok a 3. feladatban alkalmazni tudtdk a megadott szabaly inverzét is. Ezért ugy véljiik, hogy
ebben az esetben miutan leirtak szavakkal és képlettel is a szabalyt, mar nem ellendrizték elsé
gondolatuk alapjan kitoltott tablazatot. SzL, ODzs és RE tablazataban a 4. oszlop iires
cellajanak kitoltésekor még a felismert szabalyt kovették, viszont a felsd sor res cellait mar
egy masik szabaly alapjan toltotte ki (felezték az also sorban 1év6 szamokat). 1 tanuld (MA),
sem erre, sem az 1. feladatra nem adott valaszt, viszont a 2. és 3. feladatokra, ahol megadott
szabalyt kellett kovetni sikeres feladatmegoldast mutatott. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a
szabalykoveto képesség nala ,,erésebb”, mint a szabaly felismerésének képessége.
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5. feladat

Egy csapbol egy tartalyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz van a tartalyban
a)ls, €)5s, e) 16s,
b) 2s, d) 10, f)xs

mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly tires volt?

1) Milyen két mennyiség szerepel a feladatban?

2) Szemléltesd a mennyiségek kozétti kapcsolatot tablazattal.

3) Ird le a) szavakkal — b) matematika nyelvén (kifejezéssel)  hdany liter viz lesz a

tartalyban X masodperc mulva, ha a csap megnyitasakor a tartalyban 3 liter viz volt!

11 gyerek adott valaszt a feladat a)-f) kérdésére. 15-en a konkrét adatok (a-e) mellett helyesen
szamoltak, azaz felismerték a mennyiségek kozotti kapcsolatot, amit tablazattal is
szemléltettek. ODzs megoldasabol itélve nem értette meg a feladatot, MB semmilyen
prébalkozast nem mutatott. 11 tanul6 tudta altalanositani a feladatot, azaz megadni képlettel is
a felismert szabalyt, mely leirja a mennyiségek kozotti kapcsolatot. Ha ezt az eredményt
Osszehasonlitjuk a 2014-es 6. osztalyos felméréssel, ahol ugyanez a feladat is szerepelt, ott a
vizsgalt 26 tanulobol minddssze 10 tudta altalanositani a tartdlyban 1évé vizmennyiség
kiszamitasanak szabalyat az eltelt id6 fiiggvényében (most 17-bdl 11).

A 11 emlitett tanul6 koziil a feladat f) kérdésére 7-en adtak valaszt beirva azt a tablazatba. A
tobbi 4 tanul6 az x S —hoz valamilyen konkrét értékét probalt rendelni és azzal adni valaszt az
f) kérdésre (pl: ,,20s-401”). 10 tanuld irta le szavakkal is a felismert szabalyt. A fentebb
emlitett 7 tanul6 adta meg a feladat altalanos megoldasat képlettel abban az esetben, ha a csap
megnyitasakor a tartalyban 3 liter viz volt. 2 tanulé (KL, BB) egy tetszélegesen valasztott X
értéke mellett adott valaszt a feladat utolso kérdésére. A valtozo fogalmanak azon aspektusa,
hogy ,,barmely tetszdleges szdmot” jelenthet ezen tanuloknal még nem ,,nyert” értelmet.

Az 5.24. abra az utoteszt egyes feladatainak kovetelmények szerinti megoldottsagi mutatoit
szemlélteti (Osszesen 17 tanuld vett részt a teszten). Az adatsorok neveinél zardjelben a
feladatok sorszamai szerepelnek.

Az utéteszt feladatainak elemzése
(fejleszté program 1. része)
B Szabaly megfogalmazasa | Osszetartozé mennyiségek tablazatba rendezése
Téblazat kitoltése M Egylépéses szabaly megadasa képlettel

W Kétlépéses szabaly megadasa képlettel

15 15 15

13 13
12 11 11 11 11

Nyildiagram (1.) Flggvénygép (2.) Képlet (3.) Tablazat (4.) Szoveg (5.)
5.24. abra

99



Kovetkeztetések

A kisérleti tanitasban résztvevé tanulok orai tevékenységét ¢és az utdteszten mutatott
eredményességet figyelembe véve arra a kdvetkeztetésre jutottunk, hogy a tanulok tobb mint a
felénél a bemutatott tevékenységek elérték céljukat. A kiilonbozd kontextusba ,,agyazott”
egyiittvaltozd mennyiségek kozotti kapcsolat felismerése, azok tablazattal torténd
reprezentalasa, a valtozo fogalmanak bevezetése a kiprobalt Iépéseknek koszonhetden
sikeresnek mondhat6. Néhany tanuldban viszont a bemutatott konkrét gép mitkodése rogziilt,
melyre hagyatkozva oldottdk meg a kitlizott feladatok valamely részét. Ez is aldtdmasztja azt
a megallapitasunkat, hogy a konkrét reprezentaciok fontos szerepet jatszanak a tanitasi-
tanuldsi folyamatokban, legtobbszor azok és a hozzajuk kapcesolodo tevékenységek idézddnek
fel a problémamegoldas soran. Ezért az emlitett tanuldoknak nyilvanvaléan tobb konkrét
figgvénygép megismerésére lett volna sziiksége, vagy, ami ugyanez, a gép un.
»szabalykapcsoloval” valo ellatasa.

A felismert kapcsolat verbalis megadasaban még néhany tanulonal jelentkeztek nehézségek,
de kisebb fogalmazasi pontatlansagok ellenére, a tobbség leirt szabalya koherens volt annak
alkalmazasaval. Az egyiittvaltozd mennyiségek tablazatos reprezentacidja jol szolgalta az
azok kozotti kapcesolat ,atiiltetését” a matematika nyelvére (4., 5. feladat), hisz talalkoztunk
olyan megoldasokkal is (lasd 4. feladat), melynél néhany tanuloknak elegendd volt a
megadott elemparok ismerete ahhoz, hogy az azok kozotti kapcsolatot matematika nyelvére
transzformaljak. Azaz a kiprobalt tevékenységeknek koszonhetden a tanulok sikeresen tértek
at egyik reprezentacios modrol a masikra.

A szabaly inverzének alkalmazasa tovabbi fejlesztést igényel. Ez sikeresebbnek bizonyult
abban az esetben, ha a szabaly expliciten volt adott (3. feladat).

5.5. A FEJLESZTO PROGRAM MASODIK RESZENEK BEMUTATASA

A fejleszté program mdsodik részének (2016. aprilis 25. - majus 4.) fokuszadban az
egyliittvaltozd mennyiségek fogalmanak tovabbi alakitdsa 4all a fliggvény egy tujabb
reprezentacios modjanak, a derékszogii koordinata-rendszerben vald abrazolasanak a
megismertetésével, Osszekotve azt a grafikonleolvasas képességének fejlesztésével. Az 5
foglalkozas célja tehat a mennyiségek kozotti kapcsolat ikonikus sikon torténd
megadott fiiggvénykapcsolatok vizsgalatanak akkor is a tanitas fokuszaban kell maradniuk, ha
mar elkezdtiink foglalkozni a szabaly formulaba torténd atiiltetésével.

A tanterv szerinti témakor ebben a ciklusban a Grafikonok. Mennyiségek kozotti kapcsolat
abrazolasa grafikonnal c. tananyag volt. A gyerekek eldszor talalkoztak az Gsszetartozo
mennyiségek ezen reprezentacios formdjaval (eddig ez a tananyag nem szerepelt a
matematika tantervben), de a koordinata-rendszerrel, pontok abrazolasaval mar foglalkoztak
(lasd a dolgozat 2.2. alfejezete). Az orak témai teljes egészében az eldirt tanmenetet kovették.
Ennek a tanitasi ciklusnak az 1. foglalkozasan a tanulok megismerkedtek a grafikonokkal,
fejlesztettiik az Gsszetartozo mennyiségek grafikonrol torténd leolvasasanak képességét, azaz
torekedtiink arra, hogy a tanulok egészben lassak a grafikonokat, értelmezni tudjak a
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leolvasott adatokat, maguk el6tt lassak az egyiittvaltozd mennyiségek kozotti kapcsolat
jellegzetességeit.

A 2. foglalkozéason valos életbdl vett szitudciohoz elére megadott tablazat alapjan grafikont
készitettiink (tablazatrol grafikonra vald attérés), majd grafikon alapjan tablazat kitoltése
kovetkezett (grafikonrdl tablazatra valo attérés).

A 3. foglalkozasnak, sajatos jellemzdje volt, hogy a cselekményeket igyekeztiink egyéni
élménnyé alakitani, hogy az epizodikus emlékezetben (1asd a dolgozat 1.1.3. fejezete) tarolva
késobb felidézhetok legyenek. Az oOran a szituacio eljatszasaval az volt a célunk, hogy a
tanulok a késobbiekben, a fliggvényfogalom bevezetésénél az egyiittvaltozd mennyiségek
targyalasa kapcsan felidézve az orai tevékenységet a személyes élményekkel, a kiillonb6zo
reprezentacidés modok is felszinre keriiljenek.

A 4. és 5. foglalkozasok valds életbdl vett szdveges feladatokban rejtézd Osszetartozo
mennyiségek kozotti kapcsolat kiilonbozé reprezentalasat (tablazat, nyildiagram, grafikon,
képlet) voltak hivatottak szolgalni. Az egyes feladatokban diszkrét és folytonos fliggvények
fordultak eld.

Csaktigy, mint az elsO tanitasi ciklust, ezt is utdteszttel zartuk. Az utdteszt a témazard
dolgozat keretein beliil valosult meg.

5.5.1. Grafikonok bevezetése. Adatok leolvasasa a grafikonrdl

A 7. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése
Megfigyelés modja. irasos feljegyzések, hangfelvétel,
Az oran jelen 1évo tanulok szama (a vizsgalt 20-bol):19.

A tablara eldre elkészitett grafikonokat rajzoltunk. KL-nek ezekrél (még miel6tt tettiink volna
emlitést roluk) a ,,szivfelvétel” (EKG) jutott eszébe. A grafikonok bevezetését a korabban mar
tanult oszlopdiagramok felelevenitésével kezdtiik. Ezutan a tankényv'' példajaval (271. old.)
magyaraztuk, hogy milyen adatok leolvasasara nem alkalmas az ott abrazolt oszlopdiagram,
mely a vésarolt cukorkamennyiség és annak ara kozotti dsszefiiggést abrazolta (5.25. abra).
Megbeszéltiik, hogy a diagramrol nem tudjuk leolvasni, hogy mennyibe keril példaul 2,5 kg
cukorka.
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5.25. abra

"' N. A. Taraszenkova, I.M. Bohaterjova, O.M. Kolomijec, Z.0. Szerdjuk. Matematika: tankonyv 6. osztdly
szamara. Kijev: Oszvita, 2014
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Majd a grafikonok rendeltetésének magyarazatat olyan szitudcioval kezdtiik, amikor a
mennyiségek kozotti kapcsolatot reprezentald, sok adatot tartalmazo tablazatbol bizonyos
adatok nehezen olvashatok ki, mas abra viszont megkonnyitheti azt (példaul egy Gjsziilott
magassaganak havonkénti rogzitése 2 éven keresztiil). Beszéltink arrol, hogy a
grafikon a diagram egyik fajtaja, amely két mennyiség kapcsolatat, s6t az Osszetartozo
mennyiségek  valtozdsait egy  derékszogl koordinata-rendszerben abrazolja  (ekkor
felelevenitettiik, hogy mit értiink Osszetartoz6 mennyiségek alatt). Visszatérve a tankonyvi
példahoz 1épésrdl-1épésre megrajzoltuk a két mennyiség kapcsolatat abrazolod grafikont: (1)
megadtuk a tengelyek neveit; (2) abrazoltunk néhany szampart (hangsulyozva, hogy milyen
tomegnek milyen ar felel meg). Arra a kérdésre, hogy ,,...dsszekothetjiik-e a pontokat?” a
gyerekek igennel valaszoltak és egy tanuld azt is hozzatette, hogy mindig 6sszekothetjiik. A
valasz helytelenségét egy olyan szituacidval példaztunk, amikor a pontok nem kotheték dssze
(vasarolt flizetek szama és a fizetett Osszeg). Ezzel megértették, hogy az adott esetben a
pontok dsszekdthetdk, mivel a cukorkamennyiségeknek meg tudjuk mondani az arat az ismert
kilogrammonkénti ar mellett, de ez nincs mindig igy.

A tengelyek beosztasara kiilon kitértiink, kiemelve, hogy azt az adatoknak megfelelden,
egyénileg, racionalisan kell megadnunk. SzA megjegyezést tett arra, hogy mi az oka annak,
hogy csak az 1. koordinata-negyedben abrazoltunk: ,,mert nem lehet negativ se a témeg, se az
ar”.

Az 6ra fennmaradd részében tankonyvi feladatok segitségével gyakoroltuk a grafikonrél
torténé adatleolvasast. Az 1. feladatban'” a grafikon a napi hémérséklet-véltozast szemléltette.
A grafikon a tablara is felkeriilt, a hozza tartozd kérdések megvalaszolasara kiillonb6zo
tanulokat kértiink fel. A tanuldk nagyon hamar leolvastak a kérdéses adatokat. A gyengébb
képességli tanulok kisebb utmutatassal értelmezni tudtak azt (5.26. abra).
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5.26. abra
A 2. feladat” (5.27. abra) egy gépkocsi sebességének valtozasat abrazolta az idé
fliggvényében. A grafikonnak mar volt olyan része, mely allandé sebességre utalt. A gyerekek
kisebb gondolkodas utan a gorbe alaki tulajdonsagdnak megfigyelésével elmondtak a
sebesség valtozasanak jellegzetességeit: mikor ndvekedett, csokkent, illetve nem valtozott.

2 A feladat a Bees I'I1., bees B.I., Mamemamuxa 6. x.: 1Tiopyunuk 0ns 3a2anbHOOCEIMHUX HABUATLHUX
saknaois. - K.:I'enesza, 2006 tankonyv 1363. feladata (264. old.).

B A feladat a N. A. Taraszenkova, I.M. Bohaterjova, O.M. Kolomijec, Z.0. Szerdjuk. Matematika: tankonyv
6. osztaly szamara. Kijev: Oszvita, 2014 tankonyv 1566. feladata (274. old.).
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5.27. abra

A 3. feladatban'® (5.28. abra) egy kerékpéaros mozgasgrafikonja volt lathato.
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5.28. abra

Ebben az esetben a grafikon egészben szemlélése, a visszafelé Ut figyelembe vételének
elkeriilése jelentett kisebb nehézséget. Arra a kérdésre érkezett bizonytalan valasz, hogy hany
km-t tett meg 19 oraig. Ravezetéssel, a szituacié valds életbe vald beagyazasaval, vizsgalva a
gorbe alaki tulajdonsagait, megértették a grafikonnal bemutatott mozgas jellegzetességeit.

5.5.2. Szituaciéhoz eldre elkészitett tablazat alapjan grafikon szerkesztése, grafikon
alapjan tablazat kitoltése

A foglalkozason valos €letbdl vett szituacidhoz eldre megadott tablazat alapjan grafikont
kellett késziteni a tanuloknak (egyiittvaltozO mennyiségek tablazatos reprezentacidjarol
grafikusra valo attérés), majd egy masik szitudciot reprezentdld grafikon alapjan tablazat
kitoltése kovetkezett (grafikonrdl tablazatra valo attérés).

A 8. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése
Megfigyelés modja: irasos feljegyzés, a gyerekek munkdjanak begyiijtése, hangfelvétel,
Az oran jelen 1évo tanulok szama (a vizsgalt 20-bol):18.

" A feladat a N. A. Taraszenkova, |.M. Bohaterjova, O.M. Kolomijec, Z.0. Szerdjuk. Matematika: tankényv
6. osztaly szamara. Kijev: Oszvita, 2014 tankonyv 1569. feladata (276. old.).
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1. feladat

Marika néni piacra vitt 50 csomé friss retket. Nagyon jo piaca volt, gyorsan eladta a
portékajat. Az alabbi tablazat az eltelt idé és a Marika néninél 1évd retekcsomo kozotti
kapcsolatot szemlélteti.

Eltelt idé6 (perc) 0 1 2 3 4 5 6 7
Marika néninél lévé | 50 40 30 30 20 10 10 0
retekcsomo (db)

Szerkessziik meg az eltelt idé és a Marika néninél 1évd retekcsomo kozotti dsszefiiggést
dbrazolo grafikont (feltételezziik, hogy Marika néninek folyamatosan volt vasarloja)!

(Megjegyzés: A koordinata-rendszert a tengelyek neveivel és beosztasukkal eldre megadtuk.)

A foglalkozas elején felelevenitettiik, mire szolgalnak a grafikonok, mik a megrajzolasuknak
kezdeti 1épései. A gyerekek aktivan bekapcsolodtak a parbeszédbe, érezhetd volt, hogy az
elézd oran elhangzottakat megértették. Oriiltiink annak, hogy olyan lényeges aspektusokat
emelték ki, mint ... mennyiségek kozotti kapcsolatot dbrdzolunk vele koordinata-
rendszerben” és ,,a tengelyekre a mennyiségek nevei keriilnek”.

A feladatot megbeszéltiik kozosen. Minthogy a gyerekek falusiak voltak, a legtobbjiik
csaladja zoldségtermesztéssel foglalkozik, igy a tanulok konnyen el tudtak képzelni a
szituaciot a tanitasi kisérlet idején. Hangsulyoztuk, hogy az Osszetartozd6 mennyiségek most
tablazatban vannak szemléltetve, nekiink grafikonon kell dket abrazolni. Megbeszéltiik, hogy
a tablazat elsd, valamint a masodik soraban 1év0 szamok és maguk a szamparok, valamint az
elére elkészitett koordinata-rendszer tengelyei mit jeldlnek. Hagytunk id6t, hogy egyediil
végezzék el a szamparok koordinata-rendszerben torténd abrazolasat. SzA kdzben
megjegyzést tett (0;50) szamparra: ,,ez azt jelenti, hogy akkor kezdett el arulni”.

Mikozben a gyerekek dolgoztak, arra kértiik 6ket, gondolkodjanak el rajta, hogy dssze lehet-e
kotni az abrazolt pontokat. A gyerekek kozott beszélgetés kezdddott erre vonatkozodan.

Ekkor csak annyi megjegyzést tettiink, hogy figyeljenek oda, hogy most milyen tipusu
mennyiségek kdzotti kapcsolatot akarunk abrazolni.

Miutan mindenki &brazolta a tablazatban szerepld szamparokat, a tablan megrajzolt
korordinata-rendszerben is feltiintettiik 6ket. A gyerekek a (2;30) és (3;30) szampart helyesen
,beagyaztak” a szituacidba miszerint ez azt jelenti ,,...hogy 1 perc alatt semmit sem adott el”.
A kozos beszélgetés soran tobbszor javitottuk 6ket, hangstlyozva, hogy ,,nem 1 perckor volt
nala 20 db retekcsomo, hanem 1 perc miilva... eltelt idérdl beszéliink...”. Befejezve a tablazat
kitoltését, helyesen allapitottak meg, hogy melyik szampar utal a portéka eladasara.

Ezutan Gjratargyaltuk a szituaciot, kiemelve, hogy a feladat eltelt id6r6l beszél és nem konkrét
percrél, azaz azt, hogy 1 perc eltelte utan 40 csomo retek volt a néninél arr6l ad informaciot
nekiink, hogy 1 perc folyaman eladott 10 csomét. Ekkor KG-td1 halkan jott az a megjegyzés,
hogy ,,akkor folyamatosan...”. Ekkor mar a tobbiek is érvelni kezdtek amellett, hogy
folyamatosan is adhatta Marika néni a retekcsomodkat, pontokat dssze is lehetne kotni (5.29.
abra). Viszont arra is kitértiink, hogy ha 0Osszekotnénk, akkor az igy kapott grafikon
torzithatnd a valdsdgot (elemezve a grafikont megbeszéltik, hogy az adatok kevésnek
bizonyulnak ahhoz, hogy pontosan abrazoljuk a két mennyiség kozotti kapcesolatot).

104



| B N | [

N | et

3 1 [] 3 [ ! 3
5.29. abra

Megjegyzés: Természetesen a valosagban az aru eladasa kiilonbozéképpen alakulhat és a
megszerkesztett grafikon kissé leegyszertisiti a valosagot, annak jellege akar az els6 percben
tobbszor utalhat vasarlok mentes idészakra. A feladat célja viszont az volt, hogy hétkéznapi
¢letbdl vett szituacid segitségével sajatitsak el a tablazattal reprezentalt Osszetartozo
mennyiségek grafikonon torténd abrazolasat, valamint el tudjanak gondolkodni azon, hogy a
szituacionak megfelelden a grafikon pontjai dsszekothetdek vagy sem.

A feladat megoldasa soran a gyerekek egymas kozotti beszélgetése és a tanari kérdésekre
adott valaszai alapjan elmondhat6, hogy a tanulok el tudtak képzelni a szituacionak megfeleld
grafikon milyen lehetne.

2. feladat b

2. feladat™: Vizet gdzlingra tessziik, majd egy bizonyos id6 utin
elzarjuk a gazt. A viz hdmérsékletének valtozasat a grafikon
szemlélteti. A grafikon alapjan toltsiik ki a tablazatot! 20

Eltelt idé (perc) 0 |5 |10 |15|20 |25 10
A viz hémérséklete (°C)

0 5 10 15 20¢(min)

A foglalkozas 2. feladata egy adott szituaciohoz eldre elkészitett grafikont tartalmazott,
A feladat 6nallo megoldasat kozos beszélgetés eldzte meg. Kitértiink arra, hogy milyen két
mennyiség szerepel a feladatunkban és az egyes tengelyek ezek koziil melyiket jelolik. Arra a
kérdésre, hogy mit jelenhet az, hogy az eltelt id6 értéke 0, azonnali valaszt kaptam a
gyerekektSl: ,,akkor tettiik oda a vizet”. A tengelyek beosztasa okozott kisebb zavart a
tanulokban. Elsé ranézésre azt is mondtak, hogy nem jol van beosztva, majd miutan
megbeszéltik (ardnyparral is meghataroztuk), hogy mi az egységnek jelolt érték (2
négyzetracsnyi lépéssel az 5-6s szamhoz jutunk, akkor 1 négyzetracsnyival a 2,5-hez), mar
rajottek az abszcissza-tengely beosztasara. A tablazat elsé négy oszlopanak hianyz6 adatait
konnyen leolvastak a grafikonrol. A grafikont a tablan is szemléltettiik, melyek segitségével
ellendriztiik a valaszok helyességét is (a gyerekek az ©nalld6 munka folyaman ceruzaval

' A feladat a Hajdu Sandor: Matematika 6. osztaly c. tankonyv 123. old. talalhaté.
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dolgoztak és az esetleges helytelen valaszokat kértiik, hogy tollal javitsak, de ilyennel a
feladatlapjuk megtekintése soran nem talalkoztunk).

Az, hogy hany fokos volt a viz 20 perc €s 25 perc utan, szamitottunk ra, hogy nehézségekbe
fog iitkozni, szintén a tengely beosztasa miatt. Néhdnyan sikeresen kitoltotték dnalloan ezeket
a cellakat, de annak érdekében, hogy mindenki megértse, a tablan 1évd grafikont felhasznalva
a gyerekek bevondsaval hataroztuk meg, hogy az ordinata-tengely milyen beosztisu. Ezt
kovetéen mar konnyen le tudtdk olvasni a hidnyzd adatokat a grafikonrdl és teljesen
kitoltottiik a tablazatot. A gorbe alaki tulajdonsagait elemezték, annak megvaltozasara
(novekedés, majd csokkenés) is helyes magyarazatot adtak.

Tanar: ,,Mi tortént 15 perc utan?”’

Gyerekek: ,, Levettiik a vizet”

Tanulsagok

A tanitas el6tt az volt a hipotézisiink, hogy a grafikonok értelmezése, arrdl torténd
adatleolvasas a mennyiségek kozotti kapcsolatok (a vizsgalt tanulok szamara) Uj
reprezentacios modja, tobboras fejlesztést igényel majd. Ennek ellenére a mindennapi életbdl
vett szituaciokat abrazold grafikon értelmezése ezen 6. osztalyos tanuloknak nem okozott
nehézséget. Osszegezve a tanulok orai tevékenységét elmondhatod, hogy ezek a tanuldk
nagyon hamar megértették a grafikonok rendeltetését €s az arrol torténd adatleolvasas maodjat.
Elmondhaté, hogy a tanuldk értelmi fejlodésiik ezen szakaszédban (konkrét miveletek
szakaszabol formalis miiveltek szakaszaba valo atmenet) képesek egészben latni a grafikont, a
gorbe alakjanak megvaltozasa alapjan maguk el6tt 1atjak a valtozas jellegzetességeit. Képesek
eligazodni a mindennapi ¢élet grafikonjain. Viszont a tengelyek beosztasabol eldfordulhato
grafikonleolvasasi nehézségek kikiiszobolésére tovabbi feladatok jelenthetnek segitséget.

5.5.3. Szituiciék eljatsziasa az egyiittvaltoz6 mennyiségek tablazatos és grafikus
abrazolasanak el6készitéséhez

A foglalkozas célja az eljatszott szituacié sajatos élménnyé torténd formalasaval az
események epizodikus emlékezetben torténd tarolasdnak megeélzasa volt.

A 9. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése
Megfigyelési mod: irasos feljeqyzések, hangfelvétel, fényképek;
Az oran jelen 1évd tanuldk szama (a vizsgalt 20-bol):18.

1. feladat

Judit hétfotol kezdve egy héten keresztiil minden nap annyi gomboc fagyit vett, ahanyadik
napja volt aznap a hétnek. Egy gomboc fagyi 3 hrivnyaba keriilt.

Szemléltessiik a) tablazattal; b) nyildiagramon; c) grafikonnal a vdsdrolt gombécok szama
és a fizetett 0sszeg kozotti kapcsolatot!

Fogalmazzuk meg matematika nyelvén (irjuk le kifejezéssel) a ket mennyiség kozotti
kapcsolatot!
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Mig a gyerekek gondolkodtak a feladaton, a tablara felrajzoltuk a két mennyiség kozotti
kapcsolatot szemléltetd lires tablazatot. A fejlécek kiilonbozé szinii lapok voltak, a ,,vasarolt
gomboc szama” felirat a piros lapra, a ,fizetett 6sszeg” felirat pedig a zold lapra keriilt. Ezzel
ezen két halmaz (,,vasarolt gombdc szama” és ,fizetett Osszeg”) kozotti kiillonbségtételt
céloztuk meg.

Felolvasva a feladatot kérdések segitségével probaltunk megbizonyosodni arrél, hogy
megérették azt.

Tandar: ,, ...azaz hany napon keresztiil vett fagyit?”
Gyerekek: ,, hét”
Tanar: ,, ...ezek szerint kedden hany gombdcot vett?”

Gyerekek: ,, kettot”

M¢ég mieldtt hozzakezdtink a szituacid eljatszasahoz, a gyerekek is megrajzoltadk a
fiizetiikben a tablazatot, valamint készitettek egy koordinata-rendszert is.

A vasarolt gombocok szamat és az azokért fizetett Gsszegeket a megfeleld szinli cédulakra
irtuk. Minthogy 7 szamparnak kellett keriilni a tablazatba, 14 gyerekeket valasztottunk ki a
szituacid eljatszasara: 7 gyerek piros céduldkat, 7 pedig zoldet kapott, melyeken a
szamparokat alkotdé szamok voltak. A két csoport egymassal szemben, elkiilonitve
helyezkedett el (5.30. abra).
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5.30. abra

A helylikdn maradt gyerekek feladata az volt, hogy keressenek egy, a feladat feltételének
megfeleld ,,parost” (5.31. abra) és a kapott szampart irjak be a tdblazat megfeleld cellaiba. A
»par” tagjai pedig nyildiagramon és grafikonon abrazoltak a megtalalt szampart.




Miutan az elsének kihivott gyerek megtalalt egy part, a szamokat beirta a tablazat megfelel6
cellaiba. Ezt kdvetden az Osszetartozd mennyiségek nyildiagrammal torténd abrazolasat
mutattuk be a gyerekeknek.

Ekkor ugyanugy szines lapokkal jeleztiik a két mennyiség mérdszdmainak halmazat.

Tandr: ,,...mint latjatok, a gombocok szamadt elkiilonitettiik: egy csapatba, halmazba soroltuk
ezeket a szamokat olyan tulajdonsag alapjan, hogy ok a vett gombocok szamat jelolik,
hasonloan a fizetett dsszegeket egy masik halmazba”.

Miutan mindkét halmazba beirtuk a megfeleld szamokat, Osszekdtve a két szamot
hangsulyoztuk, hogy a nyil mutatja azt, hogy egyik halmazbdl vett elemnek milyen elem felel
meg a masik halmazban (érdekes volt egy gyerek megjegyzése: ,,ennyi?”)

Ezutan a ,,par” egy tagja grafikonon abrazolta a kapott szdmpart (figyelve a beosztasra) és
letiltek a helyiikre (5.32. abra)

5.32. abra

A szituaciot egészen addig jatszottuk el, mig az utolsdé szampar is mindharom modon
(tdblazat, nyildiagram ¢és grafikon) ébrazolasra keriilt (a mar megtalalt ,parok” tagjai
elfoglaltak helyiiket, ahol a fiizetiikben is elkészitették a tablan 1évé abrakat).

A feladat utolsé része a mennyiségek kozotti kapcsolat matematika nyelvén torténd lejegyzése
volt. Annak érdekében, hogy ralatast kapjunk arr6l, mennyire volt hatékony a fejlesztd
program elsé része, a gyerekeket 6nallé munkara kértiik fel. A tanuldk felének sikeriilt leirni
kifejezéssel a kapcsolatot (BG példaul a kovetkezd képletet irta le: ,,a - 3 = b, a-gomboc, b-
fizetett 0sszeg”). Ezért kozos munkaval, a mennyiségek értékeit valtozokkal jeldlve, 1épésrol-
lépésre megadtuk képlettel a felismert kapcsolatot €s arra kértiink néhany tanuldt, hogy ezt
szavakkal is fogalmazza meg (a megfogalmazastol mar nem idegenkedtek: ,.,a gombocok
szamat ha megszorozzuk 3-mal, kijon, hogy mennyit fizetett”).

2. feladat

Judit hétfotol kezdve 10 napon keresztiil minden nap annyi gomboc fagyit vett, ahdanyadik
napja volt aznap a hétnek. Egy gomboc fagyi 3 hrivnyaba keriilt.

Szemléltessiik a) tablazattal; b) nyildiagramon;  c) grafikonnal a napok sorszama és a
fizetett dsszeg kozotti kapcesolatot!

A foglalkozas 2. feladata az el6zé feladatba vitt kisebb valtoztatasokat tartalmazott. A
valtoztatasok célja az volt, hogy a gyerekek megtapasztaljak azt az esetet is, amikor egy
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masik fiiggetlen valtozonak (napok sorszama) ugyanaz a fliggd valtozo (fizetett osszeg) felel
meg.

A szitudcio eljatszasanak modszere ugyanolyan volt, mint az 1. feladat esetében. Mivel ebben
az esetben az alaphalmaznak tobb eleme volt, mint az elézében, ezért egy gyereket
valasztottunk, aki a szamparok megtalalasaért volt felelds (az osztaly teljes létszammal (25 £6)
vett részt a jatékban). Miutan a kivalasztott tanuldo megtalalt egy ,,part” (9;6), arra kértiik,
hogy érveljen valasztasa mellett:

KG: ,,a 9. nap a kedd, ugyanis ujra indul a hét”

Tanar: ,,9. nap a kedd, vagyis akkor hany gomboc fagyit vett?”

KG:,2”

Tanar: ,, Akkor mennyit fizetett?”

KG: ,,6 hrivnyat”

A megtalalt ,,parok” mar nem {ltek le. Amikor KG olyan napot valasztott ki (6.), melyhez
mar fizetett Osszeget nem talalt a zold cédulakat tartdé gyerekek csoportjabol, felhivtuk a
gyerekek figyelmét, hogy kivalasztott szamnak ugyanaz a szam felel meg, mint ami a 9.
napnak. A tablazat kitoltése utan az el6zé ¢és jelen feladat kozotti legfobb kiilonbség
megbeszélése kovetkezett: ebben az esetben az egyik mennyiség kiilonbozé értékeinek a
masik mennyiség egyazon értéke felelt meg. A mennyiségek kozotti  kapcesolat
nyildiagrammal és grafikonnal torténd reprezentalasat csak 2 elempar ((9,6) és (2,6)) erejéig
végeztiik el a foglalkozason, a fennmaradoé elemparokkal hazi feladat keretében dolgoztak
(5.33. ébra).
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5.33. abra
5.5.4. Valés életbdl vett szituaciok kiilonbozé reprezentalasa (diszkrét eset)

A 10. foglalkozason olyan valds életbdl vett szdveges feladatokban rejt6z6 Osszetartozo
mennyiségek kozotti kapcsolat kiilonb6zd reprezentalasat (tablazat, nyildiagram, grafikon,
képlet) hivatott szolgalni, melyeket diszkrét fliggvénnyel lehetett modellezni.

A 10. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

Megfigyelési mod: irasos feljegyzések, hangfelvétel, a tanulok irdasbeli munkdjanak
osszegytijtése;

Az oran jelen 1évo tanulok szama (a vizsgalt 20-bol):19.
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1. feladat

Zsuszi néni 10 kg uborkat vitt a piacra. 1 kg uborkat 35 hrivnydért drult. Mennyi pénzt
kaphatott az eladott uborka mennyiségért Zsuzsi néni a piac végere, ha az uborkat egész
kilogrammonként adta el?

a) Készits tablazatot az eladott uborka mennyisége (kg) és azért kapott pénzt kozotti
kapcsolatrol!

b) Mutasd meg nyildiagramon a tablazatban szerepld dsszetartozo mennyiségeket!

¢) Abrazoljuk grafikonon az eladott uborka mennyisége (kg) és azért kapott pénz kozotti
kapcsolatot!

d) Fogalmazd meg matematika nyelvén és szavakkal is a feladatban szerepld dsszetartozo
mennyiségek (eladott uborka mennyisége (kg) és azert kapott pénz) kozotti kapcsolatot!

A feladat els6sorban a fejlesztdé program elsé részének hatékonysagat ellendrizte. A jelen
feladattipussal a tanulok a kisérleti tanitds 5. foglalkozasan talalkoztak, ahol a feladat
megoldasanak nehézségét a benne rejtézo, tobb lehetséges megoldasra utald ,kulcssz6”
megtalalasa jelentette (1asd dolgozat 91. old.).

A gyerekek egyediil dolgoztak. Figyelve a munkdjukat, az Osszetartozd6 mennyiségek
egyiittvaltozd mennyiségeket). Miutan a tanulok ezzel végeztek, a nyildiagramos abrazolast is
gyorsan elkészitették. fgy megbizonyosodtunk afelél, hogy az 5. foglalkozason eljatszott
szituacid (,telefonbeszélgetés”) hatékonynak bizonyult a feladatban rejtézé ,.bemend”
adatokra utald ,kulcssz6” (kaphatott) felismerésében, igaz a jelen feladat a) része is
segitségére lehetett a tanuloknak. Miutan megkérdeztiik dket, hogy melyik sz6 utalhatott arra,
hogy tobbféle megoldasunk lehet, ND igy valaszolt: ,,az, hogy mennyit kaphatott...”. Ezt
kovetden a tablara is felkeriilt az Osszetartozd mennyiségek kozotti kapesolatot reprezentald
tablazat. Néhanyuknal a nyildiagram és a grafikon szerkesztésénél felhivtuk a figyelmet az
egyes halmazok, valamint tengelyek neveinek megadasara.

RE a pontokat dsszekototte (a tobbi tanuldo nem). KL nagyon helyes érvelést adott amellett,
hogy ez miért nem lehetséges: ,,mert egész kilogrammokat adott el”.

A matematika nyelvén valé megfogalmazas néhany tanulonak okozott kisebb nehézséget oly
moddon, hogy az eladott uborkamennyiséget megjeldlte valtozoval, azt megszorozta a
kilogrammonkénti arral, de nem mutatta meg, hogy ezzel mit tud kiszamolni, s ezzel igy nem
létesitett képlet formajaban kapcsolatot a két mennyiség kozott (példaul: ,,35-u”).
Osszességében az oran jelen 1évé 19 tanuld koziil 16 helyesen reprezentilta képlettel a
mennyiségek kozotti kapcsolatot. Azaz tapasztalati fliggvények alkotasa abban az esetben, ha
a valtozok kozotti kapcsolatot egylépéses szabaly definialja a foglalkozasoknak kdszonhetden
sikeres volt.

Annak érdekében, hogy mindenki megértse, mit is jelent a matematika nyelvén torténd
kapcsolatteremtés, a 4. és az 5. foglalkozasokhoz hasonléan 1épésrdl-1épésre jutottunk el
annak felirasdhoz: el6szor bevezettilk az eladott uborkamennyiség jelolésére az u valtozot,
majd megbeszélve, hogyan szamoljuk ki, hogy tetszdleges uborkamennyiségért mennyi pénzt
kap Zsuzsi néni, jeloltiik a kapott pénzt k-val, és megadtuk az altalanos megoldast (,,k = 35 -
u”) és megfogalmaztuk szavakkal is (,,az eladott uborkamennyiséget, ha megszorozzuk 35-tel,
akkor megkapjuk, hogy mennyi pénzt kapott Zsuzsi néni”).
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2. feladat

Peti elhatarozta, hogy anydk napja kozeledtével szerdatol kezdve anydk napjaig (vasarnapig)
minden nap meglepi anyukdjat viraggal. Ugy tervezte, hogy az elsé nap 1 szdl virdgot, majd
minden kévetkezo nap 2 szal viraggal tobbet ad édesanyjanak, mint amennyit elozé nap adott.
5 napon keresztiil, azaz anydk napjaig igy tett, majd, hogy az tinnep varazsa megmaradjon,
méga 6., a 7. és a8. napokon is adott eqy-egy szdl virdgot anyukdjanak.

a) Készits tablazatot a napok sorszama és az anyanak adott viragszalak kézotti kapesolatrol!
b) Mutasd meg nyildiagramon a tablazatban szereplé dsszetartozé mennyiségeket!

¢) Abrizold grafikonon a napok sorszama és az anydnak adott virdgszalak kozotti
kapcsolatot!

A feladat célja az el6z6 foglalkozas megerGsitése, az epizodikus emlékezetbdl torténd
eléhivasa volt, azaz olyan valds életbdl vett, Osszetartozé mennyiségeket tartalmazo feladat
megoldasa volt, melyben a szitudcié eljatszasa nélkiil kellett felismerni a tanuloknak, hogy az
alaphalmaz kiilonb6zd elemeinek egyazon elem felel meg a képhalmazbol.

A tanulok az els6 6t naphoz hozzarendelték a megfeleld viragszal mennyiséget, viszont 5
gyerek a feladat feltételét figyelmen kiviil hagyva, kovetve a felismert szabalyt rendelte a
tobbi nap sorszamahoz a 11, 13 és 15 szamokat. Ekkor felhivtuk a figyelmiiket a feladat
utols6 mondatanak jboli értelmezésére, mely utan javitottak a tablazatuk megfeleld cellait
(5.34. abra).

()]

Napok sorszama |1 |2 |3 |4 7
Viragszal (db) 1 (3 (5 |7 ]9 |1 |1 |1
5.34. abra

A gyerekek felének sikeriilt, altalanossagban azoknak, akik a korabbi foglalkozasokon is
teljes valaszt adtak, a kitlizott feladatok mindegyik kérdésére helyes valaszt adni.

A tobbieknél a kovetkezd hibak jelentkeztek: a nyildiagramos abrazolasnal a viragszalak
halmazaban annyiszor tiintették fel az 1-es szamot, ahany elemet rendeltiink hozza a napok
sorszamanak halmazabol. Ennek megfelelden volt, aki az 1-es szamot tobbszor tiintette fel a
koordinata-tengelyen is (5.35. abra).
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5.35. abra

Ezek a hibak arra engednek kovetkeztetni, hogy az ilyen feladattipus (tobb-egyértelmi
leképezés) egyszeri eljatszasa és Osszekapcsolasa az egyiittvaltozd mennyiségek
reprezentacioival ezen tanuloknak kevésnek bizonyult és tovabbi fejlesztést igényel.
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5.5.5. Valés életbol vett szituaciok kiilonbozé reprezentalasa (folytonos eset)

Az utols6 foglalkozason olyan valos életb6l vett szoveges feladatok megoldasaval
foglalkoztunk, melyeket folytonos, linedris fiiggvénnyel lehetett modellezni.

A 11. foglalkozas leirasa, tapasztalatok ismertetése

Megfigyelési mod: irdsos feljegyzések, a tanulok irdsbeli munkdjanak megfigyelése,
osszegytijtése;

Az oran jelen 1évo tanulok szama (a vizsgalt 20-bol):18.

1. feladat

40 °C-os vizet hiltiink 7 percen keresztiil. Percenként 5 °C—kal csékken a viz hémérséklete.

a) Készits tablazatot az eltelt ido és a viz homerséklete kozotti kapcesolatrol!

b) A tablazat segitségével szemléltesd grafikonon a viz hémérsékletvaltozasat!

¢) Fogalmazd meg szavakkal és matematika nyelvén, hogyan fiigg a viz hémérséklete az eltelt
idétol!

d) Hany 0C-0s lesz a viz 10 perc mulva?

e) Hany perc mulva lesz a viz hdmérséklete 10 oc?

Ez a feladat tobb szempontdl is eltér az eddigi foglalkozasokon kitlizottektol. Egyrészt az
Osszetartoz6 mennyiségek valtozasa ,ellentétes irany(”, azaz, ha az egyik mennyiség
novekszik, a masik mennyiség csokken, masrészt olyan tapasztalati fiiggvény alkotasat
célozza meg, ami mar kétlépéses szaballyal adhaté meg. Ennélfogva szamitottunk arra, hogy a
gyerekek nehezebben tudjak elképzelni a grafikon alakjat és megfogalmazni matematika
nyelvén a kapcsolatot.

Az eltelt id6 és a viz hdmérséklete kozotti kapcsolatot szemléltetd tablazatot a tanuldok fele (a
korabbi foglalkozasokon is jol szerepld tanuld) készitette el helyesen. 4 tanuld tablazatabol a
kezdeti homérsékletre utalo (0;40) szampar hianyzott (5.36. abra).

Ay [ Qg ol ilel2]
35 331352045471 1

5.36. abra

Tovabbi 4 tanuld valdsziniileg a feladat értelmezése jelentett problémat, 6k az eltelt perchez
olyan homérsékeltet rendeltek, amennyit az adott perc elteltével hiilt a viz (példaul: (1;5),
(2;10)). Célszertinek talaltuk, hogy elmagyarazzuk a szituaciot: ,, ... képzeljétek el, hogy most
40 °C a viz, eltelt 1 perc, csokkent 5 °C-val, eltelt még egy perc, ijra csokkent 5°C-kal...”.
Miutan a tablazattal mindenki elkésziilt (azok is kijavitottak, akiknél hibakat véltiink
felfedezni), egy iires tablazatot rajzoltunk a tablara ¢és a gyerektdl érkez6 szamparokkal
kitoltottik azt. [gy egy elempar kimaradt a tablazatbél, amit SzA helyesen jegyzett meg: ,.ez a

112




(0;40)”. Megbeszéltiik, hogy ez mutatja azt, hogy hany fokos volt a viz eredetileg, még
mielott elkezdtiik hiiteni.

A grafikon szerkesztésénél 4 tanulonal észrevettiik, hogy a fiiggéleges tengelyen olyan
sorrendben tiintették fel a viz hémérsékletét jelolé szamokat, ahogyan az a tablazatban
szerepelt (az origotdl indulva 35, 30, 25, 20, 15, 10, 5). Ennek okat abban talaljuk, hogy az
el6z6 orakon szerkesztett tablazatokban a fiiggd valtozd értékei ndvekvd sorrendben
szerepteltek, igy automatikusan dolgoztak, nem figyelve arra, hogy a tengelyek
szamegyenesek. Tovabba az eddig vizsgalt kapcsolatokat leiro fiiggvények novekvdk volt, ily
moédon ezekben a gyerekekben az ezeket reprezentald grafikon képe rogziilt, azaz a grafikon
fogalmahoz olyan jellemz6t is tarsitottak, ami nem lényeges (példaul névekedés). Indokoltnak
talaltuk annak hangsulyozasat, hogy altaldban hogyan rendeljiik hozza a mennyiségek
értékeihez a tengelyek pontjait.

A kovetkezd 1épésben alakjanak targyalasat céloztuk meg. A tanulokat a 10. foglalkozason
megszerkesztett grafikon megtekintésére kértiik, ami ndvekvé fiiggvényt abrazolt (lasd 10.
foglalkozas 1. feladata), magyarazva annak szituaciobol eredé okat (a novekedés
elképzelésére a hegyremaszas példajat hoztuk fel). Ezt kdvetden jelen szituacid grafikonjanak
elképzelését igyekeztiink megcélozni azaltal, hogy kiemeltiik a kontextusbol az erre utald szot
(,,csokkent”). A megbeszélést kovetden a szamparokat feltiintettiik a koordinata-rendszerben.
Arra a kérdésre, hogy 0Osszekothetjilk-e a pontokat, kiilonbozé valaszok érkeztek. Akik
amellett érveltek, hogy nem lehet, az eltelt idot csak egész perceknek tekintették. ND érvelése
szerint ,,...Gsszekdtjiik, mert biztosan volt 34 °C-0s is...”. Helyeselve ND valaszat, ujra
felhivtuk a gyerekek figyelmét arra, hogy milyen mennyiség értékei vannak a vizszintes
tengelyen.

A matematika nyelvén valdo megfogalmazas senkinek sem sikeriilt, és bar a probalkozasaik
hibasak voltak, mégis ki kell emelniink, hogy az eltelt idét és a viz hémérsékletét az eddig
foglalkozasokon hasznalt betliktol eltéro betiikkel jelolték. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy
a tevékenységek segitségével sikeriilt elérni azt a célt, hogy a valtozo funkcidjahoz ne csak 1-
2 betil rogziiljon. Néhany felirt képlet (a-5=b; a-5=b; c-5=h, ahol a és ¢ a percet, b és h a viz
hémérsékletét jelolték) helytelenségének megbeszélése utan kiemeltiik a ND-jét (a-5=h),
ellendrizve azt az (1;35) szdmparra. Ekkor mar észrevették, hogy valami még hianyzik, majd
HA kiegészitette a képletet (40-a-5=b). Ezt kovetden az a néhany értéke mellett ellendriztiik,
hogy megkapjuk e a hozzatartozd6 homérséklet értékét. A tanulok tobbsége a képlet leirasa
el6tt a flizetében helyes valaszt adott a feladat d) és e) kérdéseire, de annak érdekében, hogy a
szabalykovetést is gyakoroljuk, a képletet felhasznalva is valaszoltunk a feladat utolsd két
kérdésére.

2. feladat

Egy kerékparos 2 ordan dt 14 km/o egyenletes sebességgel haladt. Ezutan 1 ordt pihent, majd
ugyanilyen sebességgel még 2 ordat kerékparozott.

a) Keészits tablazatot az eltelt ido és a megtett ut kozotti kapcsolatrol!

b) A tablazat segitségével szemléltesd a kerékparos mozgasgrafikonjat!

c) Hany kilométert kerékparozott dsszesen?
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A feladat a korabban bemutatott ukrajnai tankonyv (lasd 2.2. alfejezet) 1371. feladatanak
(266. old.) modositott valtozata.

Ismétlés céljabol thztiik ki, mivel elemeivel a grafikonok bevezetésére kitlizott oran (7.
foglalkozas), valamint hazi feladatként mar talalkoztak, de akkor csak adatleolvasas volt a cél.
Most a fliggvény folytonossaga mellett a konstans fiiggvény kiemelése is cél volt.
Ennélfogva, idohiany miatt kdzds megbeszéléssel probaltunk valaszolni a feladat kérdéseire.
Foleg a kiindulasi pont tablazatban torténd feltlintetésére fektettiink hangsulyt, mivel az el6z6
feladatban is néhanyuk ezt figyelmen kiviil hagyta. A pihendt jelentd oranak megfeleld
megtett it megtaldldsdban mutattak némi bizonytalansagot, de KG helyesen jelezte ,,...
tartotta az addigi km-t”. A tobbi szampart ezutan mar probléma nélkiil megadtak. A grafikon
szerkesztésében is magabiztosan jartak el, a tengelyek raciondlis beosztasara is figyelmet
forditottak. A pontok Osszekothetdsége mellett 1-2 tanuld még hezitalt, a tobbiek viszont
hatarozottan kialltak amellett, hogy ,,telt az id6, kozben haladt... ", ,,vagyis dssze lehet kitni a
pontokat”.

5.5.6. Az utoteszt elemzése

A fejleszté program masodik része utan egy héttel, 2016. majus 11-én a témazard dolgozat
keretein beliil vizsgaltuk annak hatékonysagat. A tanulok a grafikonok témakorhoz
kapcsolodoan 2 feladatot kaptak (lasd Mellékletek, 17. old.).

Az 1. feladat'® adatok grafikonrél torténé leolvasaséra iranyult.

Peti influenzds lett és magas ldza volt. Edesanyja keddtdl péntekig naponta hdromszor mérte
a lazat és feljegyezte a mérések eredményeit. Ezekbdl anyukdja az abran lathato grafikont
keészitette.

("G | testmdmbrsskion

=="

a7

K L S S sz Cs Cs Cs P P P
1300 (LR= AR 1300 1800 a0y 1300 TE00 800 1300 B0

meiritn iddpontja (nap, G

a) A grafikon alapjan téltsd ki a tablazatot!

® A feladatban szereplé grafikon Jakab Tamds, Dr. Kosztoldnyi Jozsef, Pintér Kldra, Vincze Istvan,
Sokszinii matematika 7. évfolyam, 9. kiadds, 2016 tankényvbél valo.
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A mérés idépontja (nap, ora) K, Sz, CS, Cs, P,
18:00 | 13:00 8:00 18:00 13:00

Testhémérséklet (°C)

b) Mikor volt a legmagasabb a testhémérséklete? Mennyi volt ekkor?

) Hogyan vdltozott a testhémérséklete kedd 18:00 ératol szerda 8:00 ordig?

d) Melyik nap folyaman fordult eld az, hogy a 8:00, 13:00 és 18:00 érai mérési eredmények
kozott kis kiilonbsegek voltak?

e) Mennyi volt pénteken 8:00-kor a testhomérséklete? Meggyogyult-e Peti péntek reggelre?

A 2. feladat szovegben rejtézé egylittvaltozd mennyiségek, az azok kozotti kapcsolat
felismerésére €s kiilonb6zé modon torténd reprezentalasara iranyult.

Eqy 14 cm-es gyertyabdl percenként 2 cm elég.
a) Készits tablazatot az eltelt idd és a gyertya magassaga kozotti kapesolatrol!

b) A tdblazat segitségével szemléltesd grafikonon a gyertya magassdagdanak valtozdsat!

¢) Fogalmazd meg szavakkal és matematika nyelvén, hogyan fiigg a gyertya magassdaga az
eltelt idotol!

d) Hany cm magas lesz a gyertya 5 perc mulva?

e) Hany perc mulva ég el a gyertya?

A feladat a fejleszté program 6. foglalkozasan (lasd Mellékletek, C feladat, 13. old.) is
szerepelt mas szamadatokkal, a feladat megoldasat leird algebrai kifejezést kellett
megkeresni.

Tapasztalatok

Az utoteszten 18 tanulo vett részt. Az egyes feladatok megoldottsagat az 5.37. abra mutatja.

Az utéteszt feladatainak elemzése
(fejleszt6 program 2. része)

18 17 16 17
13
12
11 11
9
\/\'b '\SO \,\b '»\b N\% v@«f’\\ .\{-0(\\ ‘ Q\& ’1,\b '\«\e
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5.37. abra

Lathatéoan az 1. feladat nem jelentett nehézséget a tanuloknak, a kért adatokat sikeresen
leolvastak a grafikonrdl. A feladat c) részében jol lattak, hogy a homérséklet csokken, de a
csokkenés mértékét a kivonasi hiba miatt tévesztették. A d) rész kérdésére 4 tanuld szerdat
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irta valaszkét, 2-en pedig a kérdéses idopontok kozotti hdmeérsékletvaltozast figyelték meg
(példaul. ODzs vélasz: , kicsi és nagy”).

A 2. feladatban az Gsszetartozd mennyiségek kozotti kapcsolatot leird szabaly kétlépéses volt.
(ODzs, MM, KL, RE, SzL), akik a hasonld, kétmiiveletes szaballyal leirhatd kapcsolatot
vizsgalod foglalkozas soran (ldsd a 11. foglalkozas 1. feladata) is nehezen ismerték fel az
egyiittvaltozd6 mennyiségeket és reprezentaciojuk is problémat jelentett szamukra. Hasonlo
hibak is jelentkeztek: az eltelt idohoz rendelték a gyertyabdl az adott id6 alatt leégd
mennyiséget (példaul: (1,2) szampart képzetek, ahol 1 az eltelt id6t, 2 a gyertya magassagat
jelentett szamukra). Az emlitett tanulok az altaluk elkészitett tablazat alapjan a grafikont
megszerkesztték, a tengelyek beosztasara és azok jelolésére viszont mar figyeltek, valamint
probalkoztak az altaluk felismert kapcsolat szavakkal és matematika nyelvén torténd
megfogalmazasaval is. Ha ezen tanulok a utdtesztben nyujtott teljesitményét 6sszehasonlitjuk
a 10. foglalkozas 1. feladatanak teljesitményével (a kapcsolat egylépéses szaballyal volt
leirhato), akkor ugy véljik, hogy naluk a kétlépéses szaballyal leirhaté kapcsolatok
felismerése még tovabi fejlesztést igényel.

2 tanulonal a tablazatos reprezentaciordl a grafikusra valo attérésnél a gyertya magassagat
mutaté tengely beosztasa, vagy a pontok 0sszekotése miatt valt helytelenné a megszerkesztett
grafikon (hasonlo hibakkal talalkotunk a 8. osztalyos felmérés 6. feladata esetén is mindkét
tanuloi csoportban) (14sd a dolgozat 4.5. alfejezete).

Ahogyan a szamadatok is mutatjak a grafikon értelmezése ¢és az arrol torténd adatleolvasas a
kiprobalt tevékenységeknek koszonhetden sikeresnek mondhaté. A mennyiségek kozotti
kapcsolat képlettel torténd reprezentalasa abban az esetben, ha az kétlépéses szaballyal irhato
le, még nehézséget jelent a tanulok tobbségének. Ez arra enged kovetkezetetni, hogy a
szoveges kontextusban rejtdzé kétlépéses szabalyfelismerés €s —alkotas tovabbi fejlesztést
igényel, hisz a fejlesztd program elsé részét kovetd utotesztben is alacsony szamban
altalanositottak az ilyen tipusu feladatot (5.24. abra).

5.6. A FEJLESZTO PROGRAM HATEKONYSAGANAK VIZSGALATA

A fejlesztd program zaro ,,akkordjaként”, mint késleltett tesztet, a tanév utolsé hetében, 2016.
majus 23-an a tanuldk kitoltotték ugyanazt a feladatlapot, amit a 2014-es felmérés (lasd a
dolgozat 3.4. fejezete) soran hasznaltunk a szabalyfelismerd és —kovetd képességek
vizsgalatdhoz 6. évfolyamon (lasd Mellékletek, 1. old.). Célunk a K3.3. kérdes
megvalaszolasa volt.

A felmérésen 19 tanulo vett részt. A feladatlap kitoltésére 30 perc allt rendelkezéstikre.

1. és 2. feladat

Mindkét feladatban az egyiittvaltozd mennyiségek tablazattal voltak reprezentalva. A
kozottik 1évo kapcsolat felismerését és a felismert kapcsolat mellett szavakkal torténd
érvelést vartuk el a tanuloktol. Az 5.38. abra a 2014-es és a fejleszté program utani felmérés
eredményeit hasonlitja Ossze a szabalyfelismeré és —kovetd képességek 1. szintjén (lasd
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dolgozat 4.3. alfejezete). Azaz azon tanulok aranyat, akik felismertek valamilyen kapcsolatot
az elemparok kozott. (A helyes megoldast ado tanulok szamat %-osan adtuk meg.)

Szabalyfelismerés

2014-HU

2014-UA m 1. feladat (szavak kozott)
M 2. feladat (szdmok kozott)

2016-UA

0% 20% 40% 60% 80%  100%
5.38. abra

Amint az 5.38. dbra is mutatja a 2. feladat esetében a tablazattal reprezentalt szamparok kozot
nagyobb aranyban ismertek fel kapcsolatot a fejleszté programban résztvevd tanulok és ez
mar majdnem kozelitette a 2014-es felmérésben résztvevd HU tanulok aranyat. Azon 3
tanulonak jelentett ez a feladat nehézséget, akik mind a foglalkozasokon, mind pedig az
utdteszteken gyengébben teljesitettek (ODzs, SzL, MA). Koziiliil 2 gyerek (SzL, MA) a
tablazat also sorat helyesen tototte ki, de a felismert szabaly inverzét nem alkalmazta.

A felismert szabaly mellett szavakkal is érvelt (2. szint) az 1. feladatnal 18, mig a 2. feladatnal
15 tanul6 (5.39. abra). A tobbi tanulo, akik bar felismertek kapcsolatot az elemparok kozott, a
feladatoknak ezen részeit kihagytdk. Amint az 5.39. abra is mutatja, a felismert szabaly
melletti érvelésben fejlodtek a fejlesztd programban résztvevd tanuldk, a korabbi felmérés
résztvevoihez képest és a HU tanulok aranyat kozelitették.

Felismert szabaly melletti érvelés szavakkal

2014-HU

2014-UA | 1. feladat (szavak kozott)
m 2. feladat (szamok kozott)

2016-UA

0% 20% 40% 60% 80% 100%
5.39. abra

3. feladat

A feladatban a tablazat tobblépéses szaballyal leirhatd Osszetartozd elemeket reprezentalt.
Ennél jelentkezett a legnagyobb ,,ugras” a korabbi teljesitményhez képest. Az 5.40. abra is jol
mutatja, hogy mig 2014-ben a vizsgalt UA tanulok minddssze 8 %-a ismerte fel a kétlépéses
szaballyal definialhato kapcsolatot (1. szint) és érvelt szavakkal (2. szint), valamint képlettel
(3. szint) a felismert kapcsolat mellett, addig jelen felmérésben résztvevd tanulok tobb mint a
fele teljesitette mind a harom szint kritériumat. Lathatolag, a tablazattal reprezentalt
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tobblépéses szabaly felismerésében, az a mellett szavakkal és képlettel torténd érvelésben a
fejlesztd programban résztvevo tanulok aranya szintén jol kozelitette a HU tanulok aranyat.

Tobblépéses szabaly
2014-HU
H felismerés (1.szint)
2014-UA . . .
M érvelés szavakkal (2.szint)
2016-UA érvelés képlettel (3.szint)
1 1
0% 20% 40% 60% 80%
5.40. abra
4. feladat

Az explicite adott kétlépéses szabaly kovetése terén (2. szint) nem mutatkozott jelentésebb
eltérés a 2014-es eredményekhez képest. Akkor a vizsgalt UA tanulok 46%-a, a HU tanulok
91%-a kdvette a megadott szabalyt és toltotte ki a tablazatot: az x valtozo kiilonbozo értékei
mellett alkalmazva a szabalyt, helyesen hatarozta meg az y értékét. Most a 19 tanuld koziil
minddssze 8 gyerek (42%) toltotte ki helyesen a tablazatot és fogalmazta meg a kovetett
szabalyt is. A tobbi tanuld vagy csak egylépéses szaballyal dolgozott (az X kétszeresét
meghatarozta, de ehhez mar nem adta hozza a 3-at vagy az X értékeihez csak hozzaadott 3-at),
vagy az X értékeit a 2X kifejezésben a 2-est cserélte ki (pl. ha x=-3, akkor ,,y=-3x+3”). A
megadott szabaly betiikifejezések néven mar ismert lehetett szdmukra az 5. osztalyos
tananyagbol is, de akkor a betlikifejezés értékét a valtozo adott értékei mellett ugy kellett
meghatarozni, hogy azok nem voltak tablazatba rendezve. A 3. kisérleti foglalkozason
foglalkoztunk (egylépéses)szabaly kdvetésével, aminek eredményességét a fejlesztd program
elsd része utan elvégzett utoteszt ilyen tipust feladatara (lasd 5.24. abra és Mellékletek, 3.
feladat, 14. old.) érkezett helyes valaszok szama is igazolja. Mégis az explicite adott
kétlépéses szabaly kovetése, ha a tablazatba rendezett fliggetlen valtozé értékéhez kérjiik a
fliggd valtozo értékét, még nehézséget jelent. Emiatt igy gondoljuk, hogy a tablazat kitoltését
megadott szabdly alapjan legalabb a Betiikifejezések tananyaggal egyiitt lenne célszerti
targyalnunk 5. osztalyban, tehat korabban is el lehet kezdeni az elokészitését.

5. feladat

A feladat egylépéses szaballyal definialhatd, szoveges kontextusban rejt6z4 egylittvaltozo
mennyiségek kozotti kapesolat felismerésére (2. szint), a mellette képlettel torténd érvelésre
(3. szint) iranyult. Hasonlé feladattal a 4. foglalkozason is talalkoztak: a bemend adatok
explicite adottak voltak. A foglalkozasok hatékonysagat igazoljak az 5.41. abran lathato
eredmények. A vizsgalt tanulok mindegyike felismerte az egyiitvaltozd mennyiségeket és az
azok kozotti kapcsolatot, mig a fejlesztd program elsd részének végén elvégzett utdteszt ezen
feladata esetében ez nem sikeriilt minden tanulonak (lasd 5.24. abra) A képlettel torténd
érvelés is csak azon 5 tanuldnak jelentett nehézséget, akik mind a foglalkozasokon, mind az
utdteszteken is gyengébben teljesitettek a tobbi tanulohoz képest. Az 6 esetiikben a szabalyok
vilaganak mélyebb megismerése tobb foglalkozast igényelt volna. Mindezek mellett a
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szoveges kontextusban rejt6z6 egylépéses szabaly felismerése és képlettel torténé megadasa a
foglalkozasoknak koszonhetéen sikeresnek mondhatd, hisz a feladatot teljesitok arany
meghaladta a 2014-es felmérésben résztvevé HU tanulok teljesitményének aranyat.

Egylépéses szabaly szoveghen

2014-HU
2014-UA B szabdlykovetés (2. szint)
2016-UA M érvelés képlettel (3. szint)

0% 20% 40% 60% 80% 100%

5.41. abra

Kovetkeztetések

A korabbi felmérés (lasd a dolgozat 4.3. alfejezete) eredményeihez képest fejlodés
tapasztalhat6 a kiillonb6z6 mddon reprezentalt egyiittvaltozé mennyiségek kozotti kapcsolat
felismerésében, a felismert kapcsolat mellett szavakkal és képlettel torténd érvelésben.

A célzott 6. osztalyos fejlesztés mar jol kozelitette a 2014-es felmérésben résztvevé HU
tanulok eredményeit.

Az eredmények alapjan elmondhatd, hogy a szabalyfelismerd és -kovetd képességek
fejlesztését a bemutatott tevékenységek jol szolgaltdk. Ahhoz, hogy a jelen dolgozatban
vizsgalt, a foglalkozasokon és utdteszteken is gyengébben teljesitd gyerekeknél és a
»globalisan” is jelentkez0 hianyossagokat korrigaljuk, a bemutatott foglalkozasok szamanak
bovitését tartjuk célravezetonek, figyelembe véve az egyes foglalkozasokon Ilevont
tanulsagokat. A fogalom eldkészitését szolgald tevékenységek megtervezésénél szem elott
kell tartani a fliggvényfogalom alkotorészeinek €s kiilonbozo reprezentacidinak megismerését.

5.7. A FEJLESZTO PROGRAM OSSZEGZESE

A fejlesztd programmal a fiiggvényfogalom eldkészitését céloztuk meg a bevezetését
megeléz6 évben. A valasztott tanuldi csoport az ukrajnai magyar tannyelvii Nagydobronyi
Kozépiskola egy 6. osztalya, ahol a hasznalatos matematika kerettenterv és tankonyv csekély
hangsulyt fektet e fogalom elkészitésére. Kutatasunk azt vizsgalta, hogyan épithetd be a 6.
osztalyos matematika tanterv egyes témakoreibe a fiiggvényfogalom alkotorészei (valtozok,
kapcsolatok, szabalyok) és a fogalom kiilonbozé reprezentaciés formai (tablazat, szdveg,
képlet, nyildiagram, grafikon). A 11 foglalkozassal a K3. kérdésekre kerestiik a valaszt.

A fogalom alkotorészei koziil a kapcsolatok alapozasat targyi tevékenységekkel, az enaktiv
sikon végeztilk, mivel a targyi tevékenységek a vizsgalt életkorban jo kiindulépontot
nyujtanak az absztrahalas képességének fejlesztéséhez. A tobbi alkotorész (valtozo, szabaly)
megismertetését, ¢s ezzel egyiitt az egyiittvaltozd mennyiségek targyiasitasat a fliggvénygép
segitségével kezdtikk, mely jol illeszthetd a vizsgalt tanulok gondolkoddsmodjahoz. Ezt
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kovetden tértiink at a fogalom egy masik forrasanak, a valos életbdl vett folyamatoknak az

alkalmazasara. A fiiggvény kiilonboz6 reprezentacios formaival (szoveg, tablazat, képlet,
grafikon, nyildiagram) fokozatosan ismertettilk meg a tanulokat.

A fejlesztd program tapasztalatai a tanulok foglalkozasokon végzett munkajanak
megfigyelése, az utotesztek ¢s a késleltetett tesz alapjan (figyelembe véve a 4. fejezetben leirt,
6. osztalyos UA és HU tanulok eredményeit is):

Az alkotérészek megismerését a fogalom forrasai (fliggvénygép, valés életbdl vett
folyamat) jol szolgaltak.

Néhany tanulonak azonban a ,,gép” egyszeri bemutatdsa még nem volt elegendd
ahhoz, hogy az adott modelltl mas szitudciokban el tudjanak vonatkoztatni.
Szamukra tobb ilyen tevékenység kiprobalasa sziikséges, amit a ,,gép” un.
,Szabalykapcsoloval” valo ellatasaval érhetiink el. Ezzel a szabalyok vilaganak a
mélyebb megértését is megeélozhatjuk.

A szabaly inverzének alkalmazasa abban az esetben, ha az nem explicite adott, néhany
tanulonal még nehézséget jelentett.

A kiilonboz6 kontextusba agyazott egyiittvaltozo mennyiségek fogalmanak alakitasa
és/vagy azok kozotti kapcsolat felismerése a kiilonbozé fiiggvényreprezentaciok
megismerésének koszonhetden sikeres volt: az egyiittvaltozé mennyiségek valamely
reprezentacidja segitséget nyujtott abban, hogy a mennyiségeket megnevezzék, az
azok kozotti kapesolatot felismerjék, valamint mas modon reprezentaljak (1asd az 5.6.
alfejezetben k6zolt eredményeket) (H3.2.-t elfogadjuk).

Fejlodott a felismert kapcsolat melletti szavakkal torténd érvelés is.

Fejlodott az egyik reprezentacios modrol a masikra valo attérés képessége.

Abban az esetben, ha tobb fiiggetlen valtozonak ugyanaz a fliggd valtozo felelt meg
(tobb-egyértelmii leképezés) a tablazattal reprezentalt egylittvaltozd mennyiségeket
nyildiagramon vagy grafikonon reprezentalni a tanuldk felének még nem sikertilt.

A kilonbozd  kontextusban  rejtézéd  egylittvaltozd  mennyiségek  kozotti
kapcsolatfelismerd képesség abban az esetben, ha a kapcsolatot egylépéses szabaly
definialta, a foglalkozasok segitségével fejlodott. Viszont tovabbi foglalkozasok
levezetése sziikségeltetik a szdveges kontextusban meghtizodd egyiittvaltozo
mennyiségek és azok kozotti kapcsolat felismerésére, annak matematika nyelvén
torténd megadasara, ha ez a kapcsolat kétlépéses szaballyal definidlhatd és/vagy a
mennyiségek implicite rejtdznek a szovegben.

A célzott 6. osztalyos fejlesztés mar jol kozelitette a 2014-es felmérésben résztvevo 6.
osztalyos HU tanulok eredményeit, akiknél a fogalom el6készitd munka elemi iskola
1. osztalyatol tortént.
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KONLUZIOK, TOVABBI KUTATASI LEHETOSEGEK

Kutatasunk fokuszaban a fliggvényfogalom kialakitasanak vizsgalata allt. A vizsgalatokat
analitikus eljarassal, a fogalommal kapcsolatos didaktikai kutatdsok elemzésére alapozva
kezdtiik. Erre épitve tértiink at az induktiv utra (Falus, 2004). Elészor elsééves egyetemi
hallgatok egy valasztott csoportjaban leird esettanulmany segitségével vizsgaltuk a hallgatok
fliggvényrdl kialakult képzeteit. Ezzel egyidoben sszehasonlitdo pedagogiai kutatas keretében
egy-egy ukrajnai és magyarorszagi iskola tanuldi csoportjaiban a fliggvényfogalom
elokészitésének, bevezetésének, majd alakulasanak fazaisaiban elvégzett vizsgalatokbol
kiindulva dolgoztunk ki, majd akcidkisérlettel valdsitottunk meg egy, a fogalom eldkészitését
tamogato, lehetséges tanitasi tervet.

Az egyes kutatasi kérdésekhez (K1., K2., K3.) kapcsolodo hipotéziseink a kdvetkezok voltak:

HI1.1. A kozépiskolat befejezé tanuldi csoport fiiggvényfogalomrol kialakult képzetei nem
felelnek meg a kerettantervi kovetelményeknek.

H2.1. A vizsgédlt 6. osztdlyos ukrajnai tanulok alacsonyabb szinten birtokoljak a
szabalyfelismerd és szabalykovetd képességeket, mint a vizsgalt 6. osztalyos
magyarorszagi tanulok.

H2.2. Az ukrajnai tanulok szabalyfelismer6 és szabalykovetd képességei fejlédnek a vizsgalt
id6szakban.

H2.3. A fliggvény fogalmanak bevezetése hatassal van a szabalyfelismerd és szabalykdvetd
képességek fejlodésére.

H2.4. Eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi tanuloknal 8.
osztaly végére ,,idealisabb” fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrdl (azaz a képzet

H3.1. A figgvényfogalom forrasainak a 6. osztalyos tananyagba torténd beépitése hozzajarul
a fiiggvényfogalom alkotorészeinek megismeréséhez.

H3.2. Az egyiittvaltoz6 mennyiségek fogalmanak alakitdsat a forrasok mellett ebben az
életkorban jol szolgalja a fliggvény kiilonbdzo reprezentacidinak megismerése is.

H3.3. A fliggvényfogalom alkotdérészeinek és kiilonbozd reprezentacidinak 6. osztalyban
torténd megismertetésével fejlodnek a szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek
is.

Kutatasunk kiindulopontjaként az ukrajnai és magyarorszagi, 2012-ben kiadott kerettantervek
altalanos ¢és fiiggvényfogalom alakitasanak tiikrében végzett elemzése szolgalt. A
vizsgalatokat az elméletbdl levont kovetkeztetések szemszogébdl végeztiik, kiilon hangsulyt
fektetve az 5-6. osztalyos tantervekre (a fogalom elokészité szakaszara). Ezzel parhuzamosan
azon tankonyvek analizisével foglalkoztunk, melyek a kutatadsban résztvevd osztalyok
matematika tanitasanal hasznalatosak voltak. Vizsgalataink arra a megallapitasra jutattak,
hogy az ukrajnai osztalyban hasznélatos kerettanterv és tankonyvek kevesebb hangsulyt
fektetnek e fogalom el6készitésére, mint a magyarorszagi tanterv és tankonyvek, valamint a
magyarorszagi tankonyvekben a fogalom 7. osztilyos bevezetésénél is sokkal inkabb
megjelennek az elméletben targyalt alkotorészek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok).
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Mindezeket figyelembe véve kutatasunk elején arra kerestiik a valaszt, hogy az elemi iskolatol
kezd6do, a fogalomkialakitasat hangsulyoz6 tantervek ¢és tankdnyvek mellett milyen
fogalomképzet alakul-e ki a fliggvényrdl az elsd éves villamosmérndk hallgatok egy
csoportjanal (K1.1.). Az eredmények igazoltdk a H1.1.-t:

e A vizsgalt hallgatok tobbségének a fliggvényrol kialakult fogalomképzete nem felel
meg a kerettantervi kdvetelményeknek. Képzetiikben ismert, egy hozzarendelési
szaballyal definialhato fiiggvények ,.élnek”, a fogalom tartalmi jelentése hianyzik. A
fogalomalakitasi folyamat tehat valamely szakaszban ,,megtort”. Annak ellenére,
hogy a magyarorszagi tanterv, illetve tankdnyv mar 7. osztalyban megismerteti a
tanulokat a ,,tagabb” értelemben vett fliggvénydefinicioval, a vizsgalt hallgatok
fogalomképzetei egy ,,szlik” fiiggvényfogalmat mutatnak.

Minthogy a két orszagban eltéré a fogalom el6készitésének folyamata, tobb éves
longitudinalis méréssorozatot terveztiink egy-egy tanuldi csoporttal 6., 7. és 8. évfolyamokon.
El6szor 2014 tavaszan vizsgaltuk egy-egy 6. osztalyt végz6 ukrajnai és magyarorszagi tanuloi
csoportban a fiiggvényfogalom alkotorészeihez (valtozok, kapcsolatok, szabalyok)
kapcsolodo szabalykdvetd €s szabalyfelismerd képességek szintjét (K2.1.). Az eredmények
értékeléséhez kvantitativ és kvalitativ modszereket egyarant alkalmaztunk. A tapasztalatok
igazoltak a H2.1.-t:

o Megfeleld fejlesztési kovetelmények hianyaban a vizsgalt 6. osztalyos UA tanulok
alacsonyabb szinten birtokoljak a szabalyfelismerd ¢€s szabalykovetd képességeket,
mint a vizsgalatokban résztvevé magyarorszagi tanulocsoport.

Az UA tanulok képesek ugyan kapcsolatot felismerni a kiilonb6z6 modon reprezentalt
egyiittvaltozd6 mennyiségek kozott és kovetni azt, de a kapcsolatot meghatarozoé
szabaly melletti érvelés verbalisan vagy képlettel mar nehézségekbe litkozik. Az egyes
szintekhez tartozo feladatokra helyes valaszt ado UA ¢és HU tanulok a felismert
kapcsolat mellett hasonléan érveltek.
Masodik [épésben 7. osztaly végén (2015 tavaszan), miutdn a fiiggvény fogalmat mindkét
tanuldi csoport megismerte, egy Ujabb felméréssel a K2.2. és K2.3. kérdésekre probaltunk
valaszt kapni. A felmérés eredményeként megallapithato:

e Az el6z6 évi kutatasokhoz képest a vizsgalt ukrajnai tanulok tobbsége a kiillonb6zo
kontextusba rejtett (tablazat, szoveg, grafikon) egylépéses szabalyt mar képes
felismerni és kovetni. Fejlddés tapasztalhatdé az explicit mddon adott szabaly
értelmezésében és kovetésében is. Tehat a H2.2. igazolddott.

e Bar hatassal van a fogalom bevezetése a kiilonbdz6 modon reprezentalt egylittvaltozo
mennyiségek kozotti kapcsolat felismerése, az ezt meghatarozd szabaly leirasara és
kovetésére (a H2.3. igazolddott), az UA tanuldk teljesitménye még alatta maradt a HU
tanulokénak. Tobb UA tanulonak még nehézséget jelentett a felismert kapcsolat
szavakkal és/vagy képlettel torténé megadasa.

Végiil a fogalom bevezetését kovetd évben (8. osztaly végén, 2016 tavaszan) kitlizott felmérés
azt volt hivatott szolgalni, hogy megvizsgalja, az eltérd fogalomkialakitasi folyamat milyen
fogalomképzethez vezetett az el6z6 évek felméréseiben is résztvevd két csoport tanuldinal
(K2.4)).
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e A tapasztalatok arra engedtek kovetkeztetni, hogy mindkét orszag vizsgalt tanuldinak
tobbségének, hasonloan az elsé éves egyetemi hallgatokhoz, fogalomképzete nincs
,,hattérben” maradt.

e A magyarorszagi tanuloknal a fogalom alkotorészeinek, kiilonboz6 reprezentacidinak
megismerése és azok kozotti atjarasi képesség fejlesztése célzottabban, elemi iskolatol
kezdddden, a folyamat a fliggvény torténeti fejlodését kovetve tortént. A felmérés
kiilonbozo specifikus fiiggvények bevezetésének hatasara fogalomképzetiikben még a
,,szik” fliggvényfogalom él. Mindkét tanuldi csoportban csupan 1-1 tanulo volt, akinél
olyan fogalomképzet alakult ki, mely kolcsonds kapcsolatban van a fogalom
a tanulok fogalomképzetének folyamatos vizsgalata, sziikség esetén annak korrigalasa.

Tehat Osszességében a H2.4.-t elvethetjik ¢és a kovetkezot allithatjuk:  Eltére
fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi tanuloknal 8. osztdaly végére
nem alakul ki , idedlisabb” fogalomképzet a fiiggvényrdl, mint a felméréssorozatunkban
résztvevo ukrajnai tanuloknal.

Minthogy a hatékony fogalomképzet kialakulasara hatassal vannak a fogalom alakitasa soran
szerzett tapasztalatok, vizualis reprezentaciok, élmények, konkrét példak és ellenpéldak, ezért
az eredmények alapjan indokoltnak talaltuk a fliggvényfogalom kialakitasanak altalanos
iskolai atgondolasat. Ehhez egy lehetséges kezdeti 1épéseként 6. osztalyt megcélzo fejlesztd
programot dolgozatunk ki és valositottunk meg az ukrajnai magyar tannyelvi, karpataljai
Nagydobronyi Kozépiskolaban.

Kutatasunk azt vizsgalta, hogyan épithetdk be az ukrajnai 6. osztilyos matematika tanterv
bizonyos témakdreibe a fiiggvényfogalom alkotdrészei (valtozok, kapcsolatok, szabalyok),
hogyan erdsithetjiik a helyes fliggvényséma kialakulasat, és ezzel egylitt hogyan alapozhatjuk
meg a 7. osztdlyban bevezetésre keriilé fiiggvény fogalmat. A vizsgélatokat a valasztott
tanuldi csoport azon matematikai ismereteinek feltérképezésével kezdtiik, melyek a fejlesztd
program egyes foglalkozasain is el6térbe keriiltek. A foglalkozasokat az elméletbdl levont
kovetkeztetésekre, a korabbi felmérésekkel szerzett tapasztalatokra alapozva dolgoztuk ki és
épitettik be a 6. osztalyos tanmenet egyes témakoreibe (Ardny és ardnypdr c. témakor,
valamint a Grafikonok c. témakoér) gy, hogy azt ne kelljen teljesen modositani. Ennek
megfeleléen 11 foglalkozast terveztiink, melyet két ciklusban valdsitottunk meg. Minden
részt egy-egy utoteszttel, majd végiil egy késleltetett teszttel zartunk.

A K3.1,, K3.2. és K3.3. kérdésck megvalaszolasat az enaktiv reprezentacios sikon kezdtiik.
Minthogy a targyi tevékenységek sziikségesek az absztrakcidhoz, arra torekedtiink, hogy a
tanulok a kapcsolatok vildgaban manualis tevékenységekkel szerezzenek tapasztalatokat,
alkossanak informalis tablazatokat, verbalis szabalyokat. Ugyancsak az enaktiv sikon kezdtiik
az egyiittvaltoz6 mennyiségek fogalmanak targyiasitasat, és ezzel egylitt a szabalyfelismerés
képességének fejlesztését.

A tobbi alkotorész megismertetését, és ezzel egyiitt az egyiittvaltozd mennyiségek
targyiasitasat a fliggvény egyik forrasaval, a fliggvénygéppel kezdtiik, mely jol illeszthetd a
vizsgalt tanulok gondolkoddsmodjahoz. Ezt kovetden tértiink 4t a fogalom egy masik
forrasanak, a valos ¢életbdl vett folyamat alkalmazasara. A fliggvény kiilonbozo reprezentacios
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formaival (szoveg, tablazat, képlet, grafikon, nyildiagram) fokozatosan ismertettiik a

tanulokat.
A foglalkozasok soran szerezett tapasztalatok alapjan a kovetkezoket allithatjuk:

o Az alkotorészek megismerését ezen forrasok jol szolgaltak, de néhany tanulonak a

,»Z2¢p” egyszeri bemutatdsa még nem volt elegendé ahhoz, hogy a modelltd] mas
szituaciokban, kiilonb6z6 kontextusokban el tudjon vonatkoztatni. Tehat a H3.1. a
kovetkez6 modositassal valik igazza: A fiiggvényfogalom forrdsainak (fiiggvénygép,
valos életbdl vett fiiggvénymodellek) a 6. osztalyos tananyagba torténé beépitése
hozzajarul a fiiggvényfogalom alkotorészeinek megismeréséhez, de a gyengébb
képességii tanulok tobb foglalkozast igényelnek.

A kiilonb6zd kontextusba ,,agyazott” egyiittvaltozé mennyiségek alakitasa és/vagy
azok kozotti kapcsolat felismerése a kiprobalt tevékenységeknek és a fliggvény
kiilonb6z6 reprezentacioi megismerésének koszonheten sikeresnek mondhatd (H3.2.
igazolodott). A felismert kapcsolat tablazattal torténd reprezentaldsa hozzajarult annak
matematika nyelvére vald ,atiiltetésére”, ha ezt a kapcsolatot egylépéses szabaly
definialta.

Tovabbi foglalkozasok levezetése sziikségeltetik a szoveges kontextusban meghuzodo
egyiittvaltozd6 mennyiségek és az azok kozotti kapcsolat felismerésére, annak
matematika nyelvén torténd megadasara, ha ez a kapcsolat kétlépéses szaballyal
definialhato és/vagy a mennyiségek implicite rejtéznek a szovegben.

Osszegezve a fejlesztd program utétesztjeinek és az 5.6. alfejezetben bemutatott késleltetett
tesztnek a tapasztalatait a K3.3. kérdés vonatkozasaban a kovetkez6t allithatjuk:

A kiilonbozé  kontextusban rejtozé  egyiittvaltozo mennyiségek kozotti  kapcsolat
felismerése abban az esetben, ha az egylépéses szabdllyal definidlhato, néhany
foglalkozassal fejlesztheté. Viszont a legalabb kétlépéses szaballyal definidalhato
kapcsolatok felismerése és kovetése hosszabb, folyamatosabb fejlesztést megcélzo
foglalkozdsokat igényel.

Néhany tovabbi kutatasi lehet6ség

Tobb magyarorszagi és ukrajnai iskola tanuloi csoportjaban a fliggvényfogalom
kialakitasi folyamatanak, s ezzel egyiitt a fogalomképzet alakulasanak vizsgalata
tovabbi évfolyamokon.

A bemutatott kisérleti tanitas kiprobalasa tobb ukrajnai iskola tanulocsoportjaban a
mar megszerzett tapasztalatok figyelembe vételével tett modositasokkal.

A kisérleti tanitas folytatdsa a fiiggvényfogalom 7. osztalyban torténd bevezetését
célzd foglalkozasokkal, majd tovabbi alakitasat segitd foglalkozasok kidolgozasa és
kiprobalasa mind magyarorszagi, mind ukrajnai iskolakban.

A kisérleti tanitdsokban résztvevd tanulok fogalomkialakulasi folyamatanak
Osszehasonlitasa mas tanul6i csoportokéval.

Tovabbi érdekes teriilet lehet annak felkutatasa, hogy van-e kapcsolat a tanuldok
geometriai gondolkodasi szintje (van Hiele szintek) és a fiiggvényr6l a Bruner-féle

s

gondolkodas kozott.
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OSSZEFOGLALO

Kutatasunk kozpontjaban a fiiggvényfogalom kialakitasanak vizsgalata allt.
Matematikatanitas soran tobbszor szembesiiltiink azzal a problémaval, hogy az altalanos vagy
a kozépiskola befejezése elott allo, sot, egyetemet kezdett tanulok ,,elveszettek™ a fliggvények
vilagdban. Vajon mi okozza ezt? Gyanu targyat képezte, hogy mindennek hatterében a
tanulasi folyamat azon szakasza all, amikor a fliggvény fogalma bevezetésre kertil.

A fuggvényfogalom bevezetéshez alapos elokészité munka sziikséges. Ennek fokuszaban a
fogalom egy olyan informalis bazisanak kiépitését célszeri helyezni, melyre késobb az 1j
tananyag épithetd. Mindez elérhetd a fiiggvényfogalom azon forrasainak beépitésével, melyek
a fogalom alkotdrészeinek a megismertetését is segitik.

Vizsgalva az Ukrajna Oktatasi és Tudomanyos Minisztériuma altal megerdsitett, matematika
tanterveket és a magyar nyelvre leforditott tankonyveket, kideriilt, hogy az elékészité munka
csekély szerepet kap mind a tankonyvekben, mind a tantervben, ellentétben a magyarorszagi
tantervvel és tankonyvekkel.

A dolgozatban a kovetkez6 kérdésekre kerestiik a valaszt:

K1.1. Milyen fogalomképzet alakult ki a fiiggvényrdl a magyarorszagi kozépiskolat befejezd
tanulok egy vdlasztott csoportjandl?

K2.1. Milyen szinten birtokoljak a szabalykoveto és szabalyfelismerd képességeket 6. osztaly
végen az ukran és magyar kézoktatasban tanulo vizsgalt diakok?

K2.2. Fejlédnek-e célzott fejlesztés nélkiil is az ukrajnai osztaly tanuldinak szabalykévetd és
szabalyfelismerd képességei?

K2.3. Hatdssal van-e a fiiggvényfogalom formdlis bevezetése, kiilonbozd reprezentdacidinak
megismerése a szabdlykovetd és szabalyfelismerd képességek fejlodésére az ukrajnai
csoporthan?

K2.4. Milyen fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrdl 8. osztaly végére a vizsgalt ukrajnai és
magyarorszagi tanuloknal az eltérd fogalomkialakitasi folyamat mellett?

K3.1. Hozzdjarul-e a fiiggvényfogalom alkotorészeinek jobb  megismeréséhez a
fiiggvényfogalom kiilonbozé forrasainak (fiiggvénygép, valos életbdl vett folyamat) az
ukrajnai 6. osztalyos matematika tananyag egyes témakoreibe torténé beépitése?

K3.2. Hogyan segitik az egyiittvaltozo mennyiségek fogalmanak alakitasat a fiiggvény forrasai
és a kiilonbozd reprezentdcioi (tablazat, szoveg, képlet, grafikon)?

K3.3. Fejleszthetdk-e a fiiggvény alkotorészeinek és kiilonbozé  reprezentacidinak 6.
osztalyban torténé megismertetésével a 6. osztalyos ukrajnai tanulok szabadlyfelismerd
és szabalykévetd képességei?

Az 1. fejezetben a kutatas elméleti hatterét ismertettiik.

Skemp (2005) két, fogalomalkotasra vonatkozo alapelve szerint a matematikai
fogalomalkotasban a definicioknak meghatarozott helyilk van. A definicid bevezetésének
egészen addig nincs értelme, mig a tanuldé nem rendelkezik a megfelelé matematikai
kultaraval. A bevezetéshez célszerli minél tobb olyan targyi tevékenységet hasznalni, melyek
személyes ¢lménnyé valva az epizodikus emlékezetben tarolodnak. Ez olyan emlékek
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Htarhaza”, amelyek az ismeretek elsajatitasanak kontextusat (személyes aspektusait) is
megorzik (Csépe, Gyory, Rago, 2007).

arrol kialakult fogalomképzetre is. Legtobbszor ezt hasznaljak a tanuldk annak eldontésére,
hogy egy objektum példaja vagy ellenpéldaja a fogalomnak. Ennélfogva a fogalom kialakitasa
soran fontos, hogy a tanuloknal olyan fogalomképzet alakuljon ki, mely kolesonds
A figgvényfogalom didaktikai elemzése ramutatott arra, hogyan épithetd ki a bevezetéséhez
sziikséges matematikai kultira. Torténeti fejlédését elemezve kirajzolodtak a fogalom
alkotorészei (valtozok, kapcsolatok, szabalyok), melyek a megértéséhez sziikséges eldzetes
ismereteket is magukban hordozzak. A fogalom kialakitasi folyamatdban fontos a valtozas
érzékelése, a valtozok kozotti kapcsolat felismerése. A valtozas ,,milyenségét” pedig a
valtozok kozotti kapcesolatot leird szabaly tudja meghatarozni.

A legtobb matematikai fogalom iskolai alakitasi folyamata kdveti annak torténeti fejlodését.
A fliggvényfogalom esetében is ez a helyzet, elokészitéséhez a ,,szlikebb” fliggvényfogalmat
hasznaljuk, azaz a szabalyokkal leirhatdé kapcsolatok keriilnek eldszor targyalasra. Ebbol
bontakozik ki késobb a ,.tagabb” fiiggvényfogalom (itt mar nincs jelentdsége annak, hogyan
jott Iétre a kapcsolat).

A didaktikai elemzéssel igyekeztink megtalalni a fliggvényfogalom elokészitését segitd
forrasokat, kapcsolatba hozva dket a fogalom megértésének egyik kritériuméval, a kiillonb6z6
reprezentaciok hasznalatanak képességével.

A szakirodalmak analizisével a kovetkez6 megallapitasok tehetok a fiiggvényfogalom
kialakitasara:

o Az clokészitési szakasz fokuszaba a fogalom egyes alkotorészeinek megismerését kell
helyezni.

e Az alkotorészek megismertetését és az egyiittvaltozd mennyiségek fogalmanak
targyiasitasat elérhetjiik a fogalom kiilonboz6 forrasainak (fliggvénygép, valos életbdl
vett folyamat) bevonasaval.

o Az ecgyiittvaltoz6 mennyiségek kozotti kapcsolat felismerésében a fiiggvény
kiilonb6z6 reprezentacioi nyujthatnak segitséget (verbalis, tablazat, képlet,
nyildiagram, grafikon).

e Mindezekkel egyiitt a mennyiségek kozotti felismert kapcsolatot leird szabalyhoz,
kapcsolhato szabalykovetd és szabalyfelismerd képességek fejlesztését is szem elott
kell tartanunk.

e Fejleszteniink kell a kiilonb6z6 reprezentaciok kozotti atjaras képességét is, mely a
fogalom mélyebb megértését segiti.

A dolgozat 2. fejezetében ukrajnai és magyarorszagi 5-6. osztalyos, 2012-ben kiadott
matematika kerettantervek és tankonyvek altaldnos, majd a fiiggvényfogalom kialakitasa
szempontjabol végzett elemzésével arra torekedtiink, hogy megtalaljuk milyen hasonlosagok,
esetleg kiilonbségek mutatkoznak a fogalom el6készitési szakaszaban. Tovabba, azok
mennyire vannak 6sszhangban a tankonyvi leckékkel és az azokban kitlizott feladatokkal. A
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tankonyvek koziil azokat elemeztiik, melyeket a kutatdsunkban résztvevo tanuldi csoportok
hasznaltak.

Vizsgalataink arra a megallapitasra jutattak, hogy az ukrajnai kerettanterv és tankonyvek
kevesebb hangstlyt fektetnek e fogalom el6készitésére, mint a magyarorszagi tanterv és
tankdnyvek. A magyarorszagi tankonyvekben és tantervekben sokkal inkabb megjelennek az
elméletben targyalt alkotorészek (valtozok, kapcsolatok, szabalyok) és a hozzajuk kapcsolodo
szabalyfelismerd ¢s —kdvetd képességek fejlesztése is hangstlyozottabb.

A 3. fejezetben magyarorszagi kozépiskolat befejezo, elsééves egyetemi hallgatok
fliggvényrdl kialakult fogalomképzetét vizsgaltuk leird esettanulmany segitségével. A
hipotézis igazolasahoz vagy elvetéséhez készség- és tudasszintmérd tesztet hasznaltunk,
melyet kvantitativ modszerekkel értékeltiink, a hallgatok munkéjanak kvalitativ elemzésével
kiegészitve. A vizsgalatokat Vinner ¢s Dreyfus (1989) kutatasai alapjan végeztiik a Debreceni
Egyetem villamosmérndk hallgatoi korében.

A K1.1. kutatasi kérdéshez a kovetkezd, H1.1. hipotézist kapcsoltuk:

HIi.1. A kozépiskolat befejezé tanuloi csoport fiiggvényfogalomrol kialakult képzetei nem
felelnek meg a kerettantervi kdvetelményeknek.

A vizsgalt hallgatok tobbségének a fliggvényrodl kialakult fogalomképzetében ismert, egy
hozzarendelési szaballyal definialhato fiiggvények voltak jelen, a fogalom tartalmi jelentése
hianyzott. Ezeknél a hallgatoknal a fogalomalakitasi folyamat tehat valamely szakaszban
»megtort”. Annak ellenére, hogy a magyarorszagi tanterv, illetve tankdényv mar 7. osztalyban
megismertette a tanulokat a ,tadgabb” értelemben vett fiiggvénydefinicioval, a vizsgalt
hallgatok fogalomképzetei egy ,,sziik” fliggvényfogalmat mutattak. Ezért a H1.1. igazolodott.

A 4. fejezetben egy ukrajnai magyar tannyelvl kozépiskola (elemi, altalanos és kozépfoku
oktatasi intézmény) és egy magyarorszagi altalanos iskola egy-egy tanuldi csoportjaban 3
éven keresztiil végzett, a fliggvényfogalom kialakulasat vizsgald 6sszehasonlitdé pedagédgiai
kutatast mutattunk be. A hipotézisek igazolasahoz vagy elvetéséhez készségszintmérd
teszteket hasznaltunk, melyek értékelését kvantitativan végeztilk, a tanulok munkajanak
kvalitativ elemzésével.

Eloszor 6. osztalyban (2014) vizsgaltuk a tanulok szabalyfelismerd és szabalykovetd
képességeinek szintjét a fiiggvényfogalom bevezetése eldtt. A felmérés soran szerezett
tapasztalatok figyelembe vételével ezt 7. osztalyban (2015), a fiiggvényfogalom
ezen képességekre gyakorolt hatasat vizsgalta. Végiil a tanulok fliggvényfogalomrol alkotott
képzeteinek feltérképezését céloztuk meg 8. osztaly végén (2016).

A K2. kutatasi kérdésekhez kapcsolodo hipotézisek (H2) attekintése:

H2.1. A vizsgalt 6. osztalyos ukrajnai tanulok alacsonyabb szinten birtokoljak a
szabalyfelismerd és szabdlykovetd képességeket, mint a vizsgdlt 6. osztdalyos
magyarorszagi tanulok.
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Megfeleld fejlesztési kovetelmények hidnyaban a vizsgalt 6. osztalyos ukrajnai (UA) tanulok
alacsonyabb szinten birtokoltak a szabalyfelismerd és szabalykdvetd képességeket, mint a
vizsgalatokban résztvevé magyarorszagi (HU) tanulocsoport (a H2.1. igazolodott). Tehat az
eredmények igazoltak a hipotézist. A vizsgalt UA tanulok képesek voltak ugyan kapcsolatot
felismerni a kiilonb6zé modon reprezentalt egytittvaltozé mennyiségek kozott és kovetni azt,
de a kapcsolatot meghatarozo szabaly melletti érvelés verbalisan vagy képlettel mar
nehézségekbe litk6zott.

H2.2. Az ukrajnai tanuldk szabdlyfelismerd és szabdlykivetd képességei fejlédnek a vizsgalt
idoszakban.

A kiilonbozo kontextusba rejtett (tablazat, szoveg, grafikon) egylépéses szabalyfelismerés
vagy az explicite adott szabaly értelmezése és kovetése terén fejlodtek a vizsgalt UA tanulok
szabalyfelismerd és —kovetd képességei. Bar kis aranyban, de a tablazattal reprezentalt
tobblépéses szabalyfelismerésben is mutatkozott fejlédés (a H2.2-t elfogadjuk).

H2.3. A fiiggvény fogalmanak bevezetése hatassal van a szabalyfelismero és szabalykéoveto
képessegek fejlodésére.

Bar hatassal volt a fogalom bevezetése a kiilonbozé moddon reprezentalt egyiittvaltozo
mennyiségek kozotti kapcsolat felismerése, az ezt meghatarozd szabaly leirasara és
kovetésére (H2.3. igazolodott), az UA tanulok teljesitménye még alatta maradt a HU
tanulokénak. Tobb UA tanulénak még nehézséget jelentett a felismert kapcsolat szavakkal
és/vagy képlettel torténd megadasa.

A 6. és 7. osztalyos vizsgalatok eredményei alapjan elmondhatd, hogy a célzott el6készitd
munka erGsitette a HU tanulok helyes fliggvénysémajanak alakulasat, a spontan fejlodés
mellett.

H2.4. Eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi tanulokndl 8.
osztaly végere , idealisabb” fogalomképzet alakul ki a fiiggvényrol (azaz a képzet
kélcsonds kapesolatban van annak definiciojaval), mint a vizsgalt ukrajnai tanuloknal.

A felmérés eredményei azt mutattak, hogy az eltéré fogalomkialakitasi folyamat ellenére, a

hatasara mindkét tanulo6i csoport fogalomképzetében még a ,,sziik” fliggvényfogalom élt.

Tehat a K2.4. kérdés vonatkozasaban a kovetkez6t allithatjuk:

Eltéré fogalomkialakitasi folyamat mellett a vizsgalt magyarorszagi tanuloknal 8. osztaly

végére nem alakul ki, idedlisabb”  fogalomképzet a  fiiggvényrél, mint a

felméréssorozatunkban résztvevo ukrajnai tanuldkndal.

Az 5. fejezetben a fliggvényfogalom eldkészitését megceélzod fejlesztd programot és annak
tapasztalatait mutattuk be, melyet az ukrajnai magyar tannyelvii Nagydobronyi Ko6zépiskola
6. osztalyaban valositottunk meg 2015-2016-ban akciokisérlet segitségével. A hipotézisek
igazolasahoz vagy elvetéséhez tajékozodo felmérést, két utdtesztet és egy késleltetett tesztet
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hasznaltunk, melyek értékelését kvantitativan végeztikk, a tanulok munkajanak kvalitativ

elemzésével. Ezeket az egyes foglakozasokon megfigyeléssekkel (irasos feljegyzések,
hangfelvételek, fényképek, a foglakozasokon hasznalt tanuldi ,Moka” fiizet) szerzett
tapasztalatokkal egészitettiink ki.
Az alabbi Tablazat a program 11 foglalkozasarol ad informaciot.

Fejleszto stratégia, modszer

Rovid tartalmi leiras

Tajékozodo felmérés (2015. november 17.)

Fejleszto program 1. része (2015. november 23 - december?7.)
Tanterv szerinti témakor: Arany, aranypar
(a foglalkozasok a tanorak csak egy részét toltotték ki)

1 Elemz6  képesség, relacios  szokincs | Elemparok alkotasa manualis
) fejlesztése tevékenységekkel
Egyiittvaltoz0  mennyiségek  fogalmanak | Egyiittvaltoz6 mennyiségek fogalmanak
) alakitasa,  kapcsolatfelismeré  képesség | bevezetése fliggvénygép alkalmazasaval
’ fejlesztése és  kiilonb6z6 modon  valo
lejegyzése
Szabalykovetd  képesség, reprezentacios | Kifejezések  helyettesitési értékeinek
3. formak  kozotti  atjaras  képességének | meghatarozasa
fejlesztése
Egyiittvaltozd6 mennyiségek, a kozottiik 1évo | Szoveges feladatokban rejtézo
4-5. | kapcsolat felismerésének fejlesztése egyiittvaltozd ~mennyiségek felismerése,
reprezentédlasa tablazattal, képlettel
6 ,»Kétiranyu” gondolkodas fejlesztése Szituaciok és azok altalanos megoldasat
) leird algebrai kifejezések dsszekapcsolasa
Utdteszt (2016. januar 19.)
Fejleszto program 2. része (2016. aprilis 25. — majus 4.)
Tanterv szerinti témakor: Grafikonok
(a foglalkozasok a teljes tandrat kitoltottek)
7 Megfigyeloképesség fejlesztése, eligazodas a | Grafikonok bevezetése. Adatok leolvasasa a
" | mindennapi élet grafikonjain grafikonrol
Egyiittvaltozo mennyiségek  jegyzése. | Szituacidhoz elore elkészitett tablazat
8. | Reprezentaciok kozotti atjaras képességének | alapjan grafikon szerkesztése, grafikon
fejlesztése alapjan tablazat kitoltése
Kapcsolat felismerd képesség fejlesztése és | Szituaciok eljatszasa az egyiittvaltozo
9. | reprezentalasa jatékos eszkozokkel mennyiségek  tablazatos és  grafikus
abrazolasanak eldkészitéséhez
Tapasztalati fliggvények alkotdsa, azok | Valos életbdl vett szituacidok kiilonbozo
10. | reprezentdldsa  és  Osszekapcsolasa  a | reprezentalasa (diszkrét eset)
szituacioval
Tapasztalati fliggvények alkotdsa, azok | Valos életbdl vett szituaciok kiilonbozo
11. | reprezentalasa  és  Osszekapcsolasa  a | reprezentalasa (folytonos eset)
szituacioval

Utéteszt (2016. majus 11.)

Késleltetett teszt (2016. majus 23.)

Tablazat: A fiiggvényfogalom elokészitését célzo fejleszté program
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A K3 kutatasi kérdésekhez kapcsolodo hipotézisek (H3) attekintése:

H3.1. 4 fiiggvényfogalom forrasainak a 6. osztalyos tananyagba térténd beépitése hozzdjarul
a fiiggvenyfogalom alkotorészeinek megismeréséhez.

Az alkotorészek megismerését ezen forrasok jol szolgaltak, de néhany tanulonak a ,,gép”
egyszeri bemutatasa még nem volt elegendé ahhoz, hogy a modellté]l mas szituacidkban,
kiilonb6z6 kontextusokban el tudjon vonatkoztatni. Tehat a H3.1. a kovetkez6 modositassal
valik igazza: A fiiggvényfogalom forrasainak (fiiggvénygép, valos életbdl vett folyamat) a 6.
osztalyos tananyagba torténd beépitése hozzajarul a fiiggvényfogalom alkotorészeinek
megismerésehez, de a gyengébb képességii tanulok tobb foglalkozast igényelnek.

H3.2. Az egyiittvaltozo mennyiségek fogalmanak alakitisat a forrasok mellett ebben az
életkorban jol szolgdlja a fiiggvény kiilonbozd reprezentacioinak megismerése is.

A kiilonb6z6 kontextusba agyazott egyiittvaltozé mennyiségek alakitasa és/vagy azok kozotti
kapcsolat felismerése a kiprobalt tevékenységeknek és a fliggvény kiilonb6zo reprezentacioi
megismerésének koszonhetden sikeres volt. Az egylittvaltozd mennyiségek reprezentacioi
segitséget nyujtottak abban, hogy azokat megnevezzék, a kozottik 1évé kapcsolatot
felismerjék, valamint attérjenek egyik reprezentaciés modrol a masikra (a H3.2. igazolodott).
A felismert kapcsolat tablazattal torténé reprezentalasa hozzajarult annak a matematika
nyelvén val6é megfogalmazasahoz, ha ezt a kapcsolatot egylépéses szabaly definialta.

H3.3. A fiiggvényfogalom alkotorészeinek és kiilonbozé reprezentacioinak 6. osztalyban
tortéend megismertetésével fejlodnek a szabalykoveto és szabalyfelismerd képességek
is.

A szoveges kontextusban meghtizodo egylittvaltozo mennyiségek és az azok kozotti kapcsolat
felismerése, annak a matematika nyelvén torténd megadasa, ha ez a kapcsolat kétlépéses
szaballyal definialhatd és/vagy a mennyiségek implicite rejtéztek a szovegben, még nehéznek
bizonyult.

Igy a K3.3. kutatasi kérdés vonatkozaséban a kovetkezot allithatjuk:

A fiiggvényfogalom alkotorészeinek és kiilonbozé reprezentdcioinak 6. osztalyban térténd
megismertetésével a kiilonbozo kontextusban rejtozé egylépeses szaballyal definialhato
kapcsolat felismerése néhany foglalkozassal fejlesztheta.

Viszont a legalabb kétlépéses szabdllyal definialhato kapcsolatok felismerése és kovetése
hosszabb, folyamatosabb fejlesztést megcélzo foglalkozasokat igényel.

A dolgozat zarasaként 6sszefoglaltuk kutatasunk legfontosabb eredményeit, tapasztalatait,
majd felvazoltunk néhany tovabbi kutatasi lehetdséget.
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SUMMARY

The focus of our study was the investigation of the formation of the function concept which is
a fundamental concept.

While teaching Mathematics, we have frequently faced the problem that students before
graduation from elementary or secondary schools and even first year university students are
lost in the world of functions. What could be the reason of it? One of our initial suspicions
was that an important learning period stands behind this problem, particularly, when the
concept of function is introduced.

A meticulous preparation is needed before introducing the concept of function. An informal
basis of the concept should be built as the focus of this process on which the new material can
be built later. It can be carried out by introducing the sources of the function concept which
help to familiarize the students with the constitutive parts of the concept.

While studying the Mathematics curricula and the Hungarian translations of the textbooks,
which are approved by the Ministry of Education and Science of Ukraine, it turned out that
the preparation work plays very little role both in the curricula and the textbooks, as opposed
to the curricula and textbooks used in Hungary.

Research questions:

K1.1. What kind of concept image of function has formed in a chosen group of secondary
school graduates in Hungary?

K2.1. To what extent do the investigated students possess the rule-following and the rule-
recognition skills by the end of the 6™ form in Ukraine and in Hungary?

K2.2. Do the rule following and the rule recognition skills of the students in Ukraine improve
without targeted improvement?

K2.3. Does the formal introduction of the function concept and the different representations
have any effect on the development of the rule following and the rule recognition skills
in the Ukrainian group?

K2.4. What kind of concept image of function develops by the end of the 8" form in the
investigated students from Hungary and Ukraine as a result of the different concept
formation process?

K3.1. Does the introduction of the sources of the function concept (function machine,
processes taken from real life) to the topics of Mathematics contribute to the better
understanding of the constitutive parts of the function concept?

K3.2. How do the sources and the different representations of the function (verbal, table,
formula, graph) facilitate the formation of the concept of covariant quantities?

K3.3. Is it possible to improve the rule following and rule recognition skills of the 6™ form
students by introducing the constitutive elements and representations of the function in
the 6™ form?

In Chapter 1 we presented the theoretical background of the research.

According to two principles of Skemp (2005), definitions have defined positions in
mathematical concept formation. The introduction of the definition makes no sense until the
student has sufficient mathematical culture. To the introduction of the concept should be used
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as many activities with objects as possible to make them a personal experiences which are
then stored in the episodic memory. This memory store also preserves the context of
knowledge acquisition (Csépe, Gyobry, Rago, 2007).

However, understanding the concept doesn’t only mean the ability to define the concept but
the concept image is also necessary. In most cases students use this to decide whether an
object is an example or a nonexample of a concept. Thus, in the process of concept formation
it is crucial that the students develop a concept image which is in a mutual relationship with
its formal definition.

The didactic analyses of the function concept pointed out how could the sufficient
mathematical culture be developed, which is necessary for the introduction of the definition.
Analysing the historical development, the constitutive parts of the concept were drawn up
(variables, relationships, rules), which carry the previous knowledge necessary for its
understanding (Sierpinska, 1992). The detection of change and the recognition of the relations
between variables is important in the concept formation process. The “quality” of change can
be determined by the rules describing the relationship between the variables.

Most concept formation processes in the school follow their historical development. It is the
case with the function concept too.

We use the ,,narrow” function concept to prepare the introduction of function at school, that
is, relations that can be described by rules are discussed first. The ,,broader” function concept
emerges from this (it is not important anymore how the relation evolved).

With the didactic analyses we tried to find the sources (cognitive roots) which facilitate the
preparation of the function concept and connected them with other criteria of understanding
the concept, like the ability to use the different representations.

Based on the literature review about the formation of the function concept we can claim the
following:

e The constitutive parts of the concept should be placed in the focus of the preparation
phase.

e The introduction of the constitutive parts and the reification of the the concept of
covariant quantities can be carried out by the involvement of the sources of the
concept (function machine, process taken from real life).

e The different representation of the function (verbal, table, formula, arrow diagram,
graph) can facilitate the recognition of the relationship between covariant quantities.

e We also have to keep in mind the improvement of the rule following and rule
recognition skills which can be connected to the rule which describes the recognised
relationship between the quantities.

e The skill of switching between different representations should also be improved,
which help the deeper understanding of the concept.

In Chapter 2 we analysed the Ukrainian and Hungarian Mathematics curricula and textbooks
- issued for the 5™-6™ forms in 2012 - from a general point of view and from the point of the
function concept formation. Our goal was to find out if there were any similarities or
differences in the preparation phase of the concept. Furthermore, we were interested in to
what extent these phases are in harmony with the tasks in the textbooks and the aims of the
textbooks. We analysed the textbooks which were used in the target groups of our research.
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Based on our analyses we arrived at the conclusion that the Ukrainian curricula and textbooks
put less emphasis on the preparation of the concept than the Hungarian curricula and
textbooks. In the Hungarian textbooks and curricula the constitutive parts of the function
concept which were discussed in the theoretical part (variables, relationships, rules) are more
present and the improvement of the rule recognition and rule following skills are more
stressed.

In Chapter 3 we studied the concept image of function among first year university students
who had just finished the secondary school in Hungary. In order to confirm or reject the
hypotheses, we used a skill proficiency test which was analysed with quantitative methods
complemented with a qualitative analyses of the students’ work. The study was carried out
following Vinner and Dreyfus (1989) among electric engineer students of the University of
Debrecen.

An overview of H1.1. hypothesis:

H1.1. The concept image of function of secondary school graduates do not meet the
requirements of the curricula.

In most students concept image of function there were functions which can be defined by an
assignment rule, but the content and the meaning of the concept was missing. Most students
considered a curve for a graph of a function, if they recognised similarities with the already
known function curves. The concept formation process in this group of students “broke” at
some point. Despite the fact that the Hungarian curriculum and textbook introduces the
“broader” function concept in the 7" form already, the concept images of the students
reflected the “narrow” function concept. This confirms H1.1.

In Chapter 4 we reported on the results of a 3 years long contrastive pedagogical longitudinal
research on the formation of the function concept. We studied two groups of primary school
students: one from a Hungarian school in Ukraine, and the other from Hungary. In order to
confirm or reject the hypothesis, we used a skill proficiency test which was analysed with
quantitative methods complemented with qualitative analyses of the students’ work.

The concept formation happens in a targeted form in the case of students from Hungary, while
in the case of students from Ukraine it’s different. Knowing these, we first tested the level of
rule following and rule recognition skills in the 6" form (2014), before the introduction of the
function concept. Based on the experiences of the first measurement, we assessed the students
again in the 7™ form (2015), after the introduction of the definition of the function concept. In
the second test we focused on the effects of the knowledge of the concept on the skills.
Finally, we tried to map the concept image of function among the students at the end of the 8™
from (2016).

An overview of H2. hypothesis:

H2.1. The investigated 6™ form students in the Ukrainian school have lower rule following
and rule recognition skills than 6" form students in Hungary.
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Due to the insufficient development requirements 6" form students in Ukraine (UA)
possessed the rule recognition and the rule following skills on a lower level than their peers in
the other group in Hungary (HU). So, the results confirmed H2.1. The UA students were able
to recognise and to follow the relationship between the covariant quantities which were
represented in different ways, but the argumentation verbally or with formulas for the rule that
defines this relationship were limited and caused some problems for them.

H2.2. The rule following and rule recognition skills of the Ukrainian students improve in the
studied period.

The rule following and rule recognition skills of the UA students improved in the studied
period (2014-2015) in the arcas of one-step rule recognition hidden in different contexts
(table, verbal, graph) or the interpretation and following of explicit rules. Although in small
proportions, but some improvement was detectable in the multi-step rule recognition
represented with table (H2.2. accepted).

H2.3. The introduction of the function concept has an effect on the improvement on the rule
following and rule recognition skills.

Although, the introduction of the function concept had an impact on the recognition of the
relationship between the covariant quantities represented in different ways and on the
description and following of the rule which determines it (H2.3. confirmed), the performance
of the UA students was behind the HU students. It was difficult for many UA students to
describe the recognised relationship with words or formula.

Based on the results of these analyses we can claim that, besides the spontaneous
development, the targeted preparation work strengthened the formation of the right function
schema in the HU students. The concept of the function, which was introduced in the 7" form,
could be built on stronger fundaments in the HU group.

H2.4. The investigated students in the Hungarian schools develop a more ideal concept image
of function (so the concept image has a mutual relationship with the concept definition)
by the end of the 8" form compared to their peers in Ukraine.

The results of the research showed that, regardless of the different concept formation
processes, after the introduction of the definition of the function and several specific
functions, the same “narrow” function concept was present in both groups as in the group of
university students. So, despite the less emphasis on the preparation of the function concept in
the Ukrainian curricula and textbooks, by the end of the 8" form both groups have similar
concept image.

Regarding K2.4. we can claim the following:

The Hungarian students couldn’t form a more ideal concept image of function by the end of
the 8" form than the Ukrainian participants, although the concept formation process was
different.

In Chapter 5 we reported on the experiences of the improvement program targeted on the
preparation of the function concept. This was done as an action research in the 6" form of the
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Secondary School of Nagydobrony (elementary, primary and secondary school) in the
academic year of 2015-2016 considering the criteria of contrastive pedagogical research. In
order to confirm or reject the hypotheses, we used a post-test and a delayed test which was
analysed quantitatively and completed with the qualitative analyses of the students. In
addition, we made observation during the classes (written notes, audio recordings, pictures,
the “Moka” workbook).

In the following table we summarized the improvement program of 11 occasions.

Improvement strategy, method | Brief content description
An exploratory study (17 November 2015)
1* part of the improvement program (23 November — 7 December 2015)
Topic in the curriculum: Ratio, ratio pair (the sessions covered only part of the lessons)

Analysing skills, relational vocabulary

. Creating element pairs with manual activities
improvement

Formation of the concept of covariant
quantities, improvement of relationship
recognition skills and recording them in
different ways

The introduction of covariant quantities with
the use of function machine

Improvement of the rule following skill,
3. and of the switching between different
representation forms

Defining the substitution value of
expressions

Improvement of the recognition of the

Recognising covariant quantities hidden in

4-5. | covariant quantities and the relationship textual tasks and representing them with
between them tables, formulas
« L e s Connecting situations and algebraic
6. | Improvement of “two-directional” thinking . . . . .
expressions which describe their solutions
Post-test (19 January 2016)
2" part of the improvement program (25 April — 4 May 2016)
Topic in the curriculum: Graphs (sessions covered the whole lesson)
7 Improvement of observation skills, Introducing graphs. Reading data from
" | understanding everyday graphs graphs
R di iant tities. .
ceording covarian qu? N 14 es . Creating a graph based on a prepared table
8. | Improvement of the switching skill s
. and filling in a table based on a graph
between representations
9 Improvement of the recognition skill with | Acting out situations to prepare the table and
" | playful methods graph representation of covariant quantities
Creating experimental functions, . . .
g . P N . Representing different situations taken from
10. | representing them and connecting them . .
g o real life (discrete case)
with different situations
Creating experimental functions, . . o
8 . P . Representing different situations taken from
11. | representing them and connecting them . .
cr g o real life (continuous case)
with different situations

Post-test (19 January 2016)

Delayed test (23 May 2016)

Table: A development program designed to prepare the function concept
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An overview of H3. hypothesis:

H3.1. The introduction of the sources of the function concept in the 6" form contributes to the
better understanding of the constitutive parts of the function concept.

The sources facilitated the familiarization with the constitutive parts of function concept, but
for some students the abstraction from the experiences gained in the program to other
situations was not successful. So, H3.1. can be only confirmed with the following
modification: The introduction of the sources (function machine, processes taken from real
life) of the function concept in the 6™ form contributes to the better understanding of the
constitutive parts of the concept, but weaker students need more practice.

H3.2. The formation of the concept of covariant quantities is well facilitated by the
understanding of the different representations of the function.

The formation of the covariant quantities embedded in different contexts was facilitated by
tried-and-tested activities. The representations of covariant quantities helped students to name
and recognise the relationships between them and to switch from one way of representation to
the other (H3.2. confirmed). The representation of the recognised relationship with tables
contributed to the easier verbal expression of this relationship in the language of Mathematics,
if the relationship was defined by a one-step rule.

H3.3. The introduction of the constitutive elements and representations of the function
concept in the 6" form contribute to the improvement of the rule following and rule
recognition skills.

When the covariant quantities and their relationship is hidden in textual context, the
recognition and the verbal expression proved to be difficult, in particular when the
relationship is defined by a two-step rule or the quantities are implicitly hidden in the text.
Regarding K3.3., we can claim the following:

By introducing the components and different representations in the 6™ form, the recognition
of the relationship hidden in different contexts that can be defined with one-step rule, can be
improved by targeted training. However, the recognition and following of relationships that
are defined with at least a two-step rule requires a more intensive long-term training.

At the end of the thesis we summarised the main results and experiences and presented some
future implications.
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MELLEKLETEK



A szabalykoveto és szabalyfelismero képességek vizsgalatanak feladatlapja

1.

6. osztily (2014)

tablazatot a talalt szabaly alapjan! Jegyezd le szavakkal a felismert szabalyt!

Keress egy szabalyt a tablazat oszlopainak elsé €s masodik sorai kozott! Toltsd ki a

pék

tér

16

bal

gorog

kép

rét

ol

derék

savas

2. Keress egy szabalyt az egymas alatt 1évé szamokra és toltsd ki a tablazat hianyzo

helyeit a talalt szabaly alapjan! Jegyezd le szavakkal a felismert szabalyt!

40

80

12

60

44

100 | 160

10

20

3

13

31 195

3. Keress 0sszefiiggést az egyes oszlopok x ¢és y értékei kozott és ez alapjan potold a

tablazat hianyzé elemeit! ird le a felismert Gsszefiiggést szavakkal és kifejezéssel!

4.

Fogalmazd meg szavakkal az adott hozzarendelési szabalyt!

x |1 [10 [7 [o [9 [20 [38
y |5 |23 |17
y=

Toltsd ki a tablazatot a kovetkezd szabdly szerint: y=2x+3.




5. Egy csapbol egy tartalyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz van a

tartalyban
a) ls, c) S5s, e)l6s
b) 2s, d) 10s, fxs

mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly tires volt?
Szemléltesd a mennyiségek kozotti kapesolatot tablazattal!



A szabalykovet6 és szabalyfelismero képességek vizsgalatanak feladatlapja

7. osztdly (2015)

1. Keress 0sszefliggést az egyes oszlopok x és y értékei kozott és ez alapjan toltsd ki a

tablazatot!

x [16 |12 |4 |-8 |20 |4 |0

y (4 [3 |1 6 |3 [-1

Jegyezd le a felismert szabalyt

a) szavakkal:

b) képlettel:

Abrazold koordinata-rendszerben az dsszetartozo értékparokat!

2. Keress 0sszefliggést az egyes oszlopok x és y értékei kozott és ez alapjan potold a
tablazat hianyzo elemeit!

x |1 |10 |7 0 (9 [20 |38

y |5 [23 |17

y=

frd le a felismert dsszefiiggést

a) szavakkal:

b) képlettel:



3. Toltsd ki a tablazatot a kovetkezo szabaly szerint: Y = g -7.

X 9 0 |42 63 15 3

Fogalmazd meg szavakkal ezt a hozzarendelési szabalyt!

4. Egy csapbol egy tartdlyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz van a
tartalyban

a) Is,
b) 2s,
c) 5Ss,
d) 10s,
e) 16,
f) xs

mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly iires volt?

Szemléltesd a mennyiségek kozotti kapcesolatot:
I.  tablazattal:

1L képlettel:

ird le a mennyiségek kozotti kapcsolatot képlettel abban az esetben, ha a csap

megnyitasakor a tartalyban 3 1 viz volt!

5. A kovetkezd abran két halmaz néhany Osszetartozo
elemparjat nyilakkal jeloltiik.

a) Fogalmazd meg a hozzarendelési szabalyt!

b) Rajzold be a hianyzo nyilakat!



6. A kovetkez6 grafikon két halmaz dsszetartozo elemparjait szemlélteti.

x

N (R Y (I N N T I R I N 1 G | IR REEEEEEEEEEEEEE]

'
3
>
“+

+

a) Ird be a tiblazatba az abran pontokkal jelolt osszetartozo elemparokat és még két
tetszOlegesen valasztott szampart!

X

y

b) Ird le képlettel az elemparok kozott felismert szabalyt.



A fiiggvény fogalmarol kialakult tanuléi képzetek vizsgalatanak
feladatlapja
8. osztdly (2016)

1.) a) Mit neveziink fiiggvénynek?

b) Adjra egy példat!

2.) Az alabbi abrak az A és a B halmaz elemei kozotti kapcsolatot szemléltetik. A nyilak azt
jelzik, hogy az A halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltink a B halmazbdl. Melyik
hozzarendelés fiiggvény az alabbiak koziil? Valaszodat indokold!

a) Fiiggvény, mert...

_ Nem fiiggvény, mert...

b)
Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...




Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

3.) Az abrakon lathato grafikonok koziil melyik abrazol fiiggvényt? Valaszodat indokold!

a) ' Fiiggvény, mert. ..

£ : Nem fiiggvény, mert...
__\___—'_‘_‘—'—-—__




b)

d)

Fiiggvény, mert...

: Nem fliggvény, mert...

Fiiggvény, mert...

~ Nem fuggveny, mert...

Fiiggvény, mert...

Nem fiiggvény, mert...

Fiiggvény, mert...

. Nem fliggvény, mert...



4.) a) Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy az X halmaz elemeihez milyen elemeket rendeltiink
az Y halmazbdl. Lehet-e ez a hozzarendelés fliggvény? Valaszodat indokold!

1

1 6 |4 |5

-0,5

05 |2 |2 |2

Igen, lehet, mert.............oooiiiiiii

Nem lehet, mert ..o

b) Ha az a) kérdésre a valaszod IGEN volt, azaz ugy gondolod, hogy a megadott tablazat
lehet egy fiiggvény értéktablazata, akkor modositsd a tablazatot (értékparok lehtizasaval,
javitasaval, tablazat kiegészitésével) tigy, hogy az igy kapott hozzarendelés mar NE
LEGYEN fiiggvény!

X |-l

N

1

[*)}

4 |5

y |-05

2 105

202

Ha az a) kérdésre a valaszod NEM volt, azaz Ggy gondolod, hogy a megadott tablazat

nem lehet egy fiiggvény

értéktablazata, akkor modositsd a tablazatot (értékparok

lehtizasaval, javitasaval, tablazat kiegészitésével) tigy, hogy az igy kapott hozzarendelés

mar fiiggvény lesz!

5.) A kovetkez6 abran egy fliggvény grafikonja lathato!

f/ b) Add meg ezt a fiiggvényt:

a) Készitsd el a fliggvény értéktablazatat!

I) szavakkal

1) képlettel



6.) 40 °C-os vizet hiitiink. Percenként 5 °C—kal cskken a viz hémérséklete.

a) Készits tablazatot az eltelt id6 és a viz hdmérseklete kozotti kapcsolatrol!

b) A tablazat segitségével szemléltesd grafikonon a viz hdmérsékletvaltozasat!

c¢) Fogalmazd meg szavakkal hogyan fiigg a viz hdmérséklete az eltelt id6tol!

d) Fogalmazd meg matematika nyelvén (ird le képlettel), hogyan fiigg a viz hémérséklete az eltelt
id6tol!

d) Hany °C-os lesz a viz 10 perc mulva?

e) Hany perc mulva lesz a viz hémérséklete 0 °C?
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Tajékozodo felmérés
6. osztaly (2015. november 17.)
1. Hatarozd meg a téglalapok teriiletét!

A) 7em

B) 4,6 cm

25cm

2. Hatarozd meg az abran lathato négyzet teriiletét! A sziikséges adatokat mérd meg!

Rajzolj olyan téglalapot, melynek teriilete fele ezen négyzet teriiletének! (a téglalap
oldalainak hossza centiméterben mérve egész szamok)

3. Ismeretes, hogy s=50-t.

a) Szamitsd ki az s értékét, ha t=4 !

Megoldas:

b) Ha tudjuk, hogy s=500, akkor mennyi at értéke?
Megoldas:
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4. Hatarozd meg

a) 12-nek az % — at! Megoldas:
b) 6.4-nek az —it!  Megoldas:
c) 2-nek az %— ét! Megoldas:

(amennyiben az eredmény egyszeriisithetetlen tort, azt add meg tizedes tortként!)

5. 1 kg narancs ara 5 hrivnya.

Mennyibe keriil 8 kg narancs?

Hany kg narancsot vasarolt Peti, ha a pénztarnal 75 hrivnyat fizetett?

6. Egy csapbdl a medencében masodpercenként 5 liter viz folyik. Mennyi viz lesz a
medencében 2 masodperc mulva, ha a csap megnyitasakor a medencében 100 liter viz volt.

7. Zsuzsa tulipancsokrot vasarolt az anyukajanak. A csokorban 3 szal tulipan volt, a
csomagolas 5 hrivnyaba kerdlt, és igy a csokorért 35 hrivnyat fizetett. Mennyibe kertilt egy
szal tulipan?
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A fejleszto program 6. foglalkozasanak feladatlapja
(2015. december 7.)

A bal oszlopban 1év6 1.)-4.) kifejezések a jobb oszlopban taldlhaté A)-G) feladatok
megoldasat irjak le. Parositsd a feladatokat a megoldasaikat leiro kifejezéssel.

1.) y=36x A) Istvannak x db fiizete van, Petinek 36-tal
tobb fiizete van, mint Istvannak. Hany
fiizete van Petinek?

2.) y=2-x+36 B) Egy kosarban x db alma van, korte pedig
36-szor annyi, mint alma. Hany db korte
van a kosarban?

3) y=36:x C) Egy 36 cm-es gyertyabol percenként 2 cm
elég. Hany cm marad a gyertyabol X perc
mulva?

4) y=36 —2x D) Az autod x km/o sebességgel 36 km-t tett

meg. Hany 6rat volt uton?

E) Egy csapbdl a tartdlyba méasodpercenként
2 liter viz folyik. Hany liter viz lesz a
tartalyban X masodperc mulva, ha a csap
megnyitasakor 36 liter viz volt benne?

F) Zsuzsa rozsacsokrot vett anyukajanak. A
csokorba X szal rozsa volt, 1 szal rozsa
2 hrivnyaba kertilt, a csomagolas pedig
36 hrivnyaba. Mennyit fizetett Zsuzsa a
rézsacsokorért?

G) Az osztalyba 36 gyerek jar. A gyerekek
egyforma karacsonyi csomagot kaptak,
mindegyikben X db cukorka volt, minden
gyerek kapott egy csomagot. Hany db
cukorkat kapott 6sszesen az osztaly?

Az F) feladat adatai alapjan toltsd ki a kdvetkezo tablazat tires helyeit:

A rozsaszalak szama (db) 1 2 3 4 5
Rozsaszalak ara (hr) 2

Csomagolas ara (hr) 36 36 36 36 36
Fizetett 6sszeg a rézsacsokorért (hr)

Az F) feladat adatai alapjan valaszolj a kdvetkezd kérdésre:
Zsuzsa rozsacsokraban 11 szal rézsa volt. Mennyit fizetett Zsuzsa ezért a rézsacsokorért?
Megoldas:
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Utoteszt (a fejleszté program elsé részének végén)
(2016. januar 19.)

1. A bal és a jobb oszlopban 1év0 szamokat parositottuk egy szabaly szerint, mely minden
elemparra igaz.

15 9
3 15
9 21
3 11

Fogalmazd meg a felismert szabalyt szavakkal!

2. Egy gép a kovetkez6 szabaly szerint miikodik:

a) Fogalmazd meg a gép mutikddési szabalyat! (Mit csinal a gép?)

b) Mennyi a b értéke, ha )a=1; 2) a=10; 3)a=1,2?

¢) Rendezd a kapott elemparokat tablazatba!

d) Mennyi az a értéke, ha b=14 ?
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3. Toltsd ki az iires helyeket a tablazatban a kovetkezd szabaly szerint: y= 50-x

x |1 |4 2,5
y 1000 | 300 | 60

A kitoltott tablazat alapjan valaszolj a kovetkezd kérdésekre:
a) Fogalmazd meg a megadott szabalyt szavakkal!

b) Nevezz meg né¢hany elempart!

c) Ha y= 50, akkor x=...............27
d) Mennyi az y:X arany értéke?

4. Keress egy szabalyt az egymas alatt [év0 szamokra és ez alapjan tdltsd ki a tablazatot!

a 15 |5 20150 |1 0
b 3 1 4 6 |7 |14

Jegyezd le az elemparok kozott felismert szabalyt

a) szavakkal:

b) matematika nyelvén (kifejezéssel):

5. Egy csapbdl egy tartdlyba masodpercenként 2 liter viz folyik. Mennyi viz lesz a
tartalyban
a) 1s,
b) 2s,
c) Ss,
d) 10s,
e) 16s,
f) xs
mulva, ha a csap megnyitasakor a tartaly tires volt?
1) Milyen két mennyiség szerepel a feladatban?

2) Szemléltesd a mennyiségek kozotti kapesolatot tablazattal:

15



3.) Ird le:

a) szavakkal:

b) matematika nyelvén (kifejezéssel)

hany liter viz lesz a tartdlyban X masodperc mulva, ha a csap megnyitasakor a

tartalyban 3 liter viz volt!
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Utoteszt (a fejlesztéo program masodik részének végén)

(2016. mdjus 11.)

1. Peti influenzés lett és magas laza volt. Edesanyja keddt6] péntekig naponta haromszor mérte a
lazat és feljegyezte a mérések eredményeit. Ezekbdl anyukdja az abran lathatd grafikont
készitette.

Mz t TEE IS Bkl
a7

IES

\

K K 5z 5z 1 Cs Ca Cs P P o
1301 18 0 ey 1300 Taa et W00 YEDD 2o 1300 1800
miirtts idSpontia (map, G|

a) A grafikon alapjan toltsd ki a tablazatot!

A mérés idépontja K, Sz, CS, 8:00 | Cs, 18:00 | P, 13:00
(nap, 6ra) 18:00 | 13:00
Testhémérséklet (°C)

b) Mikor volt a legmagasabb a testhdmérséklete? Mennyi volt ekkor?
¢) Hogyan valtozott a testhomérséklete kedd 18:00 oratol szerda 8:00 oraig?

d) Melyik nap folyaman fordult el az, hogy a 8:00, 13:00 és 18:00 orai mérési eredmények
kozott kis kiilonbségek voltak?

¢) Mennyi volt pénteken 8:00-kor a testhémérséklete? Meggyogyult-¢ Peti péntek reggelre?

2. Egy 14 cm-es gyertyabol percenként 2 cm elég.
a) Készits tablazatot az eltelt id6 és a gyertya magassaga kozotti kapcsolatrol!

b) A tablazat segitségével szemléltesd grafikonon a gyertya magassaganak valtozasat!

¢) Fogalmazd meg szavakkal és matematika nyelvén, hogyan fligg a gyertya magassaga az
eltelt id6tol!

d) Hany cm magas lesz a gyertya 5 perc mulva?

e) Hany perc mulva ég el a gyertya?
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