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KOSZONETNYILVANITAS

Eziton szeretném megkoszonni néhany embernek a disszertacié elkészitésé-
ben nyujtott segitségét.

Els6sorban témavezetomnek, Péles Zsoltnak, aki nélkiil ez a disszertacié soha
nem késziilhetett volna el.

A Debreceni Egyetem Matematikai Intézetének és Analizis Tanszékének,
valamint a Miskolci Egyetem Matematikai Intézetének, hogy lehetové tették
szamomra, hogy folytassam az elkezdett munkat, és tAmogattak a tanulmanyaim
befejezésében.

Végil szeretném megkoszonni sziilleimnek, testvéreimnek és barataimnak
(akiket itt csak azért nem sorolok fel, mert még véletleniil sem szeretnék kife-
lejteni senkit) azt, hogy mindenben segitettek, tdmogattak, biztattak és végig
mellettem alltak.






1 BEVEZETES

A fiiggvényegyenletek elméletének elsé rendszerezése, 6sszefoglalasa Aczél Janos
[Acz66] konyvében taldlhats. Ez a konyv a 60-as évekig elért legfontosabb ered-
ményeknek egy atfogd ismertetését nyujtja.

Ritka az, hogy olyan moddszer 1étezne, amely egy egész egyenletosztélyra
alkalmazhaté. Ilyen mdédszert taldlt Székelyhidi Laszld [Szék82] a

n+1

(1.1) Zcz‘fi(piw-i-qz‘y) =0

=0

konstans egyiitthatds, linedris argumentumi linearis fiiggvényegyenletek alta-
ldnos megolddsdra. Az ilyen egyenletek (Székelyhidi Laszlé6 mddszerével vald)
megoldasanak szamitégépes algoritmizaldsat Maple V. nyelven Gildnyi Attila
[Gil98] végezte el. Az (1.1)-t8] altaldnosabb

(1.2) ho(x,y) folgo(z,y)) + - .- + hn(z,y) fr(gn (2, y)) = F(2,y)

alaku linedris, kétvaltozés fiiggvényegyenletek differencidl-fliggvényegyenletekre
valé redukciéjanak algoritmusat Pdles Zsolt [P4192] talalta meg. Itt go, 91, ...,
Gnshoshi, ..., hy és F adott valés értékii fiiggvények az Q C R? konvex, nyilt
halmazon, fy, f1,..., fn pedig ismeretlen fliggvények. Ilyen egyenletek példaul
a kovetkezdk:

flx+y)—glx)—h(y) =0, (Pexider-egyenlet)
TN RIS

5 5 (Jensen-egyenlet)

flazy) +9((1 = z)y) + h(z(1 —y)) + (1 —2)(1 —y)) =0,

(informéciéelméletbdl szdrmazoé egyenlet)

zf(z+y) —yg(ry) — h(y) = 0.

A dolgozat elsé részében leirjuk a redukcié algoritmusdnak elméleti hatterét,
amely Péles Zsolt [P4l92] dolgozatdbdl szérmazik. Az ebben a dolgozatban
koz06lt eredmények szerint megmutathatd, hogy elegend6en magas rendbeli dif-
ferencidlhatosagot feltételezve létezik egy

D= > aizy)0.0)

4,§20,i+j<k
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linedris parcidlis differencidl operdtor (véltozé egylitthatékkal és k kisebb, mint
2n — 1 renddel) amely "megdl” minden tagot az egyenlet bal oldaldban, kivéve
az elsbt. Azaz, alkalmazva D-t az (1.1) egyenletre kapjuk, hogy

Dihi(z,y) fi(gi(z,y))] =0

minden (z,y) € R és i =1...n esetén, tovdbbd

Dilho(z,y)fo(go(x,y))] = DF(z,y),  (z,y) €9,

amely egy k-ad rendi linedris differencial-fiiggvényegyenlet. Megmutatjuk, hogy
a differencidlegyenlet egyiitthatéi meghatarozhatéak az adott g;, h;, F' fiiggvé-
nyek ismeretében. A kovetkezd fejezetben néhdny példan keresztiil bemutatjuk
az algoritmus miikodését. Megadjuk a kapott matrixokat, a differencidloperatort
és a fiiggvényegyenletbél kapott differencidl-fiiggvényegyenletet. A koévetkezd
részben a kapott differencidl-fliiggvényegyenlettel foglalkozunk. Megmutatjuk,
hogy ha tekintjiik az

(1.3) (@, ) f (g, y) + ... +lo(2,y) flg(z,y) = Flz,y), (,y) €,

egyenletet, ahol lg,ly,...,l,,9 és F adott valds, analitikus fliggvények -n,
tovabbd f a g(2)-n értelmezett ismeretlen fliggvény, akkor létezik egy olyan
differencidl-fliggvényegyenlet

(14) Ao (2, 9) fT (g2, 9)) + -+ ho(2,9) fg(2.y)) = H(z,y),  (2.y) €,

(ahol m < n) amelynek az (n+ 1)-szer differencidlhaté megolddsai megegyeznek
az (1.3) megolddsaival, és a hg, hy, ..., hy, H fliggvények teljesitik a kovetkezd
parcialis differencialegyenlet-rendszert:

819 : (hnL : 6yhz - h‘l : 6yhm) = 8yg : (hm : a.th - hl : 8Lhnz)
minden i =1,...,m — 1 esetén és
029 - (W, - OyH — H - Oyhy,) = 0yg - (A, - O H — H - Ozhy,).

Néhany természetes feltétel mellett, ebbdl kovetkezik, hogy a hg, by, ..., hy és
a H figgvények felirhatéak a kovetkez6 alakban:

hi(z,y) = hm(z,y)Ki(9(z,y))

minden i = 0,...,m — 1 esetén és

H(z,y) = hm(z,y)K(g9(z,y)).



[oy egyszeriisités és t = g(z,y)-nal valé helyettesités utdn kapjuk, hogy (1.4)
egy kozonséges differencidlegyenlet az f fliggvényre, amelynek rendje altalaban
jéval kisebb, mint az (1.3) egyenlet rendje.

Ezutan a program rovid lefrasa talalhaté. Megadjuk a programlistat, il-
letve a program miikodésének révid leirasat. A fejezet végén néhany futtatasi
eredmény talalhato.

A disszertacié masodik részében néhany konvexitas-tipusi egyenlétlenséggel
foglalkozunk. Ezekben az egyenlOtlenségekben az f : D — R fiiggvény
rendelkezik valamilyen gyenge regularitdsi tulajdonsdggal (leggyakrabban azt
tessziik fel, hogy f lokdlisan feliilrél korlatos az értelmezési tartoménydnak
valamely pontjdban), és teljesiti a konvexitédsi egyenltlenséget valamilyen hi-
bataggal. Az elsé ilyen tipusu vizsgédlat Bernstein és Doetsch nevéhez fiizédik,
akik [BD15]-ben megmutatték, hogy ha egy f fliggvény lokdlisan felilrdl
korlatos az értelmezési tartoményanak valamely pontjaban és Jensen-konvex,
akkor f konvex. Ha az f fiiggvény teljesiti a kovetkez§ egyenlétlenséget (azaz
e-Jensen konvex)

T+Yy 1
F(55) = 50 + 1)+
akkor Nikodem és Ng [NN93]-ban megmutattdk, hogy az f fiiggvény 2e-konvex,
azaz

flsz+(1—s)y) <sf(a)+(1—s)f(y) +2

minden z,y € D és s € [0, 1] esetén. Ha rogzitett t €]0, 1] esetén az f fliggvény
teljesiti az

flte+ 1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1t)f(y) +e

egyenlStlenséget minden x, y € D-re, akkor Péles Zsolt megmutatta [P4l00]-ben,
hogy az f fliggvény kielégiti az

f(sz+ (1—s)y) <sf(z)+ (1—35)f(y) +max{1’11—t}5

egyenlétlenséget minden z,y € D és s € [0, 1] esetén.
A célunk ezen eredmények altalanositdsa volt. Elsé esetben megmutattuk,
hogy ha f teljesiti az

k
(15) f(te+(1—1t)y) <tf(2)+(1=t)f(y)+)_ elz—y/”, (z,y € D)
1=0
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egyenlStlenséget, ahol € = (gg,...,ex) € [0,00[F*, p = (po,...,px) € [0, 1[FF!
és t €]0,1/2] rogzitett paraméterek és f az értelmezési tartoméanydnak valamely
pontjaban feliilrdl korlatos fiiggvény, akkor

pi

k
(2 + (1= 9)9) < sf @) +1=5) )+ 3 = t),,fi (s(1—5))P |2~y
=0

—1-0

teljestil minden z,y € D és s € [0, 1] esetén.

A maésodik esetben az (1.5) egyenl6tlenségnek azzal a specidlis esetével
foglalkozunk, amikor k = 1 és pg = 0. Ebben az esetben egy pontosabb becslést
tudunk adni az f fiiggvényre. Pontosabban ha az f fiiggvényre igaz az

flte+ QA =t)y) <tf(x)+ 1 =0)f(y) +eo+elr -yl
egyenlStlenség, ahol t < 1/2 és p < 1, akkor
flsz+(L=s)y) <sf(x)+(1—s)f(y) +eo/t

1 1
T— (1/2 —t/2)p — (1 —t)1-P(1/2 — t)p} (s(1 = s))P|lz —yl?

+e1 max{

teljestil minden z,y € D és s € [0, 1] esetén.
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2 LINEARIS FUGGVENYEGYENLETEK
MEGOLDASA SZAMITOGEPPEL

2.1 LINEARIS KETVALTOZOS FUGGVENYEGYENLET
REDUKCIOJA DIFFERENCIAL-FUGGVENYEGYENLETRE.

2.1.1 JELOLESEK

Elso 1épésként ismertetiink néhany jelolést és definiciot, amelyek a tovabbiakban
fontosak lesznek szdmunkra. Ezek a jelolések Pdles Zsolt [P4192] dolgozatdbdl
szarmaznak, és mi is ezeket fogjuk hasznalni a tovabbiakban.
Legyen  egy nem iires halmaz R2-ben. Jeldljiik C*(Q)-val az Q-n k-szor
folytonosan differencidlhaté valds értékii fliggvények halmazat, és legyen C(Q)
a folytonos fiiggvények halmaza.
D¥(Q) jeldlje a
D= Z aij(x,y)ai(?g
0<i,j
i+j<k
alaku linedris parcidlis differencidloperdtorok halmazat, ahol a;;(z,y) € C(2)
minden i, j esetén.
A Dy,...,D,, € D¥(Q) operatorok egy rendszerét fiiggetlennek nevezziik,
ha a

D = a1 (2,y)D1 + - + n(2,y) D, (i € €(2))
differencidloperator D*(2)-n akkor és csak akkor azonosan nulla, ha o; = 0 az
) C R? halmazon minden i = 1,...,m esetén.

Nyilvanvald, hogy a

yYxr Yx

A ={id, 0,0,,...,08,05710,,..., 05}

operatorrendszer fiiggetlen és bazis D¥(2)-ban. (Ez azt jelenti, hogy minden
D € D*(Q) operétort els tudunk éllitani A elemeinek linedris kombinaci6jaként
C(Q)-beli egyiitthatékkal.) Igy D*(Q2) dimenzidja (k + 1)(k + 2)/2.

Sziikségiink lesz a kovetkezd definicidra is: Azt mondjuk, hogy az Q-
n értelmezett {uq,...,u,} folytonos, R™-beli értékii figgvények rendszerének
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rangja r, ha r egy olyan egész szam, amelyhez létezik egy r-tagi {v1,...,v,}
részrendszere {ug, ..., uq,-nak, és egy O* C Q siirfl, nyilt halmaz, melyekre
(21) T:rang{vl(x,y),...,vr(x,y)} (x7y) € Qr
és
T
(2.2) wi(z,y) =Y oz, y)vi(e,y)  (z,y) €QF
j=1

teljesiil minden 1 < ¢ < ¢ esetén, ahol a;; : O — R egy folytonos fiigg-
vény minden i,j-re. (Ekkor a folytonossidg miatt wu; egyértelmiien meghatd-
rozott a fenti egyenlettel.) Ebben az esetben {vi,...,v,}-t az {u1,...,uq}
generatorrendszerének nevezziik. Az 2-n értelmezett R™-beli értéki fliggvények
tetszoleges rendszerének nem sziikségszertien létezik rangja a fenti értelemben.
Azonban az aldbbi Pales Zsolttdl szarmazé lemma szerint az analitikus fiigg-
vények rendszerének beszélhetiink a rangjardl.

2.1.1. LEMMA. ([P4l92]) Ha Q2 egy dsszefiiggd nyilt halmaz és ug, . .., uq R™-beli
értékd analitikus figguények Q-n, akkor a rendszernek létezik rangja. Tovdbbd,
ha tekintjik wy,...,uq-t, mint meromorf valds értékd fiiggvények teste feletti
R™-beli értékd meromorf fiiggvények vektorterének elemeit, akkor {ui,..., uq}
rendszer rangja ebben a vektortérben a fent definidlt v érték, valamint az ayj
fiigguények meromorf fiigguények.

2.1.2 FELHASZNALT EREDMENYEK

Ebben a fejezetben ismertetiink néhany Pales Zsolttdl szarmazd eredményt
[P4l92], melyekre a kés6bbiekben tdmaszkodni fogunk. Ahhoz azonban, hogy
megfogalmazhassuk a tételt, még néhany jelolést be kell vezetniink.

Legyen go, ..., 9n, hos- - - hn, F € C¥(Q) olyan, hogy Q; = ¢;(2) nyilt min-
den i =0,...,n-re. Tekintsiik a

(2'3) hO(x7y)f0(90(x’y)) +eee hn(xay)fn(gn(x’y)) = F(J?,y)

fiiggvényegyenletet, ahol fo € C¥(Qy), ..., fn € CF(Q,) ismeretlen fiiggvények.
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Megjegyezziik, hogy ha D € D*(Q) akkor
D[hi(z,y)fi(gi(x,y)) th v ) (gi(2,y))

fennéll, ahol hg € C(Q) minden 0 <4 <n,0 < j <k esetén.

Legyen k fix és legyen Dy, ..., D,, € D¥(Q) differencidloperatorok egy rend-
szere C*(Q2)-n. Definidljuk a héj : Q — R fiiggvényeket (ahol 0 <i<n,1 <1<
m) a

k
Dy[hi(z,y) filgi(z, )] = > _ bl Ngi(z,y),  (2,y) €9
j=0
azonossaggal.
Ekkor legyen
. 1 m L
hij = (hi;, - ..,h”) , i=0,...,n, j=0,...,k;

Hl:f(hlo,... hik), i=0,...,m;
H:= (Hla;Hn)a
H* .= (H07H17...,Hn).

A kovetkezO tétel azt mutatja, hogy hogyan konstrudlhaté olyan diffe-
rencidloperdtor, amely eliminalja az egyenletbdl az Gsszes ismeretlen fliggvényt
az elso kivételével.

2.1.2. TETEL. ([P4192]) Tegyiik fel, hogy {D1,...,Dy} differencidloperdtorok
egy flggetlen rendszere és a H fliggvénymdtriz, azaz a

(2.4) {h10y---sPiks- - s Pnoy - oy hnk}

rendszer rangja létezik, €s mnem mnagyobb, mint m-1. Ekkor létezik egqy nem
azonosan nulla D operdtor DF(Q)-n, melyre

(2.5) Dihi(x, y) fi(gi(z,y))] = 0

minden (x,y) € Q ési = 1,...,n esetén. Ha H*-nak is létezik rangja és
rang(H) < rang(H*) teljesiil, akkor létezik eqy D € D*(Q) gy, hogy (2.5)
érvényes, és

(2.6) D{[ho(z0,0) fo(g0(0,Y0))] # 0
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valamely fo € CK(Q) fiigguényre és valamely (xq,yo) € 0 pontra.
Havi = (v11,-,01m) 0, csvr = (Up1y- o, 0rm) T generdtorrendszere a (2.4)
rendszernek, akkor a D differencidloperdtort fel tudjuk irni

’U1,1(.13,y) Um—l,l(xay) Dl
(2.7) D = det : : :

’Ul,’m(xay) Um_Lm(l',y) D’m

alakban, ahol a v;; egyitthatdkat (r < i < m;l < j < m) tetszblegesen
vdlaszthatjuk.

A (2.3) tipust egyenletek megolddsira vonatkozé regularitdsi eredmények
taldlhatéak Pdles Zsolt [P4l92] dolgozataban illetve Jarai Antal [Jar04] konyvé-
ben.

2.1.3 A DIFFERENCIAL-FUGVENYEGYENLETTE ALAKITO ALGORITMUS

Az eddigi eredmények segitségével megadhatunk egy algoritmust D kere-
sésére és (2.3) megolddsara:

) Az ismert hg, ..., hn, 90, -, gn, F' figgvények megaddsa,;
) k=0;
C) k novelése 1-gyel

)

Legyen m := (k4 1)(k+2)/2, és {Dq,..., Dy}
= {id,@x,ay,...,8’;,6;“*181,,...,85};

A H,,..., H, figgvénymatrixok meghatérozasa;

rang(H) és rang(H*) meghatdrozasa;

)
)
G) Ha m — 1 < rang(H), akkor (C), egyébként (H);
) Ha rang(H) = rang(H*) akkor (C), egyébként (I);
) D differencidloperdtor meghatédrozdsa (a (2.7) képlettel);
)

A D differencidloperator alkalmazdsa a (2.3) egyenletre. fgy egy diffe-
rencidl-fliggvényegyenletet kapunk fo-ra.
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Az algoritmussal kapcsolatosan hdrom megjegyzést tehetiink:

2.1.3. MEGJEGYZES. Ha noveljiik a k értékét, a H métrix rangja m — 1-nél
kisebbé tehetd. Kivételes esetekben azonban az is el6fordulhat, hogy H és H*
rangja egyenld minden olyan k esetén, amelyre rang(H) < m — 1.

2.1.4. MEGJEGYZES. Megjegyezzilk, hogy ha tetszleges ko esetén a rang(H) <
rang(H™*) egyenl6tlenség érvényes, akkor ez teljestil barmely k > kg esetén is.

2.1.5. MEGJEGYZES. Ha a (2.3)-ban a g; fliggvények fliggetlenek abban az
értelemben, hogy

029i(x,y)0y9;(x,y) — 0295 (x,y)0ygi(x,y) # 0

teljesiil Q2 egy stir(l, nyilt részhalmazén (ahol 4,5 =0,...,n,i # j), akkor k < n
esetén a H és H* rangja egyenld m = (k + 1)(k + 2)/2-vel. Ezért altalanos
esetben k kezdeti értéke a (B) lépésben n — 1 is lehetne.

2.1.4 PELDAK

Ebben az alfejezetben néhany példat adunk az atalakité algoritmus miiko-
désére. Megadjuk az eljaras végén kapott matrixokat, a differencialoperatort, a
kapott differencidl-fliggvényegyenletet, valamint az egyenletek megoldasait.

1.PELDA: Tekintsiik a kovetkezd fiiggvényegyenletet:

(x+y)fx+y) —yglx) —h(y) =z +y.

Legyen k = 2, és tekintsiik az {id, 5‘y,81,8§,5‘y8m,8§} operatorokat. Ezeket
alkalmazva az egyenletre a

r+y 0 0 -y 0 0
1 T+y 0 -1 0 0
o L z4+y 0 | | 0 =y 0 |
Hy:= 0 2 x4y T R S
0 2 T+y 0 -1 O
0 2 T+y 0 0 -y
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-1 0 0
0 -1 0
0 0 0
Ho=1 o o
0 0 0
0 0 0

matrixokat kapjuk.
Ha el akarjuk tavolitani az utolsé két tagot a fiiggvényegyenletbdl, akkor a

—y 0 0 -1 0 0
1 0 0 0 -1 0
0 -y 0 0 0 0
H=H,H)=1 o ¢ o o o0 -1
0 -1 0 0 0 0
0 0 -y 0 0 0

maétrixot kell tekintentink. Ekkor a H matrix rangja 5-tel, a H* méatrix rangja
pedig 6-tal egyenlé. Igy teljesiilnek az

5=m—1>rang(H) =5
és a
5 =rang(H) < rang(H") =6
feltételek, igy

0 0 -1 0 0 id
0 0 0 -1 0 9
_ -y 0 0 0 0 0y | _ 9
D = det 0 0 0 0 -1 9,9, = y0y — Yy~ 0,0y.
1 0 0 0 0 8,0,
0 —y 0 0 0 0,0,

Alkalmazva a kapott D differencidloperatort a fiiggvényegyenletre, az alabbi
differencidl-fliggvényegyenletet kapjuk:

f@+y)+@-—yf@+y)— e+ a+y =1

Az igy kapott differencidl-fiiggvényegyenletnek a megolddsat a kovetkez6 fe-
jezetben leirt eljarassal kaphatjuk. Most csak megadjuk, hogy ennek az egyen-
letnek a megoldasa:

— 2!
foy=1+ R
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Ha a kapott megoldast visszahelyettesitjiik az egyenletbe, akkor az
—yg(x) = h(y) = &1
egyenlet adédik, melynek kénnyen lathaté megoldasai:

g(z) = co és h(y) = c1 + cay.

fgy a fenti fliggvényegyenlet kétszer differencialhaté megoldédsait meghata-
roztuk.

2.PELDA: Tekintsiik az

zf(z+y) —yg(ry) —h(y) =0

egyenletet. Legyen k = 2, és vegyiik az {idﬁy,@m@;ﬁy@w,aﬂ operatorokat.
Ekkor a

z 0 0 —y 0 0 100
0 = 0 -1 —zy 0 01 0
1z o0 | o =2 o _ ~looo
Hi=1 09 0 2| To=| o -2 —ya? P He=1 g o 1
01 =z 0 -2y —xy? 000

0 2 =z 0 0 —3 0 00

matrixokat kapjuk. A keresett differencidloperator
D = —*(20? — 0,0, + 20,).
Ezt alkalmazva a fliggvényegyenletre a
~y’(2f(x+y) + (e —y)f' (@ +y) + (@® —ya) f' (@ +y) =0

differencidl-fliggvényegyenletet kapjuk. Ismét csak megadjuk az egyenlet megol-
dasat, ami

f(t)=0.
Ezt visszahelyettesitve az egyenletbe konnyen lathaté, hogy
g(t) = ¢

és
h(t) = —ct.
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2.2 A DIFFERENCIAL-FUGGVENYECYENLET MEGOLDASA

Alkalmazva az €l6z6 fejezetben leirt eljardst a (2.3) tipust fuggvényegyenle-
tekre egy inhomogén, linearis differencial-fliggvényegyenletet kapunk az f is-
meretlen fiiggvényre a kovetkez6 alakban:

(2.8) Ii(z,y)f*(g(z,y)) + ...+ lo(z,y) f(g(z,y)) = L(z,y), (z,y) € Q,

ahol @ C R? egy nyilt, Osszefiiggd halmaz, lg,l1,...,l, g, L adott valés
fiiggvények Q-n és ¢g(Q) nyilt halmaz, tovabbd f : g(2) — R egy k-szor dif-
ferencidlhaté ismeretlen fiiggvény.

A rovidség kedvéért (2.8)-at az aldbbi alakban hasznaljuk a tovdbbiakban:

(2.9) L (fPog)+...+1ly-(fog)=L.

Az egyenletet homogénnak nevezziik, ha L = 0. Az egyenletet k-ad rendd
differencidl-fiiggvényegyenletnek nevezziik, ha [ # 0.

A megolddsi médszer a kovetkezd: Tekintsiink egy k-ad rendii linedris in-
homogén differencial-fiiggvényegyenletet. Az elsé lépésben konstrudlunk egy
ujabb differencial-fiiggvényegyenletet, amelynek a rendje nem nagyobb, mint
az eredeti egyenleté és a kapott egyenletrendszer megoldasa megegyezik az ere-
deti egyenlet megoldasdval. A mdsodik lépésben pedig a kapott egyenletrend-
szerbOl elééallitunk egy kisebb rendd differencidl-fiiggvényegyenletet, amelynek
a megolddsa megegyezik az egyenletrendszer megoldasdval. A kapott egyenletre
pedig ismételjiik az el6zd két 1épést mindaddig, amig a legutoljara kapott egyen-
let egytitthatéi ki nem elégitenek egy parcialis differencidlegyenlet-rendszert.
Végiil at = g(x,y) helyettesitéssel kapunk egy kozonséges differencidlegyenletet.

Az eljaras illusztralasara nézziik az el6zé fejezet végén leirt példak koziil az elsét.
Megmutatjuk, hogy hogyan kaphatjuk meg az egyenlet megoldésait:

Tekintsiik a kovetkezd fliggvényegyenletet:

(2.10) (x+y)f(x+y) —yg(x) —hly) =z +y.

Alkalmazva a D = 0, — y0,0, differencidloperatort az egyenletre, a g és h
ismeretlen fiiggvényeket elimindlhatjuk az egyenletbol, és kapjuk a kovetkezo
méasodrendii differencidl-fliggvényegyenletet f-re:

(2.11) —(zy+ )" @ty + @ -y f(x+y) + fla+y) =1
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Ha alkalmazzuk a Do = 0, — 0, differencidloperarort erre az egyenletre, akkor
az egyenlet rendje nem novekszik, és kapjuk hogy

(2.12) (x+y)f'(z+y)+2f(x+y)=0

teljesiil. Megszorozva a (2.12) egyenletet (zy+y?)-vel, a (2.11) egyenletet (z+y)-
nal és Gsszeadva a kapott egyenleteket

(2.13) @+’ f'+y)+(@+yfle+y) =x+y

adédik. Konnyl beldtni, hogy az {gy kapott (2.13) egyenlet megolddsai meg-
egyeznek a (2.11) egyenlet megolddsaival. Tovdbba a (2.13) egyenlet rendje
kisebb, mint a (2.11). A ¢t = x + y helyettesitéssel az egyenlet a

2f() +tf(t) =t

egyenletté transzformélédik, amelybol kapjuk, hogy
c
f)=1+ 71

Visszahelyettesitve a kapott f fliggvényt a (2.10) egyenletbe a kovetkezd egyen-
let adddik a g és h fiiggvényekre:

yg(z) + h(y) = c1.

Konnyen észrevehetjiik, hogy 1étezik egy co konstans, hogy

g(x) = ca, h(y) = c1 — cay.

Kénnyen ldthatd, hogy ezek a fliggvények tényleg megoldédsai a (2.10) egyenlet-
nek.

A kovetkez6 lemma garantalja, hogy mindig el tudunk &llitani egy diffe-
rencial-fliggvényegyenletet Uigy, hogy az egyenlet rendje ne névekedjen.

2.2.1. LEMMA. ([H4z04)) Legyen lo,l1,...,lk,g9 és L adott valds értéki diffe-
rencidlhatd figgvény Q-n (dgy, hogy g(Q) nyit halmaz), tovabbd legyen f egy
(k 4 1)-szer differencidlhatd valds fiigguény g(Q)-n. Ekkor, alkalmazva a

Do =0yg- 0y — 0z9 - Oy

differencidloperdtort a (2.8) egyenletre, az egyenlet rendje nem novekszik.
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Bizonyitas. Konnyen belathatd, hogy a Dg differencidloperator rendelkezik
a kovetkez6 tulajdonsagokkal:

Do(¢+1) = Doy + Doy,
Do(¢p-1) = ¢ Do +v-Dop

minden ¢, v € () esetén. Tovabba
Do(xog)=0

minden y € €(g(Q2))-re.
Alkalmazva a Dg a (2.8) operdtort az egyenlet bal oldalara, kapjuk hogy

k
(Zl f<”09> ZDO( (19 eg)) =3 ((Dol) - (/¥ o)

=0

k
+ -Do f(l) og ) Z ((Dol f( i) Og))
X i=0
= Z(ayg Ozl — Opg - Byly) - (F P o g)

=0

teljesiil. Ekkor, (2.8)-bdl adddik, hogy

k
(2.14) > (0yg- Ouli — g - L) - () 0 g) = 0yg - 0uL — Dug - 9, L,

=0

amely egy legfeljebb k-ad rendt differencidl-fiiggvényegyenlet.
Nyilvdnval4, hogy a (2.8), (2.14) egyenletekbdl &ll6 egyenletrendszer megol-
ddsa megegyezik a (2.8) egyenlet megolddsdval.

2.2.2. MEGJEGYZES. Alkalmazzuk a Dg differencidloperdtort a (2.8) egyenletre.
Ha a kapott 1ij egyenlet bal oldala egyenld 0-val, akkor Dg(l;) = 0, azaz,

8yg . c%ll — 6‘mg . 8y11 =0

minden ¢ = 0,...,k esetén. Ekkor, ha Dg(L) # 0, akkor nincs megolddsa a
(2.8) egyenletnek. Egyébként pedig

O0yg - 0z L — 0,9 - 0yL = 0.
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Alkalmazva a Dg differencidloperatort egy k-ad rendii differencial-fligg-
vényegyenletre kapunk egy m-ed rendii egyenletet, ahol m < k. A kovetkez6
lemmaban bizonyitjuk, hogy létezik egy m-nél nem nagyobb rendi differencidl-
fliggvényegyenlet, amelynek a megoldasa megegyezik az ebbdl a két egyenletbdl
allé egyenletrendszer megoldasaval.

2.2.3. LEMMA. ([Haz04)) Tekintsik a kovetkezd két egyenletet:

k
(2.15) > hi,y) - fD(g(x,y)) = H(x,y) (z,y) € Q,
1=0
=0

ahol a ho,h1,...,hg,lo,l1,. .. lm,g, H, L : Q — R adott analitikus figgvények
€s hi, Ly, # 0 Q-n. Tegyiik fel, hogy k > m. FEkkor vagy nincs kézos megolddsa
ezeknek az egyenleteknek, vagy léteznek olyan analitikus wg, wy, ..., ws, W : Q —
R figgvények, (ahol s < m) 1gy, hogy a k-szor differencidlhatd megolddsa a

(2.17) > wilz,y) - fO(g(x,y)) = W(z,y) (z,y) € Q
=0

egyenletnek megegyezik a (2.15), (2.16) egyenletekbdl dllé egyenletrendszer
megolddsdval.

Bizonyitas. A bizonyitast két esetre bontjuk. Eldszor a k > m esetet
vizsgaljuk. Ekkor, ha alkalmazzuk a

D; =090, +0y9- 0y

differencidloperatort a (2.16) egyenletre, akkor az (f(™*1 o g) egyiitthatéja Iy, -
((829) + (8y9)?), amely nem azonosan 0 2-n. Valéban, hiszen tegyiik fel, hogy
L ((829)*+ (9y9)?) = 0. Mivel l,, nem azonosan 0 Q-n, igy létezik egy Oy C Q
nyilt gémb, amelyen [, # 0. Ebbé&l kdvetkezik, hogy (9.9)* + (9,9)> = 0 az
y-en. Ekkor 0,9 = 0 és 0,9 = 0 Q-en, igy g konstans ezen a halmazon. Mivel
g analitikus fiiggvény és ) 6sszefiiggo, igy g konstans 2-n is, amely ellentmond a
g(Q2) halmaz nyiltsdgdnak. Ezért, alkalmazva a D4 operdtort a (2.16) egyenletre
kapunk egy (m + 1)-ed rendii differencidl-figgvényegyenletet. Ismételve ezt a
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1épést m — k-szor, azaz alkalmazva a D, differencidloperatort (m — k)-szor az
egyenletre, kapunk egy k-ad rendii egyenletet

k
(2.18) Z f(l og)=L.

=0

A k = m esetben nem kell névelniink a (2.16) egyenlet rendjét, {gy kozvet-
leniil hasznalhatjuk a (2.18) egyenlet helyett (feltéve, hogy az egyiitthatdit I;-vel
jeloljiik I; helyett). }

Megszorozva a (2.15) egyenletet lx-val, a (2.18)-at hy-val kapjuk a

k
(2.19) ZZ (fDog)y=1,-H
és a
k ~ . ~
(2:20) D hili- (fPog)=hi- L
1=0

egyenleteket. Kivonva ezeket az egyenleteket egymasbdl a

k
(2.21) D (lk-hi—hi ) (fPog) =l - H—hy- L

=0

egyenlet adédik. Megmutatjuk, hogy a (2.15), (2.16) egyenletekbdl 4ll6 egyen-
letrendszer k-szor differencidlhaté megolddsai megegyeznek a (2.16) és (2.21)
egyenletrendszer megoldédsaival.

Valdban, tegyiik fel, hogy f egy k-szor differencialhaté kozos megoldasa a
(2.15) és (2.16) egyenleteknek. Nyilvanvald, hogy ennek az egyenletrendszernek
a megolddsai egybeesnek a (2.15), (2.16), (2.18) egyenletekbdl 4ll6 egyenletrend-
szer megolddsaival. Ekkor f teljesiti a (2.19) és (2.20) egyenleteket is, igy f
kielégiti a (2.21)-et.

Megforditva, tegytik fel, hogy f egy k6z0s megolddsa a (2.16) és (2.21) egyen-
leteknek. Mivel f kielégiti a (2.16) egyenletet, igy a (2.18) egyenlet is teljesiil
f-re, amely maga utdn vonja a (2.20) egyenlet érvényességét. Osszeadva a
(2.20) és (2.21) egyenleteket, lathatjuk, hogy f megolddsa (2.19)-nek. Mivel I,
analitikus és nem nulla 2 egy siliri, nyilt Q* részhalmazan, ezért f megoldasa a
(2.15) egyenletnek Q*-n, amelybél kovetkezik, hogy megolddsa Q-n is, mivel f
folytonos.
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A (2.21) egyenlet rendje kisebb, mint k, ezért a kapott egyenletrendszer,
azaz (2.15) és (2.21), rendjeinek az Gsszege kisebb, mint az eredeti egyenletek,
(2.15) és (2.16), rendjeinek Osszege.

Ismételve ezt az eljardst, a magasabb rendli egyenletet ki tudjuk cserélni egy
alacsonyabb rendiivel. Az eljards végén kapott két egyenlet koziil az egyiknek a
bal oldala egyenl6 0-val. Ha a jobb oldala nem egyenld 0O-val, akkor nincs kozos
megolddsa az eredeti két egyenletnek ((2.15)-nek és (2.16) -nak), egyébként az
utolsé nemtrividlis egyenlet lesz a keresett egyenlet.

2.2.4. MEGJEGYZES. Alkalmazva a Dg differencidloperatort a

k
(222) th(xay) : f(l)(g(x7y)) = H(as,y), (x,y) €

i=0
egyenletre kapjuk a kévetkezd m-ed rendi differencial-fiiggvényegyenletet

k
(2.23) ) (9yg- Ouhi — Oag - Oyhi) - (fP 0 g) = Oyg - 0 H — Dug - 0, H,
=0

ahol m < k. Ha az el6z6 lemmat alkalmazva ezekre az egyenletekre egy k-ad
rendi differencidl-fiiggvényegyenletet kapunk, akkor & = m és a hg,..., hg, H
fliggvények kielégitik a kdvetkez6 egyenletrendszert:

(224) &Dg(hkayhl—hlayhk) = 8yg(hk6mhl—h18xhk), (Z = 1, ey k—l)
és
(225) 8959 . (hk . 8yH —H- 6yhk) = 8yg . (hk . &CH —H- 8mhk)

Valéban, tegyiik fel, hogy a kapott egyenlet k-ad rend@i differencidl-fiigg-
vényegyenlet, ekkor k¥ = m (mivel, ha m < k, akkor az {gy kapott egyenlet
rendje s kisebb, vagy egyenld lenne mint m, amelybé&l kovetkezne, hogy s < k).
Szorozzuk meg (2.22)-t 0yg - Ophy — 09 - Oyhi-val, (2.23)-at hyk-val és vonjuk
ki egymaésbdl a kapott egyenleteket. Ekkor

hi - (0yg - Ophi — Oyg - Oyhy) = (Oyg - Oxhy — Oypg - Oyhy) - hy
minden i =1,...,k — 1-re és
hig - (Oyg - 0o H — 059 - OyH) = (0yg - Oxhi, — Ong - Oyhy) - H

adddik, amelybdl dtrendezéssel kaphatjuk a (2.24) és (2.25) egyenleteket.
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Most mar megfogalmazhatjuk ennek a résznek az egyik f6 eredményét,
amely azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett tetszéleges differencidl-
fliggvényegyenletet tekintve tudunk konstrudlni egy olyan egyenletet, amelynek
megoldasai megegyeznek az eredeti egyenlet megoldasaival, a rendje altalaban
kisebb, mint az eredeti egyenlet rendje, és az egyiitthatoi kielégitenek egy
parcidlis differencialegyenlet-rendszert:

2.2.5. TETEL. ([H&z04]) Tekintsik a

(2.26)  Li(e,y) [P (g(@,9)) + .. Flo(@y) flgle,y) = Liz,y), (2,y) € D,

egyenletet, ahol Q C R? egy nyilt, 6sszefiiggé halmaz, lo,li,...,lx,g és L
adott valds értéki analitikus figgvények Q-n (dgy, hogy g(Q) egy nyilt halmaz),
tovdbbd f egy valds ismeretlen figgvény g(2)-n. Ekkor létezik egy differencidl-
fiigguényegyenlet

(2.27) hun(z, ) f"™(g(z,9)) + ... + holz,y) f(9(z,y)) = H(z,y), (z,y) € Q,

(ahol m < k) melynek (k+ 1)-szer differencidlhatd megolddsa egybeesik a (2.26)
egyenlet megoldasdval és a hg,hy,...,hpm, H fligguények kielégitik a kévetkezd
egyenletrendszert:

(2.28) OG- (hym, - Oyhi — hy - Oyhun) = Oyg - (R - Oghy — hyi - Ophiy),
minden i =1,...,m — 1 esetén és
(2.29) 029 - (N, - OyH — H - Oyhy,) = 0yg - (A - O H — H - Ozhy,).

Bizonyitds Alkalmazva a Do differencidloperatort a (2.26) egyenletre
és felhasznalva a 2.2.1. Lemmat, kapunk két egyenletet, amelyeknek megoldéasa
megegyezik az eredeti egyenlet megolddsaval. Most két eset lehetséges.

Elso eset: Ha az 1j egyenlet baloldala azonosan nulla, akkor a 2.2.2. Megjegy-
zésbil addédik, hogy vagy nincs megolddsa a (2.26) egyenletnek (ha az egyenlet
jobboldala nem egyenld nulldval) vagy ha eljeldljiik az f?og egyiitthatéjat hs-vel,
és az egyenlet jobboldalat H-val, akkor kapjuk, hogy

8yg . 8Ih1 — 0mg . 8th =0
minden ¢ = 0,...,m esetén és

0yg -0, H —0,9-0,H =0
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teljesiilnek, amelybdl kovetkezik

him - (Oyg - Oxhi — 0zg - Oyhi) = (0yg - Oxhm — 0zg - Oyhum) - by
minden i = 0,...,m-re és

him - (Oyg - OxH — 0pg - OyH) = (0yg - Ophum, — 029 - Oyh,) - H.
Ezért (2.28) és (2.29) egyenletek teljesiilnek.

Misodik eset: Ha az j egyenlet baloldala nem azonosan nulla, akkor jeloljiik

az f'o g egyiitthatéjat h;-vel, és az egyenlet jobboldaldt H-val. Alkalmazva a
2.2.3. Lemma allitasat, vagy kapunk egy egyenletet az el6z6 kettébol dgy, hogy a
kapott egyenlet megoldasa megegyezik az eredeti egyenlet megoldasaval és az 1j
egyenlet rendje nem nagyobb, mint az eredeti egyenlet rendje, vagy azt kapjuk,
hogy nincs megoldasa az eredeti egyenletnek. Ha a kapott egyenlet rendje nem

kisebb, mint az eredeti egyenlet rendje, akkor (alkalmazva a 2.2.4. Megjegyzést)
kapjuk, hogy

6wg . (hm . 8th — hl . ayhm) = Gyg . (hm . 8whl — hz . awhm)
minden i =1,...,m — 1 esetén és
0 - (han - OyH — H - Oyhy) = 8yg - (B - O H — H - 9,hyy).

Ha a kapott egyenlet rendje kisebb, mint az eredeti egyenlet rendje, akkor ismét
alkalmazhatjuk a Dg differencidloperatort, és ismételjiik az els6, vagy a masodik
esetet, addig amig az eljards be nem fejezddik.

2.2.6. MEGJEGYZES. Tegyiik fel, hogy h,, # 0 az Q halmazon. Ekkor a (2.28)
és (2.29) egyenleteket osztva h2 -mel kapjuk, hogy

Oyhi - hyy — Oyhum - By Ozhi - b — Ozhoy - hy

minden ¢ = 0,...,m — 1 esetén és
OyH - hyy — Oy, - H OzH - hyy — Ophoy, - H
8;69 : ( hgn = 82/9 : h%L >
amelybol

h; h;
(230) 000, (1) = 0,90, (1)
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addédik minden ¢ = 0,...,m — 1 esetén és

H H

h; H
Ezért Dy <h ) =0ésDyg <h ) = 0. Ha léteznek olyan Ky, K1, ..., K;pn—1, K

differencidlhato fliggvények gy, hogy

I K

hm(x,y) l(g(x7y))
minden 7 = 0,...,m — 1 esetén és

H(z,y)

—— = K(g9(z,9)),

b () (gz:9)

akkor a (2.30) és (2.31) egyenletek nyilvdnvaléan teljesiilnek.

Ezért, most adunk egy elegendé feltételt a Kg, K1, ..., K,—1, K fiiggvények
létezésére. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd definiciora:

Legyen Q C R? egy nyflt halmaz, g : Q@ — R. FEkkor Q-t (simdn)
g-0sszefiggének nevezzilk, ha minden olyan (zo,yo), (z1,y1) € Q esetén,
amelyre g(zo,y0) = g(z1,y1), létezik egy olyan (x,y) : [0,1] — Q differ-
encidlhaté fiiggvény, amelyre (2(0),y(0)) = (zo,%0), (z(1),y(1)) = (x1,y1) és
t— g(z(t),y(t)) konstans.

2.2.7. LEMMA. ([H4z04]) Legyen Q C R? egy nyilt halmaz, g egy differencidlhaté
valds értékt figguény Q-n dgy, hogy (0:9,0y9) # (0,0) Q-n. Tegyik fel, hogy
Q simdn g-dsszefiiggé. Ha Doy = 0 (ahol ¢ egy differencidlhaté figguény Q-
n), akkor létezik egy ® : g() — R figgvény gy, hogy o(x,y) = ®(g(z,v)).
Tovdbba, ha ¢ és g k-szor folytonosan differencidlhato figgvény, akkor @ is az.

A bizonyitasunkhoz sziikségiink lesz a kovetkezd nyilvanvalé lemmara:

2.2.8. LEMMA. Legyen Q C R? egy nydlt halmaz, g legyen egy Q-n értelmezett
fiigguény. Ekkor létezik eqy © fiigvény gy, hogy ¢ = ® o g akkor és csak akkor
ha g(xo,v0) = g(x1,y1)-bdl kévetkezik o(xo,y0) = @(z1,y1)-

Bizonyitds. [A22.7. Lemma bizonyitdsa]

Legyen (z0,30), (1, 91) € © olyan, hogy g(o, yo) = g(x1,y1). Meg kell mu-
tatnunk, hogy ¢(xo,y0) = @(z1,y1). Az Q sima g-Osszefiiggésége miatt 1étezik
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egy (z,y) : [0,1] — Q differencidlhaté fiiggvény gy, hogy (x(0),4(0)) = (o, vo),
(2(1),y(1)) = (x1,y1) és a t — g(z(t),y(t)) fliggvény konstans. Megmutatjuk,
hogy (z(t),y(t)) is konstans.

Felhasznélva, hogy g(z(t),y(t)) konstans, és a g,z,y fiiggvények differen-
cialhatoak, kapjuk, hogy

(2.32) Dwg(x(t), y(t))2'(t) + dyg(x(t), y(t))y'(t) = 0.

Ha ¢ differencidlhaté és Doy = 0 akkor kapjuk, hogy

(2.33)  eg(x(t), y(1)) - Dyp((t), y(t)) — Dyg(x(t), y(1)) - Duip(z(t),y(t)) = 0.

Tekintsiik a (2.32) és (2.33) egyenleteket mint egy linedris egyenletrendszert,
ahol a valtozék J,g(z(t),y(t)) és Oyg(x(t),y(t)). Mivel (0g,0,9) # (0,0) Q-n,
ezért a linedris egyenletrendszer egyilitthatémétrixdnak determindnsa egyenld
nulldval, ezért

(2.34) Oyp(@(t),y(t) - y'(t) + Outp(a(t),y(t)) - 2'(t) = 0,

amelybdl
¢’ (z(t),y(t)) =0

kovetkezik.
Igy kaptuk, hogy o(z(t), y(t)) konstans. Ezért o(zo,y0) = @(x1,71). Alka-
Imazva az el6z6 lemmat kapjuk, hogy 1étezik egy ® fliggvény gy, hogy ¢ = ®og.
Megmutatjuk, hogy ha ¢ és g k-szor differencidlhatoé fiiggvények, akkor &
is k-szor differencialhat6. Legyen (xo,y0) € Q, so = g(zo, o) és tekintsik a
kovetkezd kezdeti érték feladatot:

y'(t) = Oyg(x(t), y(t))
x(0) = xo
y(0) =yo

Alkalmazva a Peano egzisztencia tételt, kapjuk, hogy létezik a 0 egy U kor-
nyezetén értelmezett lokdlis megolddsa ennek az egyenletnek. Legyen ~(t) =
g(z(t),y(t)) (t € U). Mivel

7 (#)

=g (@ (1), y(0)2'(t) + 0y g(x(t), y()y ()
( g9(x(t),y(1)))* + (Dyg(z(t), y(1)))* >
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igy, kapjuk hogy <7 szigorian monoton és a + inverze is differencidlhaté.
Hasznalva ® definicidjat

adddik, igy
O(s) = p(x(v7H(s),y(r () (s €~(V))
egy differencialhaté fliggvény so = g(xg, yo)-ben. Ha g és ¢ k-szor folytonosan

differencidlhato, akkor x és y is az. Igy ~ és ® is rendelkezik ezzel a tulaj-
donsédggal.

Ezek utan mar megfogalmazhatjuk ennek a témakornek a végsé eredményét,
amely azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett minden differencidl-fiigg-
vényegyenlet esetén létezik egy olyan kozonséges differencidlegyenlet, amelynek
megoldasai megegyeznek a differencial-fiiggvényegyenlet megoldasaival:

2.2.9. TETEL. ([H4z04]) Tekintsiik a

(2.35) In(z,9)f ™ (g(2,y) + ... +lo(z,y) f(9(z,y)) = Fz,y), (2,y) €,

ahol Q C R? egy nyilt, simdn g-dsszefiiggé halmaz, lo,li,...,l,, g és F adott
valds értéki analitikus fiigguények Q-n (dgy, hogy g(Q) egy nydlt halmaz, tovdbbd
(029,0y9) # (0,0) Q-n), tovdbbd f egy valds figguény g(Q)-n. Ekkor létezik egy
kézonséges differencidlegyenlet

(2.36) P () 4 Kpna () S0 (1) 4 4 Ko(t) £ () = K (2),

(ahol m <n, Ko, K1,...,Km_1 és K differencidlhatd valds értékd figgvények)
amelynek (n + 1)-szer differencidlhatd megolddsa lokdlisan megegyezik a (2.35)
megolddsdval.

Bizonyitds. Felhaszndlva a 2.2.5. Tételt, kapjuk, hogy létezik egy diffe-
rencial-fliggvényegyenlet

(2.37) hun(z,9) f " (g(2, 1)) + .. + holz,y) f(9(z,y)) = H(z,y), (z,y) €L,

(ahol m < n) amelynek (n + 1)-szer differencidlhaté megolddsai megegyeznek a
(2.35) megolddsaival, 4gy, hogy ho, h1, ..., hnm, H teljesitik a kdvetkezd egyen-
letrendszert

(238) (%;g . (hm . (’“)yhl — hz . ayhm) = ayg . (hm . awhz - hi . &vhm),



2.2 A DIFFERENCIAL-FUGGVENYEGYENLET MEGOLDASA 25

minden i = 1,...,m — 1 esetén és
(2.39) 029 - (hay, - OyH — H - Oyhy,) = 0yg - (huy - O H — H - Oyhyy,).

Tegyiik fel, hogy h,, # 0 egy nyilt, g-Osszefiiggé Q* részhalmazan (2-nak. Ekkor

kapjuk, hogy
hi
D =0
°(hm)

o

teljesiil Q*-n (a 2.2.6. Megjegyzésben leirtaknak megfeleléen).
Alkalmazva a 2.2.7. Lemma allitasat kapjuk, hogy léteznek olyan Ky, K1,
.., K1 és K differencidlhato fliggvények, amelyekre

mindeni=1,...,m—1és

= Ki g\x,y

el — Ko(o.)
minden 7 = 0,...,m — 1 esetén és

H(z,y)

Y K(g(x,y).

) (9(z,y))
A (2.37) egyenletet h,,-mel osztva a kovetkezd egyenlet adddik:
(2.40) Fr (g(2,9)) + K1 (g(z,9) f D (g(@,v))

+ ...+ Ko(g(x,v) f(9(x,y)) = K(g(z,y)).

A bizonyitds befejezéséhez legyen t = g(z,y), és a helyettesités utén a (2.40)
egyenletbél egy kozonséges differencidlegyenletet kapunk f-re

(2.41) FO @) + Ky 1 (1) F™ () + .+ Ko(t) f (1) = K(2).

Az eljaras illusztralasara nézziik a kévetkezd példat:

PELDA: Tekintsiik a kovetkezd differencidl-fiiggvényegyenletet:

(2.42) afW(@+y)+ 97 f (x+y) +ayfla+y) =ay.
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Alkalmazva a Dg = 0, — 0, differencidloperatort a (2.42) egyenletre a

(2.43) [Pty —2f@+y)+@y—a)fz+y) =y—=

egyenlet addédik. Megszorozva ezt az egyenletet —x-szel és Osszeadva az igy
kapott egyenletet és a (2.42) egyenletet

(2.44) (W + 2zy) f'(x +y) + 2* f(z + y) = 27

adédik. Haromszor alkalmazva a D1 = 0, + 0, differencidloperatort a (2.44)
egyenletre kapjuk, hogy

(2.45) (8y2 4 162y) f™ (x +y) + (48y + 822 + 242) f" (z + y)

+(242 +36) f"(z +y) + 12f' (z +y) = 0.

Szorozzuk meg a kapott egyenletet (—1)-gyel és a (2.43) egyenletet (8y%+16zy)-
nal és adjuk Ossze a kapott két egyenletet:

(2.46)

—(48y +8x2 +242) " (x+y) — (242 +36) f" (x+1y) — (169> +32xy* —12) f' (z +y)

+(8y® + 8xy? — 1622y f(z +vy) = 8y> + 8xy* — 1622y.

Kétszer alkalmazva a Dy differencidloperdtort a (2.44) egyenletre kapjuk a
(2.47)
(4y>4+-8zy) f" (x+y)+ (16y+42> +82) f (x+y) — (8 46) f' (x+y) +2f (z+y) = 2

egyenletet. Ezt megszorozva 48y + 822 + 24x-nal, (2.46)-ot pedig 4y? + 8zy-nal
és Osszeadva a kapott egyenleteket

(2.48)  (480xy + 1282%y — 9692 + 19222 + 624y* + 322" + 16023) f" (x + y)
+(288xy — 256y  x — 25622 y® 4- 288y + 144z — 64y° — 48y + 642> +2402%) £/ (x+y)
+(96y*x — 12823y% + 96y + 48z + 32y° + 1622) f(z + v)

= 96y x — 128x3y + 96y + 48z + 32y° + 162>

adédik. Alkalmazva a Dy differencidloperdtort (2.44) a kovetkezd egyenletet
kapjuk:

(2.49) 2y +4ay)f(x +y) + (dy + 22 +22) ' (x +y) + 2o f(z +y) = 2.
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Szorozzuk meg ezt az egyenletet (480zy + 12822y — 96y>x + 19222 + 624y +
322* 4+ 16023)-nal, és a (2.42) egyenletet —(2y? + 4xy)-nal és adjuk Sssze az gy
kapott egyenleteket:

(2.50)  (—102423y* + 64y x? + 768y3x — 768y%x — 1536y 2% — 1728y%x

—128z%y — 896x3y — 115222y + 320y %z — 128y" — 96y* — 3842° — 7042* — 1920y
—384x3 — 642°) f'(x +y) + (320952 — 5122%y> — 19223y + 384y°2% — 768z%y
—25623y* + 224y%2? — 768y x — 3202 + 64y” — 38423 +192y° — 642°) f(z +y)
= 320y%z — 25623y* + 2249222 — 51221y% — 19223y + 384y° 2% — 76822y — 768y«
—320x* + 64y” — 3842 + 1923 — 64a°.

Végiil megszorozva (2.44)-et (—1024x3y* 4 64y? 22+ 768y>x — 768y5x — 15363522
—1728y2x — 128y — 89623y — 115222y + 320223 — 128y7 — 96y* —3842° —
704z* — 1920y3 — 38423 — 6425)-nal, (2.50)-et —(y? + 2xy)-nal és Osszeadva a
kapott egyenleteket

(2.51)  (—=768y%x* — 192y%2® — 384y2x® + 448yPx + 1280y°23 + 320y 2>
+  1152y72% + 512y°2* — 512y32% — 384ytx — 384y32? + 2562°y + 384xty
+ 70425 + 38427 + 642° + 192y° + 64y° + 3842°) f(x + y) = —768ya?

—  192y22% — 3845225 + 448y8x + 1280y°23 + 320y* 22 + 1152y " 22
+ 512y%2* — 5129323 — 384ytx — 3845322 + 25625y + 384xty + 38427

+70428 + 6428 + 19215 + 64y° + 38425
adédik, amelybdl
flat+y) =1

A t = z 4 y helyettesitéssel kapjuk, hogy

F) =1,
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2.3 A fegsolve PROGRAM MUKODESE

A fegsolve prorgam MAPLE! V, Release 4 nyelven késziilt, amely a (2.3)
alaki egyenletek megolddsara hasznalhatd. A programot a kévetkezo utasitassal
indithatjuk:

feqsolve(hg(a:, y) *fO(gl)(‘Tv y)) et hn(x7 y) *fn(gn(xv y)) = F(I, y)v

[f07f17‘ .. 7fn])7

ahol a fegsolve program elsé paramétere a fiiggvényegyenlet, amelyet meg
akarunk oldani, a méasodik paramétere pedig az ismeretlen fliggvények listdja.
A program a fliggvényegyenletet a lista elsé elemére oldja meg.

2.3.1 A PROGRAM MUKODESENEK ROVID LEIRASA

A program a feqsolve eljaras meghivésaval indul. Ezen eljardsnak két para-
métere van: a vizsgdlandé fiiggvényegyenlet (fegy) és az ismeretlen fiiggvények
(fs). Azismeretlen figgvényeket egy listaban kell megadni, a figgvényegyenletet
a lista els6 elemére oldjuk meg. A feqsolve hivja meg a tobbi eljardast. Elsé
lépésben betdltjik a linalg programcsomagot, majd a feqsolve meghivja a
recogn eljardst, amely irdnyitott bemenetet valosit meg.

A recogn eljardsnak is ugyanaz a két paramétere, mint a feqgsolve
eljardsnak. Az els6 1épésben megkeressiik a lista elsé elemét. Megvizsgdljuk,
hogy fs tipusa lista, vagy fs egyetlen elembol 4ll. Ha nem, akkor hibatizenetet
kiildiink. (Az ismeretlen fliggvényeket egy listdban kell megadni. Ez aldl csak
az az egy eset kivétel, amikor egyetlen ismeretlen fliggvény van. Ekkor a
fiiggvényt zardjelek nélkiil kell megadni). Ha igen, akkor az fs-t dtalakitjuk
halmazzd (ism). Ha a halmaznak tobb eleme van, mint a listdnak, akkor
hibaiizenetet kiildiink (ekkor nyilvdn ugyanaz a fiiggvény tobbszor is belekertilt
a listdba). Ha a fliggvényegyenlet nem egyenléség tipust (azaz nem adunk
meg jobb oldalt), akkor megnézziik, hogy van-e benne Osszeadds. Ha nincs,
akkor hibatizenetet kiildiink (az egyenletnek legaldbb két taginak kell lennie).
Ezutdn F egyenld az egyenlet jobb oldaldval vagy nulldval (ha nem adtunk

IMAPLE is a registered trademark of Waterloo Maple software



2.3 A fegsolve PROGRAM MUKODESE 29

meg semmit). Ha F-ben van ismeretlen fliggvény, akkor ujabb hibaiizenetet
tovabbitunk. A fiiggvényegyenlet bal oldalat felbontjuk tagokra. Ha valame-
lyik tagban ismeretlen fliggvények szorzata van, akkor szintén hibat jelziink.
Ezutan megvizsgédljuk, hogy minden tagban van-e ismeretlen fiiggvény. Ha
igen, akkor vizsgaljuk, hogy az ismeretlen fiiggvényekben ne legyenek ismeretlen
fliggvények. Ha minden feltétel teljesiil, akkor kiirjuk az egyenletet, és visz-
szatériink a fegsolve eljarasba. Itt meghivjuk a deriv eljarast, amelyben
a differencidloperatort keressiik. Elsé 1épésben megnézziik, hogy a lista els6
eleme szerepel-e az egyenletben. Ha nem, akkor hibaiizenetet kiildiink. Ha
igen, akkor keressiik a differencidloperatort. Mindig kiiratjuk, hogy éppen mi-
lyen rend(i operédtort keresiink. Legyen a differencidloperdtor rendje (ordq)
1. Elséllitjuk a Hy, Hy, ..., H, métrixokat, és a A operdtorrendszert (ahol
A egy lista). Ezutdn feltoltjik a mdtrixokat. A A elemeit egy vektorba
rendezziik és létrehozzuk a H és H* matrixokat. Ezutan a funcrank eljaras
meghivasdval kiszdmoljuk a megfelel§ rangokat (r;,re). Majd megvizsgaljuk,
hogy az eljérds (G) és (H) feltételei teljesiilnek-e. Ha nem, akkor a deri eljards
hivasaval kerestink ordg + I rendi differencidloperatort. Ezt addig folytatjuk,
amig a feltételek nem teljesiilnek. Ha minden feltétel teljesiilt, akkor a feq-
solve meghivja az eliminate eljarast, amellyel a matrixot olyan alakdra hozzuk,
hogy azt a diffeq eljarasban kénnyen tudjuk kezelni. A diffeq-ban eldallitjuk
az ismeretlen fiiggvényeknek, és F-nek a A elemeihez tartozé differencialjait
(Delt, diF'). Kiszamitjuk a matrix determindnsdt, amely a keresett parcidlis
differencidloperator lesz. FEzutan a fliggvényegyenletbdl eléallitjuk a differ-
encial-fiiggvényegyenletet, és ezt ki is irhatjuk. Ezutan a diffeq eljarast hivjuk
meg, amely az el6zéekben megadott eljarast felhaszndlva eldallitja a kapott
differencidl-fliggvényegyenletbdl a kozonséges differencidlegyenletet. Ezutan
megprébalja megoldani a kapott egyenletet. Sajnos a kapott megoldds nem
az eredeti fliggvényegyenlet megoldédsa, csak a differencidl-fliggvényegyenleté,
mivel a kapott differencial-fiiggvényegyenlet csak kovetkezményegyenlete az ere-
deti egyenletnek.

A program forraskédjanak harom valtozata, harom kiilonb6z6 Maple
verzichoz (Release 4, 7, 9), megtaldlhaté a disszertdcié CD mellékletében és
letolthetd a kovetkezd weblaprdl:

www. uni-miskole.hu/~matha
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2.3.2 A PROGRAMLISTA

fegsolve := proc(fegy, fs)
global unknownfunction, Hk, vy;
restart ;
with(linalg) ;
recogn(fegy, fs) ;
deriv(turn, turnnumber, m, F, unknownfunction, g, h);
eliminates(Hk) ;
diffeq()
end
recogn := proc(fegy, fs)
local 75, j, ism, s, i;
global tag, turn, turnnumber, m, F, unknownfunction, g, h;
m :=op(l, fs);
if not (whattype(fs) = list or nops(fs) = 1) thenERROR(
‘Wrong data. The unknown functions must be givenin a list.‘)
fi;
ism = convert(fs, set);
if nops(ism) < nops(fs) thenERROR(‘ Wrong data. \

One of the functions appears several times in the list.‘)

fi;

if not (whattype(fegy) = * = ¢ or whattype(fegy) = ¢ 4+ ¢) then
ERROR(‘ Wrong data. There must be at least two terms \
in the equation.)

fi;

if whattype(fegy) = ¢ = ‘then

F = op(2, fegy) ; tag := op(1, fegy)
else F' :=0; tag := fegy
fi;

if has(F, ism) thenERROR(‘ Wrong data. There cannot\
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be an unknown function in the right — hand side.)
fi;
if not (whattype(tag) = ‘ + ‘) thenERROR(‘ Wrong \
data. There must be at least two terms in the equation.‘)
else
turnnumber := nops(tag) ;
for i to turnnumber do turn.i := op(i, tag) od;
for i to turnnumber do
h.i:=1;
unknownfunction.i ;= turn.i;
if nops(turn.i) # 1then
s5:=0;
if hastype(turn.i, ‘ * ‘) then
s:=0;
for j tonops(turn.i) do
if not has(op(j, turn.i), ism) then
h.i := h.i X op(j, turn.i)
else unknownfunction.i := op(j, turn.i); s :==s+1
fi
od;
if not (s = 1) thenERROR(‘ Wrong data. There can\
be only one unknown function in a factor.)
fi
fi;
if not (whattype(unknownfunction.i) = function) then
ERROR(‘ Wrong data. There must be an unknown \
function in each factor.)
else
g.i := op(1, unknownfunction.i);
unknownfunction.i := op(0, unknownfunction.i) ;
if has(g.i, ism) thenERROR(* Wrong data. There \
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cannot be an unknown function in inner operator.)
fi
fi
else unknownfunction.i := op(0, turn.i); g.i := op(1, turn.i)
fi
od
fi;
print(‘ The functional equation is‘);
print(tag = F)
end
deriv := proc(
turn, turnnumber, m, F, unknownfunction, g, h)
locall, ij, s, j, u, vc, tyr;
globalri, r2, k, De, A, d, H, Hk, Hn, ordq, rang;
k:=1;
print(‘Search for the differential operator*);
while not (unknownfunction.k = m) and k < turnnumber do
k=k+1
od;
if turnnumber < kthenERROR(‘ Wrong Data. The \
first element of the list is not in the equation.‘)
else
ordq :==1;
for ij to turnnumber do H.ij := array(1..3, 1..2) od ;
for ij to turnnumber do

Aij = [turn.dj];

l:=0;
whilel < 1do
A.ij =

[op(A.%), op([convert(diff (turn.ij, x $1, y$ (1 —1)), D)])];
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l:=14+1

od;

for j tonops(A.ij) do
s = op(j, A.ij);

H.ij; 4 = coeff(s, unknownfunction.ij(g.ij)) ;
H.ij; o := coeff(s, D(unknownfunction.ij)(g.ij))
od
od;
De :=[D, Dy, D4];
d := vector(nops(De), De);
if k = 1then
H:=H.2;
for ij from 3 to turnnumber do H := concat(H, H.ij) od
else
H:=H1,;
for ij from 2 to turnnumber do
if not (ij = k) then H := concat(H, H.ij) fi
od
fi;
HE := concat(H, d);
Hn := concat(H.(il $ (il = 1..turnnumber)));
funcrank(H) ;
rl 1= rang;
funcrank(Hn) ;
r2 1= rang;
tyr := [st, nd, rd, th, th, th, th, th, th, th];
print(‘ Search for 1st order operator‘);
while not (1 <1/2 x (ordg+ 1) x (ordg +2) — 1 and r1 < r2)
do
ordq := ordq + 1;
if 10 < ordg and ordq < 20 or ordgmod 10 = 0 then
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ve = th
else vc := op(ordg mod 10, tyr)
fi;
w := sprintf(‘ Search for %d%s order operatort, ordq, vc);
print(u) ;
deri(turn, turnnumber, unknownfunction, ordq, k, d, g)
od
fi
end

deri := proc(

turn, turnnumber, unknownfunction, ordg, k, d, g)
localij, I, j, s;
globalri, r2, rang, A, De, H, Hk, Hn;
for ij to turnnumber do H.ij := extend(H.ij, ordq + 1, 1, 0)
od;
for ij to turnnumber do
l:=0;
while! < ordgdo
Agj =]
op(A.7j), op([convert(diff (turn.ij, z$1, y$ (ordg — 1)), D)])]
l:=14+1
od;
for j fromnops(A.ij) — 1/2 x ordg x (ordqg + 1) + 1to
nops(A.ij) do
5= op(j, Aij);
foritoordg+1doH.ij,;  :=
coeff (s, (DQQ(I — 1))(unknownfunction.ij)(g.1j))
od
od
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od;
[:=0;
while! < ordgdo
De := [op(De), Dig1 28 (ordg—1)]; L :==1+1
od;
d := vector(nops(De), De);
if £ = 1then
H:=H.2;
for ij from 3 to turnnumber do H := concat(H, H.ij) od
else
H:=H.1;
for ij from 2 to turnnumber do
if not (ij = k)then H := concat(H, H.ij) fi
od
fi;
Hk := concat(H, d);
Hn := concat(H.(il $ (il = 1..turnnumber)));
print(H, Hk, Hn);
funcrank(H, rang) ;
rl = rang;
funcrank(Hn, rang);
r2 = rang
end
eliminates := proc(zava)
localy, sj, oj, ta, ra, qw, sa;
globalac;
ac := zava;
with(linalg) ;
1 =1

while 7 < min(rowdim(ac), coldim(ac) — 1) do
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if aCij, 45 = 0then

8] =13
while acy;, ; = 0 and sj < rowdim(ac) —1dosj :=sj +1
od;

if sj = rowdim(ac) and acs;,;; = 0 thenac := concat(
submatrix(ac, 1..rowdim(ac), 1..ij — 1),
submatrix(ac, 1..rowdim(ac), 7j + 1..coldim(ac)))
else
for ta to coldim(ac) do
TG 1= GC4j, tq; ACij, ta ‘= GCsj ta ; UCsj, ta = T0
od;
if 4j < coldim(ac) — 1 thenfor qw fromj 4+ 1 to
coldim(ac) — 1do
80 1= aCij, qu ;
for ta from ij to rowdim(ac) do
ACtq, qu = SIMPlify(acia, qw — $6 X @Ca, 45/ aCi5, i)
od
od
fi;
=i +1
fi
else
for quw from ij + 1 to coldim(ac) — 1do
84 1= aCij, qu ;
for ta from ij to rowdim(ac) do
ACtq, qu = SIMPlify(acia, qw — $a X @Cia, 45/ aCij, 45)
od
od;

iji=i+1
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od
end
sorelim := proc(ab)
localki, ij, j, 07, sj, r, qu, sa, ta;
globalrang, rav;
with(linalg) ;
rav := ab;

ki := min(rowdim(zav), coldim(zav));

for ij to ki do

i=i

if zav;;, ; = Othen
0] =75
while zav;;, ,; = 0 and oj < coldim(zav)do oj := 0j + 1
od;
if 0j = coldim(zav) and zav;; ,; = 0then

8 =1 ;

while zav,; ; =0 and sj < rowdim(zav)do sj := sj + 1od
if sj = rowdim(zav) and zav,;, ; = 0 then
8j 1=1j;
0j =17;
whilezavg; ,; = 0 and
not (sj = rowdim(zav) and oj = coldim(zav))do
if 0j < coldim(zav) then o := 0j + 1
elseoj :=j7; s =57 +1
fi
od;
if
sj = rowdim(zav) and oj = coldim(zav) and zavsj, ,; =0

then return
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else
for ta from j to coldim(zav) do
T = TV 1 ) TV g 1= TV, tg 3 TAVsj, tg =T
od;
for ta from j torowdim(zav) do
T = TV, j 5 LAV, j 1= TAViq, 0f ; LAViq, 0f ‘=T
od
fi
elsefor ta from j to coldim(zav) do
T 1= T0Vij, ta ; TAV4j ta ‘= TAVsj, tq ; LAVsj ta = T
od
fi
elsefor ta from j torowdim(zav) do
T = LU, j 5 TV, j 1= TAV1q, o5 3 TAV g, o =T
od
fi
fi;
if zav;;, ; # 0 thenfor qw from 45 + 1 to rowdim(zav) do
$Q 1= TV gy, j ;
for ta from j to coldim(zav) dozav gy, 1 :=
simplify ((zavij, j X 2V gu, ta — 5G4 X 2V, 1a)/T0V45, ;)
od
od
fi
od
end
funcrank := proc(za)
localdi, j;
globalrang, ab, a;

ab := za;
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sorelim(ab) ;
a:= zav;
di := min(rowdim(a), coldim(a));
ifa;,; =0thenrang =0
else
Jj=1;
while not (a; ; =0) and j < didoj :=j+ 1lod;
ifa; ; = 0thenrang := j — lelserang := jfi
fi
end
diffeq := proc()
localhik, ft, deq, jl, diF’, gy, ik, hij, ls, mij, diffe, van, t, ty,
Delt, Deltl, j, I, a, i, hx, hy, jk, dfg, rt, vy, s1, s2, lz, ly, sd0,
Fz, Fy, m1, m2;
globaltag, k, ac, turn, turnnumber, m, F, unknownfunction,
g, h, Hk, Hn, ordq, rang, we;
deq :=0;
diF :=0;
Delt := [turn.k];
Delt1 = [F];
for j to ordqg do
l:=0;
whilel < jdo
Delt :=
[op(Delt), op([convert(diff (turn.k, z$1, y$(j — 1)), D)])];
Delt1 :=
[op(Delt1), op([convert(diff (F, $1, y$ (j — 1)), D)])];
l:=1+1
od
od;
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gy := min(rowdim(ac), coldim(ac));
a := submatrix(ac, 2..gy, 2..9y);
print(a) ;
we := factor(simplify(det(a)));
for ij tonops(De) do
hij := op(if, De);
ls := collect(we, hij);
mij := coeff(Is, hij);
deq := deq + mij x op(ij, Delt);
diF := diF + mij x op(ij, Delt1)
od;
diffe := factor(normal(deq)) ;
diF := factor(normal(diF));
print(‘ The differential equation obtained from functional\
equation : ‘);
print(diffe = diF);
fde(diffe, diF', ordq, unknownfunction.k, g.k)
end
fde := proc(diffe, diF, ordq, func, gfunc)
localhl, h2, h2u, n2, n2u, ij, ijk, fdeq2u, fdeq2Fu;
globaliz, ly, Fz, Fy, fdeq2, fdeq2F, dxg, dyg, n, fdeq, fdeqF,
dfdeqx, dfdeqy, dfdeqFx, dfdeqFy;
n = ordq;
fdeq := diffe;
fdeqF := diF';
h1 := coeff(collect(fdeq, (DQQn)(func)(gfunc)),
(DOGn)(func) (gfunc));
lx .= diff (fdeq, x);
ly := diff (fdeq, y);
Fx .= diff (fdegF, x);
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Fy = diff (fdeqF, y) ;

dzg := diff (g.k, x);

dyg := diff (g.k, ) ;

fdeq2 := simplify (dyg x lx — dzg x ly);

fdeq2F = simplify(dyg x Fx — dzg x Fy);

h2 := coeff(collect(fdeq2, (DQQn)(func)(gfunc)),
(DQGn)(func) (gfunc));

1Y i=mn;

while h2 =0 and 0 < 75 do
=1y —1;
h2 := coeft(collect(fdeq2, (DQQ7j)(func)(gfunc)),

(DG@)(func)(gfunc))
od;
ne :=1j;
if simplify(h! X fdeq2 — h2 X fdeq) = 0 then

fdegsolve(func, gfunc)
else
while fdeq2 # 0do
if n2 = nthen
h1 := coeff(collect(fdeq, (DQQ@n)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func) (gfunc));
h2 := coeff(collect(fdeq2, (DQQn)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func)(gfunc));
fdeq?2 := simplify(h2 x fdeq — h1 X fdeq2);
fdeq2F := simplify(h2 x fdeqF' — h1 x fdeq2F);
h2 = coeft(collect(fdeq2, (DQQn)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func) (gfunc));
g i=n;
while h2 =0 and 0 < ij do
=i —1;
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h2 := coeff(collect(fdeq2, (DQQ7j)(func)(gfunc)),

(DQGij)(func) (gfunc))
od;
ng =1
else
fdeq2u := fdeq?2 ;
fdeq2Fu := fdeq2F
h1 := coeff(collect(fdeq, (DQ@Qn)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func)(gfunc));
h2 := coeff(collect(fdeq2, (DQQ@Qn2)(func)(gfunc)),
(D@@n2) (func)(gfunc));
for ik from n2 + 1tondo
dfdeqr := diff (fdeq2u, x);
dfdeqy = diff (fdeq2u, y);
dfdeqFr := diff (fdeq2Fu, x);
dfdeqFy = diff (fdeq2Fu, y);
fdeq2u = dyg x dfdeqy + dxg x dfdeqz ;
fdeq2Fu := dyg x dfdeqFy + dzg x dfdeqFz
od;
h2u := coeff (collect(fdeq2u, (DQQn)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func) (gfunc));
1y =N
while h2u = 0 and 0 < ij do
=i —1;
h2u := coeff (collect(fdeq2u, (DQQ)(func)(gfunc)),
(DO@i)(func) (gfunc))
od;
nlu = 1j ;
fdeq2u = simplify (h2u X fdeq — h1 x fdeq2u);
fdeq2Fu := simplify (h2u x fdeqF — h1 X fdeq2Fu);
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h2u := coeff (collect(fdeq2u, (DQQn)(func)(gfunc)),

(D@@n)(func)(gfunc));

1Y i=n;

while h2u = 0 and 0 < 7 do
yi=1y—1;

h2u := coeff(collect(fdeq2u, (DQQ)(func)(gfunc)),

(DQ@3) (func) (gfunc))
od;
nau = 1j ;
if n2 < n2uthen

fdeq := fdeq2u ; fdeqF := fdeq2Fu; n := n2u

else
fdeq = fdeq?2 ;
fdeqF := fdeq2F
n:=n2;

fdeq2 := fdeq2u ;
fdeq2F = fdeq2Fu;
n2 = nu
fi
fi
od;
if fdeq2 = 0 and fdeq2F # Othen
print(‘ The differential — equation hasn't got solution‘)
else fde(fdeq, fdeqF', n, func, gfunc)
fi
fi
end
fdegsolve := proc(func, gfunc)
localh, ij, hu, eq, u;
globalfdeq, fdeqF', n;
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print(‘ The reduced differential equation is obtained : *);

fdeq := factor(fdeq) ;

fdeqF := factor(fdeqF) ;

print(fdeq = fdeqF);

h := coeff(collect(fdeq, (DQQ@n)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func) (gfunc);

1 =n;

whileh =0 and 0 < ¢jdo
i =i —1;
h := coeff (collect(fdeq, (DQQ7))(func)(gfunc)),

(D@@ij)(func) (gfunc))

od;

n:=1,;

hu := coeff (collect(fdeq, (DQQn)(func)(gfunc)),
(D@@n)(func) (gfunc);

yi=n;

eq:=0;

while0 < ij do
eq := eq + simplify (hu/h) x (DQQéj)(func)(gfunc) ;
o= —1;
hu = coeff (collect(fdeq, (DQQ75)(func)(gfunc)),

(D@@ij)(func) (gfunc))
od;
u := sprintf (‘After dividing %A the following\

differential equation is obtained‘, h);
print(u) ;
fdeqF := simplify(fdeqF /h);
print(eq = fdegF);
eq = subs(gfunc =t, eq);
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fdeqF := subs(gfunc = t, fdeqF') ;

print(
‘The differential equation obtained with the substitution\
t* = gfunc);

print(eq = fdegF') ;

print(‘ The solution of the differential equation’);

dsolve(eq = fdeqF, func(t))

end
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2.3.3 FUTTATASI EREDMENYEK

Ebben a fejezetben néhany futtatdsi eredmény talalhaté, amelyekkel bemutatjuk
az algoritmus miikodését, a kapott differencidlegyenletet és ennek az egyenletnek
a megoldasat.

1. A Pexider-egyenlet megoldasa:

> fegsolve(f (x+y)-g(x)-h(y), [f,g,hl);
The functional equation is
fl@+y) —g(x) —h(y) =0
search for the differential operator
search for 1st order operator
search for 2nd order operator
The differential functional equation obtained from functional equation :
(DP)(f)(x+y) =0
The differential equation obtained with the substitution y =t —x
(DD)(f)(t) = 0
The solution of the differential equation :

ft)=_C1+_C2t

A kapott fliggvény megoldédsa a Pexider-egyenletnek. Hasonléan kaphatjuk,
hogy a fliggvényegyenlet kétszer differencialhatd megoldédsai:

g(t) = _C39 + _C2t és h(t) = _C2t + _C1 — _C3.

2. Az f(x+y) —g(x —y) — h(z) — l(y) = 0 egyenlet megoldasa:

> feqgsolve(f (x+y)-g(x-y)-h(x)-1(y), [f,g,h,1]);

The functional equation is
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fle+y) —glz—y) —hx)—l(y) =0
search for the differential operator
search for 1st order operator
search for 2nd order operator
search for 3rd order operator
The differential functional equation obtained from functional equation :
(DD)(f)(a+y) =0
The differential equation obtained with the substitution y =1t —x
(D) (H(t) =0
The solution of the differential equation :

ft)=_-C1+_C2t+ _C3¢

Hasonléan kaphatjuk, hogy minden ismeretlen fiiggvény _C1 +_C2t+ _C3 t2
alakd.

3. A polinomidlis egyenlet megoldasa n = 4 esetén:

flz+4y) —4f(x+3y) +6f(z +2y) —4f(x +y) + f(z) =0

> feqsolve (f (x+4*y) —4*f (x+3%y) +6*f (x+2%y) —4*f (x+y) +£ (x) ,£) ;
The functional equation is
fle+dy) —4flx+3y)+6f(x+2y) —4f(z+y)+ flz) =0
search for the differential operator
search for 1st order operator

search for 2nd order operator
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search for 3rd order operator
search for 4th order operator

The differential functional equation obtained from functional equation :

(DW)(f)(z +4y) =0

1 1
The differential equation obtained with the substitution y = 1 t— 1 z

(DY (f)(t) =0
The solution of the differential equation :

ft)y=_Ct+_C2t+ _C3t*+ _C4t3
Ezzel az egyenlet négyszer differencialhaté megoldédsait meghataroztuk.
4. Az f(z+y) — g(xz —y) — 4h(zy) = 0 egyenlet megoldasa:

> fegsolve(f (x+y)-g(x-y)-4*h(x*y)=0, [h,f,gl);
The functional equation is
flx+y)—glz—y)—4h(zy) =0
Search for the differential operator
Search for 1st order operator
Search for 2nd order operator
The differential equation obtained from functional equation :
~16(DP)(h)(zy) (z —y) (z +y) =0
After dividing — 16(x* — y®) the following differential equation is obtained
(D) (h)(zy) =0
The differential equation obtained with the substitution t =z y

(DP)(h)(t) =0
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The solution of the differential equation

h(t) = _Cl +_C2t
> feqgsolve(f (x+y)-g(x-y)=4*(_Cl+_C2*xx*y), [g,£]);

The functional equation is
flx+y)—glzr—y)=4_Cl +4 _C2xy
Search for the differential operator
Search for 1st order operator
The differential equation obtained from functional equation :
—2D(g)(z —y) = —4.C2 (z —y)
After dividing — 2 the following differential equation is obtained
D(g)(z —y) =2.C2(z —y)
The differential equation obtained with the substitution t = x —y
D(g)(t) =2-C2t
The solution of the differential equation

g(t) = _C3+ _C2t*

Végiil f(t) = 4_C1 + _C3+ _C2t? adédik. Ezzel a fiiggvényegyenlet kétszer
differencidlhaté megoldasait meghataroztuk.

5. Az (z+y)f(z+vy) —yg(z) — h(y) = z + y egyenlet megoldasa:

> fegsolve((x+y)*f (x+y)-y*g(x)-h(y)=x+y, [f,g,h]);
The functional equation is
(@+y) flz+y) —ygz) —h(y) =z+y

Search for the differential operator
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Search for 1st order operator
Search for 2nd order operator

The differential functional equation obtained from functional equation :

fa+y)+@—y)DH)a+y) —yOD)(Ha+y)z— D) (Hla+y)y’ =1

Thereduceddifferentialequationisobtained :

@ f(z+y)+D(f)(@+y) 2®+y f(z+y)+y° D(f) (@ +y) +2y 2 D(f)(a+y) = z+y
Dividing by(z° + y* + 2zy) we get the following differential equation

D7) (o +y)+ D -

The differential equation obtained with the substitution t = x +y

£t _1
T

The solution of the differential equation :

Végiil kaphatjuk, hogy g(t) = -C2 és h(t) = .C1 — _C2t.
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3 MEGKOZELITOLEG t-KONVEX FUGGVENYEKROL

A disszertdcié ezen részében a bevezetOben emlitett konvexitds-tipusi
egyenl6tlenségekkel foglalkozunk. Elsé 1épésként megismételjiik pontosan a vizs-
galand6 problémat.

Jeloljon a tovdbbiakban (X, |- |) egy normdlt teret, D C X egy nemdiires,
konvex részhalmazét X-nek. Az f fiiggvényt (€,p, t)-konvexnek nevezziik, ha
teljesiti az

k
(3.1) f(tz+ (1 —t)y) < tf(@)+(1-t)f(y)+Y_eile—yl”, (z,y € D)
=0

egyenlétlenséget, ahol € = (g, . ..,ex) € [0,00[FT p = (po,...,pk) € [0, 00[FF!
és t € [0, 1] rogzitett paraméterek.

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen konvexitasi tulajdonsigok
teljesiilnek az (g,p,t)-konvex fliggvényekre bizonyos regularitdsi feltételek tel-
jesiilése esetén, illetve vizsgaljuk az (g,p,t)-konvex fiiggvények regularitdsi és
folytonossédgi tulajdonsagait is.

Pontosabban keresiink olyan ¢,, , : [0,1] = R (i =0,1,..., k) fiiggvényeket,
amelyekre igaz a

k
(3-2) flsz+ (1= s)y) <sf(@)+(1=9)f(y) +D_ ey (s)|z —yI”
=0

egyenlStlenség minden z,y € D és minden s € [0, 1] esetén.
Megjegyezziik, hogy ha az f fliggvény felirhaté f = g+ 1o+ --+1, alakban,
ahol g konvex, az [; fliggvények pedig teljesitik az

(3-3) li(z) = Li(y)| < eile —y

pi (x,yED,pigl)

egyenlétlenséget minden 0 < i < n esetén (azaz p;-rendii Lipschitz fliggvények),
akkor az f fiiggvényre igaz a (3.1) egyenl6tlenség minden ¢ € [0,1] esetén.
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Ugyanis
[tz + (I—=t)y) —tf(z) — (1 —1)f(y)

< gtz + (1 -1t)y) —tg(x) — (1 —1t)g(y)

2 (4 (1= ) — () = (1= L))

IA

g(tr + (1 —t)y) —tg(z) — (1 —t)g(y)

+ 3 (Hita + (1= ) = @) + (= itz + (1= ) ~ L)]).

=0

Felhasznélva g konvexitdsat, a (3.3), a tPi < 1 és a (1 —¢)P" < 1 egyenlStlen-
ségeket kapjuk, hogy

[z + (1 —t)y) —tf(z) — (1 -1)f(y)

n

< ) (teil@ =)@ — )P + (1= t)eft(z — y))
=0

< Zn:ei(t(l — )P 4 (1 — )P |z — y|P < Xn:sz-(wr (1 —1))]x —y*
=0

1=0
n

= ) eile -y
=0

Ennek a résznek célja az, hogy a bevezetésben ismertetett eredményeket
altaldnositasuk erre az esetre, ezért megismételjiik a korabbi eredményeket.

3.1 ELOZMENYEK

A legegyszerlibb esetben a k = 0, &g = 0, t = 1/2 esetén a klasszikus
Bernstein, Doetsch tételt [BD15] kapjuk. (Tovdbbi referencidkat taldlhatunk a
[Kuc85] konyvben.)

Ak =0 p =06ét = 1/2 esetet Nikodem és Ng vizsgaltdk [NN93].
Megmutattdk, hogy ha gg > 0 tetsz6leges és egy f : D — R fiiggvény (eq,0,1/2)-
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konvex, azaz teljesiti az

(2ay) < L,

€0

egyenl6tlenséget minden x,y € D esetén és az értelmezési tartomanyanak egy
pontjaban lokalisan felilrdl korlatos, akkor fennall a

flsz 4+ (1= s)y) <sf(x)+ (1 —s)f(y) + 20

egyenlStlenség minden z,y € D és s € [0, 1]. esetén.

A k=0, pg =0 esetet Péles Zsolt vizsgalta.

3.1.1. TETEL. ([P4l00]) Legyen g9 > 0 és t €]0,1] tetszbleges. Ha f : D — R
lokdlisan felilrél korldtos a D egy pontjdban és (g, 0,t)-konvez, azaz teljesiti a

[z + (1 =t)y) <tf(z)+ (1 -1)f(y) + o
egyenlitlenséget minden x,y € D esetén, akkor f kielégiti az

1 1

fsz+(1—s)y) <sf(x)+(1 _S)f(y)+max{t,1t}50

egyenlbtlenséget minden x,y € D és s € [0, 1] esetén.
Ak=1py=0,p =1,t=1/2 esetet Pales Zsolttal kdzosen vizsgaltuk

[HP04]-ben. (Ennek a dolgozatnak az eredményeit a disszertdciéban nem
részletezziik.)

3.1.2. TETEL. Legyen D egy nyilt konver részhalmaza az (X,|-|) normdlt
térnek. Legyenek eg,e1 nemnegativ konstansok. Ha az f : D — R fligguény
((g0,21),(0,1),1/2)-konver , azaz teljesiti az

; <x;y) - (f(x);f(y))

+eo+erlz —y

egyenlotlenséget és lokdlisan felilrdl korldatos az értelmezési tartomdnydnak va-
lamely pontjdaban, akkor

(3.4) f(sz+(1=s8)y) <sf(x)+(1—3s)f(y) + 220 + 2e10(s)|2 — y]
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minden x,y € D és s € [0,1] esetén, ahol ¢ az dgynevezett Takagi fiigguény,
ami a kovetkezd képlettel van értelmezve.

o(s) = Z dist(iZ&Z).

Mivel a Takagi figgvényre igaz, hogy ¢(s) < 1.4¢(s), ahol

¢(s) = max(—slogys, —(1 —s)logy(1— 81))

(3.5) _ —slogy s 0<s< 2
1

—(1 —s)logy(1—s) 3 <s <1,

ezért az
fsz+(1—s)y) <sf(z)+(1—3)f(y) + 20+ 2.8214(s)|z — y|

egyenldtlenséy is teljesil minden x,y € D és s € [0,1] esetén.

3.2 Az (g,p,t)-KONVEX FUGGVENYEK REGULARITASI TULAIJ-
DONSAGAI

Els§ 1épésként az (g,p,t)-konvex fliggvények korldtossdgi és folytonossigi
tulajdonsagaival foglalkozunk. Az els6 tételiinkben megmutatjuk, hogy ha egy
(e,p, t)-konvex fiiggvényrél tudjuk az értelmezési tartoménydnak egy pontjaban
lokélisan feliilrol korldtos, akkor a fiiggvény lokdalisan korlatos a teljes értelmezési
tartomdnydn. A szimmetridt felhaszndlva feltehetjiik, hogy 0 < ¢ < 1/2.

3.2.1. TETEL. ([HP]) Legyen € = (eo,...,ex) € [0,00[**, p = (po,...,pk) €
[0,00[Ft1 ést €]0,1/2]. Ha f : D — R az értelmezési tartomdnydnak egy w € D
pontjdban lokdlisan felilrdl korldtos (€,p,t)-konvex figguény, akkor f lokdlisan
korldatos D-n.

Bizonyitas. Eloszor bebizonyitjuk, hogy f lokdlisan feliilr6l korlatos D-n.
Definidljuk a D,, halmazsorozatot a kovetkezd médon:

DO = {w}
Dy = tD,+(1—-t)D.
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Ekkor indukciéval kaphatjuk, hogy
D, =t"w+ (1 -t")D.

Most szintén n-szerinti indukciét hasznélva belatjuk, hogy f lokalisan feliilrol
korldtos D,, minden pontjaban. A tétel feltételeibol kovetkezik, hogy f lokélisan
feliilr6l korlatos w € Dy-ban. Tegyiik fel, hogy f lokalisan feliilrél korldatos D,
minden pontjaban. Ekkor x € D,, ;1 esetén léteznek olyan x¢ € D,, és yo € D
pontok, melyekre x = txg + (1 — t)yo. Az indukeids feltevésiinket felhaszndlva
adédik, hogy létezik egy r > 0 és egy My > 0 konstans dgy, hogy f(a') <
My minden |zg — 2’| < r esetén. Ekkor, az f fliggvény (g,p, t)-konvexitdsabol
kovetkezik, hogy tetszéleges x’ € Uy := U(xg,r) esetén

pi

k
fa'+ (1 =ty) < tf(@)+ 1 —1)F(y)+ Zé‘ilx’ ~ Yo

k
< Mo+ (1=1)f(yo) + Y eill2’ — wo| + |zo — yol)**
1=0
k
< tMo+ (1 =1)f(yo) + Y eillwo — yol +1)7 = M.
1=0

[gy azt kaptuk, hogy minden z € U := tUy + (1 —=t)yo =U (txo + (1 — t)yo, tr)
esetén f(z) < M. Igy f lokélisan feliilr6l korldtos D,,41-en.
Miésrészt konnyen lathatd, hogy

D = [_len.

Valéban, hiszen rogzitett © € D esetén az =z, sorozatot definidlhatjuk a
kovetkezSképpen:
(1/t)"x —w
Tp 1= .
" (1/e)r —1
Ekkor z, — x ha n — oo. A halmaz nyiltsigabdl adédéan x, € D minden
n € N esetén. Ezért
w+ ((1/H)" =1)z,

x = =t"w+ (1 —-t")z, €t"w+ (1 —t")D = D,,.
1/

fgy f lokélisan feliilr6l korlatos D-n.
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Most megmutatjuk, hogy f lokalisan alulrdl korlatos. Legyen ¢ € D
tetszoleges. Mivel f lokélisan feliilr6l korldtos g-ban, ezért léteznek o > 0 és
M > 0 konstansok ugy, hogy

sup f < M.
U(g,0)
, 1 t o
Legyen = € U(q,0) és y := T34~ 1% Ekkor az f fiiggvény (g,p,t)-
konvexitasat felhasznédlva kapjuk, hogy
k
1 o
flg)=fltz+(1—t)y) <tf(z)+1-1)f(y) +Z&mlx*q :
i=0

amely maga utdn vonja az

k
f@) > i) - ) - lg_lx e

t t (1—t)p
1 1—t 1 1
> - f—M——E j————— Pt =: M*
= - ti:05(1_t)p7:9p

egyenl6tlenség teljesiilését. Ezért f lokalisan alulrél korldtos D minden
pontjaban.

A kovetkezo tétel azt mutatja, hogy néha elegendd lényegesen gyengébb
regularitasi tulajdonségot feltételezni. Példaul, ha a fliggvény értelmezési tar-
tomédnya véges dimenzids, akkor felhasznédlva a Steinhaus és Piccard tételeket
(lasd [Ste20], [Pic42]) hasonlé allitdst kaphatunk, mint az el6z6 tételben.

3.2.2. TETEL. ([HP]) Legyen & = (go,--.,¢ck) € [0,00[F*, p = (po,...,px) €
[0, 00[F*1 ést €]0,1/2]. Legyen tovdbbd D egy nyilt konvex részhalmaza R™-nek
és legyen f: D — R egy (g,p,t)-konvex figguény. Tegyiik fel, hogy létezik egy
S C D pozitiv mértéki; Lebesgue-mérhetd halmaz (vagy egy mdsodik kategoridji
Baire-mérhetd halmaz) és eqy g : S — R Lebesque-mérhetd (illetbleg egy Baire-
mérhetd) figguény dgy, hogy [ < g az S halmazon. Ekkor f lokdlisan korldtos
D-n.

Bizonyitas. Legyen

Sj,m = {.’L‘ES ‘ g(m)éj}ﬂU(Ovm) (m7j€N>'
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Ekkor o .
s= USim
m=1j=1

ezért valamely j,m esetén az S;,, halmaz pozitiv mértékd (mésodik kate-
goriaji). Ezért f felilr6l korlatos j-vel S;.,-n, amely egy korldtos pozitiv
mértékll (médsodik kategéridji) halmaz.

Két tetszbleges x,y € S;,m pontot véve kapjuk, a kovetkezd egyenlStlenséget:

Pi

k
fltz+(1—t)y) <j+> ela—y
=0

ey f korldtos a tS;m + (1 —t)S; ., halmazon, amely, felhasznélva a Steinhaus
tételt [Ste20] (Piccard tételt [Pic42]) tartalmaz belsé pontot. Ezért f lokélisan
feliilrél korlatos a D halmaz egy pontjdban. Ekkor alkalmazva a 3.2.1. Tételt,
kapjuk f lokalis korlatossagat a D halmazon.

A kovetkez6 eredmény azt mutatja, hogy ha a p minden komponense pozitiv,
akkor az (g, p, t)-konvex fiiggvények lokélis feliilrsl korlatossdgabdl kovetkezik a
folytonossdguk. A tétel bizonyitdsa analdg a [Kuc85]-ben lefrtakkal.

3.2.3. TETEL. Legyenck adottake = (g, ..., cx) € [0,00[*!, p = (po,...,pr) €
10,00[F 1, ést €]0,1/2]. Ha f: D — R egy (,p,t)-konvex és lokdlisan feliilrél
korldatos D valamely pontjiban, akkor folytonos.

Bizonyitas. Ha flokalisan feliilrdl korlatos D valamely pontjaban, akkor
f lokélisan korladtos D-n. Definidljuk az my és M fiiggvényeket a kovetkezd
modon:

3.6 = i inf

(3.6) my(z) = lim Ul(l;zl,r)f

és

(3.7) My(x):= lim sup f.
r—0+ U(z,r)

A lokélis korldtossédg felhaszndldsdval konnyen ldthatjuk, hogy a (3.6) és a (3.7)
egyenletekben szereplé hatarértékek végesek. Tovabbé nyilvanvald, hogy a

(3.8) my(z) < f(z) < My(x)
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egyenlGtlenség teljestil.
Vegyiink egy tetszéleges x pontot D-b6l. Ekkor léteznek olyan x, € D és
zn € D pontsorozatok, amelyekre igaz, hogy

(3.9) lim z, =z, lim f(z,) =my(z),
és
(3.10) lim z, =z, lim f(z,) = Ms(x).

Tovabba legyen

1 t
Yn = 1_¢ Zn — 1_¢ L.
Az x, és z, sorozat definiciéjabdl kovetkezik, hogy

(3.11) lim y, =z,

n—oo
tovabbd z, = tx,+(1—t)y,. Igy az f fiiggvény (e, p, t)-konvexitdsét felhasznalva
kapjuk, hogy

k

f(zn) < tf('rn) + (1 - t)f(yn) + Z€z|xn ~—Yn

i=0

pi

Mindkét oldal ”limsup”-jat véve kapjuk, hogy

My(z) < tmyg(x) + (1 —t) lim f(yn) < tmg(z) + (1 —t)Ms(x)

n—o0

teljesiil, amelybél
Mj(x) < mg(x)

kovetkezik. Ez pedig a (3.8) egyenlettel egyiitt azt jelenti, hogy
My(z) = mg(z),

amely viszont konnyen lathatd, hogy szilikséges és elégséges feltétele az f
fliggvény x pontbeli folytonossidganak. Mivel x € D tetszileges volt, igy az
f folytonossiga addédott a D halmazon.
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3.3 EcY FUGGVENYEGYENLET ES A KAPCSOLODO
FUGGVENYECYENLOTLENSEGEK MEGOLDASA

Legyen adott az & = (eq,...,ex) € [0,00[** és p = (po,...,px) € [0, 00k F!
két paramétervektor, és a szimmetriat felhasznalva tovabbra is feltehetjiik, hogy
0<t<1/2.

Legyen B(I) az I := [0,1] intervallumon értelmezett korldtos, valds értéki

fliggvények tere elldtva a kozonséges szuprémum normaval. KEgy rogzitett
p > 0 ést €]0,1/2] esetén definidljuk a T, : B(I) — B(I) operatort a

kovetkezéképpen:
S s \* 1
1-t)f | —— ha0<s< =
( )f<L4>+<1—J o halss<s,

1—s 1—s\? 1
1— ha = < s < 1.
-0 (1)« (122) ks

El6szor megmutatjuk, hogy a

(3.12) p(s) = (Tpap) () (s €0,1])

egyenletnek létezik egyértelmii megoldasa. Tovabba tekintve a

(Tp.if) (s) =

(3.13) O(s) < (Tp.e®) (s) (s €10,1]),

(3.14) U(s) > (Tp ) (s) (s €10,1])

egyenlGtlenségeket vizsgaljuk ezek megoldasanak kapcsolatdt az egyenlet megol-
déséval.

3.3.1. TETEL. ([HP]) A (3.12) egyenleinek egyértelmiien létezik egy ¢ :
[0,1] — R folytonos, nemnegativ, korldtos és 1/2-re szimmetrikus megolddsa
(azaz o(s) = p(1 — s) minden s € [0, 1] esetén). Tovdbbd, ha ® : [0,1] — R egy
korldtos megolddsa a (3.13) egyenldtlenségeknek és ¥ : [0,1] — R egy korldtos
megolddsa a (3.14) egyenldtlenségeknek, akkor teljesil a

<<V

egyenlotlenség.
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Bizonyitds Konnyen lathatd, hogy T, egy kontrakcié a korldtos
fiiggvények terén és a kontrakeids faktor 1 —¢ < 1. Igy, alkalmazva a Banach-féle
fixpont tételt kapjuk, hogy létezik egy egyértelmti ¢ € B(I) fixpontja T, ;-nek,
azaz T, 1p = @, vagyis (3.12) teljesiil.

Legyen a ¢, : [0,1] — R sorozat a kovetkez6képpen definidlva:

P1 =0
(3.15)
on+1(s) = (Tprpn) ().

Indukciéval kénnyen lathatd, hogy a ¢, fiiggvények folytonosak, nemnegativak
és szimmetrikusak 1/2-re nézve a [0,1] intervallumon. Alkalmazva ismét a
Banach-féle fixpont tételt, a sorozat egyenletesen tart (-hez, azaz T),; fix-
pontjéhoz. Ezért ¢ is folytonos, nemnegativ és szimmetrikus.

Végiil legyenek @ : [0,1] — R és ¥ : [0,1] — R folytonos megolddsai a (3.13)
és (3.14) egyenlStlenségeknek. Figyelembe véve, hogy a T}, ; operdtor monoton
a pontonkénti rendezésre nézve, ezért, alkalmazva a T, operdtort a (3.13) és
(3.14) egyenlStlenségekre kapjuk, hogy

0o <Tr'e & TP >T/'W  minden n € N esetén.
Ezekbél az egyenlotlenségekbdl kovetkezik, hogy
P < T;ftq) és v > T;ft\ll minden n € N esetén.
Véve a n — oo hatardtmenetet kapjuk, hogy
< p< W

A tovébbiakban a (3.12) egyenlet egyértelmii ¢ megolddsat ¢, -vel jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy a ¢, ; értékeit nem konnyll meghatdrozni, mivel a kapott
fliggvények ”fraktdl”-szerliek. Adunk néhdny példat arra, hogy milyenek lehet-
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nek ezek a fliggvények:

A P o
eV V SV,
[N 1.2 A \ O
21 / \ o \/ \
)"w,/‘/ W\ It /‘/ '\v‘ \ VT \Vx
/ \ / \\
1.5 (/ \\\ 0.84 i \\\
/A N 0.6 s”/ \\
1/ \ °71 \
/ \ \
/ VoL ]/
054 ‘ / \
/ \ 0.24/ \
| | \
| |
0 02 04 06 08 1 0 0.2 04 06 08 1
Ap=1/2,t=1/3 eset A p=1, t=1/2 eset
16] N YN /x“"xvr“h Faa
g Pl \/ \‘v“f ™ 141 ey \f \ e
144 /m,' | ‘h‘ AN 1.2 /o \/ Y
124 I \ L /ﬂ‘ | I
‘ \ \
H/ \ 08l / \
0'87\‘“‘ \\ . { \
06d \‘ 0.6*“‘;
0.41 | 0A4f‘5 w‘
0.24 0.2*\‘ ‘\‘
{
0 02 04 06 038 1 0 02 04 06 038 1
Ap=1/3,t=1/2 eset A p=0.6, t=1/2 eset

Ahhoz, hogy ¢, +-t becsiilni tudjuk egy kénnyebben szamolhaté fiiggvénnyel
bevezetjiik a ¢, : [0,1] — R fiiggvényt a kovetkez8képpen:

(3.16) bp(s) = (s(1 — 8))P.
A o, és ¢, Osszehasonlitdsdhoz sziikségiink lesz a kovetkez6 lemmara:

3.3.2. LEMMA. ([HP]) Legyen 0 < p < 1 tetszbleges konstans és definidljuk a
Yot + [0,1 — ] = R fligguényt a kévetkezd formuldval:

Yp.i(s) = (1 —8)P(1 —t)P — (1 =)' P(1 — t — s)P.
Ekkor v+ egy pozitiv és monoton névekvd fiigguény.

Bizonyitdas Mivel0<1—-t<1és0<p<1, ezért

Yp,t(0) = (1 = )P — (1 —¢) > 0.
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A, fiiggvény differencialhaté és
Tpt(8) =p(—(1 =)L = t)P + (1 =t = s)PH(1 =)' 7P).
Mivel p > 0, ezért elegendd csak azt beldtni, hogy minden s € [0,1 — ¢] esetén
—(1=s)P (1=t +(1—t—s)P (1 -t >0,

amely ekvivalens a
t 2p—1
1 T <(1-t)»

egyenl6tlenséggel. Konnyen lathatd, hogy az egyenl6tlenség baloldala egy mono-
ton figgvénye s-nek, és az egyenlotlenség teljesiil az intervallum végpontjaiban
s = 0-ban és s = 1—t-ben. Ezért, az egyenlStlenség érvényes minden s € [0, 1—¢]
esetén is. fgy Yp,t €gy novekvé fiiggvény és egyben pozitiv is a [0,1 — t| inter-
vallumon.

Ha 0 < p < 1, akkor a ¢, és ¢, fiiggvények rendelkeznek a kévetkezd
tulajdonsagokkal:

3.3.3. TETEL. ([HP]) Ha 0 < p < 1, akkor

dp(s) Pp(s)
3.17 O <o i(s) < 2L (s e 0,1]).
340 et < o) <30y el
Bizonyitas. A bizonyitds els6 1épéseként belatjuk, hogy a & = %
Vp,t(1/2)

fiiggvény megolddsa a (3.13) egyenlStlenségnek.
ElSszor vizsgaljuk a 0 < s < 1/2 esetet. A ~,, fiiggvény pozitiv, monoton
novekvé fliggvény, ezért v, (s) < 7vp,:(1/2) minden 0 < s < 1/2 esetén, azaz

Ti(s) _ (A=s)PA-pP —(1-)P(L—s—)"
,t(1/2) p,t(1/2) m

amelybdl adédik, hogy
(1 —s)P(1—t)P < 11—t P —-s—t)P
Wa(1/2) 7 Vp,t(1/2)

+ 1.

p
Megszorozva ezt az egyenlOtlenséget (%) -vel, kapjuk, hogy

sjﬁa/?)p = vi,lt<12> (5 it)p(l - 1it)p+ Q:)pv




3.4 Az (g,p,t)-KONVEX FUGGVENYEKRE VONATKOZO FO EREDMENYEK 65

e Lo () + ()"

Hasonldan, ha 1/2 < s < 1, akkor

2 < )+ (53

teljesiil. Igy beldttuk, hogy a ® = % fiiggvény valéban teljesiti a (3.13)
Vp.t(1/2)
egyenldtlenséget. Felhasznalva a 3.3.1. Tételt, kapjuk, hogy L < ©pt,
Ypt(1/2)

azaz a (3.17) baloldali egyenlStlensége teljestil
Ahhoz, hogy megkapjuk a (3.17) jobboldali egyenlStlenségét meg kell

Vp,t(0)

fliggvényegyenlGtlenségnek, és ismét hasznalhatjuk a 3.3.1. Tételt.

mutatni, hogy a ¥ = figgvény egy korldtos megolddsa a (3.14)

3.4 Az (g,p,t)-KONVEX FUGGVENYEKRE VONATKOZO
FO EREDMENYEK

3.4.1. TETEL. ([HP]) Legyenek adottak € = (eq,...,e1) € [0,00FF!, p =
(Pos - -, pr) € [0,00[F+L ést €]0,1/2]. Ha az f : D — R egy (g,p,t)-konver, az
értelmezési tartomdnydnak valamely pontjaban felilrdl korldtos figguény, akkor

Pi

k
(318)  f(sw+(L—s)y) <sf(x)+(1=5)f(y) + Y eippals)le—y
=0

teljesiil minden x,y € D és s € [0,1] esetén, ahol a @, figgvények a Tp, 4
operdtorok fixpontjai.

Bizonyitas. Felhasznalva a 3.2.1. Tétel allitasat kapjuk, hogy az f lokélisan
korlatos az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban. fgy f korlatos a D
halmaz minden kompakt részhalmazan.

Legyen z,y € D rogzitett és jelolje K, az

s flsz+(1—s)y) —sf(z) - (1-9)fly) (s €[0,1]).
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fliggvény fels6 korlatjat. Indukcioval megmutatjuk, hogy
(3.19)
k
flsz+(1=s)y) < sf(@)+(1=5)f(y)+ 1 —0)"Koy+)_ei(Ty 0)(s)|z—y
i=0

pi

teljesiil minden z,y € D és s € [0,1] esetén, ahol 0 a [0,1] intervallumon
értelmezett azonosan nulla fiiggvényt jeldli.

Az n = 0 esetben az allitdsunk a K, , definicidjabdl kovetkezik.

Tegyiik fel, hogy (3.19) teljesiil valamely n € N-re. Tovabb4 tegyiik fel, hogy
s € [1/2,1]. Ekkor felhasznélva az (g, p, t)-konvexitdsét f-nek, az

f(sz+(1—s)y) = f<tx+(1—t)(i:im+ 1:;?3/)) <tf(x)

s—t 1-s b 1—s\Pi
+ (17t)f( Tt y)+25¢(7> |z —y

1-t¢ t 1-t¢

Pi

egyenlétlenség adddik. Masrészt, felhaszndlva a (3.19) egyenletet kapjuk, hogy

f(s_tx+1_8 )
¢ 1Y

s—t 1—s
<
<2+

k
1—
fly)+ (1 =8)"Kyy + 251<T£7t0)(17_i) lz —y
=0

Az el6z6 két egyenlStlenség kombinalasaval nyerjiik, hogy

fsz+(1—3s)y) < sfa)+1—s)f(y)+(1—-t)""K,,

+Zk:5¢ <(1 —t)(T;tO)(i:j) + (i_j)p> o~y

=0

Ppi

Il
»
5

ei(T,410)(s) |z — y|™

-

(=)

+

7=

teljesiil. Ezzel beldttuk (3.19)-et s € [1/2,1] esetén. Teljesen hasonlé médon
megmutathatjuk, hogy a (3.19) egyenlétlenség igaz az s € [0,1/2] esetben is.

A bizonyitasunk teljessé tételéhez hajtsuk végre az n — oo hatdratmenetet
a (3.19) egyenletben.
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Felhasznalva a 3.3.3. Tétel jobboldali egyenl6tlenségét, ha mindegyik p; para-
méter kisebb mint 1, akkor azonnal kapjuk a kévetkezo eredményt:

3.4.2. KOVETKEZMENY. ([HPO04]) Legyenck adottak € = (eo,...,ex) €
[0,00[**1, p = (po,...,px) € [0,1[FFL, ést €)0,1/2]. Haaz f : D — R az
értelmezési tartomdnydnak valamely pontjdban felilrdl korlatos (€,p,t)-konvex
fiigguény, akkor

(3.20)

k
s+ (1= 8)9) < 8 @)+ (=) )+ gy =gy (-9l —])”
1=0

t)
teljesil minden x,y € D és s € [0, 1] esetén.

Bizonyitas. A 3.3.3. Tételbél kdvetkezik, hogy 0 < p < 1 esetén

<o) (=) s €10,1],

S (1) ¢ s gy gy

ahol a 7, fliiggvény a 3.3.2. Lemmdéban van definidlva. fgy az allitdsunk
kozvetleniil adédik az el6z6 tételbol.
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3.5 Az ((€o,€1),(0,p),t)-KONVEX ESET

Ebben a részben azzal a specidlis esettel foglalkozunk, amikor k = 1, pg = 0,
ést €]0,1[, azaz az f : D — R fliggvény ((g0,€1), (0,p), t)-konvex, vagyis teljesiti
a kovetkez6 egyenlotlenséget:

fltz+ 1 =t)y) <tf(z)+ (1 =1)f(y) +eo+ele—yl”

minden z,y € D esetén, ahol gg,e7 > 0,p > 0 és ¢ €]0, 1].

Ebben a specidlis esetben az altalanos esethez képest egy mas megkdozelitéssel
egy kisebb hibatagot tudunk adni a konvexitdsi egyenl6tlenségben szerepld
fliggvényre, illetve a kapott fliggvényt pontosabban tudjuk megbecsiilni.

A szimmetriat felhasznélva itt is feltehetjiik, hogy t €]0,1/2].

3.6 EcY UJABB FUGGVENYEGYENLET ES A KAPCSOLODO
FUGGVENYECYENLOTLENSEGEK MEGOLDASA

Egy rogzitett p > 0 és t €]0,1/2] esetén bevezetjik a Sy, operatort a
kovetkezéképpen:

p
(1_t)f<1st>+<1st>
min N B , ha0<s<t,

()G

(Spef)(s) = min , hat<s<1—t,

min hal—-—t<s<l1.
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Konnyen lathatd, hogy Sy, (f) < Tp+(f) barmely f fiiggvény esetén.

Ebben a részben a kovetkez6 fiiggvényegyenlettel foglalkozunk:

(3.21) p(s) = (Spe) (s) (s €[0,1]).

Elsé eredményként itt is meghatdrozzuk a (3.21) fiiggvényegyenlet nemnegativ,
korlatos ¢ : [0,1] — R megolddsit. Ezt a megolddst a tovdbbiakban ¢y ,-gal
fogjuk jelolni.

3.6.1. ALLiTAS. ([Héz]) Legyen a (¢n) : [0,1] — R figguénysorozat a

1 = 0,
(3.22)

<,0n+1(5) = (SP,tQOn)(S)

képlettel definidlva.  Ekkor ¢, monoton ndévekvd, nemnegativ, folytonos
fligguények sorozata és az aldbbi mddon definidlt ¢ figguény teljesiti a (3.21)
egyenletet:
(3.23) p(s) == lim on(s) (s €[0,1]),

n—oo
Tovdbbd ez a figgvény folytonos, nemnegativ és s = 1/2-re szimmetrikus a [0, 1]
intervallumon, azaz ¢(s) = p(1 — s) minden s € [0, 1] esetén.

A bizonyitasunkban felhasznaljuk a kévetkez6 nyilvanval6 lemmaét:

3.6.2. LEMMA. ([Héz]) Legyenek a,b,c,d tetszdleges valds szamok. Ekkor
|min{a, b} — min{c,d}| < max{|a — c|,|b — d|}.

Bizonyitds. [A3.6.1. Allitas bizonyitasa]

Teljes indukciéval konnyen belathatjuk, hogy a ¢,, fliggvénysorozat valéban
monoton névekvd, folytonos valamint s = 1/2-re szimmetrikus.

Alkalmazva a 3.6.2. Lemmat beldtjuk, hogy a S, ; operator kontrakcié a [0, 1]
intervallumon értelmezett korlatos fiiggvények terén (ellitva a hagyomdnyos
szuprémumnormaval). Ha s € [0, ¢], akkor
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[Sp,t®(s) = Sp,e W(s)|

_ ‘mm{clw¢(lst>4< t) ; jY}
mm{(b—ﬂw(lst>-%< t) ; jY}’
{00 (12) - () e () 2]

max {(1 —1)||® — V||, ¢]|® - [[} = (1 - #)[|® — V.

IN

IN

Aselt,1—1] éss e [1—t 1] eseteket hasonléan bizonyithatjuk. Igy kapjuk,
hogy

1800 = 8,0]| = max |5, 1B(s) — S, V()] < (1= D)@ W]

ahol 1 —t < 1, ezért, alkalmazva a Banach-féle fixpont tételt, 1étezik egyértelmii
fixpontja az S, ; kontrakciénak. Szintén a Banach-féle fixpont tételbdl kapjuk,
hogy a ¢, sorozat egyenletesen konvergdl a S, fixpontjdhoz. Ezért ¢ is
folytonos, nemnegativ és szimmetrikus.

Mivel Sp+(f) < Tp+(f) barmely f fliggvény esetén, ezért az Sy operator
fixpontja nem haladhatja meg a T}, ; operdtor fixpontjdt. A ¢t = 1/3,p = 1/2
esetben a @, 1 és ¢, , fliggvények grafikonjat mutatja az alabbi abra:

1.8+
1.6
1.44
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2
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Most vizsgéljuk a (3.21) egyenlethez kapcsolédd kovetkezd két fliggvény-
egyenlGtlenséget:

(3.24) U(s) < (Spe®)(s) (s €[0,1]),

(3.25) O(s) > (Sp.:P) (s) (s €0,1)).

3.6.3. ALLiTAs. ([Héz]) Legyen ¥ : [0,1] — R egy felilrél korlitos megolddsa
a (3.24) figgvényegyenletnek és ® : [0,1] — R egy alulrdl korldtos megolddsa a
(3.25) egyenletnek. Ekkor ¥ < 5, < @, ahol a ¢}, figgvény a (3.21) egyenlet
egyértelmi megolddsa.

Bizonyitds. Legyena () :[0,1] — R sorozat

(3 = 1/t
Ynt1(s) = (Sp,ethn) (8)

(3.26)

modon definidlva és legyen tovabba

K := sup U(s), L:= inf ®(s).
s€[0,1] 5€[0,1]

Ekkor lim,, oo ¥ (s) = ¢(s) mivel a S, operdtornak egyértelmien létezik fix-
pontja. Tovdbba a (3.24) és (3.25) egyenltlenségekbdl kapjuk, hogy

tK+<§>p§tK+17 0<s<t,

p
(1—t)K+( z ) <(1-t)K+1, 0<s<1-—t,

1— P
(1—t)K—|—< j) <O-OK+1, t<s<l,

1—35\?
K4 | —— ) <tK+1, 1—t<s<1
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és S
tL—i—(;) > tL, 0<s<t,
P
(1—t)L+<15t> >(1-t)L, 0<s<1-—t,
O(s) > 1—s\?
(1—t)L+(1 t> >(1—t)L, t<s<l,
1—-s5\?
tL+( - > tL, 1—-t<s<1
Ezért

K= sup ¥(s) <(1-t)K +1 és L= inf ®(s)>tL,
s€[0,1] s€[0,1]

amelybdl kapjuk, hogy
K<1/t és L>0.

Azaz,
\ § 1/)1 és d Z ©1-

Indukcioval kénnyen lathato, hogy ¥ < v, és & > ¢,, minden n esetén.
Véve a n — oo hatardtmenetet kapjuk, hogy ® > @7, és ¥ < ¢y ;.

A kovetkez6 dllitasunkban ossze fogjuk hasonlitani a (3.21) egyenlet megolda-
saként kapott oy , fliggvényt az dltaldnos esetben is haszndlt ¢, : [0,1] — R
fliggvénnyel:

Pp(s) = (s(1 - 5))".

Ehhez azonban sziikségiink lesz a kovetkez6 lemmara:

3.6.4. LEMMA. ([Hdz]) Legyen 0 < p < 1 tetszdleges konstans és a vy, , : [0,1] —
R fliggvényt definidljuk a kévetkezdképpen:

Tals) = (L= ) = 87 (1= )
Ekkor vy 4 egy pozitiv, monoton nivekvd figguény.
Bizonyitas Mivelt<1é0<1—p<1,ezért

Y (0)=1—t""7>0.
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A v, figgvény differencidlhato, tovabba
13 (8) = =p(1= )P 2 (= )T = 2 (— (1= ) (- 5) ).
Mivel t=2Pp > 0, ezért elég megmutatni, hogy

t(t—s)P71 > (1 —s)P~ 1%,

azaz

t—s\?*
2 t2r—1,
(3.27) (1_3) >

Legyen
t—s\"!
Gp,t(s) = (1—5) .

Ekkor g, :(0) = tP~1 > ¢?P=1 és g, ; is differencidlhaté fiiggvény, tovdbba

p—2
) =0-1(1=2) om0
amelybdl kovetkezik, hogy g, + monoton névekvd fiiggvény és a (3.27) egyenl6t-
lenség teljestl. fgy kapjuk, hogy a v, , fliggvény is monoton novekvd, amely
maga utdn vonja, hogy v, ,(s) > 1 — t'=P minden 0 < s < t esetén.

Ha 0 < p < 1, akkor a ¢, és ¢y, figgvények rendelkeznek a kovetkezd
tulajdonsaggal:

3.6.5. ALLiTAS. ([Héz]) Ha 0 <t <1/2 és0 < p <1, akkor

1

(3.28) ooy

Pp(s) < @;,t(s)

1 1
w1 (1)2— /27 — (1 —1)l-p(1/2 — )P } $p(s)

gmax{

minden s € [0,1] esetén.

b
(1 —t)r

Bizonyitas. A bizonyitas els6 lépéseként belatjuk, hogy a ¥ = o

fiiggvény megolddsa a (3.24) fiiggvényegyenlétlenségnek.
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Ebben az esetben azt kell beldtnunk, hogy ¥(s) < S, (¥)(s), azaz

(1—t)‘1’(%>+(1it)p ha 0<s<t,
v (3)+(3)

min

1
U(s) < { min ha t<s<1-—¢,
- 1

tw(125)+<1;s)p
o-ov (=) + (1=)

amely azt jelenti, hogy

min ha 1-t<s<1,

t@(f)+(f)p, ha 0<s<t,
t t »
1-tH)Ww h < 1-—
( t) T + 1 ) a 0<s< t,
(3.29) ¥(s) < —s 1—s
+ ha 1-t<s<l1,
1-s 1-s
— <
(1 tqj(l—t>+(1—t>’ ha t<s<1
teljestil. Ha 0 < s < ¢, akkor alkalmazva az el6z6 lemmat kapjuk, hogy
1 1 1 1
V() () = (1 — )P = —
ea—np = aa—op O T aaoop! T T
amelybol
1 S\P 1
- (1= P_tl—P(l_,)}<7
-y 1) )%
adédik. Atrendezve ezt az egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy
1 1 sP s\P sP s S\P
U(s) = s (s <t (1= 2) 4 2w (2) 4 (2)
O =Gazor Y Staas e 1) e ARV

amely pontosan az els6 bizonyitandé egyenltlensége (3.29)-nek.
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Ha 0 < s <1—t, akkor alkalmazva az el6z6 lemmaét ¢ helyett 1 — t-vel, kapjuk,
hogy

1 1 1 1

— Y J—

e ) N (N (e

azaz

m (1—s)P—(1—t)'7? (1— 15t>p} < (1Et)P’

amelybol

1 » » 1 sP s\’ sP
a0 <0 g ()

adédik. gy megkaptuk a méasodik egyenlétlenségét (3.29)-nek.

Mivel ¢, szimmetrikus s = 1/2-re nézve, azaz ¢,(s) = ¢,(1—s) minden s € [0, 1]
esetén, ezért ¥ is szimmetrikus. Ezért at < s <1és1—t < s <1 esetekben
azonnal kapjuk, hogy

-7 <o (20) (52 + (122

és

S g (T 1>p (1;S>p+ (1?)19’

azaz a harmadik és negyedik egyenlétlenségét (3.29)-nek. fgy azt kaptuk, hogy

1
Wqﬁp egy korldtos megoldédsa a (3.24) egyenlStlenségnek, amelybdl fel-

hasznélva az el6z6 allitdsunkat kapjuk, hogy

@i-op® =

Most megmutatjuk, hogy a

J— 1 N 1
Cp,t = max{tp —t"(1/2—t/2)p — (1 —t)'—P(1/2 _t)p}

konstans olyan, hogy a ® = ¢, 1¢, fliggvény megoldésa a (3.25) fiiggvényegyen-
16tlenségnek.
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76
Ebben az esetben azt kell beldtnunk, hogy ®(s) > Sy, +(®)(s), azaz
s
oo (=) (
min 1=t 1_t 0<s<t,
P
o (3)+ ()
P
s
(1-t)®
o) ()
d(s) > min t<s<1-t,
(1-1)d 1-s + 1-s\"
1-t¢ 1-t¢
1-s 1-s\"
tP
) ()
min . . » I1-t<s<lI,
-5 -5
1-t)® | — —_—
oor (=0 ()

fliggvények monoton

Ha 0 < s < t, akkor a . és
tp’)/p,t(s)
csOkkendGek, tovabba

1 1

1tp’)’;,t(0)

(1 =1)P7514(0) (1=t)p = (1—t)

Mivel t <1/2, ezért t? —t > (1 —¢)? — (1 — ), {gy

S 1 . 1 1
¢ = min ;
Pt g tr—t (1—t)p — (1—1t)
Ao T )
= max < min ; .
O=s<t tPYp,e(s)" (1= £)Pyp,1-¢(5)

Igy

> m 1 1

¢pt > min - ; -
P Py 1(s)" (L =1)Pyy 1 4(s)

minden 0 < s <t esetén, amelybdl kovetkezik, hogy vagy

P12 (¢t —

S|

s)’] 2

Cp-,t’Y;,t(s) = Cpyt [(1 —5)
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vagy

CpiYpa—e(8) = epu [(L= )" = (1= 1) (1=t = 9)"] > (1—t)r

teljesiil minden 0 < s <t esetén. fgy vagy

sP s\P sP
cpist (1 —s)P > tcp’tTp (1 - 2) + L

a,
e sP s \* sP
cpast(L—s)" > (1 - t)%tm (1 - 1_t> T a o

minden 0 < s <t esetén, ezért

P P
1o (i) (- 750) + (759)
¢p+5P(1 — s)P > min 1-1t 1—-1¢ 1-1

e (5) (1=3) "+ ()

amelybdl kovetkezik, hogy

O(s) > min{(l -1 <1it> + <1it>p;t<1> (;) + (i)p}

fliggvény monoton novekvd és

Hat < s <1-—t, akkor a
1
1=ty (1 =)

1 1

A =t)pyp,4(1/2)  (1/2=t/2)P = (L= t)'=P(1/2 = t)P

fliggvény monoton cstkkend és a

Ezért
S 1
wt = (/2= t/2) = (L= (12 = 1)y

h t<s<1/2
(DD ss<l/

t<s<l—t
S — ha 1/2<s<1-—t
T (5) /
1 1

= max min ; " .
{ =01 o(5) (L= 0P, (1~ 5) }}
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Ezek az egyenlStlenségek teljesiilnek, ha

1 1
Cp,t > min * ; . (t<s<1l-t),
P {(1 — 0P (5) (L= 0P, (1= s>}

amelybol kovetkezik, hogy minden ¢ < s < 1 — ¢ esetén vagy

o) = e [(1= 8 = (L= (=) =] >
vagy
ol =5) = e [ = (1= 0" (=] =
teljesiil minden t < s < 1 —t esetén, azaz vagy
s (1—t—s)P sP

cpsP(1—8)P > (1 —t)cp s

(1—t)p (1—t) (1—1t)»’
vagy

Ezért

S p S S p
(I—=t)epse | —— 1-— +
. , ) 1—¢ 1—¢ 1—¢
cp st (1 — s)P > min 1 » 1 » ) »
(1-t)e S S [ N (s
PE\T ¢t 1—t 1—t

minden t < s < 1 —t esetén, igy

o0 zmin{ 00 (127) (7)o 00 (75) + (77

minden t < s < 1 —t esetén.
Mivel ¢, szimmetrikus s = 1/2-re nézve, azaz ¢,(s) = ¢,(1 — s) minden
s € [0, 1] esetén, ezért ® szimmetrikus. Igy a 1 —t < s < 1 esetben kapjuk, hogy

—_

1 1
> i ;
B e {“““ { Pa(8) (L= 175 1) }}
1 1
= max = s
o<s<t | tPyp ,(s) tr—t
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azaz

sz (1)« () soom (1)« (=2) )

minden 1 — ¢t < s <1 esetén.

1 1
Ezért, ha c,; = max ;

tr—t(1/2 —¢/2)P — (1 —¢)1-P(1/2 — t)P }

cp,t¢p egy korldtos megoldasa a (3.25) egyenldtlenségnek, amelybdl kovetkezik,
hogy @5+ < ¢pt@p-

akkor

Nem nehéz belatni, hogy az igy kapott felsébecslésre igaz, hogy c, @, <
1

Vp.t(0)
vonatkozé hasonld egyenlétlenség.

®,, tehdt a ¢; ;-ra a @p-vel nyert fels6becslés élesebb, mint a ¢y, 1-re

3.7 Az ((e0,21),(0,p),t)-KONVEX ESETRE VONATKOZO
FO EREDMENYEK

Most mar minden eszkoziink adott ahhoz, hogy kimondhassuk az erre az
esetre vonatkozdé legfébb eredményeinket:

3.7.1. TETEL. ([Haz|) Legyen D egy nyilt konvex részhalmaza az (X, |-|) normdlt
térnek. Legyenek eg, €1, p nemnegativ konstansok és legyen t €]0,1/2] régzitett.
Ha az f : D — R figgvény ((c9,€1), (0, p), t)-konvex és lokdlisan felilrdl korldtos
az értelmezési tartomdnydnak valamely pontjaban, akkor

(3.30)  f(sz+ (1 —s)y) <sf(z)+ (1 —9)f(Yy) +eo/t + 190, (s)x -yl

teljesiil minden z,y € D és s € [0,1] esetén, ahol a ¢, figgvény a (3.21)
egyenlet egyértelmid megolddsa.

Bizonyitds Hae = 0, akkor az éllitds kovetkezik Péles [PAl00]
eredményébdl. Ezért feltehetjiik, hogy €1 > 0. Legyenek z,y € D,x # y
rogzitett pontok és vezessiik be a g : [0,1] — R fliggvényt a kovetkezd mddon:

g(s) = f(sz+ (1 —s)y) —sf(z) = (1 —s)f(y)  (s€0,1]).
Ekkor a g fiiggvény rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:
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(a) feliilrdl korldtos,

(b) ((c0, 1]z = yl7), (0, p), t)-konvex, azaz

g(ts+(1—1)z) — (tg(s) + (1 = t)g(2)) < eo +e1lz — y|P[s — 2|7,

(c) 9(0) =g(1) =0.

Felhasznalva az f fliggvény tulajdonsigait egyszeriien megkaphatjuk az
allitasaink bizonyitasat. Az f fliggvény feliilrdl valo korlatossdgabdl kovetkezik,
hogy ¢ is feliilr6l korldtos, azaz (a) teljesiil. Kihasznédlva az f figgvény
((e0,21), (0, p), t)-konvexitasat kapjuk, hogy

glts + (1=1)2)— (tg(s) + (1 — g(2))
- f((ts +(—t)2)z+ (1 (ts+(1— t)z))y)
—(ts+ (1 —=t)z)f(z) = (1 — (ts + (1 = £)2)) f(y)
“t(f(sz+ (1= 9)y) = sf(@) ~ (1= )/ ()
~(1 = (fez+ (1= 2)y) = 2/ () = (1= )1 ()
= J(tsr+ (=) + (=D f(z0+ (1= 2)y)
tf(sz+ (1= s)y) — (1= )f (s + (1 — 2)y)

P
< EO—I—El‘(sx—i—(l—s)y—zx—(1—z)y‘ =coter|r—ylP |s — z|P.

Igy a (b) tulajdonsagot is belattuk. A (c) tulajdonsag trivilis.
Definidljuk a @ fiiggvényt a kovetkezdképpen:

- 1 1 1
P(s) = M, ahol ¢ =max<{ -, —— p = —
e1lz —ylP 11 ;

Megmutatjuk, hogy ® kielégiti a (3.24) egyenl&tlenséget.
Tegyiik fel, hogy 0 < s < t. Ekkor az s pontot felirhatjuk a kovetkezd két
alakban: <
=t 0+(1—t) ——
s +( ) T3¢
és
s
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Az els6 esetben, felhaszndlva a g fiiggvény ((g,e1|x —y|P), (0, p), t)-konvexitdséit
kapjuk, hogy

S p

1-¢

o(6) < 19(0) 4 (1= 1)g (25 ) e+ enke = o -

Ezért, felhasznalva hogy
g(s) = (s)erlw —y[” + o/t
és
9(0) =0
kapjuk a kovetkez6 egyenl6tlenséget

B(s)er|r—yP+ 2 < (1-t) (@ ([ —— ) erlo —yP ) + by fa—ylp [ —— ’
1 Y P 1_¢ 1 Y n 1 Yy 1—¢ .

Vonjunk ki e¢ /t-t az egyenlStlenség mindkét oldalabdl, majd osszuk el e | —y|P-

nel. Ekkor )
B(s) < (1)@ (g) + (f_t) .

A miésodik esetben, felhaszndlva a g fiiggvény ((go, 1|z —y|P), (0, p), t)-konvexi-
tasat kapjuk, hogy

P
9(5) < (1= 0)g(0) +tg () + 20 +erla —yl?|0 - >
Ezért, most felhasznalva a
g(s) = ®(s)er]w —y[’ + o/t

és
9(0) =0
egyenloségeket kapjuk, hogy

S 1 S\P
Be)erke =y +eoft <t (2 (3 erle =y + g0 ) 2ot alo -l (5)'

amelybol
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adddik. Azaz, ha s € [0, t] akkor

@@)<rmn{(1—tﬁb<1it>4—<1it>p¢¢(j)—+<i>p}.

Hasonldan, ha s € [t, 1 — ] akkor felirhatjuk

s=t-0+(1—t) ——

1-—1t

és ;
s —

=t 14+(1—t)—

s +( ) T

alakban. Ezeket az alakokat felhasznalva

oo <m0 (127) + (1) -0 (55) + (153))

adddik. Ha s € [1 — ¢, 1], akkor felirhatjuk

s—1t
—t-14+(1—1)-
s + ( ) 1
& +t—1
s=(1—ﬂ-1+t~i—?—f

alakban. Ebben az esetben pedig

v <minfo (S22 (1) 0w (1) + (1))

teljesiil. Mivel g feliilrdl korldtos, igy @ is az, amelybdl kovetkezik, hogy @ egy
korldtos megoldédsa a (3.24) egyenletnek. Felhaszndlva a 3.6.3. Allitast kapjuk,

hogy

P < go;;,t.
A ® fiiggvény definicigjabol adodik, hogy
9(s) < erle —ylPey (s) +eo/t.
I,gy7 felhasznalva a g definicidjat kapjuk, hogy
flsz+ (L =s)y) <sf(x)+ (1 —5)f(y) +eo/t +e10p(s)z —yl”,

amely a bizonyitandé egyenl6tlenségiink.
Felhasznalva az el6z6 tételiinket és a 3.6.5. Allitast azonnal kapjuk a kdvet-
kez6 eredményt:
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3.7.2. KOVETKEZMENY. ([Héz]) Legyen D egy nyilt konvex részhalmaza az
(X,| - |) normdlt térnek. Legyenek £g,e1,p,t nemnegativ konstansok, ahol
t €]0,1/2] és 0 < p < 1. Ha f : D — R egy ((g0,¢1),(0,p),t)-kon-
vex fligguény, amely lokdlisan felilrdl korldtos az értelmezési tartomdnydnak
valamely pontjaban, akkor

fsz+(L=s)y) <sf(x)+(1—35)f(y) +eo/t

1 1
vt (12— /2 — (1L — )i (12— t)P} (s(1 = 8))le —yl?

+£1 max {

minden x,y € D és s € [0,1] esetén.

3.8 ZARO MEGJEGYZESEK

Ha 0 < p <1, akkor a T, ; illetve az S, ; operdtorok ¢, + és  , fixpontjait
nagyséagrendileg a ¢,(s) = (s(1 — s))P fiiggvény jol kozeliti.

A p =1 esetben (t = 1/2 esetén) a (3.5) alatt értelmezett fiiggvény ad j6
nagysagrendi becslést.

Nem ismert azonban, hogy p > 1 esetén milyen egyszeriien értelmezhetd
fliggvény ad pontos nagysagrendi kozelitést o), ;-re illevte @7 ;-ra.
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Az értekezésiink két egymadstol jol elvdlaszthato részbol all.
Az els6 részben a

ho(x7y)f0(go($,y)) +.o hn(x?y)fn(gn(x’y)) = F(x’y)

alaku linedris, kétvaltozos fliggvényegyenletekkel foglalkozunk. Felhaszndlva
Pales [P&192] eredményeit az ilyen tipusi egyenletek &dtalakithatéak egy dif-
ferencidl-fligvényegyenletté (2.1. fejezet). A disszertdcié 2.2. fejezetében meg-
mutattuk, hogy bizonyos feltételek mellett a kapott egyenlet atalakithaté egy
kozonséges differencidlegyenletté, amelynek a megoldasai megegyeznek a diffe-
rencial-fliggvényegyenlet megolddsaival, és a rendje altalaban kisebb, mint az
eredeti egyenlet rendje (2.2.9. Tétel)
Tekintsik a

(2, ) " g(z,y) + ...+ lo(z, ) fl9(x,y) = F(z,y), (z,y) € Q,

egyenletet, ahol Q C R? eqy nyilt, simdn g-0sszefiiggd halmaz, ly, 11, ..., ln, g és
F' adott valés értéki analitikus figgvények Q-n (igy, hogy g(2) egy nyilt halmaz,
tovabbd (0,g,0y9) # (0,0) Q-n), tovdbbd f egy valds figgvény g(2)-n. Ekkor
létezik egy kozonséges differencidlegyenlet

F @) 4 K1 ()™ V() + ..+ Kot) f(t) = K (¢),

(aholm < n, Ko, K1,...,K,—1 és K differencidlhaté valds értéki figgvények)
amelynek (n + 1)-szer differencidlhaté megolddsa lokdlisan megegyezik a (2.35)
megolddsdval.

Ezutan a Maple V. programnyelven {rt program rovid lefrdsa taldlhaté (2.3.1.
fejezet), illetve maga a programlista (2.3.2. fejezet), amely a kapott linedris
kétvaltozos egyenletbdl eldallitja a differencial-fiiggvényegyenletet, majd ezt at-
alakitja egy kozonséges differencialegyenletté, majd megoldja a kapott egyen-
letet. Végiil adtunk néhdny futtatdsi eredményt is (2.2.3. fejezet).

Az értekezés maéasodik részében t-konvex fiiggvények stabilitdsdval fog-
lalkozunk. A 3.1. fejezetben bemutatjuk az el6zményeket. Az elso ilyen tipusi
vizsgalatok Bernstein és Doetsch [BD15] nevéhez fliz6dnek. Az altaluk kapott
eredményt késébb tobben altaldnositottdk. Az értekezésben az Ng és Niko-
dem [NN93], Pales [P4l00], és a Hazy és Pales [HP04] dolgozatokban kdvetett
irdnyvonalat folytatva adtunk meg tGjabb altalanositasokat. Az altalunk vizsgalt
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fliggvények teljesitik az
k
fltw+ (1 =ty) <tf@) + 0=t f(y)+ D ez -y, (z,y € D)
i=0

egyenlStlenséget, ahol € = (gg,...,ex) € [0,00[F*, p = (po,...,px) € [0, 1[FF!
és t € [0, 1] rogzitett paraméterek.

Els6 1épésként ezen fiiggvények regularitdsi tulajdonsigaival foglalkoztunk
(3.2. fejezet). Megmutattuk, hogy ha egy f : D — R fliggvény az értelmezési
tartomdnydnak egy w € D pontjdban lokalisan felilrél korldtos és (g,p,t)-
konvex, akkor f lokélisan korlatos D-n.

Ha p minden komponense pozitiv, akkor belattuk, hogy az értelmezési tar-
toményanak egy pontjaban lokdlisan feliilrél korldtos (g, p, t)-konvex fliggvény
egyben folytonos is.

Majd megmutattuk, hogy milyen konvexitdsi tulajdonsag allithaté ezekrol
a fliggvényekrél abban az esetben, ha az értelmezési tartomanyuk valamely
pontjaban feliilré] korldtosak (3.4.1. Tétel és 3.4.2. Kovetkezmény)

Legyen € = (go,..-,c1) € [0,00[*L, p = (po,...,pr) € [0,1[FFL, ést €
10,1/2]. Ha az f : D — R az értelmezési tartomdnydnak valamely pontjdiban
feliilrél korlatos (€,p,t)-konvex figgvény, akkor
(4.1)

k
(2 + (1= 9)9) < sf @)+ 1=+ 3 T (s(1=s)lz—y))"
=0

-(1-1

teljestl minden x,y € D és s € [0,1] esetén.

Majd egy kevésbé dltalanos esettel foglalkoztunk, amikor a hibatag csak két
részbol allhat. Ebben az esetben jobb eredményeket tudtunk elérni, a kapott
konvexitési tulajdonsig pontosabb lesz, mint az dltaldnos esetben (3.7. fejezet)

Legyen D egy nyilt konvex részhalmaza az (X,|-|) normdlt térnek. Legyenek
€0, €1,p,t nemnegativ konstansok, ahol t €]0,1/2] és 0 < p < 1. Ha f :
D — R egy ((g0,€1), (0,p),t)-konvex fiigguény, amely lokdlisan felilrél korldtos
az értelmezési tartomdnydnak valamely pontjiban, akkor

fsz+(1=s)y) <sf(x)+(1—35)f(y) +eo/t

1 1
1t (12— t/2)p — (1—t)'-P(1/2 —t)

— 5} (s(1 = )Pl ol

minden x,y € D és s € [0,1] esetén.
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This PhD dissertation contains new results in the theory of functional equations.
It consists of two parts, which are different from each other.

In the first part of our dissertation we deal with the linear two variable
functional equation

(5.1) ho(w,y) fo(go(%,y)) + -+ + ho(2,y) fulgn (@, y)) = F(2,9)
where n is a positive integer, go, 91, - - -, Gn, Ro, R1, - - -, hn, and F are given real
valued analytic functions on an open set £ C R?, furthermore fo, fi ..., fn are

unknown functions.
Such equations are, for example,

flz+y) = g(x)+h(y) (Pexider equation),

flx+y—ay)+ f(ry) = f(z)+ f(y) (Hosszi equation),

Z(—l)”*k <Z) flx+ky) = nlf(y) (monomial equation).

k=0

flay) +9(z(1 —y)) + h((1 — 2)y) + k(1 — z)(1 —y)) =0,

Applying the results of Péles [P4192] we get recursively an inhomogeneous
linear differential-functional equation in one of unknown functions for fi, fa, ...
fn, respectively.

One of our main results states that the solutions of the differential-functional
equation obtained are the same as that of an ordinary differential equation
(under some assumptions), whose order is usually much smaller than the order
of the differential-functional equation.

According to the results of Zsolt Péles, it can be shown that, assuming
sufficiently high-order differentiability, there exists a linear partial differential
operator

i

ci,j>0,

i+j<k
(with variable coefficients and order k less than 2n — 1) which 7kills” all of the
members in the left hand side of the equation (5.1), except the first one. That
is, applying D to the equation (5.1), it yields

D[h0($7y)f0(90(x7y))] = DF(LL',y)7 (m,y) € Qv
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which is a linear differential-functional equation of order at most k. We recall
the algorithm employed to the construction of the program.

In the 2.3 section, we deal with the obtained differential-functional equations.
It is shown (2.2.9. Tétel), that if we consider the equation

(5.2) Il y) P g, y) + ... +lo(z,y) flg(a,y) = L(z,y),  (x,y) €L,

where lg,l1,...,lx,g and L are given real valued analytic functions on €, fur-
thermore f is an unknown real function on g(2), then there exists a differential
equation (under some assumptions) of the form

m—1

(5.3) ™ (g, y) + Y Kilg(w,9) fD(g(x,y)) = K(g(z,9)),

=0

whose (k + 1)-times differentiable solutions coincide with that of (5.2). Hence
after simplification and with the substitution ¢t = g(z,y), (5.3) reduces to an
ordinary differential equation with respect to f whose order is usually much
smaller than the order of (5.2).

The solving method is the following. Consider the k-th order inhomogeneous
linear differential-functional equation. In the first step we construct another
differential-functional equation, whose order is not greater than the order of
the original equation and the solutions of the system of these equations are
the same as that of the original equation. In the second step, we create a
smaller order differential-functional equation whose solutions are the same as
that of the system of equations. We repeat this two steps until getting such
differential-functional equation whose coefficients satisfy a certain system of
partial differential equations.

More precisely, we have the following theorem (2.2.5. Tétel)
Consider the equation

(54) lk(x’ y)f(k)(g(x’y)) +.o lo(x,y)f(g(x, y)) = L(l‘, y)? (a?,y) € Q,

where Q C R? is an open, connected set and ly,l1,...,lx,g and L are given real
valued, analytic functions on Q (such that g(?) is an open set), furthermore f
is an unknown real function on g(2). Then there exists a functional-differential
equation

(5.5) hu(z,9) ™ (g(@, ) +. .. +holz,y) flg(z,y) = H(z,y),  (z,y) €L,
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(where m < k) whose (k+ 1)-times differentiable solutions coincide with that of
(5.4) such that hg, hq, ..., hy, H satisfy the following system of equations

(5.6) 029 - (M - Oyhi — hy - Oyhm) = 0yg - (M - Oxhy — hi - Oghim)
foralli=1,....m—1 and

(5.7)  0pg- (hmm - OyH — H - Oyhpy) = 8yg - (hn - O H — H - 8yhyy).

h; H
If hy, # 0 on Q, then we get Do (h) =0 and Dg (h) =0.
If there exist differentiable functions Ko, K1,..., K, _1, K such that
—— = Ki(g(z,y
foralli=0,...,m—1 and
H(z,y)
——= = K(g(x,y)).

then (5.6) and (5.7) are obviously valid.

Now, we give a sufficient condition for the existence of Ko, Ky, ..., K1, K.
We need the following definition

Let © C R? be an open set, g : Q — R. We say that Q is (smoothly) g-
connected if for all (xo,y0), (x1,y1) € Q such that g(zo,yo) = g(z1, 1), there ex-
ists a differentiable function (z,y) : [0,1] — Q such that (z(0),4(0)) = (zo, yo),
(z(1),y(1)) = (z1,y1) and t — g(x(t), y(t)) is constant.

We show the following theorem (2.2.7. Lemma)

Let Q be an open set, g be a differentiable, real valued function on £ such
that (0zg,0y9) # (0,0) on Q. Assume that Q0 is smoothly g-connected. If
Doy = 0 (where @ is a differentiable function on ), then there exists a function
D g(Q) — R such that p(z,y) = ®(g(x,y)). Moreover, if ¢ and g are k-times
continuously differentiable functions, then ® is also a k-times continuously dif-
ferentiable function.

Now, we are able to formulate our final result (2.2.9. Tétel)
Consider the equation

(5.8) li(z, ) f® (g(x,y) + ... +lo(z,9) f(g(z,y)) = L(z,y),  (x,y) €,
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where Q C R? is an open, smoothly g-connected set and lg,ly,...,lx,g and L
are given real valued, analytic functions on 0 (such that g(?) is an open set,
(029,0y9) # (0,0) on Q), furthermore f is an unknown real function on g().
Then there exists an ordinary differential equation

(5.9) FO @) + K1 () FM () + . Ko(t) f(t) = K(2).

(where m < k and Ko, K1, ..., Kn_1 and K are differentiable real valued func-
tions) whose (k + 1)-times differentiable solutions locally coincide with that of
(5.8).

The computer-program fegsolve is written in the Computeralgebra-System
MAPLE V. Tt can be used for solving functional-equations of type (5.1). The
program can be started with the command

f€QS0lU€(h0(l’, y) *fU(gO(x7 y)) + 4+ hn(fl?, y) *fn(gn(x7 y)) = F(fl?, y)?

o, fi,- s fal):

where the first parameter of fegsolve is the functional-equation to be solved and
the second parameter is the list of unknown functions in the functional-equation.
The program solves the functional-equation for the first element of the list.

In the second part of our dissertation we deal with approximately ¢-convex
functions. More precisely we investigated the generalization of the results of
Bernstein and Doetsch [BD15], Nikodem and Ng [NN93] and Pales [P4100].

Let (X, |-]) be a normed space and D C X be a nonempty open convex set.

A real valued function f defined on an open convex set D is called (g,p,t)-
convex if it satisfies the inequality

pi for z,y€ D,

k
Jltw+ (1= y) < tf(@)+ (1 - 0f )+ ede —y
=0

where € = (g¢,...,ex) € [0,00F*, p = (po,...,pr) € [0,00[FT! and t € [0, 1]
are fixed parameters.
We intend to find functions ¢, : [0,1] = R (i =0,1,...,k) so that

k
(5.10) flsz+ (1 =s)y) <sf(x)+(1—s)f(y)+ Zsi@,m(s)\x — y|P
i=0

hold for all 2,y € D and all s € [0, 1].
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First we show some regularity properties of (g,p,t)-convex functions
(3.2.1. Tétel).

Let D be an open convex subset of a real normed space (X,|-|). Let where
€= (co,...,ex) €[0,00[**, p = (po,...,pr) € 0,00t and t €]0,1/2] be fized
parameters. If f: D — R is (g,p,t)-convex and locally bounded from above at a
point s € D, then f is locally bounded on D.

If the underlying space is of finite dimensional, then we prove the following
theorem (3.2.2. Tétel)

Let D be an open convex subset of R", € = (g¢,...,ex) € [0,00[F !, p =
(Po, - - -,pr) € [0,00[F*! and t €]0,1/2] be fired parameters and f : D — R be
an (&,p,t)-conver. Assume that there exists a Lebesque-measurable set S C D
of positive measure (Baire-measurable set of second category) and a Lebesgue-
measurable function (Baire-measurable function) g : S — R such that f < g on
S. Then f is locally bounded on D.

If every p; < 1, then we get the continuity property of the (g,p,t)-convex
functions (3.2.3. Tétel)

Let D be an open convex subset of a real normed space (X,|-|). Let where
€= (c0,-,e1) €[0,00** L, p = (po,...,p) €]0,00[F* and t €]0,1/2] be fived
parameters. If f: D — R is (e,p,t)-conver and locally bounded from above at a
point s € D, then f is continuous.

In our investigation we need to introduce the operator Ty, : B(I) — B(I)
(where B(I) is the space of bounded real-valued functions defined on I := [0, 1]
equipped with the usual supremum norm and p > 0 and ¢ €]0,1/2] are fixed)

by
P
S S
1-1¢ a—
=00 (r5) ()
1-s 1—-5\"
1—1¢
oo =)+ (=)
In 3.3.1. Tétel we show, that there exists a unique bounded fixed point
©pt : [0,1] — R of the operator T),,, i.e.,

o

<s

IN

1
57
(Tp,ep) () =

IN

s <

—_

N =

(Tp.t0p,t) (s) = pp,e(s)-
Furthermore, ¢, ; is continuous, nonnegative and is symmetric with respect to
s=1/2,1ie.,
Pp.i(s) = pui(1—5)
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for all s € [0,1].
The main result (3.4.1. Tétel) states that if the function f is (g, p, t)-convex
and locally bounded from above at a point of D, then

k
f sz + (L= 9)y) < sf(@)+ (1= 5)f(y) + Y cippo(s)le —yl”
=0

for all z,y € D and s € [0, 1], where ¢,, ; is the fixed point of the operator T, ;.
If we assume that every p; € [0, 1], then the function f satisfies the following
inequality for all z,y € D and s € [0,1] (3.4.2. Kovetkezmény)

k
sz + (1= 9)0) < 80 @) +1=9)f W)+ g == (0-9)ke—u)™
i=0

Finally in the special case, when £ = 1 and py = 1, then we proved, the
following theorem (3.7.1. Tétel, 3.7.2. Kovetkezmény)

Let D be an open convex subset of a real normed space (X,|-|). Let €o,€1,p
be nonnegative constants and t € 10,1/2] fized. If f : D — R is locally bounded
above at a point of D and ((eo,€1), (0, p),t)-convex function, then

f(sz+ (1 =s)y) <sf(x)+ (1 =5)f(y) +eo/t +e1p, 4 (s)|x —y|”

forall z,y € D and X € [0, 1], where w5, , is the fired point of the operator Sy, ;
which is defined by the following formula

min (1_t)f<1it)+<1it>p . if0<s<t,
o (3)+ ()

a-0s(75) + (7).
(1—t)f(i_i)+(i_j)p |
() ()

min o ifl—t<s<1.

a-0r (750 (=)

(Spif)(s) =( min ift<s<1-—t,
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If 0 <p<1, then

* 1 . 1 p
Ppi(8) < max { Pt (1/2—t/2)p — (1= »(1/2 = t)p} (s(1 —s))".

Therefore
flsz+ (1 =s)y) <sf(x)+(1-s)f(y)+eo/t

1 1 ) )
1 (1/2—t/2)7 — (1 _1)i—»(1/2 —t)p } (s(1 = s))Plz —yl

+£1 max {

for all z,y € D and s € [0,1].
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