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1 Introduction

In the sense of the well-known Schreier extension, beginning with two
given groups a new one is constructed which contains the first group as a
normal subgroup such that the quotient group with respect to this normal
subgroup is isomorphic to the second one. This construction is carried out
by defining an appropriate operation on the cartesian product of the given
structures and described by the following exact sequence

1l —I—& —Gd—1.

Let G and T" be two groups, the group & is an extension of I by G if on
the set G x I' is defined a multiplication by

(a,)(b, B) = (ab, f(a,b) - ")),
where T': G — Aut(F) and f: G x G — I is the factor system with

L f(1a) = f(a,1) =
2. T(a)='T(b)~" (a,)()(ab) L

3. f(b,c)f(a,be) = f(a, b)) f(ab,c);

for all a,b,c € G.

The simplest case occurs when T and f are both trivial maps, in this
case & is the direct product of I' and G. If the map f is trivial and T is
non-trivial, then & is a semidirect product of I and G. If T is trivial and f
is non-trivial, then we have for the multiplication

(av a)(ba ﬂ) = (CLb, f(a’ b) ta ﬁ)a
which is called f-extension.

Similar construction can be given for loops and quasigroups with appro-
priate modification, but the lack of associativity changes the situation so
drastically, that a general extension theory of these structures does not exist.
Nowadays, many authors apply extensions of loops and quasigroups in diffe-
rent interpretations for example [3], [11], [14], [16], [17], [18]. Loop extension
of groups by loops is studied by Péter T. Nagy and Karl Strambach in [22]
very systematically. The goal of this dissertation is to show some further
investigations of f-extensions of loops and quasigroups in the sense of the
above mentioned authors, described by exact sequences

1—wA— £ —L—1,

respectively
Q — Q — Kv

where A, L are loops and K, () are quasigroups.
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2 Central extension

In this chapter are investigated central extensions of groups by loops
which have combinatorial background. An extension is called central, if the
kernel of the corresponding homomorphism is contained in the center of the
extension. At first we consider these combinatorial structures, give them an
algebraic face and determine their groups of translations. Since for a loop L
the knowledge of the group GG generated by the set £ of its left translations
is essential. Namely, if H is the stabilizer of the identity of L in G, then L is
isomorphic to the loop defined on £ by (z,y) — zxy = w(z,y) : Lx L — £
where 7 assigns to the element xy € G the left translation of L contained in
xyH. (cf. [21] Section 1.2). Results of the first section can be fined in [26].

2.1 Translation groups of Steiner loops

For turning a Steiner triple system & into a Steiner quasigroup
(Q(S),*), we define as a * b the third point of the line determined by a,b
and put a * a = a® = a for all a € &. Moreover, with a Steiner triple system
is associated a Steiner loop (S(&), o) such that the elements of S(&) \ {e},
where e is the identity of S(&), are the points of the Steiner system & and
aob:=axbfora#b abe S(&))\ {e}, whereas aoa = a* = e. A
Steiner loop is a commutative loop of exponent 2 with the inverse property
[25], Chap.V.

Very often the identities which hold in a Steiner quasigroup associated
with a Steiner triple system & do not hold in the Steiner loop S(&) associated
with &. Examples are the Steiner triple systems, called Hall systems, in
which every three non-collinear points generate an affine plane of order 3.
In the associated Steiner quasigroup Q(&) one has (zy)z = (z2)(yz) for all
x,y,z € Q(S) but this identity fails to hold in the associated Steiner loop
S(6&). Another convincing example for this is the group ® generated by the
translations of (&) and the group G generated by the translations of S(&),
if G is a finite Hall triple system of size n. Namely, in this case the group ®
is solvable (see [12] and [3] p. 86), but G does not.

The automorphism group of a Steiner loop coincides with the automor-
phism group of the corresponding Steiner triple system. In [7]|, Corollary 1,
p. 251 it is proved that a Steiner loop S(&) is an elementary abelian group
of order n + 1 = 2™ if and only if the Steiner triple system & corresponding
to S(S) is isomorphic to the projective space of dimension m — 1 over the
field GF(2). Hence the group of translations of a Steiner loop corresponding
to a projective space is an elementary abelian 2-group.

For Steiner loops corresponding to Steiner triple systems which are not



projective spaces the situation changes drastically.

Theorem. Let S(S) be a proper Steiner loop of order n and let Q(&) be a
Steiner quasigroup both corresponding to the Steiner triple system &. If the
product N* Ny of any two distinct translations of Q(&) has odd order, then
the group G generated by the translations of S(&) is the alternating group
A, or the symmetric group S, depending whether n is divisible by 4 or not.

Remark. Any Steiner quasigroup Q(S&) corresponding to a Hall system
satisfies the conditions of the previous Theorem.

There are also Steiner triple systems which are not Hall systems but for

which the products of any two distinct translations of the associated Steiner
quasigroup have odd order. We illustrate this for Steiner triple systems
constructed in [9], 2.1. p. 291.
Let C be a cyclic group of order k = %(4” — 1) such that n > 1 is odd. Let
S be the disjoined union & = Cy U C U Cy such that Cy, C;, Cy are three
exemplars of C. If the element x € C' is contained in the exemplar C;, then
we denote this element with x;. The blocks of a Steiner triple system G« on
the point set G of size 4™ — 1 are the following triples:

(i) all subsets {xg, 1,22}, with 29 =21 =29 =z € C,|
(i) all subsets {zo, Yo, 21}, {x1, ¥1, 22}, {2, Y2, 20} of & with z,y, 2 € C such
that © # y and xy = 2°.
Remark. Let C' be a cyclic group of order % with odd n > 1 and let
Q(S¢) be the Steiner quasigroup corresponding to the Steiner triple system

constructed from C' as above. Then the translation group of the Steiner loop
S(S&¢) of order 4™ corresponding to Q(S¢) is the alternating group Agn.

2.2 Oriented Steiner loops

We consider loop extensions
() l1—A—L—S—1,

where A is the group of order 2 and S is a Steiner loop.
The loop L is realized on the set S x A = {(a,€) : a € S,e € A} such that
the multiplication is given by

(a1, €1) o (ag, €2) = (arag, 162 f(as, az)),



where f is a function f: S x S — A with f(a,e) = f(e,a) =1foralla € S
and the unit element e of S. The identity of L is the element (e, 1) and the
left and right inverse of any element coincide.

Even the simplest case of non-associative extensions of the group of order
2 by an abelian 2-group yields a rich variety of loops which are distinguish
among them by different weak associativity conditions. To obtain more ho-
mogeneous classes of extensions it is necessary to restrict the possibilities for
the factor systems f. The best known examples in this direction are the code
loops (see [13], [15]) and C-loops (cf. [17]). We deal here with extensions
of type (*) in which f(x,y) = —f(y, x) holds for all different z,y € S\ {e}
and all elements of L \ {(e, 1)} have either order 2 or 4, i. e., f(z,z) = 1,
respectively f(z,z) = —1 for all z € S\ {e}. Results obtained in this section
are in [27].

Definition. An oriented Steiner triple system (&,T) is a Steiner triple sys-
tem & such that on the set T' of blocks for each block is given a cyclic order.

Definition. An oriented Steiner loop L is an extension (x) for which there
exists an oriented Steiner triple system (&, T) such that the elements different
from the identity of the Steiner loop S are the points of & and the restriction
of the factor system of L to (& x &)\ {(z,x),x € &} coincides with the
orientation function of (&,T) and f(x,x) = —1, respectively f(x,xz) =1 for
all x € S\ {e} holds.

The center of an oriented Steiner loop L has order 2 if the exponent of
L is 4 and it is trivial if the exponent of L is 2. The oriented Steiner triple
system (&,7) of an oriented Steiner loop L is uniquely determined by L
and conversely, an oriented Steiner triple system (&, T") determines a unique
oriented Steiner loop L of exponent d € {2,4}.

Theorem. Any oriented Steiner loop L is flexible.

The loop L satisfies the inverse property if and only if every element of
L not contained in the center has order 4.

The loop L has the cross inverse and the automorphic inverse properties
but satisfies neither the left nor the right inverse property if and only if L
has exponent 2.

Theorem. An oriented Steiner loop L is a group if and only if it is the
quaternion group of order 8.

Let Gy, G, and G be the group generated by left, right and all transla-
tions of the Steiner loop L. To describe these groups we need the following
mapping, let 7, : L — L (a € S\ {e}), 7a : (y,€) — (y,€), y € {e,a},
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ec{l,—1}, 7, : (z,€) — (z,—€), a # v € S\ {a,e}, e € {1,—1}. Then we
have

Theorem. If the oriented Steiner loop L corresponds to a Steiner loop S of
order n, then the normal subgroup © =< 7,,a € S > ofé 15 the elementary
abelian 2-group of order 2"~ or 272 depending on whether n is odd or even
and the factor group G/@ is isomorphic to Gy as well as to G,.

Corollary. The groups G, and G, are 1somorphic.

We obtain for the group of automorphisms of an oriented Steiner triple
system

Proposition. The automorphism group I' of an oriented Steiner triple sys-
tem has odd order.

Proposition. Let U be a group of automorphisms of a Steiner triple system
S such that U has odd order. Then there is an oriented Steiner triple system
having U as a group of automorphisms.

Remark. Let (6,T) be a finite oriented Steiner triple system having K
as a group of automorphisms and let Ky be a proper subgroup of K such
that a block orbit B of K splits into different orbits By, .., B,, of Kq. Then
there exists an oriented Steiner triple system (&,Ty) such that Ky consists
of automorphisms, but K is not a group of automorphisms of (&,T).

Now we can determine the groups of automorphisms of oriented Steiner
loops

Theorem. The automorphism group I of an oriented Steiner loop L is a
semidirect product of a normal elementary abelian 2-group A inducing on the
factor loop L/A the identity and corresponding to the set of homomorphisms
from S into Zy by the automorphism group X of the oriented Steiner loop.

Definition. Let G be a Steiner triple system. We call a proper subsystem
R a blockade subsystem if each block of © not contained in K meets K in a
point.

Theorem. There is a bijection between the non-trivial automorphisms of
an oriented Steiner loop L, which induce on the corresponding Steiner triple
system & of S the identity, and the blockade subsystems of S.



Proposition. Lety be an epimorphism from a Steiner loop S onto Zs. Then
S contains a normal Steiner subloop K such that S is the union S = KUKa,
where a is an element of S not contained in K.

If & and KR are Steiner triple systems corresponding to S, respectively to K,
then R is a blockade subsystem of G.

Theorem. Let I' be the automorphism group the oriented Steiner loop L.
Corresponding to an oriented Steiner triple system (S, T).

If & is an affine space over the field GF(3), then the group A consists only
of the identity and I is isomorphic to the automorphism group ¥ of (&,T).
If & is a projective space of dimension n over the field GF(2), then A is the
elementary abelian group of order 2™.

Corollary. The automorphism group of an oriented Steiner loop of order 8
s 1somorphic to the alternating group Aj.

Let S be a Steiner loop corresponding to the Steiner triple system &.
A waluation v of S is a mapping S — {1, —1} such that v(e) = 1 for the
identity e of S.

Let L, and L, be oriented Steiner loops corresponding to the same Steiner
triple system & and having as factor systems f; or fs, respectively such that
fi(a,a) = fa(a,a) for all a contained in the Steiner loop S which corresponds
to G.

We suppose that L; and L, correspond to oriented Steiner triple systems
(&,T1), respectively (&,T;) over & such that the automorphism groups of
(6,71) and (S,T,) coincide. If T' is this automorphism group, then any
element 4 of I' induces on the Steiner loop S an automorphism v such that
fl(a> b) = fl(a’ya b’y) and f2<a7 b) = f2(a’ya b’y)

A valuation v is compatible with the pair (fi, f2) if v(a)v(b) f2(a,b)
= v(ab) f1(a,b) for all a,b € S. The valuations v compatible with the pair
(f1, f2) correspond in a unique way with isomorphisms from L; onto Ly which
induce on S the identity.

Lemma. The loops Ly, (i = 1,2) such that for the factor systems f; (i = 1,2)
one has fi(z,y) = — fao(z,y) for distinct x,y € S\{e} and fi(z,x) = fo(z,x),
x € S are isomorphic. An isomorphism ¢ is given by the mapping (x,€) —

(x,—¢€).

Theorem. Let L1 and Ly be oriented Steiner loops of the same exponent with
factor systems fi and fo respectively, such that the factor loops Li/A and
Lo /A correspond to the same Steiner triple system &. If the automorphism



groups of the oriented Steiner triple systems (&,T1) and (&,Ty) correspon-
ding to Ly, respectively Ly coincide, then Ly and Ly are isomorphic if and only
if there exists a valuation v of the Steiner loop S belonging to & compatible

with (f1, f2).

Theorem. Let Ly be an oriented Steiner loop having K as the automorphism
group. If o is an automorphism of the Steiner loop S corresponding to Ly,
then there exists an oriented Steiner loop Lo isomorphic to Ly and having
the conjugate group K as its automorphism group.

Proposition. Oriented Steiner loops Ly and Lo of the same exponent asso-
ciated with the Steiner triple system & and having block transitive automor-
phism groups are isomorphic.

We call an oriented Steiner loop L projective if the associated Steiner triple
system & is isomorphic to the point-line design of a projective geometry over
GF(2). If L has order 2", then the automorphism group of L is a subgroup
U of odd order in SL(n,2). Therefore U is a solvable subgroup of SL(n,2).

If U is a solvable group of automorphisms of the vector space V' of an even
dimension n over GF'(2) such that U has odd order and acts transitively on
the vectors different from zero, then V' may be identified with the additive
group of the field GF(2") and U is as a permutation group isomorphic to
the sharply transitive group ¥ := {z +— ax;0 # a € GF(2")} since the
automorphism group of GF(2") is a cyclic group of even order (cf. [24],
Theorem 19.9, p. 246.).

Proposition. Let L be an oriented projective Steiner loop of order 16 such
that its automorphism group I' acts transitively on the lines of the corres-
ponding oriented projective plane & of order 2. Then the group T' is the
semidirect product of the normal subgroup A isomorphic to Z,> by the group
of order 21 acting on A faithfully.

Corollary. Any oriented projective Steiner loop L of order 16 and of expo-
nent 4 such that the order of its automorphism group 1" is divisible by 7 is
the Moufang loop of order 16.

Theorem. Any oriented projective Steiner loop L of order > 32 and exponent
4 158 not Moufang.

Theorem. Any oriented projective Steiner loop L of order > 32 and exponent
4 is not Moufang.



Let L; and Ly be oriented Steiner loops arising from the oriented Steiner
triple systems (&, T7), respectively (&, T5) with the orientation functions fi,
respectively fo such that the automorphism groups of L; (i = 1,2) are conju-
gate subgroups in the automorphism group of &. Then we may assume that
the automorphism groups of L; (i = 1,2) induce on & the same group I' of
automorphisms. The decision when L; and Ly are isomorphic requires a de-
tailed discussion on the relations among the restrictions of the orientation
functions of (&,7)) and (&,T5) to the orbits of the group I'. In the last
subsection is illustrated this situation for oriented Steiner loops with 16 re-
spectively 20 elements seeking a valuation v of & such that v(a)v(b) f1(a,b) =
v(ab) fo(a,b) for all a,b € &.

3 Nuclear extension

In this chapter we deal with nuclear extensions of quasigroups our results
are in [23]. A loop extension is usually called (right) nuclear, if the kernel
of the corresponding homomorphism is contained in the (right) nucleus of
the extension. (Right) nuclear extensions are very natural generalizations of
central extensions, they have been investigated by many authors and used
for different constructions in loop theory (e. g. [11], [14], [16], [17], [18], [21]).
Most of the examples treated in these papers are central extensions, but only
a few examples are known for non-central (right) nuclear extensions.

The aim of the third chapter is the systematic study of right nuclei of
quasigroups obtained by an extension process in the category of quasigroups
with right unit. The investigated extensions of quasigroups are defined by
a slight modification of non-associative Schreier-type extensions of groups
or loops (c.f. [18], [22], [26]). These extensions will be determined by a
triple (L, K, f), where L is a loop, K is a quasigroup with right unit and
f: K x K — L is a function. The main results give characterizations of
quasigroup extensions satisfying particular nuclear conditions. We apply the
results to the description of constructions of quasigroups with right inverse
property, having a prescribed right nucleus.

Now, let Q; = (K'x L, o) be an f-extension of aloop (L, -) by a quasigroup
(K,-) and assume that Q; has non-trivial right nucleus. The homomorphic
image of the right unit of Qy in (K, -) is a right unit of (X, -), which will be
denoted by e, € K. Let € denote the unit of (L,-). Let us denote £* = €/
and &7 = &\e for any £ € L. The element o’ € L is called the cross inverse
of o € Lif a-a' = ¢ for any £ € L. In this case necessarily o/ = o holds.
Clearly, for any a € Z(Q) the element o is the cross inverse of a.



Lemma. The right unit of Qs has the shape (e,, f(e,e,;)?). The function
f: K x K — L satisfies

(a) f(l’, 67") = f(era er) fO?“ any x € K;
(b) f(er, e.)P is the cross inverse of f(e,,e.).

In the following we will consider f-extensions Q satisfying conditions (a)
and (b) of the previous Lemma.

Proposition. An element (n,v) € Qy belongs to the right nucleus N,(Qy)
of Qy if and only if the following conditions hold:

(i) n € N.(K) and f(e,,n) = f(er, e,),

(ii) f(y,n)v belongs to the right nucleus of the loop (L,-) for any y € K
and prynyy = Afym) © pu holds for any y € K,

(iii) the equality Af(zy) © Af(wym) = Af(zyn) © Af(yn) holds any x,y € K,
(iv) for any (n,v) € N,.(Qy) the element (e,,v) belongs to N,.(Qy), too.
Putting n = e, in the previous Proposition we get
Corollary. An element (e,,v) is contained in gp}l(er) NN, (Qy) if and only
if fler,er)v € No(L) and pye, e,y = Af(ener) © Pv hold.

Corollary. Assume that f(e,,e,;) € N.(L). An element (n,v) belongs to the
right nucleus N, (Qy) if and only if the following conditions hold:

(i) n € N.(K) and f(e.,n) = f(e.e,.),

(i) v € No(L) and f(er,er) € O(L),

(iii) f(y,n) € N(L)NC(L) for any y € K,

(V) Af(ay) © Afayn) = Af(@yn) © Afyn) for any x,y € K.
Particularly, (e.,v) € N.(Qy) if and only if (it) holds.

Now we study f-extensions with different nuclear properties.
Let Qf = (K x L,0) be an f-extension of a loop (L, -) by a quasigroup (X, -)
and let 5.:2f = (H x M,o) C Qy be an f-subextension of the subloop M C L
by the subquasigroup H C K.



Theorem. Let S:QJ; = (H x M,0) C Qy be an f-subeztension of the subloop

M C L by the subquasigroup H C K. The subquasigroup ﬁf = (HxM,o) C
Q¢ of Qf = (K x L, o) is right nuclear if and only if

(i) H C N.(K) and f(e.,h) = f(e,,e.) for allh € H,
(i) M C N,.(L) and f(y,h) € N.(L)yNC(L) foranyy € K, h € H,
(i) Af(zy) © Afayh) = Af(ayh) © Af,h) for any v,y € K and h € H.
Since e, € K is an idempotent element the subset 9 = {(e,,v); v €
N,.(L)} is a subquasigroup of Q. Applying the previous theorem to the

trivial subgroup H = {e,} C K and to the right nucleus M = N,.(L) we get
the following

Corollary. The subquasigroup N is right nuclear in Qy if and only if f(e,,e,) €
N,.(L)ynC(L).

~ Let (H,-) be a subquasigroup of (/,-) and consider the f-subextension
Q; = (¢;'(H),0) = (H x L,0) C Qy of the loop (L, -) by the subquasigroup
(H7 )

Corollary. The subquasigroup go;l(H) is right nuclear in Qy if and only if
(i) H C N.(K) and f(e.,h) = f(eq,e.) for all h € H,

(ii) (L,-) is a group and f(y,h) is contained in the center Z(L) for any
ye K, he H,

(ili) f(z,y)f(zy,h) = f(z,yh)f(y,h) for any x,y € K and h € H.
This assertion implies for trivial subquasigroup H = {e,} the following

Theorem. An f-extension Qy is right nuclear if and only if (L, ) is a group
and f(e,, e.) is contained in the center Z(L).

If the nucleus N(9Qy) of 9 is non-empty, then 9 has a unit and hence
it is a loop. Consequently, its homomorphic image (K, -) is also a loop.

Corollary. An f-extension Qy of a loop (L,-) by a quasigroup (K, -) is
nuclear if and only if

(A) (K,-) is a loop (with unit e € K ) and (L,-) is a group,

(B) f(e,z) = f(x,e) = f(e,e) for all x € K and this element is contained
in the center Z(L).
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Remark. A nuclear f-extension Qy is a central extension if and only if the
group (L,-) is abelian.

Let 9y be a right nuclear f-extension, i. e. (L,-) is a group and f(e,, e;,)
is contained in the center Z(L) of (L,-). Let Q% be the f*-extension de-
fined by the function f*(z,y) = f(z,y)f(e,, e,)"' and the corresponding
multiplication (z,€) * (y,n) = (zy, f(z,y)f(er, )7 én) on K x L. Clearly,
the quasigroups Q; and Q} are isomorphic with respect to the isomor-
phism (z,&) — (z, f(ey,e,)71€). Hence we may normalize the function
f: K x K — L by the assumption f(z,e,) = f(e,, e,) = €.

Proposition. Let Q¢ be an f-extension of a group (L,-) by a quasigroup
(K, -) with right unit e, satisfying f(x,e,) = € for all x € K. Qy has the
right inverse property if and only if

(i) the quasigroup (K, -) has the right inverse property,

(i) there exists a function p : K — Z(L) such that for any x,y € K
() = fxy,u(y)) f(z,y) holds, where p,) = p,*.

Let T" be the permutation group acting on the set K x K generated by
the bijection ¢ : (x,y) — (zy,t(y)) : K x K — K x K. Since the map ¢ is
an involution, the group I' has order 2. The orbit I'(z,y) = {(z,y), (xy, t(y)}
consists of one point if and only if y = e,, in the case y # e, the orbit I'(x,y)
consists of two different points. We denote by (K x K)/I' the set of orbits
of 'in K x K.

Corollary. Let (L,-) be a group and (K, -) be a quasigroup with right inverse
property. Let be given a map p : K — Z(L), a choice function ¢ : (K X
K))T' - K x K : v+ ¢(y) € v of orbits of T in K x K and a function
v: (K x K)/T' — L satisfying v({(x,e,)}) = € for all x € K. Then the
function f: K x K — L s determined by the conditions

(i) fle()) = v(y) for any v € (K x K)/T',

(it) f(o(z,y) = u(y)f(z,y)~" for any z,y € K

yields an f-extension Q with right inverse property. Conversely, any right
nuclear f-extension with right inverse property can be obtained by the previ-
ous construction.

Now, let (K, -) be an involutorial right Bol loop with unit e € K. Then
we have
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Theorem. Let Q¢ be an f-extension of a group (L, -) by an involutorial right
Bol loop (K,-) such that f(x,e) =€ for any x € K. The f-extension Qy is
right alternative if and only if Qy is a loop with right inverse property. In
this case the f-extension Qy is nuclear.

4 Regular permutations

In this chapter we investigate f-extension of proper quasigroups. If a
quasigroup has non-empty right or left nucleus, then it has right or left unit
element, respectively. V.D. Belousov introduced the notions of right and
left regular permutations which can be used for the measure of the near-
associativity of quasigroups having neither right nor left unit element. In the
case if the quasigroup has right or left unit element, then the right or left
regular permutations coincide with right or left translations by elements of
the right or left nuclei, respectively. Hence the notions of regular permuta-
tions can be considered as natural generalizations of the notions of nuclei.
These are published in [28].

For the investigation of groups of right or left regular permutations we use
the methods of extension theory. Now, we investigate quasigroup extensions
having empty nuclei and describe their groups of left or right regular permu-
tations. We give conditions under which the orbits of the groups of right or
left regular permutations are contained in the kernels of the homomorphism
associated with the extension. This construction alerts us quasigroups with
prescribed groups of right or left regular permutations of different sizes.

Lemma. A bijection p : (x,&) — (p1(x, &), p2(2,8)) : K xQ — K xQ is a
right-reqular permutation of an f-extension (Qy, o) if and only if

(1) p1 is constant on the equivalence classes of the extension and induces
a right-reqular permutation p1 : K — K of the quasigroup (K, -),

(il) po satisfies
p2(zy, f(x,y) - &n) = f(x, pr(y,m)) - Ep2(y, )

forallz,y e K, £&,meqQ.

Remark. If the group of right-reqular permutations of a quasigroup (K, -)
is trivial, then the orbits of the group of right-regular permutations of the
f-extension (Qy,0) are contained in the congruence classes of the extension.
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This result motivates the investigation of extensions by quasigroups which
have trivial group of right-regular permutations. Quasigroups with trivial
right-regular permutation groups form a wide class. For example, idempotent
quasigroups have this property, since if a quasigroup (K, ) is idempotent and
amap ¢ : K — K satisfies x¢(x) = ¢(x?) for any z € K, then z¢(z) = ¢(z)?
and hence ¢(x) = z. Many constructions of idempotent quasigroups are given
in [21], Sections 9 and 10 by the study of the core of Bol loops.

Theorem. Assume that the group of right-regular permutations of the quasi-
group (K,-) is trivial and (Q,-) is a loop. A map p : Qf — Qy is a right-
regular permutation of the f-extension (Qy,0) if and only if it has the shape
p = (id, p,), where v € N,(Q).

Corollary. The group of the right-reqular permutations of the quasigroup
(Qy, 0) is isomorphic with the right nucleus of (@, -).

Corollary. If the right nucleus N,(Q) is a normal subgroup, then the equi-
valence relation induced by the orbits of the right-reqular permutation group
R(Qy) is a normal congruence.

Corollary. If (K,-) is an idempotent quasigroup and the right nucleus of
(Q,-) is a normal subgroup, then the orbits of the right-reqular permutation
group are normal subquasigroups of the kernel quasigroups of the extension.

Similarly to the right regular case we have

Lemma. A bijection X\ : (x,&) — (M(2,£), A2(2,8)) : K xQ — K xQ is a
left-regular permutation of an f-extension (Qy,o) if and only if

(1) A1 is constant on the equivalence classes of the extension and induces
a left-regular permutation Ay : K — K of the quasigroup (K, -),

(i) Ao satisfies
Xo(zy, flx,y) - &n) = fF(Ai(@,€),y) - Ao, )n
forallz,ye K, £&,neqQ.

Theorem. Assume that the group of left-reqular permutations of the quasi-
group (K, -) is trivial and (Q,-) is a loop. A map A : K x Q — K X Q is
a left-reqular permutation of the f-extension (Qy, o) if and only if it has the
shape (z,&) — (z,v(x)€), where v is a mapping v : K — Ni(Q) satisfying
(1) v(ey)f(z,y) = flz,y)v(e)  and  Ajeyue = M@y o)

for any x,y € K.
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Let F' denote the subloop of (@, -) the element of which commute with
all f(z,y); z,y € K . The previous theorem yields the following

Corollary. The map \ = (id, \,) is a left reqular permutation of the
f-eatension (Qy,0) if v € N(Q)NF and Aj(z ) = Az for any z,y € K.

Theorem. Assume that the group of left-reqular permutations of the quasi-
group (K,-) is trivial, (Q,-) is a loop and there exists k € K such that
f(k,y) = Kk is constant for any y € K with k € F. A map A\ : K x QQ —
K x Q is a left-reqular permutation of the f-extension (Qy,o) if and only if
A= (id, \,), where v € Ni(Q) N F and Aj(za)y = Af@y v for any x,y € K.

Theorem. Assume that the group of left-reqular permutations of the quasi-
group (K, -) is trivial and the loop (Q,-) has the cross inverse property. A
map X @ K x Q — K x Q is a left-reqgular permutation of the f-extension
(Qy,0) if and only if X = (id, \,), where v € Ni(Q) and Njaypw = M@y Av
for any x,y € K.
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Bevezetés

A csoportokra jol ismert Schreier-féle bévités elmélet értelmében, két
adott csoportbol kiindulva egy 4j csoport készithets olymddon, hogy a kapott
csoport az els6t normalosztoként tartalmazza, illetve amelyre vonatkozo fak-
torcsoport izomorf a masik csoporttal. Ez a konstrukcié az alabbi egzakt
sorozattal irhato le:

1l —I—6 —G—1.

Legyenek G és I' adott csoportok, a & csoport a I' bévitése G-vel, ha a
G x I' halmazon egy mitvelet a kdvetkez6 moédon van definidlva

(a,a) (b, 3) = (ab, f(a,b) - aT® . 3),
ahol T': G — Aut(T") és f : G x G — T leképezésekre teljesiil
L f(1,a) = f(a,1) = 1;
2. T(a)"T(b)~" f(a,b)T(ab) f(a,b)" = 1;

3. f(b7 C)f(a’v bc) = f(a’7 b)T(C)f(ab7 C>;

minden a, b, c € G esetén.

A legegyszeriibb esetben, amikor mind 7" mind f trivialis, a & csoport a
I' és G csoportok direkt szorzata. Ha az f faktor rendszer trivialis és a T’
leképezés nem trividlis, akkor & a I' és G csoportok szemidirekt szorzata. Ha
T trivialis és f nemtrivialis, akkor a mtvelet a kovetkezs alakot 6lti

(a, @) (b, B) = (ab, f(a,b) - o B),

ezt az esetet f-bovitésnek fogjuk nevezni.

Hasonlé konstrukcié adhatdé meg loopok és kvazicsoportok bévitéseire a
megfelels valtoztatasokkal, am az asszociativitds hianya folytan
olyan drasztikus valtozas all be, hogy altalanos b&vitéselmélet nem létezik.
Az utébbi idében gyakran alkalmazzak ezen strukturak bévitéseit eltérd
interpretacioban (3], [11], [14], [16], [17], [18].

Csoportok loopokkal torténd loop bdévitéseit attekintGen, rendszerezve
taglalja Nagy Péter és Karl Strambach [22] munkaja, melynek eszméjét kovetve
loopok és kvazicsoportok f-bévitéseit vizsgaljuk ezen disszertacioban az alabbi
egzakt sorozatok szerint

1—A—¢£—L—1

illetve
Q B D B K7

ahol A, L loop és K, Q kvazicsoport.
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2 Centralis bdvités

A masodik fejezetben egy centralis loop bévitést vizsgalunk, amelynek
kombinatorikai hattere van. Egy bévitést centralisnak neveziink, ha a hozza
tartoz6 homomorfizmus magja centralis részcsoport. Miel6tt a vizsgalatara
térnénk, tekintsiik ezt a kombinatorikai hatteret és meghatarozzuk az eltola-
sai altal generalt csoportot. A fejezet els6 részének eredményei megtalél-
hatoak a [26]-ben.

Legyen & egy Steiner-harmasrendszer, azaz egy (n, 3, 1)-illeszkedési rend-
szer. A pontjainak halmazén bevezetiink egy miiveletet a kovetkezSképpen:
a b = c akkor és csak akkor, ha (a,b,c) egy blokk és a x a = a. Erre a
miveletre vonatkozoan az a xy = ¢ és x * b = c egyenletek egyértelmien
megoldhatoak ami azt jelenti, hogy (&, *) kvazicsoport. A pontok szerepe a
blokkon beliil szimmetrikus, ezért a * b = b* a, a * (a *b) = b is teljesiil és
ezzel egylitt Q(6) := (S, x) totalisan szimmetrikus idempotens kvéazicsoport,
Steiner kvdzicsoport.

Ha a Steiner-harmasrendszer pontjainak halmazat kibgvitjik egy e-vel
jelolt szimbolummal S := GU{e} és az el6z6 miiveletet annyiban modositjuk,
hogy axa = e, axe = ex*xa = a, akkor S(6) := (5,%) egy totalisan
szimmetrikus, 2 exponenst, egységelemes kvazicsoport, azaz egy Steiner loop
[25], Chap.V.

A Steiner-kvazicsoport és a Steiner-loop ugyanannak a strukturanak két
arca, és egyforman viselkednek mindaddig, amig az egységelem nem jut
lényeges szerephez. Példaul a Steiner-hdrmasrendszer automorfizmus cso-
portja izomorf a bel6le szarmaztatott Steiner-kvazicsoport és Steiner-loop
automorfizmus csoportjaval: Aut(S) = Aut(Q(S)) = Aut(S(6)). Mihelyt
megné az egységelem szerepe a helyzet drasztikusan megvaltozik, példaul
ha & egy Hall-rendszer (olyan Steiner-harmasrendszer, amelyben barmely
hérom nemkollinearis pont az affin sikot generalja), akkor Q(&)-ban teljesiil
az (xy)z = (z2)(yz) azonossag, ami egy zarodasi tulajdonsag az affin sikon,
mig S(6G)-ban nem, amely kozvetleniil adodik, ha az = helyére e-t irunk.
Egy mésik példa, az eltolasok altal generalt csoport Hall-rendszerek esetén a
kvazicsoportnal feloldhato [12] és [3], 86 o., mig a loopnal nemfeloldhato.

Egy S(6) Steiner loop csoport, akkor és csak akkor, ha barmely 3 nem-
kollinearis pontja a Fano-sikot generélja [7], Corollary 1, 251. o., igy egy
projektiv térbsl szérmazd Steiner-loop eltolas csoportja egy elemi Abel-2-
csoport. Arra az esetre amikor a Steiner-loop nem projektiv térbél szarmazik
a kovetkezd eredményt kaptuk:

Tétel. Legyen & n — 1 elemi, S(S) illetve Q(S) a beldle szdrmaztatott
Steiner-loop illetve Steiner-kvdzicsoport. Ha Q(S) két kilonbozd eltoldsdinak
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szorzata pdratlan rendd, akkor a S(&) eltoldsai dltal generdlt csoport az A,
vagy az Sy, attol fiiggden, hogy n oszthato-e 4-gyel vagy nem.

Megjegyzés. Minden Hall-rendszerbdl szdrmazo Steiner-kvdzicsoport eleget
tesz a Tétel feltételének.

A tétel alkalmazhat6 tovabbi nem Hall-rendszerekbdl szarmazoé Steiner-
loopokra, példaul tekintsiik a kovetkezs konstrukeiot [9], 2.1., 291. o.: Legyen
C 4"T’l—rendfi ciklikus csoport, legyen & := Cy U Cy U Cs, ahol C; = C
(1 =0,1,2) és ha x € C a C; példanyban van, akkor jeloljiik z;-vel, ezek
alkossak a Steiner-harmas rendszer pontjait és a blokkjai legyenek

o {xg,x1, 22} halmazok xy =1 =2y =2 € C

L {x(b Yo, Zl}a {xla Y1, 22}7 {x27 Y2, Z(]},
ahol z,y,2 € C 1w # y, 2y = 2°.

Megjegyzés. Legyen C MT_I (n > 1) rendd ciklikus csoport és legyen Q(S¢)
a C-bél a fenti konstrukcio dltal készitett Steiner-hdrmasrendszerhez tartozo
Steiner-kvdzicsoport. Ekkor a Q(S¢)-hez tartozo S(S¢) Steiner-loop eltold-

sai dltal generdlt csoport az A alterndlo csoprt.

A fejezet masodik részében tekintjiik a masodrendi ciklikus csoport alabbi
f-bovitését Steiner-loopokkal:

1—Cy—L—5—1
a kovetkezSképpen az
S x Cy={(a,e) :a€ S,eeCy
halmazon definidljunk egy mtveletet az alabbi moédon

(al, 61) O (a,g, 62) = (Cblag, €1€2f(a1, a,g)),

ahol az f : § x § — (% leképezés a bgvités faktor rendszere. Ebben a
bévitésben az automorfizmusok identitasok, igy a bévitést az f fliggvény
hatérozza meg, ezért ezeket f-bévitéseknek nevezziik. Az (a,a) o (z,§) =
(b,0) és (,€) o (a,a) = (b, 5) egyenletek egyértelmien megoldhatoak, igy
(L,o) egy kvazicsoport. Ha a faktor rendszerre elSirjuk, hogy f(a,e) =
f(e,;a) =1 minden a € S, akkor (e, 1) az egységeleme lesz, azaz egy loopot
kapunk. A kapott L loop minden tovabbi tulajdonsigat az f faktor rendszer
hatarozza meg. Mar a legegyszertibb esetben, amikor a masodrendt csopor-
tot azzal a négyelemi Steiner-looppal bévitjiik, amelyik a negyedrendi elemi
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Abel-2-csoport, loopok egy széles osztéilyat kapjuk kiilonboz6 gyenge asszo-
ciativitasi tulajdonséagokkal. A legismertebb példak a kod loopok ([13], [15])
és a C-loopok ([17]). A tovabbi vizsgalatainkat azokra az L

f-bévitésekre szoritjuk, amelyek faktor rendszerére f(x,y) = —f(y, ) Vo #
y € S\{e} és f(x,z) = 1ill —1 minden y € S\ {e}-ra teljesiil. Ugyanis
az igy kapott loopok kombinatorikai tartalommal birnak. Az erre vonatkozo
eredmények [27]-ban vannak ismertetve.

Ha egy Steiner-harmasrendszer minden blokkjan adott egy ciklikus ren-
dezés, akkor irdnyitott Steiner-harmasrendszerrsl beszéliink. Minden irényi-
tott Steiner-harmasrendszerhez rendelhetiink egy f : (6,7) x (6,7) —
{£1} iranyitas fliggvényt olymodon, hogy ha (aq, as, az) egy iranyitott blokk,
akkor f(aj,as) = 1 és f(az,a;) = —1. Ezek ismeretében definialhatjuk a
kovetkezs fogalmat

Definici6. Irdnyitott Steiner-loopnak neveziink egy olyan L bévitést, amely-
hez létezik eqy (&, T) irdnyitott Steiner-hdrmasrendszer ugy, hogy a bovités-
beli S Steiner-loop egységelemtdl kiilonbozo elemei az & pontjai és a bovités
faktor rendszerének leszikitése az (S x &)\ {(z, ),z € &}-ra megegyezik az
(&, T) irdnyitas figgvényével, tovabbd f(x,x) = —1 vagy f(z,x) = 1 minden
ze S\ {e}-re

Ha az L irédnyitott Steiner-loop exponense 4 illetve 2, akkor a centruma
mésodrendd illetve trivialis.

Tétel. Minden L irdnyitott Steiner-loop flexibilis.

Az L irdanyitott Steiner-loop inverz tulajdonsdgi akkor és csak akkor, ha
a centrumdn kivili elemek rendje 4.

Az L irdnyitott Steiner-loop cross és automorf inverz tulajdonsdgi de sem
bal- sem jobbinverz tulajdonsdgu pontosan akkor, ha az exponense 2.

Ezek utédn egy iranyitott Steiner-loop asszociativitasara az alabbi ered-
ményt kapjuk

Tétel. Egy irdnyitott Steiner-loop pontosan akkor csoport, ha a 8-ad rendi
kvaternio csoport.

A tovabbiakban jeldlje G, G, és G, rendre az L loop dsszes-, bal- és jobb-
eltolasai altal generalt csoportot. Ahhoz, hogy ezeket le tudjuk irni, be kell
vezetniink egy leképezést, legyen 7, : L — L (a € S\{e}), 7a : (y,€) — (y,€)
ye{eal, ec{l,—1}; 7 : (z,€) — (x,—€) a#z € S\ {a,e}, e € {1,—1}.

Tétel. Ha az L irdnyitott Steiner-loop eqy n elemd S Steiner-loophoz tar-
tozik, akkor G normalis részcsoportja © =< 1,,a € S >, a 2" '-ed vagy a
2"2_ed rendi elemi Abel-2-csoport attdl fliggden, hogy n pdratlan vagy pdros
€s a G/@ faktorcsoport izomorf Gy-al és Go-al.
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Kovetkezmény. A G, és G, csoportok izomorfak.
Az irdnyitott Steiner-harmasrendszer automorfizmusaira vonatkozoan

Allitas. Irdnyitott Steiner-hdrmasrendszerek automorfizmus csoportja pdrat-
lan rendi.

Allitas. Legyen U eqy & Steiner-hdarmasrendszer pdratlan rendi automor-
fizmus csoportja. Ekkor létezik irdnyitott Steiner-hdrmasrendszer, amelynek
U automorfizmus csoportja.

Megjegyzés. Legyen (&,T) eqy véges iranyitott Steiner-harmasrendszer K
automorfizmus csoporttal és legyen Kq olyan valodi részcsoportja K -nak, hogy
a K eqy B blokk orbitja a Ky By, .., By, kiilonbozd orbitjaira bomlik fel. Ekkor
létezik eqy (&, Ty) irdnyitott Steiner-hdrmasrendszer gy, hogy Ko automor-
fizmusokbol dall, de K nem automorfizmus csoportja.

Az irdnyitott Steiner-harmasrendszer automorfizmus csoportjanak isme-
retében leirhatjuk a hozzé tartozo irdanyitott Steiner-loop automorfizmus cso-
portjat.

Tétel. Egy L irdnyitott Steiner-loop automorfizmus csoportja, az irdnyitott
Steiner-hdarmasrendszer automorfizmus csoportjanak szemidirekt szorzata eqy
olyan normdlis elemi Abel-2-csoporttal, amely az L/A faktorloopon az iden-
titdst indukdlja és az S — Zs homomorfizmusok halmazdhoz tartozik.

A tovabbiakhoz be kell vezetniink egy tjabb fogalmat:

Definici6é. Legyen G egy Steiner-hdrmasrendszer. Eqy K valodi részrendszerét
blokad részrendszernek nevezzik, ha & minden nem RK-beli blokkja K-t egy
pontban metszi.

Tétel. Az & Steiner-hdrmasrendszer blokdd részrendszerei és az L irdnyi-
tott Steiner-loop azon automorfizmusai kézott, amelyek G-en az identitdst
indukadljak, bijekcio létezik.

Tétel. Legyen I' az (&,T) irdnyitott Steiner-hdrmasrendszerhez tartozo L
irdnyitott Steiner-loop automorfizmus csoportja.

Ha & egy a GF(3) test feletti affin tér, akkor a A csoport trividlis és T’
izomorf (&,T) automorfizmus csoportjdval.

Ha & egy n dimenzids projektiv tér a GF(2) test felett, akkor A a 2"-ed
rendi elemi Abel-2-csoport.
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Kovetkezmény. Fgy nyolcadrendd iranyitott Steiner-loop automorfizmus cso-
portja izomorf az Ay alterndlo csoporttal.

Az iranyitott Steiner-loopok izomorfidinak vizsgélatanal el6bukkan egy
leképezés, aminek az izomorfia eldontésében nagy szerepe van, tekintsiik ezt
a leképezést.

Az L irényitott Steiner-loop v értékelése egy S — {1,—1} leképezés,
amelyre v(e) = 1, ahol e az S loop egységeleme. Egyazon S Steiner-loophoz
tartozo f; illetve fy fliggvény &ltal meghatérozott L, illetve Lo iranyitott
Steiner-loopok esetén egy v értékelést kompatibilisnek mondunk az (f1, f2)
parral, ha v(a)v(b) fi(a,b) = v(ab) f2(a,b) minden a,b € S. Az (f1, f2) par-
ral kompatibilis értékelések, illetve az L; és Ly loopok azon izomorfizmusai
kozott, melyek az G-n az identitast indukaljék, egyértelmi megfeleltetés van.

Ennek ismeretében az izomorfia kérdésére a kovetkezSket kapjuk:

Lemma. Az Ly, (i = 1,2) loopok, amelyek f; (i = 1,2) faktor rendszereire
fl(x7y) = _fQ('ray) minden kilonbozo T,y € S\{e} és fl(xvx) = fQ(Z’,ZL’),
izomorfak. Az (x,€) — (x,—¢€) leképezés izomorfidt definidl.

Tétel. Legyenek Ly és Ly olyan azonos exponensi fi és fo faktor rendszerd
irdnyitott Steiner-loopok, hogy az Li/A és Ly/A faktor loopok ugyanahhoz
az & Steiner-hdrmasrendszerhez tartoznak. Ha az Ly és Lo loopokhoz tar-
tozé (6,Ty) és (6,T,) irdnyitott Steiner-hdrmasrendszerek automorfizmus
csoportjai megegyeznek, akkor Ly és Ly pontosan akkor izomorfak, ha S ren-
delkezik az (fi1, fo) pdrral kompatibilis értékeléssel.

Tétel. Legyen Li eqy K automorfizmus csoporti iranyitott Steiner-loop. Ha
a az Li-hez tartozo S Steiner-loop automorfizmusa, akkor létezik eqy az L -
gyel izomorf Lo irdanyitott Steiner-loop, amelynek a K< konjugdlt csoport az
automorfizmus csoportja.

Allitas. Az & Steiner-hdrmasrendszerhez tartozé azonos exponensd blokk
tranzitiv automorfizmus csoporti Ly és Ly irdnyitott Steiner-loopok izomor-

fak.

Ezek utan vizsgaljuk, azokat az iranyitott Steiner-loopokat, amelyekhez
tartozd & Steiner-harmasrendszer pont-egyenes sémaja izomorf egy a GF'(2)
test feletti projektiv geometriaval, ezeket hivjuk projektiv iranyitott Steiner-
loopoknak. Ha az L rendje 2"*!, akkor az S és igy az L automorfizmus
csoportja egy paratlan rendd részcsoportja az SL(n,2) csoportnak. Ennek
folytan U feloldhato részcsoportja SL(n,2)-nek.

Ha U a GF(2) test feletti n paros dimenziéju V' vektortér automorfizmu-
sainak feloldhato csoportja tgy, hogy U paratlan rendd és tranzitivan hat a
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nem-nulla vektorokon, akkor V' beazonosithaté GF(2") additiv csoportjaval
¢és U mint permutécié csoport izomorf a ¥ := {z +— az;0 # a € GF(2")}
erésen tranzitiv csoporttal, mivel GF(2") automorfizmus csoportja egy paros
rendi ciklikus csoport (Isd. [24], Theorem 19.9, p. 246.).

Allitas. Legyen L eqy olyan 16-od rendd irdnyitott projektiv Steiner-loop,
amely I' automorfizmus csoportja tranzitivan hat a hozzd tartozo 2-od rendd
S projektiv sik eqyenesein. Ekkor a T' csoport szemidirekt szorzata, a Zy>-al
izomorf A mnormdlis részcsoportnak, a A-n hiten hato 21-ed rendi csoporttal.

Kovetkezmény. Tetszdleges 4 exponensi 16-od rendid olyan irdnyitott pro-
jektiv Steiner-loop, amely automorfizmus csoportjinak a rendje oszthato 7-tel
a 16-od rendd Moufang-loop.

Tétel. Egyetlen > 32-ed rendi és 4 exponenst irdnyitott projektiv Steiner-
loop sem lehet Moufang-loop.

Kovetkezmény. Tetszdleges irdanyitott projektiv Steiner-loop, amelyik Bol-
loop, 1zomorf a 16-od rendi Moufang-looppal.

A fejezet utolsod részében az izomorfia kérdésének Osszetettségére vilagi-
tunk ra abban az esetben, ahol az L illetve Ly iranyitott Steiner-loopok az
f1 illetve fy irdnyités fiiggvényd (S, 1), illetve (S, T5) irdnyitott Steiner-
harmasrendszerbdl szarmaznak. Tovabba automorfizmus csoportjuk kon-
jugalt csoportok & automorfizmus csoportjaban. Ekkor feltehets, hogy L,
L,
automorfizmus csoportja ugyanazt a I' automorfizmus csoportot indukaljak.
Az Ly és Ls loopok izomorfidjanak eldontése az f és fo fliggvények lesziikité-
seinek vizsgalatat igényli a [' csoport orbitjaira. Ezt a vizsgalatot illusztraljuk
a 3-ad rendd affin illetve a 2-od rendid projektiv sikbdl szarmazé irdnyitott
Steiner-loopokra.

3 Nuklearis bovités

Egy loop bévitést (jobb) nuklearisnak neveziink, ha a bévitéshez tartozo
homomorfizmus magja a bovités (jobb) nukleuszaban fekszik. A (jobb) nuk-
learis bévitéseket a loopok elméletében az elmult idészakban sokan vizsgaljak
és kiilonboz6 konstrukciokhoz hasznaljak ([11], [14], [16], [17], [18], [21]). Az
elsforduld nukearis bévitések nagyrészt centralisak, kevés olyan példa ismert,
amely nem centralis nukleéris bévitést ir le.

A harmadik fejezetben tetszéleges L loop f-bévitését, Q-t, vizsgaljuk tet-
sz6leges K kvazicsoporttal és keressiik azokat a feltételeket, amelyek esetén a
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bévitésiink nuklearis lesz. A kapott eredmanyek segitségével olyan konstruk-
ciot adunk meg, amely elére megadott jobb nukleuszi jobb inverz tulajdon-
sagu kvazicsoportot eredményez. Mindezek megtalalhatoak [23|-ben.

A kapott Qy f bévités egy kvazicsoport, amelynek ha az N,.(Qy) jobb
nukleusza nem fiires, akkor ennek a részcsoportnak az egységeleme a
kvéavicsoport jobb egységeleme.

Bevezetjiik a kivetkezd jeloléseket X = €/€ és €2 = £\e barmely € € L.
Az o/ € L elem az o € L cross inverze, azaz of -’ = £ minden £ € L esetén,
igy tetszéleges a € Z(Q) elemre az o a cross inverz eleme a-nak.

Lemma. A Q; = (K x L, o) bévités jobb egységeleme (e,, f(e,,e,)?) alaki.
Az f: K x K — L fiigguényre:

(a) f(z,e,) = fler, e.) teljesil minden x € K-ra,
(b) f(er er)? az f(e,, e.) cross inverze.

A kovetkezékben olyan 9 f-bévitéseket tekintiink, amelyekre az el6z6
lemma (a) és (b) feltétele teljesiil.

Allitas. (n,v) € Qf a Qy jobb nukleuszinak N,(Qy)-nek egy eleme, akkor
€s csak akkor, ha a kovetkezd feltételek teljestilnek:

(i) n € N.(K) és f(er,n) = fler,€r),

(i) f(y,n)v az (L,-) loop jobb nukleusziban van minden y € K esetén és
Pymr = Af(ym) © Py bdrmely y € K-ra,

(i11) Apy) © Asayn) = As(eym) © Af(ym) minden z,y € K,
(iv) bdarmely (n,v) € N,.(Qy) esetén (e,,v) € N, (Qy).

Kovetkezmény. Minden (e,,v) elem akkor és csak akkor fekszik
gp}l(er) N N,.(Qy)-ben, ha f(er, er)v € Np(L) €S prie, ey = Af(eren) © Pu-

Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy f(e,,e,) € N.(L). Egy (n,v) elem pon-
tosan akkor eleme az N,(Qy) jobb nukleusznak, ha a kovetkezd feltételek tel-
jestilnek:

(i) n € N.(K) és f(e,,n) = f(e,, e),

(ii) v € N,(L) és f(e,e.) € C(L),
) f(y,n) € N.(L)NC(L) barmely y € K-ra,
)

(iii

(V) Af(ay) © Afayn) = Af(@yn) © Afyn) minden x,y € K esetén.
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Specidlisan, (e,,v) € N.(Qy) akkor és csak akkor, ha (ii) teljesiil.

A jobb nukleusz strukturajara, nuklearis tulajdonsigaira vonatkozodan
sziikségiink van a részbévités fogalmara.

Legyen (H,-) részkvazicsoportja (K,-)-nak és legyen (M,-) részloopja
(L, )-nek. Haaz f : KxK — L fiiggvényre teljesiil, hogy f(hq, ha) € M min-
den hy, hy € H-ra és f: HxH — Maz f: KxXK — L lesziikitése H x H-ra,
akkor az f-bovitését flf = (H x M,o) (M,-)-nek (H,-)-val Q = (K x L,0)

f-részbévitésének nevezziik.

Tétel. Legyen Q]z = (H xM,0) C Qy egy f-részbévitése az M C L részloop-
nak a H C K részkvdzicsoporttal. Qy = (K x L,0)-nek a {Qf = (HxM,o) C
Qg részkvdzicsoportja jobb nukledris akkor és csak akkor, ha

(i) H C N.(K) és f(eq,h) = f(er,e.) minden h € H esetén,
(i) M C N,.(L) és f(y,h) € N,(L)NC(L) mindeny € K, h € H,
(111) )‘f(:v,y) o )\f(xy,h) = )\f(ac,yh) o] )‘f(y,h) barmely v,y € K és h € H.

Mivel e, € K idempotens, az M = {(e,,v); v € N,(L)} részkvazicso-
portja Qs-nek. Az el6z6 tételt alkalmazva a H = {e,} C K trivialis részcso-
portra és az M = N,(L) jobb nukleuszra kapjuk, hogy

Kovetkezmény. Az részcsoport jobb nukledris Q ¢-ban akkor és csak akkor,
ha f(eq,e.) € N.(L)NC(L).

Legyen (H,-)részkvazicsoportja (K, -)-nak és tekintsiik az (L,-) loop f-
részbovitését Q7 = ((p]?l([-[),o) = (H x L,o) C Qy-t a (H, ) részkvazicso-
porttal.

Kovetkezmény. A gp}l(H ) részkvazicsoport pontosan akkor jobb nukledris
Qy-ban, ha

(i) H C N.(K) és f(e,,h) = f(er,e,) minden h € H,

(ii) (L,-) csoport és f(y,h) a Z(L) centrumban fekszik barmely y € K,
h € H esetén,

(iii) f(z,y)f(zy, h) = f(z,yh)f(y, h) minden v,y € K ésh € H.
Ez az éllitas a H = {e,} trivialis részkvazicsoportra a kovetkezst adja

Tétel. Egy Qy f-bovités pontosan akkor jobb nukledris, ha (L,-) csoport és
flerer) a Z(L) centrumban fekszik.
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Ha 9 s-nek a nukleusza N (Q) nemiires, akkor Q s-nak létezik egységeleme
és igy egy loop. Kovetkezésképpen a homomorf képe (K, ) szintén loop.

Ko6vetkezmény. Az (L,-) loop Qf f-bovitése a (K,-) kvdzicsoporttal nuk-
ledris, akkor és csak akkor, ha

(A) (K,-) loop (e € K egységelemmel) és (L,-) csoport,
(B) fle,z) = f(x,e) = f(e,e) barmely x € K és ez az elem a Z(L)

centrumban fekszik.

Megjegyzés. Egy nukledris Qy f-bovités pontosan akkor centrdlis, ha az
(L,-) csoport kommutativ.

Legyen 9 jobb nukleéris f-bévités, azaz (L, -) egy csoport és f(e,,e,) €
Z(L). Legyen Q} az az f*-bovités, amelyet az f*(z,y) = f(z,y)f(er, e.)”"
fiiggvény és az (z,€) * (y,nm) = (vy, f(x,y)f(e,, e.) tn) miivelet definial.
A Qy és Q} kvazicsoportok izomorfak, a kéztik 16v6 izomorfia (z,€) —
(z, fle,,e,)1€). Igy az f : K x K — L fiiggvényt normalizalhatjuk az
f(z,e.) = f(e,, e.) = e feltétellel.

Allitas. Egy (L,-) csoport Qs f-bovitése egy e, jobb egységelemes (K, -)
kvdzicsoporttal, amelyre f(x,e.) = f(eq e.) = € jobbinverz tulajdonsdgi
akkor és csak akkor, ha

(i) (K,-) jobbinverz tulajdonsdgui,

(ii) létezik eqy p : K — Z(L) fiigguény gy, hogy minden x,y € K esetén
() = flay,u(y) f(z,y) teljesil, ahol p,y = p;*.

Legyen I' a K x K halmazon hat6 és a v : (z,y) — (2y,1(y)) : K x K —
K x K bijekcio altal generalt permutacio csoport. Mivel (zy - (y))y = y
teljesiil minden x,y € K-ra, az 1 : K — K és ¢ : K x K — K x K bijekciok
involiciok és a I' csoport rendje 2. A ¢ leképezés fixpontjainak halmaza
Y ={(x,e.); x € K} és tetszoleges (z,y) € (K x K)\ ¥ orbitja két elembdl
all.
Legyen 9y f-bévitése egy (L, ) csoportnak egy e, jobb egységelemes (K, -)
kvazicsoporttal. Tegyiik fel, hogy f(z,e,) = f(e,,e,) = ¢ minden z € K
esetén és (K, -) jobbinverz tulajdonsagu. Ekkor, az eléz6 allitas alapjan

Kovetkezmény. Legyen (L,-) csoport és (K,-) egy jobbinverz tulajdonsdgi
kvdzicsoport. Legyen adott eqy pn: K — Z(L) leképezés, egy c: (K x K)/I' —
K x K : v+ c(y) € v kivdlasztdsi figguénye T' orbitjainak K x K-ban és
eqy v (K x K)/T' — L leképezés, amelyre v({(z,e,)}) = € teljesil minden
x € K esetén. Ekkor az aldbbu feltételekel megadott f . K x K — L fiiggvény
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(i) f(c(r)) = v(7) minden € (K x K)/T-ra,

(ii) f(o(z,y)) = pu(y)f(z,y)~" minden z,y € K-ra

egy jobb inverz tulajdonsdgi Qg f-bovitést eredményez. Megforditva, tet-
szdleges jobbinverz tulajdonsagi jobb nukledris f bovités megkaphato a fenti
konstrukcioval.

Legyen most (K, ) egy involutorikus jobb Bol loop e € K egységelemmel.
Ekkor

Tétel. Legyen Qg az (L,-) csoport olyan f-bévitése egy (K, ) involutorikus
jobb Bol looppal, hogy f(x,e) = € minden x € K esetén. A Qj f-bovités
pontosan akkor jobb alternativ, ha Qf jobbinverz tulajdonsdgi loop €és ebben
az esetben a Qg f-bovités nukledris.

4 Regularis permutacidok

A negyedik fejezetben (|28]) az el6z6 kvazicsoport bévitést vizsgaljuk
abban az esetben, amikor az valodi kvazicsoportot eredményez. Ilyen esetben,
ahogy azt mar kordbban lattuk, a nukleuszok iires halmazok és nem megfele-
16en mérik az asszociativitast. Belouszov vezette be a regularis permutaciok
fogalmét, bizonyos értelemben altalanositva a nukleusz definiciojat valodi
kvézicsoportokra.

Egy A : Q — Q illetve p : @ — @ bijekcié bal-reguléris permutacioé
illetve jobb-regularis permutécio, ha minden z,y € @ esetén A(zy) = \(x) -y
illetve p(xy) = x - p(y) teljesiil. A jobb- illetve bal-regularis permutéciok
csoportot alkotnak, amelyek a bal- illetve jobb eltolasok altal generalt csoport
részcsoportjai. Amennyiben a kvéazicsoportnak van jobb egységeleme, akkor
a jobb-regularis permutaciok csoportja izomorf a jobb nukleusszal, mig ha
bal egységeleme van, akkor a bal-reguléris permutécioé csoport izomorf a bal
nukleusszal. Mind a jobb-, mind a bal-reguléris permutécié csoport indukal
egy ekvivalenciarelaciot a kvazicsoporton, és az ilymodon kapott osztélyok
az Gket reprezentalé elemekhez tartozo elem-nukleuszok. Igy az osztalyon
beliili elemek asszocialnak egymaéssal.

Lemma. Egy P (I7€> = (Pl(x,g)aPZ(l’,f)) D KX Q — K % Q blj@kCZd a
(Qy,0) f-bovités jobb-reguldris permutdcidja, akkor és csak akkor, ha

(1) p1 konstans a bovités ekvivalenciaosztdlyain és eqy py : K — K jobb-
requldris permutdciot indukdl K-n,
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(i) po kielégiti az aldbbi azonossdagot

p2(wy, f(z,y) - &n) = f(x, p1(y,m)) - Epaly,n)
minden x,y € K, £, € Q.

Azok a kvazicsoportok, amelyeknek csak trividlis jobb-reguléris permuta-
cioi vannak, széles osztéalyt képeznek. Ilyenek példaul a Steiner-kvazicsoportok,
vagy azok a kvézicsoportok, amelyek egy ciklikus csoport corjat képezik. Ha
a bévitésiinkben ilyen a K kvazicsoport, akkor

Megjegyzés. Ha a K kvdzicsoport jobb-requldris permutdcioinak csoportja
trividlis, akkor R(Qy) orbitjait tartalmazzdk a bovités kongruencia osztdlya.

Itt a nuklearis bovités feltételével ellentétes tartalmazast kapunk az elem-
nukleuszokra.

Tétel. Tegyiik fel, hogy R(K) trividlis és Q loop. Eqy p : Qf — Qf leképezés
pontosan akkor jobb-reguldris permutdcidgja Qs-nek, ha p = (id, p,) alakd,
ahol v € N,(Q).

Kovetkezmény. R(Qf) = N,(Q).

Abban az esetben, mikor a () kvazicsoport csoport, akkor R(y) izomorf
Q-val és ilyenkor az elemnukleuszok egybeesnek a bévités kongruenciaoszté-
lyaival, igy nuklearis bévitést kapunk ebben az éltalanositott értelemben.

Kovetkezmény. Ha az N,(Q) jobb nukleusz normdlis részcsoport, akkor a
R(Qy) csoport dltal indukdlt ekvivalencia reldcio normdlis kongruencia.

Kovetkezmény. Ha K idempotens kvdzicsoport és N,.(Q)) normdlis rész-
csoport Q-ban, akkor R(Qy) orbitjai normdlis részkvdzicsoportjai a bévités
magkvdzicsoportjainak.

Hasonlé eredmények érvényesek a bal-regularis permutaciokra, illetve az
azok altal alkotott csoportra.

Tétel. Tegyiik fel, hogy A(K) trividlis és Q loop. Egy A : K x Q — K X
Q) leképezés pontosan akkor bal-requldris permutdcidja Qg¢-nek, ha (x,&) —
(x,v(x)€) alaki, ahol a v : K — Ni(Q) leképezés teljesiti a

v(ay) f(z,y) = f(z,y)v(x) €5 Aayue) = M@y ()

feltételeket barmely x,y € K.
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Jelolje F azt a részloopjat (Q-nak, amelynek az elemei kommutalnak min-
den f(x,y); z,y € K-el.

Kovetkezmény. A X\ = (id, \,) leképezés bal-reguldris permutdcidja a (Qy, o)
f-bovitésnek, ha v € Ni(Q) N F €s Ajwayy = Af@y v Yo,y € K.

Tétel. Tegyiik fel, hogy A(K) trividlis, Q) loop és létezik olyan k € K, hogy
f(k,y) = k konstans minden y € K-ra, k € F-ra. Egy A : K x Q) — K x Q
leképezés pontosan akkor bal-reguldris permutdcidja Qr-nak, ha A = (id, \,),
aholv € Ni(Q)NF €5 Ap(ayypy = Afay) A minden z,y € K.

Tétel. Tegyiik fel, hogy A(K) trividlis és Q egy cross inverz tuajdonsdgi
loop. Egy A : K x Q — K x Q leképezés, akkor és csak akkor bal-requldris
permutdcidja Qg-nak, ha X = (id, \,), ahol v € N)(Q).

Ezen eredmények arra adnak lehetGséget, hogy el6re megadott regularis
permutacié csoportu valodi kvazicsoportot allitsuk eld, igy elére tudhatjuk,
hogy mely részhalmazok elemei asszocialnak egymaéssal.
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