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A digitdlis geometridban a kor négyzetesitése trivialis,
a feladat sokkal inkdbb a digitdlis tér ,,gorbitése”.
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1. FEJEZET: Bevezetés

A digitalis geometria a képfeldolgozas egyik fontos és dinamikusan fejlodé aga. A
digitalis geometridban diszkrét teret hasznalunk, a pontoknak egész értékiiek a koordi-
natai. Két pontot akkor szokas szomszédoknak tekinteni, ha koordinata-kiilonbségiik
koordinatanként legfeljebb egy. fgy viszont altalaban tobbféle szomszédsagi viszonyt is
megkiilonboztethetiink, az eltéré koordinatak szama szerint. Két pont kozotti utat ka-
punk, ha az egyikbdl tgy jutunk el a masikba, hogy kozben mindig csak a megel6zo
pont egy szomszédjara lépiink. A tdvolsigukat a koztik levd legrévidebb 1t (vagy
utak) hosszaval definidljuk. Az igy kapott tavolsdg édltalaban fiigg nemcsak a pontok
koordinataitél, hanem attol is, hogy milyen tipusi szomszédokat engediink meg a lépések
soran. Ha lépésenként viéltoztatjuk a szomszédsag tipusat, eljutunk a szomszédsagi
sorozat fogalmahoz. A dolgozatban kiilonb6zo racsokon értelmeziink és vizsgalunk tavol-
sagokat a szomszédsagi sorozatok segitségével.

1.1. A digitalis geometria torténetérol

A témakor sziiletését szokas az [57] cikkhez kapcsolni, amelyben Rosenfeld és Pfaltz
definialtak a két alapvet6 lépést a négyzetracson. A "haztomb’ 1épés csak egy koordinata
megvaltoztatasat engedi, mig a ’sakk-tabla’ 1épés megengedi az atlds iranyokat is. Ebben
a cikkben a szerzok ajanlottdk az elébbi 1épések valtott haszndlatat, igy az Euklideszi
tavolsagot jobban kozeliti az eredmény.

P. P. Das, P. P. Chakrabarti és B. N. Chatterji tobb cikkben ([2, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 46]) bevezették és vizsgdltdk a periddikus szomszédsagi sorozatokat négyzetes
racsokra (magasabb dimenziéban is), amelyekben az egyszerii szomszédsagi viszonyokat
kiilonb6z6képpen varidlhatjuk. Vizsgaltdk a tavolsag terjedését (iin. hullamfrontokat),
valamint a kialakuld digitalis koroket. Levezették a sziikséges és elégséges feltételét an-
nak, hogy egy periédikus szomszédsagi sorozaton alapulé tavolsagfiiggvény mikor teljesiti
a metrika tulajdosagait az n dimenziés digitdlis térben. KEgy meglehetésen Osszetett
képletet is adtak két pont tavolsdganak meghatarozasara. Fazekas Attila, Hajdu Andras
és Hajdu Lajos [23]-ban bevezették a végtelen dimenzids digitalis tér fogalmét, illetve
definidltak az altalanositott szomszédsagi sorozatokat, amelyek nem feltétlentl periddi-
kusak. Mi ebben az altaldnosabb értelemben fogjuk haszndalni a szomszédsagi soroza-
tokat. Algoritmust adunk két adott pont kozott egy legrovidebb it meghatarozéasara,
megmutatjuk annak a feltételét, hogy egy altalanositott szomszédsagi sorozaton alapuld
tavolsagfiiggvényre mikor teljesiilnek a metrika feltételei véges (n) illetve végtelen di-
menziés digitalis térben [48a, 48]. Adunk egy viszonylag egyszerli képletet a tavolsag
meghatarozasahoz, ami nem periédikus esetre is miikodik.

A kockardcsban torténd tavolsagmérést a gyakorlatban is alkalmaztuk ([34]).

Megjegyzendo, hogy a periddikus szomszédsagi sorozatokat altalanosabban, barmilyen
szomszédsagi strukturara defindltdk Yamashita és tarsai ([62, 63]).

A négyzetraccsal parhuzamosan, illetve kicsit kés6bb megkezd6dott a hatszog- és a
haromszogracs vizsgalata is. (Ezen racsok és a kockaracs kapcsolatarodl lehet olvasni a
[37, 52, 52a| cikkekben.) A hatszogracs viszonylagos egyszeriisége miatt alkalmazdsokban
is nagy népszertiségnek orvend. Altaldban egyféle szomszédsagi viszonyt szokas a hat-
szogracson hasznalni [25, 42, 43].

A haromszogracsokat az utébbi idoben egyre tobb helyen alkalmazzak a gyakor-
latban (geometriai modellezés, 3D szkennelés). A haromszogracson a harom alapvetd
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szomszédsagi viszony mar [19]-ben megtaldlhat6. A szomszédsagi sorozatokkal definialt
tavolsdg a [49a, 49] és [50] cikkeinkben jelent meg. Eredményeinket itt is ismertetjiik:
algoritmust adtunk tetszoleges két pont kozti legrovidebb 1t meghatarozasara, illetve
megadjuk a sziikséges és elégséges feltételét annak, hogy egy tetszoleges szomszédsagi
sorozattal definidlt tavolsagfiiggvény mikor hataroz meg metrikus teret. A haromszog-
racson tobb olyan érdekes jelenség is megfigyelheté6 amely a négyzetes racsokon nem
tapasztalhat6. Ezeket a jelenségeket, mint a nem szimmetrikus tavolsagfiiggvény vagy
az egymast 'megel6z0’ sorozatok kiilon is megvizsgaljuk.

Megjegyezziik, hogy ”a szamok mértana” témakor ugyancsak ezekkel a racsokkal
foglalkozik, kicsit mas terminologiat hasznélva. Csak az érdekesség kedvéért emlitjiik,
hogy tébbek kozt Erdds Péalnak (20, 30]) és Lovész Laszléonak ([27, 41]) is vannak ide
kapcsolhaté eredményei.

1.2. A disszertacio felépitése

A 2. Fejezetben néhany altaldnos definiciot és jelolést vezetiink be. A 3. Fejezet
a négyzetracsrél, illetve magasabb dimenzids tarsairdl szél. Az alfejezetek rendre a
kovetkezok: el0szor a specifikus definicidkat adjuk meg, majd algoritmust a legrovidebb
it problémaéra, aztan a tavolsag meghatarozasara adunk képletet. Ezutan a tavolsag
metrikussaganak feltétele kovetkezik.

Ezutan attériink egyéb racsokra. A 4. Fejezetben a hatszogracsot targyaljuk réoviden.
Megmutatjuk, hogy a szomszédsagi viszonyon alapuld tavolsag metrika. Ezutan a kocka-
racs és a hatszogracs viszonyat vizsgaljuk. Az 5. Fejezetben a hatszogracs analdgiajara a
haromszogracsot vesszik targyul. Itt megint tobb alfejezet van. A specifikus definicidk,
illetve a koordindta rendszer bevezetése utan a legrovidebb ut probléma megoldasa
kovetkezik. Fzutdn a metrikus tdvolsdg probléméja (,mint latni fogjuk a szimmetriaval is
gond lehet a haromszogracs esetén). A haromszogracsot is bedgyazhatjuk a kockardcsba,
és ennek segitségével adunk képletet a tavolsag kiszamitasara. A kovetkezo alfejezet a
digitalis korokrol szél. Ezutan felvazolunk egy lehetséges héalézati alkalmazast, ami a
haromszogracs szokatlan tulajdonsagaira épiil.

A 6. Fejezetben tovabbi kutatdsi teriileteket mutatunk, igymint sorozatok tavolsaga,
egyéb (haromszoges) racsok, digitalis alakzatok stb.

2. FEJEZET: Alapdefiniciok

Ebben a részben néhany olyan definiciét és jelolést adunk meg, amely az egész disszer-
taciéban azonos szerepkorben fordul el6.
Az sgn(x) fliggvény az = valés szam el6jelét adja meg (0, ha z = 0, % egyébként).

2.1. Definicié. Egy V térben értelmezett tdvolsdgfigguényrdl akkor mondjuk, hogy
‘metrika’ tulajdonsagi, ha Vp,q,r € V' esetén teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

1. d(p,q) = 0, akkor és csak akkor, ha p = ¢
2. d(p,q) = d(q,p) (szimmetria),

3. d(p,q) + d(q,r) > d(p,r) (hdromszog-egyenlétlenség)
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A fenti feltételekbol kovetkezik, hogy a fiiggvény nem vehet fel negativ értéket.
A disszertéciéban a V' halmaz elemeire ("pontjaira’) altalaban egészértékii vektorokkal
fogunk hivatkozni. Egy p pont i. koordindtajat p(i)-vel fogjuk jellni.

2.2. Definicié. A B = (b(i) : i € N) sorozatot, ahol a b(i) értékek lehetséges szomszéd-
sagi értékek ’szomszédsdgi sorozatnak’ hivjuk. Ha van olyan | € N, hogy b(i) = b(i + 1)
fenndll minden i@ € N esetén, akkor B-t periodikusnak mondjuk, | periodussal. Ebben az
esetben egy periddusnyi elemmel jellemezhetjik a sorozatot: B = (b(1),...,b(l)).

Egy B szomszédsagi sorozatot a kovetkezéképpen hasznalunk fel az in. ’B-utban’:

2.3. Definicié. Legyen p és q két pont és B = (b(i) : i € N) egy szomszédsagi sorozat.
Ha van olyan véges I(p, q; B) pontsorozat — ami p = pg,p1,-..,Pm = q formdba irhatd,
ahol p;—1 és p; b(i)-szomszédok minden 1 < i < m esetén — akkor ezt eqy a B dltal
meghatdrozott p-bél q-ba vezetd itnak hivjuk. A (p,q; B) it hossza |I1(p, q; B)| = m.

Itt jegyezziik meg, hogy Z°°-ben elképzelheto, hogy nincs Ut két pont kozott. Példaul
ha a {|p(i) — q(i)| : ¢ € N} halmazban nincs legnagyobb elem, vagyis nem korlatos
felulrol, akkor egyetlen szomszédsagi sorozattal sem taldlhatunk utat a két pont kozott.

Bevezetjik a ’B-tavolsag’ fogalmat, ami kozponti szerepet jatszik a dolgozatban.

2.4. Definicid. Legyen p és q két pont, és B eqy szomszédsagi sorozat. Ha nincs ut a két
pont kézott, akkor legyen d(p, q; B) = 0o, vagyis a két pont végtelen tdvol van egymdstdl.
Egyébként a p-bol q-ba vezetd legrévidebb utat (vagy ezek egyikét) jelolje 11*(p, q; B).
Ekkor p és q tdvolsdgdt definidljuk ezen it hosszdval: d(p, q; B) = |I1I*(p, ¢; B)|.

A digitalis geometriaban a legrévidebb utak probléméja inkabb a grafelméleti legrovi-
debb utak problémara hasonlit, mint a legrévidebb 1t problémara az Euklideszi térben;
ugyanis a digitalis geometriaban altaldban nem egy, hanem t6bb legrovidebb 1t van
ugyanazzal a hosszal.

3. FEJEZET: Négyzetes racsok

3.1. Tovabbi definicidk, el6zmények

Mostantol kezdve n egy tetszoleges pozitiv egész szamot fog jelolni, N pedig egy tet-
szOleges elemet a NU{oo} halmazbdl. Az n és N jelekkel a tér dimenzidjat fogjuk jellni,
ami természetes szam, vagy a végtelen.

Jelolje ZN az N dimenzids digitdlis teret, vagyis Z = {(z))X, : 2z, € Z}. A ZN
elemeire, mint pontokra fogunk hivatkozni.

3.1. Definicié. Legyen p és q két adott pont ZN -ban. Legyen k € N U {oo} amelyre
0<k<N. Ap ésaq pontok ’k-szomszédok’, ha telejesiilnek a kévetkezdk:

1. |p(i) — q(1)] <1 minden 1 <i < N,

2. 3 Ip(i) — q(d)] < k.
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Ha a mdsodik feltételben egyenldség dll fenn, akkor azt mondjuk, hogy a p és q pontok
'szigoruan’ k-szomszédok.

3.2. Definicio. Legyen By és Bo két tetszbleges szomszédsdgi sorozat. A ’gqyorsabb’
(2*) reldcidt a szomszédsagi sorozatok kézt a kévetkezéképpen definidljuk:

B1 J*By & d(p,q;B1) <d(p,q; Ba)

minden p,q € ZN pontpdrra.

Bevezetiink még néhany jelolést:

3.3. Definicié. Legyen p és q két pont Z" -ben. A wp.q vektort a p és a q pont
"(abszolut )kiilonbség-vektordnak’ hivjuk ha w(i) = [p(i) — q(i)|. A wp q-nak mint mul-
tihalmaznak az elemeit nagysdg szerint nemcsokkend sorrendbe szedve kapjuk a vy 4 =
(v(i))N, vektort. Ekkor a v, , multihalmazként tekintve megegyezik a wy, 4-val, rdaddsul
ha i < j akkor v(i) > v(j) is fenndll (1 <1i,5 < N). A v, vektort rendezett kiilonbség-
vektornak’ nevezziik. Amikor az egyértelmiiséget nem veszélyezteti el fogjuk hagyni a p,q
indexpart.

3.4. Definicié. Adott egy természetes szam (m) és eqy szomszédsdagi sorozat:
B(b(1),b(2),...,b(i),...), ebbdl a sorozatbol szarmaztathatjuk a

B (5™ (1),50™)(2), ..., b0 (), ...),

az eredeti ‘m-dimenzids korldtozott sorozatdt’, ahol b™ (i) = min(b(i),m) az eredeti
sorozat minden elemére.
Tovdbbd legyenek f;(j)-k a B i-dimenzids korldtozott sorozatanak részletdsszegei.

£,) = 1 bO(k), if1<j<n,
! 0, if j =0.

3.5. Definicié. Adott eqy B szomszédsagi sorozat. A B(j) sorozatot a B egy ’eltolt
sorozatdnak’ mondjuk, ha formalisan kitérlink j — 1 darab elemet a B elejérél: B(j) =

(b(#));=;-

A kovetkezé lemma ([23]-bdl) segitségével kiszamolhatjuk, hogy egy szomszédsigi
sorozat gyorsabb-e, mint egy masik.

3.2. Lemma. Adott By és By két tetszdleges szomszédsdgi sorozat.
BiI*B, = V6> fPa)
minden i € N és k€ {1,...,N} esetén.

3.3. Lemma. Egy B szomszédsagi sorozat mindig gyorsabb, mint a korldtozott szomszédsagi
sorozata.



Szomszédsagi sorozatok kiilonbozé racsokon 5

3.2. Legrovidebb it el6allitasa
A kovetkezd algoritmus egy legrévidebb utat allit el6 két teteszdleges ZN -beli ponthoz.

3.1. Algoritmus.

Input: a kezdé- és a végpont (p, ¢), valamint egy B szomszédsigi sorozat, gy hogy
d(p, q; B) < oo.
e 1. 1épés: Legyen w(® = w,,, t(i) = sgn(p(i) — q(i)), 1 <i < N, és j = 0, valamint
II = (p).
e 2. 16pés: Ha minden w®) (i) = 0 akkor kész és menjiink a 8. lépésre; kiilénben legyen
=7+ L
e 3. lépés: Legyen wl) = wl—1),
e 4. 1épés: Ha b(j) véges akkor vélasszuk ki a w() vektor b(j) darab legnagyobb elemét.
Ha b(j) = oo akkor vegyiik a w) minden elemét.
e 5. lépés: Minden kivélasztott pozitiv w() (i)-re legyen w(?) (i) = wl =1 (3) — 1.
e 6. 1épés: Fiizziikk a II minimdlis Gthoz az x; pontot, melynek koordindtai: x;(i) =
q(i) +wD (0)t(i), (1 <i < N) .
e 7. 1épés: Vissza a 2. 1épésre.
e 8. lépés: Output: II, egy legrovidebb 1épésszamu 1t, valamint j a két pont tavolsaga.

3.1. Tétel. Ha a p és q pontok kézt van B-ut, akkor a 3.1. Algoritmus futdsa véges sok
lépés utan befejezodik és eqy legrovidebb utat ad eredményiil.

Minket most ennek a legrovidebb utnak a hossza, vagyis a két pont tavolsaga érdekel.

3.3. Képlet a tavolsagszamitasra

Eredetileg Das és tarsai megadtak egy formuldt, melynek segitségével kiszamolhato
két tetszOleges pont tavolsdga m dimenziéban periddikus sorozat esetén. Most mas
modszerrel adunk egy sokkal egyszeriibb képletet, amely tetszoleges szomszédsagi sorozat
esetén is mikodik, illetve akar végtelen dimenzids tér esetén is hasznalhaté. Ehhez az
un. (digitalis) hipergdbmbdk nyujtanak segitséget.

Legyen B egy szomszédsagi sorozat és k € N, ekkor legyen

Of ={pezZ” : do,p; B) < k}.

OF a B altal k 1épésben elfoglalt teriilet az o pontbdl indulva, azaz k sugard ’(digitdlis)
hipergémbje’ a B-nek.

3.2. Tétel. Egy B szomszédsdgi sorozat k sugarid hipergombjének csicsai a kovetkezo
vektor koordindtdinak permitdciojaként irhato fel:

N

k
xr = (51 Zab(j)vl
j=1

Ahol 04 = 1 ha a > b, kilonben o, = 0, 6 = £1 minden lehetséges értékre és o,
értéker kilonbozhetnek a kilonbozo permutdciokban.

=1

3.4. Lemma. Két pont kézott végtelen dimenzids térben a tavolsdag véges (vagyis létezik
ut) pontosan akkor, ha
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e a két pont killonbséguektora (wp q) eleminek halmaza korldtos és a
e B sorozat a 0o szimbdlumot legaldbb annyiszor tartalmazza (k-szor), mint a legnagyobb
olyan érték, amely a (w, q4)-ban végtelenszer szerepel.

3.1. Allitas. A p €s q pontok B-tavolsiga a kovetkezo képlettel szamolhato:

d(p, q; B) = max(d;(w)),

i<N
ahol
1 h—1 .
di(w) = max ¢ h| > w(j) > Y bO())
j=1 j=1

3.5. Lemma. OF csicsaira az el626 dllitasban szerepld d;(w) értékek egyenldk.
3.6. Lemma. Ha egy q pontra fenndll, hogy d;(w, 4) < k minden i-re, akkor q € O,]f.

3.3. Tétel. A 3.1. Allitds helyes, vagyis

(p.q: B) = maxe(d; (w))

a fenti roviditések alkalmazdsdval.

3.4. A metrikus tavolsag feltétele

Altaldban azokat a tavolsagfiiggvényeket tartjuk hasznalhaténak amelyek metrikus
teret generalnak. A négyzetes racsokat tekintve a haromszogegyenlétlenséggel lehet gond
a metrika tulajdonsigok koziil.

3.4. Tétel. Az N dimenzios térben eqy B szomszédsdgi sorozaton alapulo tdvolsdg-
fiiggvény pontosan akkor metrika, ha a B(i) eltolt sorozat ’gyorsabb’, mint B bdrmely
-Te.

3.6. Megjegyzés. Adott B esetén a 3.3. Tétel feltétele a 3.2. Lemma alapjin nu-
merikusan is ellendrizheto.

Erdekességként emlitjiik meg, hogy két dimenziéban a megadott feltétel éppen a
Lyndon szavakra illik.
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Haromszogracsok

A négyzet- és kockaracsok, valamint magasabb dimenziés forméik széles kérben hasz-
nalatosak a digitalis képfeldolgozas vilagaban. A sikban a négyzetracson kiviil még két
szabdalyos racs taldlhatd, a hatszog- és a haromszogracs, amik egymas dudlisai. Ezek
felhasznalasi szempontbdl lényegesen egzotikusabbak, mint a négyzetracs. Jellemzoit
tekintve (, mint kés6bb részletezni is fogjuk) a hatszogracs viszonylag egyszerii és sok
esetben szebben viselkedik a négyzetracsnal. A haromszogracs viszont meglehetGsen
komplex, és néhany olyan tulajdonsagot is produkdl, ami nem szokvanyos még a digitalis
vildgban sem. Egy ilyen tulajdonsag felhasznéalasara mutatunk majd gyakorlati példat.

4. FEJEZET: A hatszogracs

A hatszogracsnak két alternativ formdaja hasznalatos. Az egyik a hatszogracson a
hatszogeket tekinti pontoknak, mig a mésik a haromszogracs csicspontjait. Matematikai
szempontbdl a két forma ekvivalens.

4.1. Definicidk, koordinatak

A hatszogracson altalaban egyféle szomszédsagot szoktak értelmezni.
Két objektum ’szomszédos’:
- a hdromszogrdcs csucspontjai kozt, ha kozvetlenil ossze vannak kétve.
- a hatszogrdcs régioi kozt, ha kozos oldaluk van.
A récsot a szimmetridja miatt harom koordindtaval irjuk le, amelyek Gsszege minden
pontra 0 (ldsd: pl. Her [37]).

4.1. Megjegyzés. A koordindtik kozil csak kettd figgetlen. Két pont szomszédos, ha
eqyik koordindatdjuk megegyezik, a masik kettoben a kilonbség pedig £1.

4.2. Legrovidebb 1t és tavolsag

4.2. Eljaras. Egy, a p és q pontok kozti legrovidebb utat kapunk, ha p-bol indulva eldszor
abba az iranyba megyink ahol az a koordindta érték marad konstans, amelyben a legkisebb
a koordiatdk kilonbsége (ha két ilyen van, barmelyiket vdlaszthatjuk). Addig megyiink igy,
amig valamelyik koordindtakilonbség 0-ra nem csokken. Ezutdin amig a q-ba nem érunk,
addig lépkedink gy, hogy a mdr megfeleld koordindta értéke ne vdltozzon.

4.1. Tétel. Legyen p = (p(1),p(2),p(3)) ésq = (¢(1),q(2),q(3)) két pont. A tdvolsdguk:

d(p,q) = maz(|p(1) — q(1)|, [p(2) — q(2)], |p(3) — a(3)]).

Ez a tavolsag tobb szempontbdl is szépen viselkedik: metrika tulajdonsagu és kis
hibaval kozeliti az Euklideszi tavolsagot.

4.3. A hatszogracs és a kockaracs kapcsolata

A hatszogracsnak megfelel6 (0 koordindta-osszegili) pontok a harom dimenzids térben
egy ferde sikot alkotnak.
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-2,0,3/\-1,0,2 0,0,1 1,0,0-7\2,0,-1

-2,0,2\ /-1,0,1 0,00 1.0.-1 -

2,12/ -1,1.1 0,1,0 1,1.-1/7\2,1,-2
312N /21010 /-1,1,0 0,1,-1 1,152
-3,2.2/\-2,2,1 -1,2,0/N0,2,-1 1,2,-2

-3.2,1 -2,2,0N\ /- 0,2,-

y

Koordinatak a haromszogracson.

5. FEJEZET: A haromszogracs

5.1. Szomszédsagi viszonyok, koordinatiak és egyéb definicidok

A haromszogracson haromféle szomszédsagi viszonyt szokas definidlni. A koordinatdkat
az abran lathaté moédon vezetjik be. Ekkor a 3.1. Definicié alapjan definialhatjuk a
szomszédsagi relaciokat.

5.2. Definicio Rdgzitsiunk le eqy koordindtdt. Azon pontok, amelyeknek ez a koordindtdja
megegyezik ezzel a fix értékkel eqy ‘sdvot’ alkotnak.

5.3. Megjegyzés. A hdromszogrdacs pontjai egy-egyértelmiien azonosithatoak az olyan
koordindtaérték-harmasokkal, amelyekre az értékek osszege 0 vagy 1.

5.3. Definicio. A 0 koordindtadsszegii pontok ’paritdsa’ pdros. Azokat a pontokat pedig,
amelyeknek a koordindta-6sszege 1 pdratlannak hivjuk.

5.4. Megjegyzés. Ha két pont 1-szomszéd, akkor paritdsuk kilonbozé, és két kilonbozo
sav s tartalmazza mindkettojiket. Két szigorian 2-szomszéd paritdsa megegyezik, és
pontosan eqy savra igaz, hogy mindkettot tartalmazza. A szigoruan 3-szomszédok paritdsa
kulonbozik, és nincs olyan sav, amely mindkettot tartalmazza.

5.4. Definicié. Legyen p és q két pont. A w, , vektort az p és a q pont ’kilonbség-
vektordnak’ hivjuk ha w(i) = q(i) — p(i). A wpq-nak mint multihalmaznak az elemeit
abszolutértékik nagysdaga szerint nem csokkend sorrendbe szedve kapjuk a v, , vektort.
Ekkor a vy, , multihalmazként tekintve megegyezik a wy 4-val, rdaddsul |v(i)| > |v(j)| ha
i < jis fenndll (1 <i,57 <3). A vy, vektort ‘rendezett kilonbséguektornak’ nevezzik.
Amikor az egyértelmiséget nem veszélyezteti el fogjuk hagyni a p,q indexpdart.
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5.2. Legrovidebb it megkonstrualasa

5.1. Algoritmus.

Input: a kezdo- és a végpont (p, ¢q), valamint egy B szomszédsagi sorozat.
e 1. 1épés: Legyen w a 2 pont kiilonbségvektora, valamint IT = (p), o = p és j = 0.
e 2. 1épés: Ha minden w(i) = 0 akkor kész és menjiink a 11. lépésre.
e 3. 1épés: Legyen j = j + 1. Legyen h; (i = 1,2,3) a (1,2,3) értékek egy olyan
permutacidja, amire |w(hy)| = |w(he)| = |w(hs)|, és sgn(w(hi)) # sgn(w(hs)).
e 4. 1épés: Ha b(j) = 1 akkor attdl fiiggden, hogy ;1 paros vagy paratlan, csokkentsiik
abszolut-értékben eggyel a pozitivat, illetve a negativat a w(hy) és a w(hs) koziil. Ezutan
a 8. lépés kovetkezik.
e 5. 1épés: Ha b(j) = 2 akkor csokkentsiik abszolut-értékben eggyel a w(hi) és a w(hs)
kozil az(oka)t, amely(ek) nem 0(-k). Ezutén a 8. 1épés kovetkezik.
e 6. lépés: Ha x;_; paros és w-ben két pozitiv érték szerepel, akkor legyen w(i) =
sgn(w(q))|w(i) — 1| (¢ = 1,2,3), kiilonben pedig (ha x;_; paros és w-ben nincs két
pozitiv érték) legyen w(hy) = sgn(w(hy))|w(hy) — 1] és w(ha) = sgn(w(ha))|w(he) — 1|.
e 7. lépés: Ha x;_; pdratlan: ha w-ben két negativ érték szerepel, akkor legyen w(i) =
sgn(w(i))|w(i) — 1] (i = 1,2,3), kiilénben pedig (ha z;_; pératlan, de w-ben nincs két
negativ érték) legyen w(hy) = sgn(w(hy))|w(hy) — 1| és w(hs) = sgn(w(hs))|w(ha) — 1].
e 8. 1épés: Az x; pont koordinatai legyenek: x;(i) = q(i) —w(7), (1 <i < 3) .
e 9. 1épés: Flizziik a II minimdlis uthoz az x; pontot.
e 10. 1épés: Vissza a 2. lépésre.
e 11. lépés: Output: II, egy legrovidebb lépésszamu Ut p-bol ¢-ba, valamint j az it
hossza.

5.1. Tétel. Az 5.1. Algoritmus helyes: mindig megdll és eqy legrovidebb utat dallit eld.

Az 5.1. Algoritmus mohé algoritmus, konstans tar-bonyolultsagu, és a pontok ko-
ordinatakiilonbség-osszegével linearis idobonyolultsag.

5.6. Megjegyzés. Bdrmely két pont B-tdvolsiga fiigg a pontok kilonbséguektordatol és
paritasdtol, valamint a szomszédsagi sorozattol.

5.3. A metrikus tavolsag feltétele

A haromszogracson nem csak a haromszogegyenotlenséggel, hanem a szimmetridval
is gond lehet, igy kicsit mas a helyzet, mint a mar targyalt racsokon.

5.1. Lemma. Tetszbleges p és q pontok (1)-tavolsdga: d(p,q; (1)) = |wp q(1)]|4+|wp 4(2) ]+
|wp,q(3)]-

5.5. Definicié. Eqgy B szomszédsdagi sorozat 'minimdlis ekvivalens sorozatdan’ a kovetkezo
tulajdonsdgu B’ szomszédsdgi sorozatot értjiik.

1. d(p,q; B) = d(p,q; B") barmely p,q pontpdrra; és

2. minden olyan By szomszédsagi sorozatra, amire d(p,q; B) = d(p,q; B1) minden p,
q pontpdrra, teljesil az, hogy b' (i) < by (i) minden i-re.
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5.2. Lemma. Eqy B szomszédsdgi sorozat B' minimdlis ekvivalens sorozata eqyértelmiien
meghatdrozott:

o V(i) = b(3), ha b(i) < 3,

o /(i) =3, ha b(i) = 3 és nincs olyan j < i amire V' (j) = 3,

i1
e b'(i) =3, ha b(i) =3 és van olyan b'(l) = 3, hogy |l < i, de > U (k) pdros, ahol
k=j+1
j=max{l|l <,V () =3},

o V(i) =2, kiilonben.

5.3. Lemma. FEgy B-tdvolsag pontosan akkor nem teljesiti a szimmetria tulajdonsdgot,
ha van olyan i € N, hogy b(i) = 3, és fenndll legaldbb a kévetkezd esetek egyike az
i =min {I|b(l) = 3} értékkel:

i—1
e > b(k) paratlan; vagy
k=1

e van olyan j, amire b(j) =1 ési < j.

5.4. Lemma. Legyen a B szomszédsdgi sorozat olyan, hogy nem tartalmazza a hdrmas
értéket. A hdromszog-egyenlotlenség pontosan akkor nem teljesil a B-tdvolsdagra ha van

I j+e
olyan i és j, hogy > b(k) > > b(k).
k=1 k=j+1

5.7. Megjegyzés. Ha a B szomszédsdgi sorozat tartalmazza a 3-at, akkor dltaldban nem
egyszert megmondani mikor teljesiti a B-tdvolsdg a hdromszog-egyenldtlenséget. Abban
az esetben viszont, ha a B-tdvolsdg szimmetrikus a megfeleld B’-ben csak legfeljebb eqy
3 szerepelhet. FEkkor konnyt ellendrizni, hogy az 5.4. Lemmdban elég az osszegzéseket
addig vizsgdlni, amig a j + 1 értéke el nem éri ennek a 3-nak a helyét. Ha a lemma
feltétele eddig a pontig fenndll, akkor a generdlt tdvolsdgfiggvényre teljesil a hdromszog-
egyenliotlenség.

Az eloz6ek alapjan kimondjuk a tételt:

5.2. Tétel. Legyen B eqy szomszédsdgi sorozat. A B-tavolsdag pontosan akkor metrikus,
ha teljesiilnek a kévetkezok:

e hab(j) =3 ésb(i) =1 akkori < j,

e ha a B-ben szerepel a 3, akkor . b(k) pdros,
b(k)=1

i j+i
e > b(k)< > b(k), aholi+j <, arra azl-re ami a B-ben levd elsd 3 helye, (ha
k=1 k=j+1
a 3 nincs a B-ben akkor a feltételnek minden i,j € N pdrra fenn kell dlinia).
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5.4. A haromszogracs és a kockaracs kapcsolata

A haromszogracs pontjainak megfelelé koordinatak a kockardcsban két szomszédos
ferdesikot hataroznak meg. A minimalis ekvivalens sorozat intuitive kb. éppen azt
"feliigyeli”, hogy a legrovidebb 1t megkonstrudlasakor ne lehessen a kockaracs tavolabbi
pontjait elonytsebben felhasznalni annal, mintha a két ferdesik pontjaira korlatoznank a
lehetséges mozgast.

5.5. Képlet a tavolsagszamitasra

Felhaszndlva a haromszogracs kockaracsba valé bedgyazhatosagat a kockardcsra leve-
zetett képlet alapjan fogjuk a tavolsdgot kiszamolni a haromszogracsban.

Mivel - a hdromszogracs sajatossidgai miatt - egy b(i) = 3-assal nem mindig tudunk
"kozelebb” keriilni a célponthoz, mint ha csak b(i) = 2 lenne, bevezetjiik a csokkentett
minimalis ekvivalens sorozat fogalmat.

5.6. Definicio. A B” szomszédsdgi sorozatot a B csokkentett minimadlis ekvivalens
sorozatanak hivjuk, ha

o 0" (k) =2, ahol k az elsé B-ben eléforduld 3 helye;

e b’ (i) =U'(i), minden mds i-re, ahol a b'(i)-k a B minimdlis ekvivalens sorozatdanak
az elemes.

5.3. Tétel. Legyen p,q két pont és B eqy szomszédsdgi sorozat. Jeldlje dy,ds,d"o és
d’ 3 azokat az értékeket, amiket rendre a B minimdlis ekvivalens sorozatinak 2-dimenzios
korldtozott sorozatdaval, a B minimalis ekvivalens sorozataval, a csokkentett minimalis ek-
vivalens sorozatanak 2-dimenzids korldtozott sorozatdval, illetve a csokkentett minimalis
ekvivalens sorozatdaval szamolunk a 3.1. Tételben:

1—1
dy = max | i||o(1)] + [v(2)| > S0P () |,
j=1

dy = max | i|[v(1)] + [v(2)] + [v(3 |>Zb’ :

4’y = max | i ||[v(1)] + |v(2 |>Zb”(2) :

d’s =max | i||v(1)] + [v(2)] + |v(3 \>Zb”

EkEkor legyen
d" = max ([v(1)], d5, d3)

d’ = max (|v(1)],d"2,d”3) .
d(p,q; B) =d”, ha d > k és az aldbbi esetek egyike fenndll:
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eredeti oldal b(i) = 11épésutan | b(i) = 2 1épés utan | b(i) = 3 1épés utén
"flirészfog’ ‘sima’ "flirészfog’ ‘sima’

"dombos’ "dombos’ "dombos’ "dombos’

‘sima’ "flirészfog’ ‘sima’ "sima’

7. Tablazat, a lehetséges oldaltipusok és 1épésenkénti valtozasaik

k—1
e p pdros, Y b(i) pdros, és wy ,-ben két negativ és egy pozitiv érték van;
i=1
k—1

p pdratlan, Y b(i) pdratlan és wy ,-ben két negativ és eqy pozitiv érték van;
i=1

—1
p pdratlan, Y b(i) pdros és wy, q-ben egy negativ és két pozitiv érték van;

[ ]
i=1
k—1
e p pdros, Y b(i) pdratlan és w, q-ben egy negativ és két pozitiv érték van.
i=1

Kiilénben pedig d(p,q; B) = d'.

5.4. Tétel. Eqgy B-tdvolsdg fiigg a B felhaszndlt elemeinek sorrendjétél, ha a felhaszndlt
elemeknek van olyan permutdcioja, amellyel a tavolsig nem szimmetrikus.

5.6. Digitalis korok

5.7. Definicié. Legyen B eqy szomszédsagi sorozat, és k € N, tovabbd
Ci ={pld(o,p; B) < k}.

Ekkor CB az o kézépponti k sugari digitdlis B-kor.

Négyzetracson tovdbbra is az OF = {p|d(o,r; B) < k} jelolést haszndljuk.

A négyzetracson a kiilonbozé szomszédsagi sorozattal generalt, de egyezd sugarti
digitalis korok egy jol rendezett halmazt alkotnak. Ez haromszogracson nem teljestil.

A négyzetracson OE nem fiigg a B elso6 k elemének sorrendjétol. Ezzel szemben a
haromszogracson pl. C’él’?’) és 053’1) két egyméssal nem osszemérhetd ponthalmazt jelol.

Ahogyan a négyzetracson, gy a haromszogracson is igaz viszont az, hogy a k sugar
novekedtével az ugyanazzal a szomszédsagi sorozattal generalt B-korok szigorian mono-
ton noének, vagyis: ha k > [ akkor C’,f 2 C’ZB.

A négyzetracson nem fordulhat el6, hogy két szomszédsagi sorozatra a kiilonbozo

sugaru korok megegyezzenek. Ezzel szemben pl. 02(1) = C£2).

5.9. Megjegyzés. Adott B szomszédsdgi sorozat és minimdlis ekvivalens sorozata B’
ugyanazt a digitdlis kérsorozatot generdlja, vagyis (CP = CP) bdarmely k € N esetén.

Tanulmanyozva az egy pontbdl induld, szomszédsagi szekvenciaval generdlt hullam-
frontokat lathatjuk, hogy a haromszogracson a digitalis koroknek (amik tulajdonképpen
harom-, hat-, kilenc-, illetve tizenkétszogek) harom fajta oldala és hét-féle csiicsa lehet
(lasd 7. és 8. Tablazat).
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eredeti csuces

cstucsok egy b(i) =
1 lépés utan

cstucsok egy b(i) =
2 1épés utan

csucsok egy b(i) =
3 1épés utan

‘sima’-’sima’ (1)

"firészfog’-
'flirészfog’ (3)

'sima’~’sima’ (1)

'sima’~’sima’’ (1)

‘sima’-'flrészfog’

(2)

‘sima’-’flirészfog’

(2)

‘sima’-’flirészfog’

(2)

'sima’-’sima’ (1)

"flirészfog’-
"flirészfog’ (3)

'sima’-’sima’ (1)

"flirészfog’-
"flirészfog’ (3)

‘sima’-’dombos’-
'sima’ (4,4)

’"dombos’ (5,5)

‘sima’-’”dombos’ (4) | ’firészfog’- 'sima’-’”dombos’ (4) | ’sima’-’dombos’ (4)
"dombos’ (5)

"flirészfog’- 'sima’-’"dombos’ (4) | ’flirészfog’- ’sima’-’dombos’ (4)

"dombos’ (5) '"dombos’ (5)

"”dombos’-’dombos’ | 'dombos’-’dombos’ | 'sima’-’dombos’- 'sima’-’dombos’-

(6-0s tipus) (7-es tipus) 'sima’ (4,4) 'sima’ (4,4)

"dombos’-’dombos’ | ’sima’-’dombos’- "dombos’- "dombos’-’dombos’

(7-tipus) 'sima’ (4,4) "flirészfog’- (6-tipus)

8. Tablazat, a lehetséges csiicsok és lépésenkénti valtozasaik

5.1. Allitas. Az oldalak vdltozdsainak 0sszegzése:
e Fgy b(i) = 3 lépés utdn a ’sima’ és a ’flirészfog’ oldalakbdl ’sima’ oldal lesz.
o A b(i) = 2-es lépések nem vdltoztatnak az oldalak tipusdn.
o A ’dombos’ oldal nem wvdltozik meg eqyik lépésben sem.

5.2. Allitas. A csicsok vdltozdsainak 0sszegzése:

o Két ’dombos’ €l kozitt kétféle csics is kialakulhat (a 6-os tipus lapos, mig a 7-es
csUcs0s).

o A kévetkezd esetekben egy csiucsbil kettd (azonos tipusi) lesz, vagyis eqy 1j él is kialakul:
két *flrészfog’ kizti csicsbol egy b(i) = 3 lépéssel, egy 1uj 'dombos’ oldal alakul ki két ’sima’
kézott; két "dombos’ kézott (a 6-os csics-tipus esetén) b(i) = 2, illetve b(i) = 3 esetén egy
'sima’ oldal jelenik meg; végil két 'dombos’ oldal kozétt (a 7-es esetben) attol fiiggben,
hogy b(i) = 1 vagy b(i) = 2 egy ’sima’ vagy eqy ’flirészfog’ oldal keletkezik.

(A 8. Tdblazatban ezeket az eseteket jeleztik dupla értékkel).

A 10. Tablazatban nyolc osztdlyba soroltuk a haromszogracs B-koreit az alakjuk
alapjan.

5.7. Lemma. Ha egy p = (p1,p2,p3) pont benne van a CP (0,0,0)-kozépponti kérben,
akkor a (pi,, iy, Pis) PoNtok is a kér pontjai, ahol (iy,iq,i3) az (1,2,3) tetszéleges per-
mutdcioja.

5.6. Tétel. A hdromszogrdacson eqy B-kor akkor és csak akkor konvex, ha A vagy B
tipustd (a 10. Tdbldzatban).
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A) haromszog

kiindul6: 0 (maga az eredeti haromszog) vagy az abbdl
egyetlen b(1) = 1-1épéssel kapott kor

B) hatszog — hat ’sima’
oldallal

egyetlen felhaszndlt b(i) = 3-1épés, a tobbi lehet b(j) =
1, illetve b(j) = 2 dgy, hogy a b(i) = 3 utani lépésekre
a B elemeinek sszege (a sugérig) paros

C) hatszog — hdrom ’sima’
és harom ’firészfog’ oldallal

csak b(j) = 1, illetve b(j) = 2 1épések (nem volt b(j) =
3-1épés)

D) hatszog — hat ’flirészfog’
oldallal

egyetlen b(j) = 3-1épés a a tébbi b(j) = 1, illetve b(j) =
2, ugy, hogy a b(i) = 3 uténi 1épésekre a B elemeinek
Osszege (a sugdrig) paratlan

E) kilencszog — hat ’"dombos’
és harom ’sima’ oldallal

csak b(i) = 1-1épések és b(j) = 3-1épések, felviltva (leg-
alabb 2 1épés: mindkét-féle 1épés eléfordul), és b(k) = 3-
lépés az utolsd

F) kilencszog — hat ’"dombos’
és harom flirészfog’ oldallal

csak b(1) = 1-1épések és b(j) = 3-1épések, felvaltva (leg-
alabb 2 1épés: mindkét-féle 1épés eléfordul), és b(k) = 1-
lépés az utolsod

G) tizenkétszog — hat 'dom-
bos’ és hat ’sima’ oldallal

legalabb egy b(i) = 2-lépés vagy két egymads utdni
b(7) = 1 és b(j + 1) = 1-1épések, valamint legaldbb
két b(hy) = 3-1épés és az utols6 b(h,) = 3-1épés utani
1épésekre a B elemeinek 6sszege (a sugarig) paros

H) tizenkétszdg — hat 'dom-
bos’ és hat ’flirészfog’ oldal-
lal

legalabb egy b(i) = 2-lépés vagy két egymds utdni
b(j) = 1 és b(j + 1) = 1-lépések, valamint legalabb
két b(hy) = 3-1épés és az utols6 b(h,) = 3-1épés utani
lépésekre a B elemeinek Osszege (a sugdrig) paratlan

10. Tablazat, A B-korok osztalyozasa

5.7. Egy hal6zatos alkalmazas

A szomszédsagi sorozatok néhany a haromszogracson el6fordulé kordbban ismertetett
tulajdonsagara adunk felhasznaldsi otletet. Adott egy haromszogracs, a pontokban levo
emberek, gépek stb. kommunikalhatnak egymaéssal a szomszédaikon keresztiil.

Ha pl. egy pont elindit egy kérdést, akkor az a hozza rendelt B sorozat alapjan B-korként
terjed.

Ha valaki tudja a valaszt, akkor elinditja a véalasz-iizenetet.

Ha ugyanaz a szomszédsagi sorozat van a valaszhoz is rendelve, mint ami a kérdéshez
volt, akkor a metrika tulajdonsagu B-k alkalmazasa célszerti.

5.4. Allitas. Ha B metrika tulajdonsagi, és mind a kérdéshez, mind a vdlaszhoz ugyanaz
a B van hozzdrendelve, akkor

- a kérdés ugyanannyi ideig megy a vdlaszolohoz, mint onnan a vdlasz vissza, €s

- senki nem kaphatja meg hamarabb a vdlasz-jelet, mint a hozzd tartozo kérdést.

Ugyancsak hasznédlhatéak kiilonb6zo szomszédsagi sorozatok a kérdés, illetve a valasz
kiildéséhez.
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Ekkor célszerii a valaszt ugy kiildeni, hogy utolérje a kérdést (pl. a (2) sorozat
barhonnan elindulva utoléri az (1) sorozat &ltal indukélt jelet). Ezzel a mddszerrel
elkeriilhet6 a rendszer "tulterhelése”: ha egy vélasz-jel utoléri a hozza tartozéd kérdés-
jelet, akkor kioltjak egymadst (minden pont aki tudott a kérdésrdl értesiilt a véalaszrdl
is).

6. FEJEZET: Tovabbi kutatasi iranyok

6.1. Sorozatok tavolsaga

A szomszédsagi sorozatok segitségével nagyon rugalmasan skalazhatjuk a tavolsag-
fliggvényt. Hasonlé mdédon értelmezhetjiik nemcsak véges illetve végtelen egészekbdl
allo sorozatok, hanem tetszoleges valds szamsorozatok szomszédsagi viszonyait, illetve
tavolsagait. Ilyen jellegii eredményeink [53]-ban taldlhatéak. Tovdbbmenve, akér fligg-
vények tavolsagait is értelmezhetjiik hasonlé médon, definidlva koztiik a lehetséges szom-
szédsagi viszonyokat.

6.2. Egyéb racsok

Erdekes tovabblépés lehet egyéb racsok vizsgalata. A sik harom regularis racsarol akar
tetszOleges sikba rajzolhaté grafra kiterjeszthetjiik a vizsgalatot, s6t 3 (esteleg magasabb)
dimenziéban tetszoleges grafon is vizsgalédhatunk. Most a kocka-, a hatszog-, illetve a
haromszogracs kapcsolatabdl kiindulva egy ”haromszogracs-csalddot” mutatunk be. (Ide
vonatkozé eredményeinket lasd [52, 52al.)

6.2.1. ”Tobb-sikos” haromszogracsok

Megmutattuk, hogy a hatszogracs pontjainak egy, mig a haromszogracsnak két ferde
sik pontjai felenek meg a kockaracsban. Folytassuk a sort. Eloszor a ”3-sikos” haromszog-
raccsal. Az dbra mutatja a sikbarajzolt 3-sikos haromszogracsot a megfelel6 koordinata
értékekkel.

6.1. Tétel. A 74-sikos” hdromszogracs nem sikbarajzolhato.

6.1. Kovetkezmény. Az "n-sikos” hdromszégracsok nem sikbarajzolhatéak n > 3
esetén.

6.3. Gorbék kozelitése

A szakirodalomban sok cikk foglalkozik korkozelitéssel (pl. [14, 33, 46]). Erdekes
lehet egyéb mértani helyek definicigjanak megfelel6 ponhalmazok vizsgéalata is. Példaként
a parabolat vagy az ellipszist emlithetjiik, amik tulajdonképpen terjed6é hullamfrontok
metszetébol szarmaznak. A terjed6 hullamfrontok vizsgalata més alkalmazasokban is
érdekes is lehet.

6.4. Bolyongas és egyéb alkalmazasok

A szerzé az elsé diplomamunkajat ([47]) a bolyongds négyzetréacson témakorben irta.
Kézenfekvd és egyszeriien definidlhaté a bolyongas a szomszédsagi sorozatok segitségével
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A 7 3-stkos” haromszogracs és a pontjainak koordinatai.

is. Magas (n) dimenziéban el6fordulhat, hogy egy n-lépés hatdsara ”messze” (1-szom-
szédsigokat tekintve) keriiliink az eléz6 ponttdl. Ez a tulajdonsdg az tn. ”Lévy-repiilés”
tipusd bolyongédsokra jellemzd.

Masik lehetséges irdny a — Neumann Janos nevéhez fiz6d6 — sejtautomatak kutatasa
kiilonboz6 racsokon szomszédsagi sorozatokkal kombindlva. Ugyancsak érdekes lehet a
kép-nyelvek vizsgalata, illetve generdlasa.

7. FEJEZET: Osszefoglalds

Rovid (torténeti) bevezeté utan ismertettitk az alapdefiniciékat, a racs-specifikus
definiciokat ezzel szemben az adott racs jellemzésekor adtuk meg. A 3. Fejezetben a
négyzetracsot, illetve magasabb dimenzids formait targyaltuk. Algoritmust adtunk a
legrovidebb B-ut probléma megoldasara és viszonylag egyszerii képletet adtunk a B-
tavolsag szamitasara. A szomszédsagi sorozatokon alapuld tavolsagokra a haromszog-
egyenlGtlenség nem mindig all fenn. Az altalunk bevezetett korlatozott-, illetve eltolt
sorozatok segitségével adtunk egy sziikséges és elégséges feltételt a B szomszédsagi soro-
zatokra, ahhoz hogy a megfelel6 B-tavolsdg metrika legyen. Az eredményeink nagy része
kiterjesztheto a digitalis térrdl a valdsszam-sorozatokra is, ahogy utaltunk ra.

Ezutan attértiink a hatszogracs tanulmanyozasara, ahol egyféle szomszédsag az altala-
nosan hasznalt. Itt harom koordinatat hasznaltunk a racs leirasara, valamint eljarast ad-
tunk a legrovidebb 1t eléallitasara. A harom koordindta segitségével szimmetrikus alak-
ban hataroztuk meg két pont tavolsagat. Bebizonyitottuk, hogy ez a tavolsdg metrika.

A haromszogracsot, a szimmetriat megorizve ugyancsak harom koordinataval irtuk le.
A bevezetett koordinatarendszer és a harom lehetséges szomszédsagi viszony osszeillik,
vagyis a koordinatdk segitségével ugyanazokat a szomszédsagi relacidkat definidlhatjuk.
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Bevezettiik a szomszédsagi sorozatokat, értelmeztiik az altaluk generalt utakat és tavolsa-
gokat. Algoritmust adtunk egy legrovidebb B-tt eloallitasara barmely adott ponttdl egy
adott masik pontig. A haromszogracson el6fordulnak nem-szimmetrikus B-tavolsiagok is.
Adtunk egy sziikséges és elégséges feltételt a B szomszédsagi sorozatokra ahhoz, hogy a
B-tavolsdg metrika legyen. Ugyancsak levezettiink képletet, amellyel barmely pontok B-
tavolsagal meghatarozhatoak. A szomszédsagi sorozatokkal terjedd jelek hullamfrontjait
is vizsgaltuk, osszehasonlitottuk a négyzet- és a haromszogracs digitalis koreit. Leirtuk
a nyolcféle kialakulé kort a haromszogracson. Egy lehetséges hdldzatos alkalmazast is
felvazoltunk, ahol a haromszogracs éppen a nem szokvanyos tulajdonsagai miatt tiinik
hasznéalhaténak.

A hatszogracs egy, a haromszogracs pontjai pedig két ferde sik pontjainak felelnek
meg a kockardcsban. Felvazoltuk az ’tobb-sikos’ haromszogracs csaladot. A kovetkezd
tag pontjai harom darab ferde sik pontjainak felelnek meg a kockaracsban. Egyéb
érdekes kutatasi irdanyok lehetnek pl. a gorbék kozelitése, vagy a bolyongasok vizsgalata
a szomszédsagi sorozatok segitségével.
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