
Szomszédsági sorozatok különböző rácsokon 
(Neighbourhood sequences in different grids) 

 
doktori (PhD) értekezés tézisei 

 
 
 
 

NAGY BENEDEK  
 
 

 
 
 

Debreceni Egyetem 
Természettudományi Kar 

 
Debrecen, 2003 



A digitális geometriában a kör négyzetesítése triviális, 
a feladat sokkal inkább a digitális tér „görbítése”.    
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1. FEJEZET: Bevezetés

A digitális geometria a képfeldolgozás egyik fontos és dinamikusan fejlődő ága. A
digitális geometriában diszkrét teret használunk, a pontoknak egész értékűek a koordi-
nátái. Két pontot akkor szokás szomszédoknak tekinteni, ha koordináta-különbségük
koordinátánként legfeljebb egy. Így viszont általában többféle szomszédsági viszonyt is
megkülönböztethetünk, az eltérő koordináták száma szerint. Két pont közötti utat ka-
punk, ha az egyikből úgy jutunk el a másikba, hogy közben mindig csak a megelőző
pont egy szomszédjára lépünk. A távolságukat a köztük levő legrövidebb út (vagy
utak) hosszával definiáljuk. Az ı́gy kapott távolság általában függ nemcsak a pontok
koordinátáitól, hanem attól is, hogy milyen t́ıpusú szomszédokat engedünk meg a lépések
során. Ha lépésenként változtatjuk a szomszédság t́ıpusát, eljutunk a szomszédsági
sorozat fogalmához. A dolgozatban különböző rácsokon értelmezünk és vizsgálunk távol-
ságokat a szomszédsági sorozatok seǵıtségével.

1.1. A digitális geometria történetéről

A témakör születését szokás az [57] cikkhez kapcsolni, amelyben Rosenfeld és Pfaltz
definiálták a két alapvető lépést a négyzetrácson. A ’háztömb’ lépés csak egy koordináta
megváltoztatását engedi, mı́g a ’sakk-tábla’ lépés megengedi az átlós irányokat is. Ebben
a cikkben a szerzők ajánlották az előbbi lépések váltott használatát, ı́gy az Eukĺıdeszi
távolságot jobban közeĺıti az eredmény.

P. P. Das, P. P. Chakrabarti és B. N. Chatterji több cikkben ([2, 10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 46]) bevezették és vizsgálták a periódikus szomszédsági sorozatokat négyzetes
rácsokra (magasabb dimenzióban is), amelyekben az egyszerű szomszédsági viszonyokat
különbözőképpen variálhatjuk. Vizsgálták a távolság terjedését (ún. hullámfrontokat),
valamint a kialakuló digitális köröket. Levezették a szükséges és elégséges feltételét an-
nak, hogy egy periódikus szomszédsági sorozaton alapuló távolságfüggvény mikor teljeśıti
a metrika tulajdoságait az n dimenziós digitális térben. Egy meglehetősen összetett
képletet is adtak két pont távolságának meghatározására. Fazekas Attila, Hajdu András
és Hajdu Lajos [23]-ban bevezették a végtelen dimenziós digitális tér fogalmát, illetve
definiálták az általánośıtott szomszédsági sorozatokat, amelyek nem feltétlenül periódi-
kusak. Mi ebben az általánosabb értelemben fogjuk használni a szomszédsági soroza-
tokat. Algoritmust adunk két adott pont között egy legrövidebb út meghatározására,
megmutatjuk annak a feltételét, hogy egy általánośıtott szomszédsági sorozaton alapuló
távolságfüggvényre mikor teljesülnek a metrika feltételei véges (n) illetve végtelen di-
menziós digitális térben [48a, 48]. Adunk egy viszonylag egyszerű képletet a távolság
meghatározásához, ami nem periódikus esetre is működik.

A kockarácsban történő távolságmérést a gyakorlatban is alkalmaztuk ([34]).
Megjegyzendő, hogy a periódikus szomszédsági sorozatokat általánosabban, bármilyen

szomszédsági struktúrára definálták Yamashita és társai ([62, 63]).
A négyzetráccsal párhuzamosan, illetve kicsit később megkezdődött a hatszög- és a

háromszögrács vizsgálata is. (Ezen rácsok és a kockarács kapcsolatáról lehet olvasni a
[37, 52, 52a] cikkekben.) A hatszögrács viszonylagos egyszerűsége miatt alkalmazásokban
is nagy népszerűségnek örvend. Általában egyféle szomszédsági viszonyt szokás a hat-
szögrácson használni [25, 42, 43].

A háromszögrácsokat az utóbbi időben egyre több helyen alkalmazzák a gyakor-
latban (geometriai modellezés, 3D szkennelés). A háromszögrácson a három alapvető
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szomszédsági viszony már [19]-ben megtalálható. A szomszédsági sorozatokkal definiált
távolság a [49a, 49] és [50] cikkeinkben jelent meg. Eredményeinket itt is ismertetjük:
algoritmust adtunk tetszőleges két pont közti legrövidebb út meghatározására, illetve
megadjuk a szükséges és elégséges feltételét annak, hogy egy tetszőleges szomszédsági
sorozattal definiált távolságfüggvény mikor határoz meg metrikus teret. A háromszög-
rácson több olyan érdekes jelenség is megfigyelhető amely a négyzetes rácsokon nem
tapasztalható. Ezeket a jelenségeket, mint a nem szimmetrikus távolságfüggvény vagy
az egymást ’megelőző’ sorozatok külön is megvizsgáljuk.

Megjegyezzük, hogy ”a számok mértana” témakör ugyancsak ezekkel a rácsokkal
foglalkozik, kicsit más terminológiát használva. Csak az érdekesség kedvéért emĺıtjük,
hogy többek közt Erdős Pálnak ([20, 30]) és Lovász Lászlónak ([27, 41]) is vannak ide
kapcsolható eredményei.

1.2. A disszertáció feléṕıtése

A 2. Fejezetben néhány általános defińıciót és jelölést vezetünk be. A 3. Fejezet
a négyzetrácsról, illetve magasabb dimenziós társairól szól. Az alfejezetek rendre a
következők: először a specifikus defińıciókat adjuk meg, majd algoritmust a legrövidebb
út problémára, aztán a távolság meghatározására adunk képletet. Ezután a távolság
metrikusságának feltétele következik.

Ezután áttérünk egyéb rácsokra. A 4. Fejezetben a hatszögrácsot tárgyaljuk röviden.
Megmutatjuk, hogy a szomszédsági viszonyon alapuló távolság metrika. Ezután a kocka-
rács és a hatszögrács viszonyát vizsgáljuk. Az 5. Fejezetben a hatszögrács analógiájára a
háromszögrácsot vesszük tárgyul. Itt megint több alfejezet van. A specifikus defińıciók,
illetve a koordináta rendszer bevezetése után a legrövidebb út probléma megoldása
következik. Ezután a metrikus távolság problémája (,mint látni fogjuk a szimmetriával is
gond lehet a háromszögrács esetén). A háromszögrácsot is beágyazhatjuk a kockarácsba,
és ennek seǵıtségével adunk képletet a távolság kiszámı́tására. A következő alfejezet a
digitális körökről szól. Ezután felvázolunk egy lehetséges hálózati alkalmazást, ami a
háromszögrács szokatlan tulajdonságaira épül.

A 6. Fejezetben további kutatási területeket mutatunk, úgymint sorozatok távolsága,
egyéb (háromszöges) rácsok, digitális alakzatok stb.

2. FEJEZET: Alapdefińıciók

Ebben a részben néhány olyan defińıciót és jelölést adunk meg, amely az egész disszer-
tációban azonos szerepkörben fordul elő.

Az sgn(x) függvény az x valós szám előjelét adja meg (0, ha x = 0, x
|x| egyébként).

2.1. Defińıció. Egy V térben értelmezett távolságfüggvényről akkor mondjuk, hogy
’metrika’ tulajdonságú, ha ∀p, q, r ∈ V esetén teljesülnek a következő feltételek:

1. d(p, q) = 0, akkor és csak akkor, ha p = q

2. d(p, q) = d(q, p) (szimmetria),

3. d(p, q) + d(q, r) ≥ d(p, r) (háromszög-egyenlőtlenség)
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A fenti feltételekből következik, hogy a függvény nem vehet fel negat́ıv értéket.
A disszertációban a V halmaz elemeire (’pontjaira’) általában egészértékű vektorokkal

fogunk hivatkozni. Egy p pont i. koordinátáját p(i)-vel fogjuk jelölni.

2.2. Defińıció. A B = (b(i) : i ∈ N) sorozatot, ahol a b(i) értékek lehetséges szomszéd-
sági értékek ’szomszédsági sorozatnak’ h́ıvjuk. Ha van olyan l ∈ N, hogy b(i) = b(i + l)
fennáll minden i ∈ N esetén, akkor B-t periódikusnak mondjuk, l periódussal. Ebben az
esetben egy periódusnyi elemmel jellemezhetjük a sorozatot: B = (b(1), . . . , b(l)).

Egy B szomszédsági sorozatot a következőképpen használunk fel az ún. ’B-útban’:

2.3. Defińıció. Legyen p és q két pont és B = (b(i) : i ∈ N) egy szomszédsági sorozat.
Ha van olyan véges Π(p, q; B) pontsorozat – ami p = p0, p1, . . . , pm = q formába ı́rható,
ahol pi−1 és pi b(i)-szomszédok minden 1 ≤ i ≤ m esetén – akkor ezt egy a B által
meghatározott p-ből q-ba vezető útnak h́ıvjuk. A Π(p, q; B) út hossza |Π(p, q; B)| = m.

Itt jegyezzük meg, hogy Z∞-ben elképzelhető, hogy nincs út két pont között. Például
ha a {|p(i) − q(i)| : i ∈ N} halmazban nincs legnagyobb elem, vagyis nem korlátos
felülről, akkor egyetlen szomszédsági sorozattal sem találhatunk utat a két pont között.

Bevezetjük a ’B-távolság’ fogalmát, ami központi szerepet játszik a dolgozatban.

2.4. Defińıció. Legyen p és q két pont, és B egy szomszédsági sorozat. Ha nincs út a két
pont között, akkor legyen d(p, q;B) = ∞, vagyis a két pont végtelen távol van egymástól.
Egyébként a p-ből q-ba vezető legrövidebb utat (vagy ezek egyikét) jelölje Π∗(p, q;B).
Ekkor p és q távolságát definiáljuk ezen út hosszával: d(p, q; B) = |Π∗(p, q;B)|.

A digitális geometriában a legrövidebb utak problémája inkább a gráfelméleti legrövi-
debb utak problémára hasonĺıt, mint a legrövidebb út problémára az Eukĺıdeszi térben;
ugyanis a digitális geometriában általában nem egy, hanem több legrövidebb út van
ugyanazzal a hosszal.

3. FEJEZET: Négyzetes rácsok

3.1. További defińıciók, előzmények

Mostantól kezdve n egy tetszőleges pozit́ıv egész számot fog jelölni, N pedig egy tet-
szőleges elemet a N∪{∞} halmazból. Az n és N jelekkel a tér dimenzióját fogjuk jelölni,
ami természetes szám, vagy a végtelen.

Jelölje ZN az N dimenziós digitális teret, vagyis ZN = {(zi)N
i=1 : zi ∈ Z}. A ZN

elemeire, mint pontokra fogunk hivatkozni.

3.1. Defińıció. Legyen p és q két adott pont ZN -ban. Legyen k ∈ N ∪ {∞} amelyre
0 ≤ k ≤ N . A p és a q pontok ’k-szomszédok’, ha telejesülnek a következők:

1. |p(i) − q(i)| ≤ 1 minden 1 ≤ i ≤ N ,

2.
∑N

i=1 |p(i) − q(i)| ≤ k.
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Ha a második feltételben egyenlőség áll fenn, akkor azt mondjuk, hogy a p és q pontok
’szigorúan’ k-szomszédok.

3.2. Defińıció. Legyen B1 és B2 két tetszőleges szomszédsági sorozat. A ’gyorsabb’
(�∗) relációt a szomszédsági sorozatok közt a következőképpen definiáljuk:

B1 �∗ B2 ⇔ d(p, q;B1) ≤ d(p, q; B2)

minden p, q ∈ ZN pontpárra.

Bevezetünk még néhány jelölést:

3.3. Defińıció. Legyen p és q két pont ZN -ben. A wp,q vektort a p és a q pont
’(abszolút)különbség-vektorának’ h́ıvjuk ha w(i) = |p(i) − q(i)|. A wp,q-nak mint mul-
tihalmaznak az elemeit nagyság szerint nemcsökkenő sorrendbe szedve kapjuk a vp,q =
(v(i))N

i=1 vektort. Ekkor a vp,q multihalmazként tekintve megegyezik a wp,q-val, ráadásul
ha i < j akkor v(i) ≥ v(j) is fennáll (1 ≤ i, j ≤ N). A vp,q vektort ’rendezett különbség-
vektornak’ nevezzük. Amikor az egyértelműséget nem veszélyezteti el fogjuk hagyni a p, q
indexpárt.

3.4. Defińıció. Adott egy természetes szám (m) és egy szomszédsági sorozat:
B(b(1), b(2), ..., b(i), ...), ebből a sorozatból származtathatjuk a

B(m)(b(m)(1), b(m)(2), ..., b(m)(i), ...),

az eredeti ’m-dimenziós korlátozott sorozatát’, ahol b(m)(i) = min(b(i),m) az eredeti
sorozat minden elemére.

Továbbá legyenek fi(j)-k a B i-dimenziós korlátozott sorozatának részletösszegei.

fi(j) =
{ ∑j

k=1 b(i)(k), if 1 ≤ j ≤ n,
0, if j = 0.

3.5. Defińıció. Adott egy B szomszédsági sorozat. A B(j) sorozatot a B egy ’eltolt
sorozatának’ mondjuk, ha formálisan kitörlünk j − 1 darab elemet a B elejéről: B(j) =
(b(i))∞i=j .

A következő lemma ([23]-ból) seǵıtségével kiszámolhatjuk, hogy egy szomszédsági
sorozat gyorsabb-e, mint egy másik.

3.2. Lemma. Adott B1 és B2 két tetszőleges szomszédsági sorozat.

B1 �∗ B2 ⇔ f
(1)
k (i) ≥ f

(2)
k (i)

minden i ∈ N és k ∈ {1, . . . , N} esetén.

3.3. Lemma. Egy B szomszédsági sorozat mindig gyorsabb, mint a korlátozott szomszédsági
sorozatai.
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3.2. Legrövidebb út előálĺıtása

A következő algoritmus egy legrövidebb utat álĺıt elő két teteszőleges ZN -beli ponthoz.

3.1. Algoritmus.
Input: a kezdő- és a végpont (p, q), valamint egy B szomszédsági sorozat, úgy hogy

d(p, q; B) < ∞.
• 1. lépés: Legyen w(0) = wp,q, t(i) = sgn(p(i) − q(i)), 1 ≤ i ≤ N , és j = 0, valamint
Π = (p).
• 2. lépés: Ha minden w(j)(i) = 0 akkor kész és menjünk a 8. lépésre; különben legyen
j = j + 1.
• 3. lépés: Legyen w(j) = w(j−1).
• 4. lépés: Ha b(j) véges akkor válasszuk ki a w(j) vektor b(j) darab legnagyobb elemét.
Ha b(j) = ∞ akkor vegyük a w(j) minden elemét.
• 5. lépés: Minden kiválasztott pozit́ıv w(j)(i)-re legyen w(j)(i) = w(j−1)(i) − 1.
• 6. lépés: Fűzzük a Π minimális úthoz az xj pontot, melynek koordinátái: xj(i) =
q(i) + w(j)(i)t(i), (1 ≤ i ≤ N) .
• 7. lépés: Vissza a 2. lépésre.
• 8. lépés: Output: Π, egy legrövidebb lépésszámú út, valamint j a két pont távolsága.

3.1. Tétel. Ha a p és q pontok közt van B-út, akkor a 3.1. Algoritmus futása véges sok
lépés után befejeződik és egy legrövidebb utat ad eredményül.

Minket most ennek a legrövidebb útnak a hossza, vagyis a két pont távolsága érdekel.

3.3. Képlet a távolságszámı́tásra

Eredetileg Das és társai megadtak egy formulát, melynek seǵıtségével kiszámolható
két tetszőleges pont távolsága n dimenzióban periódikus sorozat esetén. Most más
módszerrel adunk egy sokkal egyszerűbb képletet, amely tetszőleges szomszédsági sorozat
esetén is működik, illetve akár végtelen dimenziós tér esetén is használható. Ehhez az
ún. (digitális) hipergömbök nyújtanak seǵıtséget.

Legyen B egy szomszédsági sorozat és k ∈ N, ekkor legyen

OB
k = {p ∈ ZN : d(o, p; B) ≤ k}.

OB
k a B által k lépésben elfoglalt terület az o pontból indulva, azaz k sugarú ’(digitális)

hipergömbje’ a B-nek.

3.2. Tétel. Egy B szomszédsági sorozat k sugarú hipergömbjének csúcsai a következő
vektor koordinátáinak permitációjaként ı́rható fel:

x =


δl

k∑
j=1

σb(j),l




N

l=1

.

Ahol σa,b = 1 ha a ≥ b, különben σa,b = 0, δl = ±1 minden lehetséges értékre és δl

értékei különbözhetnek a különböző permutációkban.

3.4. Lemma. Két pont között végtelen dimenziós térben a távolság véges (vagyis létezik
út) pontosan akkor, ha
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• a két pont különbségvektora (wp,q) eleminek halmaza korlátos és a
• B sorozat a ∞ szimbólumot legalább annyiszor tartalmazza (k-szor), mint a legnagyobb
olyan érték, amely a (wp,q)-ban végtelenszer szerepel.

3.1. Álĺıtás. A p és q pontok B-távolsága a következő képlettel számolható:

d(p, q;B) = max
i≤N

(di(w)),

ahol

di(w) = max


h

∣∣∣∣∣∣
i∑

j=1

v(j) >

h−1∑
j=1

b(i)(j)


 .

3.5. Lemma. OB
k csúcsaira az előző álĺıtásban szereplő di(w) értékek egyenlők.

3.6. Lemma. Ha egy q pontra fennáll, hogy di(wo,q) ≤ k minden i-re, akkor q ∈ OB
k .

3.3. Tétel. A 3.1. Álĺıtás helyes, vagyis

d(p, q;B) = max
i≤N

(di(w)),

a fenti rövid́ıtések alkalmazásával.

3.4. A metrikus távolság feltétele

Általában azokat a távolságfüggvényeket tartjuk használhatónak amelyek metrikus
teret generálnak. A négyzetes rácsokat tekintve a háromszögegyenlőtlenséggel lehet gond
a metrika tulajdonságok közül.

3.4. Tétel. Az N dimenziós térben egy B szomszédsági sorozaton alapuló távolság-
függvény pontosan akkor metrika, ha a B(i) eltolt sorozat ’gyorsabb’, mint B bármely
i-re.

3.6. Megjegyzés. Adott B esetén a 3.3. Tétel feltétele a 3.2. Lemma alapján nu-
merikusan is ellenőrizhető.

Érdekességként emĺıtjük meg, hogy két dimenzióban a megadott feltétel éppen a
Lyndon szavakra illik.
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Háromszögrácsok

A négyzet- és kockarácsok, valamint magasabb dimenziós formáik széles körben hasz-
nálatosak a digitális képfeldolgozás világában. A śıkban a négyzetrácson ḱıvül még két
szabályos rács található, a hatszög- és a háromszögrács, amik egymás duálisai. Ezek
felhasználási szempontból lényegesen egzotikusabbak, mint a négyzetrács. Jellemzőit
tekintve (, mint később részletezni is fogjuk) a hatszögrács viszonylag egyszerű és sok
esetben szebben viselkedik a négyzetrácsnál. A háromszögrács viszont meglehetősen
komplex, és néhány olyan tulajdonságot is produkál, ami nem szokványos még a digitális
világban sem. Egy ilyen tulajdonság felhasználására mutatunk majd gyakorlati példát.

4. FEJEZET: A hatszögrács

A hatszögrácsnak két alternat́ıv formája használatos. Az egyik a hatszögrácson a
hatszögeket tekinti pontoknak, mı́g a másik a háromszögrács csúcspontjait. Matematikai
szempontból a két forma ekvivalens.

4.1. Defińıciók, koordináták

A hatszögrácson általában egyféle szomszédságot szoktak értelmezni.
Két objektum ’szomszédos’:

- a háromszögrács csúcspontjai közt, ha közvetlenül össze vannak kötve.
- a hatszögrács régiói közt, ha közös oldaluk van.

A rácsot a szimmetriája miatt három koordinátával ı́rjuk le, amelyek összege minden
pontra 0 (lásd: pl. Her [37]).

4.1. Megjegyzés. A koordináták közül csak kettő független. Két pont szomszédos, ha
egyik koordinátájuk megegyezik, a másik kettőben a különbség pedig ±1.

4.2. Legrövidebb út és távolság

4.2. Eljárás. Egy, a p és q pontok közti legrövidebb utat kapunk, ha p-ből indulva először
abba az irányba megyünk ahol az a koordináta érték marad konstans, amelyben a legkisebb
a koordiáták különbsége (ha két ilyen van, bármelyiket választhatjuk). Addig megyünk ı́gy,
amı́g valamelyik koordinátakülönbség 0-ra nem csökken. Ezután amı́g a q-ba nem érünk,
addig lépkedünk úgy, hogy a már megfelelő koordináta értéke ne változzon.

4.1. Tétel. Legyen p = (p(1), p(2), p(3)) és q = (q(1), q(2), q(3)) két pont. A távolságuk:

d(p, q) = max(|p(1) − q(1)|, |p(2) − q(2)|, |p(3) − q(3)|).

Ez a távolság több szempontból is szépen viselkedik: metrika tulajdonságú és kis
hibával közeĺıti az Eukĺıdeszi távolságot.

4.3. A hatszögrács és a kockarács kapcsolata

A hatszögrácsnak megfelelő (0 koordináta-összegű) pontok a három dimenziós térben
egy ferde śıkot alkotnak.
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Koordináták a háromszögrácson.

5. FEJEZET: A háromszögrács

5.1. Szomszédsági viszonyok, koordináták és egyéb defińıciók

A háromszögrácson háromféle szomszédsági viszonyt szokás definiálni. A koordinátákat
az ábrán látható módon vezetjük be. Ekkor a 3.1. Defińıció alapján definiálhatjuk a
szomszédsági relációkat.

5.2. Defińıció Rögźıtsünk le egy koordinátát. Azon pontok, amelyeknek ez a koordinátája
megegyezik ezzel a fix értékkel egy ’sávot’ alkotnak.

5.3. Megjegyzés. A háromszögrács pontjai egy-egyértelműen azonośıthatóak az olyan
koordinátaérték-hármasokkal, amelyekre az értékek összege 0 vagy 1.

5.3. Defińıció. A 0 koordinátaösszegű pontok ’paritása’ páros. Azokat a pontokat pedig,
amelyeknek a koordináta-összege 1 páratlannak h́ıvjuk.

5.4. Megjegyzés. Ha két pont 1-szomszéd, akkor paritásuk különböző, és két különböző
sáv is tartalmazza mindkettőjüket. Két szigorúan 2-szomszéd paritása megegyezik, és
pontosan egy sávra igaz, hogy mindkettőt tartalmazza. A szigorúan 3-szomszédok paritása
különbözik, és nincs olyan sáv, amely mindkettőt tartalmazza.

5.4. Defińıció. Legyen p és q két pont. A wp,q vektort az p és a q pont ’különbség-
vektorának’ h́ıvjuk ha w(i) = q(i) − p(i). A wp,q-nak mint multihalmaznak az elemeit
abszolútértékük nagysága szerint nem csökkenő sorrendbe szedve kapjuk a vp,q vektort.
Ekkor a vp,q multihalmazként tekintve megegyezik a wp,q-val, ráadásul |v(i)| ≥ |v(j)| ha
i < j is fennáll (1 ≤ i, j ≤ 3). A vp,q vektort ’rendezett különbségvektornak’ nevezzük.
Amikor az egyértelműséget nem veszélyezteti el fogjuk hagyni a p, q indexpárt.
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5.2. Legrövidebb út megkonstruálása

5.1. Algoritmus.
Input: a kezdő- és a végpont (p, q), valamint egy B szomszédsági sorozat.

• 1. lépés: Legyen w a 2 pont különbségvektora, valamint Π = (p), x0 = p és j = 0.
• 2. lépés: Ha minden w(i) = 0 akkor kész és menjünk a 11. lépésre.
• 3. lépés: Legyen j = j + 1. Legyen hi (i = 1, 2, 3) a (1, 2, 3) értékek egy olyan
permutációja, amire |w(h1)| � |w(h2)| � |w(h3)|, és sgn(w(h1)) 	= sgn(w(h2)).
• 4. lépés: Ha b(j) = 1 akkor attól függően, hogy xj−1 páros vagy páratlan, csökkentsük
abszolút-értékben eggyel a pozit́ıvat, illetve a negat́ıvat a w(h1) és a w(h2) közül. Ezután
a 8. lépés következik.
• 5. lépés: Ha b(j) = 2 akkor csökkentsük abszolút-értékben eggyel a w(h1) és a w(h2)
közül az(oka)t, amely(ek) nem 0(-k). Ezután a 8. lépés következik.
• 6. lépés: Ha xj−1 páros és w-ben két pozit́ıv érték szerepel, akkor legyen w(i) =
sgn(w(i))|w(i) − 1| (i = 1, 2, 3), különben pedig (ha xj−1 páros és w-ben nincs két
pozit́ıv érték) legyen w(h1) = sgn(w(h1))|w(h1) − 1| és w(h2) = sgn(w(h2))|w(h2) − 1|.
• 7. lépés: Ha xj−1 páratlan: ha w-ben két negat́ıv érték szerepel, akkor legyen w(i) =
sgn(w(i))|w(i) − 1| (i = 1, 2, 3), különben pedig (ha xj−1 páratlan, de w-ben nincs két
negat́ıv érték) legyen w(h1) = sgn(w(h1))|w(h1) − 1| és w(h2) = sgn(w(h2))|w(h2) − 1|.
• 8. lépés: Az xj pont koordinátái legyenek: xj(i) = q(i) − w(i), (1 ≤ i ≤ 3) .
• 9. lépés: Fűzzük a Π minimális úthoz az xj pontot.
• 10. lépés: Vissza a 2. lépésre.
• 11. lépés: Output: Π, egy legrövidebb lépésszámú út p-ből q-ba, valamint j az út
hossza.

5.1. Tétel. Az 5.1. Algoritmus helyes: mindig megáll és egy legrövidebb utat álĺıt elő.

Az 5.1. Algoritmus mohó algoritmus, konstans tár-bonyolultságú, és a pontok ko-
ordinátakülönbség-összegével lineáris időbonyolultságú.

5.6. Megjegyzés. Bármely két pont B-távolsága függ a pontok különbségvektorától és
paritásától, valamint a szomszédsági sorozattól.

5.3. A metrikus távolság feltétele

A háromszögrácson nem csak a háromszögegyenőtlenséggel, hanem a szimmetriával
is gond lehet, ı́gy kicsit más a helyzet, mint a már tárgyalt rácsokon.

5.1. Lemma. Tetszőleges p és q pontok (1)-távolsága: d(p, q; (1)) = |wp,q(1)|+|wp,q(2)|+
|wp,q(3)|.

5.5. Defińıció. Egy B szomszédsági sorozat ’minimális ekvivalens sorozatán’ a következő
tulajdonságú B′ szomszédsági sorozatot értjük.

1. d(p, q; B) = d(p, q; B′) bármely p, q pontpárra; és

2. minden olyan B1 szomszédsági sorozatra, amire d(p, q;B) = d(p, q; B1) minden p,
q pontpárra, teljesül az, hogy b′(i) � b1(i) minden i-re.
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5.2. Lemma. Egy B szomszédsági sorozat B′ minimális ekvivalens sorozata egyértelműen
meghatározott:

• b′(i) = b(i), ha b(i) < 3,

• b′(i) = 3, ha b(i) = 3 és nincs olyan j < i amire b′(j) = 3,

• b′(i) = 3, ha b(i) = 3 és van olyan b′(l) = 3, hogy l < i, de
i−1∑

k=j+1

b′(k) páros, ahol

j = max { l| l < i, b′(l) = 3},
• b′(i) = 2, különben.

5.3. Lemma. Egy B-távolság pontosan akkor nem teljeśıti a szimmetria tulajdonságot,
ha van olyan i ∈ N, hogy b(i) = 3, és fennáll legalább a következő esetek egyike az
i = min { l|b(l) = 3} értékkel:

•
i−1∑
k=1

b(k) páratlan; vagy

• van olyan j, amire b(j) = 1 és i < j.

5.4. Lemma. Legyen a B szomszédsági sorozat olyan, hogy nem tartalmazza a hármas
értéket. A háromszög-egyenlőtlenség pontosan akkor nem teljesül a B-távolságra ha van

olyan i és j, hogy
i∑

k=1

b(k) >
j+i∑

k=j+1

b(k).

5.7. Megjegyzés. Ha a B szomszédsági sorozat tartalmazza a 3-at, akkor általában nem
egyszerű megmondani mikor teljeśıti a B-távolság a háromszög-egyenlőtlenséget. Abban
az esetben viszont, ha a B-távolság szimmetrikus a megfelelő B′-ben csak legfeljebb egy
3 szerepelhet. Ekkor könnyű ellenőrizni, hogy az 5.4. Lemmában elég az összegzéseket
addig vizsgálni, amı́g a j + i értéke el nem éri ennek a 3-nak a helyét. Ha a lemma
feltétele eddig a pontig fennáll, akkor a generált távolságfüggvényre teljesül a háromszög-
egyenlőtlenség.

Az előzőek alapján kimondjuk a tételt:

5.2. Tétel. Legyen B egy szomszédsági sorozat. A B-távolság pontosan akkor metrikus,
ha teljesülnek a következők:

• ha b(j) = 3 és b(i) = 1 akkor i < j,

• ha a B-ben szerepel a 3, akkor
∑

b(k)=1

b(k) páros,

•
i∑

k=1

b(k) �
j+i∑

k=j+1

b(k), ahol i+ j < l, arra az l-re ami a B-ben levő első 3 helye, (ha

a 3 nincs a B-ben akkor a feltételnek minden i, j ∈ N párra fenn kell állnia).
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5.4. A háromszögrács és a kockarács kapcsolata

A háromszögrács pontjainak megfelelő koordináták a kockarácsban két szomszédos
ferdeśıkot határoznak meg. A minimális ekvivalens sorozat intuit́ıve kb. éppen azt
”felügyeli”, hogy a legrövidebb út megkonstruálásakor ne lehessen a kockarács távolabbi
pontjait előnyösebben felhasználni annál, mintha a két ferdeśık pontjaira korlátoznánk a
lehetséges mozgást.

5.5. Képlet a távolságszámı́tásra

Felhasználva a háromszögrács kockarácsba való beágyazhatóságát a kockarácsra leve-
zetett képlet alapján fogjuk a távolságot kiszámolni a háromszögrácsban.

Mivel - a háromszögrács sajátosságai miatt - egy b(i) = 3-assal nem mindig tudunk
”közelebb” kerülni a célponthoz, mint ha csak b(i) = 2 lenne, bevezetjük a csökkentett
minimális ekvivalens sorozat fogalmát.

5.6. Defińıció. A B” szomszédsági sorozatot a B csökkentett minimális ekvivalens
sorozatának h́ıvjuk, ha

• b”(k) = 2, ahol k az első B-ben előforduló 3 helye;

• b”(i) = b′(i), minden más i-re, ahol a b′(i)-k a B minimális ekvivalens sorozatának
az elemei.

5.3. Tétel. Legyen p, q két pont és B egy szomszédsági sorozat. Jelölje d′
2, d

′
3, d”2 és

d”3 azokat az értékeket, amiket rendre a B minimális ekvivalens sorozatának 2-dimenziós
korlátozott sorozatával, a B minimális ekvivalens sorozatával, a csökkentett minimális ek-
vivalens sorozatának 2-dimenziós korlátozott sorozatával, illetve a csökkentett minimális
ekvivalens sorozatával számolunk a 3.1. Tételben:

d′2 = max


i

∣∣∣∣∣∣|v(1)| + |v(2)| >

i−1∑
j=1

b′(2) (j)


 ,

d′3 = max


i

∣∣∣∣∣∣|v(1)| + |v(2)| + |v(3)| >

i−1∑
j=1

b′ (j)


 ,

d”2 = max


i

∣∣∣∣∣∣|v(1)| + |v(2)| >

i−1∑
j=1

b”(2) (j)


 ,

d”3 = max


i

∣∣∣∣∣∣|v(1)| + |v(2)| + |v(3)| >

i−1∑
j=1

b” (j)


 .

Ekkor legyen

d′ = max (|v(1)|, d′
2, d

′
3)

és
d” = max (|v(1)|, d”2, d”3) .

d(p, q; B) = d”, ha d′ ≥ k és az alábbi esetek egyike fennáll:
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eredeti oldal b(i) = 1 lépés után b(i) = 2 lépés után b(i) = 3 lépés után
’fűrészfog’ ’sima’ ’fűrészfog’ ’sima’
’dombos’ ’dombos’ ’dombos’ ’dombos’
’sima’ ’fűrészfog’ ’sima’ ’sima’

7. Táblázat, a lehetséges oldalt́ıpusok és lépésenkénti változásaik

• p páros,
k−1∑
i=1

b (i) páros, és wp,q-ben két negat́ıv és egy pozit́ıv érték van;

• p páratlan,
k−1∑
i=1

b (i) páratlan és wp,q-ben két negat́ıv és egy pozit́ıv érték van;

• p páratlan,
k−1∑
i=1

b (i) páros és wp,q-ben egy negat́ıv és két pozit́ıv érték van;

• p páros,
k−1∑
i=1

b (i) páratlan és wp,q-ben egy negat́ıv és két pozit́ıv érték van.

Különben pedig d(p, q; B) = d′.

5.4. Tétel. Egy B-távolság függ a B felhasznált elemeinek sorrendjétől, ha a felhasznált
elemeknek van olyan permutációja, amellyel a távolság nem szimmetrikus.

5.6. Digitális körök

5.7. Defińıció. Legyen B egy szomszédsági sorozat, és k ∈ N, továbbá

CB
k = {p | d(o, p;B) ≤ k }.

Ekkor CB
k az o középpontú k sugarú digitális B-kör.

Négyzetrácson továbbra is az OB
k = {p | d(o, r;B) ≤ k } jelölést használjuk.

A négyzetrácson a különböző szomszédsági sorozattal generált, de egyező sugarú
digitális körök egy jól rendezett halmazt alkotnak. Ez háromszögrácson nem teljesül.

A négyzetrácson OB
k nem függ a B első k elemének sorrendjétől. Ezzel szemben a

háromszögrácson pl. C
(1,3)
2 és C

(3,1)
2 két egymással nem összemérhető ponthalmazt jelöl.

Ahogyan a négyzetrácson, úgy a háromszögrácson is igaz viszont az, hogy a k sugár
növekedtével az ugyanazzal a szomszédsági sorozattal generált B-körök szigorúan mono-
ton nőnek, vagyis: ha k > l akkor CB

k � CB
l .

A négyzetrácson nem fordulhat elő, hogy két szomszédsági sorozatra a különböző
sugarú körök megegyezzenek. Ezzel szemben pl. C

(1)
2 = C

(2)
1 .

5.9. Megjegyzés. Adott B szomszédsági sorozat és minimális ekvivalens sorozata B′

ugyanazt a digitális körsorozatot generálja, vagyis (CB′
k = CB

k ) bármely k ∈ N esetén.

Tanulmányozva az egy pontból induló, szomszédsági szekvenciával generált hullám-
frontokat láthatjuk, hogy a háromszögrácson a digitális köröknek (amik tulajdonképpen
három-, hat-, kilenc-, illetve tizenkétszögek) három fajta oldala és hét-féle csúcsa lehet
(lásd 7. és 8. Táblázat).
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eredeti csúcs csúcsok egy b(i) =
1 lépés után

csúcsok egy b(i) =
2 lépés után

csúcsok egy b(i) =
3 lépés után

’sima’-’sima’ (1) ’fűrészfog’-
’fűrészfog’ (3)

’sima’-’sima’ (1) ’sima’-’sima’ (1)

’sima’-’fűrészfog’
(2)

’sima’-’fűrészfog’
(2)

’sima’-’fűrészfog’
(2)

’sima’-’sima’ (1)

’fűrészfog’-
’fűrészfog’ (3)

’sima’-’sima’ (1) ’fűrészfog’-
’fűrészfog’ (3)

’sima’-’dombos’-
’sima’ (4,4)

’sima’-’dombos’ (4) ’fűrészfog’-
’dombos’ (5)

’sima’-’dombos’ (4) ’sima’-’dombos’ (4)

’fűrészfog’-
’dombos’ (5)

’sima’-’dombos’ (4) ’fűrészfog’-
’dombos’ (5)

’sima’-’dombos’ (4)

’dombos’-’dombos’
(6-os t́ıpus)

’dombos’-’dombos’
(7-es t́ıpus)

’sima’-’dombos’-
’sima’ (4,4)

’sima’-’dombos’-
’sima’ (4,4)

’dombos’-’dombos’
(7-t́ıpus)

’sima’-’dombos’-
’sima’ (4,4)

’dombos’-
’fűrészfog’-
’dombos’ (5,5)

’dombos’-’dombos’
(6-t́ıpus)

8. Táblázat, a lehetséges csúcsok és lépésenkénti változásaik

5.1. Álĺıtás. Az oldalak változásainak összegzése:
• Egy b(i) = 3 lépés után a ’sima’ és a ’fűrészfog’ oldalakból ’sima’ oldal lesz.
• A b(i) = 2-es lépések nem változtatnak az oldalak t́ıpusán.
• A ’dombos’ oldal nem változik meg egyik lépésben sem.

5.2. Álĺıtás. A csúcsok változásainak összegzése:
• Két ’dombos’ él között kétféle csúcs is kialakulhat (a 6-os t́ıpus lapos, mı́g a 7-es
csúcsos).
• A következő esetekben egy csúcsból kettő (azonos t́ıpusú) lesz, vagyis egy új él is kialakul:
két ’fűrészfog’ közti csúcsból egy b(i) = 3 lépéssel, egy új ’dombos’ oldal alakul ki két ’sima’
között; két ’dombos’ között (a 6-os csúcs-t́ıpus esetén) b(i) = 2, illetve b(i) = 3 esetén egy
’sima’ oldal jelenik meg; végül két ’dombos’ oldal között (a 7-es esetben) attól függően,
hogy b(i) = 1 vagy b(i) = 2 egy ’sima’ vagy egy ’fűrészfog’ oldal keletkezik.
(A 8. Táblázatban ezeket az eseteket jeleztük dupla értékkel).

A 10. Táblázatban nyolc osztályba soroltuk a háromszögrács B-köreit az alakjuk
alapján.

5.7. Lemma. Ha egy p = (p1, p2, p3) pont benne van a CB
k (0, 0, 0)-középpontú körben,

akkor a (pi1 , pi2 , pi3) pontok is a kör pontjai, ahol (i1, i2, i3) az (1, 2, 3) tetszőleges per-
mutációja.

5.6. Tétel. A háromszögrácson egy B-kör akkor és csak akkor konvex, ha A vagy B
t́ıpusú (a 10. Táblázatban).



14 Nagy Benedek

A) háromszög kiinduló: 0 (maga az eredeti háromszög) vagy az abból
egyetlen b(1) = 1-lépéssel kapott kör

B) hatszög – hat ’sima’
oldallal

egyetlen felhasznált b(i) = 3-lépés, a többi lehet b(j) =
1, illetve b(j) = 2 úgy, hogy a b(i) = 3 utáni lépésekre
a B elemeinek összege (a sugárig) páros

C) hatszög – három ’sima’
és három ’fűrészfog’ oldallal

csak b(j) = 1, illetve b(j) = 2 lépések (nem volt b(j) =
3-lépés)

D) hatszög – hat ’fűrészfog’
oldallal

egyetlen b(j) = 3-lépés a a többi b(j) = 1, illetve b(j) =
2, úgy, hogy a b(i) = 3 utáni lépésekre a B elemeinek
összege (a sugárig) páratlan

E) kilencszög – hat ’dombos’
és három ’sima’ oldallal

csak b(i) = 1-lépések és b(j) = 3-lépések, felváltva (leg-
alább 2 lépés: mindkét-féle lépés előfordul), és b(k) = 3-
lépés az utolsó

F) kilencszög – hat ’dombos’
és három fűrészfog’ oldallal

csak b(i) = 1-lépések és b(j) = 3-lépések, felváltva (leg-
alább 2 lépés: mindkét-féle lépés előfordul), és b(k) = 1-
lépés az utolsó

G) tizenkétszög – hat ’dom-
bos’ és hat ’sima’ oldallal

legalább egy b(i) = 2-lépés vagy két egymás utáni
b(j) = 1 és b(j + 1) = 1-lépések, valamint legalább
két b(ha) = 3-lépés és az utolsó b(ha) = 3-lépés utáni
lépésekre a B elemeinek összege (a sugárig) páros

H) tizenkétszög – hat ’dom-
bos’ és hat ’fűrészfog’ oldal-
lal

legalább egy b(i) = 2-lépés vagy két egymás utáni
b(j) = 1 és b(j + 1) = 1-lépések, valamint legalább
két b(ha) = 3-lépés és az utolsó b(ha) = 3-lépés utáni
lépésekre a B elemeinek összege (a sugárig) páratlan

10. Táblázat, A B-körök osztályozása

5.7. Egy hálózatos alkalmazás

A szomszédsági sorozatok néhány a háromszögrácson előforduló korábban ismertetett
tulajdonságára adunk felhasználási ötletet. Adott egy háromszögrács, a pontokban levő
emberek, gépek stb. kommunikálhatnak egymással a szomszédaikon keresztül.
Ha pl. egy pont elind́ıt egy kérdést, akkor az a hozzá rendelt B sorozat alapján B-körként
terjed.
Ha valaki tudja a választ, akkor elind́ıtja a válasz-üzenetet.
Ha ugyanaz a szomszédsági sorozat van a válaszhoz is rendelve, mint ami a kérdéshez
volt, akkor a metrika tulajdonságú B-k alkalmazása célszerű.

5.4. Álĺıtás. Ha B metrika tulajdonságú, és mind a kérdéshez, mind a válaszhoz ugyanaz
a B van hozzárendelve, akkor
- a kérdés ugyanannyi ideig megy a válaszolóhoz, mint onnan a válasz vissza, és
- senki nem kaphatja meg hamarabb a válasz-jelet, mint a hozzá tartozó kérdést.

Ugyancsak használhatóak különböző szomszédsági sorozatok a kérdés, illetve a válasz
küldéséhez.
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Ekkor célszerű a választ úgy küldeni, hogy utolérje a kérdést (pl. a (2) sorozat
bárhonnan elindulva utoléri az (1) sorozat által indukált jelet). Ezzel a módszerrel
elkerülhető a rendszer ”túlterhelése”: ha egy válasz-jel utoléri a hozzá tartozó kérdés-
jelet, akkor kioltják egymást (minden pont aki tudott a kérdésről értesült a válaszról
is).

6. FEJEZET: További kutatási irányok

6.1. Sorozatok távolsága

A szomszédsági sorozatok seǵıtségével nagyon rugalmasan skálázhatjuk a távolság-
függvényt. Hasonló módon értelmezhetjük nemcsak véges illetve végtelen egészekből
álló sorozatok, hanem tetszőleges valós számsorozatok szomszédsági viszonyait, illetve
távolságait. Ilyen jellegű eredményeink [53]-ban találhatóak. Továbbmenve, akár függ-
vények távolságait is értelmezhetjük hasonló módon, definiálva köztük a lehetséges szom-
szédsági viszonyokat.

6.2. Egyéb rácsok

Érdekes továbblépés lehet egyéb rácsok vizsgálata. A śık három reguláris rácsáról akár
tetszőleges śıkba rajzolható gráfra kiterjeszthetjük a vizsgálatot, sőt 3 (esteleg magasabb)
dimenzióban tetszőleges gráfon is vizsgálódhatunk. Most a kocka-, a hatszög-, illetve a
háromszögrács kapcsolatából kiindulva egy ”háromszögrács-családot” mutatunk be. (Ide
vonatkozó eredményeinket lásd [52, 52a].)

6.2.1. ”Több-śıkos” háromszögrácsok

Megmutattuk, hogy a hatszögrács pontjainak egy, mı́g a háromszögrácsnak két ferde
śık pontjai felenek meg a kockarácsban. Folytassuk a sort. Először a ”3-śıkos” háromszög-
ráccsal. Az ábra mutatja a śıkbarajzolt 3-śıkos háromszögrácsot a megfelelő koordináta
értékekkel.

6.1. Tétel. A ”4-śıkos” háromszögrács nem śıkbarajzolható.

6.1. Következmény. Az ”n-śıkos” háromszögrácsok nem śıkbarajzolhatóak n > 3
esetén.

6.3. Görbék közeĺıtése

A szakirodalomban sok cikk foglalkozik körközeĺıtéssel (pl. [14, 33, 46]). Érdekes
lehet egyéb mértani helyek defińıciójának megfelelő ponhalmazok vizsgálata is. Példaként
a parabolát vagy az ellipszist emĺıthetjük, amik tulajdonképpen terjedő hullámfrontok
metszetéből származnak. A terjedő hullámfrontok vizsgálata más alkalmazásokban is
érdekes is lehet.

6.4. Bolyongás és egyéb alkalmazások

A szerző az első diplomamunkáját ([47]) a bolyongás négyzetrácson témakörben ı́rta.
Kézenfekvő és egyszerűen definiálható a bolyongás a szomszédsági sorozatok seǵıtségével



16 Nagy Benedek

A ”3-śıkos” háromszögrács és a pontjainak koordinátái.

is. Magas (n) dimenzióban előfordulhat, hogy egy n-lépés hatására ”messze” (1-szom-
szédságokat tekintve) kerülünk az előző ponttól. Ez a tulajdonság az ún. ”Lévy-repülés”
t́ıpusú bolyongásokra jellemző.

Másik lehetséges irány a – Neumann János nevéhez fűződő – sejtautomaták kutatása
különböző rácsokon szomszédsági sorozatokkal kombinálva. Ugyancsak érdekes lehet a
kép-nyelvek vizsgálata, illetve generálása.

7. FEJEZET: Összefoglalás

Rövid (történeti) bevezető után ismertettük az alapdefińıciókat, a rács-specifikus
defińıciókat ezzel szemben az adott rács jellemzésekor adtuk meg. A 3. Fejezetben a
négyzetrácsot, illetve magasabb dimenziós formáit tárgyaltuk. Algoritmust adtunk a
legrövidebb B-út probléma megoldására és viszonylag egyszerű képletet adtunk a B-
távolság számı́tására. A szomszédsági sorozatokon alapuló távolságokra a háromszög-
egyenlőtlenség nem mindig áll fenn. Az általunk bevezetett korlátozott-, illetve eltolt
sorozatok seǵıtségével adtunk egy szükséges és elégséges feltételt a B szomszédsági soro-
zatokra, ahhoz hogy a megfelelő B-távolság metrika legyen. Az eredményeink nagy része
kiterjeszthető a digitális térről a valósszám-sorozatokra is, ahogy utaltunk rá.

Ezután áttértünk a hatszögrács tanulmányozására, ahol egyféle szomszédság az általá-
nosan használt. Itt három koordinátát használtunk a rács léırására, valamint eljárást ad-
tunk a legrövidebb út előálĺıtására. A három koordináta seǵıtségével szimmetrikus alak-
ban határoztuk meg két pont távolságát. Bebizonýıtottuk, hogy ez a távolság metrika.

A háromszögrácsot, a szimmetriát megőrizve ugyancsak három koordinátával ı́rtuk le.
A bevezetett koordinátarendszer és a három lehetséges szomszédsági viszony összeillik,
vagyis a koordináták seǵıtségével ugyanazokat a szomszédsági relációkat definiálhatjuk.
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Bevezettük a szomszédsági sorozatokat, értelmeztük az általuk generált utakat és távolsá-
gokat. Algoritmust adtunk egy legrövidebb B-út előálĺıtására bármely adott ponttól egy
adott másik pontig. A háromszögrácson előfordulnak nem-szimmetrikus B-távolságok is.
Adtunk egy szükséges és elégséges feltételt a B szomszédsági sorozatokra ahhoz, hogy a
B-távolság metrika legyen. Ugyancsak levezettünk képletet, amellyel bármely pontok B-
távolságai meghatározhatóak. A szomszédsági sorozatokkal terjedő jelek hullámfrontjait
is vizsgáltuk, összehasonĺıtottuk a négyzet- és a háromszögrács digitális köreit. Léırtuk
a nyolcféle kialakuló kört a háromszögrácson. Egy lehetséges hálózatos alkalmazást is
felvázoltunk, ahol a háromszögrács éppen a nem szokványos tulajdonságai miatt tűnik
használhatónak.

A hatszögrács egy, a háromszögrács pontjai pedig két ferde śık pontjainak felelnek
meg a kockarácsban. Felvázoltuk az ’több-śıkos’ háromszögrács családot. A következő
tag pontjai három darab ferde śık pontjainak felelnek meg a kockarácsban. Egyéb
érdekes kutatási irányok lehetnek pl. a görbék közeĺıtése, vagy a bolyongások vizsgálata
a szomszédsági sorozatok seǵıtségével.
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