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Eloszo

Ez a jegyzet els6sorban a Debreceni Egyetem Miiszaki Kardnak Matema-
tika II. gyakorlatdhoz késziilt oktatdsi segédanyagként. A jegyzet a preciz mate-
matikai felépitésen til szamos, a miiszaki és gazdasagi €letben felmeriil6 prob-
léma megolddsara alkalmazhaté médszert is bemutat.

A jegyzethez szorosan kapcsolddik mind tematikdjaban, mind felépitésé-
ben, mind jeldlésrendszerében egy feladatgy(ijtemény, amely 333 darab rész-
letesen kidolgozott feladatot tartalmaz az egyszer(ibb tipusfeladatoktol, a bo-
nyolultabb versenyszinti feladatokig.

A jegyzetet egyetemiink szinte minden magasabb szintli matematikat ta-
nul6é hallgatéja haszndlhatja, ugyanis a preciz matematikai felépités mellett
nagy hangsilyt kapnak az alkalmazott matematikai feladatok.

Minden fejezet végén ,.ellen6rzd kérdések™ taldlhatdak, melyek alkalmasak
arra, hogy felmérjék, hogy az olvasé mennyire sikeresen sajatitotta el az adott
fejezet tartalmat.

A jegyzet elkésziiléséért koszonettel tartozom a jegyzet lektordnak, Dr.
Kocsis Imre f6iskolai tandrnak, a Miszaki Alaptargyi Tanszék vezet6jének, aki
hasznos informéciokkal latott el a példatdr megirdsa sordn. Koszonettel tarto-
zom Té6th Xénia Erzsébet mechatronikai mérnok MSc hallgatonak és Dr. Nagy
Gerg6 tandrsegédnek a feladatok gondos atolvasdsaért. Koszonom tovdbba a
Miiszaki Alaptargyi Tanszék minden oktat6jdnak, valamint Dr. Bajak Szabolcs-
nak, akitdl a személyes beszélgetéseink sordn j6 néhany hasznosithatd otletet
merithettem. A szakmai segitség mellett elengedhetetlen a csaldd tiirelme, t4-
mogatdsa és biztatdsa. K6szonom édesanydmnak, hogy mindenben mellettem
allt és segitett.

2016. méjus 9.



1. Differencia- és differencialhanyados fogalma

1.1. Megjegyzés. A differencidlszamitis a XV II. szdzad kimagaslé matema-
tikai felfedezése volt, mely Isaac Newton (1643-1727) és Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716) nevéhez fiiz6dik.

Leibniz 1684-ben az Acta Eruditorium cim folyéiratban publikélta cikkét,
amelyben a fiiggvénygrafikonok érint6 egyenesének meghatdrozasat irta le. Ez-
zel lényegében mar a differencidlhanyados fogalmat adta meg. Newton, fligget-
leniil Leibniz munkdssdgatdl a mozgds sebességét elemezve jutott el a differen-
cidlhanyados felfedezéséhez.

Newton és Leibniz megfogalmazdsai mai szemmel nézve még pontatlanok
voltak, ugyanis nem a hatdrérték preciz fogalméval dolgoztak, eredményeik
féleg csak intuicion alapultak, felfedezéseik mégis rendkiviili hatdssal voltak a
matematika késdbbi fejlodésére.

A differencidlhdnyados mind a matematika, mind pedig méds tudomanyok
(kozgazdasagtan, fizika, tdrsadalomtudomdny, kémia, bioldgia) teriiletén kulcs-
fontossdgu szerepet jdtszik.

1.2. Megjegyzés. A jegyzet tovabbi részében, ha mast nem mondunk I egy
rogzitett nyilt intervallumot jelol.

1.3. Definicié. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen x1,x2 € I ugy,

hogy =1 # xa. Az f fiiggvény (z1, f(21)), (22, f(22)) pontjaihoz tartozé
differenciahdnyadosan az

f(x2) — f(z1)
o — 1
hanyadost értjiik.

1.4. Definicié. Legyen xg € I. Az f: I — R fiiggvény z( helyhez tartozé
differenciahdnyados fiiggvénye a

d(x) = w z eI\ {xo}

fliggvény.

1.5. Megjegyzés. A differenciahdnyados geometria jelentése az (:zo, f (xg)),
(z, f(z)) pontokon 4thalad6 szel§ meredeksége.
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1.6. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x) = =2 fiiggvény 2o = 1 helyhez tartozé
differenciahdnyados fiiggvényét!

A keresett differenciahanyados fiiggvény

oy J@ = f@) P —ap 21
(z) = T — X0 -2 x-—1
:(x_i);(f+1)::c+l, T # 1

1.7. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x) = x? fliggvénynek a (—1;1) és (2;4)
pontjai dltal meghatdrozott szel6jének egyenletét!

Az egyenes egyenletét y = max + b alakban keressiik, ahol m a keresett egyenes
meredeksége, b az egyenes y tengellyel valé metszéspontja. Az el6z6 megjegy-
z¢€s szerint a meredekséget a differenciahdnyados adja, igy

:f($2)—f(901) _ 4-1
Tr9 — T1 2—(—1)

=1.

Mivel példaul a (2;4) pont illeszkedik a keresett egyenesre, ezért annak ko-
ordinétdit behelyettesitve az egyenes egyenletébe azonossdgot kell kapnunk,
igy fenn kell dllnia a4 = 1 - 2 + b egyenletnek, amibdl b = 2 adédik. Tehat a
keresett egyenes egyenlete

y=x+2.
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1.8. Megjegyzés. (A differenciahdnyados fizikai jelentése.)
Az
f(@2) — f(z1)

o — X1
differenciahdnyados értéke az f () fliggvény atlagos véltozasi gyorsasdgat adja
meg az [x1; x2] intervallumon. Nézziink néhany példat:
1) Haegy egyenes palyan mozgo test hely-id6 fiiggvénye a t — s(t) fiiggvény,
akkor a [¢;; to] idGintervallumban az dtlagsebessége
B As B s(t2) — s(t1)

U =@ . o )
At ty — 1

ami éppen a differenciahdnyados.

2) Haegy egyenes palydn mozg6 test sebesség-idé fiiggvénye a t — v(t) fiigg-

vény, akkor a [¢;; to] idGintervallumban az dtlagos gyorsulds
B Av B v(ta) — v(ty)
Attt

ami éppen a differenciahdnyados.

3) A munkavégzés kozben a munka nagysdga mellett az is fontos kérdés, hogy
mennyi id6 alatt zajlott le a folyamat. A munkavégzés intenzitasat a telje-
sitmény fejezi ki. Azt a fizikai mennyiséget, amely megadja a munkavégzés
gyorsasagat, tehat, hogy egységnyi id6 alatt mennyi a végzett munka, dt-
lagteljesitménynek nevezziik. A teljesitmény jele: P. Igy

AW W(t2) — W (t1)

P= ,
At ty — 1




ami éppen a differenciahdnyados.

1.9. Példa. A kovetkezOkben a differenciahdnyados fizikai alkalmazdsara mu-

tatunk két konkrét példat.

1) Mekkora annak a gépkocsinak az dtlagsebessége, amely 8 drat tolt dton, és
az elsé 3 6rdban 150 kilométert tesz meg, a kovetkezd 2 6raban egyenletes
60 [km/h] sebességgel halad, azutan masfél 6rat 4ll, végiil még 80 kilométer
utat tesz meg?

Az els6 szakaszon 150 kilométert, a masodik szakaszon 120 kilométert,
végiil 80 kilométert tesz meg a gépkocsi, igy Osszesen a megtett it 350 [km].
Az eltelt idS 8 6ra, igy az 4tlagsebesség
. As  s(ta) —s(t1) 350 -0
At =t 8-0

— 43,75 {km]

h

2) Egy szénkét 90 [N] nagysdgi vizszintes er6vel édlland6 sebességgel 80 [s]
alatt 200 [m]-re hizunk el. Mekkora a teljesitmény?

A végzett munka

W(t) = W(80) = F - s = 90 - 200 = 18.000 [.J],

igy a teljesitmény

W(t2) — W(t;) _ 18.000 — 0
to — t 80 -0

1.10. Példa. [7] Meg szeretnénk allapitani, hogy milyen sebességgel fut a 100
méteres sikfutds egyik versenyzdje a cél el6tt 10 méterrel. Ezen célbdl allit-
sunk fel tobb megfigyel6t a versenypdlya mellett azzal a megbizassal, hogy
stopperdrajukkal dllapitsdk meg pontosan, hogy melyik idpillanatban haladt
el el6ttiik a versenyz6. A tdvolsdgot méterben, az id6t masodperceben mérjiik.
Az els6 megfigyel6 dlljon a cél el6tt 10 méterrel, s jelezze az 6rdjaaty = 13,8
idét. Alljon a mésodik megfigyel a cél el6tt 20 méterrel, s ordja jelezze a
t1 = 12,4 id6t, amikor a sportol6 elhalad el6tte. Ekkor az

S(tl) - S(to) _ 80 — 90 ~ 7’ 18
t — to 12,4 —13,8

P = =225 [IW].

érték nem adja meg pontosan a versenyzd sebességét a cél eldtt 10 méterrel,
hiszen az utolsé méterekben példdul valdszintileg gyorsitott. fgy a kapott érték
csak atlagsebességnek tekinthet6. Nyilvan pontosabban kapjuk meg a kere-
sett sebesség értékét, ha a cél el6tt 3 méterre all6 megfigyeld adatait vessziik
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figyelembe. Legyen to = 14, 6. Ekkor

S(tg) — S(to) _ 97 — 90 ~ 8, 75
to — to 14,6 — 13,8

Nyilvan anndl pontosabb értéket kapunk a keresett sebességre, minél kézelebb
all az els6 megfigyel6hoz (aki 10 méterre all a céltdl) a masik megfigyeld.
Az adott pontbeli sebességet a megfigyel6k mérési adataibdl nyert kozelitd
sebességértékek sorozatdnak hatarértéke adja, mikozben ¢,, — 0.

1.11. Példa. [7] Véltozé intenzitdsi dram feltolt egy kondenzatort. Minden
t id6pillanatban meg tudjuk mondani, mennyi elektromos t6ltést szallitott az
dram addig a kondenzatorba. Ki akarjuk szamolni, hogy adott ¢; id6pillanat-
ban mekkora az dram intenzitdsa. Egyenaram intenzitdsat megkaphatjuk, ha
valamely id6tartam alatt széllitott elektromos toltés mérdszamat elosztjuk az
id6tartam hosszdval. Jeloljiik a ¢,, id6pillanatig szallitott toltések nagysagat
q(tn)-nel. Ha tehét ¢q, to, ..., t,-nel jeloliink bizonyos, a t( idGpillanathoz
kozeli pillanatokat, akkor a

q(t1) —q(to) q(t2) —q(to) q(tn) — q(to)
t—ty | ta—to 7 th—to

hanyadosok kozelit6leg adjak meg az aram g id6pillanatbeli intenzitdsat. Ha
azonban vessziik a ¢,, — t(o hatdratmenetet, akkor megkapjuk a ¢¢ pillanatbeli
dramintenzitds pontos értékét.

1.12. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény differencidlhato
az xo € [ helyen, ha a differenciahdnyados fiiggvényének 1étezik az xo helyen
hatarértéke, és az véges, azaz l1étezik és véges az

Fon) — 1 T2 = I

T—T0 T — X0

hatarérték. Ekkor ezt a hatarértéket az f fliggvény xg-beli differencidlhdnya-
doséanak, vagy derivdltjanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény diffe-

rencidlhato, ha értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban differencialhato.
df : d

Jelolések: f’ — t), — .

elolések: f'(zo), - (x0), f(t), 5 f(wo)

Gyakran hasznaljuk a differencidlhdnyadosra a kovetkez$ tételben leirt for-
mulat.
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1.13. Tétel. Az f: I — R fliggvény pontosan akkor differencidlhaté az xg € [
helyen, ha 1étezik a

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

hataréték, és véges.

Bizonyitds: A korabbi jeloléseket megtartva, a differencidlhdnyados defini-
ci6jabdl h = x — zq vélasztassal addédik a tétel allitdsa. m

1.14. Megjegyzés. Az elGbbi tételben szereplé h mennyiséget szokds Ax-el is
jelolni, igy azt kapjuk, hogy az f: I — R fiiggvény pontosan akkor differenci-
dlhat6 az x¢ helyen, ha létezik az

f/(xo) _ Alggo f(l'() + AAIB‘; - f(ﬂ?())

véges hatarérték.

A kovetkez6 tétel azt fejezi ki, hogy a differencidlhatésdg a linedris approx-
imédlhatésagot jelenti.

1.15. Tétel. Az f: I — R fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az xg € 1
helyen, ha van olyan A € R valds szdm, hogy

lim f(z) = f(zo) — A- (¥ — 20)

T—T0 Tr — X0

=0.

Ha az el6bbi egyenl8ség teljesiil, akkor A = f’(x).
Bizonyitds: Ha f differencidlhaté z-ban, akkor A = f’(x() esetén

fo @) = fwo) = A (2 = 20) _

T—T0 T — X0
— lim f(@) = f(wo) = f'(x0) - (x —x0) _
T—T0 T — 2
f(z) = f(x0)

= lim
T—TQ Tr — X

— ['(wo) = f'(z0) — f'(x0) =

Forditva, ha
lim f(z) = f(x0) — A+ (2 — 70)

T—x0 r — X

=0,
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akkor
flz) = flxo) _ f(z) — flzo) —A-(—m0) + A-(z —x9) _
Tr — X T — X
_f@) = flzo)—A-(w—20) A (z—w0) _
Tr — X Tr — X
:f(x)—f(xo)—A'(x—Jfo)+A_>A7
r — X

ha x — g, igy f differencidlhaté és f'(zg) = A. m
1.16. Megjegyzés. Legyen az f: I — R fuggvény az xo € I helyen differen-

cidlhat6 és definidljuk az

e(z) = f(z) — fzo) — f'(z0) - (z — 20)

r — X0

fiiggvényt. Ekkor az eldbbi tétel szerint (xz) — 0, ha x — x¢. Mdsrészt az
egyenletet dtrendezve

f(@) = f(zo) = e(x) - (x — wo) + f'(20) - (x — x0)

addodik. Ez alapjan tehat, ha f differencidlhaté az x¢ € [ helyen, akkor van
olyan e: I — R fliggvény, hogy

f@) = f(wo) = f'(xo) - (x — o) + &(@) - (2 — 0),
ése(r) — 0,hax — 0, azaz

f(x) = f(xo) = f'(20) - (x — z0),

vagyis az f fiiggvény f(x) — f(z¢) novekménye az f'(zo) - (z — xo) el-
sofoku fliggvénnyel kozelithetd, azaz linedrisan approximdlhato, tovabba a
kozelités hibdja kicsi, pontosabban fogalmazva az e fiiggvény (nevezziik hi-
bafiiggvénynek) nulldhoz tart, ha x — x.

1.17. Definicié. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhaté az xg € I helyen,
akkor az

y = f(zo) + f'(x0) - (z — o)

egyenletd egyenest az f fiiggvény (zo, f(w)) pontbeli érinté egyenesének,
vagy egyszerlien érintéjének mondjuk.

1.18. Megjegyzés. A differencidlhdnyados geometriai jelentése a fiiggvény gra-
fikonjanak (xg, f (mo)) pontjaba hizott érintd egyenesének meredeksége.



1.19. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x) = 22 — 5z + 6 fiiggvény differencidl-
hanyadosét (derivéltjit) az x¢o = 2 helyen!

A differenciahdnyados fiiggvény

f(x) — f(zo) _:1:2—5:1:+6—O: (x—2)-(z—3)

T — T x—2 x—2 =z=3

melynek a hatdrértéke az o = 2 helyen

lim (z—-3)=2-3=-1.

r—2

1.20. Példa. Hatdrozzuk meg az f(x) = 22 fiiggvénynek xo = 3 helyhez
tartozo érint6 egyenesének meredekségét, és irjuk fol az érint6 egyenletét!

Az érint6 egyenletét y = max + b alakban keressiik. Az érinté meredeksége
éppen a fliggvény adott helyhez tartozé differencidlhanyadosa. Igy

fl@)—fB3) _ . 2*—9

i e N P
3)-(z—3
S ) k) S TN S S
r—3 x—3 r—3

Mivel a (3;9) pont illeszkedik a keresett egyenesre, ezért annak koordin4tdit
behelyettesitve az egyenes egyenletébe azonossagot kell kapnunk, igy fenn kell
allnia a 9 = 6 - 3 4+ b egyenletnek, amibdl b = —9 addédik. Tehat a keresett
egyenes egyenlete

y =6z —9.
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1.21. Megjegyzés. A differencidlhanyados a fiiggvény valtozasi gyorsasagat
fejezi ki az adott helyen.

1) Egy egyenesvonali mozgast végzs pontszer( test ¢ — s(t) hely-idé fiigg-
vényének derivéltja a test adott pillanatbeli sebessége:

U(to) — S,(t()) I th—>1tn0 W

2) Egy egyenesvonali mozgdst végzd pontszerd test t — v(t) sebesség-ids
fliggvényének derivéltja a test adott pillanatbeli gyorsuldsa:

alto) = v/(to) = Jim W

3) A pillanatnyi teljesitmény a munka id6 szerinti derivaltja:

Plty) = W(to) = lim 2= W(to)
t—to t—1o

4) Megjegyezziik, hogy amennyiben egy fizikai mennyiség id6tdl vald fliiggését
vizsgaljuk, Ggy a derivaltat ponttal is szokds jelolni, azaz f’(t) helyett az
f(t) jelolés is hasznélatos.

1.22. Példa. Egy 100 méter magas torony tetejérdl leejtiink egy kovet. A k&
t masodperc elteltével s(t) = 100 — 4,9t> méter tdvolsdgra van a talajtl.
Mekkora a k& sebessége 2 masodperccel a leejtés utan?
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Vegyiik fel a | irdnyt. A pillanatnyi sebességet a fiiggvény adott helyhez tar-
toz6 differencidlhdnyadosa adja meg
t) — s(t 100 — 4,9t* — (100 — 4,9 - 4
( ) S( 0) — lim ’ ( } )

. S
v(2) =5'(2) = Jim t—t 12 t—2
4,9 (4 —2) 1.m4,9-(2—t)-(2+t)

=lim— =1
t—2 t—2 t—2 t—2

— lim 4,9 (24 1) = —19,6 {E} .
t—2 S

1.23. Példa. Egy egyenes palyan halad6 gépkocsi sebesség-idd fiiggvénye at €
[0; 12] id&intervallumban v(t) = 27t — 3t2. Hatdrozzuk meg a gyorsulds-id6
fiiggvényt! Abrazoljuk mindkét fiiggvényt! Ertelmezziik a kapott eredményt!

megoldds:

A gyorsulas—idd fliiggvény a sebesség—ido fiiggvény derivaltja:

_ 242 942
a,(t()) — lim ’U(t) ’U(to) — lim 27t 3t (27t0 3t0) _
t—to t—1g t—to t—1p
27 . (4 — 9 (42 42
~ lim T-(t—tp) —3-(t t5) _
t—to t— 1o
27 . (t — —3.(t— .
~ lim T-(t—1to)—3-(t—to) - (t+1to) _
t—to t—1p
. (t—=to)- (27 =3 (t+t0))
= lim =
t—to t— to
= Jim (27— 3 (t+tg)) = 27 — 6to.

Azt kaptuk tehdt, hogy a gyorsulds-idé fiiggvény a(t) = 27 — 6t. A sebesség-
idd, illetve gyorsulds-idé fiiggvények:

60
sep€sség-ido figgvén
40 g gveny
20
ol/ 9yors as-id6 fliggvény
-2 0 2 4 8 10 12
-20
-40

-60
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A gépkocsi 4, 5 médsodpercig tdvolodik a kiindulds helyét6l. Ezutdn megfor-
dul és elindul az eredetihez képest ellenkezd irdnyba. Az indulast kdvetéen 9
madsodperccel visszajut a kiindulds helyére, majd tovdbb halad a megfigyelés
végéig.

1.24. Példa. Legyen C' egy vallalat adott termékére vonatkozé koltségfiigg-
vény, amely megadja x mennyiség eldallitasi koltségét:
C(z) = z? + z + 100, x> 0.

Vizsgaljuk meg, hogyan valtozik a koltség, ha az elallitott mennyiséget 100
egységrol 110 egységre noveljiik. A koltségvaltozas

C(110) — C(100) = 110 + 110 + 100 — (100% + 100 4 100) =
=12.310 — 10.200 = 2.110.
A koltség pillanatnyi valtozasi gyorsasaga, ha a termelést 100 egységrdl 110
egységre noveljiik:
C(110) — C(100)  2.110
110—-100 10

= 211,

ami éppen a C fiiggvény xg = 100 ponthoz tartoz¢ differenciahdnyados fiigg-
vényének helyettesitési értéke az x = 110 helyen. A koltségvaltozas gyor-
sasdga, amelyet a kozgazdasdgtanban hatdrkoltségnek is szokds nevezni, éppen
a differencidlhdnyados, azaz

- cd 2 100 — 102
C'(100) = g C@=CA00) _ o100 - 10200

z—100 x — 100 z—100 x — 100
. 2%+ 210100 . (z—100) - (z +101)
= hm —_— = hm ==
z—100 x — 100 z—100 x — 100

= lim (z + 101) = 201.
z—100

Az eredmény azt jelenti, hogy ha a mennyiséget 100-r6l egy egységgel novel-
juk, akkor az eldallitasi koltség kozelitleg 201 egységgel nd.

1.25. Definicio. Az f: I — R fiiggvény x( helyhez tartozé bal oldali differen-
cidlhdnyadoséan (bal oldali derivdltjan) az

[l (xo) = lim f(@) — f(xo)

T—T0— T — X

hatarértéket értjiik, ha az 1étezik és véges.
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1.26. Definicio. Az f: I — R fiiggvény z( helyhez tartozé jobb oldali diffe-
rencidlhdnyadosan (jobb oldali derivdltjan) az
S (@)~ fwo)
J+(@o) - T

hatarértéket értjiik, ha az 1étezik és véges.

1.27. Tétel. Az f: I — R fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az xg € 1
helyen, ha ott 1étezik a bal oldali és jobb oldali derivéltja, és azok egyenlbek.

Bizonyitds: A tétel éllitdsa azonnal ad6dik abbdl a tételbdl, hogy egy fiigg-
vénynek pontosan akkor létezik egy adott helyen hatdrértéke, ha ott 1étezik a
bal oldali és jobb oldali hatarértéke és azok megegyeznek. m

1.28. Példa. Tekintsiik az f(x) = |z| fiiggvényt. Ennek bal oldali derivaltja az
o = 0 helyen

_ -0 _
f (z0) = lim fz) = f(wo) = lim i — lim —= = -1,
T—T0— T — X z—0— . —0 z—0— &
jobb oldali differencidlhdnyadosa
= -0 x
J(wo) 2550+ & — xo Tt 7 -0 o0 @ ’

igy a fiiggvény nem differencidlhaté az xo = 0 helyen, mert f/ (zo) # f/ (o).
8

N W~ 0O N

7 6 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5 6 7

f_(#)=-1,haz <0
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
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Ellenorzo kérdések

Az f: I — R figgvény xp-beli differenciahdnyadosa: .......
Egyvaltozés fliggvény differenciahdnyadosdnak geometriai jelentése: .......
Egyvaltozos fiiggvény differenciahdnyadosanak fizikai jelentése: .......

At — s(t) hely-id§ fiiggvény differenciahdnyadosanak jelentése a [t1; t2]
intervallumon: .......

. At — v(t) sebesség—idd fiiggvény differenciahdnyadosdnak jelentése a

[t1; t2] intervallumon: .......

Adjuk meg az f(x) = x? + 2 fiiggvény xo = —3 helyhez tartozé differen-
ciahdnyados fiiggvényét!

. Adjuk meg az f(r) = 22 fiiggvény xo = 4 helyhez tartozé differenciah4-

nyados fiiggvényének tovabb mar nem egyszer(sithetd alakjat!

. Adjuk meg az f(z) = /x fiiggvény 2o = 4 helyhez tartoz6 differenciahé-

nyados fiiggvényének tovabb mar nem egyszertsithetd alakjat!
1

. Adjuk meg az f(x) = = figgvény x( = 4 helyhez tartozé differenciahanya-

Tz

dos fiiggvényének tovabb mar nem egyszerisithetd alakjat!
Az f: I — R fiiggvény xg-beli differencidlhdnyadosa: .......
Egyviltozds fliggvény differencidlhdnyadosdnak geometriai jelentése: .......
Egyvaltozés fiiggvény differencidlhdnyadosdnak fizikai jelentése: .......
At — s(t) hely—idé fuggvény to-beli derivdltjanak jelentése: .......
At — v(t) sebesség—idé fiiggvény to-beli derivaltjanak jelentése: .......
Az f: I — R fiiggvény érint6 egyenesének egyenlete: .......
Az f: I — R fiiggvény xg-beli bal oldali differencidlhanyadosa: .......
Az f: I — R fiiggvény xg-beli jobb oldali differencidlhanyadosa: .......



2. A differencialhatésag és a folytonossag kozotti kapcesolat

2.1. Tétel. Haaz f: I — R fiiggvény differencialhaté az x¢ € I helyen, akkor
ott folytonos is.

Bizonyitds: A folytonossag igazoldsdhoz megmutatjuk, hogy
lim f(z) = f(xo).
T—T0

Mivel

f(@) — f(zo)
fla) = fleo) = S0
ezért mindkét oldalon véve az x — x( hatdrdtmenetet — majd jobb oldalon
kihasznélva, hogy két fiiggvény szorzatdnak hatdrértéke a tényezSk hatarérté-
keinek szorzata, valamint mivel az f fiiggvény differencidlhato, ezért a diffe-
renciahdnyadosnak 1étezik véges hatdrértéke — azt kapjuk, hogy

“(z — z0),

Jim, o) = o) = Jim T o =) =
= lim @) = flao) lim (z — zp) =
Tr—x0 xTr — ,Qjo Tr—x0
= f/(l‘o) -0=0.

Tehat

T—T0

ami ekvivalens a bizonyitandé allitassal. m

2.2. Megjegyzés. Az elGbbi tétel megforditdsa nem igaz, azaz van olyan foly-
tonos fliggvény, amely nem differencidlhaté. Példdul az f(x) = |z| fiiggvény
az o = 0 helyen folytonos, de nem differencidlhato.

2.3. Megjegyzés. Az elObbiek alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy a folyto-
nossag sziikséges feltétele a differencidlhatésdgnak, azonban ez a feltétel nem
elégséges. Mdasképpen fogalmazva a differencidlhatdsdg elegendd feltétele a
folytonossdgnak, azonban ez a feltétel nem sziikséges feltétel.

A kovetkezékben olyan fiiggvényeket fogunk konstrudlni, amelyek értelme-
z€si tartomanyuk minden pontjaban folytonosak, de sehol sem differencial-
hat6éak. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi két lemmara. Ezek el6tt azonban em-
lékeztetiink a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjanak fogalmara, amire
sziikségiink lesz a késébbiekben.
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2.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy a > f,, fuggvénysor a H C R halmazon
egyenletesen konvergdl az f fiiggvényhez, ha minden € > 0-hoz Iétezik olyan
x-t6l fiiggetlen ng € N kiiszobindex, hogy minden n > ng és minden x € H
esetén

[fn(z) = f(2)] <e.

2.5. Lemma. Legyen H C R. Ha létezik olyan (b,) val6s szamsorozat, hogy
minden x € H esetén

@) <bn  (n=0,1,2,..)

[e.e] [e.e]
ésa > b, numerikus sor konvergens, akkor > f,(x) egyenletesen konver-
n=0 n=0

gens H-n.

2.6. Lemma. Egyenletesen konvergens fliggvénysor 0sszegfiiggvénye folyto-
nos.

2.7. Megjegyzés. Létezik olyan fiiggvény, amely értelmezési tartomanyanak
minden pontjaban folytonos, de sehol sem differencidlhaté. Ilyen fiiggvényekre
példak az dgynevezett Takagi—tipusu fiiggvények. A kovetkezdkben megkon-
strudlunk egy ilyen tipust fiiggvényt. Definidljuk a ¢: [0;1] — R fiiggvényt
gy, hogy a p(x) fiiggvény értéke az x helyen legyen x-nek az x-hez legko-
zelebb esd egész szamtdl vald tdvolsdga. Ezt felhaszndlva definidljuk a 7'(x)
fiiggvényt az aldbbi mddon:

1
T(x)=> e x).
n=0
Ez a fiiggvény mindeniitt folytonos, de sehol sem differencidlhatd. A folyto-

nossag a fliggvénysorokra vonatkozé Weierstrass-tételbdl kovetkezik, mert
1 n\"
o= (1)

4n
o0 1\
ugyanis [p| < 1,ésa (Z) konvergens numerikus sor, azaz 1" konvergens
n=0

numerikus sorral feliilré] becsiilhetd (majordlhatd), igy a 2.5 lemma szerint
egyenletesen konvergens, és igy a 2.6 lemma miatt folytonos. Megmutathatd,
hogy T sehol sem differencidlhaté. Ezt dgy lehet beldtni, hogy megadhaté
olyan x,, — 0 sorozat, hogy

T(x+ hyp) —T(x)

lim — 00
xn—0 hn
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teljesiil minden z-re.

2.8. Megjegyzés. Elkészitjik n = 0-ra és n = 1-re az el6bb Takagi—tipusu
fiiggvény grafikonjat. Ha n = 0, akkor T'(z) = (), aminek a grafikonja:

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
-0.1

Az i - (4x) fuggvény grafikonja:
02
0.1

0

-0.1

Tehdtn = 1 eseténa T'(x) = i - p(4z) + () fiiggvény grafikonja:

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

-0.1

2.9. Megjegyzés. Egy masik megkozelités mindeniitt folytonos sehol sem dif-

ferencidlhaté fiiggvények konstrukcidjara.
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Tekintsitk a ¢: [—1;1] — R, p(x) = |z| fiiggvényt, tovdbba ennek a peri-
odikus kiterjesztését, azaz legyen p(z) = ¢(x + 2), ami egy 2-periodusu fiigg-
vény. Ez a fliggvény nyilvan folytonos, és megszdmlélhat6 sok pontban nem
differencidlhat6. Sdritsiik azokat a pontokat, ahol a fiiggvény nem differencidl-
hat6. Tekintsiik az

n=0

figgvényt! A kordbbi gondolatmenethez hasonléan mutathaté meg, hogy f
mindeniitt folytonos, de sehol sem differencialhato.

2.10. Példa. Az f: R — R,

(@) = {x2+1, hax <0

x+1, haz>0

fiiggvény folytonos, de nem differencialhaté az ¢y = 0 helyen! A folytonossag
kovetkezik abbdl, hogy egyrészt

lim f(z)= lim 2> 4+1=0*+1=1,

z—0— z—0—

masrészt

lim f(z)= lim 2 +1=0+1=1,

z—0+ z—0+
tovabba f(0) = 1, igy

Jim f(2) = lim f(2) = (0).

Ugyanakkor f nem differencialhat6, mert a bal oldali derivalt a 0 helyen

- f(0 24+1-1
f-(0) = lim M: im LT gy x =0,
z—0— xz—0 z—0— T z—0—
a jobb oldali derivalt a O helyen
ry e J@—fO) et l-1
f+ (0) N acl—l>r(r)l+ z—0 - :Bl—l%l-&— x - acl—lgl— 1= 17

igy f/.(0) # f!.(0), tehat f nem differencilhat6 a 0 helyen.
2.11. Példa. Az f: R — R,
z2, hax <0
€Tr) =
/(@) {x—l—l, hazx >0
fiiggvény nem folytonos az xo = 0 helyen, ugyanis

lim f(z) = lim 22 =0?=0,
z—0— z—0—
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masrészt
lim f(z)= lim 2 +1=0+1=1,
z—0+ z—0-+
igy lim f(z) # lim f(x). Mivel azonban f nem folytonos az g = 0
z—0— z—0+

helyen, ezért ott nem is differencialhat6.
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Ellenorzo kérdések

. A folytonossag ........cccec..... feltétele a differencidlhatésagnak.

. A differencidlhatOsag .................... feltétele a folytonossagnak.

3. Mondjunk példét olyan fiiggvényre, amely folytonos, de nem differencial-

hatd!

. Létezik-e olyan nem folytonos fiiggvény, amelyik differencidlhat6?

5. Az f: R =R, f(z) = |z — 2| + |z + 3] fiiggvény azon pontjainak szdma,

ahol a fiiggvény nem differencidlhato ....................

. Az f: R\ {0} = R, f(x) = |z| fiiggvény differencidlhanyados fiiggvénye:
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3. Derivalasi szabalyok

3.1. Tétel. Konstans fiiggvény derivaltja nulla, azazhac € Rés f: R — R,
f(z) = ¢, akkor minden = € R esetén f’(z) = 0.

Bizonyitds: Tekintsik az f(z) = ¢ (¢ € R) fiiggvényt. Legyen zyp € R
tetszGleges. Az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvénye
fl@)—flwo)  c—c

d = = :0
(@) T — X T — xo ’

melynek hatérértéke az xo helyen nulla, igy f'(z) =0.m

3.2. Tétel. Az f: R — R, f(z) = = fiiggvény derivaltja minden z € R esetén
f'(@) =1.
Bizonyitds: Legyen xy € R tetszbleges. Ekkor az f fiiggvény differenciaha-
nyados fiiggvénye

f(@) = fl@o) _ @ —xo

d = = :]_
() T — xo T — xg ’

melynek a hatérértéke az x helyen 1, igy f/(z) = 1. m

3.3. Tétel. Legyen n € N tetszbleges, rogzitett. Az f: R — R, f(z) = 2"
fliggvény derivéltja f'(x) = n - 2" L.
Bizonyitds: Legyen xg € R tetszGleges. Az f fiiggvény differenciahdnyados
fliggvénye

f(@) — f(zo) _ 2" —af

d = = =
(.17) Tr — X Tr — X0
(x — o) - (x4 2" 22 + ..+ 2l
= e =

=2" 42" x4 2l
melynek hatarértéke az x( helyen
/ : n—1 n—2 n—1 n—1
o) = lim (z " o+ ..+ =n-x; .
f(@o) aon( + 0+ t+ap ) 0
Mivel z tetszSleges volt, ezért minden x valds szam esetén f'(z) = n - 2™ 1,
amivel igazoltuk az 4llitast. m

3.4.Tétel. Az f: R — R, f(x) = sinx fiiggvény derivéltja minden z € R
esetén f'(r) = cosz.
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Bizonyitds: Legyen zg € R tetszleges. Ekkor a differenciahdnyados fiiggvény

d(z) = f(@) = fl=o) _ sinx — sin xg _
T — o T — X0
W) W)
2 2

sin ( — sin (

Tr — X
s (55 4 252) — sin (=252 + £472)

r — X

_sin(=5 4 24m) —gin (24 =)

Tr — X

Ebbdl, felhaszndlva a szinusz fiiggvény addicids képletét, miszerint
sin(a + ) = sin(«) - cos(8) + cos(a) - sin(S),

azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

sy ST cos (252) o cos (55 sin (=)
T — X0
_sin (5% - cos (%5%) + cos (#57) - sin (%5%)

Tr — X

Elvégezve az 0sszevondst azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

_ sin (£5%) - cos (252) + cos (2452) - sin (572

d(x =
(z) pr—
_ 2sin (2520) - cos (2E20) _ sin (£5%2) - cos (2420)
T — Xg 1_23”0
: X—XT
_sin(55) <~’C+ﬂfo>
T—T :
2 2
Vegyiik az x — x¢ hataratmenetet! Felhaszndlva, hogy
. sinz
lim =1,
z—0 X
azt kapjuk, hogy
: r—x0
/ . sim 2 ) T + i)
z9) = lim ————=—= - cos =
f ( 0) T—T0 x—21‘0 2
sin (=20 T
= lim x(_gf ) lim cos 0) = cos 0.
T—T0 5 0 T—T0 2
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Ezzel bizonyitottuk az 4llitdst. m

3.5. Tétel. Az f: R — R, f(x) = cosz fuggvény derivéltja minden z € R
esetén f'(z) = —sinz.

Bizonyitds: Legyen zg € R tetsz6leges. Ekkor a differenciahdnyados fiiggvény

f(x) — f(zg) cosx — cosxg

0 Z Zo
cos (wfﬂ“o) — oS (Mfﬂvo)

B T — T o
_ cos (5 ) —cos (M 4 )
r — X0
:cos(x;fo—l-ﬂfo)—cos(%—%)

r — X0

Ebbdl, felhasznalva a koszinusz fiiggvény addiciés képletét, miszerint

cos(a+ B) = cos(a) - cos(B) — sin(«) - sin(B),

azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

cos (2572) - con (242) — sin (£52) -sin (242)

d(z) = pr——
cos (£572) - cos (2572) — sin (252 -sin (252)
B T — xg

Elvégezve az 0sszevondst azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

in (5574) s (£472) = sin (2521) s (5572)

d xr) = — 2 2 —
(z) p—
| () sin () | sin (55) sin (S49)
X — ZEO 22721'()
sin (55%) (@t 10
— — T—20 - S1n 9 .
2
Vegyiik az x — x¢ hataratmenetet! Felhaszndlva, hogy
sin
lim =1,

z—0 T
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azt kapjuk, hogy
. sin (%5%¢) . [z +a
f(z0) = lim :]c(g£)~81n( 5 0> =

T—T0 5
sin (m

= <x+l’o) .
———== . lim sin 5 = —sin x.

2
z 2x0 T—x0

= lim —
T—T0

Ezzel bizonyitottuk az 4llitast. m

3.6. Tétel. Az f: R — R, f(z) = shax fiiggvény derivéltja minden z € R
esetén f'(x) = chax.

Bizonyitds: A differenciahdnyados fliggvény
f(x) = f(zg) shx—shxg

0 xz xo
Sh (w—wo—gx—i-xo) _ Sh (wo—x;—x-{—mo) 2
r — X
sh (x—zxo + x—gxo) sh (a:o ) + $‘E$O)
= r - =
B sh (x—zxo + x—gxo) sh (a:+:co _ a:—2:co)
N T — T '

Ebbdl, felhaszndlva a szinusz-hiperbolikusz fiiggvény addicids képletét, mi-
szerint

sh(a + B8) = sh(a) - ch(B) + ch(a) - sh(B),
azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

S (5572) b (252) + h (552) -sh (25

d(x) = pr—— 2 2 /_
i (52) - ch (£5) + o (£52) o (£52)
N T — T '

Elvégezve az osszevondst azt kapjuk, hogy a differenciahdnyados fiiggvény

z—z0) , T+z0 z+g 220
M@:m<2>dw22j$<2>ﬂw ) _
2sh (25) - (S52) _ sh (552 b (552)

T — X0

T—x0 )
2
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azaz

d(z):w-ch<x”0>.

T—xQ
5 2

Vegyiik az © — x( hatdrdtmenetet! Felhaszndlva, hogy
shx

lim —— = 1,
z—0 T

azt kapjuk, hogy

o) = tim ) <$+$O>

T—x0 172960 2

_ o SRS T30\ _

= lim ——=—*% - lim ch = ch xg.
T—x0 L—T0 T—T0 2

Ezzel bizonyitottuk az 4llitdst. m

3.7.Tétel. Az f: R — R, f(x) = e” figgvény deriviltja minden x € R esetén
J'(@) = e,

Bizonyitds: A differenciahdnyados fiiggvény

f(x) - f(«TO) et — e%o eT—Tot+To _ p%o

Tr — X Tr — X r — X
eT—T0 . p%0 _ pT0 20 eT—To _ 1
= P e - —_—
r — X T — X0

Vegyiik az © — x( hatardtmenetet! Felhasznélva, hogy

et =1
lim =
r—0 xT

L,

azt kapjuk, hogy a differencidlhdnyados fiiggvény
T—x0 __ 1 T—To __ 1
f'(zo) = lim €™ - e fim & = e,
T—T0 T — Xo T—=To T — X
amivel az 4llitast igazoltuk. m
3.8. Tétel. Az f: R — R, f(z) = cha fiiggvény derivéltja minden z € R
esetén f'(x) = shu.

Bizonyitds: Mivel
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ezért
(chz) =
amivel igazoltuk az 4llitast. m

3.9. Tétel. Az f: R — R, f(z) = a” (a > 0) fiiggvény derivaltja minden
z € Resetén f'(z) = a” - Ina.

-(e" —e *) =shuz,

N | =

Bizonyitds: A differenciahdnyados fliggvény

do) = LD = T@0) _ @ —at @t —at

Tr — X Tr — X Tr — X

r—To xo r—xo
—a a -1
xo ,

a - a®
= = Q
T — X0 T — X0

Vegyiik az x — xg hatdrdtmenetet! Felhaszndlva, hogy
a®—1
lim =Ina,
z—0 X

azt kapjuk, hogy a differencidlhdnyados fiiggvény
T—T0 _ | T—TOo __
f(xo) = lim a™ - g T g lim LT = g Ina,
T—x0 xr — X T—=To T — I
amivel az 4llitast igazoltuk. m
3.10. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az xog € 1
helyen, akkor f + ¢ is differencialhaté xg-ban és

(f +9) (x0) = f'(20) + ¢'(20).
Bizonyitds: Legyen h(z) = (f + g)(z). A h fuggvény differenciahdnyados
fliggvénye

h(z) — h(zo) _ (f +9)(x) = (f +9)(z0)

d(z) = = =
T — X9 T — X0
_ f(@) +9(x) = f(zo) = g(xo) _ f(x) = f(2o) + g(x) — g(x0) _
x — T x — T
_ flx) = flzo) n g(z) — g(zo)
x — x0 x—x0

Vegyiik mindkét oldalon az x — x( hatdrdtmenetet, majd a jobb oldalon hasz-
ndljuk ki, hogy két fiiggvény Osszegének a hatdrértéke a hatarértékek Gsszege.
Ekkor azt kapjuk, hogy

(f +9) (w0) = f'(x0) + ¢ (x0),

ami éppen a bizonyitand6 allitds. m
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3.11. Példa. Az f(z) = 2? + x + 6 fiiggvény deriviltja
fll)=(@Y +2"+6 =20 +1+0=22+1.

3.12. Tétel. Ha f: I — R differencialhaté az zoy € I helyen és ¢ € R, akkor
c - f is differencidlhaté zp-ban és (¢ - f) (o) = ¢ - f'(x0).

Bizonyitds: A c- f fuggvény differenciahdnyados fiiggvénye

(c- f)@) —(c- f)(@o) _c-flx)—c- f(xo)

i) = T — o - T — Tg 4
_ ¢ (f(@) = f(ao)) _ . fl&) — fl=o)
T — X T — X0 ’

Vegyiik mindkét oldalon az x — x( hatardtmenetet, majd a jobb oldalon hasz-
naljuk ki, hogy egy fiiggvény szamszorosanak hatarértéke a hatarérték szam-
szorosa. Ekkor azt kapjuk, hogy

(c- f)(zo) = ¢ f'(w0),
ami éppen a bizonyitand6 allitds. m
3.13. Példa. Az f(x) = 5z fiiggvény deriviltja
f'(z)=(5x) =5-2=5-1=5.
3.14. Példa. Az f(z) = 5sinz fiiggvény derivaltja
f'(z) = (5sinz)' =5 (sinx) = 5cosz.

3.15. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az zg € I
helyen, akkor f - g is differencidlhat6 xg-ban és

(f - 9) (z0) = f'(x0) - g(wo) + f(w0) - ¢’ (x0).

Bizonyitds: Legyen h(x) = (f - g)(x). A h fiiggvény differenciahdnyados
fliggvénye

(f-9)(@) = (f - 9)(xo) _ f(x)-g(x) = flxo) - g(0)

d(z) = = =
Tr — X T — X0
_ J&) - 9(x) = f(xo) - g(x) + f(20) - g(2) = f(0) - g(w0) _
r — X
_ @) g@) = f(z0) - g(x) | flwo) - 9(x) = (o) - g(wo) _
Tr — X T — X0

_ f@) = flzo) g(z) + f(zo) 9(@) — g(xo)

T — X0 r — X
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Vegyiik mindkét oldalon a lim hatdratmenetet, majd hasznéljuk ki a hatarér-
T—T0

téknek a miiveletekkel val6 kapcsolatat, valamint a g fiiggvény folytonossagéat!
Ekkor

(f-9)'(wo) = Jim, (W-g(w} + (o) - W) _
= W Jim (@) + f(xo) - lim W _

= f'(z0) - g(x0) + f(20) - ¢'(w0)
adddik, ami a bizonyitand6 allitas. m
3.16. Példa. Az f(z) = 22 - sin z fiiggvény deriviltja
f'(x) = (2® -sinz) = (z%) -sinz + 22 - (sinz)’ = 2z - sinz + 2 - cos z.
3.17. Példa. Az f(z) = €” - Inz fiiggvény derivaltja
f'()=(e"-Inz) = (") - Inz+e" - (Inz) =

1 1
=¥ lnx+e¥ — =e". <1nx+).
x T

3.18. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az xg € I
helyen, tovabbd g(x) # 0 (x € I), akkor g is differencidlhaté z-ban és

<f>/ (z0) = f'(@o) - (o) — f(20) - g'(w0)
9 (g9(z0))”

Bizonyitds: Legyen zg € I és h(x) = =(x). Ekkor a h fiiggvény differencia-

hanyados fiiggvénye

d(z) = x—x9  x-z (z — o) - g() - g(z0

_ J(@) - g(xo) — f(o) - g(xo) + f(0) - g(x0) — f(20) - g(z) _
(z —z0) - g(z) - g(z0)
g(xo) - (f(x) — f(w0)) + f(0) - (9(w0) — g(x))
(z —20) - g(2) - g(20) '

Lw)y— L) LB -LE 1) glao) — fwo) - glx)
)




32

Vegyiik a lim hataratmenet, majd hasznaljuk ki a hatarértéknek a miveletekkel
T—rT0

valé kapcsolatat, és a g fiiggvény folytonossagat! Ekkor azt kapjuk, hogy
<f>' (z0) = lim g(zo) - (f(x) = f(x0)) + (o) - (9(z0) — g(x))
R (x = 0) - g(x) - (o)
i [9@0) - (@) = f(@0) | f(xo) - (g(@o) —g(@) | _
(z — x0)g(x)g(z0) (@ — o) - g() - g(@0)
)

1 <g(900 -(f(x)—f(xo»_f(xo)-(g(x)—g(xo»)

T—T0

T—TQ g(l’) . g(:B()) (ZL’ — .’L'()) (l’ — .’L‘())

i 1 g(zo) - (f(x) = fl=o)) _ f(o) - (g() — 9(z0)) _
T—TQ g(l’) . g(:B()) (l’ — .’L'()) (I’ — .1‘0)

= oy (7 0) - gla) = F(a0) -/ (w0).

ami éppen a bizonyitand6 allitds. m

2

3.19. Példa. Meghatarozzuk az z — —
sin

f(x) = 2% és g(x) = sinx. Ekkor f'(z) = 2z és ¢’(x) = cosz. Az elSbbi
tételben szerepld hanyados fiiggvény derivélési szabélyat alkalmazva

fliggvény derivéltjat. Ehhez legyen

fl(x) - g(x) = f(x) - ¢'(x) 2x-sinx — 2. coST

92(33) sin? z

3.20. Tétel. Az f(x) = tgx fiiggvény deriviltja

1
() —
G cos?x’
Bizonyitds: A hdnyados fiiggvény differencidldsi szabalyéat alkalmazva
, sinz\’ cos?x +sin’z 1
(tga) = =
cos T cos* T cos* T

Ezzel bizonyitottuk az 4llitast. m

3.21. Tétel. Az f(x) = ctgx fiiggvény derivdltja
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Bizonyitds: A héanyados fliggvény differencidldsi szabdlyét alkalmazva

cos a:)’ —sin?z — cos?x 1

sin? z cos?x’

(ctgz) = (

sinx
Ezzel bizonyitottuk az 4llitdst. m

3.22. Tétel. Az f(x) = thx fiiggvény derivaltja
1
/
T) = .
fz) ch?x
Bizonyitds: A hanyados fliggvény differencidldsi szabalyét alkalmazva

shm)’ ch?z —sh?z 1

ch?z ch?z’

(thz) = (

chzx

amivel az 4llitas bizonyitott. m

3.23. Tétel. Az f(x) = cthx fiiggvény deriviltja

1
/!
z)= —
Fla)=——5
Bizonyitds: A hanyados fiiggvény differencialdsi szabdlyat alkalmazva
chz\’ sh’z—ch?z 1
Cth$ L == s = — ,
( ) ( shx ) sh? z sh? x

amivel az 4llitas bizonyitott. m
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3.24. Tétel. Legyenek I €s J nyilt intervallumok. Ha a g: I — J fiiggvény
differencidlhat6 az z( helyen, tovabba az f: J — R fliggvény differencialhaté
a g(xo) helyen, akkor az f o g: I — R Osszetett fiiggvény is differencidlhaté

az xg helyen és

(fog9)(z0) = f'(9(x0)) - ¢’ (x0).

Bizonyitds: Els6 1épésben bizonyitjuk, hogy f o g valéban differencidlhat6. Az
1.15 tétel, illetve az azt kovetd megjegyzés miatt léteznek olyan e: I — R és

0: J — R fiiggvények, hogy egyrészt

g9(z) — g(x0) = ¢'(w0) - (x — 20) - £(x) - (z — 20) =
= (gl(fﬁo) + 5(30)) - (z — x0),
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masrészt

f) = flwo) = f'(wo) - (¥ —wo) - 6(y) - (y — o) =
= (f'(wo) +6(v) - (v — wo)

tovabbd lim e(z) = 0és lim d(y) = 0. Vezessiik be a h(z) = f o g(x)
Y—Yo

T—T0

fiiggvényt és legyen y = g(z). Ekkor

h(z) — h(zo) = fog(z) — fog(zo) = fg(x)) — f(g(x0)) =
= f(y) — f(yo) = f'(wo) - (y —wo) + 0(y) - (y — wo) =

= (f"(yo) +6(v)) - (v — wo) =
= (f"(y0) +8(y)) - (9(x) — g(x0)) =
(f'(yo) +3(y)) - (¢'(z0) - (& — w0) - £(x) - (x — x0)) =
= (f"(g(x0)) + 0(g(x))) - (¢ (x0) - (x — w0) - e(x) - (x — 20)) =

= )

= f'(g(x0)) - (¢'(z0) + (f'(g(x0)) - e(2)+
+9'(z0) - 8(g(x)) + 6(9()) - €(2)) - (x — zo).
Megmutatjuk, hogy ha x — x(, akkor

(f'(g(0)) - e(@) + ¢'(z0) - 3(g(@)) + 6(9()) - (@) - (& — w0) — 0.

Ha z — o, akkor g(x) — g(z0). igy 6(g9(z)) — 0, tehdt az el6bbi hdromtagi
Osszeg minden tagja nulldhoz tart, amib6l kovetkezik az éllitds. Tehdt f o g
differencidlhaté. Az elébbi egyenlGségbdl az is kovetkezik, hogy fog derivaltja
az g helyen: f'(g(wo)) - ¢'(w0). Megjegyezziik, hogy ha tudjuk azt, hogy az
fog fiiggvény differencidlhaté az x( helyen, akkor az fog ,,derivalasi szabalya”
az aldbbi médon is levezethetd:

fogla) = foglwo) _ . Ilo@) ~ fg(n) _

(f 0 9) (o) = lim

T—T0 xr — X T—T0 T —To

_ iy T@) — flg(0)) g(x) — g(ao) _
T—T0 g(z) — g(xo) T — X0

iy J@) — flg(w0) . g(@) = glan) _
a—=ro  g(x) — g(x0) T=T0 T — T

= f'(9(z0)) - ¢'(x0),

ami éppen a bizonyitand6 6sszefiiggés. m
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3.25. Megjegyzés. Osszetett fiiggvényt igy derivalunk, hogy el8szor derivaljuk
a kiils6 fliggvényt, abba a véltozo helyére beirjuk az eredeti belsd fiiggvényt,
majd az igy kapott eredményt megszorozzuk a belsd fiiggvény derivéltjaval.

3.26. Példa. Tekintsiik az f(z) = sin(z? + 52 + 6) fliggvényt. A kiils6 fiigg-
vény a k() = sin z, a bels6 fiiggvény az b(z) = 22 +5z+6. A kiilss fliggvény
derivaltja k' (x) = cosx, mig a bels§ fiiggvény derivaltja b’ () = 2z + 5. Az
Osszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan a kiilsé fiiggvény derivéltjaba
,beirjuk” az eredeti belsd fiiggvényt, majd az eredményt szorozzuk a belsd
fliggvény derivaltjaval, igy

f(z) = cos(z® 4 5z + 6) - (22 + 5).
3.27. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok. Ha az f: I — J fiiggvény

szigordan monoton, folytonos az [ intervallumon, differencidlhaté az x¢ € 1
helyen és f/(xg) # 0, tovdbbd yo = f(x¢), akkor

1 r 1
R Tr= T

Bizonyitds: A differencidlhdnyados definicidjat haszndlva

(F () = lim @) =S o) _

Y—Yo Y —1Yo

FHf @) = f7H (S (20))

= lim =
f(@)—f (o) f(x) — f(zo)
lim & 0 lim !
= 1 _— = 1 —_— =
f@)—=f(zo) f(z) = f(®o)  fl@)=fxo) f(x)— f(x0)
xr — Xo
1 1

" flzo) (T w0)

Ezzel az éllitast igazoltuk. m

3.28. Megjegyzés. Az inverz fliggvény definicidja szerint az f fiiggvény in-
verze az az f~! fiiggvény, melyre f o f~!(x) = x teljesiil minden olyan z-re,
ahol a fiiggvény értelmezve van. Erre az egyenletre alkalmazhatjuk az 6sszetett
fliggvény differencidlasi szabalyét. Ekkor azt kapjuk, hogy

P @) (@) =1,

amibdl ( ft (x))/—at kifejezve éppen az el6bb bizonyitott formuldhoz jutunk.
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3.29. Tétel. A g: ] —1;1[— R, g(z) = arcsin z fuggvény derivéltja
1
/
T) = —.
9(@) = =y

Bizonyitds: A g(x) = arcsinz fiiggvény az f: [-Z;Z] — R, f(z) = sinz
fliggvény inverze, és inverzfiiggvény derivaltja

1
F @) = e
f1(f~1(x))
ezért
.y 1
arcsin t = ——— .
cos(arcsin )
Mivel
) 2 2 )
sin“x 4+ cos“z =1 = cos“x =1—sin"z,
ezért cosx = \/1 — sin® z. Ezt felhasznélva
. 1 1 1
arcsin' x =

cos(arcsinz) /1 — sin?(arcsin ) CV1-a?
amivel megkaptuk az 4llit4st. m
3.30. Tétel. A g: ] —1;1[— R, g(z) = arccos z fiiggvény derivaltja
1
/
T) = —————.
10 ==

Bizonyitds: A g(x) = arccosx fiiggvény az f: [0;71] — R, f(x) = cosz
fiiggvény inverze, és inverz fiiggvény derivaltja

1
1) = e
frf )’
ezért
, 1
arccos r=——————.
sin(arccos )
Mivel
sin® z 4+ cos’z = 1 = sin?z = 1 — cos? x,

ezért sinx = /1 — cos? z. Ezt felhaszndlva

) 1 1 1
arccos r = — = — = —

sin(arccos x) \/1 — cos?(arccos ) V1— 22

ami a bizonyitandé Osszefiiggés. m
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3.31. Tétel. A g: R — R, g(z) = arctg = fiiggvény deriviltja
1
g'(z)

T l+a?
Bizonyitds: A g(x) = arctgx fiiggvény az f: ]—g,g[ = R, f(z) = tgz
fliggvény inverze, és inverz fiiggvény derivaltja

1
@) =
f1(f1(2))
ezért
;o 1
arctg x = 1
cos?(arctg x)

A sin? z + cos? ¢ = 1 egyenlet mindkét oldalét elosztva cos® z-el, azt kapjuk,
hogy tg?x + 1 = —1—. Ezt felhasznélva

cos?2z”
o 1 1 1
aes © = 1 1 +tg2(arctgz) 1422’
cos?(arctg x)

ami a bizonyitand6 Osszefiiggés. m

3.32. Tétel. A g: R — R, g(z) = arcctg z fiiggvény derivaltja
1
! e —
Bizonyitds: A g(x) = arcctgx fiiggvény az f: |0;7[ — R, f(z) = ctgz
fliggvény inverze, és inverz fiiggvény derivaltja

1
f_l(x)/ = )
F(f1(2))
ezért
tg' x = !
arcctg * = — T
sin? (arcctg )

A sin? z + cos® 2 = 1 egyenlet mindkét oldalat elosztva sin® z-el, azt kapjuk,
hogy 1 + ctg?x = Sin12 —. Ezt felhasznélva
1 1 1

t / = — = — = — .
areete @ 1 1 + ctg?(arcctg x) 1+ 22

sin?(arcctg )
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Ezzel az éllitast igazoltuk. m

3.33. Tétel. A g: R — R, g(z) = arsh x fiiggvény deriviltja
1
/
)= ——.
7=
Bizonyitds: Mivel a g(x) = arsh z fiiggvény az f(z) = sh x figgvény inverze,
és inverz fliggvény derivéltja

1
f_l(x)/ - ’
f1(f~1(=))
ezért
arsh’ z = L
~ ch(arshz)’
Mivel
ch?z —sh®’z =1 = ch?z =1 +sh?z,
amibdl

chz = V1+sh?z.

Ezt felhasznalva
1 1 1

ch(arshz) \/1 N sh2(arsh z) V1+ 22

/
arsh’' x =

amivel az 4llitast igazoltuk. m
3.34. Tétel. A g: [1;00[— R, g(x) = arch z fiiggvény deriviltja
1
21
Bizonyitds: Mivel a g(x) = arch z fiiggvény az f(x) = chx (z > 0) fuggvény
inverze, és inverz fliggvény derivéltja

g'(x) =

1
f_l(x)/ - )
f1(f4(2))
ezért
rch’z = _
a ~ sh(archz)’
Mivel

ch?z —sh?z =1 = sh?z =ch?z —1,



3. DERIVALASI SZABALYOK 39

ezért
shz =+vch?z — 1,

amit felhasznalva

1 1 1
arch’ x = =

sh(arch x) \/chQ(arch 2)—1 VaZ—1

Ezzel igazoltuk az 4llitast. m

3.35. Tétel. Ag:]—1;1[— R, g(z) = arth x fiiggvény derivaltja

1
/ — .

Bizonyitds: Mivel a g(x) = arth z fiiggvény az f(z) = th x figgvény inverze,
és inverz fliggvény derivaltja

7@ = Sy
ezért
arth’z = 1
ch?(arth z)
A

ch?z —sh?z =1

egyenlet mindkét oldalat elosztva ch? z-el, azt kapjuk, hogy

1
1—th?z = 7—-
ch®x
Ezt felhasznélva
1 1 1
arth’z = = = ,
1 1 —th?*(artha) 1—2a2
ch?(arth z)

amivel bizonyitottuk az 4llitast. m

1
3.36. Tétel. A g: |0;00[— R, g(x) = Inz figgvény derivéltja ¢'(z) = —.
x
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Bizonyitds: Mivel a g(x) = Ilnxz fuggvény az f(z) = e” inverze, és inverz
fliggvény derivéltja

-1 ! 1
f (I) - f,(f_l(ﬂf)) )
ezért
1 1
Inz = nz — ..’
(& x

amivel igazoltuk az allitast. m

3.37. Tétel. Ha a > 0, akkor az f: |0;00[— R, f(z) = log, x fiiggvény
derivaltja

1
1) —
flw) = rxlna
Bizonyitds: Mivel
1 _Inz
Oga T = ln av

ezért az el6bbi tétel miatt

nz\" 1 1 1
1 ,: — = — 0 — =
(log, 2) (lna) Ina =z z-lnda’

amivel igazoltuk az 4llitast. m

3.38. Tétel. Legyen r raciondlis szdm. Ekkor az f: R — R, f(z) = "
fliggvény minden z valds szdm esetén differencidlhatd, tovdabbd a derivéltja
fl(z)=r- 2%

1
Bizonyitds: Legyen els6ként r = é, ahol ¢ pozitiv egész szam. Ekkor az z 9
fliggvény az z? fliggvény inverze, igy egyrészt az inverz fiiggvény derivéldsi
szabaly4t alkalmazva, mésrészt azt, hogy (29)" = q - 297, azt kapjuk, hogy

!/ _
(wr)/: (33%) S— :lx% zl'x%_lzr-x“l.

q—1

q-x 9 q q
Ha r = %, ahol p és ¢ pozitiv egész szamok, akkor f(z) = 2" a k(x) = aP

kiils6 fuggvény és ab(x) = 27 belss fiiggvény kob(x) osszetett fliggvényeként
kaphaté meg. Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlyét alkalmazva

(@) =

—_

. (xp)%*l peap ! =

p_

p_
.pa P, 1_P 1 r—1

T ==xd T =r-x
q

RNV
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Amennyiben r negativ raciondlis szdm, akkor —r mar pozitiv és a hdnyados
fliggvény derivélasi szabdlyat alkalmazva

@) = (55) -~ g g,

xr (x—r)2

Ezzel az éllitast igazoltuk. m

3.39. Megjegyzés. Ha c irraciondlis szdm, akkor minden z > 0 valds szam
esetén az f(x) = x¢ fiiggvény derivaltja f'(z) = c- x°~1, ugyanis

f(SC) — 3¢ = ec-lnz’

igy az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya alapjan minden x > 0 esetén

f/(x):ec'lnx-c-gzxc-c-—:c-xc_l.
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Wb =

10. A
11. A
12. A
13.
14.
15. A
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

23.
24.

Az f(z) =
8. Az f (z) = cos z fiiggvény derivdltja ................
z f(z) =

Ellenorzo kérdések

Az f(x) = z fiiggvény deriviltja ................

Konstans fiiggvény derivaltja ................

%)

Adjuk meg két differencidlhaté fiiggvény 0sszegének ,,derivalasi szabalyat™!

Adjuk meg két differencidlhat6 fiiggvény kiilonbségének ,.derivalasi szaba-
4l '

lyat”!
Ha f és g differencidlhat6 fiiggvények, akkor (f - g)' () = coveveeennnes

/
. Ha f és g differencidlhato fiiggvények, akkor <f> (T) = e,
g

sin x fiiggvény derivéltja ................

x) = tg x fiiggvény derivéltja ................

z f(z) = ctgx fiiggvény derivdltja ................

z f(z) = e” fiiggvény deriviltja ................

z f(x) = a” fiiggvény deriviltja ................
Az f(x) = Inx figgvény derivéltja ................
Az f(x) = log, x fuggvény deriviltja ................

z f(x) = arcsin z fiiggvény deriviltja ................

Az f(x) = arccos x fiiggvény deriviltja ................
Az f(x) = arctg x fuggvény deriviltja ................

Az f(x) = arcctg x fiiggvény derivdltja ................

Az Osszetett fliggvény ,,derivalasi szabdlya™ ................

Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor sin (f(z)) derivéltja: ................

Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor In (f(z)) derivaltja: ................

Ha f differencidlhaté fiiggvény, akkor sin x - f(x) derivéltja: ................

f(x)
e

Ha f differencidlhat6 fiiggvény, akkor —— derivdltja: ................

Ha f differencidlhat6 fiiggvény, akkor f(x) - cos x derivdltja: ................



25.

26.
27.
28.
29.
30.
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Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor (f(x )2 derivaltja: ................

(z)
Ha f differencidlhat figgvény, akkor (f(z)) derivéltja: ...............
)

Ha f differencilhat6 fiiggvény, akkor f(x?

(z?) derivdltja: ................
Ha f differencidlhat6 fiiggvény, akkor f(z°) derivéltja: ................
Ha f differencidlhat6 fiiggvény, akkor f(sin z) derivéltja: ................

Ha f, g és h differencidlhato fuggvények, akkor f(x)-g(z)-h(z) derivéltja:
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4. Magasabb rendii derivaltak

4.1. Definicié. Ha az f: I — R fliggvény differencidlhat6 az I intervallumon,
tovabbd a derivaltja differencidlhat6 az xg € I helyen, akkor azt mondjuk, hogy
f kétszer differencidlhato xy-ban. Jelolés:

(f'(z0))" = f" (o).

Ha az f: I — R fiiggvény k — 1-szer differencidlhaté az I intervallumon,
tovabba a k — 1-edrendd derivaltja differencidlhaté az xg € I helyen, akkor azt
mondjuk, hogy f k-szor differencidlhaté xo-ban. Jelolés:

(FE D (20))" = f®(zo).

4.2.Példa. Az f(x) = 2 fiiggvény derivdltja f'(x) = 322, masodik derivaltja
f"(z) = (32?)" = 6x, harmadik derivaltja f”/(x) = (6x) = 6, negyedik,
illetve minden anndl magasabb rendi derivaltja 0.

4.3. Példa. Legyen n € N tetszleges, de rogzitett. Ekkor az f(z) = 2™ fiigg-
vény n-edik derivaltja (") (z) = n! és az f fiiggvény (n + 1)-edik derivéltja
fet(z) = 0.

4.4.Példa. Az f(x) = arctg x fuggvény derivéltja

1

() —
Az f fiiggvény masodik derivaltja

—-1-2z —2x

" _ _ )
@ =30 = iy
Az f fuggvény harmadik deriviltja
-2 (14?2 +22-2-(1+2%) 22

() = 1+ 22)* -
(42 (—2-(1+27) +827)
(14 x2)4 N
6x2 — 2
T @1

4.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény végtelen sokszor
differencidlhato az xo € I helyen, ha minden pozitiv egész n szam esetén az f
fuggvény n-szer differencidlhaté az x( helyen.
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4.6. Példa. Az f(x) = e” fuggvény végtelen sokszor differencidlhato.

4.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fliiggvény folytonosan diffe-
rencidlhaté, ha f differencidlhat6 és f’ folytonos fiiggvény.

4.8. Példa. Az f(x) = sinx fiiggvény folytonosan differencidlhat6, mert dif-
ferencidlhat6 és f’(x) = cos x folytonos fiiggvény.

4.9. Tétel. Legyen n € N tetszGleges, de rogzitett. Ha az f,g: I — R fligg-
vények mindegyike n-szer differencidlhaté az xg € I helyen, akkor f + g is
n-szer differencidlhaté az x( helyen és

(f +9)"™ (o) = £ (o) + g™ (o).
Bizonyitds: Az allitas n szerinti teljes indukcidval igazolhaté. m
4.10. Példa. Tekintsiik az f(z) = 22 + sin x fiiggvényt! Ekkor
f"(z) = (z?)" + (sinz)” = (2z) + (cosx)' = 2 — sinz.

4.11. Tétel. (Leibniz—formula)
Legyen n € N tetsz6leges, de rogzitett. Haaz f,g: I — R fiiggvények minde-
gyike n-szer differencidlhat6 az xy € I helyen, akkor f - g is n-szer differenci-
alhat6 az x¢ helyen és
n
n _
(f-9) (@) =y @ f©(o) - g"* (o).

k=0

Bizonyitds: Az allitas n szerinti teljes indukcidval igazolhatd a binomidlis tétel
bizonyitasahoz hasonlé médon. m

4.12. Példa. Legyen f(z) = % - sin z. Ekkor

(@) = ((2)) .22 (sinz)’ + G) () - (sing) + @) (@) sing =

=2 (cosx) +2-2x-cosz+ (2z) -sinx =

=22 (—sinz)+2-2z-cosx +2-sinx =

= —2°.sinzx+4-2-cosxz+2-sinzx.

4.13. Definicio. Legyen n € N tetsz0leges, de rogzitett, tovabbad xg torlodasi
pontja az I intervallumnak. Azt mondjuk, hogy f az xg helyen n-edrenben

kicsi, ha
lim 7]0(3;)

=0.
a—zo (x — 20)"
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4.14. Tétel. Legyen n € N tetszdleges, de rogzitett, zo € I. Tegyiik fel, hogy
az f fiiggvény n — 1-szer differencidlhaté az zy valamely kornyezetében és n-
szer differencialhaté az xo helyen, tovabba f(™ (zo) = 0. Ekkor az f fiiggvény
n-edrenben kicsi.
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Ellenorzo kérdések

Mikor mondjuk azt, hogy az f: I — R fiiggvény kétszer differencialhat6?

Ha f és g kétszer differencidlhat6 fiiggvények, akkor (f(z) + g(z))” =

10. Ha f és g hdromszor differencidlhaté fiiggvények, akkor (f(z)+ g(m))m =

11. Ha f és g kétszer differencidlhaté fiiggvények, akkor (f(z) - g(:v))” =

"

12. Ha f és g haromszor differencidlhaté fiiggvények, akkor ( fx)- g(m)) =
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5. Erint6 és normalis egyenes egyenlete, érintési paraméterek

5.1. Definicio. Ha az f: I — R fiiggvény differencialhaté az xo € I helyen,
akkor az xg-beli érinté egyenesén vagy érintéjén az

e(z) = f(zo) + f'(20) - (v — o)
figgvényt értjiik.
5.2. Megjegyzés. Az elobbi fiiggvényt
e(x) = f'(zo) = + f(z0) — f'(20) - 20

alakban irva lathatd, hogy az érintd egy elséfoku fiiggvény (egyenes), melynek
meredeksége f’(z), ami 6sszhangban van az els6 fejezetben leirtakkal.

5.3. Definici6. Tekintsiik az f: I — R differencidlhat6 fuiggvényt, és az xg € 1
pontot. Az (9:0, f (:1:0)) ponton 4thaladd, az ¢ helyhez tartoz6 érint6 egyenesre
merdleges egyenest normdlis egyenesnek nevezziik.

5.4. Tétel. A normadlis egyenes meredeksége —%.

Bizonyitds: Mivel egymdsra mer6leges egyenesek meredekségeinek szorzata
—1 és az érints egyenes meredeksége f'(x¢), ezért, ha m. jeloli az érintd, m,,

a normalis egyenes meredekségét, akkor m. - m,, = —1, amibdl
1 1
m =h—— = — s
" Me f/ (1‘0)

ami éppen a bizonyitandé 4llitas. m

5.5. Kovetkezmény. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhat6 az xy € [
helyen, akkor az zy-beli normaélis egyenesének egyenlete
1
= f(x0) — —— - (x — x0).

y = f(o) e ( 0)
5.6. Példa. Tekintsiik az f(z) = 22 fiiggvényt! Tovdbba legyen zg = 2.
Ekkor f(zo) = 4, f'(z) = 2z, f"(x) = 2,1igy f'(zo) = 4 és f"(xg) = 2. Ezt
felhasznélva az f fiiggvény (wo, f (:1:0)) pontjara illeszkedo érintd egyenesének
egyenlete

y = f(zo) + f'(x0) - (x — o) = y=4+4(r-2),
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azaz y = 4x — 4. A normdlis egyenes egyenlete
1 1

y:f(xo)—m'(x—xo) = 3/24—1'(96—2),
1 1
azazy:—zx—i-a

5.7. Definicié. Az f: I — R fiiggvény x¢ € I helyhez tartoz6

e tangens szakasza a fiiggvényhez hiizott érintdének és az r-tengelynek
a metszéspontjatdl az érintési pontig terjedd szakasza;

o szubtangense az xg-hoz tartozé tangens szakasznak az x-tengelyre esd
merdSleges vetiilete;

e normdlis szakasza a fliggvényhez hizott normalis egyenesnek és az x-
tengelynek a metszéspontjatol az (:Uo, f (aco)) pontig terjedd szakasza;

e szubnormdlisa az xy-hoz tartozé normadlis szakasznak az z-tengelyre
eso vetiilete.

A tangens szakasz, normdlis szakasz, szubtangens és szubnormalis jelolése ren-
dre: T, N, St,Sn.

A 0 AN

5.8. Tétel. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen xp € 1. Az f fiiggvény
xp-beli szubtangens szakaszanak hossza

| f(=o)
o1 = ‘ '(20)

f

Bizonyitds:
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8
o
= o=+

Az M PN haromszog hasonlé az S RM hiromszoghoz, igy teljesiil az
SR MP
MR PN

egyenlOség. Ebbdl S R-et kifejezve

spo MP-MR _ (@ —a0)- [(e0) _ J(ao)

RV f@) = flwg) — [@—flo)”
r—x0
Vegyiik az © — x( hatdrdtmenetet. Ekkor a szubtangens hossza
f (o)
St = .
! ‘ (o)

Ezzel igazoltuk a kivant sszefiiggést. m

5.9. Tétel. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen xy € I. Az f fiiggvény
xp-beli tangens szakaszdnak hossza

1+ (f/(xo))z
f'(z0) '

T = |f(zo) -

Bizonyitds: Az 5.7 definiciéban szerepl$ abrat és annak jeloléseit tekintve a
Pitagorasz-tétel szerint

S2+ (f(20))* = T2
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P

Az el6z6 tétel eredményét felhaszndlva

f(-TUo) 2 2 2
(f’(%)) +fleo)" =T

Kiemelve ( f (azo)) 2—et, majd k6zos nevezdre hozva, végiil gyokot vonva

(f($0))2 : ((f’(io))Q + 1) = T2
(Fa0))*- <1+<f<>>> e

adddik, amivel igazoltuk az 4llitast. m

5.10. Tétel. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen xo € I. Az f fiigg-
vény xo-beli szubnormdlis szakaszdnak hossza

SN = | f(xo) - f'(x0)| -

Bizonyitds: Az 5.7 definiciéban szerepld 4brét és annak jeloléseit tekintve,
felirva a magassagtételt azt kapjuk, hogy

|f(zo)| = v/ ST - SN

Felhasznalva, hogy

| fl=o)
s =| |
majd dtrendezve az egyenletet
2 _ f(@o)
(Fla))” = f' (o)

| f(zo) - f'(w0)| = S

adddik, ami a bizonyitand6 Osszefiiggés. m

5.11. Tétel. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen xo € I. Az f fiigg-
vény xo-beli normalis szakaszanak hossza

N = |0y 1+ (7).
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Bizonyitds: Az 5.7 definiciéban szerepld abrat és annak jeloléseit tekintve a
Pitagorasz tételt felirva

S + (f(z0)?) = N~

Felhaszndlva, hogy
Sy = | f (o) - f'(wo)

)

azt kapjuk, hogy

Kiemelve f(xq)2-et
2 2
(@0))” - (f'(w0)* +1) = N2
adddik. Gyokot vonva mindkét oldalbdl az igazoland6 dsszefiiggést kapjuk. m

5.12. Definici6. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény, xo € I.
Ekkor az f fiiggvény xq-beli gorbiilete

el
(1+ (#1(20))*)*

Az x — g(x) fuggvényt gorbiilet fiiggvénynek is nevezzik.

g(wo) =

5.13. Megjegyzés. Az y = f(x) alakban megadott fiiggvény gorbiilete
ly
(1+(¥)?)

5.14. Megjegyzés. A gorbiilet egy fiiggvény grafikonjanak az egyenestdl vald
eltérésének mértékét adja meg.

//‘

g:

Njw

5.15. Példa. Egyenes gorbiilete nulla (az egyenes barmely pontjdban).
Tekintsiik az f(x) = max + b egyenest, ahol m és b valés szamok. Ekkor
f'(x) = m, f’(z) = 0, igy a gorbiilet szdmlél6jdban szerepld mennyiség
nulla, tehdt a gorbiilet nulla.

5.16. Példa. Kor gorbiilete a kor sugardnak reciproka (a kor barmely pontja-
ban).
Tekintsiik az f(z) = v/r? — x2 fiiggvényt, ahol r > 0. Ekkor

fl(z) =

—x

V2 — g2’

(2?75 (~22) =

N
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masrészt
1 1
() = —1-(r* =zt -5 (rP—a?) "% (—22) B
z) = 72 _ 42 =
2
B A e A it B
72 — 12 (r2 — 223 (r2 xQ)% '
A gorbiilet nagysdga
( ) |f”(l’0)| _TQ TQ _:EQ % 1
X = = . =
giro § (r2 — xz)% r2 r

(1+ (£(0))*)*

5.17. Megjegyzés. Az el6bbi példaban latott alakzatok (az egyenes és a kor)
ugynevezett konstans gorbiiletli alakzatok, azaz értelmezési tartomanyuk min-
den pontjdban ugyanannyi a gorbiiletiik. Ez azonban egy 4ltaldnosan megadott
fliggvény esetében nem mindig van igy. A kovetkezd példaban a parabola gor-
biiletét adjuk meg.

5.18. Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 22 fiiggvényt! Az f fiiggvény
derivéltja f'(x) = 2z, masodik derivdltja f”(x) = 2. A gorbiilet fiiggvény
2

9(x) = NEETTE

Az is lathatd, hogy ez az érték akkor a legnagyobb, ha a nevezd a legkisebb,
azaz ha x = 0. Ekkor ¢g(0) = 0. Konnyen ldthat6 az is, hogy
lim g(x)=0 lim g(x) = 0.
Tr——00 T—00

A kapott eredmény 0sszhangban azzal, ami a fiiggvény grafikonjabdl, azaz a
parabola alakjabol is jol érzékelhetd.

5.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — Rés g: I — R legaldbb n-szer
differencidlhato6 fiiggvények legaldbb n-edrendben érintik egymdst, ha

f(zo0) = g(z0)
f'(x0) = ¢ (o)
f"(@0) = " (x0)

£ (20) = g™ (9).
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5.20. Definicié. Az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény z¢ € I-beli
simulokorén azt a kort értjilk, mely legaldbb masodrendben érinti a fliggvényt
az zo-ban, azaz ha y = g(x) az o széban forgé kornyezetében a simulokor,
akkor f(z0) = g(a0), f'(w0) = g'(x0), ["(x0) = g"(0), azaz az o helyen
az f és g fiiggvények értékei megegyeznek, az zy helyen kozos az érintdjiik,
tovabba az xg-beli gorbiiletiik is egyenld.

5.21. Megjegyzés. Meg kell jegyezniink, hogy természetesen egy kor nem
irhat6 le R — R tipusu fiiggvényként, azonban ez nekiink nem is sziikséges,
hiszen elegendd, ha az x( pont egy kornyezetében le tudjuk irni fiiggvénnyel a
simul6kor egy darabjat, amit viszont meg tudunk tenni.

5.22. Tétel. A simulékor egyenlete

(x—u)?+(y—v)? =17

ahol a kor kozéppontjanak koordinatai

1+ (f’(ﬂco))2

1+ (f'(20))”
f”($0) ’

) U= f(.’Eo) + f//($0)

u=m— f'(x0) -

tovabb4a, ahogyan azt mar kordbban lattuk, a sugér a gorbiilet reciproka

3

. <1+ (f’(ilfo))Q)E

9 [f" (o)

Bizonyitds: Tekintsiik az
(x—u)? + (y—v)?=r?

dltaldnos koregyenletet. Az y-t x fiiggvényeként tekintsiik y = g(z) alakban az
xo pont egy kdrnyezetében. Az igy kapott egyenlet mindkét oldalat derivaljuk
x szerint, majd a kapott egyenlet mindkét oldalat ismét derivaljuk x szerint:

(x —u)* + (g(z) — v)2 7
2-(m—u)+2-(g(x)—v)~g'(x) 0
242 (¢(@)* +2- (9(x) —v) - ¢ (x) = 0.
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Az utolsé két egyenletet kettvel osztva, majd kihaszndlva a masodrendd illesz-
kedés feltételeit az aldbbi egyenletrendszerhez jutunk:

(zo — u)?* + (f(w0) — U)2 =r?
(zo —u) + (f(z0) —v) - f'(x0) =0
1+ (f(20))” + (f(z0) —v) - f"(w0) = 0.

A harmadik egyenletbdl v-t kifejezve

2
14 (f'(x0))
v= f(zo) + —7——
fl@o) [ (o)
adddik. Ezt a mdsodik egyenletbe behelyettesitve
2
1+ (fl(xo))
p— —_— / - —_—
=0 = fleo) =iy
Az u-t és v-t az els6 egyenletbe visszahelyettesitve
3
(14 (/'@0)*)*
T =
f//(xo)

Ezzel az éllitast igazoltuk. m

5.23. Példa. Tekintsiik az f(x) = % fiiggvényt és legyen xg = 1. Ekkor

1 2
/ - " _
fay=-= @)=
Ezt felhasznalva

fl@o)=1  flwo)=-1  f"(x) =2

A simulékor kozéppontjanak elsé koordinatdja

R (f’(mo))2 I+1

u =z — f'(z0) = uzl—l—l-T:Q,

f"(xo)
madsodik koordinétdja
1+ (f(0))? 141
U:f(afo)—i—M = v:1+iz2.

f”(.%'()) 2
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A simul6kor kozéppontja tehat K = (2;2). A simuldkor sugara

(1+ (F@0)?)’ (14 1)t
r= a0 = r=——— = V2.

A simulékor egyenlete tehat
(x =22+ (y—2)° =2

5

5.24. Megjegyzés. Gorbe vonald mozgasnal a gyorsulds felbonthaté érintd ira-
nyu (tangenciélis) gyorsuldsra (a;), és arra merSleges, ugynevezett centripetalis
gyorsuldsra (ap), melyek nagysdga a kovetkezSképp szdmolhato:

dv )
ay = 7 (a sebességnagysag valtozasabol szarmazik ),
02
aep = — = w? - 1 (a sebességirdny viltozdsabol szarmazik),
r

ahol v a sebesség nagysdgit, w a szogsebességet, r a simuldkor sugarat jeloli.
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Ellenorzo kérdések

. Az f: I — R fuggvény x¢-beli érintd egyenesének egyenlete ..........
. Az f: I — R fuggvény xp-beli érintd egyenesének meredeksége ..........
. Az f: I — R figgvény x(-beli normalis egyenesének egyenlete ..........

. Az f: I — R fiiggvény xg-beli normadlis egyenesének meredeksége ..........

S O

Haaz f: I — R fuggvény xo-beli derivaltja zérus, akkor az xg-beli érintd
egyenesének egyenlete ..........

6. Az f(x) = z? fiiggvény érint§ egyenesének egyenlete az xo = 0 helyen

9. Ugyanazon helyhez tartozé érint egyenes és normadlis egyenes ..........
10. A simulékor kozéppontja a .......... egyenesre illeszkedik.

11. Az f(z) = 4x + 2 fiiggvény gorbiilete ..........

12. Az r sugard kor gorbiilete ..........

13. Az 2% + y? = 81 egyenletii kor gorbiilete ..........

14. Az 2% + 42 + y? — 6y = 12 egyenlet(i kor gorbiilete ..........
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6. A differencialszamitas kozépértéktételei

6.1. Tétel. (lokalis sz€lsdérték 1étezésének sziikséges feltétele)

Ha f: ]a; b|— R differencialhat6 fiiggvény és f-nek az zp €]a; b] helyen lokalis
sz€lsGértéke van, akkor f/(xo) = 0. Ilyenkor az x szdmot staciondrius hely-
nek, az (zo; f(zo)) pontot staciondrius pontak nevezziik.

Bizonyitas: Tegyiik fol, hogy f-nek az xg helyen lokélis maximuma van.
Ekkor 1étezik olyan r pozitiv valds szam, hogy f(z) < f(zo) teljesiil min-
den z €|z — r; 20 + 7| esetén. Szamoljuk ki az f fiiggvény z- beli bal oldali
és jobb oldali derivaltjat.
A bal oldali derivalt
T—To— Tr — X0
Mivel z — zo—, ezért & < x, igy © — xo < 0. Mdsrészt f(x) < f(zo) miatt
f(x) — f(zo) < 0. Tehdt f’ (x¢) > 0.
A jobb oldali derivalt
S f@) — f)

fi(wo) = lim ==~
Mivel x — xo+, ezért & > wg, igy © — 29 > 0. Mdsrészt f(x) < f(xo) miatt
tovdbbra is f(x) — f(zo) < 0. Tehdt f! (z0) <O.
Mivel f differencidlhatd, igy f’ (o) = f/ (z0), ami csak gy lehetséges, ha
f'(@o) = 0.
Hasonldan igazolhaté a tétel allitdsa abban az esetben is, ha f-nek x(-ban
lok4lis minimuma van. m

6.2. Példa. Tekintsiik az f(x) = 22 fliggvényt. Ennek az 2o = 0 helyen lokdlis
sz€lsGértéke (lokdlis minimuma van). Az f fiiggvény derivaltja f'(z) = 2z, igy

”

f/(0) = 0, aminek teljesiilnie kellett az el6z3 tétel miatt.
6.3. Megjegyzés. A 6.1 tétel megforditidsa nem igaz, ugyanis példaul tekintsiik
az f(x) = 23 fiiggvényt. Ekkor

fll)=38* = fl(z0) =0,
ugyanakkor az f fiiggvénynek az x¢ = 0 helyen nincs lokalis sz€lsGértéke.
6.4. Tétel. (Rolle-féle kozépértéktétel)

Ha f: [a;b] — R az [a; b]-on folytonos, az |a; b[-on differencidlhaté fiiggvény,
tovabba f(a) = f(b), akkor van olyan ¢ €]a; b[, hogy f'(c) = 0.
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Bizonyitds: Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a szélséértékeit,
mégpedig vagy belsd pontban, vagy valamelyik végpontban. Ha a minimum
hely vagy a maximum hely bels6 pontban van, akkor az el6z6 tétel miatt ezen a
helyen a derivalt nulla. Ha a minimum és a maximum az intervallum végpont-
jaban van, akkor f(a) = f(b) miatt f konstans, igy a derivéltja nulla. m

6.5. Megjegyzés. A Rolle—tétel geometriai tartalma: ha az f: [a;b] — R fiigg-
vény folytonos és az ]a; b[-ra val6 lesziikitése differencidlhatd, tovabba a fiigg-
vényértékek az intervallum kezdd- és végpontjdban megegyeznek, akkor az
Ja; b] intervallumnak van olyan ¢ pontja, hogy a (c; f(c)) pontba hizott érint8
egyenes parhuzamos az x—tengellyel (azaz a meredeksége nulla).

6.6. Példa. Az f(z) = I—; — 3z fiiggvény a [—3; 3] intervallum minden pont-
jaban folytonos és | — 3; 3[ minden pontjdban differencidlhaté. Mivel

f(=3)=713) =0,
ezért a Rolle-tétel értelmében f’-nek az a = —3 és b = 3 dltal hatdrolt nyilt
intervallumon legal4bb egyszer nulldnak kell lennie. Valéjaban f'(z) = 22 — 3
kétszer is nulla ezen az intervallumon, egyszer az © = —+/3, masodszor pedig
az x = /3 helyen.

NS = Y Y

6.7. Példa. Az 23 +3x+1 = 0 egyenletnek pontosan egy valés megolddsa van.
Legyen ugyanis f(z) = 23 + 3z + 1. Az f'(x) = 322 + 3 derivdlt sehol nem
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nulla (mert mindeniitt pozitiv). Ha léteznének olyan a és b kiilonb6zd valds
szdmok, hogy f(a) = 0és f(b) = 0, akkor a Rolle-tétel garantdlnd egy olyan
a és b kozé esd c pont létezését, amelyre f’(c) = 0. Igy tehat f -nek nem lehet
egynél tobb zérushelye. Egy zérushelye azonban biztosan van, mert a Bolzano-
tétel szerint az f fliggvény grafikonja az x = —1 (ahol y = —3) ésazx = 0
(ahol y = 1) kozott valahol metszi az x-tengelyt.

6.8. Tétel. (Cauchy-féle kozépértéktétel)
Ha f, g: [a;b] — R az [a; b]-on folytonos, az |a; b[-on differencilhat6 figgvé-
nyek, tovabbd minden = €]a;b[ esetén ¢'(x) # 0, akkor van olyan ¢ €]a;b],

melyre
f(b) ~ fla) _ f1(e)
g9(b) —g(a)  g'(c)
Bizonyitds: Ha g(a) = g(b) teljesiilne, akkor a Rolle-tétel miatt ¢ az ]a; b| in-
tervallum valamelyik pontjdban nulla lenne, ami a feltételeink miatt nem lehet-
séges. Igy beszélhetiink az J; EZ;:; ((Z“)) hényadosrol.
Legyen A € R, és tekintsiik a

p:la,b] = R o(t) = f(t) = A-g(t)

fliggvényt. Legyen

f(b) — f(a)
A= 90— gla
Ekkor
f(b) — f(a)
p(b) = f(b) = A-g(b) = f(b) () 9(a) g(b) =
_ f() - g(b) — f(b) - g(a) — f(b) - g(b) + f(a) -g(b) _
9(b) — g(a)
_ fla)-g(b) — f(b) - g(a)
9(b) — g(a) ’
masrészt
f(b) — f(a)
pla) = (0) = - g(a) = fla) = i ola) =
(0) - g(a) + f(a) - g(a)
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igy p(a) = ¢(b). Mdsrészt ¢ folytonos [a; b]-n és differencidlhaté |a; b[-n, igy
a Rolle-tétel szerint van olyan ¢ €|a; b[ szdm, melyre ¢'(¢) = 0. Ugyanakkor

@'t)=f't)=A-g't),

ehdt 1)~ 1(a)
o) —g@?

Az egyenletet dtrendezve a bizonyitandé Osszefiiggést kapjuk. m

0=f(c) = A-gc) = f(c) -

6.9. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Ha f: [a;b] — R az [a; b]-n folytonos, az |a; b] intervallumon differencidlhaté
fiiggvény, akkor van olyan ¢ €]a; b[, melyre

FO) = 1) _

b—a
Bizonyitds: Alkalmazzuk az el6z4 tételt a g(x) = x fiiggvényre.

7~ 7z
.

4
3
2

Ezzel az 4llitast igazoltuk. m

6.10. Megjegyzés. A Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai tartalma: ha az
f:[a;b] — R fiiggvény folytonos és az |a;b| intervallumra valé lesziikitése
differencidlhatd, akkor az |a; b[ intervallumnak van olyan ¢ pontja, amelyre tel-
jesiil, hogy a (c; f(c)) pontba hizott érint§ egyenes parhuzamos az (a; f(a))
és (b, f(b)) pontokat dsszekts szakasszal.

6.11. Példa. Az f(z) = x? fiiggvény folytonos minden 0 < z < 2 esetén, és
differenciédlhat6é, amennyiben 0 < z < 2. Mivel

fO)=0>=0 é f(2)=2%=4,
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ezért a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint a |0; 2] intervallum valamilyen ¢
pontjdban az f’ fiiggvénynek fel kell vennie a

4-0

2-0
értéket. Ebben az esetben a ¢ pontot a 2¢c = 2 egyenlet megolddsdval meg

tudjuk hatdrozni, amire ¢ = 1 adddik.
4

=2

3.5
3
2.5
2
1.5
1
0.5
0

0 ﬁ.s 1 15 2 25 3 35 4

A ¢ =1 az a pont, amelyben a gérbéhez huzott érintd parhuzamos a szeldvel.

6.12. Megjegyzés. Ha az ! (b) ( ) szdmot f atlagos megvaltozasként (atlagos
véltozési gyorsasagként) ertelmezzuk az [a; b] intervallumon, f’(c)-t pedig a c-
beli pillanatnyi valtozasi gyorsasdgként, akkor a kozépértéktétel azt mondja ki,
hogy tetsz6leges intervallum esetén lennie kell egy belsé pontnak, amelyben a
pillanatnyi véltozasi gyorsasag egyenld a teljes intervallumon vett dtlagos val-
tozdsi gyorsasaggal.

6.13. Példa. A 6.12 megjegyzésben leirtaknak megfelelen a 6.11 példaban
megfogalmazott feladat péld4ul az aldbbi ,,fizikai” kdntdsbe is bujtathato.
Legyen s(t) = t? egy egyenes palydn mozgé gépkocsi hely—idé fiiggvénye a
[0; 2] intervallumon. Ekkor az dtlagsebessége 4 [%] Megmutathatd, hogy a
vizsgdlt idGintervallumban van olyan id6pillanat, amikor gépkocsi sebesség-
mérgje pontosan 4 [—]—ot mutat. Ez az idGpillanat az 1[s]. (Ldsd a 6.11
példafeladat megolddsat.)

6.14. Kovetkezmény. (Csak a konstans fliggvények derivaltja nulla.)
Ha az |a; b[ nyilt intervallum minden « pontjaban f’(z) = 0, akkor van olyan ¢
val6s szdm, hogy f(z) = ¢ minden z €|a; b| esetén.

Bizonyitds: Azt, hogy f konstans az |a; b intervallumon, gy mutatjuk meg,
hogy belatjuk, hogy az ]a; b[ intervallum tetszGleges 1 és x2 pontjai esetén
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f(x1) = f(ze2). Az dltaldnossag sérelme nélkiil feltehetjiik, hogy =1 < xs.
Ekkor az [x1; 2] intervallumon f kielégiti a Lagrange-féle kozépértéktétel fel-
tételeit, ugyanis f az [x1; x2] minden pontjdban folytonos, tovébba f differen-
cidlhat6 az |x1; xo[ intervallumon, ezért 1étezik ¢ €]x1; zo[ gy, hogy
f(@2) — f(a
() = J1) _ o)

T2 — I

Mivel az ]a; b[ intervallumon f” mindeniitt nulla, ezért

flw2) = flan)

T2 — I

=0,

amibdl f(xz1) = f(x2) kovetkezik, amivel igazoltuk az allitdst. m

6.15. Kovetkezmény. Azok a fiiggvények, amelyeknek a derivaltja megegye-
zik, csak egy konstansban térnek el egymastdl. Pontosabban, ha az |a; b[ nyilt
intervallum barmely 2 pontjaban f'(z) = ¢'(x), akkor 1étezik olyan ¢ valds
szam, hogy f(x) = g(z) + c minden z €]a; b| esetén.

Bizonyitds: Barmely x €]a;b[ esetén a h = f — g fiiggvény derivaltja
W(x) = (f(x) = g(x)) = f'(x) = g'(x) = 0.

Az el6bbi kovetkezmény szerint van olyan ¢ valds szdm, hogy az |a; b| interval-
lum minden x elemére h(z) = c. Tehét f(x)—g(z) = c az |a; b intervallumon,
amit dtrendezve f(z) = g(z) + ¢ ad6dik, ami a bizonyitandé allitds. m

6.16. Tétel. (Darboux-féle kozépértéktétel)
Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Ekkor az f’ derivaltfiiggvény
Darboux-tulajdonsdgu, azaz barmely a,b € I, a < b esetén ha

flla) <v< f/(b) (vagy f'(b) <v < [f'(a)),
akkor létezik olyan u €]a; b[, melyre f/(u) = v.

Bizonyitds: Legyen [a;b] C I. Tegyiik fel, hogy f/(a) < v < f'(b). Tekintsiik
a
G IoR, g(@)=f(x)—v s
fiiggvényt! Nyilvan g folytonos [a; b]-n, ezért a Weierstrass-tétel szerint a g-
nek van minimuma és van maximuma is az [a; b] intervallumon. Megmutatjuk,
hogy g-nek sem a-ban, sem b-ben nincs minimuma. Ha ¢'(z) = f/(z) — v és
d'(a) = f'(a) — v <0, ezért g az a helyen szigordan monoton csokkend;

g'(b) = f'(b) — v > 0, ezért g a b helyen szigoriian monoton névekvé.
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Ez azt jelenti, hogy g-nek az [a;b] intervallum belsejében van a minimuma,
azaz 1étezik olyan u €]a; b, hogy g-nek u-ban lokdlis szélsGértéke van. Ekkor
a lokalis szélséérték 1étezésének sziikséges feltétele miatt (lasd: 6.1)

g (u) = f'(u) —v =0, azaz f'(u) = v,

ami éppen a bizonyitand6 allitast adja. m
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Ellenorzo kérdések

. Haaz f: R — R differencidlhaté fiiggvénynek az z helyen lokalis szél-
sGértéke van, akkor ...............

. A Rolle-féle kozépértéktétel szerint, amennyiben az f: [a;b] — R fiigg-

vényre teljesiil, hogy f(a)............... f(b), akkor az [a; b] intervallumnak van
olyan ............... pontja, amelybe hizott érintGje ............... az z-tengellyel,

azaz a derivaltja az emlitett helyen ...............

. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint az f: [a; b] — R fiiggvény értelme-
z¢€si tartomanyanak van olyan belsd pontja, amelybe huzott érint6 ...............

. A lokdlis sz€ls6érték 1étezésének sziikséges feltétele: ...............

5. Adjunk meg olyan differencilhaté fiiggvényt, melyre f’(xg) = 0, azonban

f-nek az x( helyen nincs lokalis széls6értéke!

. Ha f és g olyan differencidlhaté fiiggvények, hogy f'(z) = ¢'(x), akkor
ebbdl kovetkezik-e, hogy f(x) = g(x)?
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7. L’Hospital-szabaly

7.1. Tétel. (L’Hospital-szabaly)
Legyen —oo < a < b < oo, f,g: Ja;b]— R, éslegyen a < xy < b. Ha f
és g differencidlhato fiiggvények az |a; b[\{z(} halmazon és ¢’(z) # 0 minden
x €]a; b[-re, tovabba

lim f(z)= lim g(z) =0 vagy lim f(z)= lim g(z) = oo,

T—TQ T—TQ Tr—T0 T—TQ

tovabba létezik a lim £ :g; véges vagy végtelen hatarérték, akkor 1étezik a

T—T0
lim % hatarérték is és
T—T0

lim @ = lim (@)
a=w g(x)  a—wo g'(x)

. o 0 . X
Bizonyitds: Csak a,,;;” esetet bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy x jobbrdl tart xy-hoz. Ekkor ¢'(x) # 0, és az [x; x] zért in-
tervallumra alkalmazhatjuk a Cauchy-féle kozépértéktételt. Ekkor 1étezik olyan
¢ €]zo; x| valds szam, hogy

o) _ fla

gl)  glx)

~—

Amikor x — o+, akkor c is tart xg-hoz, mivel c az zg és az x kozott helyez-
kedik el. Ezért

@) fO o f@)

z—zo+ g(x vy g’(c) T aSmot g’(x) ’

Hasonléan bizonyithaté az x — xg— esetis. m
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7.2. Megjegyzés. Az elGbbi bizonyitds a differencidlhdnyados definicidjanak
felhasznéldsdval is elvégezhetd:

Fla) o f@) - f)  w-m
v gl@) avm w-zo g(x) — glz0)
_ i L@ S0y f@)

z—zo g(x) — g(xo) z—ro g(x)

7.3. Megjegyzés. A tétel allitasa akkor is érvényben marad ha

233, 7(@) = Jip, olw) = —oo
vagy
lim f(z) =—0c0és lim g(x) =00
T—To T—rx0
vagy
xlggo f(z) =00 és Ilggo g(x) = —o0.

7.4. Példa. Tekintsiik a lir% % hatarértéket. A szamlalé hatdrértéke
T—

lim (1 —cosz)=1—-cos0=1-1=0,
z—0

a nevezd hatarértéke

lim (z 4+ 2%) =0+ 0% =0,
z—0
igy mind a szdmlalé, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhaté a L’Hos-
pital-szabaly, azaz az eredeti tort hatarértéke megegyezik a szamlal6 derivaltja-
boél és a nevezd derivaltjabol képzett tort hatarértékével, azaz
1—cosx . (1 —cosz) . sin x 0

lim ———~ = lim ———_~ = lim -
a=0 x+22 220 (v+22) a—0 1422 1

7.5. Megjegyzés. Szamoljuk ki a

. T +sinx
lim ——

T—00 T + COS T
hatarértéket!
A hatarérték ,,%” alaku ugyan, azonban a szamlal6 derivaltja 14-cos x, a nevezd
derivaltja 1 — sin x, amely fliiggvényeknek nem létezik a hatarértéke a végtelen-
ben, igy nem alkalmazhat6 a L’Hospital-szabaly. Fontos megjegyezniink tehat,
hogy a L’Hospital-szabdly alkalmazasdhoz nem elegendd az, hogy a szamlalo
és nevezd hatarértéke egyarant végtelen vagy 0, annak is teljesiilni kell, hogy
létezzen a szamlalo és nevezd derivaltjanak hatarértéke.
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A L’Hospital-szabély ,,%” vagy ,,>" alaku hatdrérték meghatdrozdsdra hasznal-
hat6, azonban megfeleld helyettesitéssel més alaku fiiggvények hatéarértéke is

kiszdmolhat6 a segitségével.

7.6. Megjegyzés. Ha a hatarérték ,,0 - 0o alaki, azaz ha f és g olyan fiiggvé-
nyek, hogy lim f(x) = 0és lim g(x) = +oo, akkor az egyik lehetGségiink,
T—T0 Tr—TQ

hogy

lim f(z)-g(x) = lim @,
T—T0 T—T) ——
9(x)
ami mdr J alakd, ugyanis lim f(z) = 0 és mivel lim g(z) = oo, ezért
T—T0 T—T0
lim -1 = 0. A miésik lehet8ség, hogy
z—azo 9(T)
lim f(z)-g(x) = lim @,
T—T0 T—T0) ———
f(@)
ami mdr 3 alakd, ugyanis lim g(z) = oo és mivel lim f(z) = 0, ezért
T—T0 T—T0
. 1 —
xlingo @ +o0.

7.7. Példa. Tekintsiik a lim z - e® hatarértéket! Ekkor

T——00

lim z=—00 és lim e =0.
Tr——00 r——00

A hatdrérték tehdt 0 - (—oo) alaki. Az elGbbi megjegyzésben leirtakat fel-

hasznalva
. . x . 1
lim z-¢*= lim — = lim =0
T——00 r——oco e~ T r—>—o00 —e~ ¥

7.8. Megjegyzés. Ha a hatarérték 00 alaki, azaz ha f és ¢ olyan fiiggvények,
hogy lim f(x) =06s lim g(x) =0, akkor a
r—To T—x0
lim f(z)9@®
T—T0

hatarérték tgy szdmolhatd, hogy elvégezziik a

lim f(z)9®) = lim o F@9@) ) o9(@)In f(2)
T=T0 T—x0 T

atalakitdst és ekkor mdr li_>m g(z)-In f(z) egy 0-(—o0) alaki hatdrérték, amire
T—T0

mdr alkalmazhat6 a 7.6 megjegyzésben leirt eljaras.
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7.9. Példa. Tekintsiik a lir% x” hatarértéket. Mivel
xr—r

zlnz
7

. . T .
lim 2% = lim ™% = lim e

z—0 z—0 z—0
ezért kiszamolva a

Iim z-lnx

r—0+
hatarértéket
. . Inz . 1 .
Iim z-lnz= lim —— = lim = Iim —x=0
x—0+ x—0+ o x—0+ -2 z—0+

adédik, igy a keresett hatarérték e = 1.

7.10. Példa. Tekintsiik a lim z%™% hatérértéket. Mivel

x—0
. : . sin x . 2
lim 5% — lim elnx — lim esmxlnx,
z—0 r—0 x—0
kiszamolva a
lim sinz-Inz
z—0+
hatarértéket
. . . Inz . 1
lim sinzxlnz = lim ———— = lim — =
z—0+ z—0+ - z—0+ —sin~“x-cosx
L2 24i .
~ lim —sinz . —2sinxcosxr

im -
rz—0+ x-cosx =0+ —x-SINT + COST
igy a keresett hatdrérték e = 1

7.11. Megjegyzés. Ha a hatarérték ,,0o — 0o” alaki, azaz ha f és g olyan fligg-
vények, hogy lim f(z) =00 és lim g(z) = —oo, akkor a
T—T0 T—x0

x)—g(x)) - (J(z)+g(T
b (f(2) — g(a)) = fim L@ Z9@) - (F@) +9(@)
T—x0 T—x0 f(.’E) -l-g(x)
ahol a nevezd hatarértéke végtelen. Ha a szamldlénak van hatarértéke és az

véges, akkor a tort hatdrértéke 0. Ha a szdmlalo hatarértéke végtelen, akkor
alkalmazhat6 a L’ Hospital-szabaly.
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7.12. Példa. Tekintsiik a lim (x — Inz) hatarértéket.
Tr—00
Az el6z6 megjegyzésben leirtakat alkalmazva

—Inz)- ] 2 _In?
lim (z —lnx) = lim (z=Inz)- (@ +1nz) = lim —— %
T—00 r—00 x+Inx z—oo x4+ Inz

Mivel a L’Hospital-szabdlyt alkalmazva egyrészt

x2 . 2z

im ——— im T = 00,
z—oo x + Inx gcaool_{_E

masrészt felhaszndlva, hogy

lim ™ — i f o
T—00 I T—00 I
azt kapjuk, hogy
In2 2lng -+
I3 EAE S

z—oo x + Inx Z—00 1_|_%
igy mll)nolo(x —Inzx) = oc.

Nézziik még egy tovabbi példat a L’Hospital-szabdly alkalmazisara!

7.13. Példa. Tekintsiik a
lim | — - =
x—0 Sinxr xr
1

1 .
hazr -0+ = — — c0és — — o0,
sinz T

hatarértéket. Egyrészt

masrészt

Az elébbi megjegyzésben leirtakat alkalmazva

. 1 1 . x—sinx
hm( —>:hm

z—=0 \sihnz z—=0 x -sinx

A L’Hospital-szabalyt alkalmazva
. x—sinx . 1 —cosx
lim ——— = lim ————.
z—0 T -SInT z—=0SINT + T - COST
Ismét alkalmazva a L’Hospital-szabalyt
1 —cosz sinx
lim —— = lim - =0,
z—0sinx +x-cosx x—-0COSXT + COST — T -sinx
igy a keresett hatarérték 0.
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Ellenorzo kérdések

. Mikor és hogyan alkalmazhat6 a L’Hospital-szabély?
. Ha f és g differencidlhat6 fiiggvények és lim f(z) = 0 és lim g(z) = 0,
z—0 z—0

akkor lim @ =
z—0 g(a:)
. Ha f és g differencidlhaté fiiggvények és lim f(z) = oo és lim g(z) =
Tr—r00 T—00
00, akkor lim @ = eeeeeee——
z—o0 g(x)
. o _ o flx)
. Ha lim f(z) =o00és lim g(z) = —oo, akkor lim ——= = ...ccovveneee.
T—00 T—00 z—o0 g(x)
. Ha lim f(x) = —o0és lim g(x) = —o0, akkor lim ) S.............
T—00 T—00 z—o0 g(x)
. sinz
. lim =
z—0 T
. cosx
. lim S .

T=T X — T
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8. Fiiggvényvizsgalat

Ebben a fejezetben a kovetkezd jelolésekkel is éliink:

mon. monotonitas
konv. konvexitas
lok. min. | lokalis minimum
lok. max. | lokalis maximum
ip inflexi6s pont
n. é. nincs értelmezve

8.1. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhat6 fiiggvény, tovdbbd minden x € [
esetén f’'(z) > 0. Ekkor f szigortian monoton névekvé az I intervallumon.

Bizonyitds: Legyen x1,x9 € I és x1 < x9. A Lagrange-féle kozépértéktétel
szerint létezik olyan ¢ €]xy; x| valds szdm, hogy

f(z2) — f(21)

Tr9 — T1

= f'(c).

Mivel minden x € I esetén f/(x) > 0, ezért f'(c) > 0, igy

xo—x1>0 = f(z2)— f(z1) >0 = f(z2) > f(x1),
igy f szigordan monoton novekvd. m

8.2. Kovetkezmény. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény, és minden
x € Iesetén f'(x) < 0. Ekkor f szigordan monoton csokkend az I intervallu-
mon.

Bizonyitds: Ha f'(x) < 0, akkor —f'(z) > 0, igy (—f)'(x) > 0. Az el6z8
tétel szerint ekkor — f monoton ndvekvd fiiggvény, igy f monoton csokkend,
amivel igazoltuk az allitdst. m

8.3. Megjegyzés. Az el6z6 tétel megforditidsa nem igaz, ugyanis tekintsiik pél-
ddul az f(x) = 2® fiiggvényt. Ekkor f szigordan monoton novekvd R-en, de

#(0) = 0.
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8.4. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Az f fiiggvény pon-
tosan akkor monoton névekvé I-n, ha minden z € I esetén f'(z) > 0.

Bizonyitds: Ha f monoton novekvs, akkor minden z,t € I, t > x esetén

f@) > f(z), gy

- S@) _
t—z T
tehat minden x € I esetén
lim JO) = /() = f'(z) > 0.

t—x t—x

Megforditva, ha f’(x) > 0, akkor a 8.1 tétel bizonyitdsdval megegyezé médon
igazolhat6, hogy f monoton névekve. m

8.5. Kovetkezmény. Az f: I — R differencidlhat6 fiiggvény akkor és csak
akkor monoton csdkkend 7-n, ha minden x € I esetén f'(x) < 0.

8.6. Kovetkezmény. Ha az f: I — R differencialhaté fiiggvény derivalt fiigg-
vénye az xg € I helyen elGjelet valt, akkor f-nek xg-ban lokalis szélsGértékhe-
lye van. Tovédbbd, ha 1étezik £ > 0 dgy, hogy f az Jzo — &; xo[ intervallumon
monoton csdkkend (azaz f'(z) < 0, ha z €]zg — &;30[), €s az Jzo; 20 + €]
intervallumon monoton ndvekvd (azaz f'(x) > 0, ha x €]zo; z + €[), akkor
f-nek xo-ban lokélis minimuma van.

Ha létezik ¢ > 0 ugy, hogy f az |xg — €; o[ intervallumon monoton ndvekvd,
(azaz f'(z) > 0, ha x €]xg — €;20]) és az Jxo; 2 + €[ intervallumon monoton
csokkend (azaz f'(z) < 0, ha @ €]wo; o + £[), akkor f-nek zo-ban lokalis
maximuma van.
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8.7. Példa. Vizsgdljuk meg az f(x) = 23 — 322
tonitds és lokdlis sz€ls6érték szempontjdbol!

— 92 + 12 fiiggvényt mono-

Az f fuggvény derivaltja
f'(z) = 32% — 62— 9,

melynek zérushelyei

6t£v/36+4-3-9 6=%12
€T = =
1,2 6 6 )
azaz r1 = —1, xo = 3. Az elsd derivalt elgjelét tdblazatban foglaljuk Ossze:
r<—-1|lz=-1 |-1<x<3| =3 |x>3
f(x) + 0 - 0 A
f(x) Va lok. max. N lok. min. | 7
8.8. Példa. Vizsgaljuk meg az
2

P

fiiggvényt monotonitas és lokalis széls6érték szempontjabal:

A fliggvény derivéltja

fla)= 2222

2), z € R\ {0; 2}.

T

2
- (@? - 22)
Az f' fiiggvény zérushelyét a 2 - (22 — 2) = 0 egyenlet megoldésa adja, amibgl
x = 1 adddik. Az f’ fiiggvény zérushelye, valamint azok a helyek, ahol a deri-

valt fliggvény nincs értelmezve négy részintervallumra bontjdk a szdmegyenest.
A derivalt fiiggvény el6jelét tartalmazé tablazat:

z<0|z=0|0<z<]l| z=1 l<z<2|z=2|2>2
fllx) | + n. é. + 0 - n. é. —
f(zx) Ve n. é. Ve lok. max. N n. é. ¢

8.9. Definicié. Az f: I — R fluiggvény konvex, ha minden z,y € I és minden

t € [0, 1] esetén

fltrz+(1—t)-y) <t-flz)+

(1—1)- f(y).
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8.10. Példa. Az f(x) = z? fiiggvény konvex minden = € R esetén, ugyanis
minden z,y € R és minden ¢ € [0, 1] esetén
fEz+1—t)-y)=(t-z+1-1)-y)° =

=t-z)?+2-t-z-1—t)-y+1—-1)2 2=

=2 2242t x-y—2-t2 x-y+yP—2-t- P +t2 % =

=t* (x—y)P+2-ty- (x—y) +y° <

<t(@-y)’ 2ty (@-y) +y =

=t 2?2 t-x-y+t- P42t x-y—2-t-y> 49> =

=t —t-y? =t (1—t) -y =t flo)+ (L—1)- f(y),
azaz f konvex.

8.11. Megjegyzés. Szemléletesen egy fiiggvény konvexsége azt jelenti, hogy
a fliggvény grafikonjanak barmely két pontjat 0sszekoté szakasz a fiiggvény
grafikonja ,,folo6tt" halad. Ezt szemlélteti az alabbi dbra:

1)

tfl@) +(L=t) fly)
fltrz+(1-1)-y)

f(@)

[
i
1
1
I
l
z t-x+(1-1t)y y

8.12. Definicié. Az f: I — R fiiggvény konkdv, ha minden z,y € I és minden
t € [0, 1] esetén

fltoz+Q—t)-y) >t flx)+ 1 —1t) f(y)

8.13. Megjegyzés. Az f: I — R fiiggvény pontosan akkor konkdv, ha — f
konvex.

8.14. Példa. Az f(z) = —2? fiiggvény konkdv minden = € R esetén.
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8.15. Lemma. Ha f: I — R konvex fiiggvény és 1 < x < x, akkor

f(z) = f(x1) < f(z2) — f(21) < f(ifz)—f(f’?)‘

T — T - To — X1 - To — X

Bizonyitds: Az aldbbi dbrardl szemléletesen nyilvdnvalé az 4llitas, de a kon-

vexitds definicidjabdl a preciz bizonyitést is elvégezziik.

Jix,)

Jix)

Jix)

Legyenek x,x1,x2 € I olyan valds szamok, melyekre x1 < = < x9 teljesiil
és legyen 0 < t < 1 olyan vals szdm, melyre + = (1 —¢) - x1 + ¢ - 2.
Felhaszndlva, hogy f konvex

f@) = fa1) _ f(A=t) 21+t 20) = fz1) _

T — T (I—t)-x1+t 20— 211
< (I=t)- fla) +t- flaz) = fler) _ flxa) = f(21)
- (1—t)«1:1+t-x2—:c1 To — X ’
masrészt
f(z2) — f(x) :f(ﬂfz)—f((l—t)'lert-wQ) S
To — T xo—(1—t) o1 —t- o -
o fle2) = (A =t) - fla) —t- f(w2) _ flz2) = flz1)
- xg—(l—t)-xl—t.xg To — I '

Ezzel az éllitast igazoltuk. m

8.16. Megjegyzés. Az elGbbi egyenlbtlenségek atrendezésével adodik, hogy ha
f konvex, akkor

f(2) < fm) + L) = f@)

T — 21 '(x_l‘l)’
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illetve ezzel ekvivalens médon

NFCORYIEN

T2 — 1

f(z) < f(22)

(z — x29)

teljesiil, ami azt jelenti, hogy konvex fiiggvény barmely két pontjit osszekotd
szelje a fliggvény grafikonja ,,f616tt” halad.

8.17. Tétel. Az f: I — R differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor konvex
I-n, ha f’ monoton novekvd I-n.

Bizonyitds: Ha f konvex és x1,x2,x € I olyanok, hogy z; < z < x3, akkor
a 8.15 lemma szerint

f(x) — f(z1) < f(z2) — f(x1) < f($2)—f(95)'

xr— T o To — I To — X

Ebbsl x — x1, illetve x — x5 hataratmenetet véve

f,(l'l) < M < f’(:UQ)

T2 — I

adodik, kovetkezésképpen f/ monoton novekvd.

A megforditiashoz legyen f’ monoton novekvd és tegyiik fol, hogy x1,xo € T
olyanok, hogy 1 < zo. Ekkor a Lagrange-féle kozépértéktétel szerint 1éteznek
olyan ¢; €]x1; x|, ca €]x; xo[ valés szdmok, hogy

Pl = TEZIE) g oy = SIS
teljesiil, és igy f/(z1) < f'(z2) miatt
f(z) - flon) Fea) = f(x) - f(2)
xr — T — T2

adodik. Ezt atrendezve

f@)- (@ —22) = fz1) - (2 —w2) = f(2) - (2 — 21) = fl22) - (2 — 1),

amibdl

flx) - (w1 —m2) > (flx1) — f22)) - x + 21 - f(w2) — 22 - f(22).
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Ebbdl 1 — 9 < 0 miatt

< fz) = f(z2) zy - f(w) —xo - flz1)  flw1) — fa2)

o)< == =t T — T2 e
+xl'f($2)—$2‘f(331)+$1'f(«’Ul)—CCl'f(ﬂEl):
T — T2
_ ) = flaa) ) = flwa) o fla) (@1 —22)
T — T2 T — T2 x1 — 3
fz1) — flx2)

:W‘($—xl)+f($l),

igy f konvex. m

8.18. Kovetkezmény. Az f: I — R differencidlhat6 fiiggvény akkor és csak
akkor konkav I-n, ha f’ monoton csokkend I-n.

8.19. Kovetkezmény. Az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény pon-
tosan akkor konvex I-n, ha f”(z) > 0 minden x € I esetén.

8.20. Kovetkezmény. Az f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvény akkor
és csak akkor konkdv I-n, ha f”(z) < 0 minden = € I esetén.

8.21. Definicié. Ha f: I — R differencidlhat6, és f-nek az x¢p € I helyen
megvaltozik a konvexitasa, akkor azt mondjuk, hogy f-nek xo-ban inflexids
helye van. Ilyenkor az (xo, f (:1;0)) pontot inflexios pontnak nevezziik.

8.22. Tétel. Az f: I — R kétszer differencialhat6 fuiggvénynek akkor és csak
akkor van az x( € I helyen inflexiés helye, ha f” elgjelet valt xy-ban.

Bizonyitds: Ha f-nek xg-ban inflexiés helye van, és f konvexbdl konkavba
valt, akkor van olyan £ > 0, hogy f”(z) > 0,haz €]zg —e;z0[ és f"(z) <0,
ha x €]zo; xo + €[, tehét f” elGjelet valt zp-ban.

Ha f-nek zg-ban inflexiés helye van, és f konkavbdl konvexbe valt, akkor
van olyan ¢ > 0, hogy f”(z) < 0, ha x €]zg — ;29[ és f’(z) > 0, ha
x €|xo; o + €[, tehat f” eldjelet valt xo-ban.

Megforditva, ha f” elGjelet vélt xo-ban, akkor konvexbdl konkdvba vagy kon-
kavbél konvexbe vilt ott a fliggvény, igy xg-ban inflexids helye van. m

8.23. Tétel. Ha f: I — R kétszer differencialhat6, és f-nek az zo € I helyen
inflexiés helye van, akkor f”(xg) = 0.

Bizonyitds: Ha f konvexbsl konkdvba valt z-ban, akkor 1étezik olyan € > 0,
hogy f konvex az |xg — €; 2 intervallumon, azaz f”(x¢) > 0 és f konkdv az
|zo; xo + £[ intervallumon, azaz f”(xq) < 0. Tehat f”(xo) = 0.



8. FUGGVENY VIZSGALAT 79

Ha f konkavbdl konvexbe valt xg-ban, akkor 1étezik olyan € > 0, hogy f
konkav az |z — e; xo[ intervallumon, azaz f”(zo) < 0, valamint f konvex az
|zo; xo + £[ intervallumon, azaz f”(z¢) > 0. Tehat f”(xp) = 0. m

P

8.24. Megjegyzés. Az el6z6 allitds megforditdsa nem igaz, ugyanis tekintsiik
az f(x) = x* fiiggvényt. Ekkor f'(x) = 423, tovdbba f”(x) = 1222 Ekkor
1”(0) = 0, de f mindenhol konvex, igy nincs inflexiés helye.

8.25. Példa. Vizsgiljuk meg az f(z) = 2°—3x2—92+12 fiiggvényt konvexitds
és inflexids pont szempontjabol:

Az f fiiggvény derivéltja f'(x) = 322 — 62 — 9, masodik derivaltja pedig
1" (x) = 62 — 6, melynek zérushelye, azaz a 6x — 6 = 0 egyenlet megolddsa,
azaz x = 1. Ez az érték a szamegyenest két intervallumra osztja. A masodik
derivalt fiiggvény elGjeleit tdblazatba foglaljuk:

r<l|z=1|2x2>1
M) | - 0 +
f(z) | konkdv | ip | konvex

8.26. Tétel. Az f: I — R differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor konvex,
ha

f@) = f@) + fl@)-(y—=2)  (zyel),
azaz ha a fiiggvény minden érintdje a fliggvény grafikonja ,,alatt” halad.
Bizonyitds: Ha f konvex, és x,y € I, akkor minden 0 < ¢ < 1 esetén
t-y+(1—t)-zel,
fgy
fltoy+(Q—t)-2) <1 =1)- flz)+1- f(y).
Mindkét oldalt ¢-vel osztva

(ty+(1-1)-2) -~ f(a)

fly) > f(z) + "

adddik. Vegyiik a t — 0 hataratmenetet. Ekkor

f@) = f@) + f(2) - (y — @)
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A megforditishoz legyen x,y € I, x # y,éslegyen z =t -z + (1 — t) - y.
Ekkor
f@) > f(2) + f'(2) - (z = 2)
f) = f(2) + () - (y = 2).
Szorozzuk meg az elsé egyenlbtlenséget ¢-vel, a masodikat 1 — ¢-vel. Ekkor
t-f@) =t flz)+t f'(2) (2 —2)
A=) fy) =2 A=t)- fl2) + (AL =1) - f'(z) - (y — 2).
Ezeket az egyenlStlenségeket Osszeadva
t-fl@)+ 1 =1)-fly) = f2)
adodik, ami azt jelenti, hogy f konvex. m

8.27. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény Jensen-konvex, ha

P(E5) LB e,
Jensen-konkdv, ha
TED R e

8.28. Tétel. Ha f: I — R konvex, akkor Jensen-konvex.
Bizonyitds: Ha f konvex, akkor minden 0 < ¢ < 1 esetén
ftro+(1=t)y) <t-fla)+0A—-t)-fly) (z,yel).

Legyent = % Ekkor

f<x;y><f@»;ﬂw

adddik, ami azt jelenti, hogy f Jensen-konvex. m

8.29. Megjegyzés. A teljes fliggvényvizsgalat 1épései:

1. Meghatdrozzuk a valés szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat,
ahol a fiiggvény értelmezhetd.

2. Meghatérozzuk a fiiggvény zérushelyeit.

3. Kiszamoljuk a fiiggvény els6 derivaltjat, majd annak zérushelyeit, amelyek
segitségével megvizsgaljuk a fliggvényt monotonitds és lokalis szEélsGérték
szerint.
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4. Kiszdmoljuk a fiiggvény masodik derivaltjit, majd annak zérushelyeit, ame-
lyek segitségével megvizsgaljuk a fiiggvényt konvexitds szempontjabdl és
meghatdrozzuk az inflexiés helyeket.

Kiszdmoljuk a hatarértékeket az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban.
Felvazoljuk a fiiggvény grafikonjat.

Meghatédrozzuk a fiiggvény értékkészletét.

Megvizsgaljuk a fliggvény korl4tossagat.

e

. Megvizsgéljuk a fiiggvény paritasat.

10. Megvizsgaljuk, hogy periodikus-e a fiiggvény. Ha igen, megadjuk a perio-
dusat.

11. Megadjuk a fiiggvény abszolit (globdlis) szEé16sérték helyeit és értékeit.
12. Megvizsgaljuk, hogy invertdlhat6-e a fiiggvény.

8.30. Példa. Végezziik el az f(x) = In(1 + 22) fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
galatat!

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:
In(1 + 2?%) =0,

amibdl 1 + 2% = 1, igy = = 0.

3) A fiiggvény derivaltja

f'(:r) A 1 2z

gy
T+22 YT 1522

Ennek zérushelye z = 0. Az elsd derivilt eldjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

z<0| z=0 |z>0
f@)| - 0 +
f(z) | ¢ |lok. min. |

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja

() = 2-(1+2%)— 2220 _ —22°+2
(1 +22)2 (1+22)2

Ennek zérushelyei,
—2z2 + 2

D=0 = —2224+2=0
1+ 22)? =
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igy x = £1. Ennek megfelelden tdbldzatba foglalva megvizsgaljuk a masodik

derivalt elgjelét:

T < —1

r=-—1

—l<z<l1

r=1

Tz >1

/()

0

0

f(z)

konkav

ip konvex

ip

konkav

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

6) A fiiggvény abrazoldsdhoz készitiink egy 0sszefoglal6 tablazatot az el6z6 két

tablazat alapjan.

lim f(z)= EIP In(1 + 2?) = oo;

Tr—r—00
lim f(z) = lim In(1+ 2?) = occ.

r<—-1|-1<x<0|0<z<]l| xz>1
Mon. Ny Ny 4 N
Konv. | konkav konvex konvex konkav

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:

zh.,10k1.,,11n. (0;0)

7) Ertékkészlet: y € [0; ool

8) Korlatossdg: a fliggvény alulrél korldtos, feliilr6l nem korldtos, igy nem
korlatos.

9) Paritas: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre, azaz minden
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x € Resetén f(—z) = f(z).
10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: z = 0, minimum érték:
y=0.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhato.
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Ellenorzo kérdések

1. Haaz f: I — R differencialhat6 fiiggvény monoton novekvd, akkor ..........
2. Haaz f: I — R differencialhat6 fiiggvény monoton csokkend, akkor ..........

3. Ha az f: I — R differencidlhaté fiiggvénynek az xg € I helyen lokdlis
sz€lséérték helye van, akkor ..........

4. Ha az f: I — R differencidlhat6 fuggvénynek az xy € I helyen lokdlis
minimum helye van, akkor ..........

5. Haaz f: I — R differencidlhat6 fiiggvénynek az x¢ € I helyen lokalis
maximum helye van, akkor ..........

6. Adjunk példat olyan fiiggvényre, amelynek az x( helyen a derivéltja zérus,
de a fiiggvénynek az xg helyen nincs lokalis szélséértéke: ..........

7. Haaz f: I — R differencidlhaté fiiggvénynek az xg € I helyen megval-
tozik a monotonitasa, akkor ..........

8. Ha f: I — R differenciélhaté fiiggvény és ¢ > 0, tovabbd az |xo —e; x| in-
tervallumon f monoton névekvs és az |xg; o + €[ intervallumon f monoton
csokkend, akkor ..........

9. Ha f: I — R differencidlhaté fiiggvény és ¢ > 0, tovdbba az |z¢ — ¢; 2| in-
tervallumon f monoton csdkkend és az |x; zo+¢[ intervallumon f monoton
novekvd, akkor ..........

10. Ha az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény konvex, akkor ..........

11. Haaz f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény konkav, akkor ..........

12. Haaz f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvénynek az xg € I helyen
inflexids helye van, akkor ..........

13. Mondjuk példat olyan fiiggvényre, amelynek az g € I helyen a masodik
derivéltja zérus, de a fiiggvénynek az x( helyen nincs inflexiés helye ..........

14. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amely értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban konvex!

15. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amely értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban konkav!

16. Ha az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvénynek az xq € I helyen
megvaltozik a konvexitasa, akkor az f fliggvénynek xg-ban ..........
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17. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amelynek végtelen sok inflexiés pontja
van!
18. Haaz f: I — R fiiggvény konvex, akkor —f ..........
19. Haaz f: I — R fiiggvény konkav, akkor —f ..........
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9. Taylor—polinom, Taylor-sor

9.1. Motivacié. Szamos elméleti €s gyakorlati feladat esetében elSfordul, hogy
bizonyos bonyolult formuldval megadott fliiggvényeket ,,egyszertibbekkel” sze-
retnénk kozeliteni és tovabbi szdmoldsokban a kozelit6 fiiggvényt hasznélni (a
~munkapont” kozelében). Ebben a fejezetben egy lehetséges ilyen technikét
mutatunk be. Itt feltessziik, hogy a kozelitendd fiiggvények elég simak, azaz
elég sokszor differencidlhaték. A kozelités pedig az egyik legegyszertibb fiigg-
vényosztallyal, nevezetesen polinomokkal torténik.

9.2. Definicié. Legyen f: I — R az z¢p € [ helyen n-szer differencialhaté
fuggvény. A
To(x) = f(w0) + f'(x0) - (x — 20)+
f//(mo)
2! !
fuggvényt az f fliggvény x( helyhez tartozé (vagy x¢ koriili) n-edfokd (vagy
n-edrend(i) Taylor-polinomjnak nevezziik.

f(”)(xo)

n!

+ (x—z0)? 4 ...+ (x—x0)"

9.3. Feladat. [rjuk fel az f(z) = 3 fiiggvény zo = 0 pont kériili masodfoku
Taylor-polinomjat!

megoldas:

Els6 1€pésben kiszamoljuk a fiiggvény elsé €s masodik derivaltjat, majd meg-
hatdrozzuk ezek értékeit az zo = 0 helyen:

F® (@) | 8 ()
k=0 e3® 1
k=1 3e* 3
k=2 9e 9

Az f fiiggvény xg pont koriili masodfoku Taylor-polinomja

Ty(x) = f(zo) + f'(z0) - (x — w0) + " (o)

2
Ebbe behelyettesitve a megfelel6 adatokat

(& —x0)*,

Tg(:p):1+3-(x—0)+g-($—0)2.
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Elvégezve az egyszerisitéseket
9 o
To(x) :1—1—3:1:4-596 .
9.4. Megjegyzés. Ha T),(z) az f fiiggvény z( koriili n-edrendti Taylor-poli-

nomja, akkor

To(z0) = f(z0),  Tn(xo) = f'(wo) ... T{(x0) = f™) (o).

9.5. Megjegyzés. Az f: I — R fiiggvény els6fokd Taylor polinomja

Ti(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — w0),

ami éppen a fliggvény grafikonjanak (wo; f (3:0)) pontjaba hizott érintd egye-
nest megado fiiggvény.

9.6. Tétel. (Taylor)

Legyen f: I — R, x¢ € I. Tegyiik f6l, hogy 1étezik olyan r > 0 valds szdm,
melyre f az |xo — r; o + r| intervallumon n + 1-szer differencidlhatd. Legyen
x €]xg — ;20 + 1| tetszGleges. Ekkor létezik £ valds szam g és x kozott dgy,

hogy
f(x) = Th(x) + Rny1(8),

ahol

F0(e)

(n - 1)! )n—&-l'

Rn11(8) = “(z — o

Az R,y tagot az f fiiggvény Lagrange-féle maradéktagjanak nevezzik.
Bizonyitds: Legyenek s,p: |xg — r;xo + r[— R az aldbbi médon definidlva

s(t) = f(t) = Ta(t)
p(t) = (t — xo)”H.

Ekkor
s(zo) = §'(x0) = ... = s™(x9) = 0

p(zo) = p/(z0) = ... = p!" (x0) =
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Masrészt t # xg esetén p(t) # 0, tovdbba

Pt)=(n+1)-(t—z)" #0
Plt)=(n+1)-n-(t—x0)" L #0

p(t) = (n+ 1)L (t = 29) # 0
PV () = (n+ 1)1 £ 0.

Legyen x €|zg — r;xo + r[ tetsz8leges. Tegyiik fol, hogy x > zg, és al-
kalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt az |zo; [ intervallumon az s és p
fiiggvényekre. Mivel ¢ €]z; 2| esetén p'(t) # 0, ezért 1étezik ¢; €]xo; [ ugy,
hogy

s@)  s@) —s@) _ s(e)

p(x)  p(x) —plxo) p(a)

Ismét alkalmazzuk a Cauchy-féle kozépértéktételt az |xo; c1 | intervallumon az
s’ és p/ fiiggvényekre. Ekkor van olyan ¢y €]z; ¢1[, hogy

s'(cr) _ s'(c1) = s'(wo) _ 5"(ca)

Pler)  pla)—p(zo)  p'lea)

Ezt a 1épést még n — 1-szer alkalmazva, 1étezik ¢, 1 €la; ¢, [ olyan, hogy

s (en) _ 5™ (en) — 5™ (x0) _ sV (enrr) _ f (carn)

plen) pM(en) = pM(zo) P (cps) (n+1)!
Ezek alapjan
f@) = Ta(z) _ s@) _ s'(c) _ s V(earr) _ fO M (cnr1)
(@—zo)"™  plz)  ple)  pr D) (D

igy & = cj41 vélasztassal

F(E)

(n+1)! )

f(@) = Th(z) =

(z—x0

ami éppen a bizonyitand6 allitds. m



9. TAYLOR-POLINOM, TAYLOR-SOR 89

9.7. Kovetkezmény. Ha az elbbi tétel feltételei mellett még az is teljesiil,
hogy £V korlétos az |z — r; 2 + r[ intervallumon, akkor az f(x) — T}, (x)
fiiggvény n-edrendben kicsi, azaz

i @) = Tal@)

a—=zo  (r — x0)"

=0.

P

Bizonyitds: Az el6z6 tétel szerint 1étezik olyan £ valds szam, hogy

fla) ~ Tula) _ f40(E)
(z — xo)™ (n+1)!

— 0, haz — =z,

mivel f("+1) korl4tos. m

9.8. Tétel. Legyen f: I — R végtelen sokszor differencidlhat6 fiiggvény,
tovdbba zo, x € I rogzitett. Ha van olyan K > 0 valds szdm, hogy minden
g és x kozotti y-ra és minden n € N-re

)| <k,

akkor

Bizonyitds: Minden rogzitett x esetén l1étezik olyan &

(n+1)
@) = (o)l = | oo (o= )| <
< K |z — 20| - 0 han — oco.

= (n+ 1)
teljestil, amivel igazoltuk az 4llitast. m

7 2oz

9.9. Definicid. Az el6z46 tételben szerepld

© £(n) (p
Zf n(' 0)'($_$0)n
n=0

végtelen sort az f fliggvény o pont koriili Taylor-soranak nevezziik. Ha spe-
cidlisan x¢ = 0, akkor MacLaurin sorrdl beszéliink.
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9.10. Példa. Legyen f(z) = 1 és 2 = 0, tovdbbd |z| < 1. Ekkor
1 1-2 1-2-3
/ _ 7 _ m _
f (':U) - (1—11?)27 f (LL') (1-%’)3’ f (.ZE) (1—.%)4’

és igy tovabb, tehat

£0@)] = =

amibsl £(M(0) = n!. Mivel |z| < 1, ezért

(n+1) 1)!
lim e -~z = lim (n+1) 2"t =0,
wso | (n+1)! wvio | (1= €72 (n+ 1)!
igy f Maclaurin sora
1 o k! =
1 = E'(xfO)k: P =14ac4+22+....
T =T k=0
9.11. Példa. Legyen f(z) = e, xg = 0 és x € R. Ekkor
fMa@)y=e" = fM0)=e =1
Masrészt
fot &) 2" = lim et | =0,

igy f Maclaurin sora

=1 1 1
T ok -2 3
e _kg_ok! T —1—1—3:4—230 +—3!x +....
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Ellenorzo kérdések

. Az f:|xo — 120 + [~ R fuggvény xq koriili n-edfokd Taylor-polinomja

. Az f:]zg — r;zo + r[— R fiiggvény x( koriili els6fokd Taylor-polinomja
megegyezik a fiiggvény xg-beli .......cccceeeee

5. Egy fiiggvény 0 pont koriili Taylor-sorét ....................... nevezziik.

. Az f(z) = €” fiiggvény z¢ = 0 pont koriili Taylor SOra .........c.cceuenene.
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10. Szélsoérték feladatok

10.1. Tétel. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény az zop € [
helyen és f'(xo) = 0. Ekkor
e ha " (xg) > 0, akkor a fiiggvénynek az x( helyen lokdlis minimuma
van;
e ha f"(x0) < 0, akkor a fiiggvénynek az z( helyen lokélis maximuma
van.

Bizonyitds:
e Tegyiik f6l, hogy f”(x¢) > 0. Ekkor
/ ol
T—T0 T — X
A hatdrérték definicidja szerint 1étezik olyan r» > 0 valés szdm, hogy
f'(z) <0, haz €|zg — r;z0[ és f'(x9) > 0, ha x €lxp; o + 7,
azaz f szigordan monoton csokkend az |xg — r;xo[-on és szigordan
monoton novekvd az |zo; xg + r[, kovetkezésképpen, f-nek xo-ban
lokélis minimuma van.

e Tegyiik fol, hogy (o) < 0. Ekkor
f'(@) — (o)

0> f'(zg) = lim —————=.
T—T0 T — X
A hatarérték definicidja szerint 1étezik olyan r > 0 val6s szdm, hogy
f'(x) > 0, hax €|zg — r;20[ és f'(x0) < 0, ha x €lxp; 0 + 7,
azaz f szigordan monoton névekvs az |zg — r;xo[-on és szigorian
monoton csokkend az |zg; xg + [, kovetkezésképpen, f-nek xo-ban
lokélis maximuma van.

Ezzel az 4llitast igazoltuk. m

10.2. Megjegyzés. Az eldz6 tétel nem mond semmit, ha f”(z) = 0. Példdul
f(z) = z* esetén f(z) = 1222, igy f”(0) = 0, és f-nek x¢ = 0-ban lokdlis
minimuma van. Ha f(z) = —a*, akkor f"(x) = —1222, igy f"(0) = 0, és
f-nek zg = 0-ban lokdlis maximuma van. Ha f(z) = 23, akkor f”(x) = 6z,
igy f”(0) = 0, és f-nek xy = 0-ban nincs lokdlis szélsGértéke.

10.3. Tétel. Haaz f: I — R fuggvény n-szer differencidlhat6 és xy € I olyan,
hogy
(o) = f"(wo) = ... = f* V(o) = 0,
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tovabba £ (xq) # 0, akkor
e ha n pdratlan, akkor f-nek xg-ban nincs lokalis szélsGértéke;

e ha n paros és f(")(xq) > 0, akkor f-nek xo-ban lokdlis minimuma
van,

e ha n péros és f((zy) < 0, akkor f-nek z-ban lokalis maximuma
van.

Bizonyitds: A Taylor tétel szerint 1étezik olyan £ valds szdm z és xg kozott,
hogy

Felhaszndlva, hogy
F(xo) = f"(wo) = ... = f D (0) =0,

az el6bbi egyenldség arra redukalodik, hogy

(n)
1)~ fa) = T @ gy

Ha (™ (z0) > 0, akkor felhasznalva, hogy f(™"~1)(zq) = 0,

(n=1)(z) — fn—1) -1y
0< f™(z9) = lim f (z) = f (7o) _ lim S @) =0
TTITO T —Zo =T T — T

(n—1)
= lim 7f (z) ,

T—=r0 T — X

igy a hatarérték definicidja miatt miatt 1étezik s > 0 valés szam gy, hogy
minden x €|xg — s;x0 + $[Claxg — r;xo + r[ esetén

F (@)

Tr — X

> 0.

Ugyanigy, ha f(")(z() < 0, akkor
F D ()

<0, x €lxg — 5520 + [
Tr — X
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Ha n pératlan, akkor |zo — s; z¢ + s[-en

(n)
san (£(2) ~ f(a0)) = sen T gn(e — o)

Ekkor az el6bbi kifejezés nem dllando, igy xg nem lehet szEélsGérték.
Ha n péaros, akkor

- ()
sgu (f(f) - f(fo)) = sgn ! n‘(g) -sgn(x — x0)" = sgn f n'(é)

fgy ha f(")(z) > 0, akkor f(z) — f(xo) > 0, azaz f(z) > f(xo) minden
& €]zg — s;20 + 5| esetén, tehat zq lokalis minimum hely; ha () (z) < 0,
akkor f(z)— f(x0) < 0, azaz f(z) < f(xzo) minden z €]z —s;xo+ s esetén,
tehdt xg lokdlis maximum hely. m

10.4. Megjegyzés. Tekintsiik az f: [a;b] — R folytonos fiiggvényt, és tegyiik
fel, hogy f lesziikitése az |a; b| nyilt intervallumra akdrhanyszor differencial-
haté. Ekkor f-nek biztosan létezik maximuma és minimuma is, melyeket az
aldbbi médon hatdrozhatunk meg:

1. Derivaljuk az f fiiggvényt!
2. Oldjuk meg az f’(x) = 0 egyenletet, ezdltal meghatdrozva az f staciondrius
helyeit!

3. Szamoljuk ki a fliggvényértékeket a staciondrius helyeken, valamint hata-
rozzuk meg az f(a) és f(b) fiiggvényértékeket! A kiszamolt értékek koziil
a legkisebb a fiiggvény abszoldt minimuma, a legnagyobb a fiiggvény ab-
szolut maximuma.

10.5. Példa. Adjuk meg az f: [-1;4] — R, f(x) = 2® — 322 fliggvény
abszoldt minimumat és maximumat!

A fiiggvény derivéltja f/(x) = 322 — 62. A 322 — 62 = 0 egyenlet megolddsai
=0z =2

-l1<z<0]|] z=0 |0<zx<2| =2 |2<z<4
f(x) + 0 - 0 +
f(x) Va lok. max. ¢ lok. min. Ve
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Masrészt
F(=1) = (=1)° = 3(-1)" = —4
f(0)=0°-3-0*=0
f2)=2-3.22= 4
f(4)=4%—-3.4> =64 —48 = 16.
A fiiggvény abszolit minimum helyei: £ = —1 és x = 2, a minimum érték
y = —4. Az abszoldt maximum hely x = 4, a maximum érték y = 16.

10.6. Megjegyzés. Ha egy nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény-
nek egyetlen lokdlis minimuma (maximuma) van, akkor az egyben abszolut
minimum (maximum) is.

10.7. Példa. Differencialszamitas segitségével mutassuk meg, hogy az
F04- R, f(2) = a?

fliggvénynek 1étezik abszolit minimuma. Adjuk meg annak értékét!

Mivel f/(x) = 2z és a 2z = 0 egyenlet megolddsa x = 0, ezért x = 0 az
egyetlen staciondrius hely, ami egyben abszolit minimum hely is. A minimum
értéke y = 02 = 0.

10.8. Példa. Meghatarozzuk az
f(x) =12sinx — Hcosx

fuggvény értékkészletét.
A fiiggvény sz€ls6értékeit kell meghataroznunk. A fiiggvény derivaltja

f'(z) =12cosx + Hsinx.
Ennek a zérushelye az az x érték, melyre

12cosx 4+ 5sinz =0
12+ 5tgx =0

teljesiil, azaz tgx = —%. Ugyanakkor

sinx sin x 12 . 12
tgx = = = ——, = SN = —— COS T,
CcosS T cosST 5
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masrészt a sin® x + cos? x = 1 azonossag felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy

144
gcos2a:+0082x:1
169 cos® z = 25
o 25
cos“r = —
169
=+—.
cos 13
_ 5 c 12 _ _5 s 12
Ha cosz = 35, akkor sinz = — 3, mig ha cosz = — 3, akkor sinz = {3. A
minimum érték tehat
12 5 —144 — 25
12sinz — 5 =12-(-——=)—-5-—=——-—=-13,
sinx cos T ( 13) 13 13
a maximum érték
12 5 144 + 25
1251nx—5005x=12-ﬁ+5-E:%:13,

igy az értékkészlet [—13;13].
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Ellenorzo kérdések

. Haaz f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvénynek az x¢y € I helyen
staciondrius helye van és f”(xg) > 0, akkor .........cceunee.

. Haaz f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvénynek az xg € I helyen
staciondrius helye van és f”(xo) < 0, akkor ........ccoeuuee.

. Haaz f: I — R haromszor differencialhat6 fiiggvénynek az z¢ € I helyen
staciondrius helye van és f”(xo) = 0, de f"'(zg) # 0, akkor ......cceuuuvee..

. Haaz f: I — R akdrhinyszor differencidlhaté fiiggvénynek az zg € [
helyen staciondrius helye van és f”(zo) = f"”(xz0) = 0, de £ (x0) > 0,
akkor ..o
. Ha az f: I — R akdrhanyszor differencidlhat6 fiiggvénynek az zg € 1
helyen staciondrius helye van és f”(zo) = f”(z¢) = 0, de f®(xq) < 0,
akkor ........cocennee
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11. Implicit fiiggvények derivalasa

11.1. Megjegyzés. A kordbbiakban olyan fiiggvények derivaltjait hatidroztuk
meg, ahol a fiiggvény y = f(x) alakban, tgynevezett ,.explicite” médon volt
megadva. Bizonyos esetekben el6fordul, hogy az x és y kozott olyan 6sszefiig-
gést ismeriink, melybdl y explicite nincs kifejezve. Ilyenkor akkor azt mondjuk,
hogy ,.implicite” van megadva az y.

11.2. Definici6. Ha van olyan f: R — R fiiggvény, amelyre minden = € Dy
esetén (z, f(z)) € Dp és

F(z, f(z)) =

akkor azt mondjuk, hogy az F(z,y) = 0 egyenloseg egy implicit egyenletet
definidl. Az f fuggvényt az F'(z, y) = 0 egyenlet 4ltal definidlt implicit fiigg-
vénynek nevezziik.

11.3. Példa. A kovetkezOkben példat adunk olyan implicit egyenletre, amely
explicitté alakithat6 és olyanra is, amely nem alakithaté hat explicit egyenletté.

(1) Az y — 22 = 0 egyenlet egy implicit egyenlet az y-ra. Ebbdl azonban
konnyen kifejezhetjiik az y-t és az y = =2 egyenlethez jutunk, azaz explicit
alakot nyeriink, igy valéjaban az f(z) = 22 fliggvényhez jutottunk.

(2) Az 22 + y? — 36 = 0 egyenlet szintén implicit egyenlet. Az y-t itt is ki
tudjuk fejezni az = segitségével, azonban ekkor két megoldast kapunk:

y1 = V36 — 2 Y2 = —V/ 36 — x2.

Egyetlen fliggvény grafikonjaként nem 4ll el6 a megadott implicit egyen-
letben szerepld grafikon.

(3) Az y? — z + sin(zy) = 0 egyenlet olyan implicit egyenlet, amelyb&l mar
ki sem fejezhet6 az y az x segitségével.

11.4. Eljaras. Implicit fiiggvények derivalasa:

1. Az implicit egyenlet mindkét oldalat derivaljuk x szerint igy, hogy y-t az x

(differencidlhato) fliggvényeként tekintjiik.

2. Rendezziik az egyenletet dgy, hogy az y' = % kifejezést tartalmazé tagok
egy oldalra keriiljenek.

3. Oldjuk meg a kapott egyenletet y'-re.
11.5. Példa. Meghatarozzuk az
2+ 4y? —2x + 16y +13=0
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implicit egyenlet azon (x;y) pontjait, amelyekbe huizott érintd egyenes parhu-
zamos az x-tengellyel.

Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat:
2x 4+ 4y -y — 2+ 16y = 0.

Rendezziik az egyenletet tigy, hogy az i/ kifejezést tartalmazé tagok egy oldalon
szerepeljenek, mig azok a tagok, amik nem tartalmazzdk az y’-t, a masik olda-
lon:

4y -y + 16y =2 — 2z.
Fejezziik ki az y/'-t:

y - (dy +16) =22z
, 2—2x
Y T4y 116

Azokat a pontokat keressiik, amelyekben az érintd parhuzamos az z-tengellyel,
azaz azokat a pontokat, ahol az érinté meredeksége (ami éppen y) zérus:

2-2x 0 1
4y + 16

Ha x = 1, akkor ezt az eredeti egyenletbe behelyettesitve
12442 —2-1+16y+13=0
adédik. Elvégezve az 0sszevonast a

4y + 16y +12=0 = v +4y+3=0

masodfoki egyenlethez jutunk. A mésodfokud egyenlet megolddképletének al-
kalmazasaval azt kapjuk, hogy

4442 -4-3 _—4+2
2 2
azaz y; = —3, illetve yo = —2. Tehdt a keresett pontok:

P =(1;-3) Pp=(1;-2)
11.6. Példa. Meghatdrozzuk az
23+ =92y =0

Y12 =

egyenlettel definidlt implicit fiiggvény derivaltjat, tovabba a (2; 4) pontjdba hd-
zott érintd egyenes egyenletét.

Az egyenlet mindkét oldalat derivdlva

3224+ 3y% -y — 9y —9xy -/ =0
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adodik. Rendezziik az egyenletet tgy, hogy az 3y’ kifejezést tartalmazé tagok
egy oldalra keriiljenek:

3y? -y — 9y — 9zy -y = 9y — 322
Emeljiik ki az y/-t:
y - (3y? — 9x) = 9y — 322
Kifejezve az 1/-t azt kapjuk, hogy
,_ 3y —a’

Y Coy2 -3

A derivalt értéke a (2;4) pontban, ami a keresett egyenes meredeksége:
3.-22 4

m=————=—.

42-3-2 5
Az érint6 egyenes egyenlete:

4
y=1yo+m-(x—xp) = y:4+5~(:z—2).

Elvégezve a zardjel felbontdsit és az 6sszevondst

4. 12
= —X _
Y=5%7 75

adodik. Megjegyezziik, hogy a példdban szerepld egyenlet altal meghatarozott
figgvény grafikonjat Descartes—féle levélnek nevezik. A grafikont €s a keresett
érint6 egyenest az alabbi dbra szemlélteti:
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11.7. Példa. Hatirozzuk meg az x +y? = 5 implicit egyenlettel definialt fiigg-
vény masodik derivaltjat az (1;2) pontban!
Az implicit egyenlet mindkét oldalt derivalva

/ / 1
14+2y-y =0 = Yy =——
2y
adddik. Ismét derivalva a kapott egyenlet mindkét oldalat azt kapjuk, hogy
\2
2y/_y/+2y_y//:0 - y//:_<y)
Y

Behelyettesitve az y'-re kapott kifejezést azt kapjuk, hogy

" _ _(3/)2 _ _L
Y 4y3’

igy a masodik derivalt értéke az (1;2) pontban:
1 1
"(1;2) = ——— = ——.
y ( Y ) 4 . 8 32

11.8. Definicié. Korabban (ldsd: 5.12) mar definidltuk az y = f(x) explicit
alakban megadott fliiggvény gorbiiletét. Amennyiben a fiiggvény nem adhatd
meg explicit alakban, akkor is definidlhaté analég médon a gorbiilete:
ly" (o)
-
(1+ (¥ (20))?)*

11.9. Példa. Tekintsiik az 22 + y? = 72 egyenlettel definialt kort. Ekkor mind-
két oldalt derivalva, majd 1/-t kifejezve azt kapjuk, hogy

g(wo) =

20 +2y-y =0 = y:—g
Y

A 2x + 2y - ' = 0 egyenlet mindkét oldaldt derivalva
242y -y +2y-9y" =0 = Yy =

adédik. Felhaszndlva, hogy 3/ = —% azt kapjuk, hogy

2
€T
e

y y3

2




102

A gorbiilet

1" y?—a?

y 3

g(x) = c= L=
et (1+5)
_ P +a?) y° _
VP (2t a?)
1 1 1

VR Ve r’
igy tehat a kordbban (5.16) mar megkapott eredményhez jutottunk ismét, azaz,

hogy a kor gorbiilete a kor minden pontjaban a kor sugardnak reciprokaval
egyenld.
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Implicit fiiggvények derivalasa

Tekintsiik az 22 + y?> = 25 egyenletet. Ekkor 3y = % = e,
Tekintsiik az y? — 22 = 10 egyenletet. Ekkory’ = % = __........

Adjuk meg explicit egyenletként a \/y — z = 2 implicit egyenletet .............

Ha létezik olyan f: R — R fiiggvény, amelyre minden x € D; esetén
(z, f(x)) € Dp, tovébb F(z, f(z)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az
F(x,y) = 0 egyenl8ség ............. definidl.
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12. Newton-Raphson médszer

12.1. Motivacio. A matematika egyik alapvetS problémaja az egyenletek meg-
olddsa. Az egyenletek megolddsa 4ltalaban nehéz feladat, s6t sok esetben nem
is lehetséges. Ezért fontos az, hogy ha nem is tudjuk megoldani az egyenletet,
akkor az egyenlet megolddséra kozelitd értéket tudjunk adni. Egy ilyen eljardst
ad a Newton—Raphson mddszer.

12.2. Eljaras. Tekintsiik az f: I — R figgvényt, valamint az f(z) = 0 egyen-
letet. Legyen xg € I olyan valds szdm, amelyen nem megolddsa az f(z) = 0
egyenletnek. Irjuk fel az f fiiggvény zo-beli érinté egyenesének egyenletét:

y = f(wo) + f'(x0) - (x — z0).
Hatarozzuk meg ennek az egyenesnek az z-tengellyel valé metszéspontjat

_ J(=o)
f'(@o)

0= f(zo) + f'(z0) - (x — 0) = T =z :
f(xo)
(o)

hizott érint6 egyenesének egyenletét és igy tovabb. Ekkor a k-adik 1épésben az

Legyen most 1 = xg— és frjuk fel az f fiiggvény (z1, f(x1)) pontjaba

f(zx) (k=0,1,...)

$k+1=$k—f,( )

Tk
sorozathoz jutunk.
f(ao)
f(ml) .........................
\,/I/ IIII Lo
I’ ,I
/’, I'
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12.3. Példa. Meghatirozzuk a /3 kozelits értékét az xp = 1 kezdeti értéket
haszndlva dgy, hogy a Newton—Raphson médszert hdromszor alkalmazzuk!

Tekintsiik az f(x) = 2> — 3 fiiggvényt. Ennek egyik gyoke /3. A fiiggvény
derivéltja f'(x) = 2x. A kozelitd érték kiszdmitdsdhoz az

f(zk) vp —2
=X, — =xp — k=1,2
sorozatot kell tekinteniink. Mivel xy = 1, ezért
2 12 -
xl:xo_f(xo): 7 3: B 3:2‘
(o) 210 2
A miésodik 1épésben
f(z1) 2 -3 22 -3
1:2 :L'l f/(.fﬁl) 2.%.1 )
A harmadik 1épésben
f(x2) x3—3 1,752 -3
= X9 — =29 — =1,7—- —— =1,7321.
TER T yy T T o ; 2. 1,75

12.4. Tétel. Ha f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény és x* gyoke az
f(xz) = 0 egyenletnek, tovdbba létezik olyan r pozitiv valés szdm, hogy az
|]z* — r; 2* 4 r[ intervallum minden x elemére

‘f(w) @)
(f/(2)”

teljesiil, akkor a Newton—mddszer konvergdl az z* gyokhoz, amennyiben a
kezdGérték is beleesik az emlitett intervallumba. Ebben az esetben a konver-
gencia masodrend, azaz

1- |xn+1 - 1“*| _
n—00 ‘;I,’n — a:*|2
ahol c egy édllandé érték.

12.5. Megjegyzés. A masodrendd konvergencia lényegében azt jelenti, hogy a
»helyes” tizedesjegyek szama minden 1€pésben megduplazddik.

12.6. Megjegyzés. Tekintsiik az f(z) = o3 — 5z fiiggvény és legyen zg = 1.
Keressiik az f(x) = 0 egyenlet megolddsanak kozelits értékét.
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7 7z

A fiiggvény derivéltja f'(z) = 322 — 5. A kozelits érték kiszamitdsihoz az

flaw) _ @} — 5

— oy — = k=1,2,...
TS gy T g )
sorozatot kell tekinteniink. Mivel xg = 1, ezért
f(zo) T3 — 50 1-5
T W) T T T 822 35
A masodik 1épésben
f(z1) 23 — by —1+5
I T ) T T T 8 3-5 o

igy visszajutottunk a kezdeti értékhez. Ilyen esetben mds kezdeti értéket kell
vélasztanunk.
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Ellenorzo kérdések

1. Mire alkalmazhat6 a Newton—Raphson médszer?
2. A Newton—Raphson mdédszer iterdcids sorozata .............

3. Az 2? — 5 = 0 egyenlet pozitiv gyokének kozelits értékére zo = 2 esetén a
Newton—Raphson médszerrel 1 = ............. adodik.
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13. Elaszticitas

13.1. Motivacié. A kozgazdasigtanban gyakran vizsgalt kérdés, hogy Ossze-
fliggd mennyiségek esetén az egyik 1%-os megvaltozdsa a masik hany %-os
megvaltozdsat vonja maga utdn. Ezt az gynevezett elaszticitds mutatja.

Lehetséges, hogy arra vagyunk kivancsiak, hogy valamely termék dranak
megvaltozdsa hogyan hat a termék keresletére. Ilyenkor megnézhetjiik, hogy
hany darabbal véltozik meg a termék irdnti kereslet, ha 1 forinttal n6 az 4r.
Ebben az esetben egy konkrét szdmot kapunk, ami a kereslet valtozdsa darab-
szamban. Sok esetben nem megfeleld az arral szembeni érzékenységét a keres-
letnek ilyen médon mérni, mivel mig egy autd 1 forintos arnovekedése jelen-
téktelen, addig 1 csésze kavé drdnak 1 forintos ndovekedése jelentGsebb.

A probléma az, hogy a keresletnek az drvaltozastdl valo fiiggését, a termék
irdnti keresletet és az drat ugyanazzal a mértékkel mérjiikk. Ezek a nehézségek
elkertilhetéek, ha relativ valtozasokat haszndlunk, tehat ha azt vizsgaljuk, hogy
hany szazalékkal valtozik a kereslet, ha 1%-kal n6 az ar. Az igy kapott szamot
nevezziik a kereslet drrugalmassdgénak vagy elaszticitdsdnak, ami fiiggetlen
lesz attdl, hogy milyen mértékkel mértiik a termék ardt és a kereslet mennyisé-
gét.

Az f(z) fuggvény jelentse egy termék irdnti keresletet az ar fiiggvényében.
Az f(x) abszoliit vdltozdsa

Af(x) = flx + Az) — f(),

relativ valtozasa

f(=) f(z)
A kereslet mennyisége relativ vdltozdsanak és az ar relativ valtozdsdnak hanya-
dosa

Af(@) _ fla+Az)— f(z)

Af(z)
for @ Af@) @ flatAa) - f(2)
ST @) Ar @) Ao
Az dr egy szdzalékkal nd, ha Az = 1. Ekkor
Ar 1
r 100

P

amit az el6zd képletbe behelyettesitve a kereslet mennyiségének szazalékos
megvaltozasat kapjuk. Az elébbiekben definidlt szam fiigg az drvaltozastol és
az x artdl is, de egységmentes, tehat nem szamit, hogy a termék mennyiségét
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tonndban vagy kilogrammban mérjiik, és hogy az 4r dolldrban vagy forintban
van-e megadva. Az f fiiggvény elaszticitasit egy adott pontban gy definial-
juk, hogy az fiiggetlen legyen x megvaltozasatol. Ekkor f-nek az x pontban

vett elaszticitasat az
v fla+Az) = f(x)
f(z) Az

hanyados hatarértékeként definialjuk, midén Ax — 0. Ekkor a differencidl-
hanyados definicidja szerint az elaszticitasra az
x

E(z) = m - f'(z)

Osszefiiggés adddik.

13.2. Definicié. Legyen f: I — R differencialhat6 fiiggvény. Az

E(z) = m (@)

fiiggvény megmutatja, hogy ha az = értékét 1%-kal viltoztatjuk, akkor hany
szdzalékkal véltozik az f(x) értéke. Az E(x) fiiggvényt az f fiiggvény elaszti-
citds fiiggvényének nevezziik.

13.3. Megjegyzés. Példaul, ha egy termék iranti keresletet az x forintos ar fiigg-
vényében az f(x) fuggvény ir le, akkor az elaszticitis megmutatja, hogy ha
1%-kal noveljiik (csokkentjiik) a termék ardt, akkor vdrhatéan hdny szazalékkal
véltozik az irdnta valo kereslet.

13.4. Definicié. Legyen f: I — R differencialhaté fiiggvény. Azt mondjuk,
hogy az f(x) figgvény

e rugalmatlan,ha 0 < |E(x)| < 1;

o egységnyi rugalmassdgii, ha |E(x)| = 1;

e rugalmas, ha |E(x)| > 1.

1
N
3 1
2Vz3’

13.5. Példa. Tekintsiik az f: |0;00[— R, f(z) = fiiggvényt. Ekkor

18y
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1
Azt kaptuk tehdt, hogy |E(z)| = > igy az f fiiggvény rugalmatlan.

4
3.5
3
2.5
2
1.5
1

0.5

0

05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7!
-0.5

1
13.6. Példa. Tekintsiik az f: |0;00[— R, f(z) = — fiiggvényt. Ekkor
x

! —1\/ = 1
f(l'):(l' 1) = 2:_727

igy
oz -1

f(x)-f(x):x-x-ﬁ:—l

Azt kaptuk tehat, hogy |E(x)| = 1, igy az f fiiggvény egységnyi rugalmassagg.

E(x)

4
3.5
3
25
2
1.5
1

0.5

0

05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7!
-0.5

1
13.7. Példa. Tekintsiik az f: ]0; 00— R, f(z) = —; fiiggvényt. Ekkor
x

fl@)=(27%) = -2270 = — 5,
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gy

Azt kaptuk tehat, hogy |F ()| = 2, igy az f fiiggvény rugalmas.

4
35
3
25
2
1.5
1
0.5
0

05 |0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 7!
-0.5

13.8. Megjegyzés. A kozgazdasagtanban rendkiviil fontosak azok a fiiggvé-
nyek, amelyeknek az elaszticitdsa alland6 érték. Ilyenek példaul az in. Cobb-
Douglas tipusi fiiggvények. A kozgazdasigtan kiillonbozd teriiletein, igy a
mikrookonémiai fogyasztds- és termeléselméletben, valamint a makrookon6-
midban is széles korben haszndlatosak ezek a fiiggvények. Els6ként Knut Wick-
sell svéd kozgazdasz alkalmazta 6ket, elnevezésiik mégis az amerikai Charles
Cobb matematikus és Paul Douglas kdzgazddsz nevébdl szarmazik. Legyenek
a és b adott, valds szdmok, és tekintsiik az

fz)y=a-a’
fiiggvényt. Ekkor f/(x) =a-b- 201, ezért az elaszticitds
x T a-b-x-xb !
E =, — / = — . b . b—1 N — b
(x) f(l') f (l’) a- J]b a X P :L'b ,

igy az elaszticitds értéke nem fligg az x értékétdl.

13.9. Példa. Egy érucikk iranti keresletet az x artdl fiiggden az

100
flw) = r+95

fiiggvény ad meg. Irjuk fol az elaszticitds fiiggvényt! Hany szazalékkal véltozik
a kereslet, ha az aru 5 Ft-os arat 1%-kal emelik, illetve 3%-kal csokkentik?
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Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

—100
T —
Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitds fiiggvényt:
T T —100 z+5 —100 —T
E = — / = . = . . = .
@) =@ @ 00 " (z+52 © 100 (@+5)? a+5

Mivel a termék dra 5 Ft, ezért kiszamoljuk az F(5) értéket:
-5 1
EB)=——=—2-.
(5) 545 2
Ez azt jelenti, hogy ha 1%-kal n6 az ar, akkor varhat6an fél szazalékkal csokken
a termék iranti kereslet. Masrészt, ha 3%-kal csokken az ar, akkor varhatdéan
3 - 0,5%-kal n6 a termék irdnti kereslet.
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Ellenorzo kérdések

Az elaszticitds megmutatja, hogy ...................
Az elaszticitds kiszdmitésa ....................
Az f(x) = 10z + 2000 fiiggvény elaszticitds fiiggvénye ...................

Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(z)
fliggvény rugalmatlan, ha ....................

Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(x)
fliggvény egységnyi rugalmassagy, ha ....................

. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(x)

fliggvény rugalmas, ha ....................
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14. Differencialszamitas a fizikaban és a miiszaki tudomanyokban

14.1. Megjegyzés. Az elsG fejezetben lattuk, hogy a differenciahdnyados fizi-
kai jelentése valamely fizikai mennyiség dtlagos véltozasi gyorsasdgat jelenti,
mig a differencidlhdnyados fizikai jelentése egy fizikai mennyiség pillanatnyi
valtoz4si gyorsasiga.

14.2. Mozgastani feladatok. Amennyiben ¢ — s(t) egy hely-id6 fiiggvény,
ugy ennek differenciahdnyadosa a [t1;t2] idGintervallumon az dtlagsebesség;
to-beli differencidlhdnyadosa pedig a ¢o-beli pillanatnyi sebesség. Ha ¢t — v(t)
egy sebesség—idg fiiggvény, akkor annak a differenciahanyadosa a [t1; t2] idGin-
tervallumon az atlagos gyorsulas; ¢o-beli differencidlhdnyadosa pedig a to-beli
pillanatnyi gyorsulds.

14.3. Példa. Ugyanazon egyenes palydn mozgé két részecske hely—id6 fiig-
gvényei
s1(t) = 3t — 12t% + 18t + 5,
illetve
so(t) = —13 + 9% — 12¢.
Az id6t mindkét esetben masodpercben, a tdvolsdgot pedig méterben mérjiik.
Mikor lesz a két részecske sebessége egyenld?

Az elsé részecske sebesség—ido fiiggvénye
vy (t) = s} (t) = 9t% — 24t + 18.
A maésodik részecske sebesség—ido fiiggvénye
vo(t) = sh(t) = —3t> + 18t — 12.
Azt a t értéket keressiik, amelyre vy (¢) = vo(t), azaz a
9t* — 24t + 18 = —3¢* + 18t — 12

egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet nullara redukalva, majd mindkét
oldalt elosztva 6-tal

1262 —42t+30=0 =  2-Tt+5=0
adodik. A masodfoku egyenletet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
Ttv49—-40 T7+3
4 4

A részecskék sebessége tehdt a megfigyelés kezdete utdn 1 mdsodperccel, majd
a megfigyelés kezdete utdn 2, 5 masodperccel fog megegyezni.

t120 =
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14.4. Példa. Egy egyenes palyan mozgdé részecske hely—idd fiiggvénye
s(t) =t — 6t* + Ot.

Az eltelt id6t mdsodpercben, a megtett utat méterben mérjiik.

a) Hatdrozzuk meg a sebesség—id6 fiiggvényt!

b) Adjuk meg a pillanatnyi sebességét a 2 és 4 id6pillanatokban!

¢) Hatdrozzuk meg azokat az iddpillanatokat, amikor a részecske sebessége
zérus!

d) Adjuk meg azt az id6intervallumot, amikor a részecske ,,megfordul”, azaz
az eredetivel ,.ellentétes irdnyba” halad!

e) Készitsiink vizlatot a részecske mozgdsarol!

f) Hatdrozzuk meg, hogy az elsé 5 masodpercben mennyi utat tett meg a ré-
szecske?

g) Adjuk meg a gyorsulds—ido fiiggvényt!
h) Abrézoljuk kozos koordindta—rendszerben a hely—id6, a sebesség—id6 és a
gyorsulas—ido fiiggvényeket!
megoldds:
a) A sebesség id6 fiiggvény
v(t) = §'(t) = 3t* — 12t + 9.
b) A pillanatnyi sebesség a 2 és 4 id6pillanatokban:

0(2)23.4—12-2+9:—3[E]
S

v(4):3-16—12~4+9:9[%}
¢) A v(t) = 0 egyenlet megoldasat keressiik, azaz a
32 -12t4+9=0 =  t*—4t+3=0
egyenletet kell megoldanunk. A mdsodfoki egyenlet megoldéképletének
felhaszndldsdval

4+/16—-12 4+2

2 2

t12 =
azaz t1 = 1 és ty = 3 adddik.
d) Az s'(t) = v(t) figgvény eldjelét tablazatba foglaljuk:
t<1 t=1 1<t<3| t=3 |t>3
sty | + 0 — 0 +
s(t) | " | lok. max. N lok. min. |
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Azt kaptuk tehdt, hogy a ¢ €]1; 3[ idGintervallumban halad a részecske az
eredetivel ellentétes irdnyba.

e) A részecske mozgdsat az aldbbi diagrammal szemléltethetjiik:

=3
s=0

I
“y

o O

e\

L o~
Il

f) A részecske az els6é 5 masodpercben

[s(1) = s(0)[s + [s(3) — s(1)| + [s(5) — s(3)| =
= 14— 0]+ 10— 4] + 20 — 0] = 28 [m]

utat tett meg.

g) A gyorsulas—ido fiiggvény a sebesség—ido fiiggvény derivaltja:
a(t) ='(t) = 6t — 12.

h) A hely-idd, sebesség—id6 és gyorsulds—idé fiiggvények:

20 u(t)

sr_ 27

14.5. Vonalmenti tomegsiiriiség. Egy homogén egyenes riud stirliségét a ho-
mogén rud tomege és a rid hosszdnak hanyadosaként definidlhatjuk. Ha a rdad
nem homogén szerkezeti és a [0; z] intervallumon a tomegét az m(z) fiiggvény
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adja meg, akkor a vonalmenti tomegsirtisége az m(z) fuggvény differencidl-
hanyadosa.

} X \
| I I

tdmeg: m(x)

14.6. Példa. Egy inhomogén egyenes rid tomegét a rid bal oldali ,,végétdl” x-
ig az m(x) = /x fiiggvény frja le, ahol a tomeget kilogrammban, a hosszdsé-
got méterben mérjiik. Ekkor az 4tlagos stirliség az 1 és 4 méter kozotti szakas-
zon
Vi-v1 1 [kg
Ap=—""—=-|—|.
4-1 3 |m
A siirliség az x = 1 helyen

1 1 [ kg
= /1 = — = — | — .
o=m(l) 2.z 2[111]

14.7. Teljesitmény. Egyenletes munkavégzés esetén a teljesitmény:

AW
& At
kiilonben
P(t) = W'(t).

14.8. Legkisebb négyzetek médszerének egy specialis esete. Differencidlsza-
mitds segitségével meghatdrozhaté olyan f(z) = g(x, a) fiiggvény ismeretlen
a paramétere, amely ,,négyzetesen” legjobban kozeliti az

(1;91), (T1;91)5 -+ 5 (T Yn)
pontokat. A feladat tehat a

n

H(a) =" (g —a-gla))?

k=1
fiiggvény minimumanak megkeresése.

14.9. Példa. Tegyiik fel, hogy az x és az y kozotti figgvény kapcsolat y = a-27.
Négy mérést végziink, a mérési eredmények az aldbbiak:

A(z1;51) = (1;3)  Bl(xo;y2) = (2;6)
C(zs;y3) = (3;10)  D(za;3y4) = (4;14).
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Hatérozzuk meg az a értékét gy, hogy az eltérések négyzetdsszege a lehetd
legkisebb legyen, azaz keressiik meg, hogy milyen a valds szdm esetén lesz a
4

Him) =S (g —a-27)°

k=1
figgvény értéke minimalis.
megoldis:
Behelyettesitve az adatokat a H fliggvény:
H(a) = (3 —2a)* + (6 — 4a)® + (10 — 8a)? + (14 — 16a)>.
A H fiiggvény derivaltja
H'(a)=2-(3-2a) (=2)+2:(6—4a)-(—4)+
+2-(10—-8a)-(—8)+2- (14 — 16a) - (—16).
Ha elvégezziik az 6sszevondst, akkor azt kapjuk, hogy

H'(a) = 680a — 668.

Ennek a zérushelye

668 167
680a — 668 = 0 = 680a = 668 = = =
¢ ¢ 7680  170°
igy a keresett ismeretlen paraméter a = %, tehat a keresett fiiggvény
167 _,
Y100
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Ellenorzo kérdések

. At — s(t) hely-id6 fuggvény differenciahdanyadosédnak jelentése a [t1; to]
intervallumon: .......

. At — v(t) sebesség—idS fiiggvény differenciahdnyadosdnak jelentése a
[t1; t2] intervallumon: .......

. A't — s(t) hely—idd fiiggvény to-beli derivéltjanak jelentése: .......

. At — v(t) sebesség—ids fiiggvény to-beli derivaltjanak jelentése: .......

5. Az s(t) = t2 — 2t + 1 hely—id® fiiggvény esetén a sebesség—idd fiiggvény:

. Az s(t) = t?> — 2t + 1 hely-idé fiiggvény esetén a gyorsulds—idé fiiggvény:

. Az s(t) = \/t hely-idé fiiggvény esetén a gyorsulds—id6 fiiggvény: .......

. Az 5(t) = cos(2t) hely—-id® fiiggvény esetén a pillanatnyi sebességat = 7§
id6pillanatban: .......
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15. A differencialszamitas gazdasagi alkalmazasai

15.1. Hatarkoltség. Legyen C(x) egy koltségfiiggvény, amely megmutatja,
hogy x darab termék elballitdisa mennyibe keriil. A hatdrkoltség a koltség-

7z

figgvény x (vagyis az eldallitott termék mennyisége) szerinti derivaltja.
A kozgazdaszok a termelés koltségét altalaban harmadfoku polinomfiigg-
vényekkel irjak le, azaz
f(@) = az® + ba® + cx +d

alakd fiiggvényekkel. Itt a d a gyartds fix koltségét jelenti (bérleti dij, fiitési dij,
gyartésor megvasarldsanak koltsége, stb.), a tobbi tag a véltozd koltség, vagyis
az eldéllitott mennyiségtdl fiiggs koltség.

15.2. Példa. [31] Valamely termék koltségfiiggvénye
C(x) = 3 — 16522 4 10.000z + 20.000 (0 <z < 200),
ahol x a gydrtott termék mennyiségét jelenti ezer darabban, a C'(z) koltséget
pedig euroban értjiik.
A hatarkoltség
C'(z) = 3z — 330z + 10.000.

Mivel a

32% — 330z + 10.000 = 0

masodfoki egyenlet diszkrimindnsa
D = 3302 — 120.000 = 108.900 — 120.000 = —11.100 < 0,

igy C’(x)-nek nincs zérushelye, ugyanakkor C’ () egy ,,felfelé nyil6” parabola,
igy C'(x) > 0 minden z esetén, azaz a C'(x) koltségfiiggvény szigortian mono-
ton novekvd. A C'(x) figgvény masodik derivltja
C"(z) = 6x — 330.

Ennek a zérushelye: x = 55. A mésodik derivalt eldjelét tartalmazo tablazat:
<3 |x=55|xz>5>
C"(x) - 0 +
C(z) | konkav ip konvex

Mivel C'(0) = 20.000, ezért 20.000 euro a fixkoltség. A termelés novekedé-
sével a koltség is nd, de valtozé intenzitassal. Eleinte a koltség gyorsabban
nd, majd ahogy a gépek, eszkozok kihasznaltsdga javul elkezd csokkenni a
koltség novekedésének iiteme. Késdbb, az inflexidés pont utdn azonban ismét



15. A DIFFERENCIALSZAMITAS GAZDASAGI ALKALMAZASAI 121

gyorsul a koltségnovekedés tliteme. Ennek az oka, hogy a rendelkezésre 4ll6
keretek (berendezések, munkaerd) mar kevésnek bizonyulnak a termékmennyi-
ség noveléséhez.

35000007
3000000 |
2500000 |
2000000 |
1500000 |
1000000 |

500000 | 1P

0
20 |0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-500000

15.3. Hatarkereslet. Azt a fiiggvényt, amely egy termék iranti keresletet mu-
tatja meg a termék drdnak fliggvényében, keresleti fiiggvénynek nevezziik. Az
f(x) keresleti fuggvény differencidlhdnyadosanak értéke a hatdrkereslet.

15.4. Példa. Meghatdrozzuk az

f(z)=200-271%  (z>0)
fliggvény hatarkeresletét az zo = 9 helyen.
Az f fiiggvény derivaltja

f'(z) = =300 - z72°,

igy a hatdrkereslet az o = 9 helyen
300
243

15.5. Hatarbevétel. Azt a fliggvényt, amely egy termékbdl szarmazo bevételt
mutatja meg a termék darabszdmanak fliggvényében, bevételi fiiggvénynek ne-
vezziik. A B(x) bevételi fiiggvény differencidlhdnyadosdnak értéke a hatdr-
bevétel.

f(9) = —300-972° = —— = —1,235.
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15.6. Hatarprofit. Azt a fuggvényt, amely egy termékbdl szarmazo nyereséget
mutatja meg a termék darabszdménak fiiggvényében, profit vagy nyereség fiigg-
vénynek nevezziik. A P(x) profit fiiggvény differencidlhdnyadosdnak értéke a
hatdrprofit.

15.7. Tétel. Maximalis profitot biztosit6 termelés esetén a hatarbevétel egyenld
a hatdrkoltséggel.

Bizonyitds: Legyen a profit fiiggvény P(z), a bevételi fiiggvény B(z), a kolt-
ség fiiggvény C(z). Ekkor P(z) = B(c) — C(x). Ha a profit maximadlis, akkor
P'(z) = 0. Mdsrészt

P'(z) = B(z) - C'(x),
igy maximalis profit esetén B'(x) — C'(x) = 0, tehdt B'(x) = C'(z), azaz a
hatarbevétel és a hatarkoltség egyenld. m
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Ellenorzo kérdések

. A C(x) koltségfiiggvény esetén az dtlagos koltség az [z1; zo] intervallum
esetén: .......

A C(x) koltségfiiggvény esetén a hatarkoltség: .......

Maximadlis profitot biztosit6 termelés esetén .......

A C(z) = 2x + 6.000 koltségfiiggvény esetén a hatarkoltség .......
A B(x) bevételi fiiggvény differencidlhdnyadosdnak értéke a .......
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16. Differencialszamitas alkalmazasa a biolégiaban és a kémiaban

Az aldbbiakban a differencidlszamitds egy bioldgiai alkalmazasit mutatjuk be.

16.1. Példa. Egy gydgyszerre valo reakcid sok esetben egy

R(M) = M?. (g—]\:,f)

alaku fuggvénnyel irhato le, ahol C egy pozitiv dlland6, M pedig a vérbe fel-
szivodott hatéanyag mennyisége. Ha példdul a széban forgé reakcié vérnyo-
mdsvaltozas, akkor R mértékegysége Hgmm, ha hémérsékletviltozas, akkor
Celsius—fok. A R/(M) derivéltat a test (adott gyégyszerre vald) érzékenységé-
nek nevezziik. Jelen esetben

R (M) =2M - (C - M) + M?. <—1> = MC — M?.

2 3 3

Az a gyégyszermennyiség, amelyre a test a legérzékenyebb tgy kaphaté meg,
hogy meghatdrozzuk azt az M értéket, amelyre az R/ (M) derivalt fiiggvénynek
maximuma van. Ehhez ki kell szdmolnunk az R/(M) fiiggvény (M -szerinti)
derivaltjat, majd meghatdrozzuk annak a zérushelyét:
C

R'(M)=C—-2M =0 = M:2.

Mivel az R'(M) fiiggvény mdsodik derivéltja (azaz az R(M) harmadik de-
riviltja) R (M) = —2, ezért az M = § helyen valéban maximuma van az
R'(M) fiiggvénynek.

Az aldbbiakban a differencidlszamitds egy kémiai alkalmazdsara adunk példat.

16.2. Feladat. [34] Egy magnéziumhidroxid telitett 3, 6 - 10~% mélos sésav ol-
dat [OH ~] hidroxid ionkoncentracidjanak meghatdrozasakor az aldbbi egyen-
letet kapjuk:
3,6-1071
o =[0OH ] +3,6-107"
[OH_]Q [ } + )

7 2z

Hatdrozzuk meg [O H ~| kozelit6 értékét Newton—Raphson médszerrel!
megoldis:

Vezessiik be az x = 10%-[O H ~] jelolést. Ekkor a megadott egyenlet dtrendezés
utan
3 2 _
z°+3,6x° —36,4=0
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alakd lesz. Tekintsiik az
f(z) = 2%+ 3,62 — 36,4
fliggvényt! Ennek a derivaltja
f'(x) = 32% 4+ 7, 2z,

125

igy a Newton—Raphson mddszerben szerepld iteracids sorozat az alabbi lesz:

f(zp) 23 + 3,627 — 36,4
_ — — k=1,2).
Tyl = Tyl = Tk F(ze) Ty, 522 + 7,201 ( )
Tekintsiik az xo = 2 kezdeti értéket. Ekkor
f(xo) x3 + 3,622 — 36,4
T1 =20~ 4 =9 — 5 =
(o) 3xg + 7,20
23 4+3,6-2%2—-36,4
=2 ’ '~ ~ 2,5303.
3-2247,2-2 ’
Kovetkez6 1épésben
f(x) x3 + 3,622 — 36,4
To =21 — ; =T — 3 =
f'(z1) 3z + 7,211
2,5303% + 3,6 - 2,5303% — 36, 4
2= 5,05 "=~ 2,4541.
3-2,5303%2 +7,2-2,5303
Mivel
=10 [OH] = x-107* = [OH ],

ezért [OH ] ~ 0,00024541.
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17. Attekintés egy feladaton keresztiil

17.1. Feladat. Tekintsiik az f(z) = ¥z és a h(z) = 2% — 2z fiiggvényeket,

valamint az [(z) = f o h(zx) fiiggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az xo = 8 helyen az f(x) fliiggvény differenciahdnyados
fliggvényét!

b) Adjuk meg az f(x) fiiggvény zy = 8 helyhez tart6z6 differencidlhanyado-
sénak értéket!

¢) Hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény grafikonjdnak (8; 2) pontbeli érints egye-
nesének meredekségét és irdnyszogét!

d) Irjuk fel az f(z) fiiggvény grafikonjanak (8;2) pontjdba hiizott érints egye-
nesének egyenletét!

e) Hatdrozzuk meg az f(x) fiiggvény grafikonjdnak (8;2) pontbeli normalis
egyenesének meredekségét és iranyszogét!

f) Irjuk fel az f(x) fiiggvény grafikonjanak (8;2) pontjaba hiizott normalis
egyenesének egyenletét!

g) Adjuk meg az f(x) fiiggvény xg = 8 helyhez tartozé tangens szakaszénak
és normalis szakaszdnak hosszat!

h) Adjuk meg az f(z) fiiggvény o = 8 helyhez tartozé szubtangens és szub-
normdlis szakaszdnak hosszit!

i) Adjuk meg az f(z) fuggvény mdsodik derivaltjdnak értékét az xy = 8 he-
lyen!

j) Hatdrozzuk meg az f(z) fuggvény gorbiileti fiiggvényét és adjuk meg a
gorbiiletet az zo = 8 helyen!

k) Mutassuk meg, hogy az (f (x))4 fiiggvény differencialhaté az xy = 0 he-
lyen, de a masodik derivaltja mar nem létezik az zg = O helyen!

1) Adjuk meg az f(x) fiiggvény xop = 8 pont koriili masodrendd Taylor—
polinomjét!

m) Az elébbi eredmény felhasznaldsaval szamoljuk ki v/7 kozelits értékét!

n) Adjuk meg az f(x) - h(z) fiiggvény derivaltjat!

f(x)

h(z)

p) Adjuk meg az [(z) fiiggvény deriviltjat és az I'(8) értéket!

f(z)

q) Szamoljuk ki a lim *——= hatarértéket!
00 h(m)

0) Hatdrozzuk meg az fliggvény derivaltjét!
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megold4s:
a) Az f fuggvény differenciahdnyadosa az x¢p = 8 helyen:
sy VBB (Y= VB) (Vo w4 V) _
r—8 (x —8) - (Va2 + V/8x + V/64)

B -8 B 1
(- 8) (Va2 + 8z +¥/64) Va4 8x+ /64
b) Az f fuggvény differencidlhdnyadosa az x¢ = 8 helyen:

1 1 1

i = = —,
o8 Vo + Rr+ Vod Atdtd 12

c) Az f érint6 egyenesének meredeksége az xg = 8 helyen: me = % Az
érintd egyenes irdnyszoge

1
toq = — ~ 4,76°.
go B = « , 76
d) Az érint6 egyenes egyenlete
1 1 2
=24+ — - (z—8 = =24 —z— -
y=2+ 45 (@-8) y=2+ 503,
tehat
4 4 1
Y7312
e) A normélis egyenes meredeksége
1
my, =—— = —12,
Mme

irdnyszoge
tgf=—12 = B =94,76°.

f) A normdlis egyenes egyenlete
y=2-12-(z —28) = y =98 — 12z.
g) A tangens szakasz hossza

"y 2 i2
P ey e
12
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A normalis szakasz hossza

N:'f(xo)-\/m': 2.,/1+<112>2 -8

h) A szubtangens szakasz hossza

2
St = ‘ f,(xo) =|7| =24
f'(@o) 12
A szubnormalis szakasz hossza
1 1
= . ! = 2 | = =.
v = |flan) - )| =2 55| = 5
i) Mivel f'(z) = % .13, ezért
2 5 2 2 1
" —_ 4. -3 _ _ - //8:_ z _
j) A gorbiileti fiiggvény
‘ 2
9. Vas
g(z) = .

<1 + (;xéf)g

A gorbiilet értéke az xp = 8 helyen g(zp) ~ —0,0069.
k) Az (f(x))4 deriviltja

1 4

Ennek a fliggvénynek az o = 0 helyen a helyettesitési értéke 0.
4 4 4
Az z — 3 Jx fiiggvény deriviltja 9 278 = W, amely az g = 0
helyen nincs értelmezve.
1) Az f fiiggvény masodfoku Taylor—polinomja
y : 1" (o) 2_
2(2) = f(@o) + f(z0) - (& —xo) + == - (x —20)" =
1 1
T @y @8
= I S 2 i

144 367 9
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m) A /7 kizelits értéke a masodfoki Taylor—polinom felhasznéldsaval
3 1 9 7 8 275
~T = . —. —=— =1 .
VT = Ty(7) Tt ae T = g L9097
n) Az f(x) - h(z) fiiggvény deriviltja
V) (2 = 20) + Yz - (2 — 22)" =

(F(@) - h(x)" =
o (2% — 22) + V- (22 — 2).

—~

_1
-3
0) Az f(@) fliggvény derivéltja
h(z)
f@)\' _ (Ya) - (@? = 22) — Yo (2* —22)"
h(z)) (22 — 2x)? N
1
g-m_g-(x2—2x)—\3/5-(2x—2)
- (22 — 2x)2 ’
p) Azl fuggvény derivaltja
1
U(z) = (Va2 - 21:)/ — (2% — 2x)_% 2z —2) =
_ 2 — 2
3./ (x? — 21:)2.
Ezt felhasznalva
2.8 —
L 52 - LR
3-3/(82—-2.8)2 72

I'(8)
q) A hatarérték kiszdmoldsdhoz a L'Hospital-szabdlyt alkalmazzuk:
2

Ve o 3
am o

. f(=z)
a:hﬁn;o (:U) T 250 r2 — ¢ B
1
= lim 3 =0.
522 —2)

= lim ——3
IO g5 . (26 —2)  TTU®3.zx
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10.

18. Az elleno6rzo kérdések megoldasai

Differencia- és differencialhanyados fogalma

. Az f: I — R fuggvény x( € I-beli differenciahdnyados fiiggvénye:

d(z) = f@)—f(zo0)

r—x0

. Egyviltozos fiiggvény differenciahdnyadosdnak geometriai jelentése:

fliggvény grafikonjanak két kiilonbdzd pontjan dthalad6 szel6 meredeksége.

. Egyvéltozés fiiggvény differenciahdnyadosanak fizikai jelentése:

egy ,,b” fizikai mennyiség atlagos megvaltozasa ,,t” fizikai mennyiség fligg-
vényében. Példaul hely-id6 fiiggvény differencia hanyados fiiggvénye a
sebesség—ido fliggvény; sebesség—idd fiiggvény differenciahdnyados fligg-
vénye a gyorsulds—idé fiiggvény; munkavégzés—ido fiiggvény differencia-
hanyados fiiggvénye a teljesitmény-ido fiiggvény.

. At — s(t) hely-id6 fuggvény differenciahdnyadosédnak jelentése a [t1; to]

intervallumon: dtlagsebesség a [t1; 2] intervallumon.

. At — o(t) sebesség—idd fiiggvény differenciahdnyadosédnak jelentése a

[t1; t2] intervallumon: dtlagos gyorsulds a [¢1; to] intervallumon.

. Adjuk meg az f(x) = x? + 2 fiiggvény x¢ = —3 helyhez tartozé differen-

ciahdnyados fiiggvényét! A differenciahdnyados fliggvény = # —3 esetén:
J@)—f(xo) _ 22422-3 _ (#+3)-(z—1) _

T—x0 z+3 x+3 r—1

. Adjuk meg az f(r) = 22 fiiggvény xo = 4 helyhez tartozé differenciah4-

nyados fiiggvényének tovabb mar nem egyszerisithetd alakjat!
d(,f[,‘) u ‘,EQ_ZILG _ (z+4)-(z—4) _ l’+4 (SU 75 4)

a8 r—4

. Adjuk meg az f(z) = /x fiiggvény 2y = 4 helyhez tartoz6 differenciah4-

nyados fiiggvényének tovdbb mar nem egyszer{isithets alakjat!
— Vz=2 _ (Va=2)(VE+2) _ (z—4) 1
d@) =57 = (e — G — e @FY

1

. Adjuk meg az f(x) = = fiiggvény x( = 4 helyhez tartozé differenciahdnya-

Tz
dos fiiggvényének tovabb mar nem egyszer(sithetd alakjat!
1_1

d@) =+ = g =~ (@ #4)
Az f: I — R fiiggvény xg € I-beli differencialhanyadosa:
lim f(@)—f(z0) .
r—x0

T—T0
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11. Egyvaltozos fiiggvény differencidlhdnyadosdnak geometriai jelentése:

fiiggvény adott pontbeli érintd egyenesének meredeksége.

12. Egyvaltozés fliggvény differencidlhdnyadoséanak fizikai jelentése:

egy ,,b” fizikai mennyiség valtozdsi gyorsasdga a ,,t” fizikai mennyiség fligg-
vényében. Példdul hely—idé6 fiiggvény differencidlhdnyadosa a pillanatnyi
sebesség; sebesség—ido fliggvény differencidlhdnyadosa a pillanatnyi gyor-
sulds.

13. At — s(t) hely-idé fiiggvény to-beli derivdltjanak jelentése:

to-beli pillanatnyi sebesség.

14. At — v(t) sebesség—ido fiiggvény to-beli derivéltjanak jelentése:

to-beli pillanatnyi gyorsulds.

15. Az f: I — R fliggvény érintd egyenesének egyenlete:

y = f(xo) + f'(z0) - (x — x0).

16. Az f: I — R fuggvény xp-beli bal oldali differencidlhdnyadosa:

T—x0

lim
T—T0—

17. Az f: I — R fiiggvény xz-beli jobb oldali differencidlhanyadosa:

lim f(z)—f(z0) .

r—zo+ LT

A differencialhatosag és a folytonossag kozotti kapcsolat

. A folytonossag sziikséges, de nem elégséges feltétele a differencidlhatésag-
nak.

. A differencidlhat6sdg elegendd, de nem sziikséges feltétele a folytonossig-
nak.

. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amely folytonos, de nem differencidl-
hat6! Példaul f(x) = |z|.

. Létezik-e olyan nem folytonos fiiggvény, amelyik differencidlhat6? Nem
1étezik, mert a folytonossag sziikséges feltétele a differencidlhatésagnak.

. Az f: R = R, f(z) = |z — 2| + |z + 3| fiiggvény azon pontjainak szdma,
ahol a fiiggvény nem differencidlhatd. Az fiiggvény azx = —3ésazx = 2
helyen nem differencidlhatd, azaz azon helyek szdma, ahol nem differenci-
alhato6: 2.
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6.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Az f: R{\0} — R, f(x) = |z| fiiggvény differencidlhdnyados fiiggvénye:
1, haz >0
! _ Y
P =91 hae<o.

Derivalasi szabalyok

. Az f(x) = x fiiggvény derivéltja f'(z) = 1.
. Konstans fiiggvény derivaltja 0.

. Adjuk meg két differencidlhaté fiiggvény 6sszegének ,,derivalasi szabdlyat™!

Ha f és g differencialhat6 fiiggvények, akkor f + g is differencidlhatd és
(f +9)(x) = f'(z) +g(2)

. Adjuk meg két differencidlhat6 fiiggvény kiilonbségének ,.derivalasi szaba-

lyat”! Ha f és g differencialhat6 fiiggvények, akkor f — g is differencialhat6
& (f —9)'(x) = f'(x) — ¢'(2).

. Ha f és g differencidlhaté fiiggvények, akkor

(f-9) (@) =f"(z) - g(x) + f(z) - ¢ ().

. Ha f és g differencidlhat6 fiiggvények, akkor

N F)ga) - Fe)g (@)
(g> @) == '

. Az f(x) = sin x fiiggvény derivéltja f'(x) = cos z.
. Az f(x) = cos z fiiggvény derivéltja f'(x) = —sin x.

1
. Az f(x) = tgx fiiggvény derivéltja f'(z) = —5—.
cos?
1
B .. z s 214l / _
Az f(x) = ctg x fuggvény derivéltja f'(x) = G
Az f(z) = e” fiiggvény derivéltja f'(x) = e”.
Az f(z) = o” fiiggvény derivéltja f'(z) = a” Ina.
()

1
Az f(z) = Inz fiiggvény derivaltja f/(z) = —.
x

1

x-lna’
1

V1—22

Az f(x) = log, = fiiggvény derivéltja f'(z) =

Az f(z) = arcsin x fiiggvény derivéltja f'(x) =
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1
16. Az f(xz) = arccos z fiiggvény derivéltja f'(z) = ————.
f(z) ggvény ja f'(x) T
1
17. Az f(x) = arctg z fiiggvény derivéltja f'(z) = T
1
18. Az f(x) = arcctg z fiiggvény deriviltjat f'(x) = i

19. Az 6sszetett fliggvény ,,derivalasi szabdlya” ha f és g differencidlhaté fligg-
vények, akkor f o g is differencidlhat6 és (f o g)'(z) = f'(9(z)) - ¢'(z).
20. Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor sin (f(z)) derivéltja:
cos (£()) - £'(2).
21. Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor In (f(x)) derivaltja:
1 f(x
L=
f(x) f(x)
22. Ha f differencidlhatd fiiggvény, akkor sin x - f(x) derivéltja:
cosx - f(x)+sinz - f'(x).

f(x)

el‘

23. Ha f differencialhat6 fiiggvény, akkor
f'(z)-e® = f(z)-e"  fi(x) = f(x)

e2x e

derivaltja:

24. Ha f differencidlhaté fiiggvény, akkor f(x) - cos  derivéltja:
f'(x)-cosz+ f(x) - (—sinz) = f'(x) - cosx — f(x) - sinzx.

25. Ha f differencidlhato fiiggvény, akkor (f (:U))2 derivaltja: 2f(z) - f'(z).
26. Ha f differencidlhat fiiggvény, akkor ( f (m))5 derivéltja: 5( f (w))4- f(x).
27. Ha f differencialhaté fiiggvény, akkor f(x? 2.

derivéltja: f'(x
28. Ha f differencialhat6 fiiggvény, akkor f(x® 2%) - bt

) %)
) derivéltja: f'(x°) -
29. Ha f differenciélhat6 fiiggvény, akkor f(sin x) derivéltja: f’(sinx) - cos .

30. Ha f, g és h differencidlhaté fiiggvények, akkor f(x)-g(x)-h(z) derivéltja:
f'(@) - g(x) - h(x) + f(z) - g'(x) - W(x) + f(2) - g(z) - B ().

Magasabb rendii derivaltak

1. Mikor mondjuk azt, hogy az f: I — R fuggvény kétszer differencidlhat6?
Ha differencialhat6, és a derivlt fliggvény is differencidlhatd.
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2. Az f: I — R fiiggvény folytonosan differencialhaté, ha differencialhaté és
a derivéltja folytonos fliggvény.

Az f(z) = sin z fiiggvény 102-edik derivaltja: f(19?)(2) = —sin z.

Az f(x) = cosz fiiggvény 105-edik derivaltja: f(19%) (x ) —sinx.

Az f x) = €27 fiiggvény n-edik derivaltja: f()(z) = e2* . 27,
Az f(x
Az f(x) = 2" fiiggvény n + 1-edik derivéltja: f"+1(z) = 0.

(z) =

(z)

z f(x) = 2" fuggvény n-edik derivaltja: f (”)(x) =nl.

(z) = 2" fiiggvény n — 1-edik derivéltja: f"~D(z) =n! -z
)=

.\090.\‘9\3":“9’

Ha f és g kétszer differencidlhato fiiggvények, akkor
"
(f(@) +9(2))" = f"(z) + g"(2).
10. Ha f és g haromszor differencidlhat6 fiiggvények, akkor
"
(f(@) +9(2))" = f"(x) + g"(2).
11. Ha f és g kétszer differencialhaté fiiggvények, akkor
"
(f(@)-g(2)" = ")+ 2 f'(2) g (2) + 9" (2).
12. Ha f és g haromszor differencidlhaté fiiggvények, akkor
n
(f(@) - g(2))" = f"(x) +3- f'(2) - g'(x) + 3 f'(z) - g"(2) + g""(2).

Erinto és normalis egyenes egyenlete, érintési paraméterek

1. Az f: I — R fiiggvény xo-beli érinté egyenesének egyenlete
y = f(zo) + f'(z0) - (z — o).

2. Az f: I — R fiiggvény x-beli érintd egyenesének meredeksége f(xp).
3. Az f: I — R fiiggvény x¢-beli normalis egyenesének egyenlete

= f(zo) — ——— - (x — x0).
4. Az f: I — R figgvény z-beli normdlis egyenesének meredeksége

1
f'(@o)

5. Haaz f: I — R fiiggvény zp-beli derivéltja zérus, akkor az xg-beli érintd
egyenesének egyenlete y = f(xo).

6. Az f(x) = z? fiiggvény érints egyenesének egyenlete az o = 0 helyen
y=0.
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7. Az f(x) = 2 fiiggvény érinté egyenesének egyenlete az xo = 1 helyen
y = 3z — 2. Ugyanis, mivel f'(z) = 322, igy f/(1) = 3, tehét az érints
egyenes egyenlete y = 1 +3- (x — 1) = 3z — 2, azazy = 3z — 2.

8. Az f(x) = sinz fiiggvény érintd egyenesének egyenlete az o = 0 helyen
y = x. Ugyanis, mivel f'(x) = cosz, igy f/(0) = 1, tehdt az érint5 egyenes
egyenletey =0+ 1-(z —0) = x,azaz y = x.

9. Ugyanazon helyhez tartoz6 érint6 egyenes és normdlis egyenes merdleges
egymasra.

10. A simulékor kézéppontja a normélis egyenesre illeszkedik.

11. Az f(z) = 4z + 2 fuggvény gorbiilete minden pontban nulla, hiszen az f
fliggvény grafikonja egyenes.

1
12. Az r sugard kor gorbiilete —.
r
1
13. Az 2% + y? = 81 egyenletii kor gorbiilete 9

1
14. Az 2% 4 42 + y?> — 6y = 12 egyenletii alakzat gorbiilete 5 hiszen teljes

négyzetté alakitva azt kapjuk, hogy (z + 2)% + (y — 3)% = 25, ami egy 5
egység sugard kor egyenlete.

A differencialszamitas kozépértéktételei

1. Haaz f: R — R differencidlhat6 fiiggvénynek az z( helyen lokdlis szél-
s6értéke van, akkor f(zq) = 0.

2. A Rolle-féle kozépértéktétel szerint, amennyiben az f: [a;b] — R fiigg-
vényre teljesiil, hogy f(a)=f(b), akkor az [a;b] intervallumnak van olyan
belsd pontja, amelybe huzott érintje parhuzamos az z-tengellyel, azaz a
derivaltja az emlitett helyen zérus.

3. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint az f: [a; b] — R fliiggvény értelme-
z€si tartomanyanak van olyan belsé pontja, amelybe huzott érintd parhuza-
mos az (a; f(a)) és (b; f(b)) pontokat 8sszekdtd szelGvel.

Py

4. A lokalis széls6érték 1étezésének sziikséges feltétele: ahol a fliggvénynek
sz€ls6értéke van, azon a helyen a derivéltja zérus.

5. Adjunk meg olyan differencidlhat6 fiiggvényt, melyre f’(xg) = 0, azonban
f-nek az x( helyen nincs lokalis szélséértéke! f(x) = x° és z9 = 0.
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. Ha f és g olyan differencidlhaté fiiggvények, hogy f/(z) = ¢'(x), akkor

ebbdl kovetkezik-e, hogy f(z) = g(x)? Nem kovetkezik, ugyanis attol,
hogy két fiiggvény derivdltja megegyezik, a két fliggvény még konstans
osszeadanddban kiilonbozhet egymdstdl. Gondoljunk példdul az f(z) = 22
és a g(x) = 2% + 5 fiiggvényekre. Ekkor f'(x) = 2x és ¢'(v) = 2, tehdt
F(w) = ¢ (x), de f(z) # g(x).

L’Hospital-szabaly

. Mikor és hogyan alkalmazhat6 a L’Hospital-szabély? A L’Hospital-szabaly

fliggvények hatarértékének kiszamitdsara alkalmazhatd %, i[% illetve 0°

alaku hatarértékek esetén.

. Ha f és g differencidlhat6 fiiggvények és lim f(z) = 0 és lim g(z) = 0,
z—0 z—0

akkor lim £&) = Jim £/(&)
g(x)

z—0 z—0 9'(z)

. Ha f és g differencidlhato fiiggvények és lim f(z) = oo és lim g(z) =
—r00 T—00

00, akkor lim M = lim f,l(x).

. Ha lim f(z) =o00és lim g(x) = —oo, akkor lim ) = lim L@
T—00 T—00 T—00 g(:[;) z—00 9'(%)
Ha lim f(z) = —00és lim g(x) = —oc, akkor lim %) — Jim L),
T—00 T—500 T—500 g(;c) 00 9'(@)
lim Smr lim L cos0=1
z—0 T z—0
lim cosx _ —blnl’:O
=T X — T x—0 1
Fiiggvényvizsgalat

. Haaz f: I — R differencidlhat6 fiiggvény monoton novekvd, akkor

fl(x) >0 (zel).

. Haaz f: I — R differencialhat6 fiiggvény monoton csokkend, akkor

fl@)<0 (zel)

. Haaz f: I — R differencidlhat6 fiiggvénynek az xo € I helyen lokalis

% 2oy L

sz€lsGérték helye van, akkor f/(zp) = 0.
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4. Ha az f: I — R differencidlhat6 fiiggvénynek az x¢ € I helyen lokalis
minimum helye van, akkor f’(z() = 0.

5. Haaz f: I — R differencidlhat6 fiiggvénynek az xo € I helyen lokalis
maximum helye van, akkor f’(xo) = 0.

6. Mondjunk példét olyan fiiggvényre, amelynek az zq helyen a derivaltja z¢&-
rus, de a fiiggvénynek az xg helyen nincs lokalis széls6értéke:
f(z) =23, 29 =0.

7. Ha az f: I — R differencidlhat6 fiiggvénynek az xg € I helyen megval-
tozik a monotonitasa, akkor f-nek az x( helyen lokalis széls6értéke van.

8. Ha f: I — R differenciélhat6 fiiggvény és € > 0, tovabbd az |xg — e, zo[ in-
tervallumon f monoton névekvé és az |z, xo + ¢[ intervallumon f monoton
csokkend, akkor az f fiiggvénynek az x( helyen lokdlis maxmimum helye
van.

9. Ha f: I — R differenciélhat6 fiiggvény és e > 0, tovabbd az |z — &, zg]
intervallumon f monoton csdkkend és az |z, o+ €| intervallumon f mono-
ton novekvs, akkor az f fiiggvénynek az x( helyen lokélis minimum helye
van.

10. Haaz f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény konvex, akkor
f(x)>0 (zel).

11. Haaz f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvény konkav, akkor
f(x) <0 (zel).

12. Ha az f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvénynek az z¢ € I helyen
inflexids helye van, akkor f”(xg) = 0.

13. Mondjuk példat olyan fiiggvényre, amelynek az o € I helyen a ma-
sodik derivéltja zérus, de a fiiggvénynek az x¢ helyen nincs inflexiés helye:
f(x) =2* 20 =0.

14. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amely értelmezési tartomanyanak min-
den pontjdban konvex! Az f: R — R, f(z) = 22 fiiggvény értelmezési
tartomanydnak minden pontjdban konvex.

15. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amely értelmezési tartomanyanak min-
den pontjaban konkdv! Az f: R — R, f(z) = —a? fiiggvény értelmezési
tartomdnydnak minden pontjdban konkav.

16. Ha az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvénynek az xq € I helyen

megvaltozik a konvexitdsa, akkor az f fiiggvénynek xg-ban inflexios helye
van.
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17. Mondjunk példat olyan fiiggvényre, amelynek végtelen sok inflexiés pontja
van! Példaul f(z) = sinz, f(x) = cosx.

18. Haaz f: I — R fiiggvény konvex, akkor — f konkav.

19. Haaz f: I — R fiiggvény konkdv, akkor — f konvex.

Taylor—polinom, Taylor-sor

1. Az f: ]zg — ;20 + r[— R fliggvény x( koriili n-edfokd Taylor-polinomja
1" (n)
T(z) = f(@o)+f (x0)-(x—x0)+ L5 (w—m0)2+. ..+ L) (2 —0)™

n!

2. Az f: |xg — ;20 + r[— R fiiggvény x koriili elséfokd Taylor-polinomja
Ti(z) = f(zo) + f'(z0) - (x — @0).

3. Az f: |xg—r;x0+1r][— R fiiggvény xg koriili masodfoki Taylor-polinomja
Ty(x) = f(ao) + f'(@0) - (@ — o) + 472 - (& — 20)2

4. Az f: |xg — r;zo + r[— R fiiggvény z koriili elséfoku Taylor-polinomja
megegyezik a fiiggvény xg-beli érint egyenesével.

5. Egy fiiggvény 0 pont koriili Taylor-sorat McLaurin sornak nevezziik.

oo
6. Az f(x) = e” fiiggvény xo = 0 pont koriili Taylor sora e” = ) %xk
k=0

Szélsoérték feladatok

1. Ha az f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvénynek az xg € I helyen
staciondrius helye van és f”(zg) > 0, akkor f-nek az xg helyen lokalis
minimuma van.

2. Haaz f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvénynek az x¢y € I helyen
staciondrius helye van és f”(zg) < 0, akkor f-nek az x( helyen lokdlis
maximuma van.

3. Haaz f: I — R haromszor differencialhat6 fiiggvénynek az xg € I helyen
staciondrius helye van és f”(zo) = 0, de f"'(xo) # 0, akkor f-nek az xg
helyen inflexids helye van.

4. Ha az f: I — R akdrhanyszor differencidlhaté fiiggvénynek az xg € [
helyen staciondrius helye van és f”(z¢) = f"(z¢) = 0, de f*(z0) > 0,
akkor f-nek az x( helyen lokélis minimuma van.
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. Ha az f: I — R akdrhanyszor differencidlhat6 fiiggvénynek az zg € 1
helyen staciondrius helye van és f”(zo) = f”(x¢) = 0, de f®(zg) < 0,

akkor f-nek az x( helyen lokdlis maximuma van.

Implicit fiiggvények derivalasa

. Tekintsiik az 22 + y? = 25 egyenletet. Ekkor 3/ = g—gyc = —%.
. Tekintsiik az y® — 2% = 10 egyenletet. Ekkor y/ = % = .

. Adjuk meg explicit egyenletként a \/y — x = 2 implicit egyenletet:
y=(z+2)%

. Ha létezik olyan f: R — R fiiggvény, amelyre minden x € Dy esetén
(z,f(x)) € Dp, tovébb F(z, f(z)) = 0, akkor azt mondjuk, hogy az
F(z,y) = 0 egyenlGség egy implicit egyenletet definial.

Newton—Raphson médszer

. Mire alkalmazhat6 a Newton—Raphson médszer? Egyenletek gyokeinek ko-
zelit6 értékének meghatdrozdsara.

. A Newton—Raphson médszer iteracids sorozata xy 1 = xj — ]{C,(é’z)).

. Az 22 — 5 = 0 egyenlet pozitiv gyokének kozelits értékére o = 2 esetén a

Newton-Raphson médszerrel 21 = 2 — =1 = 2,25 adédik.

Elaszticitas
. Az f differencidlhaté fiiggvény elaszticitds fiiggvénye: F(z) = % ().

. Az f(z) fuggvény elaszticitds fiiggvényének értelmezése:: ha az x értékét
1%-kal valtoztatjuk, hany szézalékkal vdltozik az f(x) értéke.

3. Az f(z) = x fliggvény elaszticitds fiiggvénye: E(z) = 7 -1 =1,

. Ha az f(z) keresleti fiiggvény elaszticitdsdnak értéke az g = 100 helyen
E(xg) = 2, akkor ez azt jelenti, hogy ha a termék 100 egységnyi arat 1%-kal
véltoztatjuk, akkor az irdnta val6 kereslet 2%-kal fog valtozni.

. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(x)
fiiggvény rugalmatlan, ha |E(x)| < 1.

. Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(x)
fiiggvény egységnyi rugalmassagu, ha |E(z)| = 1.
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7.

Legyen f: I — R differencidlhaté6 fiiggvény. Azt mondjuk, hogy az f(x)
fiiggvény rugalmas, ha |E'(x)| > 1.

Differencialszamitas a fizikaban és a miiszaki tudomanyokban

. At — s(t) hely—idd fiiggvény differenciahdnyadosédnak jelentése a [t1; to]

intervallumon: 4tlagsebesség a [t1; t2] idGintevallumban.

. At — v(t) sebesség—idd fiiggvény differenciahdnyadosdnak jelentése a

[t1; to] intervallumon: atlagos gyorsulds a [t1; t2] idGintevallumban.

. At — s(t) hely-id6 fiiggvény to-beli derivéltjanak jelentése: pillanatnyi

sebesség a tg id6pillanatban.

. At — v(t) sebesség—id6 fiiggvény to-beli derivéltjanak jelentése: pillanat-

nyi gyorsulds a ¢y idépillanatban.

. Az s(t) = 2 — 2t + 1 hely-id6 fiiggvény esetén a sebesség—idé fliggvény:

v(t) =2t — 2.

. Az s(t) = t? — 2t + 1 hely-id6 fiiggvény esetén a gyorsulds—idd fiiggvény:

s(t) = 2.

. Az 5(t) = v/t hely-id6 fiiggvény esetén a sebesség—id6 fiiggvény:

v(t) = 2%/5

. Az s(t) = cos(2t) hely—id® fiiggvény esetén a pillanatnyi sebességat = 7§

id6pillanatban: v (T) = —2-sin (§) = —2.

A differencialszamitas gazdasagi alkalmazasai

. A C(z) koltségfuggvény esetén az dtlagos koltség az [x1;xo] intervallum

C(l‘z) — C(.Tl)

esetén: —————.
Tr9 — T
. A C(z) koltségfiiggvény esetén a hatarkoltség:
C(z)—-C
C'(xg) = lim C(z) = C(zo) (xo).
T—T0 r — X0

. Maximadlis profitot biztosité termelés esetén a hatdrbevétel megegyezik a

hatarkoltséggel.

. A C(x) = 2z + 6.000 koltségfiiggvény esetén a hatarkoltség C'(x) = 2

5. A B(z) bevételi fiiggvény differencidlhdnyadosdnak értéke a hatarbevétel.
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