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1. Bevezetés
1.1 Rovid torténete

Albénidban az Elbasani Egyetemen (University of Elbasan, Albania) dolgozom, amely annak
a CEEPUS halozatnak a tagja, melyhez a Debreceni Egyetem és a Miskolci Egyetem is
tartozik. A Miskolci Egyetemen 2007 februarjatdl lehetdséget kaptam részt venni egy
CEEPUS kooperacioban és a halézat munkajaban. Egy évvel késébb a Miskolci Egyetemen
megrendezésre keriil6 CEEPUS Nyari Egyetemen (CEEPUS Summer University in Miskolc,
Hungary, 2008 August 8-20) hallottam el6szor a GeoGebra szoftverrdl és az azt koriiloleld
projektr6l Lavicza Zsolt eladasaban. Nagy hatést gyakorolt rAm a program és kdzben
bekapcsolodhattam a tanitasba, segitettem a diakoknak, hogy hogyan hasznaljak a szoftvert.
Megosztottam az észrevételeimet a GeoGebraval kapcsolatban és felkértem Dr. Kortesi Péter
(Miskolc GeoGebra Institute), hogy legyen a tudomanyos vezetom a tervezett doktori
tanulméanyaimhoz, melynek témdja, hogy hogyan lehetne elérhetévé tenni a szoftvert az
albaniai tanarok es diakok szamara. Kortesi Péter és Juhdsz Imre professzorok ellatogattak az
egyeteminkre, mint a Miskolci GeoGebra Intézet tagjai és személyes konzultaciot ajanlottak
fel a kutatasaimhoz. Nekem is volt alkalmam néhanyszor ellatogatni a Debreceni Egyetemre
és a Miskolci Egyetemre.

- Az Elbasan Egyetem kutatasom iranti érdekl6désének koszonhetéen kaptam egy
tdmogato levelet, hogy tervezzem meg és vegyek részt az albaniaval valo
egyiittmitkddések kiépitésében annak érdekében, hogy a GeoGebra albanidban is
elterjedjen. A munkalatok megkezdédtek és leforditottam 6t GeoGebra fajlt az
Attesoro szoftver hasznalataval. A forditasokat Judith Hohenwarter (aki a GeoGebra
tarstervez6je Dr. Markus Hohenwarterrel) észrevetelei és javaslatai alapjan
korrigdltam, igy mara mar elérhet6 az alban nyelvii valtozat.

- Tovabbi, a GeoGebraval kapcsolatos alapveté tudnivalokat bemutaté anyagokat is
leforditottam Markus és Judith Hohenwarter Introductory Book cimii konyve alapjan.

1.2 GeoGebra képzés. Albaniaban én tartottam el6szor GeoGebra képzést tanarok szamara.
A képzés két Ora tanitast és gyakorlatot jelentett havonta. 20 tanar vett részt az els6ében és
tobben is fognak majd a jovében. A megkezdett tanarképzd program albaniaban megadta a
lendiletet tovabbi hasonl6 képzésekhez, és ahhoz, hogy a program elterjedjen az altalanos és
kozépiskolai tanarok korében. Ennek kdszonheten egy nagy 1étszamu felhasznaldi tabor fog
1étrejonni, mely képes kdzremiikodni a nemzetkozi felhasznaldi kozosséggel.

*** Az els6 eldadasom konklizidi: - egyik tanar sem hallott eldtte a GeoGebrarol. (Néhany
egyszerti geometriai konstrukciot megnézve a GeoGebraval meggy6zddhettek annak
alkalmazhat6sagardl és ennek hatéaséra elkezdték a képzést.) — Ugy tekintettek a GeoGebrara,
hogy azt a kés6bbiekben be fogjak épiteni és hasznalni fogjak, mint a kfzépiskolai
matematika tandrok egy tovabbi képzettsége.

Ezt a javaslatot kovetden megvitattam a GeoGebraval kapcsolatos kutatasi feladatomat a
Matematika és Informatika Tanszék vezetdjével, professzor Agron Tato-val, és a kerilet
Tanulményi Igazgatosaganak matematikaért felelds vezetdjével. Teljes timogatast kaptam
toliik és tovabbi matematikusoktol, hogy megkezdjem a matematika tanarok, majd késoébb a
kozepiskolas didkok kepzését. Nagyon pozitivan alltak a programhoz és ugy vélték, hogy
jétékony hatassal lesz a tanitasi és tanulasi modszerekre. Jovahagytak ennek létrehozasat,
melybe a GeoGebra, Maple, Analysis és az Algebra tartozott bele.

Eddig az alban nyelvii valtozat késziilt el, majd késobb a kapcsolodo weboldalak.



2. Pedagogiai tapasztalatok, célok, technikdk és modszerek
2.1 Osszehasonlité kisérleti kutatasok
Téma: Tanitas GeoGebraval dsszevetve a hagyomanyos modszerrel

A kutatas targya: A GeoGebra szoftver hasznalatanak hatéasa a tanitasi és tanulasi
folyamatban.

Cél: Az ok-okozati 0sszefliggések felderitése és meghatérozasa.
El kell donteni, hogy a GeoGebra segitsegével tartott kurzus van olyan hatékonya, mint a
hagyoméanyosabb mddszerek.

Modszertan: Egyazon kdzépiskolanak kozel azonos szinten 1év6 diakjaibol két kiilon
csoportot alakitottunk ki. Az egyik csoportban hagyomanyos tanitasi modszerekkel, mig a
maésikban a GeoGebra szoftverrel folyt a kurzus. A kurzus végén mindkét csoport ugyanazt a
vizsgat tette le.

A csoport 0sszetétele: A diakok az albaniai Elbasan "Dhaskal Todri" nevii kdzépiskolajaba
jartak. Képet szerettiink volna kapni a didkok felkésziiltségérol. Egy résziiket vizsgaltuk,
amely igy reprezentativ mintaként szolgalt a teljes diaksagra nézve. (A minta relevans
jellemz6i altalaban megegyeznek a teljes populécio jellemzdivel.)

Mintédk: Két osztaly a "Dhaskal Todri" kbzépiskola harmadéves didkjaibol.

Létszamok: A osztaly (28 16), B osztaly (29 6)

Gyakorlé konyv és fejezet: Mathematics 3 (k6zépiskolai tankdnyv); Derivalas fejezet

A megfigyelt valtozo: Egy k6zos jellemz6 a diakokbol alakitott két csoportban.

(A matematikai szintet a fejezetben elért jegy mutatja a két, kiilonbozdképpen kezelt
csoportban.)

Az 6sszehasonlito kisérlethez a mérések soran két adathalmaz késziilt.

Bar tobb mint egy valtozoja van a kisérletnek, ez esetben mégis csak egyet szabad
figyelembe vennink. Ot szamos 6sszegzés (Five-Number Summary) és 6sszehasonlité doboz
abra (comparative box plot) késziilt a mintak vizsgalatahoz és értelmezéséhez.

Mintaveteli gyakorlat: véletlenszerii kivalasztas annak érdekében, hogy az ember
bevonasaval torténd kozépsikolai osztalyokra bontas ne jelenjen meg jelentdsen. (6 osztaly
van a harmadik évfolyamon, melyek koziil a valasztas szamok generalasaval tortént.)

Helyszin: Az iskola szamitogépes terme (XI1-A) és az osztalyterem (XI-D).

A kisérlet ideje: 2010



2.2 Osztélyok kialakitasa; XI-A (kontroll csoport) és XI-D (kisérleti csoport). Az adatok
értékelése.

A csoportok 6sszehasonlitdsahoz a két alternativat a hisztogramok egymasra helyezésével
vethetjlk 6ssze. (Hasonloképpen, mint a "back-to-back stem™ abrak és a level abrak
esetében.) Az adatok csoportositasa a 3.6 és 3.7 tablazatokban lathatok a diakok tesztekben
elért pontszamainak megfeleléen. A 3.4 tablazat a teszt a 3.3 pedig a kontrol csoport
eredményeit tartalmazza. (Lasd a tézis appendix-jeiben.)

Osszehasonlitas a kisérlet kezdetekor

A két osztaly 6sszehasonlitdsdhoz az el6z0 fejezet eredményeibdl indultam ki, mivel ez volt
az, amely a kontrol csoport esetében rendelkezésre allt kisérlet végrehajtdsahoz. Szintén a
tesztek eredményeit hasznaltam a derivalassal kapcsolatos fejezet esetében is. Az el6z6
fejezetben a kontrol és a kiseérleti csoport eredményeinek (jegyeinek és szazalékainak)
eloszlasat a 2.1 tablazatban lathatjuk.

Korii Osztalyzatot Kisérleti csoport Szazalék Ellenérzé Csoport Szazalék
pont Frekvenciak Frekvenciak
<35
35-<45 4 1 3.40 %
45 - <55 5 3 10.34 2 7.14 %
55 - <65 6 4 13.79 1 3.57
65-<75 7 2 6.90 6 21.43
75-<85 8 9 31.03 7 25
85-<95 9 9 31.03 6 21.43
95+ 10 1 3.40 6 21.43
0sszeg = 29 0sszeg = 28

2.1..tablazat: Frekvencia és szazalékos eloszlas tablazatbél

A szazalékokbol lathatd, hogy a kontrol csoportnak szazalékainak jobb az eloszlasa és
matematikaban képzettebbek (jobb jegyekhez 7-t61 kezd6d6en magasabb szazalékok
tartoznak). Ez az llapot a kisérlet megkezdésekor. Eszrevehetd kiilonbség van a ét csoport
kdzott. Habar ez nem probléma a sejtések és a kdvetkezmények kimondasahoz, mivel az
eredmények dsszehasonlitasa a két csoport, illetve az egyes csoportok kezdeti eredményeire
vonatkozéan is megtorténik. Ez az 6sszehasonlitas a méginkabb Iényeges annak belatasahoz,
hogy az Uj modszert érdemes a tanitasi és tanulasi folyamatokba bevonni.

Figyeljuk meg, hogy a fenti tAblazatban a ponthatarokrél csak a kisérleti osztaly esetében
tudunk. A kontrol csoport esetében csak a jegyek érhetdk el, a pontok nem. Ebben az esetben
elegendd a két csoport kdzotti 6sszehasonlitast elvégezni. Ismertek a ponthatarok. Ezek
segitenek a diakokat rangsorolni a matematikai tudas és képességek alapjan az osztalyon
beliil. A feladatom, hogy Osszehasonlitsam a két osztalyt. A megfeleld
gyakorisageloszlasokat abrazoltam és felvazoltam egy abréat, amelyet gyakran hisztogram,
vagy oszlopdiagramként emlegetnek, ahogy azt a 2.1 abran lathatjuk. Készitettem "back-to-
back™ hisztogramot (Ggynevezett bihistogram) a csoportokhoz a GeoGebra eszkdzeinek
segitségével. Ezek segitik az adatok jellemzdinek egyszeriibb elolvasahoz és megértéséhez. A
hisztogram a vizszintes tengely felett a kisérleti csoport, alatta pedig a kontrol csoport.

A kiszamitott atlag a kisérleti csoport esetében X = 7.6, a kontrol csoport esetében pedig

X = 8.14. A kisérleti csoport medianja 8, amely igy két egyenld elemszamu részre bontja a
sorozatot. A kontrol csoportnak a medianja szintén 8. A két csoportnak megegyeznek a



median és modusz értékei. Osszefoglalva: a kisérleti csoport eredményei (atlag, median,
modusz) 7.6, 8, 8 és 9; a kontrol csoport esetében ezek 8.14, 8, 8.

" Mim‘j—dw T Max
J o —————— .
Lower quartile Upper quartile

2 a=29
0 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 1B 18 17 819

2 b=-28

-4 ]

-6 |

8 Min Lower guartile Upper quartile

—0 | ——e Max

-10] Median

-12]

Nézd meg a 2.1 &bra: A hisztogramok és a megfelelé doboz abrak (GeoGebra applet-tel
exportalva).

Ot szamos 6sszegzés
Az értékek eloszlasa tobb adathalmaz esetében hatékonyan 6sszegezhetd néhany szamérték,

ugynevezett 6sszegz0 statisztika grafikus megjelenitésével, amelyet 6t szamos Osszegzésnek
neveziink. Ez a kovetkez0 statisztikakat tartalmazza.

o A ket extrémumot (példaul a minimum és maximum értékeket).
e Harom értéket, amely az adatokat csoportokra bontja, melyek kozel egyenld szamu
értéket tartalmaznak: also kvartilis, median és felsé kvartilis.

A 2.1-es abran a doboz diagram mutatja a kapcsolatot az 6t érték kozott a bihistogramnak
megfelelden.

Osszegzés

Kisérleti csoport 6t értéke
Min=4;Q1=6; Med=8; Q3=9; Max =10

Kontrol csoport 6t értéke
Min=5;Q1=7;Med=8; Q3=9; Max =10



Alak: A median és a fels6 kvartilis kornyékén az adatok stirin helyezkednek el. A doboz
abrakat 6sszehasonlitva tisztan lathatd, hogy a kiilonbség a két csoport kdzott az also
kvartilis, a minimum és az inter-kvartilis jelenti. A kiilénbség a harom érték kozott
megegyezik, mindenutt 1 egység. A histogramnak ezen a részén, a vizszintes tengely felett a
tertilet 5.92. A histogram tengely alatti része a kontrol csoporthoz tartozik, a terulete 2.50. A
didkok szama a kiseérleti csoportban az alacsonyabb kategoriaban tébb, mint kétszern

=77

crer

allapithatjuk meg, hogy a kisérlet kezdetekor a kontrol csoport eredményei jobbak, mint a
kisérleti csoporte.

Osszehasonlitas a kisérlet végén

A fejezet végén a két csoport értékeinek eloszlasanak dsszehasonlitdsahoz (példaul a Kisérleti
és a kontrol csoport méréseihez) a két csoport hisztogramja kdzos tengellyel egymasra van
masolva. Ezt bihisztogramnak nevezzilk. A szinezés és arnyalas segit elkiloniteni a két
hisztogramot. A tipikus fekete-fehér hisztogramban nehéz elddnteni, hogy melyik vonal
melyik hisztogramhoz tartozik. Lejjebb, a 2.2 bran a vizszintes tengely feletti részen vilagos
rozsaszin szinnel a kisérleti csoport, alatta pedig kék szinnel a kontrol csoport hisztogramja
lathatd. Ugyanezen abran megjelenitettiik a doboz abrat és az 6t szamos 6sszegzést (két
extréemumot, mediant és a kvartiliseket).

Megnézve a hisztogramot a vizszintes tengely felett a kovetkezoket lathatjuk:

Kozéppont: a fliggéleges vonal a dobozban (a median) az eloszlas kézéppontjat jeloli, amely
itt 8. Terjedelem: a doboz szélessége (interkvartilis tartomany) jelzi, hogy milyen
tartomanyon szorodnak az értékek a tartomanyban. Ez itt 3.

Alak: nagy stiriségben az értékek a hisztogram median és fels6 kvartilis k6zotti részén
talalhatoak.

A hisztogram azt mutatja, hogy a fejezet végén a két csoport kozotti matematikai tudasszint
tekintetében jelentdsen csokkent, a GeoGebra tanitasra és tanulasra gyakorolt pozitiv
hatasanak koszonhetden. A jobb extrémum és kvartilis kozelebb van a medianhoz, mint a bal
extrémum és kvartilis, ami azt mutatja, hogy az eloszlas jobbra van ferdiilve és ebbdl a
ténybdl a jobb matematikai eredmények olvashatok ki.

Osszegzés

Kisérleti csoport 6t értéke
Min=4; Q1=6; Med =8; Q3=9; Max = 10

Kontrol csoport 6t értéke
Min=5;Q1=7;Med=8;Q3=9; Max=10
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Nézd meg a 2.2 dbra: Hisztogrammok (bihisztogram) és a megfelelé doboz abrak
(GeoGebra applettel exportalva)

2.3 A kisérleti csoport két adathalmazanak 6sszehasonlitasa

A csoportok 6sszehasonlitasanak a statisztikaban széles korben elterjedt technikaja, ahol a
csoport értékei normalis eloszlastak, a fiiggetlen csoportos t-prdéba és a kétmintas t-préba.

A célunk a GeoGebra szoftver hatdsénak vizsgélata a tanitési és tanulési folyamatban, annak
felderitése és meghatarozasa, hogy a GeoGebra hasznalata az egyes tanulék matematika
tudasaban és matematikai képességeiben milyen valtozasokat okoz. Azt kell megvizsgalnunk
és eldontenlink, hogy a GeoGebraval tartott matematikai kurzus van-e olyan hatékony, mint a
hagyomanyosabb instrukcidés modszer. A hipotézis az atlagokat vizsgalja, vagyis azt, hogy ez
a két modszernél megegyezik? Az esetemben a témakor a két csoport esetében ugyanaz, vagy
meg van feleltetve egymésnak. Egyazon témakor kétszer keril vizsgalatra: a fejezet elején és
vegén. A két mérési pont kdzott kap helyet a GeoGebra szoftver hatdsanak vizsgalata a
matematika tanitasat és tanulasat illetden.

A kétmintas t-prdba alapja
Harom tipusu kérdés tehetd fel az 4tlagokkal kapcsolatban, amelyet gyakran megkérdeznek.
1. Az atlagok a két modszerben megegyeznek?

2 + (3). A GeoGebra hasznalata utan kapott atlag kisebb, vagy nagyobb, mint amelyet a
hagyomanyos maddszer eseteben kaptunk?



A harmadik hipotézis valasztjuk ((Ho: # > =#2), remélve, hogy el tudjuk vetni és igy
érezhetjuk azt, hogy nagy megbizhat6sagi szinten allithatjuk azt, hogy a GeoGebra egy olyan
eléremutatdo modszer amelyet megéri megvalositani.

Az egyoldali probaval 5%-0s megbizhatosagi szinten a hipotézist elvethetjuk, mivel a proba
statisztika (t = -2.8585) kisebb, mint 1.673 és igy megallapithatjuk, hogy az (j, GeoGebra
szoftver hasznalatara épiil6 modszer a matematika tanitasaban és tanulasaban jobban noveli a
matematikai ismeretek és képességek szintjét, mint a hagyomanyos tanitasi és tanulasi

folyamat.

Mas megkozelités: a killonbségek vizsgalata

Megmértiik a matematikai tudasszintet az i) modszer alkalmazasa eldtt. A fejezet végén, ahol
a GeoGebra szoftver hasznalatara sor keriilt megmértiik ismét a tudasszintet. Ossze kellett
hasonlitanunk az atlagos névekedését a matematikai tudasszintnek a hagyomanyos
modszerek mellett. Ez lehetetlen, mivel az iskolanak alland6 programja van, amelyet
teljesiteni kell és az eredményeket szamon kérik, igy nem volt lehetdség a fejezet
megismétlésére. Emiatt a matematikai tudasszint altalanos névekedésének meghatarozasahoz
a kontrol csoport eredményeit, tehat a hagyomanyos tanitasi modszert hasznaltuk.

Ismételten tehat, a teszt biztositja annak fennallasat, hogy az (j tanitasi és tanulasi modszer a
matematika oktatasaban, amely a GeoGebra szoftverre hasznalatara épul a tanitasi €s
tanulasi folyamatban nagyobb ndvekedést okoz a tudasszintben és a képességekben, mint a
hagyomanyos tanitasi folyamat.

Korrelacio a fejezet végén kapott jegyek és a GeoGebra tesztben kapott jegyek kdzott

A korrelacio az egyik legfontosabb és leghasznosabb statisztika. A korrelacié egy szamérték,
amely leirja két valtozo6 kozotti kapcsolat mértékét. A tézis appendix-ében a 3.12-es
tablazatban szerepelnek a szamitashoz szikséges adatok. Az X a didkok GeoGebra teszttel
kapott eredményeihez tartozo valtozo, az Y pedig a fejezet végén kapott eredményekhez
tartozd. Behelyettesitve a formulaba a kovetkezdket kapjuk:

29-2079 — 244 -239 1975
V(292124 — 2442) - (292143 — 2392) 3218

A vizsgalt problémaban a korrelacio pozitiv, ami azt jelenti, hogy a GeoGebraban szerzett
jartassadg novekedése egyiitt jar a matematikai ismeretek €s képességek boviilésével. A
szamitott érték azt jelzi, hogy van korrelacid. Ez nem tokéletes, bar erds korrelaciot mutat.
Azt hiszem kapcsolat van a matematikai szoftver (melybe nyilvan a GeoGebra is
beletartozik) és a matematikai ismeretek tokéletesitésében. A program hasznalataval a
diakoknak nem kell sok id6t tolteniiik szamitasok elvégzésével, egyenetek-, egyenlet-
rendszerek megoldasaval, illetve azok abrazolasaval vagy egyéb algoritmusokkal.

2.4 Sejtések és konklazidk a teszteredmények alapjan

A préba hipotézis kapcsolatban van a két modszer altal kapott atlagokkal. A két médszer
azonos atlagokat ad?

Az esetemben a témakor a két csoport esetében ugyanaz, vagy meg van feleltetve egymasnak.
Egyazon témakor kétszer keriil vizsgalatra: a fejezet elejen es végén. A két méresi pont



kdzott kap helyet a GeoGebra szoftver hatasanak vizsgalata a matematika tanitasat és
tanulasat illetoen.

1. A histogramokat dsszehasonlitva a fejezet végén lathato, hogy a jobb oldali
széls6érték és a kvartilis kézelebb van a medianhoz, mint a bal oldali sz&lsGérték és a
kvartilis egymashoz. A kisérleti csoport esetében a hisztogramot 6sszehasonlitva a
fejezet vegen kapottat a fejezet elejével azt lathatjuk, hogy jobbra el van ferdilve és
ez ugy értelmezhetd, mint jobb eredmény elérése a matematikai feladatok soran.

2. A f6 statisztikak 6sszehasonlitdsa a fejezet végén a két csoportban kisebb eltéréseket
mutat:

Kisérleti csoport 6t érteke (Min =4, Q1 =6, Med = 8, Q3 = 9,Max = 10)
Kontrol csoport 6t értéke (Min =5, Q1 =7, Med =8, Q3 =9, Max = 10)

3. Az els6 hipotézis (3): A GeoGebra szoftver hasznalatdval kapott jegyek atlaga kisebb
(nagyobb) mint a hagyomanyos modszerrel kapott atlag? A hipotézis elvetésre kerdlt, mivel a
proba-statisztika (t = -2.8585) kisebb, mint 1.673 (kritikus érték), igy megéallapithatjuk, hogy
a GeoGebra szoftver hasznalatara épiil0 mdodszer a matematika tanitasaban és tanulasaban
jobban néveli a matematikai ismeretek és képességek szintjét, mint a hagyomanyos tanitasi és
tanulasi folyamat.

4. A kiilonbségek vizsgalataval, vagyis ahol az eldzetes és az utdlag elvégzett mérések
parokba lettek szedve hasonl6 kovetkeztetést adtak. A teszt biztositja annak fennéllaséat, hogy
az Uj tanitasi és tanulasi mdédszer a matematika oktatasaban, amely a GeoGebra szoftverre
hasznalatara épul a tanitasi és tanulési folyamatban nagyobb ndvekedést okoz a
tudasszintben és a képességekben, mint a hagyomanyos tanitasi folyamat.

5. A korrelacios vizsgalatok alapjan a problémaban a korrelacié pozitiv, ami azt jelenti, hogy
a GeoGebraban szerzett jartassag ndvekedése egyitt jar a matematikai ismeretek és
képességek béviilésével. A Kiszamitott érték azt mutatja, hogy van korrelacio. Nem tokéletes,
bar erds pozitiv korrelacionak tekinthetd. Az 1 értékhez kozeledve a valtozok kozotti
korrelacid erdsebb. A probak alatdmasztjak egymas eredményeit. Ez alapjan érdemes a
GeoGebrét a tanitas és tanulas soran hasznalni.

6. Osszehasonlitva az 4brakat (az elsét és a harmadikat) vilagos, hogy a kisérleti csoport
eredményei a jobb jegyek iranyaba tolédtak el.

7. A kisérleti csoport elérehaladasat az atlag is jelzi. Kezdetben a kisérleti csoportban ez
X =7.6 a kontrol csoportban pedig X = 8.14 volt. A fejezet végeztével a kisérleti csoport
atlaga X = 8.24 a kontrol csoport atlaga pedig X = 8.25 volt, vagyis majdnem
kiegyenlitodott.



3. A kisérletek megismétlése
2010/2011-es tanév, Albania

Harom osztaly kerlt bevonasra a kisérletbe: X-A ("Dhaskal Todri" kézépiskola, Elbasan -
tandruk Shpetim Sulanjaku); X-A ("Jani Kilica" kozépiskola, Fier - tandruk Lefter Leka);
Class X-B (Altalanos kozépiskola, Librazhd - tanaruk: Luljeta Blloshmi). Egy osztaly a
kontrol osztaly: X-B ("Dhaskal Todri" kzépiskola, Elbasan - tanaruk Shpetim Sulanjaku). A
négy osztaly csoportokkent kezelve az A, B, C és D jel6lésekkel szerepelnek majd a
késébbiekben. (A D a kontrol csoport.)

3.1 Az osztalyok kivalasztasanak kovetelményei és el6zetes adatfeldolgozas

1. Az osztalyok kivalasztisa ismert kapcsolat alapjan tortént a kisérletet végzdvel (Pellumb
Kllogjeri) és a tanarokkal, azok beleegyezésével a kisérletbe vald bevonasukra.

2. A kisérlet az "Egyenlet- és egyenldtlenség-rendszerek” fejezetre épil. Ez a kzépiskola
masodik évfolyamén sorra keriild tananyag.

3. A csoportok matematikai ismereteiben lényeges kiilénbség nem volt.

4. Az osztalyoknak teljesen mas hatteriik volt, kiillonb6z6 varosokban voltak (Elbasan, Fier és
Librazhd). A kontrol csoport szintén Elbasanban volt. Kiilonb6z0 tanaraik ¢€s elsé
tapasztalataik voltak a GeoGebraval valé megismerkedés soran.

5. A csoportok fuggetlenek egymastdl és a kisérlet tartomanya széles. A feladatunk a négy
kilonboz6 csoport atlagos teljesitményének vizsgalata és kovetkeztetések levonasa azt
illetden, hogy melyik tanitasi modszer jobb az ANOVA teszt szerint (One-way ANalysis Of
VAriance). Az ANOVA akkor hasznalatos, ha toébb, mint két atlagot szeretnénk
dsszehasonlitani. Ez egy technika, amely altalanositja a t-probat, amely alapvet6en csak két
atlag dsszehasonlitasara alkalmas. Ez tehat olyan esetekben hasznélatos, ahol tébb, mint két

minta van. Az F (Fisher) statisztika tartozik az ANOVA-hoz, amely az F = ;‘:SB alakban

Sw
definiélt, ahol a szamlalo a csoportok kozotti, a nevezd pedig a csoporton beliili négyzetes
atlag. Precizebben az alabbi tablazatban definialtuk.

Az alabbi tablazat tartalmazza az elvégzett szamitasok eredményeit. Tovabbi abrak
szlikségesek az F statisztika becsléséhez.

Osszefoglalo tablazat: az 6sszegek és négyzetdsszegek csoportonként, illetve Gsszegezve.



A B C D Minden csoport
[ kombinalt

Na=36 Ng=29 Nc=29 Np=38 Nt=132
> Xai=291 > Xgi=223 > Xci=218 > Xpi=276 Y Xti=1007

Y X%ai= 2473 | Y X%i= 1793 | Y X%:i= 1639 Y X?pi Y X?1i= 7985
=2080

X,=8.08 X5=7.69 Xc=7.52 Xp=7.26

SSeae: Négyzetek 0sszege a csoportok kdzott; SSyq: Négyzetek dsszege a csoporton bell
MSp __ 9.423333

MSg = 9.423333 ; MSy, = 2.1478; F = Vs = 21478 = 4.39
Osszefoglal6 tablazat
SS df MS F
csoportok kozott (B) 28.27 |3 9.423333 4.39
csoporton beldl (W) 27454 | 128 | 2.1478

0sszesen 302.80 | 131

F-proba: Egy szempontl proba (ANOVA) annak vizsgalatara, hogy a csoportok atlagai
megegyeznek. Az ANOVA prébaban a mintak minden populacidbdl szarmaznak és a null
hipotézis az, hogy a populaciok jellegiilkben megegyeznek, szemben azzal az alternativaval,
hogy kulénboznek. Ha elutasitjuk a null hipotézist tovabbi vizsgalatra van szlkség arra
vonatkozban, hogy megallapitsuk, hogy melyik populéacié kilonbozik.

3.2 Az ANOVA feltételezései és a null hipotézis

1. Az adat normalis eloszlasu
2. A populéciok sztenderd szorasa megegyezik.

A kisérletlinkben a jegy, mint véletlen valtozd korllbelil normélis eloszlasu. Ez sz&mos
tanulany €s konyv alapjan tényként kezelhetd. Szamos probléméban a szoras egyenlének
tekinthetd, de mi a teendd a jelenlegi kisérletben?

Eszrevétel: A masodik feltételezése az ANOVA-nak, hogy a sz6rasok megegyeznek. A
szokdasos teszt nagyon bonyolult, és praktikusan nem alkalmazhat6 igy tehat a kovetkezd
Okolszabaly alkalmazasa lehetséges.



Osszehasonlitjuk a legkisebb szdras kétszeresét a legnagyobb szérassal, és ezt mar elegendd
feltételnek tekintjik (2 x smallest std. dev > largest std. dev).

Az ANOVA-val tesztelt két hipotézis:
Hy: g = U, = U3 = Uy, az 0sszes atlag megegyezik.
Hq: Nem minden atlag egyezik meg.

A prébat harom megbizhat6sagi szinten végeztem el: a = 0.050, a = 0.025 and a = 0.010 (3.1

abra). A tablazatban, F = 2B
MSy

kovetkezo tablazatban szerepelnek:

, szerepld értékek a szabadsagfoknak megfeleléen a

2.67 for a =0.050
F(3,128) = {3.21 for a =0.025
3.94 for a =0.010

A kisérletben a becsult F érték (F-statisztika) 4.39 (lasd. feljebb az 6sszegz6 tablazatban). Ez
a valtozatossag mértékét mutatja meg a csoportok kozott, illetve azokon belil. A nagyobb
arany, a nagyobb megbizhatdsag igy elvetjik a null hipotézist, vagyis, hogy minden atlag
egyenlo és ez azt jelenti, hogy igy nincs hatdsa. A becsiilt F értékbdl a harom megbizhatosagi
szintnek megfeleléen harom esetben utasithatjuk el a null hipotézist. Igy tehat elutasitjuk a h0
-t és elfogadjuk a ha-t, vagyis a csoportok atlagai nem egyeznek meg.

3.3 Az atlagok dsszehasonlitasa és az értelmezéstik

Habar az ANOVA F-prébéja szignifikast lehet (példaul elutasitjuk a H o -) €z nem mutatja

meg, hogy pontosan mely atlagok kulénboznek. A kuldnbséget brazolva lathatjuk, vagy
formalisan kdvetkeztetve. Az atlagok kozotti kilonbségek konfidencia intervallumok
maodszerét hasznalhatjuk (Simultaneous Confidence Intervals for Differences between

Means). A médszer csak a H o hipotézis elvetése utan hasznalhat6 az F-probaval. Az

atlagok 0sszes kombinacigjat végigprobalva az eltérés mértékét is megkapjuk. Az egyszerlibb
eset, ha eldszor a konfidencia intervallumot szamitjuk ki és utana vizsgaljuk a szignifikans
elteréseket.

A Tukey-proba feltételezései

1. A megfigyeléseknek fliggetlennek kell lennitk.
2. Az atlagoknak normalis eloszlasu populéaciobdl kell szarmazniuk
3. A megfigyelések szorasnégyzeteinek kozel egyenlonek kell lenniiik.

Ezek a feltételezések esetiinkben teljestilnek. A valoszinliségi valtozo a jegyeket
reprezentalja, amelyek korulbeltl normalis eloszlastak. (Ez a vizsgalatok alapjan tényként
kezelhetd.) A szordsnégyzetek jelentdsen nem térnek el egymastol. A q értéke az esetek
szamanak, az adatok szamanak és a megbizhat6sagi szint fliggvényében valtozik.

A kiilonbségek becslése es a konfidencia intervallumok az alabbi tablazatban lathatok.



%, kritikus g szabvépyositott Konfide%?:(él)tartomé §zignifik
q(a,r,dfw) hiba ny az ans 0.05?
Wi~
A-B 0.39 3.6805 0.258 —0.56 1.34
A-C 0.56 3.6805 0.258 -0.39 1.51
A-D 0.82 3.6805 0.2406 —0.055 1.705 YES
B-C 0.17 3.6805 0.272 -0.83 1.170
B-D 0.43 3.6805 0.255 -0.51 1.370
C-D 0.26 3.6805 0.255 -0.673 1.20

Magyarazat a tablazat:

1. Az els6 oszlop mutatja, hogy mely csoport atlagai kertltek dsszehasonlitasra.
2. A kdvetkezo oszlop adja a kiilonbségek becslését, amely a két mintaatlag kiilonbsége. Az
A és B minta atlaga 8.08 és 7.69, igy a kilénbségiik 0.39.

3. A harmadik oszlopban van a kritikus q érték. A formulat megnézve latszik, q (a,r,dfw),

hogy a kritikus érték az esetek szamatol, az adatok szamatoél fugg, de fliggetlen az egyedi

esetektdl, igy tehat megegyezik minden sorban az adott kisérletben. Az Albanidban elvégzett

kisérletben a GeoGebra hatasat vizsgalva a matematika tanulasara és tanitasara négy csoport

vett részt. Aza=0.5és a = 0.05 értéket valasztva a tablazat alapjan a kritikus érték

q (0.05, 4, 129) = 3.6805.

4. A negyedik oszlop tartalmazza a sztenderdizalt hibat Tukey formulaja alapjan a

konfidencia intervallumra.

A Kisérletben azt mondhatjuk, hogy a mintdk mérete nem egyezik meg, igy a sztenderd hiba

valtozik csoportparonként. Az elsé kiilonbségre azt kapjuk (A — B), hogy
V[(MSw/2)-(1/Na+1/Ng)] = V[(2.1478/2)-(1/36 + 1/29)] = 0.258

és igy tovabb.

5. Az 6todik oszlop tartalmazza a konfidencia intervallum két végpontjat az 6sszes
differenciéra.

6. Az utolsé oszlop alkalmazza a kapcsolatot a konfidencia intervallum és a szignifikancia
teszt kozott azért, hogy lassuk, vajon a szignifikancia kiilonbozik-e a csoportok kozétt. Ha a
konfidencia intervallum tartalmazza a O ertéket, akkor az atlagpar nem mondhato
szignifikansan kiilonbozonek, és forditva. Megnézve az A és D csoport atlaganak
kilénbséget, ami A - D, a bal oldali pont szinte 0. Kovetkezésképpen nem kovetiink el nagy
hibat, ha azt mondjuk, hogy a konferencia intervallum pozitiv. Ez azt jelenti, hogy a 0 nincs



benne az intervallumban, igy elvetjiik a 0 hipotézist az atlagok megegyezdségére
vonatkozoan. A tablazatban csak az A és D csoportnak van szignifikans kilonbsége.

Ertelmezés: Az A és D csoportok atlagai (hozzavetélegesen az osztalyoké) nem egyenléek.
Tovébb, az tlagai a kisérleti osztalynak jobbak, mint a kontrol osztalynak és 95%-0s
konfidencia szinten Kijelenthetjuk, hogy a GeoGebra-val valo tanitas jobb eredményt ad, mint
a hagyomanyos.

A kiilonbségek konfidencia intervallumai negativbol pozitiv tartomanyba mennek, tehat
tartalmazzak a 0-at. Ez azt jelenti, hogy az atlagok egyezhetnek, vagy kilonbdzhetnek, tehat
nem allithatjuk, hogy van kilonbség koztuk. Habar az intervallum kdzepe mindegyik
esetében pozitiv (0.9 kordli értékkel), ezért azt kell mondanunk, hogy vannak kiilénbségek.
Minden pérra ez a tendencia teljestl. A hatékonysaga a GeoGebraval valo tanitéas
maodszerének nyilvanval6an belathatd az A és D csoportok 0sszevetésével, de mar kevésbé a
B, C és D csoportokat egyitt vizsgalva. Azt gondolom, hogy az egyik ok, a tanarok
tapasztalata a GeoGebra szoftverrel. Az elsé kisérleti csoport, az A, Elbasan varosaban 3
éve gyljti tapasztalatokat a GeoGebra hasznalatat illetden: képzések tanarokkal, diploma
témakeés didkok az Elbasan Egyetemen. A masik két osztaly olyan varosbol jott, ahol a
GeoGebraval els6 alkalommal talalkoztak. A tanaroknak nehézségekkel kellett
szembenézniiuk a GeoGebraval tanitas soran. A nehézségek ellenére a kisérleti osztalyoknak
jobbak voltak az eredményei, mint a kontrol osztalynak.

4. Osszefoglal6 konkllziok a tapasztalatokrol, problémakral és
javaslatokrol

4.1. Az els6 tapasztalat, 2010. februar

Az els6 modja két csoport Osszehasonlitdsanak a {0 statisztikdk hasznalata volt, igy mint az
atlag és median, az eredmények megjelenitése bihisztogrammal és doboz abraval. A fejezet
végeén a kisérleti csoport jobb eredményt mutatott, mint a kontrol csoport. Ebbél valt elészor
nyilvanvaléva, hogy a GeoGebraval valo tanitds hatékonyabb, mint a hagyomanyos modszer.

A csoportok matematikai szintjének atlagos javulasat hasznaltuk a hagyomanyos maédszerrel.
A kétmintas t-proba, a teszt statisztika szolgalt a GeoGebraval folytatott oktatas el6tti és utani
eredmények dsszehasonlitasara. Szintén nyilvanvalova valt, hogy az 0j tanitasi és tanulasi
modszer a GeoGebra hasznalataval Iényegesen jobb névekedést eredményez a matematikai
ismeretek és képességek terlletén, mint a hagyomanyos modszer.

4.2 A masodik kiserlet: 2011. marcius (ismetlés)
Az okok, amiért a kisérletet meg kellett ismételni:
1. Az elsd kisérletben résztvevo tanar maga volt a kisérlet vezetdje.

2. A Kkisérletben csak két osztaly vett részt, ami nem tiint elegendének kellden megalapozott
megallapitasokhoz.



Az ANOVA probaban az F-statisztika (Fisher statisztika) csak a H o €lutasitasara alkalmas,
de azt nem arulja el, hogy mely atlagok kilonbodztek. Emiatt az atlagok kiilonbségére
szamitottunk konfidencia intervallumokat, amely csak a H o €lutasitasa utan volt

alkalmazhatd. A csoportok atlagainak kiilonbségét megnézve lathatjuk, hogy az A és D (ahol
a D a kontrol csoport) kiilonbségére a konfidencia intervallum bal széle majdnem 0. Ez azt

jelenti, hogy a 0 nincs benne az intervallumban, igy elvethetjiik a H o hipotézist, vagyis a

vizsgalt atlagok nem tekinthetdk egyenldnek. Ebben a tablazatban egyediil az A és D
csoportok kiilonboznek jelentdsen.

Ertelmezés: Az A és D csoportok atlagai (hozzavetdlegesen az osztalyoké) nem egyenléek.
Tovabb, az atlagai a kisérleti osztalynak jobbak, mint a kontrol osztalynak és 95%-0s
konfidencia szinten kijelenthetjiik, hogy a GeoGebra-val valo tanitas jobb eredményt ad, mint
a hagyomanyos.

A hatékonysaga a GeoGebraval valé tanitds modszerének nyilvanval6an belathaté az A és D
csoportok dsszevetesével, de mar kevéshé a B, C és D csoportokat egydtt vizsgalva. Azt
gondolom, hogy az egyik ok, a tanarok tapasztalata a GeoGebra szoftverrel.

Problémak, tanulsagok és javaslatok

*** 4z elso probléma az volt, hogy a kisérletben eloszor én magam voltam a tanar. Ez erdsen
befolyasolta a kisérlet kimenetelét. Vélhetoen a konklizio sem teljesen mentes a szubjektiv
részektol.

***4 masik megkérddjelezhetd pont, hogy van-e pozitiv differencia az eredményekben a
fejezet végén, dsszevetve az elozo fejezet végével? Nyilvanvalo, hogy a nagyobb pontok az uj
tanitasi modszer eredményességét jelzik? Véleményem szerint az Uj maodszer kisérletébdl
levont kdvetkeztetés nem fuigg ilyesfajta 6sszehasonlitasoktol.

***Az atlagos matematikai tudasszintbeli névekedés vizsgalatara nem volt olyan kisérlet,
amelyben elészor a hagyomanyos modszer, majd a GeoGebra szerepelt volna. Ez amiatt volt
lehetetlen megoldani, mivel az iskola programjaval nem egyeztetheto ossze, nincs ido a
fejezet ismétlésére. Tovabbi probléma, hogy feltehetéen az ismétlés mindenképpen jobb
eredmeényeket fog hozni. (Az eredmények korrelalnak az ismétlésekkel.) Emiatt hasznaltuk az
dtlagos névekedést a matematikai tuddsszintben, mint méroszamot. A kisérletben egy azon
fejezetet tanultak meg GeoGebréaval és a hagyomanyos modszerrel.

***A masodik (ismetelt) kisérletben ismét megmutatkozott, hogy a tanarok GeoGebraban
valo felkészultsége nagyon fontos a kisérlet sikeres kimeneteléhez. Az (j tanitasi mddszer egy
osztalyra épiilt az elsé alkalommal, mivel én voltam az egyetlen Albaniaban, aki ilyet tudott
tanitani. Ismét latszott, hogy a tanarok képzése mennyire fontos, annak kapcsan, hogy ebben
az évben két masik varosban is ujdonsagkeént kerilt bemutatasra a GeoGebra.

***Az egyszemponty F-teszt: Az ANOVA-proba azt vizsgalja, hogy néhany csoport atlaga
megegyezik-e. Jéval megbizhatobb, mint a t-préba. Az F-préba legaldbb harom csoportban



elvégzett kisérleteket feltételez. (Minél tébb csoport van, annal jobban ala lehet tAmasztani a
konkluziot.)

***4hogy az elozoekben emlitésre keriilt az osztalyok kivalasztasanal a személyes
ismerettség kozrejatszott, és sziikseges volt a tandrok hajlanddsaga, hogy részt vegyenek a
kisérletben. Az apro véletlenek dontéen befolyasolhatjak a kisérlet kimenetelét, ezért erre
kilénosen oda kell figyelni. (A populacié minden tagjanak ugyanakkora esélye kell, hogy
legyen, hogy bekeril a mintaba.) A tanitasi modszer kisérletei soran meg kell tanulni, hogy
hogyan lehet kivalasztani a megfeleld osztalyokat egymastol teljesen fiiggetleniil. A
javaslatom az, hogy jo megoldas gy szulethet, ha ez az Oktatasi Minisztériummal és a
Regiondlis Oktatési Igazgatosaggal egyutt torténik.
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