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1. Bevezets

A disszertacié két nagyobb részbdl all. Az 1. részben az algebrai szamel-
mélethez kapcsolédoan algebrai szémtestek monogenitésaval foglalkozunk, a
II. részben pedig a leszamlélé kombinatorikahoz két6déen kiilonb6zs Stirling-
tipust szamokat vizsgélunk.

Algebrai szamtestek monogenitasanak vizsgalata, ehhez szorosan kapcsolo-
doan adott indexii elemek keresése, a minimalis index és testindex megha-
tarozasa az algebrai szamelmélet egy lényeges teriiletét képezik. Ez egészen
R. Dedekind [19] munkassagaig nyulik vissza, aki megmutatta egy harmad-
fokd szamtestrdl, hogy a minimalis indexe és testindexe is 2, ezzel megadva
az els§ példat nem monogén algebrai szamtestre.

Ismert, hogy minden algebrai szamtestnek 1étezik egész bazisa. Fzzel szem-

ben az (1,a,a?,...,a"1)

alakil egész bézis, az igynevezett hatvdny egész
bdzis létezése mar nem garantalt. Egy algebrai szdmtestet akkor neveziink
monogénnek, ha létezik hatvany egész bazisa. Ekkor a-t a fenti hatvany egész

bézis generdtorédnak hivjuk.

A bevezet§ tovabbi részében legyen K egy n-edfokd algebrai szamtest és
jelolje Zx a K-beli algebrai egészek gytridjét. Egy a € Zg primitiv elem
I(«) indexén a (Z[a],+) részcsoport indexét értjiikk a (Zg, +) csoportban,
ahol Z[a] = {ag + a1 + a2a® + ... + ap_10™" 1 | ag,...,an—1 € Z}.

A definicioboél azonnal kévetkezik, hogy « pontosan akkor general hatvany
egész bazist, ha Z[a| = Zk, azaz « indexe 1. Konnyen lathato az is, hogy
a € Z esetén Zla + o] = Zlal, és igy I(a + a) = I(a).

Egy a € Zy primitiv elem indexét meghatarozhatjuk az elem Dy /q(a) és a
szamtest D diszkriminansanak segitségével is a

Dgg(@) = Dk - (I(a))?
Osszefiiggés alapjan.

Egy algebrai szamtestet jellemzd két érték a minimalis index és a testindex.
A K szamtest myi minimdlis indexét, illetve i testindexét rendre a K-beli
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primitiv algebrai egész elemek indexeinek minimumaként, illetve legnagyobb
kozos osztojaként definialjuk. Nyilvanvalo, hogy a szamtest testindexe egy-
uttal osztdja a minimalis indexnek is. Egyszertien ad6dik tovabbéa, hogy egy
szamtest minimélis indexe pontosan akkor 1, ha a szamtest monogén, vala-
mint monogén algebrai szamtest testindexe is 1.

Legyen (w1 = 1,wa,...,wy) egész bazisa K-nak. Ekkor létezik I(Xo, ..., Xy,)

egész egyiitthatos, homogén, n — 1 hatarozatland, "("2_1) foki polinom tugy,

hogy x1,...,z, € Z esetén
DK/Q(l'l + Towg + ...+ xnwn) = Dg - (I(wg, e ,l‘n))Q.

Ezt a polinomot az egész bazishoz tartozo6 index formdnak nevezziik.

Konnyen lathato, hogy ha az o € Zg primitiv elem a fenti egész bézisban
a =2z + xows + ...+ zpwy (z1,...,2, € Z) alaka, akkor

I(a) = |I(z2,...,25)].

Ennek segitségével a K algebrai szamtest minimalis indexe és testindexe a
kovetkezSképpen irhato fel:

myg = min{|I(zo,...,x,)|| z2,...,xy € Zés I(xg,...,2,) # 0},
ig = Inko{|I(z2,...,xn)| | z2,.. ., xn € Z és I(xa,...,x,) # 0}.

Adott A pozitiv egész szam esetén az A indexi elemek keresése ekvivalens
az

I(za,...,2,) =+A

diofantoszi egyenlet, az ugynevezett indexr forma egyenlet megoldasaval.
Gyory K. [42] effektiv modon bizonyitotta, hogy az index forma egyenlet-
nek véges sok megoldésa van, kévetkezésképpen egy szémtestben racionalis
egésszel vald eltolastol eltekintve véges sok adott indext primitiv algebrai
egész elem létezik.

Az index forma egyenletek megoldasara altalanosan miikodd, hatékony algo-
ritmus nem ismert, csak kisebb foku, illetve specialis tulajdonsagu szamtes-
tek esetén. Negyedfoku testekben példéul az index forma egyenlet megoldésa
visszavezethetd harmad- és negyedfoka Thue-egyenletekre (lasd [30, 32]).



Az algebrai szdmelmélet monogenitasvizsgalat témakdrével kapcsolatban to-
vabbi részletek a [24, 26| konyvekben olvashatoak.

A disszertacié 2. fejezetében egy negyedfoku szamtestcsalad, a biciklikus
bikvadratikus szamtestek esetén végziink monogenitashoz kot6ds vizsgala-
tokat. A szakirodalom attekintése utan a [4] publikiciora épiils 2.2. alfeje-
zetben sziikséges és elégséges feltételeket adunk teljesen komplex biciklikus
bikvadratikus szamtestekben prim, illetve kis indexi elemek létezésére, va-
lamint meg is hatarozzuk ezeket az adott indexd elemeket. A [6] cikken
alapulo 2.3. alfejezetben T. Nakahara egy tételének erdsitéseként megmu-
tatjuk, hogy tetszdleges természetes szam esetén végtelen sok olyan teljesen
komplex biciklikus bikvadratikus szamtest van, melynek 1 a testindexe, mi-
nimalis indexe pedig éppen az adott szdmmal egyenls. Hasonlé allitasokat
bizonyitunk a testindex tobbi lehetséges értékére is.

A 3. fejezetben a [7]| publikicio eredményeit mutatjuk be, megvélaszolva egy
tiszta negyedfoka szdmtestek monogenitaséval kapcsolatos korabbi sejtést.
Gaal 1. és Remete L. azt sejtették, hogy az m = 1 (mod 4) kongruenci-
at teljesit6, négyzetmentes m értékeket tekintve pontosan harom monogén
Q(+/m) alaku szamtest létezik. Ezzel szemben belatjuk, hogy ha az abe-sejtés
igaz, akkor az ilyen monogén szadmtestek szama végtelen. Vizsgaljuk tovabba
a négyzetmentes paraméterd tiszta negyedfoku szdmtestek minimélis inde-
xét, teljesen komplex esetben pedig leirjuk a minimalis indext elemeket is.

II.

A leszamlélé kombinatorikdban alapvetd fontossdgiiak a Stirling-szamok,

n

melyek egy skot matematikus, J. Stirling utan kaptak a neviiket. Ismert,
Tk] elsdfaji Stirling-szam az 1,...,n szdmok olyan permutacioit

hogy az
szamlélja Ossze, melyek k& darab paronként idegen ciklus szorzatara bomla-
nak, mig az { ) v mdsodfaji Stirling-szam az 1,...,n elemek k darab osztaly-
ba torténd osztalyozasainak szamat jeloli (0 < k < n). Megjegyezziik, hogy 0
egyetlen osztélyozasan pedig a 0 darab osztalyt tartalmazo iires osztélyozést
értjiik. Ezeket a szamokat J. Stirling [79] nem a fenti kombinatorikus tton
értelmezte, hanem a differenciaszamités kapcsan vezette be Sket. Az els6- és

mésodfaji Stirling-szdmokat rendre az emelkedd faktoridlisok és hatvanyok,
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valamint a hatvanyok és siillyeds faktorialisok kézotti
" [n " (n
no_ k n _ k
rE £l
k=0 k=0

polinomos 0Osszefliggésekkel definidlta, ahol x-nek az n-edik emelkedd és
k-adik stllyedd faktoridlisat az

B n—1 k—1
2" =[[@+i5), 2F=][@=-i)
j=0 j=0

modon értelmezzik.

sz

kon beliil szamit az elemek sorrendje, a Lah-szamokhoz jutunk, azaz az LZJ
Lah-szam az 1, ...,n elemek k darab rendezett osztélyba torténd osztalyoza-
sainak szamat adja meg (0 < k < n). A Lah-szamok segitségével leirhato az
emelkedd és siillyedd faktorialisok kozotti kapcesolat, eredetileg I. Lah [54, 55]

is az "
=Y U’:Jxk

k=0

3|

polinomos azonossaggal definidlta a késébb rola elnevezett szémokat. Az Uﬂ
Lah-szam elGallithato n fels§ paraméteri els6faja Stirling-szamok és k alséd
paraméterd mésodfaji Stirling-szamok szorzatosszegeként az

HEDIHIH “

Az els6- és masodfaju Stirling-szamoknak sok altalanositésa és valtozata is-

formulaval.

mert. A dolgozatban szamunkra az r-altalanositas kiemelt fontossaga, ami-
kor megtiltjuk, hogy bizonyos elemek egy ciklusba, illetve egy osztalyba ke-
riiljenek.

Legyenek 0 < k < n és r > 0 egész szamok. Az 1,...,n + r szamok
egy permutaciojat/osztalyozasat r-permutdcionak/r-osztdilyozdsnak nevez-
ziik, ha az n+1, ..., n+r elemek kiilonb6z6 ciklusokban /osztalyokban allnak.
Ekkor az n+ 1,...,n + r szdmokat kitintetett elemeknek nevezziik, az Gket



tartalmazo6 ciklusokat és osztalyokat pedig kitiintetett ciklusoknak és kitinte-
tett osztalyoknak hivjuk. Az (| elsdfaji r-Stirling-szam az 1,...,n+r ele-
mek olyan r-permutaciéinak szamat jeloli, melyek ciklusfelbontésiaban k 4+ r
darab paronként idegen ciklus szerepel, mig az {Z}T mdsodfaji r-Stirling-
szdm az 1,...,n+r szdmok k+r darab osztalyba torténd r-osztalyozasainak
szamat adja meg. (Ilyenkor tehat r darab kitiintetett és k darab nem-kitiinte-
tett ciklusunk, illetve osztalyunk van.) L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11] és
R. Merris [58] egymastol fiiggetleniil definialtak ezeket a kombinatorikus
szamokat, melyek tovabbi vonatkozasai a [39, 50, 73, 74| publikiciokban
olvashatoak.

A fentiekhez hasonléan Nyul G. és Racz G. [73] az || r-Lah-szdimot az
1,...,n+r elemek k+r darab rendezett osztalyba torténd r-osztélyozasainak

szamaként értelmezték.

Az r-Stirling-szamokat tovabb altalanositjak a Mez6 1. [59] altal bevezetett
els6faju és masodfaji r-Whitney-szamok, melyeknek Gyimesi E. és Nyul G.
[41] az elemek szinezésével tulajdonitott kombinatorikus tartalmat. A dolgo-
zatban ezeket a kombinatorikus definiciékat a szamunkra kés6bb sziikséges
modositassal kozoljik.

A fejezet hatralévs részében legyenek 0 < k <mn, m > 1 és r > 0 egész szé-

mok. Egy m-szines Whitney-szinezett r-permutdcion egy olyan r-permutéci-
6t értiink, ahol

e a ciklusok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e cgy kitiintetett ciklusban egy elem nincs szinezve, ha a kitiintetett elemtél
eddig az elemig tarté ciklusiven nincs néla nagyobb elem,

e minden mas elem m szin valamelyikével szinezett.

Tehét egy nem-kitiintetett ciklusban a ciklusmaximum kivételével minden
elemet szineziink, mig egy kitlintetett ciklusban egy elem pontosan akkor
kap szint, ha a kitiintetett elemtél eddig az elemig tarté ciklusiven van néla
nagyobb elem.

A wp, r(n, k) m-szines elsdfaji r- Whitney-szdm az 1,...,n+r elemek olyan
m-szines Whitney-szinezett r-permutaciéinak szaméat adja meg, melyek k+r
darab paronként idegen ciklus szorzataként irhatoak fel.



6 1. Bevezets

Egy m-szines Whitney-szinezett r-osztdlyozds egy olyan r-osztalyozéast je-
lent, ahol

e az osztilyok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e a kitiintetett osztélyok elemei nincsenek szinezve,

e minden mas elem m szin valamelyikével szinezett.

A Wi r(n, k) m-szines mdsodfaji r-Whitney-szam az 1,...,n + r elemek
k 4+ r darab osztalyba torténd, m-szines Whitney-szinezett r-osztalyozasait
szamlélja Ossze.

Megjegyezziik, hogy Mez6 1. a fenti szamokat polinomos azonossagokkal de-
finidlta, melyekben mér m differencidji n-edik emelkedd és m differencidji
k-adik stillyedd faktoridlisok jelennek meg. Ezeket az

n—1 k-1
(alm)™ = [[ (@ +mg),  (alm): = [[ (= — m3)
j=0 j=0

modon jeloljiik és értelmezziik.

Megemlitjiik még, hogy az r-Whitney-szamokat mér a [17, 18| cikkekben is
vizsgaltak, viszont a fentiektdl eltérd megkozelitéssel.

Az r-Whitney-Lah-szamokat G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] a (%) formula
mintajara elsé- és masodfaji r-Whitney-szamok szorzatosszegeként defini-
altak. Késsbb Gyimesi E. és Nyul G. [41] kombinatorikusan is értelmezték
ezeket a szdmokat az el6bb emlitett szinezési szabalyok megfelel§ modosité-
saval.

Egy m-szines Whitney-szinezett, rendezett osztdlyokba torténd r-osztdlyo-
zason egy olyan rendezett osztalyokba vald r-osztélyozast értiink, ahol

e a rendezett osztalyok legnagyobb elemei nincsenek szinezve,

e cgy kitiintetett rendezett osztélyban egy elem nincs szinezve, ha ezen elem
és a kitlintetett elem kozott nincs nala nagyobb elem,

e minden mas elem m szin valamelyikével szinezett.

Tehét egy nem-kitiintetett rendezett osztalyban az osztalymaximum kivéte-
lével minden elem kap szint, mig egy kitiintetett rendezett osztalyban egy
elemet pontosan akkor szineziink, ha ezen elem és a kitiintetett elem kozott
van nala nagyobb elem.



A W Ly, »(n, k) m-szines r- Whitney—Lah-szdm az 1,...,n+r elemek m-szi-
nes Whitney-szinezett, k4 r darab rendezett osztalyba torténd r-osztalyoza-

sainak szamét jeloli.

A kombinatorikus definicidk alapjan vilagos, hogy az m-szines r-Whitney-
szamok és az m-szines r-Whitney—Lah-szamok m = 1 esetén, azaz ha lénye-
gében eltekintiink a szinezéstél, rendre az r-Stirling-szamokat és az r-Lah-
szamokat adjak vissza. Nyilvanvald tovabba, hogy m = 1 és r = 0 esetén a
klasszikus Stirling-szamokhoz, illetve Lah-szdmokhoz jutunk.

Az értekezés 4. fejezetében a masodfaju r-Stirling-szdmok egy olyan valto-
zataval foglalkozunk, ahol az osztalyok elemszama legfeljebb 2 lehet. Az igy
adodo korlatozott r-Stirling-szdmokra vonatkozd kombinatorikus tételein-
ket, valamint a korlatozott r-Bell-polinomokon keresztiil vizsgélt log-konkav
és unimodalis tulajdonsagaikat a [8] publikacio tartalmazza.

Az 5. fejezetben a réviden ismertetett Jacobi—Stirling-szamok Whitney-tipu-
sa altalanositasaként 1j kombinatorikus szamokat értelmeziink. Az elsé- és
mésodfaji Jacobi-Whitney-szdmok bizonyos Whitney-szinezett r-permuté-
ciokbol, illetve r-osztélyozasokbol all6 rendezett parokat szdmlalnak Ossze.
Tulajdonséigaik igazolasédnal itt is toreksziink a kombinatorikus dton torté-
né bizonyitasokra, tovabba belatjuk, hogy a segitségiikkel képzett Jacobi—
Dowling-polinomok gytkei valosak. Eredményeink a [9] cikkben talalhatoak.

A Lah-szamok Jacobi—-Whitney-véltozatdnak bevezetésére két ut all el6t-
tiink: értelmezhetjiik ket kombinatorikusan vagy a () formuldhoz hasonlo-
an az els6- és masodfaji Jacobi—-Whitney-szamok segitségével. Varakozéasa-
inkkal ellentétben a kiilonbozdképpen definialt Jacobi—Whitney—Lah-szamok
nem esnek egybe, vizsgalatukat az [5] publikdcionak megfelelGen a disszer-
tacio 6. fejezetében részletezziik.






I. rész

Algebrai szamelméleti vizsgalatok

2. Biciklikus bikvadratikus szamtestek

A fejezetben biciklikus bikvadratikus szamtestek monogenitasi kérdéseivel
foglalkozunk. A teljesen komplex esetben sziikséges és elégséges feltételeket
adunk prim, illetve legfeljebb 10 indexti elemek létezésére, valamint le is irjuk
ezeket az adott indexd elemeket. Ezutan azt vizsgéljuk, hogy a testindex
lehetséges a értékeinek milyen A tobbszordseire igazolhatd, hogy végtelen
sok olyan teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szdmtest létezik, melynek
testindexe a, minimalis indexe pedig A.

2.1. Monogenitassal kapcsolatos korabbi eredmények

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kiillonb6z8 négyzetmentes egész szamok. Ek-
kor a Q (v/m,y/n) = Q(y/m + y/n) alaka algebrai szamtesteket biciklikus
bikvadratikus szdmtesteknek nevezziik. Ezek pontosan azok a negyedfoku
szamtestek, melyek Galois-csoportja a Klein-csoport.

Ha m > 0 ésn > 0, akkor a Q (y/m, \/n) szamtestet teljesen valds, ellenkezd
esetben teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szdmtestnek nevezziik.

A fejezet tovabbi részében a Q (y/m, /n) biciklikus bikvadratikus szamtest
esetén m és n legnagyobb kozos osztojat jeldlje d > 0, illetve legyenek my és
n1 olyan egészek, hogy m = dmy és n = dn; teljesiil. Ezen jelolések mellett

Q (v, v/n) = Q (Vim, Vimmr) = Q (v, immr) .

Ezt felhasznalva K. S. Williams [80] 6t esetre redukalta a biciklikus bikvad-
ratikus szamtestek vizsgalatat, majd minden esetben megadta a biciklikus
bikvadratikus szdmtestek egy egész bazisat és meghatarozta a diszkriminan-
sukat is.
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Biciklikus bikvadratikus szdmtestek monogenitasaval els6ként T. Nakahara
[68] foglalkozott. Belatta, hogy végtelen sok biciklikus bikvadratikus szadm-
test létezik, amelyben van hatvany egész bézis. Igazolta tovabbé, hogy a
nem monogének szdma is végtelen, s6t végtelen sok biciklikus bikvadratikus
szamtest létezik, amelynek testindexe 1 és minimélis indexe nagyobb egy tet-
sz6leges eldre rogzitett szamnal. Bizonyitotta azt is, hogy 12 barmely pozitiv
osztoja esetén végtelen sok biciklikus bikvadratikus szamtest van, amelynek
testindexe az adott oszt6.

Ez utobbi eredményre Gaal 1., Peths A. és M. Pohst [29] ujabb bizonyitéast
adtak, tovabbé sziikséges és elégséges feltételeket igazoltak arra vonatko-
z6an, hogy biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe pontosan mikor
egyenld 12 egy adott osztdjaval. Mindehhez kiszédmitottak a Williams-féle
egész bazisokhoz tartozd index formaéakat.

M.-N. Gras és F. Tanoé [37| sziikséges és elégséges feltételt adtak hatvany
egész bazis létezésére biciklikus bikvadratikus szémtestekben, melyben azon-
ban szerepel egy negyedfoka diofantoszi egyenlet megoldhatosaga. Y. Moto-
da [63, 64| az altaluk adott feltételbdl kiindulva vizsgalta a biciklikus bikvad-
ratikus szdmtestek monogenitésat.

H. H. Kim és Z. Wolske [51] biciklikus bikvadratikus szamtestek minimalis
indexére adott fels§ korlatot a test diszkriminansanak fiiggvényében.

Teljesen valos biciklikus bikvadratikus szamtestek esetén Gaal 1., Peths A. és
M. Pohst [31] az index forma egyenlet megoldasat szimultan Pell-egyenletek-
re vezették vissza, ezéltal moédszert adva adott indext elemek keresésére.

B. Jadrijevi¢ [46, 47], illetve Gaal 1. és B. Jadrijevi¢ [27| teljesen valos bi-
ciklikus bikvadratikus szamtestek négy parametrikus csaladjanak hatarozta
meg a testindexét, minimalis indexét és minimaélis indext elemeit.

T. Funakura [25] tiszta negyedfoka szamtestek vizsgalata kapcsan belatta,
hogy a Q(v/—1,4/n) (n > 2 négyzetmentes egész) alaku teljesen komplex
biciklikus bikvadratikus szamtest pontosan akkor monogén, ha n € {2,3,5}.

Nyul G. [70] a teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek esetén
tovabb bontotta a Williams-féle 6t esetet. Ezt kvetGen minden esetben meg-
adta a monogenitasnak (azaz az 1 indexd elemek létezésének) a sziikséges
és elégséges feltételeit, és meg is hatarozta az Osszes hatvany egész bézist
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generélo (azaz 1 indext) elemet. Tételének minden esetre kiterjedd bizonyi-
tasa a [72] disszertacioban talalhato. Késébb M.-L. Chang [13] egy masik
megkozelitésbdl jutott ezekhez az eredményekhez.

Gaal 1. és Nyul G. [28] hatékony algoritmust adtak biciklikus bikvadrati-
kus szamtestek esetén az index forma egyenlet Mahler-tipusa véltozatanak,
azaz az I(xe,x3,x4) = ipﬁl ...pts (ahol py,...,ps 10gzitett primszamok,
0<ti,...,ts € Z és Inko(xg, x3,x4) = 1) alaki egyenletnek a megoldasara.
Ezt a modszert felhasznalva B. Jadrijevi¢ [48] az egyik altala vizsgélt pa-
rametrikus testcsaladban keresett 2?3” (a és b nemnegativ egészek) indexi
elemeket.

Megjegyezziik, hogy a racionalis szamok testének tobb négyzetmentes egész
szam négyzetgyokével torténd boévitésével a biciklikus bikvadratikus szam-
testek egy altalanositasdhoz, a multikvadratikus szamtestekhez jutunk. Ezek
monogenitasat a |65, 66, 71, 75| publikaciokban vizsgaltak.

A fent emlitett eredmények koziil most kiemeljiik azokat az allitdsokat, ame-

lyekre a tovabbiakban sziikségiink lesz.

Minden Q (y/m, y/n) biciklikus bikvadratikus szamtest m, n, m; és n; 4-gyel
vett osztési maradéka alapjan besorolhato az alabbi, K. S. Williams [80] 4ltal
megadott 6t eset valamelyikébe:

l.eset: m =1 (mod 4),n=1 (mod 4), m; =1 (mod 4), n;y =1 (mod 4)
2. eset: 1 (mod 4), n =1 (mod 4), m; =3 (mod 4), n; =3 (mod 4)
3.eset: m =1 (mod 4), n =2 (mod 4)
4. eset: m =2 (mod 4), n =3 (mod 4)
5. eset: m =3 (mod 4), n =3 (mod 4)

A kovetkezd lemmaéakban megadjuk a biciklikus bikvadratikus szamtestek egy
egész bazisat, majd a hozza tartozo index formét.

2.1. Lemma. (K. S. Williams [80])

Legyenek m,n € Z \ {0, 1} kilonbézd négyzetmentes egész szamok. Ekkor a
Q (v/m,/n) biciklikus bikvadratikus szdmtest eqy egész bazisa:

o . esetben:

(1 14+ym 1+yn 1+\/R+\/ﬁ+\/m>
’ 2 ’ 2 4

o 2. esetben:

(1 I+ym 1+y/A 1—ﬁ+\/ﬁ+m>
) 2 ) 2 4
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o 3. esetben: (1, 1+§/m,\/ﬁ’ M)

o /. esetben: <1, Vm,\/n, m% mel)

e 5. esetben: (1, vm, \/m;\/ﬁ, 1+\/;n17n1)

2.2. Lemma. (Gaal I., Peths A. és M. Pohst [29])

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kilonbozd négyzetmentes egész szamok. Ekkor a
Q (v/m,\/n) biciklikus bikvadratikus szamtest Williams-féle egész bazisihoz
tartozo 1(Xs, X3, X4) index forma:

o 1. esetben:

Xy 2 ni 9 X4 2 mi (o
(d(X2+2> —ZX4 d X3+7 _T 4
X

2. esetben:

3. esetben:

X\ m
(dX3 —n1X3) (d <X3 + 24> - 41X2> (n1(2X3 + X4)% — m1 X3)

4. esetben:
d n m m
<2(2X2 X% - 21X2> (2dX§ . 71)(}) (2n1X§ - SH2Xe + X4)2>

5. esetben:

n X 2
(d(2X2 + X3)? — m X3)(dXF — m1X3) <41X§ —m <X2 5 ) >
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Megjegyzés. Lathato, hogy a Williams-féle egész bazishoz tartozo index for-
ma minden esetben harom egész egyiitthatos kvadratikus forma szorzata. A
fejezet tovabbi részében jelolje ezeket a fenti alakban szerepld sorrendben
Qi(Xo, X3,X4) (i =1,2,3). Az egyszertiiség kedvéért az i-edik tényezdre és
egész szamok helyettesitése esetén az i-edik tényezd értékére is a Q; jelolést
fogjuk hasznélni.

A biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexének jellemzését az alabbi
lemma irja le.

2.3. Lemma. (Gaal I., Peth$ A. és M. Pohst [29])

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kilonbozé négyzetmentes egész szamok, K =
Q(v/m,/n) biciklikus bikvadratikus szamtest. Tekintsik az my —d, ny — d,
m1 — n1 kiulonbségeket. Ekkor

e i = 1 pontosan akkor, ha sem a 3, sem a 4 nem osztja mindhdrom
kiilonbséget;

o i = 2 pontosan akkor, ha a 4 osztja mindhdrom kilénbséget, de a 3 és a
8 nem;

e i = 3 pontosan akkor, ha a 3 osztja mindhdrom kiilonbséget, de a 4 nem;
o i = 4 pontosan akkor, ha a 8 osztja mindhdrom kilonbséget, de a 3 nem;

e i = 6 pontosan akkor, ha a 3 és a 4 osztja mindhdrom kiilonbséget, de a
8 nem;

e i = 12 pontosan akkor, ha a 3 és a 8 osztja mindhdrom kilonbséget.

Teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek esetén a Williams-féle
ot eset Nyul G. [70] altali finomitasat m és n elGjelének figyelembevételével
az alabbiakban adjuk meg:

l.eset: m >0, n <0, m=1 (mod 4), n =1 (mod 4), m; =1 (mod 4),

ny =1 (mod 4)
2.eset: m>0,n <0, m=1 (mod4), n =1 (mod 4), m; =3 (mod 4),
ny =3 (mod 4)

3/A.eset: m>0,n<0,m=1 (mod 4), n =2 (mod 4)
3/B.eset: m <0,n>0, m=1 (mod4), n=2 (mod 4)
4/A. eset: m>0,n <0, m=2 (mod 4), n =3 (mod 4)
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4/B. eset: m < 0,n >0, m=2 (mod 4), n =3 (mod 4)
5/A.eset: m>0,n<0,m=3 (mod 4), n =3 (mod 4)
5/B. eset: m < 0,n <0, m=3 (mod 4), n =3 (mod 4)

Végezetiil megemlitiink még egy polinomok teljeshatvany-mentes értékeire
vonatkozo segédallitast, amely a késGbbiekben kulcsfontossagu lesz.

2.4. Lemma. (T. Nagel [67])

Legyen p(X) € Z[X] olyan k-adfoki (k > 2) primitiv polinom, melynek diszk-
rimindnsa nem 0. Ha Inko{p(a) |a € N} k-adikhatvdny-mentes, akkor p(X)
végtelen sok természetes szdm helyettesitése esetén vesz fel k-adikhatvdny-
mentes értéket.

Megjegyzés. Ezt a lemmat masodfoki polinomok négyzetmentes értékei kap-
csan fogjuk alkalmazni. Ekkor a feltételek egyszertisodnek, ugyanis kénnyen
ellenérizhetd, hogy primitiv mésodfoki polinomok esetén a helyettesitési ér-
tékek legnagyobb kozos osztdja mindig négyzetmentes.

2.2. Prim és kis indexii elemek

Nyul G. kordbban emlitett, 1 index® elemekre vonatkoz6 eredményének ki-
terjesztéseként elGszor paratlan prim indext elemek létezésére adunk sziiksé-
ges és elégséges feltételeket teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szam-
testekben, és meg is hatarozzuk ezeket az adott indext elemeket.

2.5. Tétel. (|4, Theorem 3.1|)

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kilonbozé négyzetmentes egész szamok, melyek
a teljesen komplex esetben kordabban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tar-
toznak, tovdbbd jelolje (w1, ws,ws,ws) a Q(v/m,/n) biciklikus bikvadratikus
szdmtest 2.1. Lemmdban megadott egész bdzisdt. Ekkor ha p pozitiv pdratlan
primszdm, akkor a Q(y/m,+/n) szdmtestben p indexd elem létezésének sziik-
séges €s elégséges feltételeit, illetve az adott feltételek teljesiilése esetén a p
indexd Tiw1 + Tows + T3ws + xTwy (T1,%2,x3,24 € Z) elemeknek az egész
bdzisra vonatkozo koordindtdit az 1. tabldzat tartalmazza. Az 1. és 2. esetben
nincs p indexd elem.
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1. tablazat. Prim indexi elemek

eset, feltétel (x2,x3,24)
hap=1 (mod 4): 1(1,1,0), £(1,~1,0)
3/A. d:}ll,m—lél(n:dp4)(*)
ap=1 (mod 4):
my =1, d—4n =p (%) +(1,-1,2),£(1,1,-2)
ha p = 3: £(1,0,1), £(1, -1, 1),
m=-3,n=6 (% +£(—1,0,1), £(~1,-1,1)
hap=1 (mod 4):
m;=—-1,d—4ny = —p
ha p =3 (mod 4): £(1,-1,2),£(1,1,-2)
3/B. my=-1,d—4ny =p
ha p =3 (mod 4): £(1,1,0), £(1,—1,0)
d=1,4n—m=p (%) T
ha p=5 (mod 16),
p — 1 négyzetszam és :t(‘/?,O, 1), j:(‘/?, -1,1),
% négyzetmentes: i(@,o,—l),i(@,l,—l)
m=—-3,n= % ()
mi=2d—ni=2p (¥ £(0,0,1),£(—1,0, 1)
ha p = 3: +(0,1,1), £(0, -1, 1),
m=2n=-1 (% £(-1,1,1),4(—1,~1,1)
4/A. hap=1 (mod 4),
p — 1 négyzetszam és +(0, ‘/I?, 1), £(0, ‘/I?, —1),
p + 1 négyzetmentes: i(—l,@,l),i(l,@,—l)
m=p+1,n=-1 (%)
4/B. | mi=-2,d—n =+2p +£(—1,0,1),£(0,0,1)
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d=1,m—-—n=4p (x) +(0,1,0),£(-1,1,0)
ha p=1 (mod 4):
n=-1,4d—-—my=p
ha p =3 (mod 4):
5/A. ni=-—1,4d—mi = —p
hap=1 (mod 16),

i(_la 27 1)7 :I:(1> _27 1)

p — 1 négyzetszam és +(0,1, ¥21), £(0, -1, Y&-1),

HL pegyzetmentes: +(-1,1, v10271),:t(1,—1, Vpgl)
m = 9p4+37 n = 73271 <*)

d=1,m—n==+dp +(0,1,0), £(—1,1,0)

ha p=1 (mod 4):
5/B. | ni=—-1,4d—mi=p (%)
hap=1 (mod 4):
m1:—1, 4d —m =D (*)

+(-1,2,1),£(1,-2,1)

+(1,0,1),£(=1,0,1)

Megjegyzés. Az 5/B. esetben a feltételek szimmetriaja miatt a szdmtestek

kétszer is megjelennek.

Megjegyzés. Vilagos, hogy rogzitett p prim mellett csak véges sok olyan m és
n egész szam létezik, melyek eleget tesznek a (x)-gal jelolt feltételeknek és az
adott esetbe tartoznak. A tobbi feltételrs] igazolhato, hogy azokat végtelen
sok (m,n) szampar teljesiti, erre a bizonyitas soran mutatunk példat.

Bizonyitds. A bizonyitéas alapja, hogy teljesen komplex esetben a Williams-
féle egész bazishoz tartozo, a 2.2. Lemmaban megadott index forma héa-
rom tényezdGje koziil ketté mindig szemidefinit. Felhasznaljuk tovabba, hogy
a Q1,Q2, Q3 tényezbk kozott linearis kapcsolatok allnak fenn, amelyekbdl
egész szamok helyettesitése utan az alabbi kongruenciak koévetkeznek:

1. és 2. esetben: m1Q1 + dQ3 = n1Q2, igy Q1 + Q3 = Q2 (mod 4)

3. esetben: m1Q1 + dQ3 = 4n1Q2, igy Q1 + Q3 =0 (mod 4)

4. esetben: m1Q1 + dQ3 = n1Q2, igy 2Q1 + Q3 = 3Q2 (mod 4)

5. esetben: m1Q1 + 4dQ3 = n1Q2, igy Q1 = Q2 (mod 4)

Megjegyezziik, hogy [31] is tartalmazza a kvadratikus formak linearis fiig-
gbségét, de csak a tényezGk abszolut értékére vonatkozoan, a bizonyitdsban

viszont erre az erésebb alakra lesz sziikségiink.
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A fenti kongruenciabol az 1. és 2. esetben lathato, hogy Q1, Q2 és Q3 nem le-
het egyszerre paratlan, igy ezekben az esetekben nem létezik paratlan indext
elem. Ez egyébként a [29, 68| publikiciok eredményeibdl is kovetkezik.

A tétel bizonyitasat a 3/B. eseten keresztiil mutatjuk be, a tobbi esetben az
allitas hasonléan igazolhaté.

Vezessiik be az m1 = —my > 0 jelolést. Ekkor a p indexti elemek kereséséhez
a

,
(@03 = miad) (d (o + )"+ That) (a2t )+ asd) =

index forma egyenletet kell megoldanunk. Jelen esetben a Q9 és Q3 kvad-
ratikus formak pozitiv szemidefinitek. A 3. esetbeli Q1 + Q3 = 0 (mod 4)
kongruenciat is hasznalva adodik, hogy (Q1,Q2,Q3) = (£1,1,p),(—1,p, 1)
vagy (£p,1,1).

I. Vizsgaljuk meg elgszor a (Q1, @2, Q3) = (1,1, p) harmast. Ekkor a méaso-
dik tényez6bdl a d(2x3+x4)%+myx3 = 4 egyenldséghez jutunk. Felhasznélva,
hogy m1 péaratlan, illetve hogy egy négyzetszam 4-gyel osztva csak 0-t vagy
l-et adhat maradékul, miz? = 0,1 vagy 3 (mod 4) adédik. Ez alapjan a
kovetkezs lehetGségek allhatnak fenn.

(i) d(2z3 +24)? =4 s mya2 =0

Ekkor x4 = 0, d =1 és x3 = 1. Az els§ tényezSbe helyettesités utan
kapjuk, hogy 23 = +1, igy z2 = +1 és Q1 = 1. A tényezdkre vonat-
koz6 kongruencia miatt ez csak akkor lehetséges, ha p = 3 (mod 4).
Ekkor a harmadik tényez6t tekintve a 4n — m = p egyenlGségnek kell
teljesiilnie. (Az elGjeleiket figyelembe véve csak véges sok ilyen m és
n létezik.) Ezen feltételek mellett az index forma egyenlet megoldasai
(z2,23,24) = +(1,1,0), (1, —1,0).

(ii) d(2w3 +24)? =3 és mya2 =1
Itt d = 3, 223 + x4 = £1, m; = 1 és x4 = £1. Ezek alapjan a har-
madik tényezdre az ni + 23 = p egyenlSségnek kell fennallnia. Mivel
n1 = 2 (mod 4), 22 = 0 vagy 1 (mod 4) és p paratlan, igy p = 3
(mod 4). Ekkor a tényezékre vonatkozo kongruencia miatt Q1 = 1, azaz

31’%—’111 =1.
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Az elsd és harmadik tényezdbdl kapott egyenleteket Osszeadva kovet-
kezik, hogy (2x2 — 1)(2z2 + 1) = p. Felhasznélva, hogy p prim, ez
csak dgy fordulhat elg, hogy p = 3, o = +1, és ekkor n; = 2. Te-
hat p = 3, m = —3, n = 6 esetén az index forma egyenlet megoldésai
(z2,x3,24) = +(1,0,1), £(1,-1,1), £(-1,0,1), £(—-1,-1,1).

(iii) d(2w3 + 24)? =1 és my2% = 3
Ekkor d = 1, 223 + x4 = £1, m; = 3 és x4 = +1. Igy a harmadik
tényezére az ny + 3x3 = p egyenléségnek kell teljesiilnie. A (ii) részhez
hasonl6 gondolatmenettel most azt kapjuk, hogy p = 1 (mod 4), ezaltal
Q1 = —1, azaz 23 —ny = —1.
Az els6 és harmadik tényezére kapott egyenletekbdl all6 egyenletrend-
szer megoldéasaval adodik, hogy xo = :I:@ ésny = pz—?’. Ahhoz, hogy
x9 egész szam legyen, (p — 1)-nek négyzetszamnak kell lennie. Mivel

n1 = 2 (mod 4), sziikségképpen p = 5 (mod 16), tovabba n; = 243

1
négyzetmentes. Ekkor tehdt m = —3, n = % esetén a fenti feltételek
mellett az index forma egyenlet megoldasai (z9, z3, z4) = £(¥ pz_l ,0,1),

V=1 V=1 Vp=1
+(¥—=,-1,1), £(¥—,0,-1), £(¥5—,1,-1).
(iv) d(2x3 + 24)? = 0 és mya2 = 4
Sziikségképpen 2x3 + x4 = 0, my = 1 és x4 = £2. Ekkor viszont a har-
madik tényezd alapjan z3 = p adodik, aminek nincs egész megoldasa.

II. Most tekintsiik a (Q1,Q2,Q3) = (—1,p,1) harmast. A harmadik ténye-
z6b6l kiindulva az nq (223 + x4)? + m1a3 = 1 egyenlSségnek kell teljesiilnie,
ami ny parossadga miatt csak tgy lehetséges, hogy 2x3 + x4 = 0, m; = 1
és x9 = +1. Igy a masodik tényezsbsl kapjuk, hogy x3 = 4p, aminek nincs
egész megoldasa.

III. Végiil vizsgaljuk a (Q1,Q2,Q3) = (£p,1,1) harmast. A harmadik té-
nyez6 alapjan most is csak 2x3 + x4 = 0, my = 1 és x9 = +1 lehetséges.
Ezen értékek mellett a méasodik tényez6bdl kovetkezik, hogy 22 = 4, azaz
x4 = +2. Igy az elss tényezore a d —4n, = +p egyenlGségnek kell teljesiilnie.

Ha p =1 (mod 4), akkor az index forma tényezsire vonatkozé kongruencia
alapjan d—4n; = —p. A 2.4. Lemma szerint végtelen sok ¢ természetes szam
létezik, melyre (2¢ + 1)(16¢ + 8 — p) négyzetmentes és mindkét tényezsje
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pozitiv. Egy ilyen c értéket tekintve legyen n; = 4c+ 2 és d = 16¢c+ 8 — p.
Ekkor m = —(16¢+8—p) és n = (4c+2)(16¢+8—p) kiilonb6z6 négyzetmentes
egész szamok, melyek teljesitik a most kapott feltételeket, illetve a 3/B. eset
feltételeit is. Ezzel igazoltuk, hogy végtelen sok megfelels (m,n) szampar
létezik.

Ha p = 3 (mod 4), akkor az index forma tényezsire fennall6 kongruencia
miatt d — 4n; = p. Ismét a 2.4. Lemmat alkalmazva kapjuk, hogy végtelen
sok ¢ természetes szam létezik, melyre (2c + 1)(16¢ + 8 + p) négyzetmentes,
tehat ny = 4c+ 2 és d = 16¢ + 8 + p valasztéssal ekkor is végtelen sok m és
n teljesiti a feltételeket.

A megoldasok mindkét esetben (z2, 3, x4)=%(1,—1,2), (1,1, —2). O

Az alabbiakban az el6z6 tételbsl kimarado, legfeljebb 10 indexti elemek 1é-

tezését vizsgaljuk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekben.

2.6. Tétel. (|4, Theorem 3.2|)

Legyenek m,n € Z \ {0,1} kiilonbozd négyzetmentes egész szamok, melyek
a teljesen komplex esetben korabban felsorolt nyolc eset valamelyikébe tar-
toznak, tovdbbd jelolje (w1, ws,ws,ws) a Q(/m,/n) biciklikus bikvadratikus
szamtest 2.1. Lemmdaban megadott egész bazisat. Ekkor a Q(y/m,/n) szdm-
testben A € {2,4,6,8,9,10} indexd elem létezésének sziikséges és elégséges
feltételeit, illetve az adott feltételek teljestilése esetén az A indexid xiwi +
Tows + T3ws + xawy (T1, T2, 23,24 € Z) elemeknek az egész bazisra vonatkozd
koordindtait a 2-7. tabldzatok tartalmazzdk. Az A indexd elemek tdbldazatdaban

nem szerepld esetekben nincs A indexi elem.
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2. tablazat. 2 indexd elemek

eset feltétel (2, x3, x4)

, m=>5,n=—15 +£(0,0,1), =(0, )

' m=5n=—3 +£(=1,0,1), +(— 1, 1)
) m=21,n=—7 £(0,0,1), (0, — )

' m=21,n=-3 +£(1,0,1),£(1,-1,1)

m=3,n=-—>

5/A. a1 +£(0,1,0), =(—1,1,0)
5/B. d=1,m —n—=+8 £(0,1,0), £(—1,1,0)

3. tablazat. 4 indext elemek

eset feltétel (x2,x3,24)
ni=-1,4d—m; =1 1(1,1,2) (1— 2)
2. | m=-1,d—4m; =—1 +(2,—1,4), £(2, -3, 4)
ni=—1,d—m; =44 j:(l,O, 2), (1, — )
3/A ny = —2, d— mi = +4 ZE(0,0, ),j:(O, )
m=-3,n=2
’ +(0,0,1),£(0
3/B. m=—-3,n=6 (0,0,1), £(0, =1, 1)
mi=—1,d— 16n; = —1 +(1,-2,4), £(1,2, —4)
m=3,n=—13
m=1Ln=—5 +(0,1,0),£(-1,1,0)
a1 £(0,1,1), +(—1,1, 1),
5/A (O L _1)’:l:( 1,1, — )
ST ( 2,4,1),1( 24—1)
=—1, 16d — =1
" , od m ’ i(_2747 1)7:l:( 2747 )
(mvn) 7& (157_1)
5/B. d=1,m—n==16 +(0,1,0),£(-1,1,0)
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4. tdblazat. 6 indexi elemek

eset, feltétel (z2,23,24)
| m="5n=—7 +(0,0,1),£(0,—1,1),
' m=5,n=—35 +£(~1,0,1), (-1, —1,1)
m=21,n—=—35
m=21,n=-15
) m=33n=—11 +(0,0,1),£(0,—1,1),
' m=233,n=-3 +£(1,0,1), £(1,-1,1)
m=17n=—11
m=77,n=-7
m=7n=-—17
m=11,n=—-13
5/A. m=19.n=—5 +(0,1,0),£(-1,1,0)
m=23,n=-—1
5/B.| d=1,m—n=+24 +£(0,1,0), £(—1,1,0)
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5. tablazat. 8 indexd elemek
eset feltétel (z2,23,24)
+(0,—-1,2),+(2,1, -2 1,1, —
m — 5’ n — _15 (07 ) )7 ( b b )7 ( b ) 3)7
) +(1,2,-3),£(2,1,-3),£(2,2,-3)
m=51n=_3 +(0,1,1),£(0,-2,1),+(-1,1,1),
+(—1,-2, ) (1,1, ), £(1,—1,0)
+(2,— ),i(l,—l 3),
=69, n=-23
mehe +(2, —2,3), +(1, -
2. +(0,1,1),£(1,1, )
=69, n=-3
mene (0, -2, ),i(l, 1)
—1,d—m; = %8 j:(1,0,2),j:(1, ,2)
3/A. =—-2,d—mq = +£8 +(0,0,1),£(0,—-1,1)
m=—15n=2~6
m=—15,n=10
3/B. ’ +(0,0,1), +(0,—-1,1
/ m = _77 n = 2 ( Y Y )7 ( ) Y )
m=-7,n=14
4/A. ni=-1,d—mp=-1 +(-1,1,2),£(1,1,-2)
m=3,n=-—29
m=11,n=-21
5/A. m =15 n=—17 +(0,1,0),£(—1,1,0)
m=19, n=—13
m=31,n=-1
5/B. d=1,m—n= 432 +(0,1,0),£(—1,1,0)
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6. tablazat. 9 indexd elemek

eset feltétel (2, T3, 74)
= =1, 9d = A = 1 +£(3,-1,2), £(3,1,-2)
3/B, | L Om P +(1,-3,6), (1,3, ~6)
m; =—1,d—4n; = -9
my = —3,d—4ny =1 +(1,-1,2), £(1,1,-2)
m=2n=-—17
=6,n=-—1
=10, n = —65
4/A. m=14, n= —77 1(0,0,1), +(—1,0,1)
m=22,n=-T7
m =26, n = —65
m =34, n=-17
mp=—2,9d—ny =42 +(1,0,1),£(-2,0,1)
4/B. my=—2,d—9ny = £2 £(—1,0,3), £(—2,0,3)
my=—-2,d—n; ==+18 £(—1,0,1),£(0,0,1)
my = —6,d—n; ==£2 » Y ) )
m="7n=—-29
m=19, n=—-17
m=23n=—13 +(0,1,0), £(-1,1,0)
m=31,n=-5
o L 1,1,0),
5/A. m=35n=—1 (( >1) ((3 )1)
=-1,36d —m; =1,
(m n) # (35, —1) +(—3,6,1), £(3,-6,1)
= —1 4d — Imy =1 i<_1,2,3),i(—1727 _3)
=—-1,4d—m1 =9
ny =3, 4d —my = —1 +(-1,2,1),£(-1,2,-1)




2. Biciklikus bikvadratikus szamtestek

24
m=—41,n= -5 +(0,1,0),+(-1,1,0),
+(-1,3,0), +(-2,3,0)
(O>1>O)ai( 71,0),
= - = —41
moo +(1,1,0), £(-2,1,0)
( 1 2 1)7:l:( 727_1)7
=5 n=-1
ho +(-1,3,0), £(~2,3,0)
+(1,1,0), +(-2,1,0),
- 1n=—
m , 5 +(1,0,1),%(1,0,-1)
d=1 m—n= =136
5/B. ) )
(m’ n) 7é (75)*41);
+(0,1,0),£(—1,1,0
(m,n) # (—41,-5) (0,1,0),£(-1,1,0)
d=3,m—-n==%12
d=1,m—9n =44,
(m,n) # (=5, 1), +(~1,3,0), +(~2,3,0)
(m7n) 7é (_417_5)
d=1,9m —n = +4,
(m,n) # (=1, -5), +(1,1,0), (-2,1,0)

(m,n) # (=5, —41)




2.2. Prim és kis index elemek 25

7. tablazat. 10 indext elemek

eset feltétel (z2,23,24)
£(—1,-1,3),+(-2,1,3),
— 1 —_ —
, m =13, n=—39 £(—1,-2,3), £(~2,-2,3)
' £(0,1,1), £(0, -2, 1),
= 1 = —
m=13,n=-3 H(—1,1,1),+(-1,-2,1)
:l:(27_173)7:|:(17_173)7
—03. n=-31
) m=Eo,n +£(2,-2,3),+(1, -2, 3)

' _ B +(0,1,1),£(1,1,1),
m=93n=-3 +£(0,-2,1), £(1, -2, 1)
m=3,n=-37
m="7n=—-33
m =11, n=-29

5/A. e Pt +£(0,1,0),+(—1,1,0)
m =23, n=-17
m=239n—=—1

5/B. d—=1,m—n— +40 £(0,1,0),+(—1,1,0)

Megjegyzés. Az el6z8 tételhez hasonloan az 5/B. esetben a szamtestek most
is kétszer szerepelnek.

Tovabba, az 1. és 2. esetben két kiilonb6z6 alakban is megjelennek a szamtes-
tek, példaul az 5. tablazatban a 2. esetben Q(v/69,v/—23) = Q(v/69, v/—3)
és Q(v/33,V/~11) = Q(v33,V-3).

Megjegyzés. Most is megmutathato, hogy azoknak a sziikséges és elégséges

feltételeknek, ahol nem konkrét m és n értékek szerepelnek, végtelen sok
(m,n) szampér tesz eleget.

Bizonyitds. Az allitasaink igazoldsa soran most is felhasznaljuk a 2.5. Tétel
bizonyitasanak elején irtakat. Az A = 4 indexnél a 3/B. esetet részletezziik,
a tobbi indexre és a tobbi esetben a bizonyitds hasonléan toérténik.

Vezessiik be ismét az m1 = —mq > 0 jelolést. Ekkor a megoldandé index

forma egyenlet a

, -
(dz5 — nyaj) <d (xs + %) + njfﬁ;) (n1(223 + 24)* + My 23) = +4.



26 2. Biciklikus bikvadratikus szamtestek

A Q2 és @3 kvadratikus formék pozitiv szemidefinitsége és a kordbban
emlitett @1 + @3 = 0 (mod 4) kongruencia felhasznalasaval kapjuk, hogy

(Q17Q2)Q3) = (_1)4-7 ]-) vagy (iza 172)

I. Tekintstik elészor a (Q1,Q2,RQ3) = (—1,4,1) harmast. Ekkor a harmadik
tényezére nq (2x3+x4)? +mix3 = 1 adodik, ami ny parossaga miatt csak tgy
fordulhat els, hogy 2x3 4+ x4 = 0, myp = 1 és 2o = +1. Ez alapjan a masodik
tényezdre az ixi = 4 egyenlgségnek kell fennallnia, ahonnan kapjuk, hogy
ry = +4. Igy az elsé tényezére szitkségképpen d — 16n; = —1 teljesiil.
Ezen feltételek mellett az index forma egyenlet megoldasai (z2,x3,x4) =
+(1,-2,4), £(1,2,—4).

Megmutatjuk, hogy a fenti feltételeket végtelen sok m és n egész szam telje-
siti. A 2.4. Lemma szerint végtelen sok ¢ természetes szam létezik, amelyre
(2¢ 4+ 1)(64c + 31) négyzetmentes. Ilyen c esetén legyen n; = 4c + 2 és
d = 64c + 31. Ekkor m = —(64c 4 31) és n = (4c + 2)(64c + 31) kiilon-
b6z6 négyzetmentes egész szamok, amelyek egyarant eleget tesznek a 3/B.
eset feltételeinek és a 4 indext elemek létezésére el6bb kapott sziikséges és
elégséges feltételeknek.

II. Most vizsgaljuk a (Q1, @2, RQ3) = (£2,1,2) harmast. Ekkor a harmadik
tényez6t tekintve az ny (2x3 +24)% +mya3 = 2 egyenléségnek kell fennallnia.
Mivel m; pératlan és ny paros, igy n; = 2, 2z3 + x4 = +1 és 2o = 0. Ezek
alapjan a masodik tényez6bél a d + mix3 = 4 egyenlSséghez jutunk. Ez d
paratlansiga miatt kétféleképpen lehetséges.

Had=1,my =3 (azazm = -3, n=2) ésxy = +1,vagy d =3, my = 1

(azaz m = —3, n = 6) és x4 = 1, akkor az index forma egyenlet lehetséges
megoldasai (z9,z3,z4) = +(0,0,1), £(0,—1,1). Ezek valoban megoldésok,
ugyanis ezen értékek mellett ()1 = —2. O

Megjegyzés. A 2.5. Tétel és a 2.6. Tétel Nyul G. 1 indext elemekre vonatkozo
eredményével egylitt pontosan megadjak azokat a teljesen komplex biciklikus
bikvadratikus szamtesteket, melyek minimalis indexe legfeljebb 10. Ezen té-
telek segitségével leirhato a sziikséges és elégséges feltétele annak is, hogy egy
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtest minimaélis indexe A-val
egyenls (A € {1,...,10}). A minimalis index meghatarozasahoz a szamtest
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legkisebb indexnél torténd eléfordulasat kell tekinteniink, ugyanis vannak
olyan szamtestek, amelyek tobb indexnél megjelennek, példaul Q(v/—3,v/6)
tartalmaz 3, 4 és 5 indext elemeket is.

2.3. Minimalis index

A minimélis index kapcsan tobb szamtestcsaldd esetén is sziilettek olyan
eredmények, amelyek szerint tetszélegesen rogzitett természetes szam ese-
tén végtelen sok, az adott testcsaladba tartozd szamtest 1étezik, amelynek
minimélis indexe nagyobb az elére megadott szdmnal. Ilyen tipusa allitast
bizonyitott M. Hall [43] tiszta harmadfokd, D. S. Dummit és H. Kisilevsky
[20] ciklikus harmadfokut, T. Funakura [25] tiszta negyedfoku, T. Nakahara
[69] ciklikus negyedfoki szamtestek esetén. Biciklikus bikvadratikus szamtes-
tekben méar emlitettiik T. Nakahara hasonlé allitasat: Barmely természetes
szam esetén végtelen sok biciklikus bikvadratikus szamtest van, amelynek
testindexe 1 és minimalis indexe nagyobb, mint az elére rogzitett szam.

B. K. Spearman, Q. Yang és J. Yoo [76] a fenti problémakért 4j iranybol
kozelitették meg. Igazolték, hogy tetszGleges kobmentes természetes szam
esetén végtelen sok tiszta harmadfoka szamtest létezik, melynek minimalis
indexe pontosan az adott szdmmal egyenlS. Az alabbi tételben T. Nakahara
fenti, biciklikus bikvadratikus szamtestekre vonatkozd eredményét erdsitjiik
ilyen médon és az allitast kiterjesztjiik a testindex tobbi lehetséges értékére
is.

2.7. Tétel. (|6, Theorem 1.1])

(1) Ha a € {1,3}, akkor a barmely A pozitiv tobbszorose esetén végtelen
sok teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtest létezik, melynek
testindezre a és minimdlis indexe A.

(2) Haa € {2,4,6,12}, akkor 2a bdarmely A pozitiv tobbszirise esetén végte-
len sok teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szdmtest létezik, mely-
nek testindexe a és minimdlis indexe A.

Bizonyitds. Allitasaink igazolasahoz minden a € {1,2,3,4,6,12} esetén meg-
adjuk teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek végtelen para-
metrikus testcsaladjait, amelyek testindexe a, minimalis indexe pedig A, s6t
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meghatérozzuk az 6sszes minimalis indextd elemet is. A bizonyitast a = 1
esetén részletezziik, ehhez legyen A egy természetes szam.

I. El6szor tegyiik fel, hogy A # 2 (mod 3). Ekkor (12X +1)(12X +1+4A)
primitiv polinom, melynek nem 0 a diszkriminansa, igy a 2.4. Lemma szerint

végtelen sok ¢ termeészetes szam létezik, melyre (12¢ 4+ 1)(12¢ + 1 + 4A)
A+A%
9

négyzetmentes. Feltehets, hogy ¢ > 1—12 Fzekre a ¢ természetes sza-

mokra tekintsiik a

K.=Q <\/—(120+ 1),v/—(12c+1+ 4A)>

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtesteket. Ekkor a korabbi je-
16lések mellett m = —(12¢+ 1) = 3 (mod 4), n = —(12¢ + 1 + 44) = 3
(mod 4), és igy d = 1, m; = —(12¢+ 1), n; = —(12¢ + 1 + 4A). Lathato,
hogy a K. szamtestek a Williams-féle 5. esetbe tartoznak.

A 2.3. Lemmét alkalmazva kapjuk, hogy K. testindexe 1, ugyanis m; —d =
—12¢ — 2 nem oszthaté sem 3-mal, sem 4-gyel.

A 2.1. Lemma alapjan megadhatéo K. egy egész béazisa, az ehhez tartozo
index forma tényezdi pedig a 2.2. Lemma szerint

Q1= (2Xo + X3)? + (12¢ 4+ 1 + 4A) X2,

Qs = X3+ (12¢+ 1) X3,
_ —(12c+1+44) 12¢+ 1

— X2
@3 4 8t

(2X9 + X3)2.

Most megmutatjuk, hogy a K. szamtestben nincs A-nél kisebb indext elem,
azaz nem léteznek olyan xa, x3, x4 egész szamok, hogy 1 < |I(x9, x3,24)| < A
teljesiil. Ha valamely egészekre mégis fennéllna ez az egyenlGtlenség, akkor
x4-nek sziikségképpen 0-nak kell lennie, ugyanis ellenkezd esetben Q1 > 4A
lenne. Igy az index forma értéke a kovetkezs alakra egyszertsodik:

—(12 1+4A 12 1
2( ( c+ 1+ >$2—|— c+

I(x9,x3,0) = (229 + 23)%23 1 3 1 (2z9 + x3)2> .
Vilagos, hogy ha 1 < |I(x2,z3,24)] < A teljesiilne, akkor az els§ két té-
nyez$ alapjan az 1 < (2r2 + 23)? < A és 1 < 22 < A egyenlstlenségek
allnanak fenn. A harmadik tényezd§ értékének vizsgalatdhoz irjuk fel azt
Q3 = 21 (229 + x3)% — 23) — Az? alakban.
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e Ha (229 + x3)% = 22, akkor |Q3| = Ax3 > A.

e Ha (229 + 23)? > 23, akkor (222 + x3)? — 22 > 3, mivel két kiilonbozs
pozitiv négyzetszam kiilonbségérsl van szo. Igy Qs > % 3-A2> A
a ¢ paraméterre vonatkozo kezdeti feltétel miatt.

e Ha (2z9 + x3)? < 23, akkor Q3 < —A, tehat |Q3| > A.

Ezzel belattuk, hogy az 1 < |I(x2,x3,x4)| < A egyenl6tlenségnek nincs egész
megoldasa.

Ugyanezt a gondolatmenetet végigkovetve adodik, hogy az I(xg,x3,24) =
+A egyenlet mar megoldhato, minden egész megoldésara az z4 = 0 és
(229 + x3)> = 23 = 1 egyenlségeknek kell teljesiilniiik. Tehét az index
forma egyenlet Osszes megoldasa (z2,x3,z4) = £(0,1,0), £(—1,1,0).

II. Ha A # 0 (mod 3), akkor a (12X + 7)(36X + 21 + 4A) polinom primi-
tiv, diszkriminansa nem 0, igy a 2.4. Lemma alapjan 3(12¢+7)(36c+21+4A)
végtelen sok c¢ természetes szam esetén négyzetmentes. Feltehetd, hogy

2 ’ , . ..
c > A‘QL;‘ — 1—72 Ezekre a ¢ természetes szamokra tekintsiik az

L.=Q <\/—(360 T 21), /—(36¢ + 21 + 4A)>

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szémtesteket. Most m =
—(36¢ + 21) = 3 (mod 4), n = —(36c + 21 + 4A) = 3 (mod 4), és igy
d=1,m; =—(36c+21), ng = —(36¢c + 21 4+ 4A4).

Az el6z6 rész gondolatait felhasznalva megmutathato, hogy az L. szamtestek
testindexe szintén 1, minimalis indexe A, az I(x3,x3,24) = A index forma
egyenlet Osszes megoldasa pedig (w2, x3,x4) = £(0,1,0), =(—1,1,0). Ezzel
a = 1 esetén bizonyitottuk tételiinket.

A kovetkezSkben a testindex tobbi lehetséges értékére is megadjuk a test-
csaladokat, amelyekkel allitdsaink igazolhatoak. A testindex, az egész bazis,
valamint a hozza tartoz6 index forma minden esetben rendre a 2.3. Lem-
ma, a 2.1. Lemma és a 2.2. Lemma segitségével hatarozhaté meg, tovabba
az 1 < |I(xzg,x3,24)] < A egyenl6tlenség megoldhatatlansaga, illetve az
I(xg,x3,24) = +A index forma egyenlet megoldhatosaga is a fentiekhez
hasonléan mutathaté meg.
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a = 3 esetén: Legyen A egy 3-mal oszthatd természetes szam. Ekkor a

Q (\/—(12(: 15),v/—(12c+5+ 4A))

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 3, minimalis

indexe A (feltéve, hogy (12¢+5)(12¢+5+4A) négyzetmentes és ¢ > A‘BAQ —%

teljesiil).

a = 2 esetén: Legyen A egy 4-gyel oszthato természetes szam.

I. Ha A # 2 (mod 3), akkor a

Q (\/(240 £ 19)(24c + 19+ A), /—(24c + 19 + A)>

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 2, mini-
malis indexe A (feltéve, hogy (24c + 19)(24c + 19 + A) négyzetmentes és

A 19 A4A2 19\ ¢ pioe
c> max{ S~ o 24} teljesiil).

II. Ha A # 0 (mod 3), akkor a

Q (V{72 +3)(72c + 3+ A),v/~(72c + 3 + 4))

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 2, mini-

malis indexe A (feltéve, hogy (24c + 1)(72¢ + 3 + A) négyzetmentes és

A 1 A+A% 1 ;s
c> max{ﬂ — o0y olg — ﬂ} teljesiil).

a = 4 esetén: Legyen A egy 8-cal oszthatd természetes szam.

I. Ha A # 2 (mod 3), akkor a

Q <\/(24c T (24 + 7+ A),/—(2de 1T+ A))

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 4, minimalis
indexe A (feltéve, hogy (24¢+7)(24c+7+ A) négyzetmentes és ¢ > AJ7“2A2 -
teljesiil).

II. Ha A # 0 (mod 3), akkor a

Q <\/(720 T 15)(72¢ + 15 1 A),/—(72c + 15 + A))
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teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 4, minimalis

indexe A (feltéve, hogy (24¢+5)(72c+15+A) négyzetmentes és ¢ > A;rl‘gz -2

teljesiil).

a = 6 esetén: Legyen A egy 12-vel oszthat6 természetes szam. Ekkor a

Q <\/<24c +11)(24c + 11+ A), /—(24c + 11 + A>>

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 6, mini-

malis indexe A (feltéve, hogy (24c + 11)(24c + 11 + A) négyzetmentes és

A+A% 11 e
¢ > 458 — 2 teljesiil).

a = 12 esetén: Legyen A egy 24-gyel oszthato természetes szém. Ekkor a

Q (Ve +23)(24c + 23+ A), v/~ (24c + 23 + 4))

teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexe 12, mini-

malis indexe A (feltéve, hogy (24c¢ + 23)(24c + 23 + A) négyzetmentes és

A+ A%
C> =

2 teljesiil).

Végiil megjegyezziik, hogy a = 3 esetén (z2, x3,24) = +(0,1,0), +(—1,1,0),
mig paros a esetén (x9, x3, x4) = £(1,0,2), £(1, —2,2) az I (x9, x3,24) = £A
index forma egyenlet Gsszes megoldasa. O

Megjegyzés. A tétel masodik részében a nem minden A tObbszorose ese-
tén létezik végtelen sok teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtest,
amelynek testindexe a és minimélis indexe A. A 2.6. Tételbsl kovetkezik
ugyanis, hogy csak véges sok olyan teljesen komplex biciklikus bikvadrati-
kus szamtest van, amelynek 2 a testindexe és 2, 6, illetve 10 a minimalis
indexe, tovabba nincs olyan teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szam-
test, amelynek a testindexe és a minimalis indexe egyarant 4 vagy 6.
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3. Tiszta negyedfoku szamtestek

Ebben a fejezetben a négyzetmentes paraméterd tiszta negyedfoki szam-
testek minimélis indexét vizsgaljuk, tovabba a teljesen komplex esetben a
minimalis index® elemeket is megadjuk.

3.1. Monogenitassal kapcsolatos korabbi eredmények

Legyen m € Z\{—4} negyedikhatvany-mentes egész szam, ami nem négyzet-
szam. Ha ¥ gyoke az X* — m irreducibilis polinomnak, akkor a K, = Q(«)
algebrai szamtestet tiszta negyedfoki szamtestnek nevezziik, melyre a tovab-
biakban a K, = Q(+/m) jelolést hasznaljuk.

T. Funakura [25] megadta a tiszta negyedfoku szamtestek egy egész bazisat,
a diszkriminansukat és az egész bazishoz tartozd index format is. Igazolta,
hogy K, testindexe 1 vagy 2, ez utobbi érték pontosan az m =1 (mod 16)
esetben fordul el6. Belatta azt is, hogy az Gsszes lehetséges m értékre tekint-
ve a K, szamtestek minimalis indexeinek halmazat, az feliilr6l nem korlé-
tos. Sziikséges és elégséges feltételeket adott a tiszta negyedfoku szamtestek
monogenitasara, valamint meg is hatarozta a hatvany egész bazist generé-
16 elemeket. Megjegyezziik azonban, hogy a monogenités feltételét bizonyos
diofantoszi egyenletek megoldhatosdgahoz, a generatorelemek leirdsit pedig
azok feltételezett megoldasaihoz kototte, m > 0 esetén példaul binom Thue-
egyenletekhez.

Y. Motoda [63] 4j bizonyitast adott T. Funakura egész bézisra és diszk-
rimindnsra vonatkozo tételeire. A tiszta negyedfokil szamtestek egy egész
bézisa és diszkriminansa J. G. Huard, B. K. Spearman és K. S. Williams
[45] masodfoku résztesttel rendelkezs negyedfoki szamtestekre vonatkozo,
altalanosabb eredménye alapjan is meghatarozhaté.

A fejezet tovabbi részében csak olyan K, tiszta negyedfokd szamtestekkel
foglalkozunk, ahol m négyzetmentes.

Binom Thue-egyenletekkel kapcsolatos korabbi eredményeket felhasznélva
Gaal 1. és Remete L. [33] kiszamitottak K, hatvany egész bazist generalo
elemeit bizonyos kis és speciélis négyzetmentes m értékek esetén, melyek



34 3. Tiszta negyedfoki szamtestek

teljesitik az m = 2 vagy 3 (mod 4) kongruenciat.

Késébb Gaal I. és Remete L. [34] legfeljebb kilencedfoku tiszta szamtestek
egész bazisait és monogenitasit vizsgaltdk. Olyan négyzetmentes m értékek
esetén, melyekre m # 9 (mod 16), teljeskortien leirtak a K, tiszta negyed-
foka szamtestek monogenitasat (lasd még T. Funakura elgbb emlitett ered-
ményét). A kimarado eset kapcesan az alabbi sejtést fogalmaztak meg: Ha m
négyzetmentes és m = 9 (mod 16), akkor K, pontosan akkor monogén, ha
m = 73 vagy 89, egyébként pedig K,, minimalis indexe 8. Mint latni fogjuk,
a helyzet ennél joval bonyolultabb, ugyanis nem csak ez a két kivétel van,
hanem valészintileg végtelen sok.

A K,, tiszta negyedfoku szamtestek vizsgalatanal négyzetmentes m esetén
a kovetkez6 harom esetet kiilonboztetjiik meg:

1. eset: m = 2 vagy 3 (mod 4)

2. eset: m =1 (mod 8)

3. eset: m =5 (mod 8)

Az alabbi lemmaéaban 0Osszefoglaljuk a négyzetmentes paraméterd tiszta ne-
gyedfoki szamtestek egy egész bazisat és a hozza tartozd index formét.

3.1. Lemma. (T. Funakura [25]; lasd még [34, 63])
Legyen m € 7\ {0,1} négyzetmentes egész szam, ¥ gydke az X* —m poli-
nomnak és K, = Q). Fkkor K,, egy egész bazisa:

e 1. esetben: (1,19,192,193)

2 2 3
o 2. esetben: (1,19, L, Ly )

e 3. esetben: (1,19, 1219270%193)

A fenti egész bazishoz tartozd index forma minden esetben
1(X2, X35, X4) = Q1(Xo, X4) - (1Q1(X2, X4)* + comQa(Xa, X3, X4)?)

alakd, ahol:

o 1. esetben:
Q1(X2, X4) = X5 — mX7,

Q2(Xa, X3, X4) = Xo X4 — X3,

61:1,62:4
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o 2. esetben: .
m —
Q1(Xo, X4) = 2X7 4 Xo X4 — TXZ%’
Qa(X2, X3, X4) = X3 — Xo X4 + X3Xy,
cir=1,c0=1
o 3. esetben:
2 m—1_,
Q1(X2, Xy4) = X5 + Xo Xy — TX4’
Qa(X2, X3, X4) = 2Xo Xy — X3 + X7,
cg=4,c0=1

Megjegyzés. A kovetkezs alfejezetben az egyszertiség kedvéért a fenti kvad-
ratikus formékra, valamint egész szamok helyettesitése esetén az értékiikre
is a Q1 és 2 jelolést hasznaljuk.

Egyik tételiink bizonyitasaban az aldbbi, polinomok négyzetmentes értékei-
vel kapcsolatos allitast is alkalmazni fogjuk.

3.2. Lemma. (A. Granville [36])

Legyen p(X) € Z[X] olyan polinom, melynek diszkrimindnsa nem 0, tovdb-
bd Inko{p(a)|a € N} = 1. Ha az abe-sejtés igaz, akkor p(X) végtelen sok
természetes szdm helyettesitése esetén vesz fel négyzetmentes értéket.

3.2. Minimalis index

Az alabbi tétel alapjan négyzetmentes paramétert tiszta negyedfoki szam-
testek minimélis indexe 1, 4 vagy 8, és mindhérom érték végtelen sok ilyen
szamtest esetén fordul el§. Ha azonban a fenti eseteket kiilon-kiilén tekint-
jiik, a helyzet korantsem irhaté le ilyen egyszerten.

3.3. Tétel. (|7, Theorem 3.1])
Legyen m € Z \ {0, 1} négyzetmentes egész szdm és K,, = Q({/m).

o Az 1. esetben K,, minimdlis indexe 1.
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o A 2. esetben K,, minimdlis indexe 1 vagy 8. A minimdlis index végtelen
sok m esetén 8, és ha az abc-sejtés igaz, akkor szintén végtelen sok m

esetén 1. Feltéve azonban, hogy m < 0, a minimdlis index csak m = —7
esetén 1.
o A 3. esetben K,, minimdlis indexe m = —3 esetén 1, amigy 4.

Bizonyitds. A bizonyitast a 2. esetben részletezziik. A 3. esetre vonatkozo
allitas hasonléan, bar egyszertibben kezelhets, mig az 1. esetben K,,, mono-
genitésa a 3.1. Lemma azonnali kovetkezménye.

A (2X + 1)* — 8 polinom diszkriminansa nem 0, tovabba természetes szé-
mok helyettesitése esetén a kapott értékek legnagyobb kozos osztoja 1. Igy
a 3.2. Lemma alapjan m = (2¢ + 1)* — 8 végtelen sok c egész szam ese-
tén négyzetmentes, amennyiben az abc-sejtés igaz. Ezen m értékeket te-
kintve a K,, szamtestek a 2. esetbe tartoznak és a minimaélis indexiik 1,
ugyanis (9, x3,24) = £(c(c+ 1),¢,1), £(c(c+ 1), —c — 1, 1) megoldasai az
I(x9,x3,24) = £1 index forma egyenletnek.

Ha m < 0, akkor a
1 m
Ql — g (4X2 + _X4)2 - gXZ
kvadratikus forma pozitiv definit, ezért az I(xq,x3,24) = £1 egyenletbdl
kovetkezik, hogy Q1 = 1, és igy (4wo+x4)2—ma? = 8. Mivel m = 1 (mod 8),
ez csak m = —T esetén fordulhat el. Ez az m érték viszont (2¢ + 1)* — 8
alaki, igy a fentiek alapjan méar tudjuk, hogy ekkor K, minimélis indexe 1.

Megmutathato, hogy a 2. esetbe tartozo tetszéleges m # —7 esetén a K,

szamtest nem tartalmaz 2,...,7 indexi elemeket. (Megjegyezziik, hogy
m = —7 esetén léteznek 6 indexd elemek.) Példaul az I(z2,x3,24) = +4

index forma egyenlet alapjan (Q1,Q? + mQ3) = (£1,44), (£2,4+2) vagy
(+4,£1). Modulo 8 vizsgalatot kévetSen kapjuk, hogy csak a harmadik le-
het&ség allhat fenn, méghozza m = —15 és Qo = +1 esetén. A Q1 = +4
alapjan azonban a (4xo + x4)? + 1527 = 32 egyenlethez jutunk, amelynek
nincs egész megoldésa.

8 indexti elemeket viszont minden 2. esetbe tartozé K, szamtest tartalmaz,
hiszen (z2,x3,x4) = £(1,0,0) megoldasai az I(z2, x3,x4) = £8 index forma
egyenletnek.
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Ha m = 1 (mod 16), akkor konnyen ellendrizhets, hogy az index forma
értéke mindig paros, ugyanis xox4 parossaga esetén ()1 paros, mig zoxy
paratlansaga esetén Q3 +mQ3 péaros. Ekkor tehat K, minimalis indexe csak
8 lehet. Dirichlet jol ismert tétele alapjan pedig a fenti kongruenciat végtelen
sok m primszam, kovetkezésképpen négyzetmentes egész szam teljesiti. [

Megjegyzés. A bizonyitasban leirt m = (2¢ + 1)* — 8 paramétert K, szam-
testek nem adjak meg az Osszes 2. esetbe tartozo, 1 minimalis indexi tiszta
negyedfoki szamtestet. Léteznek ugyanis egyéb ilyen szadmtestcsaladok is, s6t
ha az abc-sejtés igaz, akkor ezek is végtelen sok szamtestbdl allnak. Példaul
m = (2c+1)* +8 esetén (w9, 23, 74) = £(c(c+1),¢,1), £(c(c+1),—c—1,1),
m = UO2HIVHS ot (w9, 23, 24) = +((81c + 8)(81c + 11),3(81¢ + 8),9),
+((81c + 8)(81c + 11), —3(81c + 11),9) megoldasai az I(x2,x3,x4) = *1
index forma egyenletnek. Megjegyezziik, hogy az emlitett m paraméterek
magukba foglaljak a Gaal I. és Remete L. sejtésében szereplé m = 73 és 89
értékeket is.

A teljesen komplex esetben, azaz a negativ paraméterti tiszta negyedfoku
szamtestek esetén a ()1 kvadratikus forma pozitiv definitsége lehetévé teszi,
hogy meg is hatarozzuk az 6sszes minimélis indexi elemet.

3.4. Tétel. (|7, Theorem 3.2])

Legyen m < 0 négyzetmentes egész szam, K, = Q(/m), tovabbd jelilje
(w1, wa,ws,wyq) a K, szamtest 3.1. Lemmdban megadott egész bazisdat. Ekkor
a minimdlis indexd xiwy + xows + raws + rawy (1,22, x3, 24 € Z) elemeknek
az egész bdzisra vonatkozo koordindtdi

o m = —1 esetén (x2,x3,24) = £(0,0,1), +(1,0,0);

e m = —3 esetén (z2,r3,24) = +(0,0,1), £(—1,0,1), £(1,1,0), £(1, —1,0);
o m = —T7 esetén (x2,x3,24) = £(0,0,1), £(0,—1,1);

e m = —15 esetén (xe,x3,z4) = £(0,0,1), £(0,—1,1), £(1,0,0);

m ¢ {—1,-3,—7,—15} esetén (xa,x3,24) = £(1,0,0).

Bizonyitds. A tételt olyan m # —7 esetén bizonyitjuk, ahol m =1 (mod 8),
a tobbi paraméterre hasonléan mutathaté meg az allitas.
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Ekkor a 3.3. Tétel alapjan K, minimalis indexe 8, tehat a minimalis in-
dextd elemek meghatarozasihoz az I(x9,x3,x4) = £8 index forma egyen-
letet kell megoldanunk. Az el6z8 bizonyitasban lattuk, hogy m < 0 esetén
a Q1 kvadratikus forma pozitiv definit, igy az egyenletbdl kovetkezik, hogy
(Q1, Q% + mQ%) = (1,£8),(2,%4), (4, £2) vagy (8,%1).

Az egyes parokat modulo 8 vizsgalva lathatd, hogy az els6 és a harmadik
lehet&ség nem allhat fenn, a negyedik par pedig csak egyetlen négyzetmentes
m esetén lehetséges, ezt az m = —7 értéket azonban kizartuk.

A kimaradé masodik part tekintve Q1 = 2 alapjan a (429 +x4)% —mai = 16
egyenlGséghez jutunk. Mivel m < —15, ez pontosan akkor all fenn, ha
x4 = 0, xo = £1, illetve ha m = —15, x4 = £1, xo = 0. Felhasznélva, hogy
Q? + mQ3% = £4 csak Q2 = 0 esetén teljesiilhet, rendre x3 = 0, valamint
x3 € {0, £1} adodik, ahol az utébbi esetben x3 és x4 elGjele kiilonbozs.

Osszegezve tehat (z2,73,74) = £(1,0,0) mindig megoldasai a fenti index

forma egyenletnek, mig m = —15 esetén tovabbi megoldasok az (z9, 3, z4) =
£(0,0,1), £(0,—1,1). 0
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II. rész

Leszamlal6é kombinatorikai
vizsgalatok

4. Korlatozott r-Stirling-szamok

Ebben a fejezetben a korlatozott r-Stirling-szamok 1j tulajdonsigait ismer-
tetjiik. Kombinatorikus tételeinket kévetSen a korlatozott r-Stirling-szamok
segitségével képzett korlatozott r-Bell-polinomok gyokeit is vizsgaljuk.

4.1. A korlatozott r-Stirling-szamok fogalma

Bizonyos masodrendii differencidlegyenletek megoldasaként H. L. Krall és
O. Frink [53] vezették be a Bessel-polinomokat (lasd még [38]), melyek
egyiitthatoit kombinatorikus megkozelitésbél J. Y. Choi és J. D. H. Smith
[16] vizsgaltak elséként. Kombinatorikus tartalommal lattak el a Bessel-
polinomok atparaméterezett egyiitthatoit, melyeket Bessel-szamoknak ne-
veztek. A Stirling-szamokkal val6é szoros kapcsolatukat jelzi, hogy a szak-
irodalomban a Bessel-szamokat korlatozott Stirling-szdmokként is emlitik, a
dolgozatban mi ezt a széhasznalatot kovetjiik.

Az {Z}Q korldtozott (mdsodfaji) Stirling-szam az 1, ..., n szamok k darab
legfeljebb kételemd osztalyba torténd osztalyozasait szamlalja Ossze
(0 < k < n). Az osztalyozasokat permutaciokra, a legfeljebb kételemt osz-
talyokat pedig legfeljebb kettd hosszu, paronként idegen ciklusokra cserélve
jutnank a korlatozott elséfaja Stirling-szamok definicidjahoz. A legfeljebb
kett6 hosszu ciklusokba sorolas azonban lényegében megegyezik az elemek
legfeljebb kételemii osztalyokba torténs osztalyozaséval, ezért nem kiilon-
boztetiink meg korlatozott els6- és mésodfajia Stirling-szamokat, valamint a

méasodfaji jelz6t sem hasznéljuk a tovabbiakban.
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A Stirling-szamok korabban ismertetett r-dltalanositasiéhoz hasonldéan
G.-S. Cheon, J.-H. Jung és L. W. Shapiro [15] az {Z}SQ korldtozott r-Stirling-
szdmot az 1,...,n—+r elemek k+r darab legfeljebbrkételemﬁ osztalyba tor-
ténd r-osztalyozasainak szamaként értelmezte (0 < k < n, r > 0). Vilagos,
hogy r = 0 esetén a korlatozott Stirling-szamokat kapjuk vissza.

4.2. A korlatozott r-Stirling-szamok tulajdonsagai

A Kkorlatozott r-Stirling-szdmok definiciéjabél azonnal kovetkezik, hogy
0<k<n,r>0¢émn>2k+r esetén {Z}SQ = 0. Han < 2k + r, ak-
kor pedig van megfelel§ r-osztalyozas, amely ok + r — n darab egyelemii és
n — k darab kételemd osztélyt tartalmaz.
<2 <2

Nyilvanvalé tovabba, hogy n,r > 0 esetén {8}; = és {Z}; =1
Kiilonb6z6 kombinatorikus gondolatmenetekkel tobbféle rekurzié is megad-
hato a korlatozott r-Stirling-szamokra (lasd [49, 52]), ezekben azonban kor-
latozott (r — 1)-Stirling-szamok is szerepelnek. Most egy olyan rekurziot
bizonyitunk, amely csak korlatozott r-Stirling-szdmokat tartalmaz. (Ez az

Osszefliggés r = 0 esetén megtalalhato a [44] cikkben.)

4.1. Tétel. (|8, Theorem 2.1])

Hal<k<nésr >0, akkor

n+1)=? n =2 n) =2
S e e

<2
Bizonyitds. Az {nzl} korlatozott r-Stirling-szam az 1, ..., n+14r elemek

T
k 4 r darab egy- vagy kételemt osztalyba torténd r-osztalyozasait szamlalja
0ssze.

Ha az n+1 egyelem( osztalyban van, akkor a t6bbi n darab nem-kitiintetett

és r darab kitiintetett elemet soroljuk & — 1 + r darab egy- vagy kételem
<2
osztalyba, amire {kfl} lehetdségiink van.

T
<2

Ha az n+1 kételemi osztalyban van, akkor a tobbi n+r darab elemet {Z} -

T

féleképpen tehetjiik k+4r darab legfeljebb kételemii osztalyba. Han > 2k+r,
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akkor ez a korlatozott r-Stirling-szam 0-val egyenls, mig n < 2k + r esetén
az n+1 elhelyezhet6 a 2k +r —n darab egyelem osztaly barmelyikében. [J

A kovetkezd tétel fiiggbleges rekurziot ad a korlatozott r-Stirling-szamokra.

4.2. Tétel. (|8, Theorem 2.2])

Ha0<Ek<nésr >0, akkor

n+1 <2 n ) j <2
= — =7
{k—i—l} Z(Qk—l—r—i—l 7) {k} .

T j:k T

Bizonyitds. A bizonyitas sorén feltehetjiik, hogy n < 2k 4+ r + 1, ugyanis el-
lenkez6 esetben a tételben szerepld egyenléség mindkét oldala 0-val egyenld.

Tekintsiik az 1,...,n + 1 + r elemek k + 1 4+ r darab legfeljebb kételemii

n—l—l}§2

osztalyba torténd r-osztalyozasait. Ezek szdma { P

r
Most Osszeszamoljuk a fenti r-osztalyozésokat egy masik mddon. Legyen
n + 1 — j az osztalyok maximumai koziil a legkisebb (j =k, ..., n). Tegyik
be elGszor ezt az elemet egy osztalyba. Ekkor a j darab (n 4+ 1 — j)-nél
nagyobb nem-kitiintetett és r darab kitlintetett elem a tébbi k + r darab

legfeljebb kételemii osztalyba keriil, melyek mindegyikében elhelyeziink ko-
<2

ziiliik legalabb egyet. Ezt {i}r_ -féleképpen tehetjiikk meg. (Megjegyezziik,
N <2
hogy j =n =2k +r + 1 esetén {i} =0.)
T
Jelenleg 2k + r 4+ 1 — j darab egyelemi osztalyunk van. Igy az n — j darab
(n+ 1 — j)-nél kisebb elemet (2k + 7 + 1 — j)"=L-féleképpen helyezhetjiik el
kiilonbo6z6 egyelemt osztalyokban.

n L) <2
Tehat az Osszes elem osztalyokba sorolasara z:k(Qk +r+1-— j)u{i}r
J:
lehet&séglink van. O

A korlatozott r-Stirling-szamok polinomos azonossagai az eltolt siillyeds és
a 2 differenciaju siillyedd faktoridlisok, illetve az eltolt emelkedd és a 2 dif-
ferenciaja emelkedd faktoridlisok kozott teremtenek kapcsolatot.
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4.3. Tétel. (|8, Theorem 2.3])

Han,r >0, akkor

()2 = ;) I
(o — 1) = k;(—lw—’f{};‘}f?(xm)k.

Bizonyitds. A masodik azonossag az els6bsl —x helyettesitéssel adodik.

Az els6 egyenlGség igazolasahoz tekintsiik az 1,...,n + r elemek egy- vagy
kételemti osztalyokba torténd r-osztalyozasait, ahol a nem-kitiintetett osz-
talyok legnagyobb elemeit szinezziik két szinezési eljarassal. Az elsédleges
szinezés sorédn kétféle szinnel szinezziik Sket tgy, hogy kiilénbozs elemek
els6dleges szinei megegyezhetnek. A mésodlagos szinezésnél ¢ darab szint
hasznalunk (¢ > n), és kiilonboz6 elemek nem kaphatjik ugyanazt a masod-
lagos szint.

Ha k darab nem-kitiintetett osztalyunk van (k = 0,...,n), akkor az elemeket

<2
{z}f -féleképpen r-osztalyozhatjuk legfeljebb kételemii osztalyokba. Ezutan

T
k darab elemet szineziink els6dlegesen és masodlagosan, amit 2Fck = (2¢]2)-

féleképpen tehetlink meg. Tehat a szinezésekkel kiegészitett r-osztalyozasok
szama i {Z}§2(2c\2)ﬁ.
k=0 r

A kovetkezGkben Osszeszamoljuk ezeket méasképpen is. ElGszor tegyiik be a
kitlintetett elemeket kiilonb6z6 osztalyokba, majd csékkend sorrendben he-
lyezziik el a nem-kitiintetett elemeket és ahol sziikséges, egyuttal szineziink
is. Tegytik fel, hogy j darab nem-kitiintetett elemet méar osztalyokba sorol-
tunk (j = 0,...,n — 1). Ezek kozil jelolje ¢ a nem-kitiintetett osztalyokba
keriilt elemek szamét, 2s pedig a kételemd nem-kitiintetett osztalyokban al-
lokét. Igy eddig t — 2s darab elem van nem-Kkitiintetett egyelemii osztalyban
és j — t darab nem-kitiintetett elem keriilt kitlintetett osztéalyba.

A kévetkezd elem, az n—j keriilhet a tobbi r—(j—t) darab kitiintetett osztéaly
barmelyikébe, barmely nem-kitiintetett egyelemt osztalyba vagy nyithat egy
0j osztalyt. A csokkend sorrend miatt az n — j csak az utolsé esetben kap
szint, elsGdlegesen kétféleképpen szinezhetjiik, mig a ¢ darab mésodlagos
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szin koziil a mar felhasznalt ¢ — s darab kivételével barmelyiket kaphatja.
Osszesen tehdt r — (j —t) +t — 25+ 2(c — (t — 5)) = 2c+r — j lehetdségiink
van az n — j elhelyezésére és sziikség szerinti szinezésére.

. n—1

gy az Osszes elemet [] (2c+71—7) = (2¢ + r)*-féleképpen r-osztalyozhatjuk
j=0

és szinezhetjiik. O

Egyszert kombinatorikus otlettel igazolhat6 az

n <2 min{n—kr} . i 1
_ 2n—2k—j '
W 2 ()=

explicit formula a korlatozott r-Stirling-szamokra (0 < k < n, r > 0), amely

ekvivalens a [15] cikkben talalhato Osszefiiggéssel.

S. L. Yang és Z. K. Qiao [81] a klasszikus méasodfaja Stirling-szamoknal meg-
szokott alaku explicit formulét bizonyitott a korlatozott Stirling-szamokra
vonatkozoan. Az alabbi tételben ezt altaldnositjuk és a fenti szerzéktol elté-
réen, a szitaformula segitségével igazoljuk.

4.4. Tétel. (|8, Theorem 2.4])

HaO0<Ek<nésr >0, akkor

<2

{Z}_ - Ji)(—l)j (’j) (20k = §) + 7)™,

T

Bizonyitds. Legyen A = {1,...,n + r}, ahol n + 1,...,n + r kitlintetett
elemek, B pedig egy k + r elemid halmaz. Szamoljuk &ssze kétféleképpen
az alabbi feltételeket teljesits, szinezéssel kiegészitett A — B sziirjektiv
fliggvényeket:

e minden B-beli elem legfeljebb két A-beli elemnek a képe,
e az A-beli kitlintetett elemek képei paronként kiilonbozsek,

e azok a B-beli elemek, melyek nem képei egyik A-beli kitiintetett elemnek
sem, két szin valamelyikével szinezettek.
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Egy ilyen tulajdonsagokkal rendelkezd sziirjektiv fliggvény esetén a B-beli
elemek Gsképeinek halmaza megadja A-nak egy k 4+ r darab egy- vagy két-
elemii osztalyba torténd r-osztalyozasat. Minden ilyen r-osztéalyozas (k +r)!
fliggvénybdl szarmazik, tovibbéa a nem-kitiintetett osztalyokhoz tartozé B-
beli elemek 2F-féeleképpen szinezhetsek. Tehat a feltételeket teljesité A — B

<2
sziirjektiv fiiggvények szama 2% (k + r)!{Z}T

Jeldlje X azoknak a szinezéssel ellatott A — B fliggvényeknek a halmazat,
melyekre a fenti harom tulajdonsag teljesiil, és hatarozzuk meg X elem-
szaméat. Vilagos, hogy az A-beli kitiintetett elemekhez (k + r)"féleképpen
valaszthatunk képeket. Tegyiik fel, hogy ezt kovetGen az elsé | darab nem-
kitiintetett elemnek mar megvan a képe (I = 0,...,n — 1). Jelolje ¢ ezek
koziil azoknak a szdmét, melyek képei nem egyeznek meg egyik kitiintetett
elem képével sem, tovabba tegylik fel, hogy ezen t elem koziil 2s darabhoz
paronként ugyanazt a B-beli elemet rendeltiik. A kdvetkezs elem, az [ + 1
képe lehet olyan B-beli elem, amely

e mar képe egy kitiintetett elemnek, viszont més korabbi A-beli elemnek
nem. Az ilyen B-beli elemek szama r — (I — t).

e mér képe pontosan egy korabbi nem-kitiintetett elemnek, viszont kitiin-
tetett elemnek nem. Az ilyen B-beli elemek szdma t — 2s. Megjegyezziik,
hogy ezek a B-beli elemek méar szinezettek.

e nem képe még egyik A-beli elemnek sem. Az ilyen B-beli elemek szama
k—(t—s), és a valasztott elemet egyuttal szinezziik is a két szin valame-
lyikével.

lgy az [+ Tlesetén r — (I —t) +t —25s+2(k — (t —s)) = 2k + 7 — [, az

n—1

Osszes nem-kitiintetett elemet tekintve pedig [] (2k +r —1) = (2k +r)*

lehet@ségiink van a képek megvalasztésara és esetleges szinezésére. Tehat
| X| = (k+r)-(2k + 7)™

Jelolje Y; azoknak az X-beli fliggvényeknek a halmazat, ahol a B halmaz
i-edik eleme nem all el§ egyik A-beli elem képeként sem (i = 1,...,k + 7).
A Kkitiintetett elemek képeihez legalabb r darab B-beli elemet biztosan fel-
hasznalunk, igy k-nal tobb Y; halmaz metszete az iires halmaz. A fentiekhez
hasonl6 gondolatmenettel kapjuk, hogy j darab (j = 1,...,k) ilyen Y; hal-

n

maz metszetének elemszama pedig (k +r — 7)=(2(k — j) + )™
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Tehat a fenti harom feltételt teljesits, szinezéssel ellatott A — B sziirjektiv
fliggvények szama a szitaformula felhasznalasaval

k
X\ (Y1U...UY%ep)| Z (k”)(m 7)F @2k =) +r)*

Végezetiil a sziirjektiv fiiggvények szamara kapott két értékbdl egyszeri sza-
moléssal adodik a tételben szerepls formula. ]

D. Stenlund [78] olyan polinomokat vizsgalt, melyek egyiitthatoi elséfaji
és masodfajiu Stirling-szamok szorzatai. Egy specialis helyettesitéssel ezek
elGjeles korlatozott Stirling-szamokra vezetnek, amely észrevétel mar az [57,
81| cikkekben is megjelent. Ezt az eredményt altalanositjuk és kizardlag
polinomos azonossigokat hasznal6é bizonyitast adunk ra.

0 <k <nésr s >0 esetén az els6faji r-Stirling-szdmok és a méasodfaji
s-Stirling-szémok segitségével értelmezziik a

Prkrs(T) = zn: [;‘]r{i}sxj_k

=k
polinomot.
Vilagos, hogy
n
pn,k,r,s(o) = |:k:|r’

tovabba a [11, 12], illetve a [73]| publikiciok egy-egy eredménye szerint

Pnkrs(—1) = <Z> (r— S)m’

valamint ha r + s péros, akkor

n
pn,k,r,s<1) = \\]{IJ s .
2

Megmutatjuk, hogy —2 helyettesitésével a py, i s(2) polinomok eljeles kor-
latozott (2s — r)-Stirling-szamokat adnak.
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4.5. Tétel. (|8, Theorem 2.5])

HaO0<k<nés0<r<2s, akkor

n) =2
pusra(-2) = (-1 {7
2s5—r
Bizonyitds. Egyrészt, a 4.3. Tétel masodik allitdsa alapjan

<2 _

st =S

k=0 2s—r

Masrészt, az elséfaji r-Stirling-szamok, valamint a mésodfaja s-Stirling-
szamok polinomos azonossagait (lasd [11, 12]) hasznélva

((x —25) +7)7 = ]ZZ; B](m — %)) = ]2; mrw (5-5)
RAED > HNE]
-2 [ {if o

Tehat

O

J.-H. Jung, Mez6 1. és J. L. Ramirez [49] igazoltak, hogy masodfaju Stirling-
szamokat, illetve masodfaju r-Stirling-szamokat kombinalva korlatozott
r-Stirling-szamokkal rendre 2-szines masodfaju r-Whitney-szamokhoz és mé-
sodfaju 2r-Whitney-szdmokhoz jutunk. Ezt az eredményt altalanositjuk és
kombinatorikus bizonyitast adunk ra.

4.6. Tétel. (|8, Theorem 2.6])
HaO0<k<nésr,s>0, akkor

SR e

j=k 8
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Bizonyitds. Tekintsiik az 1,...,n+r + s elemek 2-szines Whitney-szinezett
(r 4+ s)-osztalyozasait k + r + s darab osztalyba, ahol a nem-kitlintetett
osztilyokban a legnagyobb elemeket is szinezziik ugyanezzel a két szinnel.
Ezek szama 2’“W2,r+s(n, k).

Minden ilyen 2-szines kiterjesztett Whitney-szinezett (r + s)-osztalyozéashoz
képezhetSek alosztilyok a kovetkezSképpen:

e Egyn+r+1,...,n+r+s valamelyikét tartalmazo kitiintetett osztalybol
a kitiintetett elem torlésével kapunk egy alosztalyt (iires halmazt nem
tekintiink alosztalynak).

e Egy n+1,...,n+ r valamelyikét tartalmazo kitiintetett osztaly egy al-
osztalyt alkot.

e Egy olyan nem-kitiintetett osztaly, amelyben minden elem azonos szinf,
egy alosztalyt alkot.

e Egy olyan nem-kitiintetett osztalybol, amelyben mindkét szint elem eld-
fordul, a szinek alapjan lesz két alosztéaly (az egyik szintiekbdl egy alosz-
taly, a masik szintiekbdl egy mésik).

Vilagos, hogy az alosztalyok halmaza az 1,...,n+r elemeknek egy r-oszta-
lyozasat adja, tovabba az alosztalyok széama legalabb k + r és nem lehet
nagyobb, mint n + r.

Az alosztalyok segitségével is Osszeszamoljuk az 1,...,n + r + s elemek
2-szines kiterjesztett Whitney-szinezett, k + r 4+ s darab osztalyba torténd
(r + s)-osztéalyozasait. Elgszor az 1,...,n + r elemeket r-osztalyozzuk j + r
darab alosztalyba (j = k,...,n). Azn+1,...,n+r elemeket tartalmazo al-
osztalyok egyuttal eredeti kitlintetett osztalyok is. A t6bbi j darab alosztalyt
azn+r—+1,...,n+r+ s kitiintetett elemekkel s-osztalyozzuk k + s darab
osztilyba tgy, hogy egy alosztaly legfeljebb egy maésik alosztéllyal vagy egy
kitiintetett elemmel keriilhet egy osztalyba.

e Ha egy kitiintetett elem egyelemi osztélyt alkot vagy egy alosztallyal kertil

egy osztalyba, akkor ebbdl egy eredeti kitiintetett osztalyhoz jutunk.

e Ha egy alosztaly egyelemi osztélyban van, akkor ez egy eredeti osztaly,
az elemeit pedig kétféleképpen szinezhetjiik egységesen.

e Ha egy osztalyban két alosztély szerepel, akkor azok egyesitésével kapunk
egy eredeti osztalyt, amelyben az egyik alosztaly elemeinek egységes szi-
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nérgl kétféleképpen donthetiink, a mésik alosztaly elemei a méasik szint
kapjék.

Ezéltal az 1, ..., n+r+s elemek egy 2-szines kiterjesztett Whitney-szinezett,

k 4+ r + s darab osztélyba torténd (r + s)-osztalyozasadhoz jutunk, melyek
N <2

n
szama igy 2F 3 {7;} {i} : O
=k

S

4.3. Korlatozott r-Bell-polinomok

A jol ismert Bell-polinomok egyiitthatoi rogzitett fels§ paraméterd méasod-
faju Stirling-szamok, igy természetes moédon értelmezhetGek a korlatozott
r-Bell-polinomok a korlatozott r-Stirling-szamok segitségével.

n,r > 0 esetén a

B2 =Y {Z}ka

k=0 r
polinomot az n-edik korldtozott r-Bell-polinomnak nevezziik. Ezeket a poli-
nomokat J.-H. Jung, Mez6 1. és J. L. Ramirez [49] vezették be, de megje-
gyezziik, hogy r = 0 esetén mar F. L. Miksa, L. Moser és M. Wyman [60] is
vizsgalta Gket.

A korlatozott r-Stirling-szémok rekurzidjanak felhasznalasaval a korlatozott
r-Bell-polinomokra is megadhat6 rekurzié.

4.7. Tétel. (|8, Theorem 3.1])

Han,r >0, akkor

Bl (x) = (v + 7 —n)Bii(x) + 22 (Bii(x) .

Bizonyitds. Az allitds n = 0 esetén egyszerii szamoléssal adodik, igy felte-
hetjiik, hogy n > 1. Ekkor a 4.1. Tétel felhasznélasaval kapjuk, hogy

wl n+1 <2 " (n+1 <2
T ) 0 e

k=0 r k=1 r
noon <2 n ) <2
= 2+ 2k 417 —n) Prn u SRS
k—1 k
k=1 r k=1 r
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n—1 n <2 n n <2 n n <2
:Z mk“—FQE k a® + (r—n) z*
k k k
k=0 r k=1 r k=1
+ ,r_n—i-l + xn—i—l

~2{i}

=(x+r— n)BEz(a:) + 2z (Bga(x)), .

<2 noo <2 nooy <2
xk+2$2k{k} 2" (r—n) {k:} z*
k=1 r 0

s

J.-H. Jung, Mez6 1. és J. L. Ramirez [49] foglalkozott a korlatozott r-Bell-
polinomok gyokeinek vizsgalataval is. Belattak, hogy Bfg(a:) minden gytke
valés és nempozitiv (n > 1), tetszéleges r > 0 esetén viszont ugyanezt a
korlatozott r-Bell-polinomok gyokeire csak sejtésként fogalmaztdk meg. A
kovetkezSkben ezt a sejtést igazoljuk.

4.8. Tétel. (|8, Theorem 3.2])

Han >1ésr >0, akkor a Bég(x) polinom minden gyéke valds és nempo-
zittv.

Bizonyitds. Kénnyen meggondolhatd, hogy a korlatozott r-Stirling-szamok
definici6ja megfogalmazhatod grafelméleti nézépontbol is (lasd [15], r = 0
esetén [44]). Tekintsiik azt a teljes (n + 1)-osztata grafot, amelynek n darab
egyelemii és egy darab r elemt cstcsosztalya van. Ebben a grafban 0 < k <n

<2
esetén az n — k elemtd parositasok szama {Z} .
T

Ismert, hogy egy hurokélmentes graf parositas-generatorpolinomjanak min-
den gyoke valos és negativ (lasd példaul [56]). Mivel B,%% (z) forditott poli-
nomja éppen a fenti graf parositas-generatorpolinomja, ezért Bg%(w) gyokei
valosak és nempozitivak, hiszen a parositas-generatorpolinom gyokeinek re-
ciprokai, illetve esetleg a 0. O

Megjegyzés. A korlatozott r-Stirling-szamok bizonyitasbeli megkozelitése ér-
dekes hasonlosagot mutat az r-Lah-szamoknak a [74] cikkben talalhato graf-
elméleti interpretacidjaval, mely szerint a K, ,42,—1 teljes paros grafban az
n — k elemt parositéasok szama LZJ .
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Newton tételének (lasd példaul [77]) felhasznalasaval az el6z6 tétel kovet-
kezményeként kapjuk, hogy rogzitett fels6 paraméter esetén a korlatozott
r-Stirling-szamok sorozata log-konkav és unimodalis. Ugyanez r = 0 esetén
mar a 16, 44, 49] cikkekben is megjelent.

4.9. Kovetkezmeény. (|8, Corollary 3.3|)

<2\ "
Han>1ésr >0, akkor az ({Z} ) sorozat log-konkdv és unimoddlis.
"/ k=0

A korlatozott r-Stirling-szdmok 0 értékeirdl szolo tulajdonsiga alapjan egy-
szertien megadhato, hogy a korlatozott r-Bell-polinomoknak hényszoros gy6-
ke a 0. A gyokokre vonatkozdan a fentieken tul egy erésebb allitast sejtiink,
mely szerint a negativ gyokok mind egyszeresek.

4.10. Sejtés. ([8, Conjecture 3.4])

Legyenn > 1 ésr > 0. Han < r, akkor a BE%(x) polinom minden gyoke
negativ és egyszeres. Han > r és

e n =7 (mod 2), akkor a B%%(m) polinomnak "5+ -szeres gyoke a 0, a tobbi

gyoke negativ és eqyszeres,

e n # r (mod 2), akkor a Bg%(m) polinomnak “_Tm-szeres gyoke a 0, a
tobbr gyoke negativ és eqyszeres.

A sejtéssel kapcsolatban az alabbi részeredményt bizonyitjuk.
4.11. Tétel. (|8, Theorem 3.5])

Legyenn > 1,7 >0 ésn =r (mod 2). Ha a sejtésben szerepld dllitds igaz

a B,%g(:c) polinomra, akkor a BE_ELT(:E) polinomra is teljestil.

Bizonyitds. A bizonyitas soran tobbszor hasznéljuk a 4.7. Tétel alkalmazé-
saval ad6do

/ 1 1 r—n

(eégﬁznr;nB,%%(x)) = ieixaﬁ P _1B§f1’r(:v) (r € R)

észrevételt.

Elsszor tegyiik fel, hogy n < r. Ha a BE% (z) polinomnak n darab negativ,

egyszeres gyOke van, akkor az e%mw%Bgﬁ(m) fliggvénynek n darab negativ
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zérushelye van, zérushelye a 0 is, tovdbba lim 6%x$%37§%($) =0.Igy a
T——00 ’

r—n /
Rolle-tételt alkalmazva az <€%I$T Bs?2 (ac)) fiiggvénynek van n + 1 darab

negativ zérushelye, melyek a fenti azonossag alapjén a Bfflyr(x) polinomnak

gyokei.

Han=résa BE% (z) polinomnak n darab negativ, egyszeres gyoke van, ak-
kor az e%IB,%(J:) fiiggvénynek n darab negativ zérushelye van. Ismét Rolle
tételét hasznalva kapjuk, hogy az (e%xBég(x))/ figgvénynek van n darab
negativ zérushelye, melyek a fentiekhez hasonloan a Bfflﬂ, (z) polinomnak
gyokei. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a 0 is gyoke a BE_ELT(:E) poli-
nomnak.

Végiil tegyiik fel, hogy n > r. Ha a BEZ(@“) polinomnak az ”;T darab 0-t6l

kiilonb6z6 gyoke negativ és egyszeres, akkor ugyanez az ”T'H" darab negativ

szAm az & 2 B2(x) polinomnak is egyszeres gydke, igy az e%zx%Bgﬁ(w)
’%T darab negativ zérushelye van. Igy a Rolle-tételt alkalmazva,

n+r
2

fliggvénynek

darab negativ zérushelye, me-

lyek a bizonyités elején talalhato Osszefiiggés alapjan a BE_ELT (x) polinom-

r—n !
az (eészB%%(x)) fliggvénynek is van

n—r

2

nak gyokei. Ezeken kiviil gycke a 0 is ( + 1)—szeres multiplicitassal. [
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5. Jacobi—Whitney-szamok

A fejezetben a Jacobi—Stirling-szamok &altaldnositasaként j tipust kombina-
torikus szadmokat definidlunk. Az elsé- és masodfaji Jacobi—-Whitney-szdmok
bevezetése utan tobb tulajdonsagukat is kombinatorikusan igazoljuk, majd
tovabbi &llitasok bizonyitasahoz sziikségilink lesz az tgynevezett atmeneti
egyiitthatok, valamint a Jacobi-Dowling-polinomok vizsgalatara.

5.1. A Jacobi—Whitney-szamok fogalma

W. N. Everitt, L. L. Littlejohn és R. Wellman [23| ujfajta Stirling-tipust széa-
mokat definidltak, az tgynevezett mésodfaju Legendre—Stirling-szamokat.
Ezek altalanositdsaként néhany év mulva K. H. Kwon és G. J. Yoon szerzgk-
kel kézosen (22| értelmezték a méasodfaju Jacobi-Stirling-szamokat. Mindkét
valtozatot mély analizisbeli probléma, a klasszikus méasodrendti Legendre-,
illetve Jacobi-differenciélkifejezések kompoziciés hatvanyainak spektralelmé-
lete kapcsan vezették be. A |2, 22] cikkekben ezeknek a szdmoknak az elséfaju
valtozatait is értelmezték (lasd még [3, 21]).

G. E. Andrews és L. L. Littlejohn [3], E. S. Egge [21], valamint G. E. And-
rews, E. S. Egge, W. Gawronski ¢és L. L. Littlejohn [1] a Legendre-Stirling-
és Jacobi-Stirling-szamokat kombinatorikus nézépontbél is vizsgaltak (lasd
még [35, 61]), viszont az els6- és masodfajiu esetre egységes kombinatori-
kus értelmezés nem sziiletett. A kovetkezdkben olyan interpretaciokat adunk
meg, melyekben egyszerre jelennek meg permutéciok és r-permutéciok, illet-
ve osztalyozasok és r-osztalyozasok, ezaltal illeszkednek a kozonséges Stir-
ling-szamok definiciéihoz is. Eredményeink azonban nem csak ezeket a kom-
binatikus szdmokat érintik, hanem jéval altalanosabbak. Figyelembe véve az
r-Stirling-szamok korabban emlitett Whitney-altalanositasat, elsG- és mé-
sodfaju Jacobi-Whitney-szamokat definidlunk, amelyek speciélis esetként a
Jacobi-Stirling-szamokat, azok pedig a Legendre-Stirling-szdmokat adjak
vissza.
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5.1. Definici6. (|9, Definition 2.1|)

Legyenek 0 < k < n, m > 1ésr > 0. Egy (m,m2) rendezett part (n,k)
paraméterd m-szines r-Jacobi-Whitney-permutdciopdrnak neveziink, ha

e m az 1,...,n elemek egy m-szines Whitney-szinezett O-permutacidja,
amely k darab paronként idegen ciklus szorzatara bomlik,

e m az 1,...,n+ 1 elemek egy m-szines Whitney-szinezett r-permutéacioja,
amely k + r darab paronként idegen ciklus szorzataként all eld,

e a mi-ben 1év§ ciklusok maximumainak halmaza megegyezik a mo-beli nem-
kitiintetett ciklusok maximumainak halmazaval.

Ezen permutécioparok szamat jeloli a jw,y, »(n, k) m-szines elséfaji r-Jacobi—

Whitney-szam.

Ha m =1, azaz lényegében eltekintiink a szinezéstél, akkor az [[Zﬂ elsdfaju

r-Jacobi-Stirling-szdmhoz jutunk, specialisan [[Zﬂ . pedig elsdfaji Legendre—

Stirling-szdm.

5.2. Definicié. (|9, Definition 2.2])

Legyenek 0 < k < n, m > 1 és r > 0. Egy (II;,II3) rendezett part (n,k)
paraméterd m-szines r-Jacobi-Whitney-osztdlyozdspdrnak neveziink, ha

e II; az 1,...,n elemek egy k darab osztilyba torténd, m-szines Whitney-
szinezett 0-osztalyozasa,

o Il az 1,...,n + r elemek egy k + r darab osztalyba torténd, m-szines
Whitney-szinezett r-osztilyozasa,

e a [Ij-ben 1év6 osztalyok maximumainak halmaza megegyezik a IIp-beli
nem-kitiintetett osztalyok maximumainak halmazaval.

Ezeket az osztalyozasparokat szamlalja Ossze a JWy, r(n, k) m-szines md-
sodfaji r-Jacobi-Whitney-szdm.

Ha m =1, akkor az {{Z}} masodfaji r-Jacobi—Stirling-szdmot kapjuk, spe-
T
cialisan {{Z}}l pedig mdsodfaji Legendre—Stirling-szdm.
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5.2. A Jacobi—Whitney-szamok tulajdonsagai

Ebben az alfejezetben a Jacobi-Whitney-szamok tulajdonsagait ismertetjiik,
melyekbsl m = 1, valamint m = r = 1 helyettesitésekkel kapjuk a Jacobi-
Stirling- és a Legendre—Stirling-szamokra vonatkozé megfelels allitasokat.

A definiciokbol konnyen adodik, hogy n,r > 0 és m > 1 esetén

Jwmr(n,0) = JWp, (n,0) = 6p0, Jwmr(n,n)=JWp,,(n,n)=1.

Kombinatorikus otletekkel a Jacobi-Whitney-szamok mas speciélis értéke-
it is megkaphatjuk, melyek koziil tobb megtalalhato az [1, 3| cikkekben a
Legendre—Stirling- és Jacobi—Stirling-szamokra vonatkozdan.

5.3. Tétel. (|9, Theorem 2.3])

Han,m>1ésr >0, akkor

Jwmg(n,1) =m" =1 (m+rlm)" ™ TWine(n,1) = (m(m+r)""
JWmr(n,n = 1) = JWy (0,0 — 1) = m (zm(@ +(mr) (Z)) _

Bizonyitds. A tételt csak az els6faji Jacobi-Whitney-szamokra igazoljuk, a
masodfaji esetben hasonléan bizonyithato.

I. Elsszor az (n, 1) paraméterd (my,m2) m-szines r-Jacobi-Whitney-permu-
tacioparokat szamoljuk Gssze. Az 1,...,n elemeket m; egyetlen ciklusaban
(n—1)!-féleképpen helyezhetjiik el. Az n ciklusmaximum, igy nem kap szint,
mig a tobbi elem mindegyikét m szinnel szinezhetjiik. Tehat a m; permutéa-
ciora m"~1(n — 1)! lehetdségiink van.

Az n+1,...,n+ r kitiintetett elemeket rakjuk be o kiilonbo6z8 ciklusai-
ba. Az n a ciklusmaximumokra vonatkozo feltétel miatt mo egyetlen nem-
kitiintetett ciklusaban &ll, és itt sem szinezziik. A nala kisebb elemeket csok-
kend sorrendben soroljuk be my ciklusaiba és sziikség szerint szinezziik is
Sket. Az n — j keriilhet a mar korabban elhelyezett j darab nem-kitiintetett
elem barmelyike mogé (j = 1,...,n — 1), ekkor m-féleképpen szinezhetjiik,

vagy betehetjiik barmely kitlintetett elem mogé, ekkor nem kap szint. Ez
n—1 JR—
[T (mj +7) = (m+r|m)"~! lehetSséget jelent mo-re.

Jj=1
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II. Most tekintsiik az (n,n — 1) paraméterd (my,m2) m-szines r-Jacobi-
Whitney-permutacidoparokat. Ekkor 7 ciklusfelbontasaban n — 2 darab
1 hosszu és egy darab 2 hosszi ciklus szerepel, utébbinak legyen 7 a ki-
sebbik eleme (i = 1,...,n — 1). Az i-t m-féleképpen szinezhetjik, mellé
pedig rakhatjuk a nala nagyobb n — i darab elem béarmelyikét.

A 7y ciklusfelbontasaban is csak egy darab 2 hosszu ciklus szerepel, a tébbi
mind 1 hosszi. Mivel az ¢ a me-ben sem lehet ciklusmaximum, igy biztosan
a 2 hosszu ciklusba keriil. Ha ez nem-kitiintetett ciklus, akkor az ¢ az m szin
valamelyikével szinezett, a ciklusaban szereplé masik elemet pedig (n — i)-
féleképpen valaszthatjuk. Ha a 2 hosszi ciklus kitiintetett, akkor az ¢ nem
kap szint és az r darab kitiintetett elem barmelyike allhat mellette.

n—1

A (71, m) permutacioparra tehat > m(n — i) (m(n — i) + r) lehetségiink
i=1

van. Egyszerd szamolassal adddik, hogy ez az Gsszeg egyenls a tételben sze-

repld, binomialis egyiitthatokat tartalmazé formulaval. O

A Jacobi-Whitney-szamokra vonatkozo6 rekurziokat is kombinatorikusan bi-
zonyitjuk. Megjegyezziik, hogy a Legendre—Stirling- és Jacobi—Stirling-sza-
mok esetén tételiink az [1, 2, 3, 21| publikaciokban szerepls rekurziokat adja
vissza, melyeket a kezdeti értékekkel Gsszevetve lathatd, hogy az altalunk
definialt szamok valdéban egybeesnek a mér korabban bevezetett elséfaji,
valamint masodfaji Legendre—Stirling- és Jacobi—Stirling-szamokkal.

5.4. Tétel. (|9, Theorem 2.4])
Hal<k<n, m>1ésr >0, akkor

JWmr(n+ 1, k) = jwmr(n, k — 1) + mn(mn + r)jwn . (n, k),

IWnr(n+1,k) = JWy p(n, k — 1) + mk(mk 4+ r) J W, »(n, k).

Bizonyitds. Az elséfaja Jacobi-Whitney-szamok rekurziojat igazoljuk, a mé-
sodfaju esetben hasonl6 a bizonyitas.

Tekintsiik az (n+ 1, k) paramétert m-szines r-Jacobi-Whitney-permutacio-

parokat. Ezek szama jwy, »(n + 1,k).
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Vegyiik észre, hogy egy ilyen (71, m2) permutaciopar esetén a ciklusmaxi-
mumokra vonatkozo feltétel miatt az 1 pontosan akkor fixpontja mi-nek, ha
mo-nek is, és ilyenkor az 1 egyik permutaciéban sincs szinezve.

Ha az 1 fixpontja mi-nek és mo-nek, akkor tordlve a ciklusat mindkettsbdl,
majd a tobbi elemet eggyel csokkentve egy (n,k — 1) paraméterd (o1, 02)
m-szines r-Jacobi—-Whitney-permutaciéparhoz jutunk. Egy ilyen par esetén
o1 és 09 minden elemét eggyel novelve, majd az 1-et mindkét permutacio-
ba fixpontként beszurva pedig egy (n + 1,k) paraméteri permutéiciopart
kapunk, melyek szama tehat ebben az esetben jwp, ,(n,k —1).

Ha az 1 sem mi-nek, sem mo-nek nem fixpontja, akkor az 1-et mindkét per-
mutaciobol torolve, majd a tobbi elemet eggyel csokkentve egy (n, k) para-
métertd (pi, p2) m-szines r-Jacobi—-Whitney-permutaciopart kapunk, melyek
szama jwpm ,(n, k). Egy ilyen par esetén néveljikk p; és po minden elemét
eggyel, majd elhelyezziik az 1-et. A p; permutaciéban az n darab elem bar-
melyike mogé berakhatjuk, ekkor szinezziik is az m szin valamelyikével. A po
permutaciéban az 1-et betehetjiik az n darab nem-kitiintetett elem barme-
lyike mogé, ekkor szint is kap, vagy az r darab kitiintetett elem valamelyike
moge, ekkor nem szinezziik. Tehat egy (p1, p2) parbol mn(mn+r)-féleképpen
konstrualhatunk olyan (n+ 1, k) paramétert permutaciopart, ahol az 1 nem
fixpont. ]

A mésodfaja Legendre—Stirling- és Jacobi—Stirling-szamok fiiggéleges rekur-
zioja megtalalhato az |1, 2| cikkekben. Az alabbi tételben nemcsak a mé-
sodfaju, hanem az elséfaju Jacobi-Whitney-szamok fiiggSleges rekurziojat
is leirjuk, melyekre egytuttal kombinatorikus bizonyitast adunk.

5.5. Tétel. (|9, Theorem 2.5])

HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor
jwm,r(n +1,k+ 1) = Z (mn|m)n;J (mn + r|m)n;jjwm,r(j7 k)v
j=k
IWinp(n+ 1k +1) = (m(k+ 1)) (m(k +1) + )" W (4, ).
j=k

Bizonyitds. Az elsé allitast igazoljuk, a méasodik hasonléan bizonyithato.
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A jwpmy(n+ 1,k 4+ 1) elséfaju Jacobi-Whitney-szam az (n + 1,k + 1) pa-
raméterd (7, m2) m-szines r-Jacobi-Whitney-permutéaciéparok szamat adja
meg.

Most Osszeszémoljuk a fenti permutacioparokat masképpen. Legyen n+1—j
a ciklusok maximumai koziil a legkisebb (j =k, ..., n). Helyezziik el elGszor
ezt m és my egy-egy ciklusaban, ahova az (n + 1 — j)-nél nagyobb elemek
mar nem keriilhetnek. Igy mi-ben ezt a j darab elemet k darab ciklusba, mo-
ben pedig ugyanezt a j darab nem-kitiintetett elemet az r darab kitiintetett
elemmel k + r darab ciklusba soroljuk tgy, hogy minden ciklusba keriil leg-
alabb egy elem, az elemeket m szinnel szinezziik Whitney-szinezett értelem-
ben és teljesiil a ciklusmaximumokra vonatkozo feltétel is. Ezt jwy, »(J, k)-
féleképpen tehetjiik meg.

Az (n+1—j)-nél kisebb elemeket csokkend sorrendben, egyszerre soroljuk be
71 €8 mo ciklusaiba és szlikség szerint szinezziik is 6ket. Az n+1—j—i kertilhet
m1-ben a méar elhelyezett j+ ¢ darab elem barmelyike mogeé (1 = 1,...,n—7)
és m-féle szint kaphat. Az (n + 1 — j — i)-t me-ben szintén berakhatjuk
valamelyik nem-kitiintetett elem mogé és szinezhetjiik m-féleképpen, vagy
tehetjiik kitiintetett elem moge, ekkor nem kap szint. Tehat az (n+1—j)-nél

n—j n—j
kisebb elemek elhelyezésére és szinezésére [[ m(j +1) [[ (m(j +19) +7r) =
i=1 i=1

(mn|m)"=L(mn 4 r|m)"~ lehetGségiink van.

Az (n+ 1,k 4+ 1) paraméterii m-szines r-Jacobi-Whitney-permutacioparok
n . .
szama igy Y (mn|m)™=L(mn + r|m)2=Ljw, »(J, k). O

Jj=k

n,r > 0ésm > 1 esetén értelmezziik az n-edik (m, r)-négyzetesen emelkedd,
valamint (m, r)-négyzetesen siillyedd faktoridlist az

n—1 n—1
nm.r o
v = H(w+mj(mj+7“))> x = H(a:—mj(mj+r))
=0 =0

Osszefiiggésekkel. A Jacobi—-Whitney-szamok polinomos azonosséagai irjak le
a kapcsolatot a négyzetesen emelkedd, illetve négyzetesen siillyedd faktori-
alisok és a hatvanyok kozott (Legendre—Stirling- és Jacobi-Stirling-szamok
esetén lasd [1, 2, 22]).
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5.6. Tétel. (|9, Theorem 2.6|)
Han,r >0 ésm >1, akkor

n n

T =Y jume(nR)at, @ = Y (1) s (n, K)o,
k=0 k=0

- k.m,r n
" = Z JWm’r(n, k’)$ , " = Z(_l)n_kjwm,r(na k,)xk,m,r'
k=0 k=0

Bizonyitds. A masodik Osszefliggés az els6bdl, a negyedik pedig a harmadik-
bol —z helyettesitéssel adodik.

I. Az els6 polinomos azonosség igazoldsahoz tekintsiik azokat az n elsé para-
métertd (71, m2) m-szines r-Jacobi—-Whitney-permutacioparokat, ahol a nem-
kitiintetett ciklusok maximumait is szinezziik méasodlagosan ¢ darab szinnel
gy, hogy mi-ben és me-ben az azonos ciklusmaximumok ugyanazt a szint
n
kapjék. Az ilyen parok szama nyilvan > jwy,,(n, k)ck.
k=0

A kovetkezokben osszeszamoljuk ezeket a (71, 7m2) permutacioparokat egy
méasik moédon. Az r darab kitiintetett elemet tegyik be e kiilonb6z6 cik-
lusaiba, majd a nem-kitiintetett elemeket csokkend sorrendben, egyszerre
helyezziik el m1-ben és mo-ben, valamint sziikség szerint szinezziik is Gket.

Ha az (n — j)-t m-ben a mar korabban elhelyezett j darab elem valame-
lyike mogé rakjuk (j = 0,...,n — 1), akkor m-féleképpen szinezhetjik. A
ciklusmaximumokra vonatkozo feltétel miatt az n — j a mo-ben is egy mar
meglévs ciklusba keriil. Betehetjiik a nala nagyobb j darab nem-kitiintetett
elem barmelyike mogé, ekkor m-féle szint kaphat, vagy rakhatjuk kitlintetett
elem mogé, ekkor nem szinezziik.

Ha az n — j 14j ciklust nyit 71-ben, akkor ennek a ciklusnak a legnagyobb
eleme lesz, igy ma-ben is 4j ciklusba keriil. Ekkor az n — j csak masodlagos
szint kap.

n—1
Tehéat a fenti (71, m2) permutacioparok szama [[ (mj(mj+r)+c) =
§=0

T
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II. A harmadik azonossigot n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha
n = 0, akkor az egyenlGség mindkét oldala 1-gyel egyenls. Tegyiik fel, hogy
az allitas valamely n > 0 esetén teljesiil. Ekkor az indukcids feltevést és
az 5.4. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy

n

2 — e = Z(x —mk(mk + 1) +mk(mk + 1)) JWy, »(n, k)x

k.m.r

k=0
_ ZJWW n, k) ”L‘“‘+ka (mk + 1) T W o (1, k)22
k=0 k=0
sl km.,r " km,r
= Z IWr(n b — Do + Z mk(mk +r) W (n, k)z—
k=1 k=1

= (JWir(n, k —1) + mk(mk 4+ r)J W, »(n, k) z +x

k=1
n km.r n+l,m.,r ntl km,r
=N IWhr(n+1,k)z +x => JWap(n+Lk)a
k=1 k=0
L]

A polinomos azonossigok felhasznélasaval megmutathato az els6faja és méa-
sodfaju Jacobi-Whitney-szamok ortogonalitasa, amely Legendre—Stirling- és
Jacobi-Stirling-szamok esetén a [2, 21, 22| publikdciokban is megtalalhato.

5.7. Tétel. (|9, Theorem 2.7])

HoO0<Ek<n,m>1ésr >0, akkor

(1) jwpm (1, ) T Wi (G, k) = Sy

M-

<
Il
bl

(=1 K IWhr (0, 5) 0 (5, k) = S -

M-

<
Il
Ed

Bizonyitds. Ezeket az Osszefiiggéseket az 5.12. Tételben igazoljuk altalano-
sabb formaban. O
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Az els6- és masodfaju Jacobi—Stirling-szamok elGallithatoak elemi és teljes
szimmetrikus polinomok segitségével (lasd [61]). Az alabbi tételben ezeket
altaldnositjuk Jacobi-Whitney-szamokra és egyuttal kombinatorikus bizo-
nyitést is adunk rajuk.

5.8. Tétel. (|9, Theorem 2.8])

HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor
JWmr(n, k) = ep_p(m(m+r1),2m2m+r),...,m(n —1)(m(n —1) + 1)),

JWm,T(nv k) = hn—k(m(m + T)a Qm(Qm + ’l“), SRR mk(mk + T)),

ahol ek (x1,...,27) €s hy_k(x1,...,27) rendre az (n — k)-adik | hatdrozat-
lani elemi és teljes szimmetrikus polinomokat jelolik.

Bizonyitds. Az els§ azonossagot igazoljuk, a mésodik hasonlé gondolatme-
nettel adodik.

A ciklusmaximumokra vonatkozo feltétel alapjan egy (n,k) paramétertd
(71, m2) m-szines r-Jacobi-Whitney-permutéaciopér esetén az 1, ..., n elemek
koziil ugyanaz a k darab 1ép fel ciklusmaximumként 71-ben és mo-ben, tovab-
bé az n biztosan ciklusmaximum. A tobbi n—k darab nem-kitiintetett elemet
jelélje N—tpy_p <...<n—ip<n—ij,aholl <1 <is <...<ip_p<n—1.

A fenti (my,m2) parok Osszeszamolasahoz elGszor rakjuk be a ciklusmaxi-
mumokat 7 és mo kiilonb6z6 ciklusaiba, my esetén beleértve a kitiintetett
elemeket is. A t6bbi nem-kitiintetett elemet csokkend sorrendben, egyszerre
helyezziik el 71-ben és mo-ben, valamint sziikség szerint szinezziik is Gket. Az
(n —i;)-t tehetjiik m-ben a nala nagyobb i; darab elem barmelyike mogé
(j = 1,...,n — k) és m-féleképpen szinezhetjiik. Az n — i; keriilhet 7o-
ben szintén barmely nala nagyobb nem-kitiintetett elem mogé, ekkor m-féle
szint kaphat, vagy rakhatjuk valamelyik kitiintetett elem mogé, ekkor nem
szinezziik. Tehét
n—k
JWmr(n, k) = Z H mij(mi; + 1)
1<it <ig<...<ip_p<n—1 j=1

=epr(m(m+7r),2m2m+7r),...,mn—1)(m(n—1)+1)).
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A mésodfaju Legendre—Stirling- és Jacobi—Stirling-szamokat egyfajta exp-
licit formula segitségével értelmezték, majd a [2] cikkben ebbdl vezettek le
a klasszikus méasodfaji Stirling-szdmokéhoz hasonl6 explicit formulat a méa-
sodfaji Legendre—Stirling-szamokra vonatkozdan. A kévetkezs tételben ezt
altaldnositjuk a masodfaji Jacobi—Stirling-szamokra, melyre kizérolag a re-
kurziét hasznélé bizonyitast adunk.

5.9. Tétel. (|9, Theorem 2.9])

HaO0<k<nésr >0, akkor

{{Z}} 2k (k +1)! 2§T <2k + r) (k= +1)7((k=5)(k —j+1)"

Bizonyitds. A bizonyitasban kiterjesztjiilk a masodfaju Jacobi—Stirling-szé-
mok fogalmat a 0 < n < k esetre, ekkor legyen {{Z}}r = 0. Lathato, hogy
az 5.4. Tételbdl szarmazo, mésodfaju Jacobi-Stirling-szamokra vonatkozo
rekurzi6 igy minden k£ > 1 és n > 0 esetén teljesiil.

Az explicit formulat &k és n szerinti kett&s indukcioval bizonyitjuk. Ha k& = 0,
akkor az allitds konnyen ellendrizhets, most megmutatjuk n = 0 esetén. A
binomiélis tétel alapjan

2k+r 2% + A A

(ZL’ o 1)2k+7‘ — Z ( . )(_1)]$2k+7‘—] ($ > 0)
=0~ 7

Az egyenlGség mindkét oldalat zF-nal osztva, majd r-szer derivalva a

r

1=0 L
2k+r

=3 () e

Osszefiiggéshez jutunk. Innen az 1 helyettesitésével kovetkezik, hogy

2k+r

oo = Y (~1) (%j ’”) (k—j+1),

J=0

ami igazolja a tételiinket n = 0 esetén.
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Legyen k£ > 1, n > 0 és tegyiik fel, hogy az &llitas teljesiil az {{kﬁl}} és
'
{{Z}} Jacobi-Stirling-szamokra, azaz
T

() ] %;ZT_Q(_W i ()

=0
(k=g =Dk —j—1+7)"

2k+r—1
B . . vl 2k +r—2
_7(2k+r)!(2k+ )(2k +7r —1) ; (—1) < i1 )

(k= + 1) (k=) (k—j+r)",

{{Z}} - <2k1+r>!%§1<—1)j (%;r)(k —J D (k= )k —j+r)"

+ (%ir), (k+1)" (k(k+7)"
+ Gy (U (k= T (k= )R

Az 5.4. Tételt a masodfaji Jacobi-Stirling-szamokra alkalmazva, valamint
az indukcios feltevésbdl kapjuk, hogy

B R L s

2k+r—1

~ Yy (k(k +7) <2k]+ T> — 2k +7)(2k+7 1) <2kj.+f1_ 2>>

j=1
(k= +1) (k=) (k—j+r)"

+k+ 17 (k(k+r)" ™+ (=D (kb —r + 1) ((=k — r)(—k))"
2k+r

- <2k+r>(’f—j+1)7"((k—j)(k—j+7"))"“,
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ahol az utolsé 1épésben az egyszerti szamoléssal igazolhato

2 2 —2
k:(k:+r)< ’“f”‘) (2k:+r)(2k+r1)< k,*’“l >
J J—
2k +r . :
= ()=t g
azonossagot hasznéltuk. O

5.3. Atmeneti egyiitthatok

Ebben az alfejezetben azoknak a Jacobi-Whitney-szamoknak a kapcsolatat
vizsgaljuk, melyeknél a szinek szdma, valamint a kitiintetett elemek szdma
is kiilonbo6z6. Ehhez sziikségilink van az alabbi szamok bevezetésére.

Rogzitett m,l > 1 és r,s > 0 esetén a Ty, s(n, k) dtmeneti egyiitthatokat
(0 < k < n) definidljuk a kovetkezs kezdeti értékek és rekurzid segitségével:

b Tm,l,r,s(na 0) = (5n,0 (n > O); Tm,l,r,s(na n) =1 (TL > 0)7

o Toirs(n+1,k)="Tp ,s(n, k—1)+(mn(mn+r)—lk(lk+s))Tmnirs(n, k)
(1<k<n).

Megjegyezziik, hogy m > 1 és r > 0 esetén T, mrr(n, k) = 0p 1 (0 < k < n).

Az atmeneti egyiitthatd elnevezést az indokolja, hogy ezek a szamok az
(m,r)-, valamint (I, s)-négyzetesen emelkedd, illetve siillyedd faktorialisok
kozotti Osszefiiggések egylitthatoiként jelennek meg.

5.10. Tétel. (|9, Theorem 3.1])
Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

n

n,m,r __ k,l,s
x = E Tm,l,r,s(na ]{Z)LU )
k=0

3

m n kJl.s

T = ()" T ps(n k)2
k=0

S

Bizonyitas. A masodik allitas az els6bsl —z helyettesitéssel adodik.
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Az els6 azonossagot n szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 0,
akkor az egyenléség mindkét oldala 1-gyel egyenls. Most tegyiik fel, hogy
valamely n > 0 esetén az allités teljesiil. Az indukcids feltevés és az Atmeneti
egyiitthatok rekurzidja alapjan

5

"I — (1 mn(mn 4 7)) 2™
n

= (z+1k(lk + s) + mn(mn + 1) — k(lk + 5)) T ,5(n, k)0
k=0

n
= Tnprs(n k)z s
k=0

+ 3 (mn(mn +7) = 1k(lk + 8)) Ty 1,5 (n, k)2
k=0

n+1

k.l

= ZTmJ’nS(TL, k - 1):[»' 8
k=1

+ 3 (mn(mn +7) = 1k(lk + ) Ty 1,5 (1, k)2
k=1

n

= (Tm,l,r,s(na k— 1) + (mn(mn + T) - lk(lk + S))Tm,l,r,s(na k))

k=1
_xk,l,s + anrl,l,s
n n+1
= Tongrs(n+1, k)xk’l’s 4 gt hbs — E Tonirs(n+1, k):ck’l’s.
k=1 k=0

O]

Megjegyzés. Ha 0 < k < n, m,l,p > 1és r,s,t > 0, akkor az 5.10. Tétel
tobbszori alkalmazasaval kapjuk, hogy

n
Z Tm,l,r,s(na j)Tl,m,s,r(j7 k) = 5n,k7
=k

n
Z Tm,l,T,S (n’ j)T‘LP»Syt (']’ k) = Tm,p,r,t (n7 k:)'
=k
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Az atmeneti egyiitthatok segitségével megadhato a kapcsolat az m-szines
r-Jacobi-Whitney-szdmok és az [-szines s-Jacobi-Whitney-szamok kozott.

5.11. Tétel. (|9, Theorem 3.2])

HoO<k<n,m,l>1ésr,s>0, akkor

n
jwm,r(na k) = Z Tm,l,r,s(”; j)jwl,s(jv k),
=k

n

JWmﬂ“ (n’ k) = Z (_1)jik Jm,s(n)j)ﬂ,m,s,r(j’ k)
=k
Bizonyitds. Az 5.6. Tétel és az 5.10. Tétel felhasznalaséaval

v ZTmlrsn]xj’l’s ZTmlrsn] Z]wls gk
= Z z:Crm,l,?",s(n,j)j'wl’S(j7 k)$k’

k=0 j=k

k.m.r

J
JVVlsn] ZJVVlan Z le,m,s,r(jak)x

Hﬁ
I

<

Il

=)
o

k.m.r
(=17 IWis(ny ) Timsr G k)
=k

Il
TMs

melyeket az 5.6. Tétellel Gsszevetve kapjuk a bizonyitandé allitasokat. [

Az alabbi tételben az els6faji és méasodfaju Jacobi—~Whitney-szamok &lta-
lanositott ortogonalitasat mutatjuk meg, melyb6l m = [ és r = s esetén
az 5.7. Tétel allitasait kapjuk vissza.

5.12. Tétel. (|9, Theorem 3.3|)

HoO<k<n,m,l>1¢ésrs>0, akkor

n

Z(_l)j_kjwm,T(n7j)Jm,s (.77 k) = Tm,l,r,s(na k))
j=k
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3

J
Z(_l)]*kl]me(n? j)Tm,l,r,s(ja i)jwl,s(iv k) = 6n,k'
=k i=k

Bizonyitds. Az 5.6. Tétel, valamint az 5.10. Tétel alapjan

n n

™" = ijmyr(n,j)x] = ijm,r(n,j) Z(—l)]_kJWI,S(j7 k)atbs
j=0 Jj=0 k=0
n o n A
= 3 > e (0, ) TW G k)2,
k=0 j—Fk
. n . o n ) ,7 j_i o ”A.z‘é
2" =Y IWie(n, ) =Y IWing(n,§) Y (=177 T (s )
j=0 7=0 1=0
n J ¢
= Z m,r TL 2 J Z m,l,r s(]a ) (_1)Z ]wls(l k)
]:O i=0 k) 0
n n J
= Z J kJWm,r(n7])Tmlrs(]’ )jwlS(Z kj)
k=0 j—k i—k

5.4. Jacobi—-Dowling-polinomok

Azokat a Bell-tipust polinomokat, melyek egyiitthatoi rogzitett elsé paramé-
terd masodfaju r-Whitney-szamok, r-Dowling-polinomoknak nevezziik (lasd
[10, 14, 40]). Ennek mintajara a masodfaja Jacobi-Whitney-szamok segit-
ségével definidlhatoak a Jacobi-Dowling-polinomok.

5.13. Definici6. (|9, Definition 4.1])

n,r > 0és m > 1 esetén a

n

I Dy (@) =Y TWip(n, k)z*
k=0

polinomot az n-edik m-szines r-Jacobi-Dowling-polinomnak nevezzik.



68 5. Jacobi-Whitney-szamok

A Jacobi-Dowling-polinomok teljesitik a kovetkezs rekurziot, amely a mé-
sodfaji Legendre—Stirling-, illetve Jacobi—Stirling-szamokbdl hasonléan ké-
pezhetd Legendre—Bell- és Jacobi—Bell-polinomok esetén megtalalhato az [1,
2] cikkekben.

5.14. Tétel. (|9, Theorem 4.2|)

Han,r >0 é m>1, akkor

JDn-&-LmW(fE):xJDn,mm( )+m(m+r)$J‘D;LmT( ) +m xQJDZmT( )-

Bizonyitds. Az allitas n = 0 esetén konnyen ellendrizheté. Ha n > 1, akkor
az 5.4. Tétel felhasznalaséaval

n+1
JDpy1mr(x) =Y JWep(n + 1, k) —ZJWW n+1,k)z" + 2" !
k=0 k=1

= Z IWor(ny ke — 1)k + Z mk(mk + 1) J Wy, (1, k)z® + 271

k=1 k=1
n—1

=" W (n, k)bt +ka (mk —m)J W, (n, k)
k=0 k=1

+ Z mk(m + 1) J Wy (0, k)a® 4 2"+
k=1

:xZJWm’,,(n,k):c +m xzzk — 1) JJWyr(n, k)
k=0 k=2

+m(m+r)z Z kJ W r(n, k)ak =1
k=1

:ijn,m,r( )+m $2JD'Zm7"( )+m(m+7ﬂ)$JD;Lmr( )-

O

Az |1, 2, 62] publikiciokban belattak azt is, hogy a Legendre—Bell- és Jacobi—
Bell-polinomok minden gyoke valés, nempozitiv és egyszeres. Az alabbi té-
telben ezt altalanositjuk a Jacobi-Dowling-polinomokra.
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5.15. Tétel. (|9, Theorem 4.3])

Han,m > 1 ésr >0, akkor a JDy yr(x) polinom minden gyoke valds és
egyszeres, valamint eqyik gyoke a 0, a tobbi gydke pedig negativ.

Bizonyitds. A tételt n szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Ha n = 1, akkor
az allitds nyilvanvalo. Most tegyiik fel, hogy valamely n > 1 esetén teljesiil,
azaz JDp mr(x) gyokel o, < ap_1 < ... < g <aq =0.

A polinom gyoktényezss alakjabol kovetkezik, hogy az |aji1, o4 interval-
lumon J Dy, () elSjele (—=1)" (i = 1,...,n — 1). Ekkor léteznek olyan
Bi € ]ait1, oy negativ szamok, hogy paratlan i esetén f; lokélis minimum-
hely és f;-ben J Dy, p, »(x) lokalisan konvex, mig paros ¢ esetén j3; lokalis ma-
ximumbhely és B;-ben JD,, () lokalisan konkav. Igy J Dy, (i) elGjele
(=1), JD}, - (Bi) =0, JDyr . (Bs) elSjele pedig (—=1)"! vagy 0 (valojaban
az utobbi el6jel a gyokok egyszeres multiplicitdsa miatt 0 nem lehet).
Ekkor az 5.14. Tétel alapjan azt kapjuk, hogy JDy41.m.(Bi) elGjele (—1)*T1,
Igy a Bolzano-tételt alkalmazva léteznek olyan v; € ]8;-1,Bj—2] negativ
szamok, hogy JDy11mr(7;) =0 (j =3,...,n).

Mivel a J Dy 41,m,»(x) polinom konstans tagja 0, ezért 41 = 0 szintén gyoke.
Tovabbéa J Dy 1,m.r(51) > 0, JDpy1,m () & ]0, 0o[ intervallumon pozitiv és
JD;, 41 . (0) # 0, hiszen az 5.3. Tétel alapjan a J Dy, 1,m(+) polinomban
az elsofoku tag egyiitthatoja nem 0. Ezekbdl adodoan a J Dy, 41 m () poli-
nomnak a |31, 0 intervallumon is van egy 2 gyoke. Végezetiil felhasznalva,

hogy JDp+1mr(Bn-1) el6jele (—1)", valamint a lm JDy 1 mr(2) hatér-
Tr—r—00

érték (—1)"+ elgjelével egyezSen 400, van még egy Vo1 gyok a ]—oo, By_1]
intervallumon.

Osszegezve tehat 1,401 < Yp < ... <72 <7 =0a JDp11,mr(x) polinom
kiilonbo6z6 valos gyokei. O

Rogzitett fels6 paraméter esetén az elséfaji, valamint a masodfaju Legendre—
Stirling- és Jacobi—Stirling-szamok sorozata is log-konkéav és unimodalis (lasd
ismét [1, 2, 62]). Els6faja Jacobi-Whitney-szamok esetén ez az 5.6. Tétel-
bdl, masodfaju Jacobi-Whitney-szamokra pedig az 5.15. Tételbdl kévetkezik
Newton tételének (lasd példaul [77]) felhasznalasaval.
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5.16. Kovetkezmény. (|9, Corollary 4.4])

Han,m >1ésr >0, akkor a (jwm,(n,k))}i_y € (JWp(n,k))}_, soro-
zatok szigorian log-konkdvak és unimoddlisak.
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6. Jacobi—Whitney—Lah-szamok

A Stirling-szdmok el6z8 fejezetben részletezett Jacobi-Whitney-valtozata
utdn most Jacobi-Whitney-Lah-szamokat értelmeziink, amire két lehets-
ségilink van. ElGszor a kombinatorikus definicidval bevezetett els§ tipusi
Jacobi-Whitney—Lah-szamokat vizsgiljuk, majd az els6- és masodfaju
Jacobi-Whitney-szdmok segitségével képzett masodik tipusu Jacobi-
Whitney—Lah-szdmokkal foglalkozunk.

6.1. A Jacobi—Whitney—Lah-szamok fogalma

Az 1. fejezetben lathattuk, hogy a Stirling-szamok kiilonb6z6 altalanosité-
sal a Lah-szamok esetén is értelmezhetGek. A Lah-, r-Lah- és r-Whitney—
Lah-szamokat is kombinatorikus interpretacion keresztiil vezettiik be, de
azok a (x) formulanak megfelelen rendre az elsé- és mésodfaju Stirling-,
r-Stirling- és r-Whitney-szdmok segitségével is definidlhatoak.

A szakirodalomban a Lah-szamoknak sem a Legendre-, sem a Jacobi-valtoza-
ta nem szerepel. Most az 5. fejezethez hasonléan még altalanosabb kombi-

natorikus szadmokat vezetiink be, a Jacobi-Whitney—Lah-szamokat, amit a
fentiek alapjan kétféleképpen tehetiink meg.

A maésodfaju Jacobi-Whitney-szamok kombinatorikus definiciéjaban oszté-
lyok helyett rendezett osztalyokat tekintve az els§ tipusi Jacobi-Whitney—
Lah-szamokhoz jutunk.

6.1. Definicié. (|5, Definition 2.1])
Legyenek 0 < k <n, m >1ésr > 0. Egy (P1,P2) rendezett part (n,k) pa-

raméterd m-szines r-Jacobi—-Whitney—Lah-osztdlyozdsparnak neveziink, ha

e & az 1,...,n elemek egy m-szines Whitney-szinezett, k darab rendezett
osztalyba torténd 0-osztalyozasa,

o &y az 1,...,n + r elemek egy m-szines Whitney-szinezett, k + r darab

rendezett osztalyba torténd r-osztalyozésa,

e a ®i-ben 1évS rendezett osztilyok maximumainak halmaza megegyezik a
®o-beli nem-kitiintetett rendezett osztalyok maximumainak halmazaval.
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Ezen rendezett osztalyokba térténd osztalyozésokbol 4llo parok szamat jeloli
a JWL,(%?T (n, k) elsd tipusi m-szines r-Jacobi- Whitney—Lah-szdm.

A mésodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szédmokat régzitett els6 paraméteri
els6faji Jacobi-Whitney-szamok és rogzitett méasodik paramétert mésodfa-

ju Jacobi-Whitney-szamok szorzatosszegeként vezetjik be.

6.2. Definici6. (|5, Definition 3.1])

Legyenek 0 < k <n, m >1ésr > 0. Ekkor a

n

TJWLE, (n,k) = jwm (1, 5) T Win e (4, k)
j=k

formulaval értelmezett JWLSTQL?T(n, k) szamot mdsodik tipusi m-szines
r-Jacobi-Whitney—Lah-szdmnak nevezziik.

A fejezet tovabbi részében, példaul a 6.3. Tétel és a 6.7. Tétel alapjan latni
fogjuk, hogy a Lah-szamok korabbi altalanositésaival ellentétben a Jacobi-
Whitney—Lah-szamok kétféle megkozelitése kiillonb6z§ kombinatorikus sza-

mokat eredményez.

6.2. Els6 tipust Jacobi—Whitney—Lah-szamok

Az elsé tipust Jacobi-Whitney—Lah-szamok kombinatorikus definicioja alap-
jan meggondolhatd, hogy n,r > 0 és m > 1 esetén

JWLW,(n,0) = 6,0, JWLY,.(n,n) = 1.
Az alabbi tételben az elsé tipusa Jacobi-Whitney—Lah-szamok tovabbi spe-
cialis értékeit adjuk meg.
6.3. Tétel. (|5, Theorem 2.2])

Han,m>1 ésr >0, akkor

JWELS), (n. 1) = m" 'l (2m + 2rjm)" "

JWLY, (n,n — 1) = 4m <2m (g) +(m+7) (Z)) .
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Bizonyitds. 1. Osszeszamoljuk az (n,1) paramétert (®q,®y) m-szines
r-Jacobi—-Whitney—Lah-osztalyozasparokat. Az 1,...,n elemek ®; egyetlen
rendezett osztalyaban n!-féleképpen allhatnak. A legnagyobb elem, az n ki-
vételével minden elemet m szinnel szineziink, igy ®1-re m™~!n! lehetGségiink
van.

Azn+1,...,n+r kitiintetett elemeket elhelyezziik @4 kiilonb6z6 rendezett
osztalyaiban. Az osztalymaximumokra vonatkozo feltétel miatt az n a ®o
egyetlen nem-kitlintetett rendezett osztalyaba keriil, és itt sem kap szint.
A tobbi elemet cstkkend sorrendben rakjuk be ®o rendezett osztalyaiba és
sziikség szerint szinezzik is Sket. Az n — j keriilhet kitiintetett elem elé
vagy mogé, kitiintetett rendezett osztalyban allo6 nem-kitlintetett elemnek a
kitlintetett elemts] tavolabbi oldalara, a nem-kitiintetett rendezett osztaly-
ban all6 elemek valamelyike mogé vagy a nem-kitiintetett rendezett osztaly

elejére (j = 1,...,n — 1). Az utébbi harom esetben szinezziik is az m szin
n—1 -

valamelyikével. Ez 6sszesen ] (2r+m(j+1)) = (2r+2m|m)"~! lehetéséget
j=1

jelent ®o-re nézve.

II. Az (n,n—1) paraméterd (®,, ®2) m-szines r-Jacobi-Whitney-Lah-oszté-
lyozéspéarok esetén ®;-ben és Po-ben is egy-egy kételemi rendezett osztély
van, a tobbi egyelemt. Ekkor az elemek szinezési szabalyai lényegében ugyan-
azok, mint az m-szines r-Jacobi-Whitney-osztalyozasparok esetén. Mivel
egy kételemid rendezett osztalyban kétféleképpen allhatnak az elemek, igy
a (@1, ®2) parok szama 4JW,, »(n,n — 1), amibdl az 5.3. Tétel alapjan ado-
dik az allitas. O

Az els6 tipusu Jacobi-Whitney—Lah-szdmok rekurziojat is kombinatorikus
gondolatokkal bizonyitjuk.

6.4. Tétel. (|5, Theorem 2.3])

Hal<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWLD,(n+ 1,k)
= JWLE) (n,k — 1) + m(n + k)(m(n + k) + 2r) JWLE).(n, k).

Bizonyitds. Az (n+ 1, k) paramétertd (@1, Po) m-szines r-Jacobi-Whitney—



74 6. Jacobi-Whitney—-Lah-szamok

Lah-osztélyozasparok szama J WL%?T (n+1,k).

Ha az 1 egyelemi rendezett osztalyban van ®;-ben és ®s-ben is, akkor
az 5.4. Tétel bizonyitasaban irtakhoz hasonloan a (®1,®2) péarok szama
JWLD,(n,k —1).

Ha az 1 legalabb kételemt rendezett osztalyban &ll ®;-ben és ®o-ben, akkor
az 1 torlésével, majd a tobbi elem eggyel csokkentésével egy (n,k) para-
métertd (U1, ¥y) m-szines r-Jacobi-Whitney—Lah-osztalyozasparhoz jutunk,
melyek szama J WL,%?T (n, k). Visszafelé, ¥; és W9 minden elemét eggyel no-
veljik, majd elhelyezziik az 1-et. A Wq esetén az 1 keriilhet barmely elem
mogé vagy barmely rendezett osztaly elejére, azaz (n + k)-féle helyre, és
ilyenkor szinezziik az m szin valamelyikével. A WUy esetén berakhatjuk az
1-et az r darab kitlintetett elem barmelyike elé vagy mogé, kitiintetett ren-
dezett osztalyban all6 nem-kitiintetett elemnek a kitiintetett elemtsl tavo-
labbi oldalara, nem-kitiintetett rendezett osztalyban &ll6 elem mégé vagy
a k darab nem-kitiintetett rendezett osztaly barmelyikének az elejére. Az
utobbi harom esetben az 1 szint is kap, igy egy (V1, Uy) parbol Gsszesen
m(n+k)(2r +m(n+ k))-féleképpen kaphatunk megfelels (®1, ®3) part. O

Az els6 tipusa Jacobi—-Whitney—Lah-szamok fligg6leges rekurzidjanak igazo-
laséhoz szintén kombinatorikus otletet hasznalunk.

6.5. Tétel. (|5, Theorem 2.4])

HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWL®D (n+1,k+1)

n

(m(n + k + 1)|m)2=L (m(n + k + 1) + 2r|m)2=L JW LY (5, k).
j=k

Bizonyitds. Tekintsiik az (n + 1,k + 1) paramétertd m-szines r-Jacobi-
Whitney-Lah-osztalyozasparokat. Fzek szama J WLSL,)T (n+1,k+1).

Szamoljuk Ossze az ilyen (@1, ®2) parokat egy masik modon. Legyen n+1—j
a rendezett osztalyok maximumai kozil a legkisebb (j = k,...,n). Mi-
utan ezt az elemet elhelyeztiikk @, és ®9 egy-egy rendezett osztalyaban,
az 5.5. Tétel bizonyitasaban irtakhoz hasonléan a nala nagyobb elemeket
J WLSL?T (4, k)-feleképpen tehetjiik be rendezett osztalyokba.
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Ezt kovetSen az (n 4+ 1 — j)-nél kisebb elemeket csokkend sorrendben, egy-
szerre rakjuk be ®; és ®o rendezett osztalyaiba és sziikség szerint szinezziik
is 6ket. Az (n + 1 — j —i)-t ®1-ben tehetjiik a mar korabban elhelyezett
j + i darab elem barmelyike mogé (i = 1,...,n — j) vagy a k + 1 darab
rendezett osztaly valamelyikének az elejére, és mindkét esetben m-féle szint
kaphat. Az n+ 1 — j — i a ®o-ben keriilhet kitiintetett elem elé vagy mogé,
kitiintetett rendezett osztalyban all6 nem-kitiintetett elemnek a kitiintetett
elemtsl tavolabbi oldalara, nem-kitiintetett rendezett osztalyban allé elem
mogé vagy nem-kitiintetett rendezett osztaly elejére. Az utobbi harom eset-
ben szinezziik is az m szin valamelyikével. Az (n + 1 — j)-nél kisebb elemek
elhelyezésére igy Osszesen

n—j -
[[mG+i+k+1) H 2r+m(j+i+k+1))
i=1 =1

= (m(n+k+1)[m)"=L (2r + m(n + k + 1)|m)"=~

lehet6séglink van.

Tehat az (n+1, k+1) paraméterti m-szines r-Jacobi-Whitney—Lah-osztalyo-
zasparok szama

n

> (mn+k+ 1)|m)™ (2r + m(n + k + 1)|m)"=L JW L) (4, k).
j=Fk

O]

A kovetkezd tételben a Jacobi—Whitney-szamok szimmetrikus polinomos el6-
allitasahoz hasonlé formulat adunk meg az elsé tipusu Jacobi-Whitney—Lah-
szamokra.

6.6. Tétel. (|5, Theorem 2.5])
HaoO0<Ek<n,m>1ésr >0, akkor

n—k
JWLY, (n, k) = > [ m(2i; =+ 1)(m(2i; - j+1)+2r).

1<i1 <2< .<ip—p<n—1 j=1
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Bizonyitds. Egy (n,k) paraméterd (@i, Py) m-szines r-Jacobi-Whitney—
Lah-osztalyozaspart tekintve ugyanaz a k darab elem alkotja a ®i-beli és
®o-beli nem-kitiintetett rendezett osztélyok maximumainak halmazat, mely-
nek az n biztosan eleme. Jeldlje a tobbi n — k darab nem-kitiintetett elemet
n—ip_<...<n—ipg<n—iy,ahol 1 <i; <io<...<tp_p<n-—1.

Most sszeszamoljuk a fenti (®1, P2) parokat. Elgszor elhelyezziik @1 és ®o
kiilonb6z8 rendezett osztalyaiban az osztalymaximumokat, ®o esetén a ki-
tiintetett elemeket is. A tobbi elemet csdkkend sorrendben, egyszerre rak-
juk be ®; és ®5 rendezett osztéilyaiba és sziikség szerint szinezziik is Gket.
Az n — i; keriilhet ®1-ben a nala nagyobb i; darab elem barmelyike mo-
gé (j =1,...,n — k) vagy a nala nagyobb osztdlymaximummal rendelkez&
i; — (j — 1) darab rendezett osztaly elejére. Mivel az (n — i;)-t szinezziik is,
ez idaig Gsszesen m(2i; — j + 1) lehetSséget jelent.

Az (n —i;)-t ®o-ben tehetjiik az r darab kitiintetett elem elé vagy moge,
kitlintetett rendezett osztalyban allo, nala nyilvan nagyobb nem-kitiintetett
elemnek a kitiintetett elemtdl tavolabbi oldalara, nem-kitiintetett rendezett
osztalyban &ll6, nala nagyobb elem mogé vagy nala nagyobb maximumu
nem-kitiintetett rendezett osztaly elejére. Az utébbi hdrom esetben szinez-
ziik is az m szin valamelyikével, igy @9 esetén 2r+m(2i;—j+1) lehetSséglink

van.
Tehat
n—k
JWLG), (n, k) = > [ m(@i;—j+1)@r+m(2i;—j+1)).

1<i1 <8< .. <ip_p<n—1 j=1

O]

6.3. Masodik tipusi Jacobi—Whitney—Lah-szadmok

A masodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szamok definicidja, illetve az els6- és
méasodfaji Jacobi-Whitney-szamok megfelel§ tulajdonsagai alapjan kapjuk,
hogy n,r > 0 és m > 1 esetén

JWLE, (n,0) = 89, JWLZ,(n,n) = 1.
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A masodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szamok mas speciélis értékeit a ko-
vetkez§ tételben adjuk meg.

6.7. Tétel. (|5, Theorem 3.2])

Han,m>1 ésr >0, akkor

JWLE, (n,1) = (m(ﬂg?% 7

JWELD, (n,n—1) = 2m <2m <g> +(m+7) (;‘)) .

Bizonyitds. Az els6 allitas konnyen igazolhatd n szerinti teljes indukcioval

)

és a kés6bbi 6.9. Tétel alkalmazasaval, melynek bizonyitasdhoz nincs sziiksé-
giink erre a formulara. A méasodik egyenlGség az 5.3. Tétel felhasznalasaval
szintén egyszertien adodik. O

A maésodik tipusa Jacobi-Whitney—Lah-szamok segitségével irhaté le a kap-
csolat a négyzetesen emelkeds és négyzetesen siillyeds faktorialisok kozott.

6.8. Tétel. (|5, Theorem 3.3])

Han,r >0 é m>1, akkor

" km.r
2T =N JWELY (n, k)
k=0

n
.m,r

=y (-1)"FIWLE, (n, k)
k=0

3

Bizonyitds. A masodik azonossagot az els6bdl —z helyettesitéssel kapjuk.

Az els6 6sszefiiggés igazolasahoz az 5.6. Tételt hasznaljuk, mely alapjan

= ; - J k.m.r
2T =N s (0,0)5) =Y e (1.9) Y T Wan e (G k)
J=0 Jj=0 k=0
L& k.m,r n km,r
=3 i (0, ) T W G ) = 3 JWLE), (n, k)
k=0 j=k k=0

O
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A maésodik tipusi Jacobi-Whitney—Lah-szamok rekurziojaban az elss- és
masodfaji Jacobi-Whitney-szdmok rekurzidiban szerepld egyiitthatok 6ssze-
ge jelenik meg.

6.9. Tétel. (|5, Theorem 3.4])

Hol<k<n,m>1ésr >0, akkor

JWLP, (n+ 1,k)
= JWL%?T(n, k—1)+ (mn(mn +r) + mk(mk + r))JWL%?T(n, k).

Bizonyitds. A 6.8. Tételt hasznalva

k.m,r n+1lm,r
X

Ly _ Z JWLE,(n+1,k) +x ,

k=1

mésfelsl

"M — (2 mn(mn + 7)™

k.m.r

(x — mk(mk + r) + mk(mk + ) + mn(mn + r))JWLg’)T(n, k)x

I
WE

k=0
n k+1m,r
=> JWLY (n,k)a——
k=0

k.m.r

+ Z(mk(mk +7) + mn(mn + r))JWLgL?T(n, k)x
k=0

km,r

1
=Y JWLP.(n,k 1)z

k.m.r

+ > (mk(mk+ 1)+ mn(mn + r))JWLgL?T(n, k)x

k.m.r n+1lm.r
- X +x R

melyeket Osszevetve a bizonyitando allitast kapjuk. O
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A mésodik tipust Jacobi—-Whitney—Lah-szamok teljesitik a kovetkezd fiig-
gbleges rekurziot.

6.10. Tétel. (|5, Theorem 3.5])

HaoO0<Ek<n,m>1ésr >0, akkor

JWLP (n+1,k+1) =

Bizonyitds. A tételt rogzitett k esetén, n szerinti teljes indukcidval igazoljuk.
Ha n = k, akkor az egyenlGség mindkét oldala 1-gyel egyenls. Tegyiik fel,
hogy az &llitds valamely n > k esetén teljesiil. Ekkor a 6.9. Tétel és az
indukcios feltevés alapjan

JWLP . (n+2,k+1)

= JWLP (n+1,k)
+ (mn+D)(mn+1)+r)+mk+1)(mk+1)+7r))
SJWLP (n+1,k+1)

= JWLZ (n+1,k)
+(mk+1)(m(k+1)+r
‘n (m(k+1)(m(k +1)
= (m(k+ 1) (m(k + 1)

_|_
S\
+
=
3
N
+
=
+
Z

+ |+

Az alabbi tételben a méasodik tipust 1-szines r-Jacobi—-Whitney—Lah-szamok

explicit formulajat adjuk meg.
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6.11. Tétel. (|5, Theorem 3.6|)

HaO0<k<nésr >0, akkor

2k+r 2k +r)! Z <2k+r>(k—j+1)T((k—j)(/~z—j+r))”’1”".

Bizonyitds. Az 5.9. Tétel bizonyitasanak gondolatmenetét a mésodfaju
r-Jacobi—Stirling-szdmok helyett 1-szines r-Jacobi—-Whitney—-Lah-szamokra
alkalmazva hasonléan mutathaté meg az allitas, igy ezt nem részletezziik.

O

A Lah-szamokhoz hasonléan a mésodik tipust Jacobi-Whitney—Lah-szamok
is Onortogonalisak.

6.12. Tétel. (|5, Theorem 3.7])

HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

S (10 FIWER, (0, ) TW LR, (1, k) = b
j=k

Bizonyitds. Az allitast kés6bb a 6.15. Tételben bizonyitjuk altalanosabb for-
méaban. O

A kovetkezs tétel a masodik tipusa Jacobi-Whitney—Lah-szamok és az elsé-,
illetve méasodfaju Jacobi—-Whitney-szamok kozotti Osszefiiggéseket irja le.

6.13. Tétel. (|5, Theorem 3.8|)

HoO0<k<n,m>1ésr >0, akkor

n

Z(_l)j_kJWng,)r(nv 3)jwm,r (G, k) = jwpmr(n, k),
j=k

> (=0T W (0, §) JW L, (G, k) = T W p(n, ).
=k
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Bizonyitds. Az azonossagokat késsbb a 6.16. Tételben altalanosabb forma-

ban igazoljuk. O

Az 5.3. alfejezetben bevezetett dtmeneti egyiitthatok segitségével megad-
hatoak a 6.8. Tételnél altalanosabb kapcsolatok a négyzetesen emelkedd és
négyzetesen siillyeds faktorialisok k6zott.

6.14. Tétel. (|5, Theorem 3.9|)

Han,r,s >0 ésm,l > 1, akkor

=D (V)TTRIWELE), (0, ) T s (G, K) 2

k=0 j=k

B n n ' @, ks
= Tt ) IW L (G k),

k=0 j=k

o = > (=1)"IIWELE, (n, )T s (5, k)2,
k=0 j=k

S
5

nmr O - ‘ ) =
x = ZZ (_1) kTm,l,r,s(”,])JWL( )( k) klss,
k=0 j—k

Bizonyitds. A harmadik és negyedik Osszefiiggés az elsé kett6bsl —z helyet-
tesitéssel adodik.

Az els6 két azonossagot az 5.10. Tétel és a 6.8. Tétel segitségével bizonyitjuk.
Ezek alapjan

ZJWLWTLJ) e

J
_ZJWLmT Tl j Z ] kTm,l,T,S(ja k)IL’
k=0

. kil,s
= Z Z(—l)ﬂ"“JWLi%?r(n,j)Tm,l,r,s(j, k)a—,
k=0 j=k
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k l,s
nmr ZTm,l,rsn] ZTm,l,TSn] ZJWLIS j’
. ), . ks
- Z Z Tm,l,r,s(naj)‘]WLl,s (.77 k).f .
k=0 j=k
]

Az alabbiakban ismét az Atmeneti egyiitthatok alkalmazasaval altalanositjuk
elGszor a 6.12. Tételt, majd a 6.13. Tételt.

6.15. Tétel. (|5, Theorem 3.10])
HoO0<k<n,m,l>1ésr,s>0, akkor

n J
ZZ ] kJWLg‘r%,)r(naj)Tm,l,r,s(ja i)JWLl(,)(z k) mlrs(n k)
7=k i=k

Bizonyitds. A 6.8. Tétel és a 6.14. Tétel megfelel§ allitasait hasznalva kap-
juk, hogy

T = Z JWLD, (n, j)a

j g
2 (m,5) S0 (1) T T (G, 6) JW L (i )2

k=0 i=k

[l
||'M: T
o o

J
n n J
_ ST (1R IW LS, (1, §) T s (3, ) JW L) (i, )P
=0 j=k i=k

melyet az 5.10. Tétellel 6sszevetve a bizonyitandé egyenlGséghez jutunk. [

6.16. Tétel. (|5, Theorem 3.11])

Ho0<k<n,m,l>1¢ésr,s>0, akkor

n J
SN (=1 FIWELE), (0, §) Tt s (7, ) w5 (3, k) = jawm e (n, k),

3
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Bizonyitds. Az 5.6. Tétel és a 6.14. Tétel megfelel§ sszefiiggései alapjan

2T =N (1 IW LD, (1, §) T s (1)
=0 j=1
= Z Z(_l)j_ZJWLg?r(r'% j)Tm,l,r,s(j7 2) (_1)Z_kjwl,s(ia k)xk
i=0 j=i k=0
n n J A
= Z(_l)J_kJWLgL?r(nvj)Tm,l,T,s(jvi)jwl,s(ia k)wkv
k=0 j=Fk i=k
n . .
2" = (1) T W (n, )2 ™"
§=0
n ' Jj 7 @ s
= (D" TIWonr (0,5) D ) Tonrs (G, 1) TW L, (i, k)
§=0 k=0 i=k
"2 : 9 k.ls
= > (1) T W (1, §) Tt (G 6) TW L) (i, )2
k=0 j=Fk i=k
melyeket az 5.6. Tétellel osszevetve az igazolandé allitasokat kapjuk. O

Végiil megvizsgaljuk, mi torténik, ha a masodik tipust Jacobi—Whitney—

t sz

kat kombinalunk, ahol a szinek szama és a kitiintetett elemek szama is kii-
16nb6z6.

6.17. Tétel. (|5, Theorem 3.12])

HaO0<k<n,m,l>1¢ésr,s>0, akkor

N 0 (0, ) ITWis(5.8) = Tontrs (i ) TW LD (5. F).
j=k j=k
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Bizonyitds. Az 5.6. Tételbsl adéddan

Z]wmr n, j)al = Z]wmr n, j ZJWZS Jk

k.l.s

S 0 ) IW (G

k=0 j=k

?’:“
~
CIJ

amely a 6.14. Tétel alapjan az allitasunkat bizonyitja. O
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Osszefoglalo

Az algebrai szamelmélet egyik lényeges fejezete algebrai szamtestek mono-
genitasaval, tovabba adott index( elemek keresésével, a minimélis index és a
testindex meghatarozasaval foglalkozik. Az értekezés 1. részében ezt a prob-
lémakort vizsgaljuk két negyedfoki szadmtestcsalad esetén.

A Q (y/m, y/n) alaku biciklikus bikvadratikus szamtestekkel kapcsolatos ered-
ményeinket a disszertacié 2. fejezete tartalmazza. Tételeink igazolasahoz
szitkséglink van a K. S. Williams [80] altal leirt egész bazishoz tartozo index
formara, melyet Gaal 1., Pethg A. és M. Pohst [29] szamitottak ki. Megadtak
tovabbé a biciklikus bikvadratikus szamtestek testindexének jellemzését is.

Nyul G. |70] sziikséges és elégséges feltételeket bizonyitott az 1 indext ele-
mek létezésére teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szamtestekben. En-
nek kiterjesztéseként a 2.2. alfejezetben meghatérozzuk, hogy pontosan mi-
kor létezik paratlan prim, illetve legfeljebb 10 indext elem teljesen komplex
biciklikus bikvadratikus szdmtestekben, és le is irjuk ezeket az adott in-
dexti elemeket. Allitasaink bizonyitésa soran tobbparaméteres index forma
egyenleteket oldunk meg, amit az index forma reducibilitasa tesz lehetévé.
Biciklikus bikvadratikus szamtestekben ugyanis az index forma harom egész
egyiitthatos kvadratikus forma szorzata, melyek koziil teljesen komplex eset-
ben kettd szemidefinit.

T. Nakahara [68] igazolta, hogy az 1 testindext biciklikus bikvadratikus
szamtestek minimalis indexeinek halmaza felilrél nem korlatos. A 2.3. alfe-
jezetben megmutatjuk, hogy ez a halmaz valdjadban egybeesik a pozitiv egész
szamok halmazéval, s6t minden természetes szam végtelen sok 1 testindex,
teljesen komplex biciklikus bikvadratikus szémtestnek a minimaélis indexe.
A testindex tobbi lehetséges a € {2,3,4,6,12} értékére is vizsgaljuk, hogy
a milyen A t6bbszorosei esetén létezik végtelen sok olyan teljesen komplex
biciklikus bikvadratikus szamtest, melynek testindexe a, minimalis indexe
pedig A.

A dolgozat 3. fejezetében a Q(i/m) alaku tiszta negyedfoka szamtestek
esetén végziink monogenitashoz kapcsolodo vizsgalatokat. T. Funakura [25]
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meghatarozta egy egész bazisukat és az ahhoz tartozé index format, amely
itt is specialis szerkezet, egy kvadratikus és egy negyedfokd forma szorza-
ta. A tiszta negyedfoku szamtestek monogenitasa azonban négyzetmentes
m esetén sincs teljeskortien leirva. Gaal I. és Remete L. [34] azt sejtették,
hogy pontosan két olyan négyzetmentes m egész szdm van, melyre m = 9
(mod 16) és a Q(+/m) szamtest monogén. Ezt megcafolva igazoljuk, hogy ha
az abc-sejtés igaz, akkor végtelen sok ilyen monogén szamtest 1étezik. Foglal-
kozunk tovabba a négyzetmentes paraméteri tiszta negyedfokil szamtestek
minimalis indexével, teljesen komplex esetben pedig megadjuk az dsszes mi-
nimalis indext elemet is.

II.

A Stirling-szdémok a leszamlalé kombinatorikaban kiemelt fontossédgiak. Az
els6faju Stirling-szamok egy szimmetrikus csoportban adott ciklusszamu per-
mutaciokat szamlalnak Ossze, a maéasodfaju Stirling-szamok pedig egy vé-
ges halmaz adott szamu osztalyba torténd osztalyozasainak szamat adjik
meg. Ha az elemek kozott r darab kitiintetett is szerepel, melyeknek kii-
16nb6z6 ciklusokba, illetve osztalyokba kell keriilnitik, az els6- és masodfaja
r-Stirling-szamok fogalméhoz jutunk. Ezeket L. Carlitz [12], A. Z. Broder
[11] és R. Merris |58] vezették be. Gyimesi E. és Nyul G. [41] az r-permutécio-
kat és r-osztalyozasokat bizonyos szinezési szabalyokkal egészitették ki, és igy
kombinatorikus értelmezést adtak a korabban Mez6 I. [59] altal definialt elss-
és mésodfaji r-Whitney-szamokra. A disszertacio II. részében a fenti alta-
lanositasokat alapul véve tovabbi Stirling-tipust kombinatorikus szamokkal
foglalkozunk.

A 4. fejezetben a G.-S. Cheon, J.-H. Jung és L. W. Shapiro [15] 4ltal beve-
zetett korlatozott r-Stirling-szamokat vizsgaljuk, ahol az elemeket legfeljebb
kételemii osztélyokba osztalyozzuk. A 4.2. alfejezetben kombinatorikusan
bizonyitunk egy rekurziot, fiiggéleges rekurziot, polinomos azonossagot és
explicit formulat. Az elGjeles korlatozott (2s — r)-Stirling-szamokat eléallit-
juk elséfaja r-Stirling-szdmok és masodfaju s-Stirling-szamok segitségével,
tovabba megmutatjuk, hogy a masodfaju r-Stirling-szamokat és a korlato-
zott s-Stirling-szamokat kombinalva 2-szines méasodfaju (r + s)-Whitney-

szamokat kapunk.
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Rogzitett fels§ paraméterd masodfaju Stirling-szédmokkal mint egyiitthatok-
kal értelmezhetéek a Bell-polinomok. A 4.3. alfejezetben beléatjuk, hogy a
korlatozott r-Stirling-szamok segitségével képzett korlatozott r-Bell-polino-
mok gyokei valosak, kovetkezésképpen a korlatozott r-Stirling-szamok soro-
zata rogzitett fels6 paraméter esetén log-konkav és unimodalis. A gyokokre
vonatkozban egy sejtést is megfogalmazunk és igazolunk egy ahhoz kapcso-
16d6 részeredményt.

W. N. Everitt, K. H. Kwon, L. L. Littlejohn, R. Wellman és G. J. Yoon [22] a
méar kordbban bevezetett Legendre—Stirling-szamok kiterjesztéseként defini-
altak az els6- és masodfaju Jacobi—Stirling-szdmokat, viszont az elss- és mé-
sodfaju esetre eddig csak eltérd otleteken alapulé kombinatorikus interpreté-
ciok sziilettek. Az 5. fejezetben nem csak a Jacobi-Stirling-szamokra adunk
egységes, a klasszikus Stirling-szamok definiciéihoz is illeszked kombina-
torikus értelmezést, hanem &ltalanosabb kombinatorikus szamokat, els6- és
méasodfaji Jacobi-Whitney-szamokat vezetiink be. Ezek a szamok Whitney-
szinezett r-permutéiciokbol, illetve r-osztalyozasokbol all6 rendezett parokat
szamlalnak Ossze.

Az 5.2. alfejezetben a Jacobi—Whitney-szamok kombinatorikus definici6ja-
bol kiindulva bizonyitunk tobbek kozott rekurziot, fliggsleges rekurziot, po-
linomos azonossagot és szimmetrikus polinomokkal torténd elgallitast. Meg-
adunk egy explicit formulat a masodfaju Jacobi-Stirling-szdmokra, tovabba
igazoljuk az els6- és masodfaju Jacobi—-Whitney-szamok ortogonalitésat. Az
5.3. alfejezetben bevezetett atmeneti egylitthatok segitségével dltaldnosabb
Osszefliggéseket mutatunk meg a kiilonbo6z6 szinszamu és kitiintetett elem-
szamu Jacobi—-Whitney-szamok kozott. Végiil az 5.4. alfejezetben a Bell-
tipust polinomokhoz hasonléan értelmezett Jacobi-Dowling-polinomok va-
l16s gyoktiségén keresztiil vizsgaljuk a log-konkav és unimodalis tulajdonsé-
gokat.

A kozonséges masodfaju Stirling-szémok definici6jaban osztalyok helyett
rendezett osztalyokat tekintve a Lah-szamokhoz jutunk. Ezekkel els6ként
I. Lah [54, 55| foglalkozott, majd Nyul G. és Réacz G. [73] bevezették az
r-Lah-szamokat, G.-S. Cheon és J.-H. Jung [14] pedig r-Whitney—Lah-szé-
mokat értelmeztek, melyeknek Gyimesi E. és Nyul G. [41] szintén az elemek
szinezésével tulajdonitott kombinatorikus tartalmat.
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A dolgozat 6. fejezetében elGszor a masodfaju Jacobi—-Whitney-szamok kom-
binatorikus definicidjat modositjuk tgy, hogy az elemeket rendezett osz-
talyokba soroljuk. A 6.2. alfejezetben az igy kapott els§ tipust Jacobi—
Whitney—Lah-szamok rekurzidjat, fliggbleges rekurzidjat és szimmetrikus
polinomos elGallitasat igazoljuk kiilonféle kombinatorikus gondolatmenetek-

kel.

A Lah-, r-Lah- és r-Whitney—Lah-szamok rendre definidlhatéak az elss-
és mésodfaja Stirling-, r-Stirling- és r-Whitney-szamok segitségével is. En-
nek mintajara az elsG- és mésodfaja Jacobi-Whitney-szamok kombinalasa-
val értelmezziik a mésodik tipustt Jacobi-Whitney—Lah-szamokat, melyek
meglep6 moédon nem esnek egybe a kombinatorikusan bevezetett elsd ti-
pust Jacobi-Whitney—Lah-szamokkal. A 6.3. alfejezetben a maéasodik tipu-
st Jacobi-Whitney—Lah-szdmokra vonatkozdan bizonyitunk polinomos azo-
nossagot, rekurziot, figgsleges rekurziot. Igazoljuk tovibba a mésodik ti-
pust 1-szines r-Jacobi-Whitney—Lah-szamok egy explicit formuldjat, majd
ismét az dtmeneti egyiitthatdkat alkalmazva altalanositjuk a masodik tipusa
Jacobi-Whitney-Lah-szamok 6nortogonalitasat, valamint az els6- és méasod-
faju Jacobi-Whitney-szamokkal valo kapcsolatét.
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Summary

An essential topic of algebraic number theory deals with monogeneity of
algebraic number fields, finding elements with given index, determining the
minimal index and field index. In Part I we discuss these problems in two
families of quartic number fields.

Results on bicyclic biquadratic number fields of the form Q (y/m,/n) are
contained in Section 2. In order to prove our theorems we need the integ-
ral basis described by K. S. Williams [80] together with the corresponding
index form calculated by I. Gaal, A. Pethd and M. Pohst [29]. They also
characterized the field index of bicyclic biquadratic number fields.

G. Nyul [70] proved necessary and sufficient conditions for the existence of
elements with index 1 in totally complex bicyclic biquadratic number fields.
As an extension of this result, in Subsection 2.2 we determine precisely when
totally complex bicyclic biquadratic number fields contain elements with odd
prime index, as well as elements with index at most 10, and we also describe
all these elements with given index. In the proofs the reducibility of the
index form enables us to solve multiparametric index form equations. In
bicyclic biquadratic number fields the index form splits into the product of
three quadratic forms with integer coefficients, and two of these factors are
semidefinite in the totally complex case.

T. Nakahara [68] showed that the set of minimal indices of bicyclic biquad-
ratic number fields with field index 1 is unbounded. In Subsection 2.3 we
prove that this set just coincides with the set of positive integers, moreover
every natural number occurs infinitely many times as minimal index of to-
tally complex bicyclic biquadratic number fields with field index 1. For the
other possible values a € {2,3,4,6,12} of the field index, we also study for
which multiples A of a there exist infinitely many totally complex bicyclic
biquadratic number fields with field index ¢ and minimal index A.

In Section 3 we investigate pure quartic number fields of the form Q(+/m) in
connection with monogeneity. T. Funakura [25] determined an integral basis
and the corresponding index form, which has a special structure again, it is
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the product of a quadratic and a quartic form. However, the monogeneity
of pure quartic number fields is not completely described, not even if m is
square-free. I. Gaal and L. Remete [34] formulated the conjecture that there
exist exactly two square-free integers m satisfying m = 9 (mod 16) and
Q({/m) being monogeneous. We refute it by showing that the number of
such monogeneous pure quartic number fields is infinite if the abc conjecture
is true. Furthermore, we study the minimal index of pure quartic number
fields with square-free parameter, and in the totally complex case we also
describe the elements with minimal index.

II

Stirling numbers are basic objects in enumerative combinatorics. Stirling
numbers of the first kind count permutations with a given number of disjo-
int cycles in a symmetric group, while partitions of a finite set into a given
number of blocks are counted by Stirling numbers of the second kind. If
there are r distinguished elements, which have to stand in distinct cycles
or blocks, we obtain r-Stirling numbers of the first and second kind. They
were introduced by L. Carlitz [12], A. Z. Broder [11| and R. Merris [58].
E. Gyimesi and G. Nyul [41] added certain colouring rules to the notions of
r-permutations and r-partitions, and in this way they provided combina-
torial interpretations for r-Whitney numbers of the first and second kind
defined previously by I. Mez6 [59]. In Part IT of the thesis we study further
Stirling-type combinatorial numbers based on the above generalizations.

In Section 4 we discuss restricted r-Stirling numbers introduced by
G.-S. Cheon, J.-H. Jung and L. W. Shapiro [15]. These numbers count
those r-partitions where the blocks have at most two elements. In Subsec-
tion 4.2 we prove combinatorially a recurrence relation, vertical recurren-
ce, polynomial identity and explicit formula. We express the signed restric-
ted (2s — r)-Stirling numbers with r-Stirling numbers of the first kind and
s-Stirling numbers of the second kind, furthermore we show that combining
r-Stirling numbers of the second kind and restricted s-Stirling numbers we
obtain 2-colour (r + s)-Whitney numbers of the second kind.

One can define Bell polynomials whose coefficients are Stirling numbers of
the second kind with fixed upper parameter. In Subsection 4.3 we prove that
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restricted r-Bell polynomials derived from restricted r-Stirling numbers have
only real roots, consequently for a fixed upper parameter the sequence of
restricted r-Stirling numbers is log-concave and unimodal. About the roots
we also formulate a conjecture and we present a partial result.

W. N. Everitt, K. H. Kwon, L. L. Littlejohn, R. Wellman and G. J. Yoon
[22] defined Jacobi-Stirling numbers of the first and second kind as an ex-
tension of the earlier introduced Legendre—Stirling numbers. However, the
existing combinatorial interpretations of the first and second kind cases are
based on different ideas. In Section 5 we provide combinatorial meanings
not only for Jacobi—Stirling numbers in a unified spirit that also fit with the
definition of classical Stirling numbers, but we introduce more general com-
binatorial numbers, Jacobi-Whitney numbers of the first and second kind.
They count ordered pairs which consist of Whitney-coloured r-permutations
and r-partitions.

By using the combinatorial definitions of Jacobi-Whitney numbers, in Sub-
section 5.2 we prove, among others, a recurrence relation, vertical recurrence,
polynomial identity and expression with symmetric polynomials. We present
an explicit formula for Jacobi—Stirling numbers of the second kind, further-
more we show the orthogonality of Jacobi-Whitney numbers of the first and
second kind. With the help of transition coefficients introduced in Subsecti-
on 5.3, we give more general connections between Jacobi-Whitney numbers
where the number of colours as well as the number of distinguished ele-
ments are different. Finally, in Subsection 5.4 we investigate log-concavity
and unimodality properties through the real-rootedness of Jacobi-Dowling
polynomials that are defined similarly to Bell-type polynomials.

If we consider ordered blocks instead of blocks in the definition of ordinary
Stirling numbers of the second kind, we obtain the Lah numbers. They were
first studied by I. Lah [54, 55|, then G. Nyul and G. Récz [73] introduced
r-Lah numbers, and r-Whitney—Lah numbers were defined by G.-S. Cheon
and J.-H. Jung [14]. To the latter numbers E. Gyimesi and G. Nyul [41] gave
a combinatorial meaning again by colouring the elements.

Firstly, in Section 6 we modify the combinatorial definition of Jacobi—Whit-
ney numbers of the second kind such that we place the elements into ordered
blocks. In this way we obtain Jacobi—~Whitney—Lah numbers of the first type
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whose recurrence relation, vertical recurrence and expression with symmetric
polynomials are proved in Subsection 6.2 by using several combinatorial
ideas.

Lah, r-Lah and r-Whitney—Lah numbers can be also defined with the help
of Stirling, r-Stirling and r-Whitney numbers of the first and second kind,
respectively. In a similar way, combining Jacobi-Whitney numbers of the
first and second kind we introduce Jacobi-Whitney—Lah numbers of the
second type, which surprisingly do not coincide with the combinatorially
defined Jacobi-Whitney—Lah numbers of the first type. In Subsection 6.3
we present a polynomial identity, recurrence relation, vertical recurrence for
Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second type. Furthermore, we prove an
explicit formula for 1-colour r-Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second
type, then by using the transition coefficients again, we generalize the self-
orthogonality of Jacobi-Whitney—Lah numbers of the second type, as well
as their connection with Jacobi-Whitney numbers of the first and second
kind.
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