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Eloszo

Ez a feladatgy(jtemény elsGsorban a Debreceni Egyetem Miszaki Kara-
nak Matematika II. gyakorlatdhoz késziilt oktatdsi segédanyagként. A jegyzet
a preciz matematikai felépitésen tdl szdmos, a miiszaki és gazdasagi életben
felmeriil probléma megoldasara alkalmazhaté modszert is bemutat.

A feladatgytjtemény 333 darab részletesen kidolgozott feladatot tartalmaz.
Az egyszer(ibb tipusfeladatoktdl, a bonyolultabb versenyszintii feladatokig, szé-
les skdlan mozog a feladatok nehézségi szintje, ezaltal egyrészt segitséget nyujt
a zarthelyi dolgozatokra és a vizsgakra val6 felkésziiléshez, masrészt a késobbi
tanulmanyok sordn, vagy akar versenyekre valo felkésziiléshez is hasznos segit-
ség lehet. Egyetemiink szinte minden magasabb szinti matematikat tanul6
hallgatdja taldlhat a szamara megfelel$ szintd, tipust és nehézségti feladatot,
tovabba akar a matematika szakos tanulék vizsgéra, zarévizsgara valé felké-
sziilését is segitheti. A feladatgy(ijteményben a nehezebb, gondolkodtatébb fe-
ladatokat « jeloli.

A feladatgytijtemény elkésziiléséért koszonettel tartozom a jegyzet lektora-
nak, Dr. Kocsis Imre féiskolai tanarnak, a Miiszaki Alaptargyi Tanszék vezets-
jének, aki hasznos informacidkkal l1atott el a példatar megirasa soran. Koszonet-
tel tartozom To6th Xénia Erzsébet mechatronikai mérnok MSc hallgatonak a
feladatok gondos dtolvasdsdért. Koszonom tovabbd a Miiszaki Alaptargyi Tan-
sz€k minden oktatdjanak, valamint Dr. Bajak Szabolcsnak és Tulipant Kriszti-
ndnak, akikt6l a személyes beszélgetéseink sordn jé néhany hasznosithaté Gtle-
tet merithettem. A szakmai segitség mellett elengedhetetlen a csaldd tiirelme,
tdmogatdsa és biztatdsa. Koszonom édesanydmnak, hogy mindenben mellettem
allt és segitett.

2016. aprilis 9.



1. A differencia- és differencialhanyados fogalma

1.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = —3x + 5 fiiggvény differenciahdnya-
dos fiiggvényének legegyszeriibb alakjat az x( = 3 helyen!

megoldas:
Mivel f(xg) = f(3) = —3-3+5 = —4, ezért a differenciahdnyados fiiggvény
x # 3 esetén:
d(x) f(z)— f(zo) —-3xz+5+4 -3z+9 —-3-(x—3)
xr) = = = =
T — X z—3 z—3 r—3

= -3,

tehat a differenciahdnyados fiiggvény a konstans —3 fiiggvény.

1.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = +/x + 2 fiiggvény differenciahanya-
dos fiiggvényének legegyszertibb alakjat az x¢y = 7 helyen!

megoldas:

Mivel f(zo) = f(7) = V7+2 = 3, ezért a differenciahdnyados fiiggvény
x # 7 esetén:

d(z) = LB =@ _ Vot -3 _Vo+2-3 Vo243
N T ow-7  x-T7 Vzt2+3

T — Xg T
r+2-—-9 1

z—7) vVet2+3 Var2+3

1.3. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = z? fiiggvény differenciahanyados
fliggvényének legegyszer(ibb alakjit az xg = 2 helyen! A kapott eredményt
felhasznélva adjuk meg az f fiiggvény differencidlhdnyadosanak értékét az xg
helyen! Hatdrozzuk meg az f fiiggvény grafikonjanak (mo, f (:cO)) pontjaba
hizott érintd egyenesének meredekségét, majd az egyenes egyenletét és irany-
szogét!

megoldas:

Mivel f(z¢) = f(2) = 22 = 4, ezért a differenciahdnyados fiiggvény x # 2
esetén:
f@) = flwo) 2°-2° (2-2) (x+2)

(z) T — T r—2 xr—2 T
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A differencidlhdnyados
f(2) = lim(x + 2) = 4.

r—2

Az érintd egyenes meredeksége m = 4. Az egyenes egyenletét

y=mx+b=4x+b

alakban keressiik. Az egyenes illeszkedik a (2, f(2)) = (2,4) pontra, igy
4=4-2+0b = b= —4,

tehat az egyenes egyenlete y = 4x — 4. Az egyenes irdnyszoge
tga =4 = a = 75,96°.

1.4. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = % fiiggvény differenciahdnyados
figgvényének legegyszeriibb alakjat az xy = 2 helyen! A kapott eredményt
felhasznalva adjuk meg az f fiiggvény differencidlhanyadosanak értékét az x
helyen! Hatirozzuk meg az f fiiggvény grafikonjanak (aco, f (l‘o)) pontjdba
hizott érintd egyenesének meredekségét, majd az egyenes egyenletét és irdny-
szogét!

megoldés:
A differenciahdnyados fiiggvény:

_J@ @) _z=s_ 22—z 1
dw) = T — T _ac—;_2x-(:(:—2)__%'

A differencidlhdnyados

1 1
'(2) = lim —— = —~
f2) =t = =1
Az érint6 egyenes meredeksége m = — T az érintd egyenes egyenlete
1
=—= b.
Y 456 +

Azonban az egyenes illeszkedik a (2, f(2)) = (2, %) pontra, igy

1 1
—=——-2+40b = b=1
5 1 + )
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1
tehat az egyenes egyenlete y = —Zx + 1. Az egyenes irdnyszoge
1
tga:—z = a =~ 165, 96°.
1.5. Feladat. Tekintsik az f(z) = 2? — 4 fiiggvényt és az 1 = —1 és

xo = 2 értékeket. Hatdrozzuk meg az ezekhez tartozé differenciahanyadost,
majd annak segitségével adjuk meg a fiiggvény grafikonjénak az (z1, f(z1))
és (w2, f(x2)) pontjain dthaladé szel6jének meredekségét és irjuk fel a szeld
egyenletét! Abrazoljuk kozos koordinata—rendszerben a fiiggvényt és a szel6t!

megoldds:

A szel6 meredeksége a megadott pontok éltal meghatarozott differenciahdnya-

dos:
M) f) (@9 (P-4
Tro — 1 2 — (—1) ’

A szel6 egyenlete:
y=mz+b=z+0b.

Mivel a keresett egyenes illeszkedik az (z2, f(z2)) = (2,0) pontra, ezért tel-
jesiilnie kell a 0 = 2 + b egyenletnek, amibdl b = —2 adédik, igy y = — 2 a
keresett egyenes egyenlete.

N W b

1.6. Feladat. Tekintsiik az f(z) = /o — 2 fiiggvénytés az 1 = 3és x93 =6
értékeket. Szdmoljuk ki az ezekhez tartozé differenciahdnyadost, majd an-
nak segitségével adjuk meg a fliggvény grafikonjénak az (xl, f (a:l)) és az
(z2, f(22)) pontjain dthalad6 szel8jének meredekségét és hatdrozzuk meg a
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szel§ egyenletét! Abrdzoljuk kozos koordinata—rendszerben a fiiggvényt és a
szelot!
megoldas:
A szel6 meredeksége a megadott pontok éltal meghatarozott differenciahdnya-
dos:

:f(xg)—f(l'l)_ 6—-2—+v3-2 1

Tro9 — T1 6—3 3'

A szel6 egyenlete:

1
y:mx—kb:g:ﬁ—i-b.

Mivel a keresett egyenes illeszkedik az (z2, f(z2)) = (6,2) pontra, ezért tel-
jestilnie kell a 2 = % - 6 + b egyenletnek, amibSl b = 0 adddik, igy a keresett

egyenes egyenletet: y = %x
6

5
4
3
B(6,2)

1.7. Feladat. Egy haz tetejérdl fiiggblegesen leejtiink egy labdat. A labda
hely-idé fiiggvénye s(t) = 4,9t? [m]. (Az id6t méasodpercben mérjiik, s a
kiinduldsi helytd]l mért tavolsdg.) Allapitsuk meg, hogy 2 mésodperccel a le-
ejtést kovetden milyen tavol lesz a labda a kiinduldsi helytél! Adjuk meg az
atlagsebességet az elsé 3 masodpercben!

megoldas:

A feladatban hallgatdlagosan | g, irdnyfelvétel van, azaz ,,fligg6leges, lefelé mu-
tatd pozitiv irdnyitast” feltételeziink. A leejtés utdn 2 mdasodperccel a labda
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5(2) = 22-4,9 = 19,6 méter tdvolsdgban lesz a leejtés helyétsl. Az it-
lagsebesség az els6 3 masodpercben:
— .32
s(3) — s(0) _ 493 14.7 [g]
3-0 3 s
Megjegyezziik, hogy kordbbi ismeretekbdl tudjuk, hogy egy szabadon esd test

hely—id6 figgvénye, ha a kozegellendlldstdl eltekintiink s(t) = % -t?>. Haa

g értékét 9, 8 [m/s?]-nek tekintjiik, akkor a feladatban szerepld hely—idé fiigg-
vényt kapjuk. (V0. ,,négyzetes uttorvény.)

1.8. Feladat. Egy egyenes palydn mozgé test hely—id6 fiiggvénye s(t) = t2.
Adjuk meg az étlagsebességét a t € [2;4] idGintervallumban! (A megtett utat
méterben, az eltelt id6t masodpercben mérjiik.)

megoldas:
Az atlagsebesség
s(t) —s(to) 42 —22  16—4 _6 [m}

t—to  4-2 2 s
1.9. Feladat. Egy hiit6be tett tidit6ital h6mérsékletét a
300
T(t) = —5———[°C
®) 3t2+2t+10[ ]

fiiggvénnyel modellezziik, ahol ¢ a hiit6be helyezéstdl eltelt id6t jelenti 6raban.

a) Hatdrozzuk meg, hogy hany [°C]-os volt az iidit6ital, amikor betettiik a hii-
tébe?

b) Hany [°C]-os volt az iditGital egy 6ra elteltével?

¢) Mennyi a h6mérsékletvaltozas atlagos gyorsasdga az els6 két 6raban?

megoldas:

a) Mivel
300 ~ 300

= =—=30
3-02+2-0+10 10 ’

7(0)

ezért az uiditSital 30[°C]-os volt, amikor betettiik a hiitSbe.

b) Mivel
300 300

312421410 15

T(1) = 20,

ezért 20[°C]-os volt az uditGital egy o6ra elteltével.
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¢) A hémérsékletvaltozds dtlagos gyorsasdga az elsd két éraban

300 o
7(2) —T(0) _ 322422410 30 ~ 9,23 [C}

2—-0 2 h
1.10. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = a® — x fiiggvény derivaltjat az
xo = 1 helyen a differenciahdnyados fiiggvény hatarértékeként!
megoldas:

A differenciahdnyados fiiggvény = # 1 esetén

@)~ o) @t —2—0 _ a-(a2-1)
T — X z—1 z—1
z-(r—1)-(z+1)

2
= =z‘+zx
x—1 T

d(z) =

melynek hatdrértéke az o = 1 helyen

') = 1ﬂ(x2+x) =1+1=2.

1.11. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = ’
x —_—

az g # 1 helyen a differenciahdnyados fiiggvény hatarértékeként!

¥ = 1 fiiggvény derivaltjat

megoldds:
A differenciahdnyados fiiggvény
_r %
xr — xg T — xg (x — z0)(x —1)(zo — 1)
1

(1) (w0 - 1)

melynek hatdrértéke az zg helyen

! = lim — ! - 1
o) = wlﬁx() (x—1)(zo—1) (o —1)*

1.12. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 2 + 5z + 6 fiiggvény derivaltjit az
xo = 2 helyen a differenciahdnyados fiiggvény hatarértékeként!

megold4s:
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A differenciahdnyados fiiggvény
(=) f(x)— f(zg) 2?2+52x+6-20 22+5r—14
€Tr) = = = =
T — X T —2 T —2
7)) (zx—2
@D -y
x—2
melynek hatarértéke az x¢ = 2 helyen

f(zo) = man;O(x +7)=24+7=0.

Megjegyezziik, hogy az 22 + 5z — 14 polinomot szorzattd alakithatjuk dgy,
hogy meghatarozzuk annak gyokeit, ami jelen esetben z1 = —7 és x9 = 2, igy
a mdsodfoki polinom az? + bz + ¢ = a - (v — z1) - (x — 22) gyoktényezds
alakja szerint #2 + 5x — 14 = (x +7) - (x — 2) adédik. Ehelyett a 1épés helyett
elvégezhetjiik az (2% + 52 — 14)/(z — 2) polinomosztdst is:

(22 45x —14): (z —2) =2+ 7,

—(x2—2z)
Tr— 14
—(7x — 14)

0

amivel ugyanarra az eredményre jutunk.

1.13. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = 2° fiiggvény derivéltjat az zp = 1
helyen a differenciahdnyados fiiggvény hatdrértékeként!

megoldas:
A differenciahdnyados fiiggvény

d(x):f(x)—f(xo) :w3—1 _ (x—1)- (22 +z+1) _

T — X z—1 rz—1

— 2?4+ 1,
melynek hatarértéke az x¢ = 1 helyen

f’(aco):xli_gglo(xQ—l—:c+1):12+1—|—1:3.

Megjegyezziik, hogy az
a® — b = (a—b) - (a* + ab + b*)
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azonosség alkalmazasa helyett elvégezhetjiik az (22 —1) /(x—1) polinomosztast
is:

(3-1): (z—1) =2+ 241,

—(a* )
z—1
—(x—1)
0

amivel ugyanarra az eredményre jutunk.

1.14. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 22 fliggvényt!
a) Adjuk meg a binomiélis tétel felhasznéldséval az f(z + h) fliggvényértéket!

fx+h) - fz) y
h

b) Hatdrozzuk meg az

hanyadost, egyszersitsiik is a kapott
tortet!

defi-

¢) Hatdrozzuk meg az f(x) fuggvény derivaltjat a }llli% flo+ h})L — @)
nici6 felhasznéldsdval!
megoldés:
a) A binomialis tételt felhasznalva
f(x+h) = (z+h)> =2® + 32°h + 3zh> + B3.
b) Felhasznélva az el6bb kapott eredményt is

f(+h)— f(z) o+ 32%h+ 3zh?* + k% — 23
h 4 h
~ 32%h+3zh? + B h- (327 + 3zh + h?)
N h N h
= 32% + 3zh + b,

c) Az f figgvény deriviltja
fl@+h) = f(z)
h
1.15. Feladat. [25] Legyen K egy vallalat adott termékére vonatkozé koltség-
fuggvénye, amely fiiggvény megadja x egységnyi termék elballitasi koltségét:

K(z) =2* +42+20, 2 >0.

"(x) = li = lim (32® + 3zh + h?) = 32°.
f(x) lim hli)%(?)l‘ + 3xzh + h*) = 3z
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b)
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Hatdrozzuk meg a koltség atlagos valtozasi gyorsasdgat, mikdzben az el6al-
litott termékek mennyiségét 100 egységrol 102 egységre noveljiik!

Mennyi a koltség pillanatnyi valtozasi gyorsasaga (azaz a hatarkoltség) 100
egység termék esetén?

megoldés:

a)

b)

A koltségvaltozas dtlagos gyorsasdga a megfeleld differenciahdnyados
K(102) — K(100) 1022 4+ 4 - 102 + 20 — (100% + 4 - 100 + 20)
102—-100 2 ’

amit kiszdmolva 206 egység adddik.

A pillanatnyi valtoz4si gyorsasigot a differencidlhdnyados adja meg:
K(z) — K(100 2 442 + 20 — 10.420
K'(100) = lip Z@) = KU00) -, 27 Fde -
z—100 x — 100 z—100 x — 100
. a?+4x—10400 . (z—100) - (z + 104)
= lim = lim =
2—100 x — 100 z—100 xz — 100

= lim z+ 104 = 204,
z—100

ami azt jelenti, hogy ha a termelést 100-r6l 1 egységgel noveljiik, akkor az
eldallitasi koltség kozelitdleg 204 egységgel fog novekedni. Megjegyezziik,
hogy az

z? + 4z — 10.400

polinomot szorzattd alakithatjuk dgy, hogy megkeressiik a gyokeit, azaz
megoldjuk az z2 4 4z — 10.400 = 0 masodfoki egyenletet. A mésodfoki
egyenlet megolddképletének alkalmazdsaval azt kapjuk, hogy 1 = —104
és my = 100, igy az az? + bz + ¢ = a- (z — x1) - (v — ) felbontdst
alkalmazva
2% 4+ 42 — 10.400 = (z — 100) - (2 + 104)
adédik. Ezen 1épés helyett elvégezhetjiik az (22 + 42 — 10.400) /(z — 100)
polinomosztast is:
(22442 — 10.400) : (z — 100) = = + 104
—(22-100z)
1042 — 10.400
—(104z — 10.400)
0
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1.16. Feladat. [28] Tegyiik fol, hogy 8 < x < 30 darab radidtor eld4llitdsi
koltségéta K (z) = x> — 622+ 15z fiiggvény adja meg (€-ban), mig az x darab
radidtor eladdsdbol szarmazé bevételt az B(z) = x3 — 322 + 12 fiiggvény irja
le. Uzemiink naponta 10 darab radiatort 4llit el8.

a) Hatdrozzuk meg a hatdrkoltséget (azaz a K () koltségfiiggvény derivaltjat
az x = 10 helyen)!

b) Hatdrozzuk meg a hatdrbevételt (azaz a B(x) bevételi fiiggvény derivaltjat
az z = 10 helyen)!

megold4s:

a) A koltség valtozasi gyorsasagat a differencidlhdnyados adja meg:

K — K(1 3 _ 622+ 152 —
K'(10) = lim Z@®) = KA0) 27 =607 + 150 = 550 »
z—10 xz— 10 2—10 z—10
= lim (2% + 4z + 55) = 100 + 40 + 55 = 195.
x—10

A * 1épésben elvégeztiik a polinomosztast:

(23 —622 + 152 — 550) : (x — 10) = 22 + 4z + 55
—(23-102?)
422 4+ 152 — 550
—(42* — 40x)
552 — 550
— (552 — 50)
0

Tehat a hatarkoltség 195 €.
b) A hatarbevételi fiiggvény 2o = 10 helyen vett helyettesitési értéke a B(x)

fliggvény differencidlhanyados fiiggvényének az o = 10 helyen vett he-
lyettesitési értéke:

— 3 _ 9.2 _
B(10) = tim BE = BAO) _ 1y, o7 =307 4120 - 820 o
=10z —10 2—10 x—10
2 lim (2” + 7o +82) = 100 + 70 4 82 = 252.

rz—10
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A * 1épésben elvégeztiik a polinomosztast:
(23—32% + 122 — 820) : (z — 10) = 2% 4 7z + 82
—(2%~102?)
72?4 122 — 820
—(72% — 70x)
82z — 820
—(82z — 820)
0
Tehét a hatdrbevétel 252 €.

1.17. Feladat. [28] A kilovés utdn ¢ masodperccel egy rakéta 3t> méter magas-
sdgban van fiiggblegesen a foldfelszin felett. Mekkora a rakéta sebessége 10
madsodperccel a kilovés utan?

megoldds:

Az s(t) = 3t? fiiggvény differencidlhdanyadosat (derivaltjat) kell meghatdroz-
nunk a £y = 10 helyen. A differenciahdnyados fiiggvény
s(t) — s(to) _ s(t) —s(10)  3t*—300 3. (¢ —100)
t—ty  t—10  t—10 t—10
3. (t410) - (t — 10)
=10 3-(t+10)

Ennek hatérértéke a t; = 10 helyen

m
S

0(10) = 5/(10) = lim 3+ (¢ +10) = 60 [ ]

1.18. Feladat. [28] Egy robbands egy szikladarabot 49 [m/s] sebességgel repit
fel, pontosan fiigg6leges irdnyban. A k& s(t) = 49t — 4, 9t> méter magassdgba
emelkedik ¢ masodperc elteltével.

a) Milyen magasra emelkedik a szikladarab?

b) Mekkora a sebesség 78, 4 méter magassdgban, amikor a szikladarab felfelé
tart és amikor ugyanebben a magassdgban halad lefelé?

¢) Mekkora a gyorsulds?
d) A robbands utdn hany masodperccel ér tjra foldet a szikladarab?

e) Abrézoljuk kozos koordinita—rendszerben az s(t) fiiggvényt, valamint a se-
besség—id6 és a gyorsulds—idé fiiggvényeket!
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megoldés:

a)

b)

Hallgatdlagosan ¢ irdnyfelvétel van. A szikladarab akkor éri el a lehetd
legnagyobb magassdgot, amikor a sebessége 0. A sebesség-ido fiiggvény

49t — 4,92 — (49ty — 4, 9t2
v(to) = 8 (to) = lim 917 — (496 — 4,9%) _

t—to t— to
49 . _ _ (42 42
~ im 9-(t—to) —4,9-(t° —1t5) _
t—to t— to
— lim 49'(t—t0)—4,9-(t—t0) . (t-i—to) a
t—to t— 1o
. (t—to) - (49—4,9- (t+ o))
= lim =
t—to t—1p
= lm 49 — 4,9 - (t +to) = 49 — 9, 8t,,
t—to

igy v(tp) = 0 pontosan akkor, ha 49 — 9, 8¢y = 0, azaz ha ty = 5. Tehat a
robbands utdn 5 mésodperccel lesz legmagasabban a szikladarab, ekkor

5(5) =49 — 4,9 - 5% = 122, 5 [m]

magasan van.

A 78,4 méter magassaghoz tartozé sebesség kiszamitasdhoz el&szor kisza-
moljuk, melyek azok a ¢ id6pillanatok, amikor a szikladarab éppen 78,4
méter magassdgban van, vagyis amikor

s(t) = 49t — 4,9t* = 78,4,

amibdl azt kapjuk, hogy —4, 9t + 49t — 78,4 = 0. A masodfokd egyenlet
megoldasa

—49+ /492 —4-4,9-78,4  —49429,4
-9,8 - —-9,8

t12 =

igy t1 = 2, to = 8. Mivel az el6bb meghataroztuk, hogy a sebesség-id6
fiiggvény v(t) = 49 — 9, 8t, ezért

v(2) =49-9,8-2=29.4 v(8) =49 — 9,8 -8 = —29, 4.
A sebesség nagysaga mindkét id6pontban 29, 4 [m/s]. Mivel v(2) > 0, ezért

at = 2 iddpillanatban folfelé, v(8) < 0 miatt pedig a ¢ = 8 idopillanatban
lefelé mozog a szikladarab.
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c) A gyorsulds a sebesség véltozasi gyorsasdga, igy

49 — 9,8t — (49 — 9,8t
a(to) = v'(to) = lim 81— (499, 8%0) _

t—to t— to
—9.8-(t—t
== hm - ( 0) - _97 87
t—to t— to

igy a gyorsulds minden idpillanatban dllandé, —9, 8 [m/s?].
d) A szikladarab abban a ¢ idGpillanatban ér foldet, amikor s(t) = 0. Mivel
49t — 4,9t = 0 = t-(49 —4,9t) =0,
ezért t; = 0, illetve to = 10. A t = 0 id0pillanat a robbands id6pontja, a
szikladarab tehat 10 masodperc elteltével ér foldet.

e) Azs(t) =49t —4,9t%, av(t) = 49— 9,8t ésaz a(t) = —9, 8 fiiggvényeket

kell abrazolnunk:
120

100
80
60

¢
40

20 U(t)

0

-20

-40

1.19. Feladat. Legyen I egy rogzitett, nyilt intervallum! Bizonyitsuk be, hogy
ha f: I — R pdéros, differencialhaté fiiggvény, akkor a derivaltja paratlan!

megoldas:

Az f fuggvény paros, ezért f(—x) = f(x) minden z € I esetén. Mivel

) o f=2) = f(=r0) L f(@) = f(x0)
fi(—x0) = 7xlirgxo - = xllg:lo —(m — xo) =
~ i L@ =@
T—T0 r — X

igy f/ paratlan.
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1.20. Feladat. Legyen I egy rogzitett, nyilt intervallum! Bizonyitsuk be, hogy
ha f: I — R paratlan, differencialhat6 fiiggvény, akkor a derivéltja paros!

megoldas:

Az f figgvény pdratlan, ezért f(—x) = — f(x) minden z € I esetén. Mivel

Mgy = i LT = fwe) = f(@) 4 flao)
f ( 0) —901—>—9E0 —x + i) xl—mo —(a; — xo)
z—T —(z — o) z—T T — X

igy f' péros.

1.21. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f: R = R, f(z) = x|z + 1|+ |z + 1|
fliggvény differencidlhaté az xg = —1 helyen!
megoldas:

A bal oldali derivélt az xyp = —1 helyen

@)= fo) _ o f@) = f(-1)

/ T — —
1= (wo) = wlgcl;— T — o T——1— T+ 1
.o r(—x—-1)—x—-1-0
_:vlifrfll r+1 N
1) - (—z—1
= lim (z+1)- (o ): lim (—z—1)=0,
r——1 xr+1 z——1

a jobb oldali derivalt

- — f(-1
PR (O () B (O (e | O
T—z0+ T — X z——1+ z+1
. r-(z4+1)+2+1-0
lim =
z——1 x4+ 1
1 2
T U ) R VS L ST
z——-1 x+1 z——1
igy f'(z0) = fi(xo), azaz az xy = —1 helyen a bal oldali és jobb oldali
derivalt megegyezik, tehat a fiiggvény differencidlhaté az xyg = —1 helyen.

Megjegyezziik, hogy a fiiggvény minden x € R helyen differencidlhato.
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1.22. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

1
T -sin;, haz #0

0, haz =0

19

fiiggvény differencidlhaté az zo = 0 helyen! Hatdrozzuk meg az f’(0) értéket!

megoldas:

\
N\ | /
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A differenciahdnyados fiiggvény

1
z2.sin— —0
— 1
d(z) = f(x) = fxo) _ sl
T — X0 z—0 T

amelynek hatdrértéke az o = 0 helyen 0, ugyanis

1

0< x-sin‘:m- < |z| = 0.
T

1
sin —
z

Tehat a fiiggvény differencidlhat6 az xg = 0 helyen, és f'(0) = 0.
1.23. Feladat. Differenciédlhat6-e az
22, ha x raciondlis
flz) = ]
0, ha x irracionalis
fiiggvény az o = 0 helyen?
megoldas:

A differenciahdnyados fiiggvény az g = 0 helyen

9
-0
d(z) = M A a;_ 0 =z, ha z racionalis
=20 0, ha x irracionalis.

A differenciahdnyados fiiggvény hatarértéke az o = 0 helyen
lim d(x) =0,

z—0
igy f differencidlhaté az g = 0 helyen és f/(0) =0
1.24. Feladat. Differenciédlhat6-e az

f(@) x, ha x racionalis
x) = . T
0, ha x irracionalis

fiiggvény az o = 0 helyen?
megoldas:

A differenciahdnyados fiiggvény az x¢ = 0 helyen

x—0
d(x):f(ﬂf)—f(xo): o= b

L —=Zo 0, ha z irraciondlis,

ha x racionalis
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ezért nem létezik a differenciahdnyados fiiggvény hatarértéke az o = 0 helyen,
tehat f nem differencidlhat6 az o = 0 helyen.
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2. A differencialhatésag és a folytonossag kozotti kapcesolat

2.1. Feladat. Az f: R — R, f(z) = /x fiiggvény folytonos. Mutassuk meg,
hogy az z(y = 0 helyen mégsem differencialhatd!

megoldas:

Az f fuggvény differenciahdnyados fiiggvénye az xg = 0 helyen

Yz — /0 1
dwy = 2=V L
z—0 2
Mivel
li 1 é li 1
im — = im — =
20— 12 o S z—0+ \3/1'2 o0

Ezért 1étezik ugyan a differenciahdnyados hatdrértéke az xy = 0 helyen, de
nem véges.

2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f: R — R, f(z) = /|z + 2| fiigg-
vény értelmezési tartomanyanak minden pontjdban folytonos! Hatdrozzuk meg
azokat a helyeket, amelyekben a fiiggvény nem differencialhatd!

megoldas:

Az x — |z| és az x — +/x fiiggvények folytonosak, tovabba folytonos fiiggvé-
nyek kompozicidja is folytonos, igy az f fiiggvény folytonos. Mivel

(@) vr+2,hax > -2
xTr) =
vV—xr—2, har < =2,
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ezért egyedill az xyp = —2 helyen lehet ,,probléma” a differencidlhatésaggal,
igy frjuk fel az xyp = —2 helyen a differenciahdnyados fiiggvényt:
f(z) = f(wo) |z 42|

d(z) = T — Zg - T+ 2

Ennek a bal oldali hatarértéke

z——2— T+ 2 - xilef T+ 2 -
\/ — 2
= — lim 7@4_):— 1 = —00
a——2- —(x+2) e==2— \/—(x + 2)

A jobb oldali hatarérték

+ 2| x4+ 2 1

F3(wo) sy w42 oo bt T+2 | eooby D)

Azt kaptuk tehdt, hogy f’ (zo) # fi(xo), igy az zg = —2 helyen f nem

differencialhato.

2.3. Feladat. Abrédzoljuk az f: R — R, f(z) = ||z — 5| — 3] fiiggvényt!
Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény folytonos, tovabba allapitsuk meg, hogy
értelmezési tartomanydnak mely pontjaiban nem differencidlhatd!
megoldds:
Mivel
z—95, hazx>5
—r+5, haz<5h
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ezért

r—8|, hax>5
flay=4 "8 .
| —z+2, haz<5

Ez alapjan a fliggvény grafikonja:

-2

Tehdt az x¢g = 2; 5; 8 pontokban lehet ,,probléma” a differencidlhatdsdggal, igy
ezeken a helyeken ellenérizziik a differencidlhatésdagot. Mivel az xg = 2 helyen
a bal oldali derivélt

@)= £@) _ . l—e+5-3] _

/ 1 b
f7(2) - xliglf r—2 T—2— r—2
— 2 — 2
= TRy, T2
r—=2— T — 2 r—=2— T — 2
a jobb oldali derivélt pedig
— f(2 — 5—3
T—2+ xr—2 T2+ x—2
— 2 -2
T ksl BT b
T2+ T — 2 =2+ x — 2

ezért f' (2) # f = (2), igy f nem differencidlhat6 az x, = 2 helyen. Hason-
l6an mutathaté meg, hogy az g = 5, illetve az xg = 8 helyen sem differen-
cidlhat6 a fiiggvény.

2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f: R — R,
1

x-sin—, haz#0
x

0, haxz =0

fz) =

figgvény az o = 0 helyen folytonos, de nem differencidlhato!

megoldas:
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A fiiggvény folytonos az g = 0 pontban, mert ott 1étezik a hatarértéke, és az
0, ugyanis

0<

: 1’
x-sin—| = |z|-
x

1
sin‘ < |z| = 0.
x

A differenciahdnyados fiiggvény

1
z-sin——20
- 1
d(z) = f(x) = fwo) _ z —sin
T — X9 z—0 T
aminek nem létezik az g = 0 helyen hatdrértéke, mert példaul az ﬁ és az

m nullsorozatokat véve azt kapjuk, hogy

=1.

1

n—o00 n—o00 _—
@2n+3)7

1
lim sin( T ) =0 illetve lim sin

2nm

Tehét a fiiggvény nem differencidlhaté az zo = 0 helyen. A feladatban szerepld
fliggvény grafikonjat az aldbbi dbra szemlélteti:

2.5. Feladat. Differencialhato-e az

z2+1, haz<1
flx) =
2r —3, hazxz>1

fliggvény az xg = 1 helyen?
megoldas:

Mivel

lim f(x) =2 valamint lim f(z)=—1,
rz—1— z—14
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igy wlgg flx) # mlg]la+ f(x), tehédt a fiiggvény nem folytonos az xg = 1

helyen, igy ott nem is differenciélhat6.

25

2

0.5

25 2 -15 -1 05 [0 05 1 A5 2 25 3 35 4
0.5
-1

2.6. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

x2, hax <1
ar+1—a, hazx>1

fz) =

figgvény folytonos! Hatirozzuk meg az a paraméter értékét igy, hogy f dif-
ferencidlhat6 legyen az x¢ = 1 helyen!

megoldds:
Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az 1 helyen:
lim f(z)=1%=1,

r—1—

az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az 1 helyen:
lim f(z)=a-14+1—-a=1,

z—14+

tovabbd f(1) = 1. Azt kaptuk tehét, hogy
lim f(x) = lim f(z) = £(1),

r—1— r—1+4

igy f folytonos. A bal oldali derivélt f/ (x) = 2x, amelynek az xy = 1 helyen
a helyettesitési értéke f7 (1) =2 -1 = 2. A jobb oldali derivlt
(z—-1)

— f(1 l—a-1
Fo@) = tim A& artlzal g acle- D)
x—1+ r—1 x—1 r—1 =1 x—1
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A bal oldali és jobb oldali derivédltnak egybe kell esnie ahhoz, hogy a fiiggvény
differencidlhat6 legyen, igy a = 2 addédik.
2.7. Feladat. Hatdrozzuk meg az m és b val6s paraméter értékét gy, hogy az

f(a:):{x3’ hazx <1

mx + b, hazxz >1
fliggvény differencidlhaté legyen az ¢ = 1 helyen!
megoldas:

A fiiggvény bal oldali derivéltja

R (€ h A G20 I el S
f_(x())_xl_lgl_ T — T _a:ligl— r—1
—1)- 2 1
= lim (z ) (2% 4+ 2+ )zlim ($2+x+1):37
r—1— x—1 el
jobb oldali derivaltja
_ b ;
f;(wo)z lim M: lim mx + (m + ):
(z—1
— lim M:m'

z—1+ r—1

Egy fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté az xg helyen, ha ott a bal oldali
és jobb oldali derivéltja megegyezik, ezért m = 3. A differencidlhatésaghoz
sziikséges az adott pontbeli folytonossag, amihez sziikséges az adott pontban a
bal oldali és jobb oldali hatarérték egyenlsége. gy a

li = i = 1l=m-1+0.
A ) = I, J(0) mett
Az m értékét mar ismerjiik. Azt behelyettesitve b = —2 adédik. Ezzel megha-
taroztuk a kérdezett paraméterek értékét.
2.8. Feladat. Az a és b paraméterek mely értéke esetén lesz az

ax + b, haz < —1

/ (:U ) = 3

ax® + x + 2b, haz > —1
fiiggvény mindeniitt differencidlhat6?
megolds:

Egyediil az g = —1 helyen lehet probléma a differencidlhatésdggal. Ezen
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a helyen sziikségképpen folytonosnak kell lennie a fliggvénynek, amihez tel-
jesiilni kell a

lim f(z)= lim f(x)

rz——1— r——1+4
egyenléségnek. Ez jelen esetben az
a- (1) +b=a-(—1)3+(-1)+2b

egyenletet jelenti, amibdl b = 1 addédik. A differencidlhatésdghoz a bal oldali
és jobb oldali derivédltaknak egybe kell esni. A bal oldali derivalt
- f(-1 b—(— b
F-1)= lim T@ZSED_ gy, eetb-(zatd)
z——1— r+1 T——1— x+1
: 1
= lim &V TY (z+1) =a,
z——1- x+1

a jobb oldali derivalt

f(z)— f(=1) lim ar® +r4+a+1 _

"(=1) = i —_— =
f+(=1) a:—>H—nl+ z+1 z——1+ rz+1
a4+l
- hm =
z——14 z+1
. a-(z+1)-(2®>—z+1)+zx+1
= 1 =
T——1+ z+1
_ (z4+1)-(a-(@* —z+1)+1)
= lim =
z——1+ z+1
= lim a-(2* -2 +1)+1=3a+1.
rz——1+4+

Igy teljesiilnie kell a 3a + 1 = a egyenletnek, amib6l a = —% adodik.
2.9. Feladat. % Az m és b paraméterek mely értéke mellett lesz az

sin x, haz <7
flx) =
max + b, hax >

figgvény differencidlhaté az x¢y = 7 helyen!
megoldas:

A differencidlhatésagnak sziikséges feltétele a folytonossdg. Ehhez az g = 7w
helyen meg kell egyeznie a fiiggvény bal oldali és jobb oldali hatarértékének.
A bal oldali hatarérték

lim f(z) =sinm =0,
T—T—
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a jobb oldali hatérérték
lim f(z)=m-m+0.

T—T+
Tehat teljesiilni kell az
m-m+b=0

egyenletnek. Mésrészt ahhoz, hogy a fliggvény differencidlhaté legyen, a bal
oldali és jobb oldali derivéltjdnak meg kell egyeznie az xo = 7 helyen. A bal
oldali derivalt

(o) = fim T@ = SG0) oy sinz—sinr s
- e r — o == Tr—Tm Caom—rx—T
S in (e
T—T— xr — T
S ) e )
T—mT— xr—T
gy SIm(F5T) - cos (%57) Feos (557) -sin (%57)
T—T— T — T
sin (”T”) cos( 3 )+cos (x;r”) sm(”ﬂz“) -
B r—7 -
gy ST eon (557) eos (57) oin (357)
T—mT— €T — T
oy 2osin(ff) cos (%) o osin (%)1;208 (%*) _
T—T— Tr — T T—T— =
e sin (557 s+
—ml_lg_l_v,c;T'COS< 5 )_
r—T
sz( ) - lim cos <$+7T> =cosm = —1.
SC—HT— T—HT— 2
A jobb oldali derlvalt
/ . fle)—=f(xo) . mz+b—(mm+b)
f+($0) — $1_1)1713+ 13—71‘0 = I1_1>I7Irl+ P =
. m(x—m)
= lim —% =m.

=T+ T — T
Mivel f’ (z0) = f’ (x0) egyenlSségnek teljesiilnie kell a differencidlhatésag-
hoz, ezért m = —1 adédik. Masrészt a folytonossagbdl adédéan az m-w+b = 0
egyenletnek is fenn kell 4llnia, amibdl kévetkezik, hogy b = .
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3. Derivalasi szabalyok

3.1. Feladat. Deriviljuk az f(x) = 223 + 322 — 1 fiiggvényt!
megoldis:

Felhasznalva, hogy 0sszeget tagonként derivalhatunk, tovabba, hogy fiiggvény
szamszorosanak derivaltja a derivalt szdmszorosa (azaz a szamszorzo differen-
cialaskor valtozatlan marad)

(@) = (22%) + (32%) 1 =2 (&%) +3- (%) —1' =
=2-322 4322 — 0 = 6% + 6.

3.2. Feladat. Derivéljuk az f(x) = =7 + 822 — 3 fiiggvényt!
megoldis:
Felhasznalva az 6sszeaddsra, illetve konstansszorzéra vonatkozé derivalasi sza-
balyokat

fl(x) = (") + (822) — 3’ = 725 + 162
3.3. Feladat. Deriviljuk az f(x) = 527 + 622 + 7 fiiggvényt!
megoldés:
Osszeget tagonként derivilva

f(z) = 352% + 12.

1 1
3.4. Feladat. Derivdljuk az f(z) = x + — + —; fliggvényt!
X X

megoldas:
Felhaszndlva, hogy 1 = 27!, tovdbbd, hogy -5 = x72, majd az dsszeget
tagonként derivalva
_ _ 1 2
f/(x)zl—x 2—2[E 3:1—9—5

3.5. Feladat. Derivéljuk az f(x) = 2% + /= + ¥z fliggvényt!

megoldds:

Az = :c%, illetve a /x = 23 azonossdgok felhaszndldsa utdn az dsszeget
tagonként derivdlva azt kapjuk, hogy
1 1 1 _2
/ et —r 2 —1 3 =
f(x)—2x+2az 2+39: 3 29:+2'\/5+3' TR
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3.6. Feladat. Derivdljuk az f(x) = 3sinx + 5 cosx + 2 sh z fiiggvényt!
megoldas:

Felhasznalva az 0sszeadasra, illetve konstansszorzéra vonatkozo derivalasi sza-
balyokat
f'(z) =3cosxz — 5sinx + 2chz.

3.7. Feladat. Derivdljuk az f(x) = 5% — log, x figgvényt!
megoldas:

Felhaszndlva a kiilonbség fiiggvényre vonatkoz6 derivaldsi szabdlyt:

'(2) = 5% -In5 — .
fi(z)=5%-1nb5 i

3.8. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 3% - log, « fiiggvényt!
megold4s:

A szorzat derivalasi szabalyat felhasznédlva
€T

() =3%-1In3-logyx + 3" - Pt

=3%-1In3-logyx +

x-In2
3.9. Feladat. Derivdljuk az f(x) = x - In z fiiggvényt!

megold4s:
Felhasznalva a szorzdsra vonatkozé derivélasi szabalyt

fl(z)=2" -Inz+z- (Inzx) :ln:n—i—x-i:lnx—i—l.
3.10. Feladat. Derivdljuk az f(x) = 4% - lg x fuggvényt!
megoldas:
A szorzat derivalési szabdlya szerint

fl(x) =4" -In4-lgz + 4"

z-In10°
T

3.11. Feladat. Derivdljuk az f(z) =

fliggvényt!
logs

megoldas:
Felhaszndlva a hdnyados fliggvényre vonatkoz6 derivélési szabdlyt

f/<3:') _ (2$)/ . loggm —27. (logg ]j)/ _ 2Z . 1n2 - 1Og3l' 9T, 1 ]

z-ln 3

log3 « log3 «
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T

3.12. Feladat. Derivéljuk az f(z) = fiiggvényt!

sinx
megoldds:
Felhaszndlva a hanyados fiiggvényre vonatkoz6 derivalasi szabalyt

() = (e”)'-sinx —e”-(sinz)’  e”-sinz —e”-cosx
= 2 = 2 :

sin“ x sin“ x

3.13. Feladat. Deriviéljuk az f(x) = e” - (sinz + cos x) fiiggvényt!
megoldas:

Ha u(x) = €® és v(x) = sinx + cosx, akkor a szorzat derivdldsi szabdlya
szerint f'(z) = u/(x) - v(x) + u(x) - v'(x). Ezt felhaszndlva

f'(z) =¢" - (sinz + cosx) + e” - (cosz — sinx) = 2coswe”.
o 2 +sinw
3.14. Feladat. Derivdljuk az f(x) = ——— fiiggvényt!
CoS T
megoldas:

Hényadost tgy derivalunk, hogy a szdmlél6 derivaltjdt megszorozzuk a neve-

z6vel, ebbdl levonjuk a szamlalonak a nevezd derivaltjaval valé szorzatat, majd

az igy kapott kiilonbséget elosztjuk a nevez6 négyzetével. Ezt felhasznalva
(22 + cosz) - cosz — (22 +sinx) - (—sinx)

fl(z) = :

cos? x

Felbontva a zérGjeleket, és felhasznalva a sin? z + cos® z = 1 trigonometrikus
azonossagot

_ 14 2zcosz + z2sinz

fi(a) =

cos2 x

sinx

3.15. Feladat. Derivéljuk az f(x) = it a?
T+

fliggvényt!
megoldas:

1 . P L L14
Felhaszndlva a \/x = x2 azonossdgot, majd alkalmazva a hdnyados derivalasi
szabdlyét

cosz - (v/x + 2%) — sinz - (%m_% + 21:)
(Vo + x2)?

fi(x) =
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2 7
3.16. Feladat. Derivéljuk az f(z) = % fiiggvényt!
x
megold4s:

1 . 3 2140
Felhaszndlva a /2 = x7 azonosségot, majd alkalmazva a hdnyados derivélasi
szabalyét

(235 - %x_g) ca? — (2 + {/z) - 327

76

() =

243zx-1
3.17. Feladat. Derivéljuk az f(z) = Heif filggvényt,

megoldas:

Felhaszndlva a hanyados fiiggvény derivalasi szabalyat

NN Tt it et VR o
fa) = = _

(22 +3)-e® —(22 +3x —1)-€®
e2x

A szamlaléban e®-et kiemelve, majd elvégezve az egyszer{isitést

() = (235—#3)-e’”—gj—ki’m—1)‘em _

e -2r+3—-22-3z+1) 4-—z—2°

e2x er
3.18. Feladat. Derivéljuk az f(z) = (2 + 7z + 2) - sin x fiiggvényt!
megoldas:
Felhasznalva a szorzat fiiggvény derivéldsi szabélyat
fl(x)=(2®>+7x+2) sinz + (22 + 7 +2) - (sinz) =
= (2¢+7) -sinz + (2% + Tz + 2) - cos .

T -sinx
3:E

3.19. Feladat. Derivdljuk az f(x) = fiiggvényt!

megold4s:
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Felhaszndlva a hdnyados fliggvény és szorzat fliggvény derivalasi szabdlyét
(x-sinz) - 3% —x-sinz - (3%)
(sinx 4+ x-cosz) 3" —x-sinx-3%-1n3
32z '

3.20. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 2% - sinx - 5% fiiggvényt!
megold4s:
Ha u(z), v(x) és w(x) differencidlhat6 fiiggvények, akkor
(u(z)v(fn)w(x))/ =/ (z)v(z)w(z)+ulz) v () wx)+u(z)v(z)w ().
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

f'(x) = (2% -sinz - 5% + 2% - (sinz) - 5° + 22 - sinx - (5%) =

=2z -sinz -5 + 22 - cosz - 5% + 2 - sinz - 5°In 5.

3.21. Feladat. Derivéljuk az f(z) = In(sin z) fiiggvényt!

megoldds: A kiils6 fliggvény az Inx, a belsd fiiggvény a sinz. Elészor de-

rivaljuk a kiils6 fiiggvényt, amire % adddik, majd abba ,beirjuk” az eredeti

bels6 fliggvényt, végiil a kapott eredményt szorozzuk a belsé fiiggvény de-
rivéaltjaval:

1
f(x) = - (sinz) = -cosx = ctg x.

sinx sinx
3.22. Feladat. Derivéljuk az f(r) = In(2? + 5z — 1) fiiggvényt!

megoldds: A kiils6 fiiggvény az In x, a belsé fiiggvény 22 + 52 — 1. Elészor
derivaljuk a kiilsé fiiggvényt, amire % adédik, majd abba ,,beirjuk” az ere-
deti belsd fiiggvényt, végiil a kapott eredményt szorozzuk a belsd fiiggvény
derivaltjaval:

1 2045
!/ — S 2 5 = -
fz) 22+ 5 —1 a:2—|—5x—1(aj+)
3.23. Feladat. Derivéljuk az f(x) = e’ figgvényt!

(22 +5z—1) =

megoldas:

A Kkiils6 fiiggvény az e”, a belsé fiiggvény az 2. A kiils6 fiiggvény derivaltja
e®, ebbe ,beirjuk” az eredeti belsé fiiggvényt, végiil a kapott eredményt szo-
rozzuk a belsd fiiggvény derivaltjaval:

f(z) = e” . 2.
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3.24. Feladat. Deriviljuk az f(z) = (3z + 20)'% fiiggvényt!
megoldas:

A kiilsé fiiggvény az 2'%°, a belsé fiiggvény 3z + 20. A kiilsS fiiggvény de-
rivaltja 100 - 279, Ebbe ,befrjuk” az eredeti belsS fiiggvényt, végiil a kapott
eredményt szorozzuk a bels6 fiiggvény derivaltjaval:

f(z) =100 - (3z + 20)*% - (32 + 20)’ = 100 - (3z +20)*? - 3 =
=300 - (3z + 20)%.
3.25. Feladat. Deriviljuk az f(x) = v/z2 + 12 fiiggvényt!
megold4s:

Felhasznalva, hogy v/22 + 12 = (22 + 12)%, a kiils6 fuggvény 23, a belss
fiiggvény 22 + 12. A kiils§ fiiggvény derivdltja 123, igy

1
fl@)=5 (@ +12)75 - (2 +12) =
1 1 2z
:g‘ﬁaxz 3/( 12 2
(2 +12)3 3 V(2?2 +12)

3.26. Feladat. Derivdljuk az f(x) = In(z - sin x) fuiggvényt!
megoldas:

Kiils6 fiiggvény az In x, bels6 fiiggvény az x-sin x A kiils6 fiiggvény derivaltja

%, amibe ,,beirva” az eredeti belsé fiiggvényt: adddik. A belso fliggvény

derivéltja sin x + x - cos x, igy
fi() =

3.27. Feladat. Derivdljuk az f(z) = sin (S22

IE sin x

sinx +x-cosx
T -sinx ’

) fliggvényt!

Ccos T

megoldas:

Kiils6 fiiggvény a sin x, belsd fliggvény a ==. A kiils6 fiiggvény derivaltja
cos x, amibe ,,beirva” az eredeti belsé fuggvenyt. cos (522-). A belsd fiiggvény

cosxT

st e BCOsz43xsing ¢
derivéltja ===_=57=25, igy
, 3z 3cosx + 3rsinx
f(x) = cos : 5 .
cos T cos“ T

3.28. Feladat. Derivéljuk az f(r) = tg(z? + z) fliggvényt!
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megoldés:

Kiilsé fiiggvény a tg x, belsd fiiggvény az x2 + x. A kiilsé fiiggvény deriviltja
@, amibe ,,beirva” az eredeti belsd fiiggvényt: A belso fiiggvény

derivéltja 2z + 1, igy

1
cos?(z?+z) "

1 2 +1
(@)= —so—— (2w 4 1) = —
Fz) cos?(x? + x) (22 +1) cos?(z? + x)
3.29. Feladat. Derivéljuk az f(x) = €57 fiiggvényt!
megoldas:

Kiils6 fiiggvény az e”, belsd fliggvény a sin x. A kiilsd fliggvény deriviltja e,
amibe ,,befrva” az eredeti belsd fiiggvényt: €S, A bels6 fiiggvény derivaltja
cos x, igy

f'(x) = ™% . cos .

3.30. Feladat. Derivaljuk az f(z) = e*" 374 fiiggvényt!
megoldés:
Kiilsé fiiggvény az €7, belsé fiiggvény az 22 + 3z — 4. A kiilsé fiiggvény

derivéaltja e®, amibe ,,befrva” az eredeti bels6 fiiggvényt: e 34 A belss
fiiggvény derivaltja 2x + 3, igy

f/(x) 4 e];2+3$—4 . (2.%' + 3)
3.31. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 2% fiiggvényt!
megoldis:

Kiils6 fiiggvény a 2%, belso fiiggvény a sin x. A kiilsé fiiggvény derivaltja 2% -
In 2, amibe ,,befrva” az eredeti belsd fiiggvényt: 25" . In 2. A belsé fiiggvény
derivaltja cos z, igy

f'(z) =257 . In2 . cos x.

3.32. Feladat. Derivaljuk az f(z) = v + 122 — 3 fiiggvényt!

megoldas:

Felhaszndlva, hogy /x = m%, a kiilso fiiggvény az x%, belsé fiiggvény az
22 + 122 — 3. A KkiilsS fiiggvény derivaltja %w_%, amibe ,,befrva” az eredeti
belsé fiiggvényt: %(xQ + 12z — 3)_%. A belsd fiiggvény derivaltja 2z + 12, igy
z+6

1 1
()= (2> 4+ 120 —-3)"2 - (22 +12) = ————
@) = 5 RRCERC EELAs
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3.33. Feladat. Derivéljuk az f(z) = cos(sin z) figgvényt!
megoldas:

Kiils6 fiiggvény a cos x, belsd fiiggvény a sinz. A kiilsé fiiggvény derivaltja
— sin z, amibe ,,beirva” az eredeti belsd fiiggvényt: — sin(sin z). A belss fiigg-
vény derivaltja cos x, igy

f'(z) = —sin(sinx) - cos z.

3.34. Feladat. Derivéljuk az f(z) = sin(2") fuggvényt!
megoldds:

Kiils6 fliggvény a sinz, belsd fiiggvény a 2*. A kiils6 fiiggvény derivaltja
cos z, amibe ,,beirva” az eredeti bels6 fiiggvényt: cos(2%). A belss fiiggvény
derivéltja 2 - In 2, igy

f'(z) = cos(2%) - 27 - In 2.

3.35. Feladat. Derivéljuk az f(z) = z - cos(z? + 3z + 1) fiiggvényt!
megold4s:
A szorzat és Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat hasznalva

f'(z) = cos(z® + 3z + 1) — z - sin(z? + 3z + 1) - (2z + 3).
+1
+ 2

3.36. Feladat. Derivéljuk az f(z) = (22 + 22) - In i filggvényt!
megold4s:

A szorzat, az 6sszetett fiiggvény és a hanyados derivalasi szabalyat hasznélva

f’(x):(2x+2)-lnii;+(ﬂf2+2x)’iii.x+(i:1(;2+1) -
:(2$+2)-lnii;+($2+2x)~(w+l)l(x+2):
:(2$+2)'1nii;+m2$i;m2i2:
= (2x +2) 'hlii; (x j-(f)—(i_j—i)- 2) B
:(2w+2)'lniii+xil'
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o 22 +1
3.37. Feladat. Derivdljuk az f(x) = x - arctg

> fliggvényt!
megoldis:
A szorzat, a hanyados és az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat hasznélva

22+ 1 1

1
e (57)

(xQ + 1) 422
= arctg +

Lr =

7'(z) = actg (

2 x4+ 222+ 5

3.38. Feladat. Derivéljuk az f(z) = tg(e?*) fiiggvényt!
megoldis:

2x

Kiilsé fiiggvény a tgz, belsd fliggvény az e“*. A kiils6 fiiggvény derivaltja

. , 9 . P 2 . 1 P 2
—-Z5» amibe ,beirva” az eredeti belsd fiiggvényt: o (T A belso fiiggvény
szintén Osszetett, a kiilsd fiiggvény e”, a belsd fliggvény 2z, az Osszetett fiigg-

vény derivaldsi szabélya szerint (e2%)" = 2e2?, fgy

1
cos?(e2x)

1 0w 2%
cos?(e2x)  cos?(e2r)’

HOE () =

3.39. Feladat. Deriviljuk az f(z) = In (In(2z)) fiiggvényt!
megoldas:
Az dsszetett fliggvény derivéldsi szabdlyat felhaszndlva

1 1 1

f@) = In(2z) 2z 2= z-In(2z)

3.40. Feladat. Derivéljuk az f(x) = sinz® + sin® z + sin(5z) fiiggvényt!
megoldés:
Az Osszetett fliggvény és az 6sszeg fiiggvény derivaldsi szabalyat felhasznalva

f'(x) = 5z - cosa® + 5sint x - cosz 4 5 - cos(5z).

3.41. Feladat. Derivaljuk az f(z) = \/sin(x?) fiiggvényt!

megoldas:
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Felhasznalva, hogy Vsin 22 = (sin22)2, az sszetett fiiggvény derivalasi sza-
balya szerint

T

Vsin 22 - cos 22

3.42. Feladat. Derivéljuk az f(z) = sin ( cos (sin x)) fiiggvényt!

1
f(z) = §(sinx2)*% cosz? - 2r =

megoldas:
Az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyét felhaszndlva

f'(z) = cos (cos (sin x)) - (= sin(sinz)) - cos z.
3.43. Feladat. Derivaljuk az f(z) = In (z* + sin(z?)) fiiggvényt!
megoldis:

Az Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat felhasznalva

fw) = ——

x? + sin(a?)

22 + 21 - cos(x?)
(22 + 2z - cos(:z:Q)) =20 sin(z2)

3.44. Feladat. Deriviljuk az f(z) = 25(%) fiiggvényt!

megoldés:

Az dsszetett fliggvény derivalasi szabalyét felhaszndlva
f(z) = 2 1n 2. 2 cos(2z).

3.45. Feladat. Derivaljuk az f(x) = \/x + \/z fiiggvényt!

megoldés:

N|=

Felhaszndlva, hogy \/x = x

1 1
J@)= S+ NORE (1 + Qx—é> .
§
3.46. Feladat. Derivaljuk az f(z) = " fiiggvényt!
Sin x

megold4s:

A hanyados és a szorzat fiiggvény differencidlasi szabalyat alkalmazva

fl(a) =

(Inz+1)-sinz —x-lnx-cosz

sin?
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: 02 : 2
3.47. Feladat. Deriviljuk az f(z) = 0" +3sm(3’ ) figavényt
X

megoldés:
A hanyados és az dsszetett fiiggvény differencidldsi szabdlyat alkalmazva

(2sinz cosz + 2z cos(x?)) - 23 — (sin? z + sin(z?)) - 322

6

() =
3.48. Feladat. Derivaljuk az f(z) = sin(3x) - sin(bz) figgvényt!
megoldas:

A szorzat és Osszetett fliggvény differencidlési szabdlydt alkalmazva

f'(z) = 3cos(3x) sin(5z) + 5sin(3z) cos(5x).
3.49. Feladat. Deriviljuk az f(z) = (2x 4 1)? - sin(z*) fiiggvényt!
megoldis:

A szorzat és Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazzuk. Vezessiik be
az u(z) = (2z + 1)3 és v(x) = sin(z?) fiiggvényeket! Ekkor egyrészt

W(r)=3-2c+1)2-2=6-(2z+1)%,

masrészt

v (x) = cos(x?) - 42,

Mivel (u-v) =u' v+ u-v/, ezért
fl(z) =6 (22 + 1) -sin(z?) + (22 + 1)3 - 423 - cos(z?).

2
3.50. Feladat. Derivéljuk az f(z) = % filggvényt!
megoldis:

A hanyados és a szorzat fiiggvény differencidlasi szabalyat alkalmazva

, (22 -sinz + 22 - cosx) - €® —2% - sinx - €7
') = .
8
3.51. Feladat. Deriviéljuk az f(x) = 372\/:;37 fiiggvényt!

megoldas:
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Felhasznaljuk, hogy &/x = T

1
“a7s 22 sing — V- (22 - sinz + 2% - cos z)

fllz)=2

3.52. Feladat. Derivéljuk az f(x) = 2°™ + (47)5" fiiggvényt!

(22 - sinx)?

megoldas:

Az Osszetett fliggvény derivélési szabdélya szerint
f'(x) = 3m - 23 4 (47)° - In(4n) - 5.

(23 + ) - e”

3.53. Feladat. Derivéljuk az f(z) = ,
gx

fliggvényt!

megoldés:

A héanyados fliggvény derivélasi szabalyat alkalmazzuk, figyelve arra, hogy a
szamlalo két fliggvény szorzata, igy ott a szorzat fliggvény derivalasi szabdlyat
hasznéljuk:

(8224 1) -e*+(z3 4+ z)-€") - tgr — (23 + ) - ¥ -2

/ _ ‘cos?z
() = =

Elvégezve az dsszevondst

3
COS“ X

f/($) = thI,

sin(y/z) + V/sin

? fi ggvényt!

3.54. Feladat. Derivéljuk az f(z) = o7

megoldds:

Legyen u(z) = sin(y/z), v(z) = Vsinz = (sin x)% és w(x) = e**. Ekkor

1 1 cos(y/x)
/ et . — 2 =
o' (x) = cos(v/x) 5% N
masrészt
V'(z) = =(sinz) "% - cosx = —s ,
(@) ( ) 2v/sinx
tovabba
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A hanyados fiiggvény derivaldsi szabdlya szerint
_ (@) -o(z) —u(z) - v'(x) _

f,(ZL‘) - UQ(ZL') -

(:028(\/\/;?) - —(sin(y/z) + Vsinz) e** -2

edx

o Brr-1_
3.55. Feladat. Deriviljuk az f(x) =  _tar fiiggvényt!
megoldés:

A hanyados és Osszetett fliggvény derivaldsi szabélya szerint

(322 +1) - (e —tgz) — (¢ + o —1) - (e7(-1) — o)
(67" —tgx)? '

fi(a) =

3.56. Feladat. Deriviljuk az f(z) = 22 + arcsin(2z) fiiggvényt!
megoldas:

Az dsszetett fliggvény derivdlasi szabdlya szerint

1
() =22In2 - 24 —-—— . 2.
f(@) EmE
7
— t
3.57. Feladat. Derivéljuk az f(z) = ©——2 1+ 28T oo vényt!
e +Inx

megoldis:

A hanyados fiiggvény differencidldsi szabélya szerint

F(z) (7336—14- L )~(ex—|—lnx)—(x7—ac+arctgx)-(ex—i—%)
x) = )

e
(e”c—i—lnac)2

3.58. Feladat. Derivéljuk az f(z) = a7 fiiggvényt!

1. megoldas:

Ina

Az a = ™ azonossag felhaszndlasaval azt kapjuk, hogy

x

f(x) = 2% = elnx — ex-lnx.
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Az étalakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivélsi szabdlyat alkalmazva

fl(z) = e¥ne. <lnx +x- 1> =z" - (Inz+1).

x
2. megoldis:

Vegyiik az f(x) = z” egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat:
In (f(z)) = na®
amibdl
In(f(z)) =z-Inz.
Mindkét oldalt differencidlva az x véaltozo szerint

1 ! = nNnx
mj(x)_l +1.

Végigszorozva f(x)-el, kapjuk a megoldést
f(z)=f(z)-(nz+1)=2" (Inx + 1).
3.59. Feladat. Deriviljuk az f(r) = 2% fiiggvényt!

1. megoldas:

In

Az a = e™? azonossag felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

sin

f(l‘) - xsinx h elngc — esinx-lnx‘

Az 4talakitds sordn alkalmaztuk az Ina® = bln a logaritmus azonossigot. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva

in z- . 1 ; sin
f(x) —651”1”-<cosx-lnx+smx- =" (cosx-Inz + .
x x

2. megoldas:

sin x

Vegyiik az f(z) = x egyenlet mindkét oldalanak a logaritmusat:

In (f(z)) = In 2510

amibdl
In (f(z)) =sinz - Inz.
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Mindkét oldalt differencidlva az x valtozoé szerint

1 .
—— - f'(x) =cosz-Inx + SInE

f(x) x
Végigszorozva f(x)-el, kapjuk a megolddst

f(z) = f(z)- (COS:B ‘Inz + smw) = gSine. (cosx ‘Inx + sn;w) .

X

3.60. Feladat. Derivéljuk az f(z) = (sinx)” fiiggvényt!
1. megoldis:

In

Az a = ™% azonossag felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

f(a;) — (sin J;)x — eln(sinz)z _ ex-ln(sinx)'

Az italakitds soran alkalmaztuk az Ina® = bIn a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva

f/(l') — e:p-ln(sinfﬂ) . <ln(sin CL’) + - 1 . COS x> =

sinz
= (sinz)” - (In(sinx) + = - ctg ) .

2. megoldas:

Vegyiik az f(z) = (sinz)” egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat:
In (f(z)) = In(sinz)®,

amibdl
In (f(z)) =z - In(sinz).

Mindkét oldalt differencidlva az x valtozo szerint

f(lac) - f/(x) = In(sinz) + zctg x.

Végigszorozva f(x)-el, kapjuk a megoldast
f'(x) = f(z) - (In(sinz) + z - ctgx) = (sinx)” - (In(sinx) + z - ctgx) .
3.61. Feladat. Derivéljuk az f(z) = x°** fiiggvényt!

1. megoldas:

Ina

Az a = ™ azonossag felhaszndlasdval azt kapjuk, hogy

COoS T

f(a:) — pCOsT _ elnx — ecos:r,“ln:r;.
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Az étalakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivélsi szabdlyat alkalmazva

. 1
fl(x) = geoszine <— sinz-Ilnz+ cosz - x> =

=z, (— sinz - lnz + COSUC) :
2. megoldas:

COS T

Vegyiik az f(z) = = egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat:

In (f(z)) =Ina®s®,

amibdl
In (f(z)) =cosz - Inz.

Mindkét oldalt differencidlva az x valtozoé szerint

1 cos T
—— - f'(x) = —sinzlnz + .
7@ T -
Végigszorozva f(z)-el, kapjuk a megolddst
fl(@) = f(x)- (— sinz - Ilnz + COSJ;) = 7. (— sinz - lnx + cosx) )
& x

3.62. Feladat. Derivéljuk az f(x) = (cosx)* fiiggvényt!

1. megoldas:

Ina

Az a = e azonossag felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

f(.%') — (COS m)x _ eln(cosyﬁ)z _ emln(cosx)'

Az atalakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossigot. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabélyat alkalmazva

fl($) — ex-ln(COS$) . <1H(COS l’) — - 1 sinx) —

cos
= (cosz)” - (In(cosx) — x - tgx).

2. megoldas:

Vegyiik az f(z) = (cosx)” egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat:

In (f(z)) = In(cos z)”,
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amibdl
In (f(z)) =z - In(cos z).

Mindkét oldalt differencidlva az x valtozo szerint

L f'(z) = In(cosz) — ztgx.

f(x)
Végigszorozva f(x)-el, kapjuk a megoldést
f'(z) = f(z) - (In(cosz) — x - tgx) = (cosz)” - (In(cosx) — x - tgx).

3.63. Feladat. Derivéljuk az f(x) = (sinx)°*? fiiggvényt!
megoldds:

Ina

Az a = e™® azonossdg felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

)COSZ

f(.%) — (Sinx)cosaz _ eln(sina} _ ecoswln(sinx)'

Az italakitds soran alkalmaztuk az Ina® = bIn a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva

; 1
f,(l') — ecos x~ln(s1n$) . ( sin x - ln(sin 1') 4+ cosx - — + COS ﬂf) =
sinx

= (sina)*" (

—sinz - In(sinz) + cosz - ctg z) .

3.64. Feladat. Derivéljuk az f(x) = 2V fiiggvényt!
megoldds:

Ina

Az a = e™® azonossdg felhaszndldsdval azt kapjuk, hogy

f(x) _ xﬁ _ eln:c‘/E _ eﬁ-lnx.

Az étalakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivéldsi szabdlyat alkalmazva

1 1 Inx 1
/ - \/E~1n:c . S | L= — \/5 . it — )
fl(x)=e (2\/5 nz+\x x) x <2\/E+\/E>
3.65. Feladat. Derivaljuk az f(z) = (y/x)" fiiggvényt!
megoldis:

Ina

Az a = e™® azonossag felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy

f(ac) = (\/5):(3 — n(VE)" _ qrlnyVz
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Az étalakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivélsi szabdlyat alkalmazva

1 1 1
3.66. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 2" fiiggvényt!
megoldés:

Ina

Az a = e™® azonossdg felhaszndldsédval azt kapjuk, hogy

f(CC) = 2% = elnw — ee“-lnx.

Az 4talakitds soran alkalmaztuk az In a® = bln a logaritmus azonossagot. Az
Osszetett fliggvény derivéldsi szabdlyat alkalmazva

flx) = (ex-lnx+ex-x> =z -<e$-lnx—|—ew).

3.67. Feladat. Derivéljuk az f(z) = (2x)3" fiiggvényt!
megoldas:

In

Az a = e™® azonossag felhasznalasaval azt kapjuk, hogy

f(:]}) = (2;[;)333 — eln(21)3z — e3$-ln(2m).

Az italakitds sordn alkalmaztuk az Ina® = bln a logaritmus azonossigot. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabélyat alkalmazva

fl(x) = 3+2). (3 In(22) + 3z - % : 2) = (22)3*(31n(2z) + 3).

3.68. Feladat. Derivéljuk az f(z) = 2™ fiiggvényt!
megoldés:

Felhaszndlva, hogy

. 2 .
aresin(z®) earc51n(:1:2)-ln:1:
- Y

fw) = e

az Osszetett fiiggvény derivalasi szabdlya szerint (kiils6 fiiggvény az e*)
. 1
f(z) = erresin@@®) e (= 9p . Ing + arcsina? - ,
1 — (22)2

8|~
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amibdl

iy _ o arcsin(@?) (2% Inz arcsin(x2)>
3.69. Feladat. Legyenek f és g differencialhaté fiiggvények, melyek helyette-
sitési értékét, valamint a derivaltfiiggvények helyettesitési értékét az x = 1;2; 3
helyen az aldbbi tdbldzat mutatja:

x 1123
F@) (3111
flx)|1]4]2
glz) [2]|1]4
g(x)|4]2]3

Nl N2

Legyen p(z) = f(x) - g(x) és h(z) = g o f(x). Hatdrozzuk meg a p’(3) és
1 (2) értékeket!
megoldés:
Felhasznalva a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyét:

P(3) = F(3)-9(3)+ (3) g/(3) =2-4+1-3=11.
Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya alapjan:

@) =g (f2) - f(2) =g/(1) 4=4-4=16.

3.70. Feladat. Tekintsiik az f(z) = = — arctgx fiiggvényt. Mutassuk meg,
hogy minden = > 0 valés szdm esetén f'(z) > 0.
megoldas:

Mivel

1 x?

!/
= 1 — =
f(=) T2 = 1122
ezért lathat6, hogy mind a szamlald, mind a nevezd pozitiv minden z # 0 valds
szam esetén, igy f'(z) > 0, hax > 0.

3.71. Feladat. Tekintsiik az f(x) = z - sin 2z fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
1! () értéket!

megoldas:
A szorzat és Osszetett fiiggvény derivaldsi szabalyét alkalmazva

['(x) = sin 2z + 2x - cos 2z.

Ekkor f'(m) = sin 27w + 27 - cos 27 = 2.
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3.72. Feladat. Tekintsiik az f(x) = \/%7_8 fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
1(3) értéket!

megoldds:

A hanyados és Osszetett fiiggvény derivélasi szabélyat alkalmazva
2
22 —8—a2-L.(22-8)"2.22 a2 —8— =
f/(x) — 2 ( ) — 2 -8 —

x2 — 8 2 -8

22 -8 (22-8) (22-8)%
Ezt felhaszndlva f/(3) = —8.
3.73. Feladat. Adjuk megaz f(z) = x-e” fiiggvény derivéltjdnak zérushelyét!
megoldas:
A fiiggvény derivéltja

fl(z) =e"+x-e" =e"(1+x),

amelynek zérushelyét az e* - (1 + ) = 0 egyenlet megoldédsa adja. Mivel
azonban e” # 0, ezért 1 +x = 0, igy x = —1.

3.74. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = z? - e” fiiggvény derivaltjanak
zérushelyét!

megoldds:
A fiiggvény derivaltja
fl(x) =22 -e" 4+ 2% ¥ = e - (2% + 22),
amelynek zérushelyét az e* - (22 + 2x) = 0 egyenlet megolddsa adja. Mivel

azonban e® # 0, ezért 22 +2x = 0, azaz x - (x +2) = 0, amibSl 1 = 0, illetve
To = —2 adddik.

3.75. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 22 - Inz fiiggvény derivaltjanak
zérushelyét!

megoldas:

A fiiggvény derivaltja

1
f’(x):2x-lnx+x2-;:2x-lnx+x,
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amelynek zérushelyét a 2z-In +x = 0 egyenlet megoldédsa adja. Ha kiemeliink
x-et, akkor az
z-(2lnx+1)=0

egyenlethez jutunk. Egy szorzat tigy lehet 0, ha valamelyik tényez&je 0, igy
x = 0, vagy 2Inz + 1 = 0 adédik. Az x értéke nem lehet 0, mivel az nem
eleme az Inx fiiggvény értelmezési tartomanyédnak, igy csak 2lnz +1 = 0
teljesiilhet. Mindkét oldalbdl 1-et kivonva, majd az egyenletet 2-vel osztva

1
2lnz=-1 = Inz= —3

adddik, amibdl a logaritmus definiciéjat felhaszndlva azt kapjuk, hogy
1 1

Tr =e€

D=

R
3.76. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = sin |z| fiiggvény derivalt fiiggvé-
nyét, ahol 1étezik!

megoldas:

A fiiggvény az = 0 helyen nem differencialhat6, ugyanis ha z < 0, akkor
f(z) = —sinz, méasrészt ha x > 0, akkor f(x) = sinx, igy a bal oldali
derivélt f’ (x) = — cos z, mig a jobb oldali derivalt f’ (x) = cos x, tehit

f(0) = —cos0=—1 J1(0) = cos0 =1,

igy az z = 0 helyen a bal oldali és jobb oldali derivalt értéke nem egyezik meg.
Ha x # 0, akkor a fiiggvény differencidlhatd, a derivalt fiiggvény

cosz, har >0
—cosz, haz <0

fi(z) =
3.77. Feladat. Adjuk meg azokat a valds szamokat, ahol az f: R — R,
e, hax <0
€Tr) =
/@) {(m—i— 1)2, haz >0
fliggvény differencidlhato!
megoldés:

Mivel az e?? fiiggvény és az (z+1)? fiiggvény mindeniitt differencidlhat, ezért
csak az xg = 0 helyen kell ellendrizniink a differencidlhatésdgot. Az x¢p = 0
helyen a bal oldali derivalt

fa)y=2-¢2 = f(0)=2-¢"=2
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tovdbba az xo = 0 helyen a jobb oldali derivalt
fi@=2-@+1) =  fl0)=2-1=2

igy f differencialhat6 az xg = 0 helyen is, tehat f mindeniitt differencidlhaté.
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4. Magasabb rendii derivaltak

4.1. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = 23 + 822 — 22 + 1 fiiggvény harmadik
derivaltjat!
megoldas:
A fiiggvény derivéltja
f(z) = 32 + 162 — 2,
a masodik derivalt
f"(z) = 6z + 16,
a harmadik derivalt
f///( l‘) — 6.

4.2. Feladat. Szdamoljuk ki az f(x) = z" fiiggvény n-edik és (n + 1)-edik
derivaltjat!

megoldds:
A fiiggvény derivéltja f/(x) = n - 2" 1. A masodik derivalt
f"(x)y=n-(n—1)-2"2
Ebbdl mér lathatd, hogy az n-edik derivélt
fM@)=n-n—1)-(n—=2)-...-1=nl.

Mivel az n-edik derivalt konstans, ezért f("+1)(z) = 0.
4.3. Feladat. Szdmoljuk ki az f(z) = e?* fliggvény n-edik derivaltjat!
megoldas:

A fiiggvény els6 derivaltja f/(z) = e2* - 2, a masodik derivaltja f”(z) = 4e?*,
harmadik derivaltja 8¢2*. Ebbdl az a sejtésiink, hogy f((z) = 2" - e**. Ezt
teljes indukcidval igazolhatjuk. Nyilvdn n = 1-re teljesiil az dllitds. Tegylik
fel, hogy n-re igaz az éllitds. Ekkor

f(n—i-l) (l‘) _ (f(n) (.’I}))I _ (2ne2x)/ —9n.9. e2x — 9ntl | e2:c7

amibdl azt lathatjuk, hogy n + 1-re is igaz az allitas, igy igazoltuk, hogy
F () = 2" e
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4.4. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = In x fiiggvény n-edik derivaltjat!
megoldas:

A fiiggvény els6 derivaltja

a mdsodik derivaltja
fla) = a2 = -
a harmadik derivéltja
f(x) =223 = %
Ebbdl megsejthetd, hogy az n-edik derivalt
£0)() = ()" (=1

x?’l/
4.5. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = sin z fiiggvény n-edik derivaltjat!

megoldds:

A fiiggvény derivéltja f'(z) = cosz, mdsodik derivdltja f’(x) = —sinz,
harmadik derivaltja f"”/(z) = — cosz, negyedik derivaltja f(*)(z) = sinz.
Innentdl kezdve ugyanezek a derivaltak ismétlédnek, igy

sinxz, han = 4k (azaz, ha n oszthatd 4-el)

f(”) (z) = cosz, han =4k + 1 (azaz, ha n 4-el osztva 1 maradékot ad)
)] —sin x, han =4k + 2 (azaz, ha n 4-el osztva 2 maradékot ad)
—cosxz, han =4k + 3 (azaz, ha n 4-el osztva 3 maradékot ad).

4.6. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = cos z fiiggvény n-edik derivaltjat!
megoldds:
A fiiggvény derivaltja f'(z) = — sinx, masodik derivéltja f”(x) = — cosz,
harmadik derivéltja /() = sinx, negyedik deriviltja f*)(z) = cosz. In-
nentdl kezdve ugyanezek a derivaltak ismétlédnek, igy
cosx, han = 4k (azaz, ha n oszthaté 4-el)

f(") (z) = —sinz, han =4k + 1 (azaz, ha n 4-el osztva 1 maradékot ad)
] —cos x, han =4k + 2 (azaz, ha n 4-el osztva 2 maradékot ad)

sinx, han =4k + 3 (azaz, ha n 4-el osztva 3 maradékot ad).
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4.7. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = /z fiiggvény negyedik derivaltjat!
megoldas:

A fiiggvény derivaltja

1 _1 1
! — —r 2 =
Fla)=ge =577
A mdsodik derivalt
1 _s 1
"Ne)=—-2"2=— .
f ( ) 4 4 . /:1:3
A harmadik derivélt
3 _s 3
f”/(l’) =272 = .
8 8. /b
A negyedik derivalt
; 15 _z 15
@)=~ = e,
16 16 - Va7
4.8. Feladat. Hatdrozzuk meg az
1+2

fliggvény n-edik derivaltjat!

megoldas:

A fliggvény derivéltja

A4z) -1-2)—(Q4+z)-1-2) 1-z+1+x)

! _ _
I=)= (1= (=P
A 2
S (I—a)?
A masodik derivalt
4
" _ -2\’ _ -3 _
ffla)y=02-1-2)7%) =—4-(1 -z ‘(‘U-m
A harmadik derivalt
12

F(z) = (4 (1- x)f?’)/ =-12-(1 - x)*4 (-1) = m
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Igy az n-edik derivéltra a sejtésiink

2n!

f(”)(x) =2nl-(1- x)‘(n-i-l) — m

Ezt teljes indukciéval bizonyithatjuk. Nyilvdn n = 1-re igaz az allit4s. Tegyiik
fel, hogy n-re igaz, és bizonyitsuk be (n + 1)-re:

f(nJrl)(x) = (2n! (11— I)*(n+1))/ _
(= (4 1) (1) (1)

2(n+ 1)!

=2n+1)!-(1—z)" (2 = Ty

4.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

1
xz?-sin~, haz #0
x

flz) =
0, hax =0
fiiggvény az ©9 = 0 helyen differencidlhat6, de a mésodik derivaltja nem
1étezik!
megoldis:

Az elsd fejezet (1.22) feladataban mar lattuk, hogy a fiiggvény differencialhato.
A derivalt fiiggvény = # 0 esetén

1y’ 1 1 -1 1 1
f’(x):<x2-sin> :2x-sin—+x2-cos—-—2:2x-sin——cos—.
x x r x x x

A derivalt fiiggvény z = 0 esetén

7(0) = tim LD =IO _ ) (:U . sin;) _

Mivel a

1 1
lim f'(z) = lim (237 -sin— — cos)
z—0 z—0 x x

hatdrérték nem létezik, ezért f’ nem folytonos az x = 0 helyen, igy ott nem is
lehet differencialhat6, tehat f” nem létezik.
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4.10. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 22 - Inx fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
(1) értéket!

megoldas:

A fiiggvény elsd derivaltja

1
f’(x)sz-lnx—i—xQ-;:2x-lnm+x:x-(2lnx+1).

A masodik derivalt

2
f'(z)=2Ilnz+1+z-==2nz+3.
x

A harmadik derivalt

f”/(:x) — g,

T

igy /(1) =2-1=2.

4.11. Feladat. Szdmoljuk ki az f(t) = ! 2" fiiggvény masodik derivaltjat!
megold4s:

Az Osszetett fliggvény derivélasi szabélya szerint

f’(t) y e1—2t3 . (—6752).

Legyen most u(t) = el =2 &g v(t) = —6t%. Ekkor a szorzat fiiggvény de-
rivalsi szabdlyat alkalmazva

fiE) =d'(t) - v(t) +u(t) (1) =
— el 72 (L6t2) . (—612) + ' 72 . (—12¢) =
=e! 72 . 36t% — ! 2 12t = &2 . (3611 — 12t).
4.12. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(t) = In(1 + t?) fiiggvény mésodik de-
rivaltjdnak zérushelyeit!
megoldds:
Az dsszetett fiiggvény derivalasi szabalyét alkalmazva

1 of 2
142 142
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A hanyados fiiggvény derivaldsi szabdlydt alkalmazva

won  2-(L412)—2t-2t  2—2¢2
f (t)_ (1+t2)2 - (1_'_752)2'

Meg kell oldanunk az f”(t) = 0 egyenletet. Egy tort csak akkor lehet 0, ha a
szamldl6ja 0, igy a 2 — 2t% = 0 egyenletet kell megoldanunk, amibél t; = —1,
illetve to = 1 adodik.
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5. Erint6 és normalis egyenes egyenlete, érintési paraméterek

5.1. Feladat. Irjuk fel az f(z) = 2 fiiggvény zo = 1 helyhez tartozé érints
egyenesének egyenletét!

megoldas:
Az érint6 egyenes egyenlete
y = f(zo) + f'(z0) - (x — o).
Jelen esetben egyrészt f(xo) = f(1) = 1, mésrészt f'(z) = 2z, amibdl
I (xo) = f'(1) = 2. A keresett egyenes egyenlete tehat
y=14+2-(x—1).
Elvégezve a zardjel felbontdsat és az dsszevondst y = 2z — 1 adddik.
6
5

4

5.2. Feladat. Irjuk fel az f(z) = e” fiiggvény 2y = 0 helyhez tartozé érints
egyenesének egyenletét!

megoldas:
Az érintd egyenes egyenlete

y = f(zo) + f'(w0) - (x — o).
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Jelen esetben egyrészt f(zo) = f(0) = e = 1, mdsrészt f/(z) = e, amibdl
' (x0) = f'(0) = 1. Az érint6 egyenes egyenlete tehat

y=1+1-(z—-0) = y=ux+1.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

5.3. Feladat. Irjuk fel az f(z) = \/x + 2 fiiggvény o = 2 helyhez tartozé
érint6 egyenesének egyenletét!

Az érint6 egyenes egyenlete
y = f(zo) + f'(x0) - (x — o).
Jelen esetben egyrészt f(z0) = f(2) = V4 = 2, masrészt

. 1 1
fl@)=5-(&+2) = a5

amibél f'(zo) = f'(2) = I. A keresett egyenes egyenlete

1 1 3
=24+ --(x—-2 = =-x+-.
Y + 1 (xr—2) y=% + 5
Beszorozva a k6z6s nevezével 4y — x = 6 adddik.
5.4. Feladat. Irjuk fel az f(z) = “;2 j21 fiiggvény o = —1 helyhez tartozo

érintd egyenesének egyenletét!

megoldas:



60

Az érint6 egyenes egyenlete
y = f(zo) + f'(z0) - (x — ).
Jelen esetben egyrészt f(xg) = f(—1) = 2, mésrészt

gy 2w (z+2)— (2P +1) 2 +4dr—1
fz) = (z + 2)2 T T @+2?

igy f'(z0) = f'(—1) = —4. Ebbdl a keresett egyenlet
y=2-—4-(x+1).

Elvégezve a zardjel felbontasat és az 6sszevonast y = —4x — 2 adédik.

5.5. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 222 + 322 + 5 fiiggvény azon érints
egyenesének egyenletét, amelyik merdleges az y = —%x + 5 egyenletii egye-
nesre!

megoldis:

A keresett egyenes egyenlete y = ma + b, ahol m = 12 a merdlegesség miatt
(ugyanis egymadsra merSleges egyenesek meredekségeinek szorzata —1), tehét
az érint§ y = 12z + b alakd. Mdsrészt m = f'(zg) = 656% + 6x9. Igy o
meghatdrozhat6 a

62 +6x0=12 =  a2+x0—-2=0

egyenletb6l. Ennek megolddsai

_ —1+v148 143
- 2 2

o

azaz v9 = 1 vagy o = —2. Két érintési pont van tehat: Ey = (1, 10) és
Ey = (=2, 1). Azy = 122 + b egyenletbe behelyettesitve az érintési pontok
koordinatait, megkapjuk a b értékét: by = —2, by = 25. A keresett érintd
egyenesek egyenletei:

5.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 2% — 2x + 3 fiiggvény azon érints
egyenesének egyenletét, amelyik parhuzamos az y = 4z — 3 egyenletl egye-
nessel!

megoldas:

A keresett egyenes egyenlete y = ma + b, ahol m = 4 a parhuzamossig mi-
att (ugyanis parhuzamos egyenesek meredeksége megegyezik), tehat az érint6



5. ERINTO ES NORMALIS EGYENES EGYENLETE, ERINTESI PARAMETEREK 61

y = 4z + b alakd. Miésrészt m = f'(zo) = 2z¢ — 2. Igy 2o meghatdrozhat6
a 2xg — 2 = 4 egyenletbdl, ami ekvivalens a 2zg = 6 egyenlettel, amelynek
megolddsa zo = 3. Igy az érintési pont E = (3, 6). Az y = 4z + b egyenletbe
behelyettesitve az érintési pont koordindtdit azt kapjuk, hogy a b értéke b = —6.
Az érint$ egyenes egyenlete tehat y = 4x — 6.

-1+

5.7. Feladat. Hatdrozzuk meg, hogy az f(x) = % figgvénynek melyik

pontjaba hiizott érintdje parhuzamos az x tengellyel?
megoldas:
A keresett érintd meredeksége nulla, igy az érint6t y = b alakban keressiik.
Masrészt
_ 6mo- (B34 xf) — BzF +1) - (220) 16z¢

m f’(:co) = 3+ x%)Q - 3+ w%)Qa

A 1
amibsl xg = 0. Igy f(z0) = 3 A keresett pont tehdt (1, ). Az érintS egyenes

1
egyenlete y = 3

5.8. Feladat. Hatdrozzuk meg annak a haromszognek a teriiletét, melyet az

f(z) = e* — 223
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fiiggvénynek a (07 f (O)) pontjdba huzott érintdje a koordinata—tengelyekkel
bezéar?

megoldas:

Az érint6 egyenes egyenlete y = f(z) + f'(z0) - (x — x0). Jelen esetben
f(zo) = 1, tovabbd f’'(x) = 2e** — 622, igy f'(v9) = f'(0) = 2. Tehit
az érintd egyenlete y = 2x + 1. Ez az egyenes az x tengelyt —1/2-nél, az
y-tengelyt 1-nél metszi, igy a keresett teriilet:

5.9. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = 22— fiiggvénynek az z-tengellyel
parhuzamos érintGjének egyenletét!

megoldas:

Az x-tengellyel parhuzamos érinté meredeksége 0, igy meg kell oldanunk az
f'(x) = 0 egyenletet. Mivel f(z) = 222 — 23, ezért f'(x) = 4z — 322. Igy a
4z — 322 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve x-et az x(4 — 3x) = 0
egyenlethez jutunk. Egy szorzat csak tigy lehet nulla, ha valamelyik tényezb6je
nulla, igy = = 0 vagy = = 3. Mivel f(0) = 0és f (3) = 32, ezért a keresett
egyenesek egyenlete y = 0 és y = g—%

5.10. Feladat. Van-e olyan pontja az f(z) = 22? — 23 — x fliggvénynek,
melyhez hizott érintd parhuzamos az y = x egyenletii egyenessel?
megoldas:

A keresett egyenes meredeksége 1, igy azt az z-et keressiik, melyre teljesiil,
hogy f/(z) = 1. Mivel

f(z) =4z — 32* — 1,

ezért a 3z — 4x + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. A mésodfokd egyenlet
megolddképletét alkalmazva x = 1, illetve x = % adaodik.

5.11. Feladat. Milyen z esetén lesz parhuzamos az f(z) = 2 + x — 2 fiigg-
vény érintdje az elsd siknegyed szogfelezojével?

megoldis:

Az els6 siknegyed szogfelezbje az y = x egyenletd egyenes, amelynek mere-
deksége 1, igy az f'(x) = 1 egyenlet megolddsat keressiik. Felhaszndlva az
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f fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy f/(z) = 1 — 2z, ezért a megoldand6
egyenlet 1 — 2z = 1, amib6l z = 0 adddik.

5.12. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = % fliggvény tetszdleges pont-
jaba huzott érint6 egyenese allandoé teriiletli haromszogeket metsz ki a koordi-

nata—tengelyekbol!
megoldas:

Az f fuggvény tetszbleges xo—beli érints egyenesének egyenlete

1 1 ( )
=— —— - (x—x0).
Yy 70 I‘% 0

Felbontva a zarojelet, és elvégezve az egyszerisitést

2 T

Yy=-—_—--3
o J}g

adddik. Ennek az egyenesnek a koordinéta-tengelyekkel valé metszéspontja

2
P1 (0, ) s P2 (2:]:0,0) .
Zo

Derékszdgli hdromszog teriilete a befogdk szorzatdnak a fele, igy

2
7w 2,
2 )
amivel igazoltuk az allitast.
P 1
5.13. Feladat. Irjuk fel az f(z) = 5 fiiggvény ( — 1; f(—1)) pontbeli
x

normadlis egyenesének egyenletét!

megold4s:

Az (o, f(z0)) pontba hizott normilis egyenes egyenlete
1

(o)

Jelen esetben f(xg) = f(—1) = 1. Mésrészt

y = f(zo) —

(z — o).

1

f'(@) = ((x + 2)_1) =—(z+2)7%= —m;
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igy f'(x9) = f'(—1) = —1. Ebbdl a keresett egyenlet
1

Elvégezve a zarojel felbontdsat és az dsszevondst y = x + 2 adddik.

5
4
3
2

5.14. Feladat. Irjuk fel az
20+ 1

f(@) = 2+ 8

fliggvény ( - 1,f (—1)) pontba huzott érinté egyenesének €s normalis egye-
nesének egyenletét!

megoldas:
Az f fuggvény o = —1 helyen vett helyettesitési értéke: f(xg) = —%. De-
rivaljuk a fliggvényt, majd kiszdmoljuk annak z¢-beli helyettesitési értéket:
2 V12 +8—(2x+1) = 17
f'(@) = SR s ) = o
z2+8 27

Az (o, f(z0)) pontba hizott érintd egyenes egyenlete

B
Y=7"37 97 Y=o7 T o™
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A normélis egyenes egyenlete

5.15. Feladat. [rjuk fel az f(z) = 22 fiiggvény xo = 1 helyhez tartozé
simulékorének, érinté egyenesének és normalis egyenesének egyenletét! Sza-
moljuk ki a szubtangens és szubnormalis szakaszok, valamint a tangens szakasz
és normalis szakasz hosszat!

megold4s:

A fiiggvény derivéltja f'(x) = 2x, mésodik derivaltja f”(x) = 2. Kiszdmolva
a fiiggvényértéket, a derivalt ért€két és a masodik derivalt értékét az xg helyen,

flwo)=f1) =1, flxo)=f(1)=2 f'(x0)=f"(1)=2
adodik. Ebbdl az érint6 egyenes egyenlete

y=142-(x—1) = y=2x—1.

A normadlis egyenes egyenlete

1 3 1
=1—-—--(z—1 =-— =z
y 5 -1 = y=g5-5z
A simulékor kdzéppontjdnak koordinatai
2 2
1+ (f/(20)) L+ (f(0))
u=x9— f'(xg)  ——, v= f(xg) +
0= T ) o) ey
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
1+4 1+4 7
< B 5 v + 5 2 3,9

adodik. A simuldkor sugara

Njw

(L+ F@))" Vi _svE

T = = =

(o) 2 2

A simulékor egyenlete tehat

(x+4)+(y—3,572=—"-.
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A tangens szakasz hossza

a normalis szakasz hossza
/ 2

A szubtangens szakasz hossza

St

a szubnormalis szakasz hossza
Sn = |f(zo) - f'(xo) =1-2=2.

5.16. Feladat. Irjuk fel az f(x) = e” fiiggvénynek az o = 0 helyhez tartozé
simul6korének, érintd egyenesének és normalis egyenesének egyenletét! Sza-
moljuk ki a szubtangens és szubnormalis szakaszok, valamint a tangens szakasz
€s normalis szakasz hosszat!

megoldas:
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A fiiggvény deriviéltja f'(x) = e®, masodik derivéltja f”(x) = e”. Kiszdmolva
a fiiggvényértéket, a derivalt értékét és a masodik derivalt értékét az xg helyen
flxo) = £(0) =1, f'(zo) = f(0) =1, f"(wo) = f"(0)=1.

Az érint6 egyenes egyenlete

y=1+4+1-(z—-0) = =z+ 1
A normélis egyenes egyenlete

y=1—1-(z—-0) = =1-u

A simulékor kdzéppontjdnak koordinatai

. 1+ (f/(a,’o))2
f" (o)

u = zo — f' (o) = -2, v=f(zg)+ ————F =

A simulékor sugara

(NI

(@)t g VB

f// ( o ) 1
A simul6kor egyenlete tehat

(x+2)*+(y—3)?2=8.
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A tangens szakasz hossza

T = |f(zo) -

a normalis szakasz hossza

N =

o)1+ (7)) = V2.

A szubtangens szakasz hossza

a szubnormalis szakasz hossza
Sn = |f(xo) - f'(xo) =1-1=1.

5.17. Feladat. Irjuk fel az f(z) = In(2z) fiiggvénynek az o = % helyhez tar-
toz6 simulékorének, érinté egyenesének és normélis egyenesének egyenletét!
Szamoljuk ki a szubtangens és szubnormadlis, valamint a tangens szakasz és
normdlis szakasz hosszat!

megoldds:

A fiiggvény deriviltja f'(x) = 1, mdsodik derivdltja f”(z) = —=5. Kiszi-

— oz 2"
molva a fiiggvényértéket, a derivalt értékét és a masodik derivalt értékét az xg

helyen

fa =1 (5) =0 e =r(5)=2 @ =r(3)=-4

Ebbdl az érintd egyenes egyenlete:
1
y=0—|—2<:ﬂ—2> = y =2z — 1.
A normadlis egyenes egyenlete
0 1 1 N 1 n 1
Y 2 2 YTty

A simulékor kdzéppontjdnak koordinatai

) 1 + (f/(l‘g))Q

u= o I

; v = f(xo)+
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Behelyettesitve a megfelel6 adatokat

1 144 1+ 22 5
= — — 2 = = ——
U=y 1 =3, v=0+4+ - 1
adddik. A simuldkor sugara
3
N
(14 (F@)*)" Jason3| 5t s5v5
T ) —4 | 4 47
A simulékor egyenlete

A tangens szakasz hossza

o ST

a normalis szakasz hossza

o)1+ (0’| = o VB =0

69



70

A szubtangens szakasz hossza

a szubnormalis szakasz hossza
Sy = |f(@o) - f'(z0)| =0-2=0.

Megjegyezziik, hogy mivel © = % zérgshelye a fiiggvénynek, ezért nyilvan-
vald, hogy a tangens szakasz, a normadlis szakasz, a szubtangens szakasz és a

szubnormalis szakasz hossza nulla.

5.18. Feladat. Irjuk fel az f(z) = sinz fiiggvénynek az zo = 3 pontjghoz
tartoz6 simulokorének egyenletét!

megoldds:

A figgvény derivaltja f'(z) = cosx, mdsodik derivdltja f”(z) = —sinz.
Kiszamolva a fliggvényértéket, a derivalt értékét és a masodik derivalt értékét
az xg helyen

f(zo) = sing =1, fl(zo) = Cosg =0, f"(z0)= —sing =—1.

A simulékor kozéppontjanak koordinatai

2 2
Lt (F(w0) Lt (f(x0)
u =1z — f'(x0) - ) = f(xo) + .
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
1 2
u = E, v=1+ +0 =0
2 —
adodik. A simuldkor sugara
2\ 3
(1 + (f'(20)) ) (14 02)3
r= - = = 1.
f"(xo) -1

A simulékor egyenlete

™

(a:—§>2+(y—0)2:1.
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15
T
__1)
5
1
0.5
0
0 0 1 15 2 25
05
-1
15

5.19. Feladat. [13] % Az dbran lathatd, parabola alaki védjat A pontjabdl kez-
ddsebesség nélkiil indul egy pontszertinek tekinthetd, 0, 1 [kg] tomegd test. (A
surl6dds elhanyagolhat.) Mekkora erével nyomja a test az O pontban a véja-
tot?

megoldis:
2 y
=X
4 A
1[m]
N A
[0)
x
ME v 1[m]

Az m = 0,1 [kg] tomegf test az A pontbdl, h = 1 [m] magassdgbdl indul. Az
O pontban a sebessége vizszintes, nagysdga (a munkatétel alapjan) v = +/2gh.
A test centripetélis gyorsuldsa v? /r, ahol r az O pontbeli simulékor sugara. A
mozgdasegyenlet:

2mgh
N—m-g:m-v— = sz'g‘l—ﬂ’
r
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ahol NV a keresett nyoméer6 ellenereje. A feladatunk tehdt » meghatdrozdsa.
Egy kétszer differencidlhaté fiiggvény simulokorének sugardt az

(1+ (7@0)?)’
f"(xo)

r =

formuldval szamithatjuk ki. Mivel f(z) = 22, ezért f'(z) = 2z, f"(z) = 2.
Ezeket behelyettesitve

3
2

[1+(2-0)? 1
r= - = —
2 2’
azaz a simulékor sugara = 0, 5 [m]. fgy
2m-g-h 2-0,1-10-1
N:m-g+%=0,1-1o+’0—5=5[m
r 9y

nagysagu er6vel nyomja a vdjatot a test az O pontban. Megjegyezziik, hogy a
kapott 5 [N] az er6 nagysaga. A test val6jaban —5 [N] ervel nyomja a véjatot.

5.20. Feladat. Melyik pontban érinti az f(x) = 0,52 — x + 2,5 fiiggvényt az
y = 2z — 2 egyenletli egyenes?

megoldis:

A fiiggvény derivéltja f'(x) = x — 1. Az érint§ egyenes meredeksége 2.
Keressiik tehat azt az x értéket, melyre teljesiil az ¢ — 1 = 2 egyenlet. Az
egyenlet megolddsa x = 3, igy az érintési pont x koordinatija 3. Az y ko-
ordinatat példaul az egyenes egyenletébdl kapjuk meg, ugyanis az érintési pont
illeszkedik az egyenesre, igy teljesiilnie kell az y = 2 - 3 — 2 Osszefiiggésnek,
tehat y = 4. Kovetkezésképpen az érintési pont F(3;4).

k

2 -1
fiiggvénynek az x = 3 helyhez hizott érintGje az x-tengellyel 60°-0s szoget
zarjon be!

5.21. Feladat. Hatdrozzuk meg a k valds szamot tgy, hogy az f(x) =

megoldds:
Mivel az irdnyszog 60°, ezért a meredekség

m = tg60° = V/3.
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Tehit keressiik azt a k valds szamot, amelyre f’(3) = /3 teljesiil. Mivel

) = 2 (g Ok _ 3k
f(x)—m = f@3)= 61— 39

ezért —3k /32 = /3 kell, hogy teljesiiljon. Az egyenlet megolddsabal

adddik.

5.22. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 — 4 + 2 fiiggvényt és az A(1; 1),
B(3; —1) pontokat! Jelolje C' az f fiiggvény A és B pontjaiba hizott érintd
egyeneseinek metszéspontjat! Hatdrozzuk meg az A BC haromszog teriiletét!

megoldas:

=
A

- o
o
/
< =
P
N
N
[9)]
\
o
[6,]
N
»
(6]

5

-3

A fiiggvény derivéltja f'(z) = 2z — 4, igy f'(1) = —2 és f'(3) = 2. Ezeket
felhasznélva az érint6 egyenesek egyenlete:

y=f(H+ 1) - (z—-1) = y=-1-2-(x—1)=-2x+1,
illetve
y=fB)+f3)(x-3) = y=-1+2-(x—3)=2z-T.

Az egyenesek metszéspontjat a két egyenes egyenlete altal alkotott egyenle-
trendszer megolddsabol kapjuk, azaz meg kell oldanunk az

y =-2z+1
y = 2x—7
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egyenletrendszert. Mindkét egyenletbdl y ki van fejezve, igy
20 -7T=-2zx+1 = dr =8 = rT=2

adodik. Ezt behelyettesitve valamelyik egyenes egyenletébe azt kapjuk, hogy
y=2-2—-7=-3.

A C pont koordinétdi tehdt C'(2; —3). A hdromszog AB oldaldnak hossza 2
egység. A haromszog egyenld szarid, igy magassidga az alap felezGpontjanak
F(2;—1) és a C csticsnak a tdvolsdga: 2. A hdromszog teriilete tehat:
T-22%_>
2

5.23. Feladat. Tekintsiik az f(z) = —22+6x fiiggvényt. Jelolje A és B a fligg-
vény grafikonjanak az x-tengellyel valé metszéspontjat! Mekkora a teriilete an-
nak a trapéznak, amelynek parhuzamos oldalegyenesei az x-tengely és a fiigg-
vény x-tengellyel parhuzamos érintSje, szarai pedig az f fiiggvény A és B
pontjaba hizott érint egyeneseire illeszkednek.

megoldas:

A fiiggvény grafikonjanak az z-tengellyel parhuzamos érint egyenesének me-
redeksége 0, azaz a keresett pontban a fiiggvény derivaltja 0.
127

10

8

Az f fiiggvény derivaltja
f(z) = -2z +6,
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amelynek zérushelye

—2xr+6=0 = r = 3.

Mivel
f3)=-32+6-3=09,

igy a (3;9) pontba huzott érint§ egyenes egyenlete y = 9. Masrészt az f
fliggvény x-tengellyel valé metszéspontjainak z-koordindtdit a —x2 + 6z = 0
egyenlet megolddsa adja. Ha z-et kiemeliink, akkor x - (—x + 6) = 0 adddik.
Egy szorzat csak tgy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, azaz x = 0 vagy
x = 6. Ezt felhaszndlva megkapjuk az A és B pont koordinatdit: A(0;0),
B(6;0). Ezen pontokban az érint6 egyenesek egyenlete

er: y=f(0)+ f(0)-(z—-0) = y=6z,

illetve

es: y=f(6)+ f(6)-(z—6) = y=-6(r—6)=—6x+ 36.

A C,illetve D pont koordinatdit az ey, illetve e; egyeneseknek az y = 9 egyen-
letli egyenessel val6 metszéspontja adja. A 9 = —6z + 36 Osszefiiggésbol
x = 9/2,a9 = 6x egyenletbSl z = 3/2 adédik. Tehdt a C' és D pont ko-

ordinatai:
9 3
Cl=:9 D(-=:9]).
(2) 2(39)

Az AB szakasz hossza 6, a C'D szakasz hossza 3, a trapéz magassaga 9 egység.
Ezeket felhaszndlva a trapéz teriilete

6+ 3 81
T="T°.9="2,
2 2
5.24. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 22 fiiggvény gorbiiletét az xop = 2
helyen! Adjuk meg az f fiiggvény gorbiilet fiiggvényének hatarértékét —oo-
ben és co-ben!
megoldds:
Mivel f/(z) = 2x és f(x) = 2, ezért a gorbiileti fiiggvény
f" ()] 2

() = =

L+ [f@)): V42
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gy
2 2 2v17

~ /At 16p VI 289

Mivel a g(x) fiiggvény nevezGjének hatdrértéke a —oo-ben és a oo-ben is 0o
végtelen, a szdmlal6 pedig konstans, ezért

lim g(x)=0 lim g(x) = 0.

T——00 T—00

9(o)

5.25. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = In x fiiggvény gorbiiletét az xg = 1
helyen!

megoldds:
Mivel f/(z) = 1 és f"(x) = — %, ezért a gorbiileti fiiggvény
1
((1}‘) _ ’f”(.CC)| _ $2
= ;= ,
A+F@RE  Ja+ L)
fgy
(1) = s = e = 2
€T = — = — = —,
g\xo \/2»3 2\/5 1

5.26. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = e?* fiiggvény gorbiiletét az xo = 0
helyen!

megoldas:
Mivel f/(x) = 2e%* és f"(x) = 4e?*, ezért a gorbiileti fliiggvény
[f"@)] de™

(1+[F@)2): VI +4e)

(z) =

44 a5

5.27. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = /x fiiggvény gorbiiletét az xo = 1
helyen!

megoldas:
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Mivel egyrészt
1
@) = (22) = 3 273 = AV
masrészt . )
" xr)=—— x_% = — y
filz) =~ PR
ezért a gorbiileti fliggvény
(x) ‘f”(.%')‘ _ 4~x% o
= T = 5 =
A+ [F@P)E ()
_ 2 _ 2
(4x+1)% «/(4x+1)3’
2 2

igy
a(zo) = JE- 1113  JI2
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6. A differencialszamitas kozépértéktételei

6.1. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tgx > x,hax € }0; g [
megoldis:

Legyen z € }0; T [ tetszGleges. A [0; x] intervallumon a tg fiiggvény differen-
cidlhato, igy teljesiilnek a Lagrange-féle kozépértéktétel feltételei. Ezért 1étezik
olyan ¢ €]0; [ valés szdm, hogy

,  tgx—tg0 tgx

tg'c
& x—0 x
masrészt
I
tg c= cos?c’
Tehat
I tgz
cos2¢ =z

. s ) .
Mivel 0 < ¢ < 3 ezért 0 < cosc < 1 miatt

1 1
>1, igy

— > 1.
COS C COs“ ¢

Tehat
tgx >z, hazx € }O;g[.
6.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden a és b valés szamra igaz a

|sinb —sina| < |b— q

egyenlbtlenség.
megoldas:
Legyen f(z) = sinz, a < x < b. Mivel az f fiiggvény az [a; b] intervallumon

folytonos, az ]a; b| intervallumon differencidlhatd, ezért teljesiilnek a Lagrange-
féle kozépértéktétel feltételei, azaz van olyan ¢ €|a; b[ valds szdm, melyre

10~ 10) _



6. A DIFFERENCIALSZAMITAS KOZEPERTEKTETELEI 79

azaz
sinb —sina .
——— =gin'¢ = cosec.
b—a
Mivel —1 < cosc < 1, ezért

sinb — sina
b—a

A nevezdvel beszorozva

|sinb —sinal < |b—al

adddik.

6.3. Feladat. Azt tapasztaltuk, hogy ha a higanyh6mér6t kivessziik a mély-
hiit6bal, és forrd vizbe tessziik, 14 masodperc alatt melegszik fel —19 [°C]-rél
100 [°C]-ra. Igazoljuk, hogy ekdzben valamikor a higany 8, 5 [°C/s| gyorsaség-
gal melegedett.

megoldés:

Jelolje a T fiiggvény a hémérsékletet a ¢ id6 fliggvényében. Ekkor egyrészt
T(0) = —19, mésrészt T'(14) = 100. A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint
1étezik olyan to €]0; 14[ valés szam, melyre

T(14) — T(0)

=T'(ty) =8,5.

6.4. Feladat. Az a és b szamok mértani kdzepe a vV a - b szdm. Mutassuk meg,

hogy ha a és b pozitiv szdmok, akkor az [a; b] intervallumon az f(x) = 1 fiigg-

Tz
vény esetében a Lagrange-féle kozépértéktételben szerepld c az a és b mértani

kozepe.
megoldas:

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik olyan ¢ €|a;b| valds szdm,
melyre

L _f®)~-fla) _3—5_ a-b b
b

- = — = —a-b.
c2 b—a

—a a-b-(b—a)

Atrendezve az egyenletet ¢ = v/a - b adédik.
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6.5. Feladat. Az a és b szamok szamtani kozepe (a + b)/2. Mutassuk meg,
hogy barmely [a; b] intervallumon az f(z) = x? fiiggvény esetében a Lagrange-
féle kozépértéktételben szerepld c az a és b szamtani kozepe.

megoldas:

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint létezik olyan ¢ €la;b[ valés szam,
melyre
f) = fla) _¥*—a®> (b—a) (b+a)

2= b—a  b—a b—a = o’

. b
Atrendezve az egyenletet ¢ = % adodik.

6.6. Feladat. Legyen f: [6;15] — R folytonos fiiggvény, melynek a ]6; 15]
intervallumra valé lesziikitése differencidlhatd, tovabba tegyiik fel azt is, hogy
f(6) = —26és f'(z) < 10. Adjuk meg f(15) maximalis értékét!

megoldas:

A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint 1étezik olyan ¢ €]6; 15[ valds szam,
amelyre teljesiil, hogy

oy J(A5) = f(6) _ f(15) — f(6)
FO=""5=¢ = 9

amibdl azt kapjuk, hogy f(15) = 9f/(c) + f(6). Azonban a feladat feltételei
szerint f(6) = —2 és f'(z) < 10, igy az elSbbi sszefiiggésbil

F(15) = 9f'(c) + f(6) <9-10— 2 =88

adédik, tehdt f(15) maximalis értéke 88.

6.7. Feladat. Legyen f: [0; 7] — R folytonos fiiggvény és tegyiik fel, hogy f
differencialhaté a |0; 7[ intervallumon. Tudjuk tovabba azt is, hogy f(0) = —4
és | f'(z)| < 10. Mutassuk meg, hogy

—74 < f(7) < 66.

megoldas:
A Lagrange-féle kozépértéktétel szerint 1étezik olyan ¢ €]0; 7[ valés szam, hogy

Pl = 10-IO,
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Az |f'(z)| < 10 feltétel miatt egyrészt f'(x) < 10, mdsrészt f'(x) > —10. A
fentiekbdl kdvetkezden egyrészt

1M =10 _ 4,
7 <
F(7) <70+ £(0)
f(7) <66,
masrészt
fM=10) o 4
7 _

adodik. Azt kaptuk tehét, hogy
—74 < f(7) < 66.

6.8. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [-1;2] — R, f(x) = 23 — 222 fiigg-

vény esetén azon c val6s szamokat, amelyekre teljesiil, hogy a (c; f (c)) pontba

hiizott érint§ parhuzamos a ( — 1; f(—1)) és ((2; f(2))) pontokat Ssszekotd

szelGvel!

megoldds:

A szel6 meredeksége

f@)—f(-1) _8-8-(-1-2)
2—(-1) 3

m = =1,

igy az érintd meredeksége is 1 kell, hogy legyen, azaz teljesiilnie kell, hogy
f'(c) = 1. Mivel f'(c) = 3c¢% — 4c, ezért meg kell oldanunk a

32 —4c=1

masodfoki egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy 3¢? — 4c — 1 = 0. A mésod-
foku egyenlet megolddképletét alkalmazva

4+16+12  4+£2V7 247
6 -6 3

12 =

Mindkét érték eleme az értelmezési tartomdnynak, igy mindkét valés szdm
megfelel a feladatat feltételeinek.
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6.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az f: I — R differencidlhato fiiggvény-
nek van legaldbb két gyoke, akkor f’(x)-nek van legaldbb egy gyoke!

megoldas:

Tegyiik fel, hogy a,b € I gyokei az f fiiggvénynek. Ekkor f(a) = f(b) = 0.

Mivel a fiiggvény differencidlhatd, ezért [a; b]-n folytonos és |a; b[-n differen-

cidlhat6, igy alkalmazhaté a Lagrange-féle kozépértéktétel, ami szerint 1étezik
olyan ¢ €]a; b[ val6s szam, amelyre teljesiil, hogy

oy JO)—fla) 0-0 _

ey = b—a Cb—a

0,

azaz a derivalt fliggvénynek c € I zérushelye, amivel igazoltuk az allitast.

6.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f(z) = 42° + 23 + Tz — 2 polinom
fiiggvénynek pontosan egy valds gyoke van!

megoldds:

Egy val6s gyoke biztosan van a figgvénynek, ugyanis egyrést f(0) = —2, mas-
részt f(1) = 10, és mivel a polinomok folytonos fiiggvények, és a folytonos
fiiggvények Darboux-tulajdonsdgiak, ezért barmely két fiiggvényérték kozotti
kozbeess értéket is fel kell, hogy vegyen a fiiggvény, azaz 1étezik olyan a valds
szdm, amelyre f(a) = 0. (A Bolzano-tételre is hivatkozhattunk volna, ami sze-
rint intervallumon értelmezett negativ és pozitiv értékeket is felvevd, folytonos
fiiggvénynek van zérushelye.) Ha azonban lenne egy b valds szdm is, amelyre
f(b) = 0, akkor a Rolle-féle kozépértéktétel miatt létezne olyan ¢ €]a; b] valds
szam, amelyre f’(c) = 0. Azonban

f(c) =20c* + 3¢ +7

ami mindeniitt pozitiv, igy sehol sem lehet nulla. Tehdt a Rolle-tétel garantilja,
hogy egynél tobb valés gyok nem lehet. A feladat elején megmutattuk, hogy
egy valos gyok azonban biztos van, igy pontosan egy valés gyok van.

6.11. Feladat. Legyenek a, b és c pozitiv, 1-t6] kiilonbdz6 valés szamok. Mu-
tassuk meg, hogy az
fle)=a"+b"+c* -3
fliggvénynek nem lehet harom val6s gyoke!
megoldas:

Tegyiik fel, hogy f-nek harom kiilonb6z4 valés gyoke van. Ekkor a Rolle-tétel
szerint az
f'(z) =a” -Ina+b" -Inb+c"-Inc
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figgvénynek legaldbb két valds gyoke lenne és hasonldan az
f(x) =a* In?a+b" - In*b+c" - In*c

fiiggvénynek legaldbb egy valds gyoke lenne, ami ellentmondds, ugyanis f”(z)
nyilvdnval6an minden valds szdmra pozitiv.
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7. L’Hospital-szabaly

7.1. Feladat. Szamoljuk ki a lim " hatdrértéket!
r—0 x

megoldés:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezdét

lim sinz =sin0 =0 lim =0
x—0 z—0

adddik, igy mind a szamlalé, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhatd
a L’Hospital-szabaly:

. . /
S x
fg 0L gy (2] s
=0 T z—0 2/ z—0 1
2
— 5046
7.2, Feladat. Szmoljuk ki a lim % "° haarértéket!
z—3 x4 —9

megoldds:
A szamlal6 hatarértéke

lim (z? — 5z +6)=3*>—5-34+6=0,

r—3

a nevezd hatarértéke

lim (22 —9)=9-9=3>-9=0,
z—3
igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhat6 a L’Hospital-szabdly:
m2—5m+6_1_ 2—5 1

lim —5 o = lim .
z—3 x4 —9 z—3 2 6

arctg x
8% | atarértéket!

7.3. Feladat. Szamoljuk ki a lim
r—0

megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

lim arctgax = arctg0 =0 lim x =0
z—0 z—0
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adddik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhat6
a L’Hospital-szabdly:

. arctgzx : 1
lim =lim —— =1.
z—0 T z—0 1+ 2
sin4x
hatarértéket!

7.4. Feladat. Szamoljuk ki a lim
z—0 X

megold4s:

P

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

lim sindx =sin0=0 im 52 =5-0=0
r—0 r—

adodik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhat6
a L’Hospital-szabdly:

In
7.5. Feladat. Szamoljuk ki a lim —=%
r—2 I
megoldds:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezdét

hmln(f):lm:o, lim 2 —2=2-2=0
2 r—2

T—2

adddik, igy mind a szdmlalé, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhatd
a L’ Hospital-szabaly:

. In(3 . Inz—In2 .11

lim =lim —— =lim — = —.

=2 T — 2 T2 xr—2 T2 T 2
n (3)

7.6. Feladat. Szamoljuk ki a lim hatarértéket!
z—3 9

72

megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

hmln(f):m:o lim 22-9=32-9=0
3 r—3

r—3
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adddik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:

In (% _ 1

lim n(g) = lim M: im i:i.

r—3 a:2 -9 r—3 .TQ -9 x—3 2% 18
sin 2x

hatarértéket!

7.7. Feladat. Szamoljuk ki a lim —
rz—0 smmdx

megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

lim sin2z =sin0 =20 lim sin4z =sin0 =20
x—0 z—0
adddik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:
sin 2z ) (Sin 2:0)/ M 2 cos 2z - 1

lim — = lim > = lim ?
z—0 sindxr  z—0 (sin4x) z—0 4cosdxr 2

T

7.8. Feladat. Szamoljuk ki a lim
z—0 SIn ox

hatarértéket!

megoldds:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevezdét

lim (1—e®)=1-¢"=0 lim sin3z =sin0 =0
z—0 z—0
adédik, igy mind a szamléld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhatd
a L’ Hospital-szabaly:
. 1—¢" . —e” 1
lim — = lim = .
z—0 sin3x  2—0 3cos3x 3
X

7.9. Feladat. Szamoljuk ki a lin(l) hatarértéket!
T—

x
megoldds:

7z

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét
lim (2*-1)=1-1=0 lim =0

z—0 z—0
adddik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhatd
a L’ Hospital-szabaly:
2% —1 2%-In2

lim = lim
z—0 x z—0

In 2.
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3z

hatarértéket!

7.10. Feladat. Szamoljuk ki a lim
z—0 x

megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevezdét

lim (1-7%)=1-1=0 lim =0
z—0

x—0

adddik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:

1— 3z _ .73z . 1
i L gy o T gy
z—0 x z—0 1
. . L 1 — cos2x L
7.11. Feladat. Szamoljuk ki a lim —— hatarértéket!
z—0 1 — cos 3z

megoldas:
A szamlalo hatarértéke

lim (1 —cos2x) =1—-cos0=1-1=0,

z—0
a nevez6 hatarértéke
lim 1 —cos3x=1—cos0=1—-1=0,
z—0
igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhat6 a L’ Hospital-szabdly:

) 1 — cos2x . (1 — COoS 2:1:), . 2sin 2x
lim ——— =1lim ——%5 = lim — .
=0 1 —cos3x  z—0 (1 — coS 33;) z—0 3sin3x

A kapott tort szamlaléjanak és nevezGjének szintén 0 a hatarértéke, igy ismétel-
ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt:

2sin 2z 4 cos 2x 4

im = = —,
z—0 Jsin3x 9cos 3x 9
7.12. Feladat. Szamoljuk ki a

14+x—¢€"

lim 5

x—0 X
hatarértéket!

megoldas:
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A szamlalé hatarértéke

lim (1+z—-¢")=1+0-¢=0,
z—0
a nevezd hatarértéke
lim 2% = 0% =0,
z—0
igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhat6 a L’Hospital-szabdly:
142 —¢€" . 1—é"

x—0 x z—0 2x

A kapott tort szamlaléjanak és nevez6jének szintén 0 a hatarértéke, igy ismétel-
ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt:
1—¢" —e® 1

lim = lim = ——,
=0 2z z—0 2 2

7.13. Feladat. Szamoljuk ki az aldbbi fiiggvényhatarértékeket:

1-— 1-— 4
2) lim L 99897. b) lim —— o
x—0 x - et x—0 $2
megoldas:

a) Alkalmazva a I’ Hospital szabdlyt, valamint az 0sszetett fiiggvény derivalasi
szabdlyat
1 —cosbx ) Ssin dz 0

Iim ——=1lim — = - =0.
z—0 T - e’ z—0 e + x - e¥ 1

b) Kétszer alkalmazva a L’Hospital szabélyt

. 1 — cos4x . 4dsindx . 16 cos4x
lim ——— = lim =lim — =
z—0 x2 z—0 2z z—0 2

7.14. Feladat. Szamoljuk ki a

3z
r—00 I
hatarértéket!
megoldds:
A szamlalo hatarértéke
lim 3 = oo,

T—00
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a nevezd hatarértéke
lim 22 = 00,
Tr—r00

igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevezd hatarértéke oo, tehat
alkalmazhat6 a L’Hospital-szabaly:
3z 3z, 3

. ) e
lim — = lim
T—00 X T—00 2x

A kapott tort szdmldlojanak és nevezdjének szintén oo a hatarértéke, igy is-
mételten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabdlyt:
e3x .3 63:13 .9

lim = lim
z—o0  2x T—00

= OQ.

7.15. Feladat. Szamoljuk ki az aldbbi fiiggvényhatarértékeket:

. Inz, ¢) lim z-e%
a) xlggo - T——00
b) lim z-e™; ) e
megoldas:

a) Alkalmazva a L’ Hospital szabélyt

Inx
lim — = lim — =0.
r—00 I r—00 I

z _ 1

b) Felhasznaljuk, hogy e™" = 7, majd alkalmazzuk a L'Hospital szabdlyt:

lim z-e®= lim — = lim — =0.
T—00 z—o0 er z—o0 e¥
¢) Felhaszndljuk, hogy e* = eiw’ majd alkalmazzuk a L’ Hospital szabalyt:
lim z-¢*= lim —= lim —— =0.
T——00 z——o0 e~ % r——o0 e~ T

d) Alkalmazva a L’Hospital szabélyt

. X .
lim —— = lim
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7.16. Feladat. Szamoljuk ki a
. sin? x
llm —m——
=0 1 — cos(5x)
hatarértéket!
megoldas:
A szamlal6 hatarértéke
lim sin®

x =0,
x—0

a nevezd hatarértéke

lim 1 —cos(bx)=1—-1=0,

z—0

igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehat alkal-
mazhat6 a L”Hospital-szabaly:

sin? y 2sinx - cosx

m ——=1lim —.
=0 1 —cos(bz) -0 sin(bz)-5
A kapott tort szamlaléjanak és nevez6jének szintén 0 a hatarértéke, igy ismétel-

ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt. Elo6tte vegyiik azonban észre,
hogy 2sinz - cos x = sin(2z).

o ‘5111(237) — lim cos(2x) - 2 _ z

2—0 sin(5x) -5 =0 cos(bx)-25 25
7.17. Feladat. Szamoljuk ki a

. ox —tgbdx
lim ———

x—0 .1‘3

hatarértéket!
megoldés:
A szamlal6 hatarértéke
iig% 5z — tgbx =0,

a nevezd hatarértéke

lim z* =0,
x—0
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igy azt kaptuk, hogy mind a szdml4l6, mind a nevezd hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhat6 a L’Hospital-szabdly:

1
. br—tghr .  cos2(5z)
lim ————— = lim
z—0 3 z—0 32

A kapott tort szamlal6janak és nevezdjének szintén 0 a hatarértéke, igy ismétel-
ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt. El6tte azonban az #(530) kife-
jezést rjuk 4t cos~2(5x)-nek.
— cos—2 . . cog~3 (= si
lim 5—cos™*(5x) -5 lim 50 - cos™2(5x) - ( s1n(5:c)).

z—0 3:112 z—0 6x

A kapott tort szdmlaldjanak és nevezdjének a hatdrértéke szintén 0, gy is-
mételten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabdlyt. Elsd 1épésben a szamlalé
derivaltjat szdmoljuk ki. Ehhez legyen

u(z) = =50 - cos 3 (5z) - sin(5x).

Legyen tovabbd a(x) = —50 - cos~3(5x) és b(x) = sin(5x). Ekkor
W' (z) =d'(x) - b(z) + a(z) - V(z) =
=150 - cos 4 (5x) - (—sin(5x)) - 5 - sin(5z) —
— 50 - cos3(5z) - cos(5x) - 5.
Legyen tovdbbd v(x) = 6. Ekkor v'(x) = 6. Felhasznélva, hogy
lim «'(z) = 250,

z—0
illetve
lim o'(z) = 6,
z—0

azt kapjuk, hogy
. bxr—tgdxr 250 125
lim —————=— = —.

70 x3 6 3

7.18. Feladat. Szamoljuk ki az aldbbi fiiggvényhatarértékeket:

a) lim 2% ) Inz
) 20+ C) hm 1,7,
b 1 o 2—0 In(sin x)
im 57
x—0

megoldas:
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a) Mivel
lim 2% = lim e™*" = lim "%,
x—0 z—0 x—0
ezért kiszamolva a
lim z-lnx
r—0+
hatarértéket
. . Inz . 1 .
Iim z-lnz= lim — = lim T = lim —x=0
r—0+ r—0+ o x—0+ -2 rz—0+

adédik, igy a keresett hatarérték e? = 1.

b) Mivel
. <3 . sin . 3
lim mblna} — lim elnm = lim esmaclna:,
z—0 x—0 x—0
kiszamolva a
lim sinz-Inz
z—0+
hatarértéket
. . . Inz . 1
lim sinzlnz = lim ———— = lim — =
z—0+ z—0+ e z—0+ —SIn” “x-Ccosx
. 2 .
. —sin“x . —2sinx cosx
= lim — = lim =

z—0+ T -cosxr a—0+ —x-sinx + cosx
igy a keresett hatdrérték ¢ = 1.

c) Alkalmazva a L’Hospital szabalyt

Inx . %
im ntema) = lim ——%—— =
2=0+ In(sinz)  2-0+ - . cosw
. sinx . cos T
= lim — = lim =1

z—0+ T - cosxT z—0+cosST — x -sinx

7.19. Feladat. Adjuk meg az f: R\ {0},
9z — 3 -sin 3z
f@) = ——=—

5x3
figgvény folytonos kiterjesztését!

megoldas:
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A fiiggvény minden = # 0 valds szdm esetén folytonos. A L’Hospital szabaly
tobbszori alkalmazasaval kiszdmoljuk a hatarértékét az x = 0 helyen:

. 9z —3-sin3x . 9—9-.cos3x . 27 -sin3x
lm ———=lim —m——— =lim —— =
20 53 0 1522 z—0 30z
. 9-sin3x . 27-cos3x 27
=lim ———=1lm — = —.
z—0 10z z—0 10 10
A megadott fiiggvény folytonos kiterjesztése tehat
9 — 3 -sin3
T 3sm a:’ haz 2 0
f*(l’) =43 27 5 .
hax =0

57
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8. Fiiggvényvizsgalat

Ebben a fejezetben a kovetkezd jelolésekkel éliink:

mon. monotonitas

konv. konvexitas
lok. min. | lokalis minimum
lok. max. | lokalis maximum
lok. sz. é. | lokalis szE€lsGérték
ip inflexids pont

nincs ért. | nincs értelmezve

Megallapodunk tovabba abban, hogy a tovdbbiakban, ha mast nem mondunk,
a fliggvények értelmezési tartomanydnak a valés szdmok halmazdnak lehetd
legb6vebb részhalmazat tekintjiik. A tovabbiakban ,teljes fliggvényvizsgalat”
alatt az alabbiakat fogjuk elvégezni:

1.
2.
3.

© © N oL

Ertelmezési tartomany meghatérozésa.
Zérushely megadasa.

A fliggvény derivéltjanak kiszdmoldsa, majd annak segitségével monotonitas
és lokalis szEls6érték vizsgélata.

. A fiiggvény mdsodik derivaltjdnak kiszdmoldsa, majd annak segitségével

konvexitds és inflexiés hely vizsgalata.

Hatérértékek meghatarozasa az értelmezési hatarpontjaiban.
A fiiggvény grafikonjanak felvazoldsa.

Ertékkészlet megadésa.

Korlétossdg vizsgélata.

. Paritds meghatarozasa.

10. Periodikus-e a fliggvény?

7 2

11. Abszolit (globdlis) szEéls6érték hely megadésa.

12. Invertdlhatosag vizsgdlata.

8.1. Feladat. Végezziik el az f(x) = x3 — 3z fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
galatat!

megoldis:

1) Ertelmezési tartomany: z € R.
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2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddséval kapjuk:
3 — 3z = 0,
amibdl x-et kiemelve azt kapjuk, hogy
z-(z?—3)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,

vagy 22 — 3 = 0, ez utébbibél z = /3, vagy x = —+/3. Igy a fiiggvénynek
harom zérushelye van, a 0, V3 és —/3.

3) A fiiggvény derivaltja
f'(x) =32 — 3.
Meghatérozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 322 — 3 = 0 egyenletet:
322=3 = 322=3 = ?=1,

amibdl azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt elGjelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

r<—-1|lz=-1 |-1l<z<l| z=1 |x>1
f(x) + 0 — 0 +
f(x) v lok. max. N lok. min. | 7

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f"(z) = 6z.
Ennek zérushelye, azaz a 6x = 0 egyenlet megolddsa x = 0. Ennek meg-

felel6en tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt el6jelét, amibsl
kovetkeztethetiink a fiiggvény konvexitdsara:

r<0|xz=0] >0
[ | = 0 +
f(x) | konkdv | ip | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
Az értelmezési tartomany hatarpontjai —oo és oo. Mindkét hatarértéket ugy
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kaphatjuk meg, hogy emeljiik ki a polinom fiiggvény legnagyobb fokszamu

tagjat:
3
1 _—— =
()

lim f(z) = lim (23 — 3z) = lim 3 - (1 - 1) = 00.

lim (2® —3z) = lim 2°.
Tr——00 T—r—00

lim f(x)=

—0Q;
T—r—00
T—00 T—00 T—r00

6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy 6sszefoglald tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<—-1|-1<zx<0|0<ax<]l| x>1
Mon. | N < %
Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

'5 4% 3% 1 1 > 3 4 5 6

-2

3

7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korladtossdg: nem korlatos.

9) Parités: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.
10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolut (globélis) szélsdérték: nincs.

12) Invertalhat6sag: nem invertalhato.
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8.2. Feladat. Végezziik el az f(x) = x - (x — 2)? fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgélatat!
megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: z € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

z-(x—2)%=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy z = 0,

vagy (z — 2)? = 0, amibsl = = 2 adédik. Igy a fiiggvénynek ketté darab
zérushelye van, a0 és a 2.

3) Miel6tt meghatarozzuk a fiiggvény derivaltjat, elvégezziik a nevezetes azo-
nossagot és felbontjuk a zaréjelet:

fxy=z-(z—22==z- (2% -4z +4) = 25 — 42? + 4.

Ezt felhasznalva
f'(z) = 32% — 8z + 4.

Meghatérozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 322 — 8z +4 = 0 egyen-
letet. A masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva

8++164—4-3-4 8+4
6 6

T12 =

amibdl azt kapjuk, hogy x1 = 2/3, o = 2. Az elsG derivilt elGjelét tablazatban
foglaljuk Ossze:

2
T T = §<x<2 =2 x> 2

2
< 3
)| + 0 - 0

f(z) | A~ |lok. max. N lok. min.

[GVIN )

N+

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f"(z) = 6z — 8.

Ennek zérushelye, azaz a 6x — 8 = 0 egyenlet megolddsa x = 4/3. Ennek
megfelel6en tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt el6jelét:



98

4 1
) | = 0 +
f(x) | konkdv | ip | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
. . 3 2 . 3 4 4
lim f(z) = lim (2° —42"+4r)= lim 2°-(1— -+ — | = —o0;
T——00 T——00 T——00 T T
. . 3 2 . 3 4 4
lim f(z) = lim (2° — 42" +42) = lim 2°- |1 - -+ — ] =0
r—00 T—00 r—00 x x

6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy Osszefoglald tablazatot, az el6z6
két tablizat alapjan.

< 2 2 <zr< 414 <xr<?2 > 2
r< - |-<zx<-=-|=<uz x
313 313

Mon. | 7 N\ ¢ /!
Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

3

2

7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korlatossdg: nem korlatos.
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9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.
10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolit (globélis) széls6érték: nincs.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhatd, mert két zérushelye van.

8.3. Feladat. Végezziik el az f(x) = (z — 2) - (z + 1)? fiiggvény teljes fiigg-
vényvizsgalatat!

megoldds:
1) Ertelmezési tartomany: z € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
(x—2) (z+1)*=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tenyeZOJe nulla, igy z—2 = 0,

amibsl x = 2, vagy (z + 1)? = 0, amibsl z = —1. Igy a fiiggvénynek ketts
darab zérushelye van, a —1 és a 2.

3) Mielétt derivéljuk a fiiggvényt elvégezziik a nevezetes azonossdgot és fel-
bontjuk a zirdjelet:

f@)=@-2)-(z+1)2=@-2) (2> +2x+4) =
=2+ 2%+ —22% — 4 —2=23 -3z —2.
A fiiggvény derivéltja
f'(x) =32 — 3.
Meghatérozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 322 — 3 = 0 egyenletet:
322=3 = 322=3 = 2?=1,

amibdl azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

r<—-1]lz=-1 |-1l<z<1l| z=1 |x>1
[ (z) + 0 — 0 +
f(zx) a lok. max. N lok. min. | 7

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f"(z) = 6z.
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Ennek zérushelye, azaz a 6z = 0 egyenlet megolddsa x = 0. Ennek megfele-
16en tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivélt el6jelét:

r<0 |z=0]| >0
@~ [0 |
f(z) | konkdv | ip | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

2
lim f(z)= lim (2 -3z—2)= lim x3-<1—32—>:—oo;

T——00 T——00 T——00 T 3

. s L 1 2

lim f(z) = lim (z° — 3z — 2) = lim «” - -5 - =] =0
T—00 T—00 T—00 T T

6) A fliggvény dbrazoldsdhoz készitiink egy 6sszefoglald tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<—-1|-1<ax<0|0<z<l| z>1

Mon. | 7 h A" /

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
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7) Ertékkészlet: y € R.
8) Korlatossdg: nem korlatos.
9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

72

11) Abszolit (globélis) széls6érték: nincs.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhaté a fiiggvény, mert példdul a —1-hez és az
1-hez is ugyanazt a fiiggvényértéket rendeli.

8.4. Feladat. Végezziik el az

3 22

fliggvény teljes fliggvényvizsgélatat!
megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: z € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

3 22

— 4+ — —2x=0.
3—1-2 z=0

Az egyenlet mindkét oldalat beszorozva a k6zos nevezovel azt kapjuk, hogy

22°% + 322 — 122 = 0.

Ebbdl z-et kiemelve x - (222 + 3z — 12) = 0 adédik. Egy szorzat pontosan

akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy = = 0, vagy 222 43z — 12 = 0,

melyet a mdsodfoku egyenlet megolddképletével megoldva
-3+./32-4.-2.(-12) —-3+105

4 4

adodik. Tehat a zérushelyek:

x = 0; xzﬁ%—&iﬂ; x:wzl,l&

3) A fiiggvény derivaltja
flx)=a2* +z—2.
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Meghatirozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk az z> + 2 — 2 = 0 egyen-
letet:

—1+/12-4-1-(-2) —14+3

2 2
amibdl azt kapjuk, hogy x1 = 1 és zo = —2. Az elsd derivalt el6jelét tablazat-

ban foglaljuk 6ssze:

r< 2| z==-2 | 2<z<l| z=1 |x>1
f(x) + 0 - 0 +
f(zx) v lok. max. N lok. min. |

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
(z) =2z + 1.

Ennek zérushelye:

20 +1=0 = 2z = —1 = x:—i.

Ennek megfelelden tdblazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivélt el6-
jelét:

1
)| — 0 +
f(z) | konkav ip konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
A —oo-beli hatarérték:

. . 23 2
L f(@) = Im (3 T 2‘”) =
1 1 2
frnd 1 3 . — RN — = —
_xll}iﬂoox <3 * 2x .’L'2> %0
a oo-beli hatarérték:

3 2P
lim f(z) = lim <+—2x> =

T—00 T—00

1 1 2
= limx3-<+—>:oo.

T—00
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6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy Osszefoglald tablazatot, az el6z6
két tabl4zat alapjan.

1 1
< =2 —2<x<—§ —§<x<1 z>1
Mon. Ve Ny Ny Ve
Konv. | konkav konkav konvex konvex
Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:
40
30
20
10
10 -8 6 -4 2 2 4 6 8
-10
20
7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korlatossdg: nem korlatos.

9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

P

11) Abszolit (globélis) széls6érték: nincs.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhato a fliggvény, mert példaul a —1-hez és az

1-hez is ugyanazt a fiiggvényértéket rendeli.

8.5. Feladat. Végezziik el az f(z) = 43 — 122 fliggvény teljes fiiggvényvizs-

galatat!

megoldas:
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1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
4o — 122 =0 = 4o - (2 —=3) = 0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy 4 = 0,

vagy 22 — 3 = 0, ez utébbibél z = /3, vagy x = —/3. A fiiggvénynek tehat
hdrom zérushelye van: a 0, V3 és —/3.

3) A fiiggvény deriviltja f'(x) = 1222 — 12. Ennek zérushelyei, azaz a
1222 - 12 =0

egyenlet megolddsai x = 1, vagy x = —1. Az els6 derivalt el6jelét tdblazatban
foglaljuk ossze:

r< -1l z=-1|-1<z<]l| z=1 |2>1
f(x) + 0 - 0 +
f(zx) Va lok. max. N lok. min. | 7

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
" (z) = 24x.

Ennek zérushelye, azaz a 24x = 0 egyenlet megolddsa x = 0. Ennek megfele-
16en tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt el6jelét:

<0 |z=0|2>0
M) | = 0 +
f(x) | konkdv | ip | konvex

5) A —oo-beli hatarérték

lim f(z)= lim (42® —122) =
T—>—00 Tr——00

= lim z°- (1—) =—-00-(1-0)=—c0.
T——00
A oo-beli hatarérték

lim f(x) = li_}rn (423 — 122) =

T—00

1
= lim :U3-<1—2>:oo-(1—0):oo.

T—00
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6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy Osszefoglald tablazatot, az el6z6
két tabl4zat alapjan.

r<—1|-1<zz<0|0<z<]l] z>1
Mon. s N N /"

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:
12
10

-4 35 -3 25 -2( 15 -1 -05 05 1 1% 2 25 3 35 4

7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Paritds: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.

10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolit (globalis) szélsdérték: nincs.

12) Invertalhat6sag: nem invertalhaté a fiiggvény.

8.6. Feladat. Végezziik el az f(z) = 222 — 2% figgvény teljes fiiggvényvizs-
galatat!

megold4s:

1) Ertelmezési tartomany: z € R.
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2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

222 — 2t =0 = 22—z =0

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezje nulla, igy 22 = 0,
vagy 2 — 2 = 0, ez utébbibél z = /2, vagy = = —+/2. Igy a fiiggvénynek
harom zérushelye van: 0, V2, /2.

3) A fiiggvény derivaltja
f(z) = 4o — 423

Ennek zérushelyeit, azaz a 4= — 423 = 0 egyenlet megolddsait a 4x kiemelésé-
vel kapjuk: 4z - (1 — 22) = 0. Egy szorzat csak tigy lehet nulla, ha valamelyik
tényezdje nulla, igy 4v = 0, vagy 1 — 22> = 0. Ezeket megoldva z; = 0,
x9 =1, z3 = —1 adddik. Az elsd derivalt el6jelét tdblazatban foglaljuk Ossze:

r<—1| z=—-1 |—-1<z<0| =0 |O<z<l| z=1 |z>1
)| + 0 - 0 + 0 —
f(x) | lok. max. N lok. min. 0 |lok. max. | N\

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f"(z) = 4 — 1222,
Ennek zérushelyei, azaz a 4 — 1222 = 0 egyenlet megolddsai z; = —1/+/3,

ry = 1/4/3. Ennek megfelelGen tabldzatba foglalva megvizsgdljuk a masodik
derivalt elgjelét:

1 -1} _ 1 L - 1 1
r<—mlr=-p | mE<r< plr= g lr>

I (x) - 0 + 0 —
f(x) | konkdv ip konvex ip konkév

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

T—r—00 T——00 T——00

lim f(z)= lim (222 —2z%) = lim 2*. ( - 1) = —o0;

lim f(z) = lim (22% — 2%) = lim z*- <2 — 1> = —00.

T—00 T—00 T—00 2

o~

6) A fliggvény dbrazoldsidhoz készitiink egy Osszefoglalé tablazatot, az el6z8
két tablazat alapjan.
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r<—1|-1<e< | Z<e<0|0<r< | m<o<l| z>1
Mon. | h hY / / h
Konv. | konkdv| konkdv konvex konvex konkdv | konkdv
Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:
1.2
globalis maximum globalis maximum
0.8
infleXios portt.6 inflexips pont
0.4
0.2]
zérushely érush zérlshely
2 05 o 05 1 15 2
-0.4 |
0.6
-0.8 |
7) Ertékkészlet: y <1
8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korltos, alulrél nem korl4tos.
9) Paritas: paros, mert szimmetrikus az y tengelyre.
10) Periodicitds: nem periodikus.
11) Abszolit (globdlis) sz€lséérték: maximum hely: x = —1;1, maximum

érték: y = 1.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhaté a fliggvény, mert példaul a —1-hez és az
1-hez is ugyanazt a fiiggvényértéket rendeli.

8.7. Feladat. Végezziik el az f(z) = 2* — 423 fiiggvény teljes fiiggvényvizs-

galatat!

megoldas:
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1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
xt — 423 =0 = 23 (x—4)=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezgje nulla, igy x = 0,
vagy r = 4.
3) A fiiggvény derivaltja

f(x) = 42> — 1222
Meghatdrozzuk ennek zérushelyeit, azaz megoldjuk a 423 — 1222 = 0 egyen-
letet. Ebbdl 22-et kiemelve

z? - (4 —12) =0,

adddik, ami csak dgy lehet, ha 22 =0,azazx = 0, vagy 4z — 12 = 0, amibdl
dr =12, igy = = 3. Az els6 derivilt eldjelét tdbldzatban foglaljuk dssze:

xz <0 z=0 O<x<3| z=3 |z>3
fila) | — 0 - 0 +
f(z) | ¢ | nincs lok. sz. é. \ lok. min. |

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
() = 122% — 24z,

Ennek zérushelye, azaz a 1222 — 24z = 0 egyenletet kell megoldanunk. Ha
x-et kiemeliink, akkor z - (12x — 24) = 0 ad6dik. Egy szorzat gy lehet 0, ha
valamelyik tényezdje 0, igy x = 0 vagy 122 — 24 = 0, amibdl x = 2. Ennek
megfelelGen tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt el6jelét:

z<0 |lz=0|0<2<2|2=2]2>2
f"(x) | + 0 — 0 +
f(x) | konvex | ip konkdv ip | konvex

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

lim f(z)= lim (z*—42%) = lim z*. (1 - 4> = o0;

T——00 T——00 T——00 T

lim f(z) = lim (2! —423) = lim z*- (1 - 4) = 00.

T—00 T—00 T—00 €T
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6) A fliggvény dbrdzoldsdhoz készitiink egy Osszefoglald tablazatot, az el6z6

két tabl4zat alapjan.

<0 |0<zr<2|2<z<3|z>3
Mon. | N\, < < %
Konv. | konvex konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:

40

30

-10

-20

7) Ertékkészlet: y € [—27; col.

8) Korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

9) Paritds: nem paros és nem

10) Periodicitds: nem periodi

pératlan.

kus.

7z

11) Abszolut (globdlis) sz€ls6érték: minimuma van, minimum hely: z = 3,

minimum érték: y = —27.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhat6 a fiiggvény, mert két zérushelye van.

8.8. Feladat. Végezziik el az f(z) = (x + 3) - e~ * fiiggvény teljes fiiggvény-

vizsgélatat!

megold4s:

1) Ertelmezési tartomany: z € R.
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2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:
(x+3)-e*=0,

amibdl x = —3, ugyanis egy szorzat csak 1igy lehet 0, ha valamelyik tényezdje
0, azonban e~ * sehol sem 0.

3) A fiiggvény derivaltja
fll)=e"- (1) (z+3)+e =" (—z—2).

Ennek zérushelyeit, azaz az e™" - (—x — 2) = 0 egyenlet egyetlen megolddsa

x = —2, ugyanis e~ * sehol sem 0. Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglal-
juk Ossze:
r< =2 xz==-2|z>-2
flz) |  + 0 -
f(z) Va lok. max. ¢

4) A fiiggvény mdsodik derivéltja
fflz)y=e®-(-1)- (—z=2)+e - (-1)=e " (z+1).

Ennek zérushelyei, azazae™"-(z+1) = 0 egyenlet megolddsa x = —1. Ennek
megfelelden tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt el6jelét:

r<—-1l|lz=-1|z>-1
)| - 0 +
f(x) | konkav ip konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim e *-(z+3) = —o0;

T—>—00 T——00
: -l _oaoox+3 1
)= e ) =l e = e =0

7~ 7z

6) A fiiggvény abrazoldsdhoz készitiink egy 0sszefoglal6 tablazatot az el6z6 két
tdblazat alapjan.

r< 2| 2<x<—-1|z>-1

Mon. Ve N Ny

Konv. | konkav konkav konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
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7) Ertékkészlet: y < e2.

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korldtos, alulrél nem korlétos.
9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) sz€lsdérték: maximum hely: x = —2, maximum érték:
2
y = e,

12) Invertalhat6sag: nem invertalhato.

8.9. Feladat. Végezziik el az f(x) = e** - (2 — z) fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgélatat!

megoldas:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megolddséval kapjuk:
¥ . (2—1)=0,

amibdl z = 2 addédik, ugyanis egy szorzat csak ugy lehet 0, ha valamelyik
tényezbije 0, azonban e2* sehol sem 0.

3) A fiiggvény derivaltja
fl(z) =2e% - (2 — ) + 2 - (=1) = ¥ - (3 — 22).
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Ennek zérushelyeit, azaz az e?* - (3 — 2x) = 0 egyenlet megolddsa x = 1, 5.
Tovéabbi megolddsa nincs az egyenletnek, ugyanis e?® sehol sem 0. Az elsé
derivalt elgjelét tdblazatban foglaljuk Gssze:

r<1,5|z=15|z>1,5
fll) |+ 0 -
f(z) Va lok. max. N

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f"(x) =2e** - (3 —2z) + 2. (=2) = ¥ . (4 — 4x).

Ennek zérushelyei, azaz a e?® - (4 — 4x) = 0 egyenlet megolddsa = 1. Ennek
megfelelden tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt el6jelét:

z<l|z=1| 2z>1
)|+ 0 -
f(x) | konvex | ip | konkdv

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:
A oo-beli hatarérték

lim f(z) = lim e** . (2 —z) = —oc.

A —oo-beli hatarérték kiszdmoldsdahoz L’ Hospital-szabdlyt alkalmazunk:

2—x
. - 20 (o _ _
xgr—noo f(l’) B mEI—noo ¢ (2 LU) QJEIPOO e~ 2z
) -1
= lim ——F— =0.

T——00 @2 . (—2)

6) A fliggvény dbrazoldsidhoz készitiink egy Osszefoglalé tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<l|l<zx<l,blxz>15

Mon. N e ¢

Konv. | konvex konkav konkav

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
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3
7) Ertékkészlet: y < %

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Paritds: nem paros, nem pdaratlan.
10) Periodicitds: nem periodikus.

7z

11) Abszolit (globalis) sz€ls6érték: maximum hely: x = 1,5, maximum érték:
3
e

?JZE-

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhatd.

8.10. Feladat. Végezziik el az f(x) = e - (22 — 3z + 1) fiiggvény teljes
fliggvényvizsgélatit!

megoldas:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasdval kapjuk:
e’ (x? =3z +1) =0,

amibdl 22 — 3z + 1 = 0, ugyanis egy szorzat csak tigy lehet 0, ha valame-
lyik tényez&je 0, azonban e?* sehol sem 0. Az emlitett masodfokid egyenlet
megoldésait a masodfoku egyenlet megoldoképletével kaphatjuk meg:

3+v0—4 3++\6
2 2

12 =
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tehat

3) A fiiggvény derivaltja
fllx)y=e"- (2> =3z +1)+e*- (22 —3) =e" - (2% — 2 — 2).

Ennek zérushelyeit, azaz az e” - (z? — 2 — 2) = 0 egyenlet megolddsai —1 és
2. Az elsd derivalt elGjelét tdblazatban foglaljuk Gssze:

r<—-1|lz=-1 |-1<x<2| 2=2 |x>2
f(x) + 0 - 0 +
f(z) a lok. max. N lok. min. | 7

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
f'(x)=2e" (22 —x—2)4+e* - 2z —1)=¢e"- (2 + 2 — 3).

Ennek zérushelyei, azaz a e® - (22 + x — 3) = 0 egyenlet megoldésai

_-1-V13  -1+4/13

i 2 Y Uk

Ennek megfelelSen tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt el-
jelét:

T<T | T=21 |1 <T< T |T=T2|T> T2
ffx) |+ 0 - 0 +
f(z) | konvex ip konkav ip | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
a —oo-beli hatarértéket a L’ Hospital-szabdly kétszeri alkalmazdsaval szdmol-
hatjuk ki:

2
—x—2
lim f(z)= lim e (22 —z—2)= lim rorTe
T——00 T——00 T——00 e
20 — 1 2
= lim v = lim — =0;
r——o00 —e~ 7T r——o00 e~ T

a oo-beli hatdrérték

lim f(z) = lim ¢® - (2? —2 — 2) = cc.
T—r00 T—00

6) A fiiggvény grafja:
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7) Ertékkészlet: y > —e?.

8) Korlatossag: a fiiggvény alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos.
9) Paritds: nem paros, nem pdaratlan.

10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) szélséérték: minimum hely: z = 2, minimum érték:
2
y = —e.

12) Invertalhat6sdg: nem invertalhato.

8.11. Feladat. Végezziik el az

fliggvény teljes fliggvényvizsgélatit!

megoldas:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) Zérushely nincs, mivel az exponencidlis fiiggvény sehol sem nulla.
3) A fliggvény derivaltja

f(z) = b x-e_é.
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Ennek egyetlen zérushelye az x = 0, hiszen az exponencidlis fliggvény sehol
sem nulla. Az els6 derivélt el6jelét tabldzatban foglaljuk 6ssze:

r<0] =0 |z>0
f@) | + 0 -
flz) | / |lok. max.|

f”(;r) =—-——7" <e_z2 — :U2e_z2> = —L . e_é (11— 332),

aminek zérushelyei —1 és 1. Az masodik derivalt el6jelét tdblazatban foglaljuk
ossze:

r<—-1ljlz=-1|-1<z<l|z=1|2>1
f'x) |+ 0 - 0 +
f(z) | konvex ip konkav ip | konvex

5) Hatérérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

6) A fiiggvény grifja:

-0.05
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7) Ertékkészlet: 0 < y < V%

8) Korlatossag: a fiiggvény alulrél és feliilrdl korlatos, igy korlatos.
9) Paritds: péros.

10) Periodicitds: nem periodikus.

P

11) Abszoliit (globalis) széls6érték: maximum hely: x = 0, maximum érték:
_1

Y=o
12) Invertalhatésdg: nem invertilhatd.

8.12. Feladat. Végezziik el az f(z) = e’ fliggvény teljes fiiggvényvizsgéla-
tat!

megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: = € R.
2) Zérushely nincs, mivel az exponencidlis fiiggvény sehol sem nulla.
3) A fliggvény derivaltja
f(z) = e” . 2z,

Ennek egyetlen zérushelye az x = 0, hiszen az exponencidlis fliggvény sehol
sem nulla. Az els6 derivalt elGjelét tdblazatban foglaljuk ossze:

z<0] =0 |z>0
f@) | + 0 -
f(z) | 7 |lok.max.| ™\

4) A fiiggvény masodik derivéltja

f'(z)=2- e 422" 2 =" - (2 + 42?).
Ennek a fiiggvénynek mindkét tényezdje pozitiv, igy minden x valés szdm es-
etén f”(z) > 0 pozitiv, kovetkezésképpen az f fiiggvény mindenhol konvex.

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

6) A fiiggvény grafja:
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7) Ertékkészlet: y € [1;00].

8) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, de feliilr6l nem korlatos, igy nem
korlatos.

9) Parités: péros.
10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolut (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: z = 0, minimum érték:
y=1.

12) Invertalhatésdg: nem invertdlhatd, mert paros.

8.13. Feladat. Végezziik el az f(x) = ” - (x — 2)? fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgéalatat!

megoldés:

1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
e (x—2)2=0,

amibél (z — 2)? = 0, azaz v = 2, ugyanis egy szorzat csak tgy lehet 0, ha
valamelyik tényez6je 0, azonban e” sehol sem 0.

3) Miel6tt derivaljuk a fiiggvényt elvégezziik a nevezetes azonossagot:

flz)=e" (x—2)2 =e" (22 — 4z +4).
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Ezt felhaszndlva a fiiggvény derivaltja

flx)=e" (2® 4z +4) + - (20 —4) =" - (2% — 22).

Ennek zérushelyeit, azaz az e - (22 — 22) = 0 egyenlet megoldésai 0 és 2. Az

elsé derivalt elGjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

z<0| 2=0 |0<z<2| 2=2 |x>2
f(x) + 0 — 0
f(z) | |lok. max. AV lok. min. |

4) A fiiggvény masodik derivaltja

Ennek zérushelyei, azaz a e® - (2 — 2) = 0 egyenlet megolddsai ++/2. Ennek

f"(x) = 2e% - (2% — 2z) + €® - (22 — 2) = &% - (2% — 2).

megfelelGen tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt el6jelét:

93<—\@

T=—v2

—\/§<l‘<\/§

T=12

a:>\/§

f"(x)

_l’_

0

0

_l’_

f(z)

konvex

ip

konkav

ip

konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
a —oo-beli hatarértéket a L’ Hospital-szabaly kétszeri alkalmazasaval kapjuk:

2
—4 4
lim f(r) = lim " (2® —4z+4) = lim ot
T——00 T——00 T — 00 e~ T
2z —4 2
— lim = = lim — =0;

z——00 —e T

a oo-beli hatarérték:

r——o0 T

lim f(z) = lim - (2% — 4z 4+ 4) = co.

T—00

6) A fiiggvény grafja:

T—00
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14

12

10

7) Ertékkészlet: y > —e?.

8) Korlatossag: a fiiggvény alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos.
9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolut (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: z = 2, minimum érték:
y=0.

12) Invertalhat6sdg: nem invertdlhato.
8.14. Feladat. Végezziik el az f(z) = \/x - (2 — x) fiiggvény teljes fiiggvény-
vizsgalatat!
megoldis:
1) Ertelmezési tartomany: = > 0.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:
\/E ’ (2 - :I:) =0,
amibdl x = 0, illetve x = 2 adddik.

3) A fiiggvény derivaltja

)= (VE- @) = (@} @-a) = gad -2 —a) +ad - (-1) =
g NP B SIS
=z 2—§x2—§$ =z 22—z —ﬁ— T
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Megoldjuk az

1
— —+Vz=0 = 1-2=0

NG

egyenletet, amibdl azt kapjuk, hogy x = 1. Az elsd derivélt eldjelét tdbldzatban
foglaljuk Ossze:

O<zr<l1 r=1 z>1
f'(x) + 0 -
f(x) Va lok. max. |\,

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja

e = (smb o) = _—

_2\/$3 4 2\/x’

ami mindenhol negativ, igy az f fliiggvény értelmezési tartomanydnak minden
pontjdban konkdv.

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z) =0 Jim_ f(z) = —o0.
6) A fliggvény gréfja:
1
0
4 3 2 4 [0 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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7) Ertékkészlet: y < 1.

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrdl korltos, alulrél nem korlatos.
9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszoliit (globdlis) széls6érték: maximum hely: x = 1, maximum érték:
y=1.

12) Invertalhat6sdg: nem invertilhato.

8.15. Feladat. Végezziik el az f(z) = = - Inx fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
gélatat!

megoldds:
1) Ertelmezési tartomény: x €]0, ool

2) Zérushely: az x - Inxz = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat ugy
lehet 0, ha valamelyik tényez6je 0, igy x = 0 vagy Inz = 0. Azonban x = 0
nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak In x = 0 teljesiilhet, amibdl
x = 1 adddik.

3) A fiiggvény derivaltja
1
fllz)y=1-lnz+z-—=Inz+1.
x

Az Inz 4 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Atrendezve Inz = —1 adédik,
amibél azt kapjuk, hogy = = e~ 1. Az elsé derivalt elSjelét tabldzatban foglaljuk
ossze:

['(@) - 0
f(zx) N lok. min.

N+

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
1
" _ -
f (Iﬁ) - ZL"
aminek nincs zérushelye, igy a fiiggvény vagy mindenhol konvex vagy min-
denhol konkdv. Mivel x > 0, ezért % > 0, igy f értelmezési tartomanyanak
minden pontjidban konvex.
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5) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban: a O pontban a jobbol-
dali hatdrértéket L’ Hospital-szabdly alkalmazdsédval kapjuk:

1
. . . Inx . =
lim f(z) = lim -lnzr= lim — = lim —*—5 =
z—0+ z—0+ z—0+ ™ z—0+ —x~
1
= lim —%- = lim —7-(:132) = lim —x =0.
z—0+ -2 z—=0+ X z—0+

A oco-beli hatarérték

xlgglo f(z) = 0.

6) A fiiggvény grifja:

0.8
0.6
0.4
0.2

0

0.4 -0.2 02 04 06 091 12 14 16 1.8 2 22 24 26 28
0.2
0.4

7) Ertékkészlet: y € [% -In é; oo[ = [ L oo[.

_E7

8) Korldtossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, de feliilr6l nem korldtos, igy nem
korlétos.

9) Abszolit (globdlis) széls6érték: minimum hely: x = %, minimum érték:
y=—s

10) Invertalhatésag: invertdlhatd, mert kiillonboz6 elemekhez kiilonbozé ele-
meket rendel.

8.16. Feladat. Végezziik el az f(x) = 22 - In z fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
galatat!
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megoldis:

1) Ertelmezési tartomény: = €]0, ool

2) Zérushely: az 22 - Inxz = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat tigy
lehet 0, ha valamelyik tényez&je 0, igy 22 = 0 vagy Inz = 0. Azonban x = 0
nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak Inx = 0 teljesiilhet, amibdl
x = 1 adddik.

3) A fiiggvény derivaltja

1
f’(a:):233-1111:—1-3:2-;:2x-1nx+x:az-(2ln:c+1).

Az z - (2lnz 4+ 1) = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat csak gy

lehet nulla, ha valamelyik tényezje nulla, azonban z # 0 miatt lnz = —%

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy x = e 3. Az els derivilt el6jelét tablazatban
foglaljuk ossze:

_1 1 J .

r<e 2 |xr=e 2 |xT>€ 2
f'() - 0 +
f(z) N lok. min. N

4) A fiiggvény masodik derivéltja

2
ff(z)=2Inz+1+x-==2Ilnz+3.
x

A 2Inx + 3 = 0 egyenletet kell megoldanunk:

|
wlw

3
2lnz+3=0 = lnxz—i = T

Il
o

Az masodik derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk Ossze:

_3
xr>e 2

)| - 0 +
f(z) | konkav ip konvex
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5) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban: a O pontban a jobbol-
dali hatdrértéket L’ Hospital-szabdly alkalmazdsédval kapjuk:

1

1 =
lim f(z)= lim 2% -lnz = lim 22 i =

z—0+ z—0+ z—0+ 33_2 z—0+ —2.7;_3

1

. = . 1 T ) T

= lim xzzhm—‘ — )= lim — =0.
z—0+ —3 z—0+ 2

A oo-beli hatarérték
lim f(z) = oc.

T—00
6) A fiiggvény grifja:

1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0,

-02 |0 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22
-0.2

7) Ertékkészlet: y € [% -In ﬁ; OO[ = [—ﬁ; 00[‘

8) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, de feliilr6l nem korlatos, igy nem

korlatos.

9) Abszolut (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: x = e_%, minimum érték:

10) Invertalhatésag: invertalhatd, mert kiillonboz6 elemekhez kiilonbozé ele-
meket rendel.

1

8.17. Feladat. Végezziik el az f(z) = z + —; fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
x

galatat!

megoldas:
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1) Ertelmezési tartomény: = € R \ {0}.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

1 3
r+—5=0 = > +1=0,
x

amibdl z = —1 adddik.

3) A fiiggvény derivaltja
2
fly=1-

x3

Ennek zérushelyei, azaz az 1 — I% = 0 egyenlet megoldésa:

2
X

Az elsd derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze. (Egy fiiggvény ott is
vélthat elgjelet, ahol nincs értelmezve!)

<0 =0 O<z<V2|z=v2|z>2
f'(x) | + | nincs értelmezve — 0 +
f(x) | | nincs értelmezve AW lok. min. Va

4) A fiiggvény masodik derivaltja

Ennek nincs zérushelye, mert egy tort csak akkor nulla, ha a szdmlélgja nulla,
azonban 8 # 0. Mivel f” mindenhol pozitiv, ezért a fiiggvény értelmezési
tartomdnydnak minden pontjdban konvex. (A mdsodik derivélt csak a nulldban
vélthatna elgjelet.)

<0 z=0 x>0
1 (x) + nincs értelmezve +
f(z) | konvex | nincs értelmezve | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
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lim f(z)= lim 2+ — = —oc;
T——00 T——00 €
lim f(z) = lim x + — = oo;
T—00 T—00 T
1 1
lim f(z) = lim r+ — = lim =~ +n? =
r—0— r—0— €T n—oo N
1
lim f(z) = lim z+ — = lim — 4+ n? = oo.
z—0+ z—0+ X n—00 N

6) A fliggvény abrazolasdhoz készitiink egy Osszefoglalé tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

<0 |0<z< 2 |a>2
Mon. N N\ N

Konv. | konvex konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Paritds: nem pdratlan, nem paros.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globélis) széls6érték: nincs.

12) Invertdlhatésdg: nem invertdlhat6 a fliggvény.
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1

8.18. Feladat. Végezziik el az f(z) = = + — fiiggvény teljes fiiggvényvizsga-
x

latat!

megoldas:
1) Ertelmezési tartomény: = € R \ {0}.
2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

1
z+-=0 =  2*+1=0,
€T

igy nincs zérushelye a fliggvénynek.

3) A fiiggvény derivaltja
1
") =1—- =.
) =1
Ennek zérushelyei, azaz az 2 — 1 = 0 egyenlet megolddsa:

1:x2,

amibdl x = —1, x = 1. Az els6 derivalt eldjelét tablazatban foglaljuk Gssze.
(Egy fiiggvény ott is valthat el6jelet, ahol nincs értelmezve!!)

r<—-1| z=-1 |-1<z<0| z=0 |O<z<l| z=1 |z>1
)| + 0 - nincs ért. — 0 +
f(z)| 7 |lok. max. N nincs ért. AW lok. min.|

Ennek nincs zérushelye, mert egy tort csak akkor nulla, ha a szdmlélgja nulla,
azonban 2 # 0, igy a fiiggvénynek nincs inflexids pontja, tovabbda masodik
derivalt csak x = 0-ban valthat el&jelet.

<0 z=0 x>0
1 (x) - nincs értelmezve |  +
f(x) | konkav | nincs értelmezve | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
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1
lim f(z)= lim x4+ — = —o0c.
T——00 T ——00 €T

1
lim f(z) = lim 2+ — = oc.
x

T—r 00 T—00
1 1
lim f(z) = lim z+ — = lim —— —n = —o0.
z—0— z—0— x n—oo N
lim f(z)= lim 4 — = lim — 4 n = cc.

rz—0+ rz—0+ x n—oo n

6) A fliggvény abrazoldsidhoz készitiink egy 6sszefoglalé tablazatot, az el6z6
két tablazat alapjan.

r<—1|-1<x<0|0<z<l| z>1

Mon. N N N\ /

Konv. | konkav konkav konvex konvex

Ennek segitségével fel tudjuk vazolni a fliggvény grafikonjat:

-16 -14 -12-10 -8 6 -4 -2_,/0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

7) Ertékkészlet: y € R\] — 2;2].

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Parités: pératlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolut (globélis) széls6érték hely: nincs.

12) Invertalhat6sag: nem invertalhat6 a fiiggvény.



130

8.19. Feladat. Végezziik el az f(x) =
galatat!

5 fliggvény teljes fiiggvényvizs-
x? —2x

megoldis:

1) Ertelmezési tartomany: 2 € R\ {0, 2}.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk. Egy tort csak
akkor nulla, ha a szdmldl6ja nulla, azonban most a szdmlalé sosem nulla, igy
nincs zérushelye a fiiggvénynek.

3) A fiiggvény derivaltja

Fla) = 2( 2(295—2

22 — 2x)?

Ennek zérushelye x = 1. Az els6 derivalt el§jelét tablazatban foglaljuk 6ssze.
(Egy fiiggvény ott is vélthat el6jelet, ahol nincs értelmezve!!)

r<0] z=0 |0<z<l| z=1 |l<z<2| z=2 |x>2
f'(x)| + | nincs ért. + 0 — nincs ért. | —
f(x)| | nincs ért. a lok. max AW nincs ért. | N\
4) A fiiggvény masodik derivéltja
() 4 (22 —2x)—2- (4o —4) - (2> — 22) - (22 — 2)
€Tr) = — =
(22 — 2x)*
(2z — 1)?
(22 —22)3°
Ennek egyetlen zérushelye az = = 1/2.
r<0 | z=0 |0<z<j|z=i|i<a<2| z=2 | z>2
f(x)| + nincs ért. — 0 — nincs ért. +
f(x) | konvex | nincs ért. | konkdv | ip | konkdv | nincs ért. | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
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. . 2
L fle) = lim e =0
0 = 0 ey =0
. 2 2n
lim f(z) = lim — = lim v——5 = lim 5 = 00.
z—0— z—=0— x*° — 2% n—oo = 4 =2 n—o00 = 4 2
n n n
. . . 2 ) 2n
R e - N Sl g A
1 = i = _
S fe) = iy ey =
x£%1+f(x) - xggl+ 72— 2x -
6) A fiiggvény adbrazolasa:
2
1
0
5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

7) Ertékkészlet: y € R\] — 2;0].

8) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.

10) Periodicitas: nem periodikus.

11) Abszolit (globélis) széls6érték: nincs.

12) Invertdlhatésdg: nem invertdlhat6 a fliggvény.

8.20. Feladat. Végezziik el az f(x) = % fliggvény teljes fiiggvényvizs-
T
galatat!



132
megoldis:

1) Ertelmezési tartomany: z € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

T
- 0 = — 0.
f(zx) i x

3) A fiiggvény derivaltja
2?4+ 1—-x-2x —22 41

/ == p—
Pl =y ~ @
Meghatarozzuk ennek zérushelyeit:
2
— 1
TEEL ) o a?41=0 = 21,
(.%'2 + 1)2

amibdl azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk
Ossze:

r<—-1llz=-1|-1l<z<]l| z=1 |x>1
OIS 0 + 0 -
f(z) \y lok. min. Va lok. max. | N\,

4) A fiiggvény masodik derivéltja
F(z) = 27 (22 +1)? — (=22 +1)-2 (22 +1) 22

(.TQ + 1)4
(@ +1)(—22% — 2z + 4a® — da) 227 — 6a
(22 + 1) - (22 +1)3
Mivel
223 — 6 3 2
ezért a masodik derivalt zérushelyei: 1 = 0, x0 = —V/3, 3 = v/3. Ennek

megfelelden tdblazatba foglalva megvizsgéljuk a masodik derivalt elgjelét:

m<—\/§ :U:—\/§ —\/§<x<0 =20
1 (x) - 0 + 0
f(x) | konkav ip konvex ip
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O<z<V3|z<V3|z>+V3

) - 0 +
f(x) konkav ip konvex

5) Hatérérték az értelmezési tartomany hatdrpontjaiban:

. . T . 1
A S =t e = =0

6) Az el6bbiek felhaszndldsaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
0.6
0.4
0.2

0

-g.2

-0.4

-0.6

-0.8

7) Ertékkészlet: Y € [—;; ﬂ .

8) Korlatossdg: nem korl4tos.

9) Paritds: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.
10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) sz€éls6érték: minimum hely: x = —1, maximum hely:
z=1.

12) Invertalhatésdg: nem invertilhatd.

8.21. Feladat. Végezziik el az f(z) = In(2? — 6x + 5) fiiggvény teljes fiigg-
vényvizsgalatat!

megoldas:
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1) Ertelmezési tartomédny: A logaritmus mogott csak pozitiv kifejezés allhat,
igy 22 — 62 +5 > 0. A mdsodfokd egyenlStlenség megolddsdhoz elszor meg-
keressiik a masodfokii fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk az 22 — 62+ 5 =
0 egyenletet, amire azt kapjuk, hogy z = 1, illetve x = 5. A mdsodfoku fiigg-
vény grafikonja egy ,felfelé nyilo” parabola, ugyanis a négyzetes tag egyiittha-
tdja pozitiv, igy az értelmezési tartomdny:

Dy =] — 00; 1[U]5; 00l.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:
In(z? -6z +5 =0 = 2°—6z+5=1 = 2°—6x+4=0.

A maésodfoku egyenletet megoldva a zérushelyek:

6 — /20 6 + /20
— T —=3-V5~0,76 %:3—1—\/5%5,24.

2
3) A fiiggvény derivaltja
1 20 — 6
"2)= 77— (22—-6) = ————.
Fz) 22 —6x+5 (22 - 6) z?2 — 6z +5
Meghatédrozzuk ennek zérushelyeit:
2 — 6
=0 = 22-6=0 = =3
22— 6z +5 v e

tehét a derivaltnak egyetlen zérushelye van: x = 3, azonban ez az érték nincs
benne a fiiggvény értelmezési tartomanyaban. Az elsé derivalt elgjelét tablazat-
ban foglaljuk 6ssze:

r<1l|x>5H
fll@) | — +
f@) | N |

4) A fiiggvény masodik derivéltja
2- (2% — 62+ 5) — (22 — 6)*

" _8
fiz) = (22 — 61 + 5)2
207 — 120410 — 42 4 242 — 36 —22° + 120 — 26
N (22 — 62 + 5)? (22 —6x+5)2
Mivel
—22% 4+ 122 — 26
T -0 =  —2%24+122-26=0.

(22 — 62 + 5)?
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Azonban a mésodfokud egyenlet diszkrimindnsa negativ, igy az el6bbi masod-
foku fiiggvény minden értéke negativ, tehat az f”(x) minden értéke negativ, igy
a fiiggvény értelmezési tartomanydnak minden pontjdban konk4v.

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
Hatérérték —oo-ben és co-ben:

lim f(z) = li}r_n In(2? — 62 + 5) = oo;

T——00
lim f(z) = lim In(z? — 62 +5) = oco.

Az z = 1 helyen a bal oldali hatarérték:

2
lim f(m)—limln<<1—1> _6<1_1>+5 _
r—1— n—o00 n n

4 1 4 1
= lim In nt =lmh|{—-+— | =—00.
n— 00 n2 n— 00 n n2

Az xz = 5 helyen a jobb oldali hatarérték:

1\° 1
lim f(z) = lim ln((B—l—) —6<5+)+5>=
z—5+ n—00 n n

. dn +1 . 4 1
= lim In =lmh|{—-—+— | =—0c0.
n—00 n2 n—00 n  n2

6) Az elobbiek felhasznalasaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:

4

3
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7) Ertékkészlet: y € R.

8) Korlatossdg: nem korlatos.

9) Paritds: nem paros, nem pdratlan.
10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globélis) szélsdérték: nincs.

12) Invertalhat6sdg: nem invertilhato.

8.22. Feladat. Végezziikel az f(z) = fiiggvény teljes fiiggvényvizs-

z—3
(x +2)2
galatat!
megoldés:

1) Ertelmezési tartomény: = € R \ {0}.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

z—3
=—>2=10 = =3.
@)= vap !
3) A fuggvény derivaltja
r+2)?%2—(x—3)-2-(z+2
fimy - &+ )2 (e +2)
(x+2)
r+2-2-(r-3) -—x+38
(z+2)3 C (z+2)3
Meghatdrozzuk ennek zérushelyét:
—x+8
—=0 = - 8=0 = =38.
(a:+2)3 T+ T

Az elsé derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

r< -2 z==-2|-2<zx<8| =8 |Tr>8
f(x) - nincs ért. + 0 -
f(x) N nincs ért. Va lok. max. | Y\
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4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
/ 248\  —1-(x+2)3—(—x+8)-3-(x+2)?
F'(@) = - -
(x+2)3 (x4 2)°
-1l +2)—(—2+8)-3 —x—-2+3x-24 2x-26
B (x4 2)* B (x4 2)* C (z+2)Y
Mivel

21 — 26
(;JFW:O =  2-2=0

= 2z =26,

ezért a masodik derivalt zérushelye x

13. Ennek megfelelGen tiblazatba
foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt elGjelét:

r<-2|z=-2|-2<z<13|z=13|z>13
(z) nincs ért. 0 +
f(x) | konkav | nincs ért. konkav ip konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

Els6ként az f fliggvény —oo-beli és co-beli hatarértékét szamoljuk ki. Ehhez
L’Hospital szabdlyt alkalmazunk:

: : r—3 :
lim f(z)= li =3

T—00

=lim —=0
Ezutan kiszamoljuk az f fiiggvény baloldali hatarértékét az x = —2 helyen.
Ehhez tekintsiik az x,, = —2 — % sorozatot. Ekkor
. _ z-3 21—
ac—1>n—n2— f(x) o 1’—1>H—nQ— (1‘ =+ 2)2 B nlLII;o (_2 _ % + 2)2 B
1

n

1
. . = . 1
lim 2—hm T " — lim (-5 ——)-n%=
n—00 (71) n—00 = n—00
n n
= lim —5n? —n = —oo.
n—oo
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Kiszamoljuk végiil az f fiiggvény jobboldali hatarértékét az x = —2 helyen.
Ehhez tekintsiik az x,, = —2 + % sorozatot. Ekkor
-3 -2+1-3
lin% f(z) = lir% LQQ = lim ——— =
- — —
T——2+ T— +(x—i—) noo(_2_'_ﬁ_|_2)
-5+1 —5+1
= lim 5+ = lim —* = lim (—5+>.n2:
n—o00 (l) n—o00 = n—00 n
n n
= lim —5n% +n = —oo.
n—oo

6) Az el6bbiek felhasznaldsaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
0.0

0.04

0.02

0

-70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 | 10 20 30 40 50 60 70 80
-0.02

-0.04

-0.06

-0.08

-0.1

-0.12

, 1
7) Ertékkészlet: y € [20; 00 [

8) Korladtossdg: nem korlatos.

9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) sz&lséérték: minimum hely: z = 8, minimum érték:
Y= 20

12) Invertalhat6sdg: nem invertdlhato.

r+2 o
5 fuggvény teljes fiiggvény-

8.23. Feladat. Végezziik el az f(x) = -1
l’ —_

vizsgdlatat!
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megold4s:
1) Ertelmezési tartomany: a tort nevezdje nem lehet zérus, azaz

1
20-1#0 = a#g,

igy a fiiggvény értelmezési tartomanya z € R \ {%}

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

@) = x+2

e N | N — 2.
(22 — 1)?2 v

3) A fiiggvény derivaltja
(22 -1)2—(x+2)-2-(2x—1)-2

! . =
2r—-1-4-(x+2) —2x-9
(22 —1)3 (2 —1)3
Meghatdrozzuk ennek zérushelyét:
-2z -9
(2 — 1)3 K e

Az elsé derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

r<—45|lz=-45|-45<x<0,5|x=0,5|2>0,5
f(x) - 0 + nincs ért. —
f(zx) ¢ lok. min. N nincs ért. N

4) A fiiggvény mdsodik derivaltja
=2 (20-1P%—(-22-9)-3-(2z—1)?-2

1
f (l‘) (21‘ o 1)6 -

—2-2r—-1)—(—22-9)-6

N (2z —1)4 N

 —Adx+2+12x+54  8r+56

B (2z — 1)4 (2 - 1)F

Mivel
8x + 56
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ezért a masodik derivalt zérushelye x = —7. Ennek megfelelen tdblazatba
foglalva megvizsgéljuk a masodik derivilt elGjelét:

< —T|lxe=—-7|-T<zxz<0,5|2=0,5|2>0,5
1 (x) - 0 — nincs ért. +
f(z) | konkav ip konkav nincs ért. | konvex

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

Els6ként az f fliggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét szamoljuk ki. Ehhez
L’Hospital szabdlyt alkalmazunk:

. . x+2 . 1
. . T+ 2 . 1
Jm @)=l o e T T ey 2
Ezutan kiszdmoljuk az f fiiggvény baloldali hatdrértékét az = = % helyen.

1

Ehhez tekintsiik az x,, = % — 5, sorozatot. Ekkor

2 F—142
lim2 f(z) = lir% % = lim 21 "1 5 =
—2— —2— — —
T z— (2x — 1) n=oo (9. (L 1) _q)
2,5 — L 2,5 — 4 1 2
= no— Jim 22— lim (2,5-)-”:
n—00 2 n—00 = n—00 n 4
( n) n?

1 2
—n11_>n0101-(2,5n —n) = oo.

Kiszamoljuk végiil az f fiiggvény jobboldali hatarértékét az =z = 0, 5 helyen.
Ehhez tekintsik az x,, = % + % sorozatot. Ekkor

T N Ay Py TE T
2

6) Az el6bbiek felhasznaldsaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
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0.14
0.1

0.
0.0
0.0
0.0p

0.2

7) Ertékkészlet: y € [0, 03; oo].

8) Korlatossdg: nem korl4tos.

9) Paritds: nem paros és nem pdratlan.
10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globalis) széls6érték: minimum hely: * = —4,5, minimum
érték: y = —0,03.

12) Invertalhat6sdg: nem invertilhato.

2
8.24. Feladat. Végezziik el az f(z) =

gélatat!

;ﬁ fiiggvény teljes fiiggvényvizs-
megoldas:
1) Ertelmezési tartomany: = € R.

2) A zérushelyet az f(z) = 0 egyenlet megoldaséval kapjuk:

f(z)

2
xT
22 +1 o ’

igy a fiiggvény egyetlen zérushelye x = 0.
3) A fiiggvény derivaltja
20 (2®+1)—a? 22 2z

f'@) (22 +1)2 T @2+ 1)
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Meghatédrozzuk ennek zérushelyeit:
2z

—— =0 = 2z=0 = =0.
(@2 +1)? v v

Azt kaptuk tehdt, hogy a derivalt fiiggvény egyetlen zérushelye x = 0. Az els6
derivalt el6jelét tdblazatban foglaljuk Gssze:

z<0| z=0 |z>0
@) | - 0 +
f(z) | \, |lok. min.|

4) A fiiggvény masodik derivaltja

() = < 2z )’_ 2- (22 +1)2—22-2- (22 +1)-22
(:CQ + 1)2 (x2 A 1)4
2-(z2+1)—22-2-20 222 +2-8z2 —62%+42

R S VA R Vi

Mivel egy tort pontosan akkor nulla, ha a szdmléléja nulla, ezért
mzo =  —62°+2=0 = x2:§,
ezért a masodik derivélt zérushelyei:
1 1
Ir = _ﬁ’ To = ﬁ

Ennek megfeleléen tablazatba foglalva megvizsgaljuk a masodik derivalt el6-
jelét:

1 — 1} _ 1 1 — 1 1
r<-—plr=—p | B <r<HZlr=xm|t>4H

I () — 0 + 0 —
f(x) | konkav ip konvex ip konkév

5) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
Mindkét hatarértéket L’ Hospital szabdly segitségével szamoljuk ki. A —oo-beli
hatarérték

2
2
lim f(z)= lim ° i o1

i 3 = lim —
T—>—00 z——oco x4 +1 zo—00 21
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Az f fiiggvény oo-beli hatarértéke

2
. . T . 2z

6) Az el6bbiek felhasznaldsaval fel tudjuk vazolni a fiiggvény grafikonjat:
1.2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

7) Ertékkészlet: y € [0;1].

8) Korlatossag: korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.
9) Paritas: paros, mert szimmetrikus az y tengelyre.

10) Periodicitds: nem periodikus.

11) Abszolit (globdlis) szElsdérték: minimum hely: x = 0, minimum érték:
y=0.

12) Invertalhat6sdg: nem invertalhato.
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9. Taylor—polinom, Taylor-sor

9.1. Feladat. Irjuk fel az f (x) = e** fiiggvény zo = 0 pont koriili negyedfokd
Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki e kozelitd értékét!

megolds:

Els6 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény els6 négy derivaltjat, majd meghataroz-
zuk ezek értékeit az ¢y = 0 helyen:

(@) | f® (o)
k=0 e2r 1
k=1 2027 2
k=2 4e? 4
k=3 8e?? 8
E=4| 16e* 16

Az f fuggvény z( pont koriili negyedfoku Taylor-polinomja

Ta(x) = Flao) + ['(x0) - (2 — 20) + L (2 — )4

2
f" (x0) FD(z0)
6

24

+

(= 20)® + (z — 20"

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

T4(x):1—1—2-(16—0)—1—%-(x—0)2+§-(x—0)3+£-(x—0)4.

Elvégezve az egyszeriisitéseket

4 2
Ty(z) =1+ 2z + 227 + §x3 + §x4.
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Az e kozelit6 értékét ugy kapjuk, ha az elébbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az x = % helyen:

2 3 4
er Ty (;) :1+2-%+2- (;) +§- <;> +§- <;) =
EE R A
2 6 24 24
9.2. Feladat. Irjuk fel az f(z) = In 2z fiiggvény zo = % pont koriili harmad-
fokd Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki In 2 kozelit6 értékét!

megoldés:

Elsé 1épésben kiszdmoljuk a fiiggvény elsd harom derivaltjat, majd meghaté-
rozzuk ezek értékeit az xo = 1/2 helyen:

F® (@) | f® (o)
k=20 In 22 0
k=1 1 2
k=2| -% —4
k=3 X 16

Az f fuggvény z( pont koriili harmadfoki Taylor-polinomja
1 T " T
Ts(z) = f(zo) + f'(@0) - (x —z0) + f(20) (x—20)* + féo) (x—20)>.
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
1\ 4 1\* 16 1\*
T = 2. —_ )= Z. _Z . -2 .
3(z) =0+ (:c 2> 5 (m 2) —|—6 (a: 2)
Elvégezve az egyszeriisitéseket

T3(a;):2.<x—;>—2.<x—;>2+§-<x—;)3.

Az In 2 kozelitd értékét tigy kapjuk, ha az elébbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az x = 1 helyen:

1 1\? 8 1\3 1 1 5
m2~Ty(1)=2-(1—-=)—2.(1-= Cf1-2) =1-=4-=2,
n2~Ty(1) ( 2> ( 2) +3< 2) 2737 %
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9.3. Feladat. Irjuk fel az f(z) = \/z fiiggvény xq = 4 pont koriili masodfoku
Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki /5 kozelits értékét!
megoldas:

Els6 1€pésben kiszdmoljuk a fiiggvény elsd két derivaltjat, majd meghatarozzuk
ezek értékeit az oy = 4 helyen:

F®) () F®) (o)
k=0 Jz 2
1 1 1 1
Y I S S S R
- 1T T s 32

Az f fiiggvény xg pont koriili masodfoku Taylor-polinomja

To(e) = (o) + £/(a0) - (&~ 20) + T ()2

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

TQ(CC):2—{—%'(33—4)—6%'(58—4)2.

A /5 kozelits értékét gy kapjuk, hogy az elébbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az x = 5 helyen:

\/5~T2(5)—2+Z'(5—4)—6z'(5—4) =
1 1 143
—o4i =0
+4 64 64 23

9.4. Feladat. [rjuk fel az f(z) = arctg « fiiggvény 29 = 1 pont koriili harmad-
fokd Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki arctg 0,9 kozelitd
értékét!

megoldis:

Elsé 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény elsdé harom derivaltjat, majd meghata-
rozzuk ezek értékeit az vy = 1 helyen:
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F¥(z) F¥) (o)
™
k= t Z
0 arctg x 1
1
- 1
k=1 a2 5
2\—2 1
k=2 —(1+a2%)~° 2z —5
1
k=3| 2-(1+2?)73 422 - (1+2?)72.2 3
Az f fuggvény x( pont koriili harmadfokd Taylor-polinomja
" T " €T
Ty(x) = f(ao) + £/ (@0)- (e —20) + 70 (@ g 1 7D gy

2 6

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

Tg(x):Z+%.@-1)-5(:5—1)%%-(3;—1)3.

Az arctg 0, 9 kozelitd értékét gy kapjuk, ha az el6bbi Taylor-polinom értékét
kiszamoljuk az x = 0, 9 helyen:

1
arctg 0,9 ~ 75(0,9) :%—i-i -(0,9—-1)—

1 , 1
— 2 (0,9-1)2+ =

1 (0,9 —1)% ~ 0,7374.

9.5. Feladat. [rjuk fel az f(z) = e® fiiggvény 2oy = 0 pont koriili n-edfoku
Taylor-polinomjat és a Lagrange-féle maradéktagot! Adjuk meg az e kozelitd
értékét négy tizedesjegy pontossiggal!

megoldas:

Az f(x) = e” fuggvény minden derivéltja e”, melynek a 0 helyen a helyettesi-
tési értéke 1. A fliggvény x( pont koriili Taylor-polinomja

#"(z0)
2

() (g
(z—x0)2+.. .—|—fn(!0)'(£L‘—ZL‘0)n.

To(x) = f(xo)+f(x0)-(x—20)+
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Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

1 1
Tn(aj):1+1-(x—0)+§-(:C—O)2+...+ﬁ-(:z:—0)":
1 1
=l+4+z4+=--2°4.. 4= 2" =
2 n!
z? "
=l4z4+"=—4... +=.
2 n!
A maradéktag
R “  anol¢e 0,1
n(T) = — 7> SHIVRNE
(@) = Gy ol €€ 0.
Mivel
et 3

< .
(n+1)!  (n+1)!
A megkovetelt pontossag azt jelenti, hogy a maradéktagra teljesiilnie kell, hogy

x < 0, 00009,
(n+1)!

ami pontosan akkor 4ll fenn, ha

100.000
3

A legkisebb pozitiv egész n, ami teljesiti az el6bbi egyenlStlenséget: n = 7.
Ekkor az e szdm 4 tizedesjegyre pontos értéke
1+1+1+1+1—|—1+1
er
3! 5! 6!
9.6. Feladat. Tekintsiik az f(xz) = cosz fiiggvény negyedfokﬁ Taylor-poli-
nomjit! Adjuk meg a kozelités maximalis hibdjat tetszéleges x € R valds
szam esetén!

4<0,00009- (n+1)! = (n+1)!>

1
[ 27182

megoldis:
Az f(z) = cos z fiiggvény otodrendii derivaltja f(®) (x) = — sin x és mivel azt
is tudjuk, hogy —1 < —sinz < 1, ezért a hiba legfeljebb
FO©) 1
F@) = T(@)| = [Rs (@) = - (@ = mP < - (=)
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9.7. Feladat. Irjuk fel az f(x) = sinz fiiggvény zy = 0 pont koriili Taylor-
sorat (azaz a Maclaurin-sorat)!
megoldas:

Els6 1€pésben szamoljuk ki az f fiiggvény elsé néhany derivaltjat, majd meg-
hatdrozzuk ezek értékeit az zo = 0 helyen:

F® ()| f®) (o)
k=0 sinx 0
k=1 oS 1
k=2 —sinz 0
k=3 —cosx -1
k=4 sin 0

Vegyiik észre, hogy minden paros sorszamu derivalt értéke 0, igy csak a parta-
lan sorszamu tagok fognak szerepelni a Taylor-polinomban. Emiatt a (2n + 1)-
edik Taylor-polinomot foguk felirni. Az f fiiggvény zy pont koriili Taylor-
polinomja

T(z) = f(wo) + f'(z0) - (x — o) + f”(on) (@ —x0)*+
" T (n) T
_|_7f ?E! 0) '($—$0)3+...+7f n(' 0) (x—x0)"

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

Tonia(2) =0+ 1+ (2~ 0) 2+ (@ — 02+ =t - (2 — 0 +... =

2 3!
z®  ad ~ (-D* 2k+1
A maradéktag
f(2n+3) (‘S)
Ropis(w) = m

Mivel azonban
|Fe ) < 1,
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ezért

Jim Ry 43(6) = 0,

igy a sin z fliggvény Taylor-sora:

G (‘Uk 2k+1 = k gl
i = — 7 . = - —.
i kzzo 2k + 1" kzzo( Ty

9.8. Feladat. Irjuk fel az f(x) = 2® + 522 — 7z + 3 polinom fiiggvényt 2 — 1
polinomjaként!

megoldés:

Mivel a megadott polinom harmadfoku, ezért a negyedik derivalttdl kezdve
minden tovabbi derivalt mar 0. Mivel x — 1 polinomjaként szeretnénk felirni a
polinomot, ezért az xg = 1 pont koriili Taylor-polinomjat irjuk fol az f fligg-
vénynek. Els6 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény elsé harom derivaltjat, majd
meghatarozzuk ezek értékeit az xo = 1 helyen:

F®) () F®) (o)
k=0| 23+522—Tz+3 2
k=1 322 + 10z — 7 6
k=2 6x + 10 16
k=3 6 6

Az f fuggvény x( pont koriili harmadfokd Taylor-polinomja

1" T " T
Ty(x) = f(ao)+ 1/ (a0)- (2 —20) + 0 (@ g 1 7D (s
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
16 6
T3(:):):2—1—6-(m—l)—}—?-(x—l)Q—l—g-(:c—l)?’.

Elvégezve az egyszerisitéseket

T3(x) =2+46-(x—1)+8 (x—1)*+ (2 —1)*.
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9.9. Feladat. Melyik az a harmadfoki p(x) polinom, amelyre a kovetkezSk
igazak:
p(0) = 12, p'(0) = —4, p”(0) = —6, p"(0) = 67
Hatarozzuk meg a keresett polinom zérushelyeit!
megoldas:

Mivel egy f fliggvény n-edrendd O pont koriili Taylor-sora (azaz Maclaurin-
sora)

f// O f/// 0
Fa) = £0) + £1(0) - (x—0) + =0 0
tovabba egy harmadfoku polinom esetén minden negyedik és anndl magasabb
rendd derivalt értéke zérus, ezért

(x—0)* + (=03 +...,

// /1!
p (0 " (0
() = p(0) +70) - 2~ 0) + L0 @02+ 20 gt
Behelyettesitve a megadott derivaltértékeket
6 6
p(;v):12—4-x—i-x2—|—§-:v3.

adddik. Ha fokszam szerint csokkend sorrendbe rendezziik a tagokat azt kapjuk,
hogy
p(z) = 2® — 32 — 4z + 12.

A polnimom zérushelyeinek meghatarozasahoz els6ként alakitsuk szorzattd a
polinomot:
px)=2% (z-3)—4-(z—-3)=(x—3)-(2*> —4) =
=(x—-3)-(z—2) (x+2).
Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezje nulla, igy a keresett

zérushelyek:
.%'1:—2 x2:2 x3:3.
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10. Szélsoérték feladatok

10.1. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [~1;2] — R, f(z) = 23 — 622 + 5
fliggvény abszolit (globalis) szélséértékeit!

megoldds:

Az f fuggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, igy 1étezik
minimuma és maximuma is, melyek helye az értelmezési tartomédny hatarpont-
jaiban van, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja nulla. A fiiggvény derivéltja

f(z) = 322 — 122 = 3z - (x —4),

ami pontosan akkor 0, ha z = 0 vagy « = 4. Kiszdmoljuk a fiiggvényértékeket
az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban €s ott, ahol a derivélt zérus:

f-=-2  JO)=5  f(2)=-1L

(Az x = 4 nincs benne az f fliggvény értelmezési tartomdnyaban). A fiiggvény
minimum értéke tehat: —11, minimum helye: 2, maximum értéke: 5, maximum
helye: 0.

10.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [-1;3] — R, f(z) = 2* — 822 — 9
figgvény abszolit (globalis) szélséértékeit!

megoldis:

Az f fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, igy 1étezik
minimuma és maximuma is, melyek helye az értelmezési tartoméany hatarpont-
jaiban van, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja nulla. A fiiggvény derivéltja

f'(z) = 42® — 162 = 4 - (2 — 4),
ami pontosan akkor 0, ha z = 0 vagy x = £4, azonban —4 és 4 sem eleme az

f fiiggvény értelmezési tartomanydnak. Kiszamoljuk a fiiggvényértékeket az
értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban és ott, ahol a derivalt zérus:

f-1)=-16  f0)=-9  f(3)=0.

Azt kaptuk tehat, hogy az f fiiggvény minimum értéke: —16, minimum helye:
—1, maximum értéke: 0, maximum helye: 3.
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4

10.3. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [~2;2] — R, f(z) = % fiiggvény
X

abszolut (globdlis) szélsbértékeit!

megoldas:

Az f fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, igy 1étezik
minimuma és maximuma is, melyek helye az értelmezési tartoméany hatarpont-
jaiban van, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja nulla. A fiiggvény derivaltja a
hanyados fiiggvény derivélasi szabdlya alapjan

4-(22+1)—da 20 —42?+4

@ =—Gar  ~ @

ami pontosan akkor 0, ha x = —1 vagy x = 1. Kiszadmoljuk a fiiggvényértéke-
ket az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban és ott, ahol a derivalt zérus:

8 8

fen=-2  j=2 J-2=- f@)=:.

Azt kaptuk tehdt, hogy az f fiiggvény minimum értéke: —2, minimum helye:
—1, maximum értéke: 2, maximum helye: 1.

10.4. Feladat. Két valos szdm 0Osszege 10. Hatdrozzuk meg a szdmokat 4gy,
hogy a szorzatuk a lehetd legnagyobb legyen!

megoldas:

Az egyik szdm legyen x, a mésik y. Ekkor z + y = 10. Az egyik ismeretlent

kifejezve y = 10 — = adddik. A szamok szorzata
z-y=2-(10 —z) = 10z — 2°.

Tehét keressiik az f(z) = 10z — 22 fiiggvény széls6értékét. Szélsdérték ott

lehet, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Mivel

f(z) =10 — 2z,

igy ennek zérushelye x = 5. Az f fiiggvény mésodik derivéltja f”(z) = —2,
ami egy negativ szam, igy f-nek az x = 5 helyen lokdlis maximuma van, ami

jelen esetben globdlis (abszoliit) sz€lsGérték hely is (hiszen f grafikonja egy
,lefelé nyil6” parabola). Ha x = 5, akkor

y=10—2=10—5=5,

igy a két szdm szorzata akkor lesz maximalis, ha mindkét szdm 5. Ekkor a
szorzat értéke: 5 - 5 = 25.
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10.5. Feladat. Két valés szdm Osszege 10. Hatdrozzuk meg a szamokat ugy,
hogy a négyzetdsszegiik a lehetd legkisebb legyen!

megoldas:

Az egyik szdm legyen x, a mésik y. Ekkor x + y = 10. Az egyik ismeretlent
kifejezve y = 10 — = addédik. A szamok négyzetdsszege:

22 +y? = 2% + (10 — 2)? = 22 + 100 — 20z + 22 = 2% — 20z + 100.

Py

Tehit keressiik az f(z) = 222 — 202+ 100 fiiggvény szélséértékét. Szélsdérték
ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Az f fiiggvény derivéltja

f'(z) = 4z — 20.

Ennek zérushelye z = 5. Az f fiiggvény mdsodik derivaltja f”/(z) = 4, ami
egy pozitiv szam, igy f-nek az x = 5 helyen lokalis minimuma van, ami jelen

P

esetben globdlis (abszolit) szEls6érték hely is (ugyanis az f fiiggvény grafi-
konja egy ,.felfelé nyil6” parabola). Ha z = 5, akkor
y=10—2=10—-5=5.

Tehat a keresett két szdm négyzetosszege akkor lesz minimalis, ha mindkét
szam 5. Ekkor a négyzetosszeg értéke: 52 + 52 = 50.

10.6. Feladat. Két valés szam osszege 10. Hatdrozzuk meg a szamokat ugy,
hogy a kobeik sszege a lehetd legkisebb legyen!

megoldds:
Az egyik szdm legyen z, a masik y. Ekkor z + y = 10. Az egyik ismeretlent
kifejezve y = 10 — z adddik. A szamok kobének Gsszege:
23 4y = 2% 4+ (10 — 2)® = 23 + 1000 — 300z + 3022 — 22 =
= 30z — 300z + 1000.

Tehit keressiik az f(x) = 3022 — 3002 + 1000 fiiggvény szélséértékét. Szél-
soérték ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Mivel

f'(x) = 60x — 300,

ezért ennek zérushelye x = 5. Az f fiiggvény mésodik derivaltja f”(x) = 60,
ami egy pozitiv szam, igy f-nek az x = 5 helyen lokdlis minimuma van, ami

Py

jelen esetben globalis (abszolut) széls6érték hely is. Ha x = 5, akkor

y=10—-2=10—-5=5
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igy a két szam kobének Osszege akkor lesz minimadlis, ha mindkét szdm 5.

Ekkor a kobok sszegének értéke: 52 + 53 = 250.

10.7. Feladat. Egy téglalap keriilete 100 [m]. Hatdrozzuk meg az oldalait gy,
hogy a teriilete maximaélis legyen!

megoldas:

Legyenek a téglalap oldalai x és y.

Ekkor a kertilet:
K =2x+ 2y,
igy jelen esetben

2z + 2y =100 = T +y =50 = y=050—uz.

Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:
T=xz-y=(50-z) z=>50z—z>

Ez egy x-t0l figgd fiiggvény, igy jeloljiikk T'(z)-el. SzElsGérték ott lehet, ahol a
fiiggvény derivdltja 0. Tehat meg kell oldanunk az 7" (x) = 0 egyenletet:

T'(x) =50 — 2,
ami pontosan akkor 0, ha x = 25. Ekkor y = 50 — x = 50 — 25 = 25.
Szamoljuk ki a T" fiiggvény masodik derivaltjat

T"(z) = -2 <0,
igy lokalis maximum hely van az z = 25 helyen. Mivel ez az egyetlen lokalis

szElsdérték hely, igy egyben abszolit maximum hely is. Tehat a téglalap teriilete
akkor maximadlis, ha x = 25 [m], y = 25 [m], és ekkor a maximalis teriilet

T =2x-y=25%=625[m?.
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10.8. Feladat. Ttzfal melletti téglalap alaki kert keriilete 400 [m]. Hatdrozzuk
meg a kert oldalait dgy, hogy a teriilete a lehetd legnagyobb legyen!

megoldas:

Legyenek a téglalap oldalai x és y.

Ekkor a keriilete
K =2y +z,

igy jelen esetben

2y +z =400 = x = 400 — 2y.

Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:
T =z y= (400 — 2y) - y = 400y — 2°.

7z

Ez egy y-tol fiiggd fuggvény, ezért jeloljiik T'(y)-val. SzélsGérték ott lehet, ahol
a fiiggvény derivaltja 0. Tehat meg kell oldanunk az 7" (y) = 0 egyenletet:

T'(y) = 400 — 4y,

ami pontosan akkor 0, ha y = 100. Ekkor z = 400 — 2y = 400 — 200 = 200.
Szamoljuk ki az T fliggvény masodik derivaltjat

T”(y) =-4< Oa

igy y = 100 lokalis maximum hely, azonban ez az egyetlen lokalis széls6érték
helye a fiiggvénynek, igy ez egyben abszolidt maximum hely is. Tehat a téglalap
teriilete akkor maximadlis, ha y = 100 [m], = 200 [m], és ekkor a maximélis
teriilet

T =z -y=100-200 = 20.000 [m?].
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10.9. Feladat. Egy téglalap alakd kert teriilete 400 [m?]. Hatdrozzuk meg az
oldalait igy, hogy a keriilete a lehetd legkisebb legyen!
megoldas:

Legyenek a téglalap oldalai = és y. Ekkor a teriilete ' = x -y, ami jelen esetben
400 m?. Ebbél kifejezve az egyik ismeretlent

_ 400

=

Y

Ezt behelyettesitve a keriiletbe
800
K=2x+2y=2x+—,
x

aminek a derivaltja

Széls6érték ott lehet, ahol az els6 derivaltnak zérushelye van:

2-—— =0 = 800 = 222 = x = £20.

A geometriai tartalom miatt csak az x = 20-at értelmezziik. A mésodik derivalt

1600
K”(x) = ?,

ami x = 20 esetén pozitiv, igy a K fliggvénynek lokalis minimum van az adott
helyen, azonban mivel ez az egyetlen lokdlis szélséérték hely, egyben abszolut

P

sz€1sGérték hely is. Tehdt a minimalis keriilet: K = 22 + 2y = 80 [m)].

10.10. Feladat. Feliil nyitott négyzet alapt egyenes hasib felszine 75 [dm?].
Hatérozzuk meg az éleit tigy, hogy a térfogata a lehetd legnagyobb legyen!
megoldds:
Jeloljiik a hasdb alapéleit a-val, oldaléleit b-vel. Ekkor a felszine

75 — a?

A=a®>+4ab="175 = b= .
4a

Ezt behelyettesitjiik a térfogatba

75 — a? 75a — a®
V=d?-b=a2- =
“ T 1
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amit lederivalva
75— 3a?

Vi(a) =

adédik. Ennek zérushelye a = +5, de a geometriai tartalom miatt —5 nem
megoldés, igy a = 5 dm. Ekkor

75 —-52 50
b = = - = 2 5 d .
i5 o 2Pl
L - . 3a . y ’
AV figgvény mdsodik derivaltja V" (a) = 5 ami ¢ = 5 esetén negativ,

igy valéban maximum van az adott helyen. Ekkor a maximalis térfogat
V=a>b=25-2,5=625[dm?.

10.11. Feladat. Egy 12 centiméter oldalhosszisagui badog lemezb6l nyitott te-
tejd dobozt kell késziteniink gy, hogy sarkaibdl négyzeteket viagunk ki, az
oldalakat pedig felhajtjuk. Mekkora négyzeteket vagjunk ki a sarkokbdl, hogy
a doboz firtartalma a lehetd legnagyobb legyen?

megoldas:

Tegyiik fel, hogy a négyzet sarkaibdl x centimétert vagunk le.
x 12 — 2z x

T 12 — 22 T

A kapott test térfogata
V(z) = (12 — 22)* -2 = (144 — 48z + 42%) - & = 42 — 482% + 144a.
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AV fliggvény értelmezési tartomdnya a [0, 6] zdrt intervallum. SzélsGérték a
hatarpontokban lehet, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Mivel

V'(z) = 122% — 96 + 144,

ezért a 1222 — 962 + 144 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet 12-
vel végigosztva 22 — 8z + 12 = 0 adédik. Az egyenletet a masodfoki egyenlet
megolddéképletével megoldva

8+64—4-12 8+4
2 2

T12 =

azaz x1 = 6 és xo = 2 ad6dik. A V fiiggvény masodik derivaltja
V"(x) = 242 — 96 = V"(2) = —48 < 0, V"(6) = 48 > 0.

Tehét az x = 2 helyen lokdlis maximum van, az x = 6 helyen lokalis minimum
van a V fiiggvénynek. Tovabbd V' (0) = 0, V(2) = 32 — 192 + 288 = 128,
V(6) = 0. Azt kaptuk tehét, hogy az x = 2 helyen van globalis maximum hely,
melynek értéke 128. Azaz ahhoz, hogy a keletkezett doboz térfogata maximalis
legyen, a sz€leitdl 2 cm-re kell felhajtanunk a bidoglemezt. Ekkor a maximalis
térfogat V = 128 [cm?].

10.12. Feladat. Egy trapéz rovidebbik alapja és szdrai 1 [m] hossziak. Hogyan
véalasszuk meg a hidnyz6 oldal hosszat gy, hogy a trapéz teriilete a lehet6 leg-
nagyobb legyen?

megoldés:

Legyen a hosszabbik alapon fekvé hegyesszog x. Ekkor a trapéz magassiaga

sin x .
m = = sinx.
1
A hosszabbik alap a = 1 + 2 cos x. Ekkor a trapéz teriilete
242
T = a;c~m: %-smx: (14 cosx) -sinz.

A T fiiggvény derivéltja
T'(x) = (1 +cosz) -sinz + (1 4+ cosz) - (sinz) =

= —sin’x + cosx + cos® .

Meghatdrozzuk ennek a zérushelyét. Felhasznaljuk, hogy sin? z + cos? z = 1,
amibdl sin® z = 1 — cos? z. Igy a

—1+4cos?z + cosx + cos®x = 0
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egyenletet kell megoldani. Bevezetve a cos x = a jelolést a

20> +a—-1=0

masodfoku egyenlethez jutunk. Ezt megoldva a megolddképlet segitségével

~1+VI+8 -1+3

a12 = 4 4 ;
amib6l a; = %, ay = —1 addédik. Kovetkezésképpen
1
cosx = B vagy cosx = —1.

Mivel z hegyesszoget jeldl, ezért x = 60°.

10.13. Feladat. Csovezetéket kell lefektetni a tengeri furdtorony és a parti fi-
nomit6 kozott. A torony 12 kilométerre van a parttdl. A finomité a part mentén
20 kilométerre, délre taldlhatd. A viz alatt futd vezeték koltsége 500.000 dol-
lar/kilométer, mig a szarazfoldon futd vezetéké 300.000 dollar/kilométer. Mi a
legkevésbé koltséges megoldas?

megoldas:

Legyen a viz alatti vezetékszakasz hossza x, a szarazfoldon futéé pedig y.

furdtorony
L

12 &

A 20—y B Y C

Az x és az y kozotti kapesolathoz a firétoronnyal szemkozti derékszog adja a
kulcsot. Pitagorasz tétele szerint:

2 =122 4 (20 — y)2.

Ebbdl gyokot vonva

x = /144 + (20 — y)2.
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Ebben a modellben csak a pozitiv gyoknek van értelme. A csdvezeték koltsége
dollarban szdmitva

¢ = 500.000z + 300.000y,
amibe behelyettesitve az el6bbi x-et:

c(y) = 500.000 - /144 + (20 — y)2 + 300.000y

adddik. A gyokos kifejezést atirva tortkitevojl hatvany alakra:
¢(y) = 500.000 - (144 + (20 — y)2)% —+ 300.000y.
Ezt derivalva, az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalyat is alkalmazva
d(y) = 500.000 - % (144 + (20 — y)z)_é -2(20 — y) - (—1) 4+ 300.000.
Elvégezve az egyszerisitést

20—y
V144 + (20 — g)

(y) = —500.000 -

4l 300.000

adddik. Ennek zérushelye az
20—y

—500.000 -
V144 + (20 — )2

-+ 300.000 = 0

egyenlet megolddsa:

500.000 - (20 — y) = 300.000/144 + (20 — )2

5

3 (20-y) = V144 4 (20 — y)2
2
55 (20 — y)? = 144 + (20 — y)?
%6 (20 — y)? = 144,

amibdl y; = 11, y2 = 29. Az y = 29 nem megoldds, mert nem eleme a c fligg-
vény értelmezési tartomdnyénak, igy y = 11. Kiszamolva [0, 20] intervallum
hatarpontjaiban és a staciondrius helyen fiiggvényértéket,

¢(0) = 11.661.900, ¢(11) = 10.800.000, ¢(20) = 12.000.000

adaddik, igy a legolcsébb megoldas koltsége 10.800.000 dollar. Ezt ugy érjiik
el, hogy a vezeték a finomit6tol 11 kilométerre ér partot.
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10.14. Feladat. Egy 1 literes henger alaki hordé méreteit hogyan valasszuk
meg ahhoz, hogy a felszine a lehetd legkisebb legyen!

megoldas:

A henger alapkérének a sugarat jeloljiik r-el, a henger magassagat M -el. Ekkor
a térfogata
V=rlm- M

Jelen esetben V' = 1000 cm?, azaz

1000
1000=7r"-7-M =  M=—F.
mer
A henger felszine
A=2-7>.71+2.r-7- M.
Ebbe behelyettesitve az M -et:
1000 2000
Ar)y=2-r* 7427 -7- 2:2~r2-7r—|——.
mer

A fuggvény értelmezési tartomanya r > 0. Az A derivaltja

Szé€ls6érték ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja 0. Ezért megoldjuk az

2000
=0

A . —
r2

egyenletet. Mindkét oldalt r-2-el szorozva, majd r-et kifejezve
473 . —2000 =0 = r={/— &~ 5,42

adddik. Az A masodik deriviltja

4000
" .
A (T) = 47[' + 1"737

ami minden pozitiv r esetén pozitiv, igy a fliggvény mindenhol konvex, tehat
globdlis minimuma van az r ~ 5, 42 helyen. Mdsrészt

1000 1000

M = ~
mer2 - 5,422

= 10, 84 [cm].
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10.15. Feladat. Egy egyenes pédlya mentén mozg6 részecske helyét az

s(t) =t>—6t24+9

fliggvény irja lesz, ahol az elmozduldst méterben, az eltelt id6t masodpercben
mérjilk. Mekkora a test maximadlis sebességének nagysaga az [1; 10] interval-
lumban?

megoldés:

Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a minimumat és a maximumat:
vagy az intervallumon belsejében lokalis sz€ls6érték forméjiban, vagy az inter-
vallum hatdrdn. A sebesség-id6 fiiggvényt a hely-id6 fliiggvény derivdltja adja
meg:

v(t) = §'(t) = 3t* — 12t.

Lokalis sz€lsGérték ott lehet, ahol az els6 derivalt értéke 0. A v(t) fiiggvény
derivéltja

V'(t) = 6t — 12,
ami pontosan akkor 0, ha ¢ = 2. Mivel v"(t) = 6 > 0, ezért v-nekat = 0

helyen lokélis minimuma van. Mivel azonban a kérdés a sebesség nagysdgara
vonatkozott, ezért

lv(2)] = [3-2% —12-2| = 12.

Tehat az intervallum belsejében a sebesség maximaélis nagysdga 12. A fiigg-
vényértékek az intervallum hatdrain:

lv(1)|=|3-12 =121 =9 |v(10)| =|3-10% — 12 - 10| = 180,

igy a megadott intervallumon a legnagyobb sebesség 180.

10.16. Feladat. Egy parabolaszelet alakd ablak szélessége és magassaga egy-
ardnt 16 [dm]. Mekkora az a legnagyobb teriiletli téglalap alakd mozaiklap,
amely elhelyezhetd Ugy, hogy szimmetriatengelyiik azonos legyen?

megolds:

Helyezziik el az ablakot és a mozaiklapot koordindta—rendszerben:
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16/C

14

12

10

8

i (a,b)
4

2

A 0 B
18 <16 14 12 10 -8 -6 -4 -2 [0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

A parabolit
f(z) = az® 4 bz + ¢
alakban keressiik. Erre illeszkednek a (—8,0), (8,0), (0,16) pontok. Ennek
megfelelden teljesiilnie kell az
O=a-(=8)*+b-(-8)+c
0=a-8+b-8+c
16=a-0°+b-0+c

egyenletrendszernek. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy ¢ = 16. Ezt
behelyettesitve az elsd és masodik egyenletbe

—16 = 64a — 8b
—16 = 64a + 8b

adddik. A két egyenletet dsszeadva 128a = —32, igy a = —1/4. Ezt behe-
lyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy b = 0. gy

flz) = —%xQ + 16.

Az &brén lathato téglalap teriilete 7' = 2 - a - b. Mivel az (a, b) pont illeszkedik
a paraboléra, ezért

1
b == _Za2 + 16
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Ezt felhasznalva

1 3
T(a)=2-a-b=2a- <—4a2+16) :32(1—% (0<a<8).
Ekkor 5
T'(a) =32 — ~a®
2
Mivel 6
32-50°=0 = 32=2d = o=,
ezért

a=ty /o =s
3 V3

A két eredmény koziil csak a pozitiv esik az értelmezési tartomanyba. A ma-

sodik derivalt
8 24
T"(a)=-3 =T" () =——
(@) i)

ami azt jelenti, hogy a 8/+/3 helyen lokdlis maximum helye van a T fiiggvény-
nek, ami egyben globalis is a vizsgélt tartomanyon. Ekkor

1 1/ 8\? 32
b=—-"a’+16=—-| — 16 = =—.
14 4<¢§> " 3

<0,

A maximalis teriilet
T:2~a~b:2-i~gz98,53[dm2].
V3 3

10.17. Feladat. Az A, B és C vérosok egy haromszog csticsaiban helyezked-
nek el. A B vérosndl 1év6 szog 60°-0s. A varosokat egyenes utak kotik
ossze. Az A virosbdl elindul egy gépkocsi B felé 100 [km/h| sebességgel.
A sebességét végig tartani tudja. A gépkocsival egy id6ben indul egy vonat
B varosbol C felé 60 [km/h] sebességgel. Az utat megdllds nélkiil teszi meg,
sebességét végig megtartja. Szdmitsuk ki mennyi id6 mulva lesz a gépkocsi
és a vonat kozotti tavolsdg (Iégvonalban) a legkisebb, ha az A és B vérosok
egymastol valo tavolsaga 400 [km].

megoldds:

Legyen 100 km/h egy egység a szdmolds megkonnyitése érdekében.
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60[km/h]

100[km/h]

A feladat adatai alapjan ¢ 6ra alatt a gépkocsi ¢ kilométer utat tesz meg a B
varos irdnyaba, mig a vonat a B varosbdl indulva ¢ dra alatt 0, 6 kilométer utat
tesz meg. A gépkocsi egyenes vonali egyenletes mozgast végez, igy a sebesség
a megtett 1t és az eltelt id6 hanyadosa, amibdl a megtett it a sebesség és az id6
szorzata. A koszinusz tétel alapjan

AC? = AB?> + BC?> —2- AB - BC - cos 60°.

Tehat a B pontot tekintve kiinduldsi helynek, a vonat hely—-id6 fiiggvénye
Sl(t) == 0, 6t,

a gépkocsi hely—idé fiiggvénye
59 (t) =4 —t.
Ezt és a koszinusz tételt felhaszndlva a jarmiivek tdvolsdgdnak négyzetét leird
fliggvény
f2t) = (4 —1t)2+(0,6t)> —2-(4—1)- 0,6t - cos60° =
=16 — 8t + % 4 0,36t> — 2,4t + 0, 6t> = 1,96t> — 10, 4t + 16.
Ennek a fiiggvény a derivéltja
(£2(t)) = 3,92t — 10,4,
amelynek zérushelye a 3,92t — 10, 4 = 0 egyenlet megoldasa, azaz t = 2, 653.

A fiiggvény masodik derivaltja (f2(t))” = 3,92 > 0, igy a fiiggvénynek
lokélis minimuma van, és mivel ez az egyetlen lokalis minimum hely, igy az
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abszolit minimum hely is. Egy fiiggvény négyzetének ugyanott van mini-
mum helye, mint a fiiggvénynek, igy az f fiiggvénynek is a minimum helye
t = 2,653. Kovetkezésképpen a gépkocsi és a vonat kozotti tdvolsdg az in-
duldstdl szamitott 2, 653 6ra miilva lesz a lehetS legkisebb.

10.18. Feladat. A P pont koordindtdi P(1+ x; 3+ 2z; 1 —z). Hatarozzuk meg
az x értékét tigy, hogy a P pont a lehetd legkozelebb legyen az origéhoz!

megoldas:
A P pontnak az orig6tdl valé tdvolsdga

d(z) = /(1 +2)2 + (3+22)2 + (1 — x)2.

Végezziik el a zardjelek felbontdsat, majd az 6sszevondsokat:

d(z) = V1+220+22+9+ 120+ 422 + 1 — 20 + 22 =

= /622 + 12z + 11.

Ezt felhasznalva a d fiiggvény derivéltja
1 6x + 6

d(r) = (122 4+ 12) = ,
2 V622 + 12z + 11 V622 4+ 122 + 11
melynek zérushelye: x = —1.
r<-1|z=-1|z>-1
d'(x) - 0 +
d(zx) N\ | lok. min. v
Tehit x = —1-nél lokdlis minimum hely van. Mivel x = —1 az egyetlen lokalis

Py

szE€lséérték hely, igy az egyben globdlis minimum hely is. A minimum érték,
azaz a P pontnak az origétdl vald lehetS legkisebb tavolsiga: d(—1) = /5

egység.
10.19. Feladat. Egy bizonyos nyugtatdszer esetén a

Ct) = 51y (120)

fiiggvénnyel j6l modellezhetd a véraramban 1év6 koncentracid, ahol ¢ az injek-
ci6 beaddsitdl eltelt id3 percben mérve, a C'(t) koncentraciot pedig [mg/1]-ben
értjiik. Hatarozzuk meg azt az idSpillanatot, amikor a legnagyobb koncentra-
cioban van jelen a nyugtatészer a véraramban!

megoldas:
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A fliggvény derivéltja

O'(t) = 234+12) —2t-2t -2t 46
B (3+12)2 (3412

Ennek zérushelyei t = 4+/3. Mivel ¢ az idét jeloli, ezért t > 0 miatt ¢ =
v/3 a megoldds. (Konnyen lathaté, hogy v/3-ban a derivalt elGjele negativbol
pozitivba valt, igy ott valéban maximum van.) A maximalis koncentracié

2-v3 3 rm
c(\/g):izi [é}
3+3 3 1
10.20. Feladat. Tekintsiik az A BC haromszoget, melyben a szokdsos jelolések
mellett « = 30°, ¢ = x + 2[em], b = (5 — 2)? [em], ahol =2 < 2 < 5.
Hatdrozzuk meg x értékét ugy, hogy a haromszog teriilete maximalis legyen!
Adjuk meg a hadromszdg hidnyzé oldalat abban az esetben, amikor a teriilet
maximalis!
megoldds:
A haromszdog teriilete

b-c-sina  (5—x)2 (x+2) (25—10z+2?) - (x+2)

T = = — =
(z) 2 4 4
3 822 +5x+50 1
_ TP D 1 (43 82 4 Ba + 50).
4 4
Ennek derivéltja
dar 1
T'(z)= — =--(32> - 16z +5

amely pontosan akkor 0, ha 322 — 16z + 5 = 0. A mdsodfokd egyenlet
megolddképlete alapjan

16+ /256 — 60 16+ 14

2= 6 6

adodik, igy x1 = 1/3, 29 = 5. A T'(x) fuiggvény masodik derivaltja

1 3
T (z) = 1 (6 —16) = 2%~ 4.

Mivel 77(5) = 3,5 > 0, ezért x = 5 lokélis minimum helye van T-nek,
T"(1/3) = =3,5 < 0, ezért x = 1/3 lokdlis maximuma van T-nek. Az
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értelmezési tartomdany hatdrpontjain a 7" fliggvény érték 0, tehdt a hdromszog
teriilete x = 1/3 esetén lesz maximalis. Ekkor a maximalis teriilet

1 1 1 1 1 343
T(Z)==.—-8.= .z = " lem?].
(3) =1 (58545 5+%0) = o e

Ha z = 1/3, akkor ¢ = 7/3 [cm], b = 196/9 [cm]. A koszinusz tétel alapjin

="+ —-2-b-c-cosa,

e 49 38416 7 196
2 o
=— 4+ ——2- - — ~ 391,702
9 + 31 3 9 cos 30° =~ 391, 702,

amibdl a ~ 19, 8 [cm].

a

10.21. Feladat. Hatdrozzuk meg a 60 [cm)] keriilet(i egyenld szédrd haromszogek
koziil azt, amelyiknek az oldalaira rajzolt négyzetek teriileteinek 6sszege mini-
malis!

megoldas:

Legyen a hiaromszog alapja a, szarai b hosszisagiak. Ekkor a + 2b = 60,
amibdl a = 60— 2b. Az oldalakra rajzolt négyzetek teriiletének négyzetdsszege

f(b) = a® + 2b* = (60 — 2b)* + 2b° = 6b° — 240b + 3600.

Ennek derivdltja f'(b) = 12b — 240, amelynek egyetlen zérushelye b = 20.
Az f fuggvény grafikonja egy ,felfelé nyil6” parabola, amelynek globélis min-
imuma van, igy b = 20 valéban minimum hely. Ekkor a = 20, igy a keresett
hdromszog a 20 [cm] oldald szabélyos haromszog.

10.22. Feladat. Egy téglalap egyik csicsa a koordindta—rendszer origdja, két
mdsik csicsa illeszkedik az x-tengelyre és az y-tengelyre. A negyedik cstics a
3z + 4y = 24 egyenletii egyenesen van. Hatdrozzuk meg a negyedik cstcsot
ugy, hogy a téglalap teriilete a lehet6 legnagyobb legyen!

megoldas:
A téglalap egyik csicsa az origd. Legyen A(0;0), mdsik csticsa B(x;0), har-
madik cstcsa C'(0;y). A megadott egyenes egyenletébdl y = 6 — Zx Ezt

felhasznélva a negyedik cstcs
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igy a téglalap teriilete

Ennek derivaltja 7" (z) = 6 — %x, amelynek zérushelye x = 4, ami maximum
hely, ugyanis a T'(x) fiiggvény grafikonja egy ,.lefelé nyil¢” parabola. Tudjuk,
hogy = = 4. Ekkor

3
y==6 1 3,

igy a téglalap negyedik csicsa D(4; 3), teriilete: 7' = 12.

10.23. Feladat. [12] Egy épiil6 atlétika palyan két parhuzamos egyenes sza-
kaszb6l és az azokat Osszekotd félkorivekbdl dll a futépdlya. Hogyan kell
kialakitani a péalya alakjat, hogy a futépdlya hossza 400 méter legyen és az
atlétika palya belsejében a téglalap alaku rész a lehet6 legnagyobb teriilet( le-
gyen?

megoldds:

A parhuzamos egyenes szakaszok hosszat egyenként jelolje a, mig a feladatban
szerepld félkorok sugarat jeldlje r.

A atlétika pélya keriilete
K=2-r-7+2-a.
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Tudjuk azonban, hogy a keriilet 400 méter, igy a
400=2-r-71+2-a

egyenlethez jutunk, amibdl @ = 200—r-7 ad6dik. Ezt behelyettesitve a téglalap
teriiletébe azt kapjuk, hogy

T(r)=2-r-a=2-r-(200— 7 7) =400r — 272 7.

A T fiiggvény deriviltja
T'(r) =400 —4-r -,

100
ami pontosan akkor zérus, ha r = —. A T fliggvény mésodik derivaltja
0

T"(r) = —47 <0,

100
igy T-nek lokalis maximum helyen van az » = — helyen, ami egyben globalis
™
maximum hely is. Ekkor

a:200—7’-7r:200—@-71':100.
™

10.24. Feladat. [10] Hatarozzuk meg az
flx) =V —-3+V7—x

fliggvény legkisebb és legnagyobb értékét! (A fiiggvény értelmezési tartomanya
legyen a valds szdmok halmazénak lehetd legb6vebb részhalmaza.)
megoldés:

A fiiggvény értelmezési tartoménya a [3; 7] zért intervallum. A fiiggvény folyto-
nos, igy biztosan van abszolit minimuma és abszoliit maximuma. A fiiggvény
derivaltja

f(z) = ! !

T2 Vr-3 21—z

A derivalt fiiggvény zérushelyét kell megkeresniink, azaz meg kell oldanunk az
1 1
2-vVx—-3 2-\7T—x

N

(T—z)72 - (=1

N |

-(x—3)_% +

N =

=0
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egyenletet:
1 B 1
2.V -3 2-\VT—z
VTi—x=+vVx—3
T—r=x—3
T =9.

A derivalt figgvény zérushelye tehat x = 5. Ki kell szdmolnunk az f fiiggvény
értékét az x = 5 helyen, valamint az értelmezési tartomdnyédnak hatdrpont-
jaiban:

fB) =4  fB)=2-v2 f(1)=2

Azt kaptuk tehat, hogy a minimum helye x = 3 és x = 7, minimum értéke 2,
maximum helye x = 5, maximum értéke 2 - V2.

10.25. Feladat. Két, egymast mer6legesen metszd folyoso szélessége 2,4 méter
és 1,6 méter. Mekkora hosszisagu az a létra, amelyet az egyik folyosérdl a
mdsikra 4t lehet vinni?

megoldés:

(e}

Az ébra jelolései mellett
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A fliggvény derivéltja

_ 2,4sina 1,6cosa

d = — =
(a) cos? o sin? o

2,4sin o — 1,6 cos® o
- 2

sin® o cos?

A d'(«) fiiggvény pontosan akkor zérus, ha
2,4sin® o — 1,6 cos® v = 0.

Az egyik tagot dtvissziik a mdsik oldalra, majd osztjuk az egyenlet mindkét
oldalat cos? a-val. Ezutan felhasznaljuk, hogy

végiil kifejezziik tg a-t:

2, 4sin®a — 1,6 cos®a =0

2,4sin® o = 1, 6 cos® a

2
tg® o= =
& x=3

2

tga = {/ =,

ga 3

amibdl azt kapjuk, hogy o =~ 41°. Ezt felhaszndlva
2,4 1,6

r+y= ~ 3,2+ 2,4 [m],

cos41°  sin4l°

azaz a legnagyobb hosszisagu l1étra, ami atvihetd a folyosén 5, 6 méter hosszu.

10.26. Feladat. [15] Valamely mennyiséget n-szer megmériink. A mérési ered-
ményeket rogzitjiik, legyenek ezek: x1, za, . .., . A mennyiség valddi értéke
legjobb becslésének azt az x szdmot tekintjiik, amelytSl a mérési eltérések
négyzetosszege minimélis. Adjuk meg ezt az x értéket.

megoldas:

Tekintsiik az
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fiiggvényt. Ennek a derivaltja
fx)=2-(x—21)+2- (x—22)+ ... +2 - (x —x) =
=2n-x—2-(x1+x2+...+xp).
A derivalt fliggvény a zérushelye:
2-n-x—2-(x1+a2+...+2,)=0
rnt+ret+...txp=n-x

amibdl azt kapjuk, hogy
B r1+x2+ ...+ 2T

n
Masrészt az f fiiggvény masodik derivaltja

f"(z) =2n >0,

igy f-nek valéban minimuma van. Azt kaptuk tehat, hogy a megadott feltétel

/////

legjobb becslést.

10.27. Feladat. Milyen magasra repiil az a labda, amelyet vo = 19,6 %]
kezdGsebességgel rigunk fiiggblegesen felfelé? A labda magassigat ¢ masod-

perc elteltével a jol ismert
Mﬂ:vmt—g-ﬂ

fliggvény irja le, ahol g =~ 9, 8 [?2] a gravitacids gyorsulas.
megoldas:
Behelyettesitve vg és g értékét, a

h(t) = 19,6t — 4,9t
fliggvényt kapjuk. A fiiggvény zérushelyei t = 0 és ¢t = 4, igy egyszerlien
meggondolhatd, hogy értelmezési tartoménya ¢ € [0;4]. Zart intervallumon
értelmezett folytonos fiiggvénynek van szEéls6értéke, mégpedig az intervallum

hatarpontjaiban vagy ott, ahol a derivéltja zérus. A hatarpontokban a fliggvény-
érték 0, igy ott nem lesz maximuma a fiiggvénynek. A h fiiggvény deriviltja

W (t) = 19,6 — 9, 8¢.

A derivalt fiiggvény zérushelye (azaz a staciondrius hely):
19,6 — 9,8t =0 = t=2
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Mivel h”(t) = —9,8 < 0, ezért t = 2 maximum hely, melynek értéke:
h(2) = 39,2 — 4,94 = 19,6 [m].

Azt kaptuk tehat, hogy a labda ¢ = 2 masodperc mulva lesz a legmagasabban,
és ez a magassag 19, 6 méter.
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11. Implicit fiiggvények derivalasa

11.1. Feladat. Hatirozzuk meg az 2% + y? = 1 implicit fiiggvény esetén az

dy e
y' = 52 fiiggvényt!

megoldas:

Az y-t egy z-t6l fiiggd fliggvénynek tekintjiik, azaz valéjadban a pontos jelolés
y = y(z) lenne. Derivéljuk a megadott egyenlet mindkét oldalat. Figyeljiink
arra, hogy y? val6jdban y?(x), azaz egy osszetett fiiggvény, ahol a kiils fiigg-
vény a ,,négyzetre emelés”, a belsé fiiggvény az y(x). A differenciélds utdn azt
kapjuk, hogy

20 +2y -y =0.

Kifejezve az egyenletbdl 13//-t azt kapjuk, hogy
, x

y'=—
y

Megjegyezziik, hogy a feladatban szerepld implicit egyenlet egy origd kozép-
pontd, egység sugari kor egyenlete és azt kaptuk a feladat megolddsaval, hogy
a kor minden olyan (x; y) koordinatdjd pontjaban, ahol y # 0, az érints egyenes
meredeksége — %

11.2. Feladat. Hatirozzuk meg az 2% + y> — 9zy = 0 implicit fiiggvény esetén
y'-t!

megoldis:

Az y-t egy -t5] fiiggd fiiggvénynek tekintjiik, igy y3-t Osszetett fiiggvényként,

x - y-t szorzat fiiggvényként kell derivalnunk. Differencidlva a megadott egyen-
let mindkét oldalat

322 4+ 3%y —9- (y+xy) =0
adédik. Az egyenletet Ggy rendezziik, hogy bal oldalon szerepeljenek azok a

tagok, amelyek tartalmazzak az 1/'-t, jobb oldalon pedig azok, amelyek nem
tartalmazzak azt. Ezt kovetden kifejezziik az egyenletbdl 1/-t:

,:3y—x2
y? — 3z

Yy - (3y2 —9z) =9y — 322 = Yy
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11.3. Feladat. Hatdrozzuk meg az y?> — 22 = sin(xy) + 1 implicit fiiggvény
érints egyenesének meredekségét és az egyenes egyenletét a (0; 1) pontban!
megoldas:
Azonnal lathat6, hogy a (0; 1) pont val6ban illeszkedik a fiiggvény grafikonjdra:

12— 0% =sin0 + 1 = 1=1.
Differencidlva a megadott implicit egyenlet mindkét oldalat
2y -y — 2z = cos(xy) - (y + zy)
adodik. Bontsuk fel a zardjelet

2y -y — 2z =1y cos(xy) + xy - cos(zy).

Rendezziik az 3/ tagot tartalmazo kifejezéseket egy oldalra:
2y -y — xy - cos(xy) = y - cos(zy) + 2.
Emeljiink ki a bal oldalon y/-t:
Y - (2y — x - cos(zy)) =y - cos(zy) + 2z.
Végiil a kapott egyenletbdl fejezziik ki 3/-t

, Y -cos(xy) + 2z
2y —x - cos(wy)’

Y

Behelyettesitve a (0; 1) koordinatajui pontot azt kapjuk, hogy az érintS egyenes
meredeksége

;, l-cosO+0 1
m = = = —,
1 20 2

Az érintd egyenes egyenletét y = mx + b alakban keressiik, ami jelen esetben
y = %x + b. Azonban az egyenesre illeszkedik a (0; 1) koordindtdjd pont, igy
1 = 04 b adédik, amibdl b = 1. Az érintd egyenes egyenlete tehat y = %a: +1.

11.4. Feladat. Tekintsiik az 23y% + 23 — 93 + 9y = 0 implicit egyenletet!
Hatdrozzuk meg azon pontokat, melyekre 3y’ = 0 teljesiil.

megold4s:
Derivalva az egyenlet mindkét oldalat

32%y% + 223y -y + 322 — 3% -/ + 9y = 0.
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Az egyenlet bal oldaldn az v’ kifejezést kiemelve, illetve az egyenletet étren-
dezve

y - (223y — 3y + 9) = =322 — 322>

adédik. A kapott egyenletbdl y/-t kifejezve

;. —3z% — 3:L°2y2
v= 223y — 3y2 +9’
ami pontosan akkor 0, ha
—322 —32%% =0 = —32%- (1+y*) =0.

Mivel 1 + y? # 0, igy = 0. Az x = 0 értéket behelyettesitve az eredeti
egyenletbe

—y3+9y=0 = y-(—y>4+9)=0

adodik. Egy szorzat csak akkor nulla, ha valamelyik tényezdje 0, igy y = 0,
y = 3 vagy y = —3. Tehdt a feladat feltételeinek eleget tevS pontok: (0;0),
(0;3), (0;=3).

11.5. Feladat. Tekintsiik az

arctg z? + arctg y2 = %

egyenletet. Hatarozzuk meg a % derivaltat, majd annak felhasznalasaval sza-
moljuk ki az 3/ (z) értéket, abban az esetben, ha z = 1/1/2 és y < 0.
megoldas:

Derivélva a megadott egyenlet mindkét oldalat
2z n
1422 14y

r_
5 2y-y =0

adodik. Ebbdl o -t kifejezve:
;7 1+ 2? Yy
v= x 1+y2

Masrészt, ha x = % akkor az eredeti egyenletbdl

actg<1> + arctg 2T
r —= retgy” = —
2 4
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adodik, amit dtrendezve azt kapjuk, hogy

=i (y)
arctgy® = — —arctg | = |,

4 2
azaz
2=y T_ arct 1
YT =1g 1 g 5 .
Felhasznalva a . a3
ga —1g
tg(a — fB) = =22
8le =8 = T gate

trigonometrikus azonossigot azt kapjuk, hogy

1 1
o t83—-5 _ 5 _1

Yy = - = ’
l+tgZ-4 1+5 3

igy y < O miatt y (%) = —%. Behelyettesitve az y'-ra kordbban megkapott
kifejezésbe
1
J—_Lta Tv5 _ 83
- 1 T :
7z 14 3 9\/§

11.6. Feladat. Egyenes palyan mozgé részecske s méterre van a kiindulés he-
lyétdl. Sebességét a
1
t) = —
v(s(t)) s2(t)

fliggvény irja le. Hatdrozzuk meg a gyorsuldsat abban az id6pillanatban, amikor
a kiinduldsi helytdl 50 [cm] tdvolsdgra van a részecske.

megoldds:

A gyorsulds—id6 fiiggvény a sebesség—idd fiiggvény derivaltja, a sebesség—idd
fiiggvény a hely—id6 fiiggvény derivéltja. Ezeket felhasznalva:

d (U(S(t))> dv ds(t) dv
—a %(S(t)) o g(s(t)) -u(t) =

“ 6 (Pw) =50

Mivel s = 30 [cm] = 0, 5 [m], ezért a keresett gyorsulds:

2 m
= - :—M[fy
a 52

a(t) =
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11.7. Feladat. Hatarozzuk meg az
™ +In(y?) +e¥ =1+e

implicit fiiggvény (0; 1) koordindtdjd pontjaba hizott érint6 egyenesének mere-
dekségét!

megoldds:

Konnyen ellendrizhetjiik, hogy a (0; 1) pont valéban illeszkedik a fiiggvény
grafikonjdra ugyanis, ha behelyettesitjiilk a megadott implicit egyenletbe a pon-
tot

+Inl+e=1+e

egyenl&séghez jutunk, ami azonossdg. A feladatban megadott egyenlet mindkét

oldalét differencidljuk. Kihasznéljuk, hogy a logaritmus azonossdgai alapjin
In(y?) = 21ny, tovdbba figyeljiink arra, hogy y = y(x) egy fiiggvény:

2
e (yt+ay)+ -y +ey =0
Y
Az y/ tagot tartalmazé kifejezést egy oldalra rendezziik, majd emeljiik ki az

y/ t.'
y y'

Kifejezziik az 3/t
/ ey

& %—l—ey—i-emy-x'

Behelyettesitjiik a (0; 1) koordinétdji pontot:

, el 1
y:2 1: .
T+e 2+e

11.8. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2 +y?—6x—8y=0
implicit fiiggvény azon pontjait, ahol a fiiggvény érint6 egyenesének meredek-
sége 0.
megoldis:
Derivaljuk az egyenlet mindkét oldalat:
2 +2y-y —6—8y =0.
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Ha a bal oldalon csak az y'-t tartalmazé tagokat hagyjuk és kiemeliink 7/-t,

akkor
6 — 2z

:2y—8

y -2y —8)=—2x+6 = y
adddik, ami pontosan akkor zérus, ha x = 3. Ekkor az eredeti implicit egyen-

letbdl azt kapjuk, hogy
9+4%-18 -8y =0 = y? —8y—9=0.

A miésodfoki egyenlet megolddképletének felhaszndldsdval

8++64+36 8410
2 2

Y12 =

azaz y = —1, illetve y = 9. A keresett pontok tehdt (3; —1), illetve (3;9).
Megjegyezziik, hogy a feladatban megadott egyenlet valdjdban egy kor egyen-
lete, mely 4talakithat6 dgy, hogy

(x—3)*+ (y —4)* = 57,

amibdl azonnal leolvashatd, hogy a kor kdzéppontja (3;4), sugara 5. A fela-
datban emlitett érint6 egyenes meredeksége 0, igy az egyenes parhuzamos az
x—tengellyel, tehdt egy normdl vektora (1;0) vektor. Ha felirjuk az ezen nor-
mal vektorral rendelkezd, kozépponton dthalad6 egyenes egyenletét, akkor az
éppen a keresett pontokat metszi ki a korbol, igy a feladat elemi eszkozokkel is
megoldhatd.

12

10
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11.9. Feladat. Hatdrozzuk meg a 3z%y+2xy? = 2 egyenlettel definialt implicit
fiiggvény normalis egyenesének meredekségét az (1; —2) pontban.

megoldas:
Derivéljuk az egyenlet mindkét oldalét, figyelve arra, hogy y = y(x) egy x-t6l
fliggd fiiggvény:

6y + 322 -y + 22y% + 4y -y = 0.
Rendezziik az egyenletet Gigy, hogy a bal oldalon csak azok a tagok szerepel-
jenek, amelyek tartalmazzdk az y/-t:

y - (322 + day) = —6zy — 2212

Fejezziik ki az egyenletbdl az y/-t:
, 6y + 22y° _ 6y + 2y°

T 322 +4ay 3z +4dy

A derivilt fiiggvényt értékeljiikk ki az (1; —2) helyen, ezdltal megkapjuk az
érintd egyenes meredekségét:
, -124+8 -4 4

Me =Y = —

3-8 -5 5

Az érint§ egyenes és normadlis egyenes merdleges egymadsra, igy a meredek-
ségeik szorzata —1. Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy a normalis egyenes me-
redeksége:

D
11.10. Feladat. Hatdrozzuk meg az y* = zY implicit fiiggvény esetén az
y = % fiiggvényt!
megoldas:

Derivéljuk a megadott egyenlet mindkét oldalat. Figyeljiink arra, hogy y valo-
jaban y(x). Els6ként végezziik el az aldbbi atalakitast:

e:c'lny — ey-lnz.
Az igy kapott egyenlet mindkét oldalat differencidlva azt kapjuk, hogy
1 1
ety (lny +x-—- y/) = evine. (y’ ‘Inz +y- —).
Y T
Egyrészt kihasznéljuk ismét, hogy

yx — ex-ln Yy
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Y — ey-ln T ’

masrészt atrendezziik a derivalds utin kapott egyenletet. Ekkor az
yx.lny_xy.g:y/.(xy.lnx_yxf)
z Yy
egyenlet adodik. Ebbdl kifejezve azt ' fiiggvényt azt kapjuk, hogy
y* -Iny —a¥ 'y

r_
¥ -Inx —y* .o’
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12. Newton-Raphson médszer

12.1. Feladat. Hatdrozzuk meg a v/2 kozelit6 értékét az g = 1 kezdeti értéket
haszndlva dgy, hogy a Newton—Raphson mdédszert kétszer alkalmazzuk!

megoldés:

Tekintsiik az f(x) = 22 — 2 fiiggvényt. Ennek egyik gyoke v/2. A fiiggvény
derivaltja f'(x) = 2. A kozelitS érték kiszamitdsahoz az

B floy) xp — 2 _
T

sorozatot kell tekinteniink. Mivel xg = 1, ezért
f(zo) z3—2 12-2 3

=0 — =1 .
f'(@o) 2o 2 2

Tr1 =Xy —

A masodik 1épésben

f(z1) af -2 1,57 -2 :
f’(l‘l) 1 2:171 3

12.2. Feladat. A Newton—Raphson mddszert alkalmazva hatdrozzuk meg az

To = X1

2 +3r+1=0

egyenlet valés megoldasanak kozelitd értékét az xp = 0 kezdeti értéket hasz-
ndlva ugy, hogy az iteraciét kétszer végezziik el!

megoldis:
Legyen f(z) = 2% + 3z + 1. Ekkor a fiiggvény derivdltja f'(z) = 322 + 3. A
kozelitd érték kiszamitasahoz az

f(zg) o xi+3mk+1

Th4+1 = Tk — f/(xk) — Lk 3.'13'%"‘3

(k=1,2)

sorozatot kell tekinteniink. Mivel xg = 0, ezért

ey +3w0+1 - 0P+3-041 1

TERT TSIy T 3.02+3 3
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A masodik 1épésben

o3+ 371 + 1
T2=4 T g e e T
RO (Tl R W
= —— — 1 3 = —— =—U, .
3 3. (—g) +3 90
12.3. Feladat. A Newton—Raphson médszert alkalmazva hatarozzuk meg az
e = g

egyenlet valés megoldasanak kozelitd értékét az xy = —1 kezdeti értéket hasz-

ndlva 1igy, hogy az iterdciot kétszer végezziik el!

megold4s:

Legyen f(x) = e2* + x. Ekkor a fiiggvény derivaltja
flx)=2-e¥ 4+ 1.

A kozelit6 érték kiszamitasdhoz az

f(@k) TN 1,
=x, — =rp - ———— k=1,2
PTGy TR T 2 e 1 ( 2)
sorozatot kell tekinteniink. Mivel g = —1, ezért
2x0 -2
e“*0 + x9 e —1
=x9p—————=—-1——"—F+— = —0,3195.
B R BT | 2.0 241 ’
A masodik 1épésben
21 —0,6390
e + 21 e —
To =21 — m = —0,3195 - m ~ —0,4208

12.4. Feladat. Hatdarozzuk meg a cosx = x egyenlet megolddsidnak kozelité
értékét Newton—Raphson mddszer segitségével gy, hogy az g = 1 kezdeti
értéket hasznéljuk és kétszer alkalmazzuk az itericiét!

megoldds:

A Newton-Raphson médszer az f(x) = 0 egyenlet kozelit6 értékének meg-
hatarozdsara szolgél, igy ahhoz, hogy a feladatban szereplé egyenlethez jus-
sunk, tekintsiik az f(x) = cosz — z fiiggvényt. Az f fiiggvény deriviéltja
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f'(x) = —sinx — 1, igy az iterdciét megadé sorozat
f(a:k) COS T — Tk
€T =X —_ = e —
b F f'(zk) T singy, — 1
COS Tf — T
sinzg + 1

A kezdeti értékiink zg = 1, igy

¥ = 0+ C;izoolﬁo —1+ :fi : ~ 0, 7504
A masodik 1épésben
=
2
1.5
1
0.5

12.5. Feladat. [28] A tengeralattjarék helyzetének meghatdrozdsakor gyakran
el6fordulé probléma annak meghatdrozdsa, hogy mikor esik a hangbdja (hang-
detektor) legkozelebb a hajohoz. Tegyiik fel, hogy a tengeralattjard (jé kozeli-
téssel) az f(x) = 22 fiiggvény grafikonjdnak megfelels parabolapaly4n mozog,
a béja pedig a P(2, —1) pontban van. Adjuk meg annak az x értéknek a ko-
zelitd értékét Newton—Raphson mdédszerrel, amelyik minimalizalja a bdja és a
tengeralattjar6 kozotti tdvolsdgot!

megoldas:

A (2, —1) pontnak a tdvolsdga a sik egy (x, y) koordindtdji pontjatdl

Ve =22+ (y +1)2,
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azonban mivel az f(x) = 22 fiiggvény grafikonjanak szeretnénk meghatdrozni
a lehetd legkisebb tavolsagat a P ponttdl, ezért y = 22, igy a tavolsagot leird

dz)=(z—2?2+ (@2 +1)2 =zt + 322 -4z +5

fliggvény minimumat keressiik. Sz€ls6érték hely ott lehet, ahol a fiiggvény
derivaltja zérus, azonban egyszeriien dtgondolhatd, hogy a

h(z) =2 4+ 322 — 42 +5

fiiggvénynek pontosan azon a helyen van szélsGértéke, ahol a d(x) fiiggvény-
nek, igy elegendd a h(x) fuggvény sz€élsGérték helyét megkeresniink. A h(zx)
fliggvény derivéltja

B (z) = 42® 4 62 — 4.

Ennek a fiiggvénynek a zérushelyét keressiik, azaz a h'(x) = 0 egyenlet meg-
oldasat kell meghatdroznunk. A megoldandé6 egyenlet ekvivalens a

203 +3r—2=0

egyenlettel, igy tekintsiik a g(x) = 223+ 3z — 2 fliggvényt, valamint az zg = 1
kezdeti értéket és alkalmazzuk a Newton—Raphson mddszert. Mivel a g fiigg-
vény derivaltja ¢’ (z) = 622 + 3, ezért az

g(xy) 213 + 3x), — 2
g (zg) F 622 + 3

Th+1 = Tk —

A kezdeti értéket felhasznalva

ﬂm)71_243+31—272

g (zo) 6-12+3 3

Tr1 =Xy —

A masodik 1épésben

2 2-(2)°+3-2-2 6
h, AP g/(xl) _“_ (3) . 3 = — ~0,5621.
g (z1) 3 6-(2)"+3 153

Tehat a keresett kozelit6 érték z ~ 0, 5621.
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12.6. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = /x fiiggvénynek azt a P(z;y)
pontjat, amelyik a lehets legkdzelebb van a Q(2; 3) ponthoz!

megoldas:

A P és () pont tavolsaga

Ve =22+ (y —3)%

Tudjuk azonban azt is, hogy a P pont illeszkedik az f fiiggvény grafikonjara,
igy teljesiilnie kell az y = /x Osszefiiggésnek. Ezt felhasznédlva az elGbbi
tdvolsag

da) = /(& = 22+ (V& —3)° = \/a? — 32— 6 VT + 13.

Ennek a fiiggvénynek ugyanott van széls6érték helye, ahol a
h(z) = 2% -3z —6- vz + 13

fliggvénynek. Ennek a derivaltja

3
/
h(x) =2x 7z 3.
Meg kell most oldanunk a h/(x) = 0 egyenletet. Elemi eszkozokkel ezt nem
tudjuk megtenni, ezért a megoldas egy kozelit6 értékét fogjuk meghatirozni
Newton—Raphson moédszerrel (2 1€pést alkalmazva). Konnyen ellendrizhetd,
hogy a h/(x) fiiggvény az [1;4] intervallumban elGjelet valt és ezen az inter-
vallumon folytonos is, ezért ott biztosan van zérushelye. Tekintsiik az zg = 1
kezds értékét és a jelolések egyszerfisitése miatt vezessiik be a g(x) = h/(x)
fliggvényt. A g fiiggvény derivaltja

1 3 3
/x:2—3-<—>-:13_2:2—|— :
o) 2 2 VaP
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Ezt felhasznalva az iteracios sorozat

2y — —— —3

X T

mkH:ggk_g/( ’f):xk_3— VI (k=1,2,...).
g(mk) \/E—I—Q

A kezdeti értéket felhasznalva

w0~ -3 1-2.1-3-3 15

1 = Xy — 3 = 3 ——%2,14.
A masodik 1épésben
1
SR N
3 15
221 - =3 15 7
To=21 ————— = — — ~ 2,41.
33 +2 7 %+2
v /(%)

Tehat az = kozelits értéke = ~ 2, 41. Igy a keresett pont
P(2,41;4/2,41) = (2,41;1,55).

189
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13. Elaszticitas

13.1. Feladat. Egy drucikk iranti keresletet az x art6l fiigg6en az

100
fla) = —=

fiiggvény adja meg. Irjuk fel az elaszticitds fiiggvényt! Hany szazalékkal val-
tozik a kereslet, ha az aru 5 Ft-os arat 1%-kal emelik, illetve 3%-kal csokkentik?

megoldis:

Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

—100
T —
I =Gvse
Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitas fiiggvényt:
x T —100 r+5 —100 —x
E = —/— ! f— . = . . — .
(@) =7y @ 10 (z+52 100 (2152 a+5

Mivel a termék dra 5 Ft, ezért kiszdmoljuk az E'(5) értéket:
-5 1

E(b)=——= .
(5) 5+5 2

Ez azt jelenti, hogy ha 1%-kal n6 az ar, akkor varhat6an fél szazalékkal csokken
a termék iranti kereslet. Masrészt, ha 3%-kal csokken az ar, akkor varhatdéan
3-0,5% = 1, 5%-kal n§ a termék irdnti kereslet.

13.2. Feladat. Egy termékbdl eladott mennyiség az
5000
f(x) =10+ —

fliggvénnyel adhaté meg, ahol x a termék 4ra. Hany sz4zalékkal valtozna az
eladott mennyiség, ha a termék 1000 Ft-os drat 3%-kal novelik?

megoldas:

Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

oy =
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Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitds fiiggvényt:

x T —5000 T —5000
E(r) = —— . fi(g) = . _ ‘ _
(z) @) f(x) 0+ 0 2 T 2
z —5000 5000
=x- . - _ '
10z + 5000  z? 102 + 5000
A termék dra 1000 Ft, ezért kiszdmoljuk az F(1000) értéket:

5000 1

E(1000) = ————— =,
(1000) = = 15000 + 5000 ~ 3

Ez azt jelenti, hogy ha 3%-kal noveljiik a termék arat, akkor varhatéan 3 - %%-
kal, azaz 1%-kal fog csokkenni a termék irdnti kereslet.

13.3. Feladat. A raktdrozasi koltség a raktdrozott mennyiség (z) és egy alland6
koltség fiiggvénye az f(z) = 40x + 8000 képlet szerint. Hany szdzalékkal
valtozik a raktarozasi koltség, ha 200 termék helyett 2%-kal kevesebb terméket
tarolnak?

megoldas:
Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

f'(x) = 40.
Ezt felhaszndlva az elaszticités fliggvény

x 40x
Ez)=—— fllt)= ————40= ————.
(z) F(®) = 305 78000 40 + 8000

Kiszdamoljuk az F/(200) értéket
40 - 200 1

E(200) = ——— = — _
(200) = 35200 + 8000 ~ 2

Igy ha 2%-kal kevesebb terméket raktarozunk, akkor 2 - % = 1%-kal csokken a
raktdrozdsi koltség.

13.4. Feladat. Tegyiik fol, hogy egy termék keresletét az
f(z)=800-z71°

figgvény irja le. Hatdrozzuk meg az f elaszticitasat!

megoldas:
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Az f fiiggvény derivaltja
f'(z) =800 (~1,5) - 2=*% = —12.000 - =25,

Igy az elaszticités

E(x) = -

00 15 (—=12.000 - z72°) = —1,5.
. x b

x
m fl(x) =
Tehat az elaszticitds —1, 5, vagyis az ar 1%-os novekedése varhatéan a kereslet
nagysdganak 1, 5%-os csokkentését eredményezi.
13.5. Feladat. Egy iizlet koltségeinek alakuldsét az

f(z) =10,6 + 0,03z — 0,925 - 10" %2% +2- 10723
fiiggvény irja le, ahol x a vallalat forgalmét jelenti ezer Ft-ban. Irjuk fel az f
koltségfiiggvényhez tartoz6 elaszticitds fiiggvényt!
megoldds:
A fiiggvény derivaltja
f'(x) =0,034+1,85-10"%2 46 - 10722

Igy az elaszticitds fiiggvény

4 1 -1 -5 _17 2
Bla) = (@) z-(0,03+1,85-107°z+6-10"z°)

~ 10,61+ 0,037 — 0,925 10422 + 2 10723

13.6. Feladat. Valamely aru irdnti kereslet az
f(x) — 4. 0:2c+8
keresleti figgvénnyel irhat6 le, ahol = az egységarat (ezer Ft/kg), f(x) pedig a

hozz4 tartozé keresletet jelenti (kg). Hogyan valtozik a kereslet, ha az egység-
arat a 9.000 Ft/kg egységarrdl 1%-kal noveljiik?

megoldas:
Az f fuggvény derivaltja
f/(x> —4. 6—0,292-1-8 . (—O, 2) — _O7 8. 6—0,2564-8.

Az elaszticitas fiiggvény

xT €T _
E(l’) = " f,(l') = m . (—0,8 - € 0’2$+8) = —0,215
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Ezen fiiggvény helyettesitési értéke az x = 90 helyen:
E9)=-9-0,2=-1,8.

Azaz ha a termék egységarat 1%-kal noveljiik, akkor a termék irdnti kereslet
varhatéan 1, 8%-kal fog csokkenni.

13.7. Feladat. Egy étteremben egy 1j étel specialitast vezetnek be. Az el6zetes
szamitasok alapjan a keresletet leir fiiggvény képlete:

f(z) =a% e,

ahol x az egységdrat jelenti ezer Ft-ban, f(z) pedig a havonta ebbdl a specia-
litdsbol varhatéan értékesitendd adagok szamdt ezer darabban megadva. Sza-
moljuk ki a keresleti fliggvénynek az x = 2 pontjdhoz tartoz6 elaszticitasat, és
értelmezziik a kapott eredményt!

megoldés:
Az f fiiggvény derivaltja
f(z) = 2z + 22 e . (—2z) = e (2z — 223).

Az elaszticitas fiiggvény

€ ' x —z2
k]

x

E@2)=2-2-22=—6.
A kapott eredmény azt jelenti, hogy ha az adagok egységdrat 1%-kal novelik,
akkor az irdntuk val6 kereslet varhatéan 6%-kal fog csokkenni.

13.8. Feladat. Valamely 4ru irdnti kereslet az
300 z
fla)=—=+es"
X

fiiggvénnyel {rhato le, ahol = az egységdrat jelenti ezer forintban, f(z) pedig a
hozza tartoz6 keresletet 1.000 darabban. Hogyan véltozik az arbevétel, ha az
egységarat 10.000 forintrél 1%-kal noveljik?

megoldas:
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A bevételi fiiggvény

300 o .
Ba) =0+ f(a) = (200 482 ) =300 400782
T

Ezen fliggvény derivéltja

B(x) = e 5 24 p.e5 T2, (—1> =e 512, (1 — {) .

Az elaszticitas fiiggvény

X T z X
E(z) = —— B'(z) = e 52 (1),
(=) B(z) (@) 300+ 7 0572 O ( 5)

Ezen fiiggvény helyettesitési értéke az x = 10 helyen

10 10 1

E1)) = —— (1) = —— = —
10 =350510 Y= 310 = "3

Ha az arat 1%-kal noveljiik, akkor a bevétel varhatéan %%—kal csokken.

13.9. Feladat. Egy arucikk iranti keresletet az x art6l fiigg6en az

50
@) = 50

fiiggvény ad meg. Irjuk fol az elaszticitds fiiggvényt! Hany szazalékkal valtozik
a kereslet, ha az aru 50 Ft-os arat 1%-kal emelik, illetve 3%-kal csokkentik?

megoldis:

Els6 1épésben kiszamoljuk az f fiiggvény derivaltjat:

—50
I —_—
flz) = (x +50)2
Ezt felhaszndlva felirjuk az elaszticitas fliiggvényt:
T T —50
E@) = o f(z) = ——- -

f(@) 50 {2+ 50)°
x + 50 —30 —z

“TTR0 (w4502 2450

Mivel a termék dra 50 Ft, ezért kiszdmoljuk az E'(50) értéket:

E(5) —50 1

50450 2
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Ez azt jelenti, hogy ha 1%-kal n6 az ar, akkor vdrhatdan fél szdzalékkal csokken
a termék iranti kereslet. Masrészt, ha 3%-kal csokken az ar, akkor varhatdéan
3-0,5% = 1, 5%-kal n6 a termék irdnti kereslet.
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14. Differencialszamitas a fizikaban és a miiszaki tudomanyokban

14.1. Feladat. Egy egyenes palydn mozgé részecske ¢ masodperc elteltével a
megfigyelés helyétdl
s(t) =13 —1t* 411t — 3

méter tdvolsigra van.
a) Hatarozzuk meg a sebesség—idd és gyorsulds—ido fiiggvényeket!

b) Adjuk meg azt az id6pillanatot, amikor a részecske sebessége nulla!

¢) Hatdrozzuk meg azok az id6intervallumokat, amikor a részecske sebességé-
nek nagysaga nd, illetve azokat, amikor csokken!

d) Adjuk meg azokat az id6pillanatokat, amikor megvaltozik a részecske moz-
gésdnak irdnya!

e) Szamoljuk ki, hogy az els6 3 masodpercben Osszesen mennyi utat tett meg
a részecske!

megoldas:
a) A hely-ido6 fiiggvény derivéltja a sebesség—id6 fiiggvény
v(t) = 3t% — 14t + 11.

A gyorsulas—idé fiiggvény a sebesség—ido fliiggvény deriviltja
a(t) = 6t — 14.
b) A részecske sebessége azon idGpillanat(ok)ban zérus, amikor a v(t) = 0

egyenlet teljesiil:
3t% — 14t + 11 = 0.

A miésodfoki egyenlet megoldéképletet felhaszndlva

144 /196 — 132 14438
6 6

t120 =

adodik, azazat = 1ésat = 11/3 lesz a részecske sebessége nulla.
¢) A v(t) fuggvény monotonitasat kell megvizsgalnunk:
t<1l] t=1 |1<t<11/3|t=11/3|t>11/3
V() |+ 0 — 0 +
v(t) | | lok. max. AW lok. min. Va
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d) A részecske mozgdsdnak iranyaat = 1ést = 11/3 id6pillanatban véltozott
meg.
e) A részecske az els6é 3 masodperceben
s = [s(1) = s(0)] + [s(3) — s(1)]
utat tesz meg. Mivel
s(1) —s(0) =2—(-3) =5,
ezért 5 méter utat tett meg az elsé masodpercen a részecske. Ezt kovetSen
megfordult, és az eredetivel ellentétes irdnyba haladt és mivel
5(3) —s(1) = -6 —-2= -8,

ezért 8 méter utat tett meg. Osszesen tehdt 5 + 8 = 13 méter utat tett meg a
részecske az els6 3 masodpercben.

14.2. Feladat. Fiigg6legesen feldobunk egy labdat. A feldobds utdn ¢ masod-
perccel a labda helyét méterben mérve a

h(t) = —16t2 + 40t + 1
fliggvény irja le. Hatdrozzuk meg azt az id6pillanatot, amikor a labda a legma-
gasabban lesz?
megoldés:

7z

Mivel h/(t) = —32t + 40 és szélsGérték ott lehet, ahol a fiiggvény derivaltja
zérus, ezért
—32t4+40=0 =  t=1,25

igy a feldobds utdn ¢ = 1,25 masodperc mulva lesz legmagasabban a labda,
azaz ekkor kezd el , lefelé esni”.

14.3. Feladat. Egy egyenes palydn mozg6 részecske hely—idd fiiggvénye
s(t) = =
ahol az id6t médsodpercet, a helyet méterben mérjiik. Hatdrozzuk meg azt az
id6pillanatot, amikor a részecske sebessége nulla!
megoldds:
Azt az id6pillanatot keressiik, amikor a sebesség zérus. Mivel

et —teet (1 -t) 1t

v(t) = o2t 2% i

(5 e
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ezért
11—t
— =

0 = 1-t=0,
€

tehdt a ¢ = 1 id6pillanatban lesz zérus a sebesség, azaz ekkor lesz a részecske
sebessége zérus.

14.4. Feladat. Egy egyenes palyan mozg6 részecske hely—idd fiiggvénye

s(t) = V14 4t,
ahol a megtett utat méterben, az eltelt id6t masodpercben mérjiik. Hatdrozzuk
meg a részecske sebességét és gyorsuldsat a t = 6 [s] idGpillanatban!
megoldds:

A sebesség—ids fiiggvény a hely—idd fiiggvény derivéltja. Az s(t) fiiggvény
derivaltja

1 2
s’(t):§~(1+4t)—%-4: —
tehat ) )
m
)= = 6) == 2.
W) = g o) =5 [5]

A gyorsulds—id§ fiiggvény a sebesség—id6 fiiggvény derivdltja. A v(t) fiigg-
vény derivaltja

1 3 4
V() =2 = (1 +4t) 2 4=
(t 5 (1+41) .
igy azt kapjuk, hogy
4 4 m
H=ee— = 6) = = | 5]
() (1 +4t)° “0) =155 [2

14.5. Feladat. Egy zuhano test sebességének nagysaga abban az iddpillanat-
ban, amikor a kiinduléponttél s méter utat tett meg: v(s) = k - /s [m/s], ahol
k konstans. Igazoljuk, hogy a test gyorsuldsa allandé.

megoldés:

A sebesség fligg az id6tdl, igy valdjdban a megadott fiiggvényre a preciz jelolés

v(s(t)) =k- Vs(t)
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lenne. A gyorsulds—id6 fiiggvény a sebesség—idd fliggvény derivaltja, igy
1
a(t) =o' (s(t)) = k- ——— - §'(1).
(0)=2/(s(0) = k- s 90

Azonban azt is tudjuk, hogy s'(t) = v(t), igy azt kapjuk, hogy

1 k?
a(t):k-m-k-\/%:?

Ezzel igazoltuk a feladatban megfogalmazott allitast.

14.6. Feladat. Egy egyenes palydn mozgd részecske sebessége a hely fiiggvé-
nyében
(s) 3542
v(s) =

2s —1

Adjuk meg a gyorsuldsat abban az id6pillanatban, amikor s = 2.

(s >1).

megoldas:

A gyorsulds—id6 fiiggvény a sebesség—idé fiiggvény derivéltja, azonban most
a sebességet a hely fiiggvényében ismerjiik, ahol a hely az id6tdl figg, igy
valgjdban a v (s(t)) Osszetett fliggvényt kell derivalnunk, azaz

/!
a(t) = (v(s(?))) =v'(s(t)) - §'(t) = V' (s(¢)) - v(¢).
Tehat
3-(2s(t) — 1) — (3s(t) +2) -2 3s(t) +2
(2s(t) — 1) 25(t) — 1
Ezt felhaszndlva s = 2 esetén a gyorsulas
3-4-1)—(3-2+2)-2 3-2+42 _ 96
(2-2-1)2 2-2—-1 2T
14.7. Feladat. Egy szabadon esd test helyét a ¢ id6 fiiggvényében a

h(t) = 022 ‘Inch (“)

Cc

a(t) =

képlet irja le, ahol g a nehézségi gyorsulas, ¢ pedig a 1égellendllasi tényezd
(Hallgatdlagosan | irdnyfelvételt feltételeziink.) Bizonyitsuk be, hogy ,kis” ¢
értéknél

h(t) = Z -2

NS

megoldas:
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Irjuk fel a h(t) fuggvény z¢o = 0 pont koriili mdsodrenddi Taylor—polinomjat!
A h(t) fuggvény derivéltja

2 1 -t -t
sa ) c
A h(t) fiiggvény masodik derivaltja

P N T G
BT R ()

c

Felhaszndlva az el6bbi eredményeket is azt kapjuk, hogy h(0) = 0, »'(0) = 0,
R"(0) = g. A keresett Taylor—polinom

Ty(t) = h(0) + AH'(0) - (t —0) + h/;(!o) (t—0) = g 2,

Azt kaptuk tehat, hogy ha ¢ értéke ,kicsi”, akkor

h(t) ~ < -t2,

N

amit igazolnunk kellett.

14.8. Feladat. Egy téglalap keresztmetszetli gerenda teherbirdsa egyenesen
ardnyos a keresztmetszet magassigdval és szélességének négyzetével. Haté-
rozzuk meg a d = 30 centiméter atmérdjl hengeres fatorzsbdl készithets leg-
nagyobb teherbirasu, téglalap keresztmetszetli gerenda méreteit!

megoldas:

Legyen a gerenda keresztmetszete a €s b oldalhossztisagu téglalap tgy, hogy b
a hosszisag, a a szélesség. Ekkor egyrészt a Pitagorasz—tétel szerint

a? + b = d? = a? =d* - v,
masrészt a gerenda szildrdsdga ardnyos az
a?-b=(d*> —b*) - b=900b — b3

értékkel. A feladatunk tehat az f(b) = 900b — b? fiiggvény maximum helyének
meghatdrozasa. A fliggvény derivaltja

f'(b) =900 — 3b°.
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A staciondrius hely a 900 — 3b?> = 0 egyenlet megolddsa. Mivel b > 0, ezért
b= +300 =~ 17, 32. Mivel

f"(b) = —6b < 0,

ezért a kapott szélséérték hely lokdlis maximum, mivel azonban b = 17,32 az

egyetlen sz&ls6érték hely az értelmezési tartomanyban, ezért az egyben globélis
maximum hely is. Mivel b = 17, 32, ezért

a = v900 — 300 = v600 ~ 24, 49.

A maximdlis szilardsdgi gerenda keresztmetszete tehat olyan téglalap, amely-
nek oldalai 17, 32 és 24, 49 centiméter hosszusdguak.

14.9. Feladat. Egy forma 1-es versenypdlya egyik kanyarjanak {vét j6 kozeli-
téssel az f(z) = z? + 2z fiiggvény grafikonja frja le. Ha a pdlyan haladé auté
x = 1-nél a palya érintGje mentén kisodrddik, akkor nekiiitkzik-e a P(2;5)
koordinatdjui pontban all6 oszlopnak?

megoldas:

Mivel x = 1, ezért f(1) = 12 +2 -1 = 3, ezért a versenyauté a Q(1;3) pont-
ban hagyja el a versenypalyédt. Az f fiiggvény derivéltja f'(x) = 2z + 2 és
1/(1) = 4, kdvetkezésképpen az érintGegyenes egyenlete a () pontban

y=fM+f1Q)- (-1 = y=3+4-(z-1),

azaz y = 4z — 1. Mivel a P(2;5) pont nem illeszkedik erre az egyenesre,
ugyanis 5 # 4 - 2 — 1, ezért a versenyautd nem iitkozik neki az oszlopnak.

14.10. Feladat. Egy hegy ald a mérnokok forditott parabola keresztmetszetd,
egyenes alagutat terveznek. Az alagit 9 méter magas €s a legaljan 6 méter szé-
les. Mekkora lehet annak a kamionnak a legnagyobb téglalap alaki keresztmet-
szete (szélessége €s magassdga), amely még éppen at tud hajtani az alagiton!

megold4s:

Tekintsiik a feladat feltételeinek megfelels f(z) = —az?+9 (a > 0) fiiggvényt
ugy, hogy zérushelyei —3 és 3 legyenek!
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6 5 .4 /_3 P2 \3 4 5 6

Mivel z = 3 zérushely, ezért 0 = —9a + 9, azaz a = 1, igy f(z) = —2% + 9.
Ha a kamion szélességének fele x, magassiaga —2% + 9. Tehat a 2 szélességi,
—x? 4 9 magassagi téglalap teriilete:

T(z) = —22% + 18z.

Ennek derivéltja
T'(x) = —62% + 18,

amelynek zérushelyei: ++/3. Mivel
T"(z) = —12x = T"(V3) <0,

ezért a /3 helyen lesz T-nek lokdlis maximum helye, ami egyben globalis
maximum hely is. A kamion szélessége tehdt 22 ~ 3,46 [m], magassiga

f(v3) = =3 +9=6[ml].

14.11. Feladat. Egy csatorndbdl kifolyo vizet egy 100 literes hordéban gyjtik

Ossze. Az dsszegyllt viz egy részét ontozésre hasznaljak, igy a hordébdl tovabb

vezetik egy kis kert foldjére. A horddban 1év folyadék mennyisége az id6

fliggvényében a Q(t) = 2t3 — 212 + 60t fiiggvény szerint alakul a [0; 6] id&in-

tervallumban, ahol ¢ a megfigyelés 6ta eltelt napok szdmét jelenti.

a) Mennyi folyadék volt a hordéban a megfigyelés kezdetén és mennyi volt a
megfigyelés végén?

b) Adjuk meg, hogy a megfigyelés utan 1 nappal hany liter folyadék volt a
hordéban?

¢) Adjuk meg a valtozasi gyorsasdgot az id6 fiiggvényében!
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d) Mennyi a folyadék szintjének véltozasi gyorsasdga a folyamat kezdete utdn
1, illetve 2 nappal?

e) Melyik id&intervallumban novekszik, illetve csokken a folyadék szintje?

f) Mikor maximalis, illetve minimdlis a tarolt folyadék mennyisége a meg-
figyelés soran, illetve mennyi a hordéban 1évé maximalis €s a minimalis
mennyiségli folyadék?

g) Vizoljuk fel az Q(t) fiiggvény grafikonjat a megfigyelés teljes idGinterval-
lumaban!

megoldas:
a) Mivel
QO0)=2-0>—-21-02+60-0=0,
ezért a megfigyelés kezdetén a hordo iires volt. A megfigyelés végén
Q6)=2-6>—21-62+60-6=236
liter folyadék volt a hordéban.
b) A megfigyelés utdn 1 nappal
Q(1)=2-1-21-12+60-1=2—21+60 =41
liter folyadék volt a hordéban.
c) A viltozasi gyorsasdg az id6 fliggvényében
Q'(t) = 6t% — 42t + 60.
d) A folyadék szintjének valtoz4si gyorsasdga a folyamat kezdete utdn 1 nappal

Q(1)=6-1*—42-1+60 =6 — 42 + 60 = 24,

illetve 2 nappal
Q'(2)=6-2*—42-2+60 =24 — 84+ 60 = 0.
e) Megkeressiik a derivalt fiiggvény zérushelyeit, azaz megoldjuk a

6t2 — 42t +60 =0

egyenletet, aminek mindkét oldaldt 6-al oszthatjuk, igy
£ —Tt+10=0
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g)

egyenlethez jutunk. A misodfoki egyenlet megoldéképletének felhaszndla-
séval azt kapjuk, hogy

_7T+£49-40 T7+3
- 2 2

1,2

amib6l az addédik, hogy t = 2, illetve ¢ = 5. Az elsd derivélt el6jeleit
tdblazatba foglaljuk:

t<?2 t=2 2<t<H t=25 x>5H
Q)| + 0 — 0 +
Q(t) | 7 |lok. max. N lok. min. |

A megfigyelés kezdetétol 2 napon keresztiil novekedett a hordéban 1évo
folyadék mennyisége, majd a kovetkezé 3 napban csokkent, ezt kdvetéen
a megfigyelés végig ismét novekedett a folyadék szintje.

P

Az el6z6 tablazatban lathatjuk, hogy a staciondrius helyek ¢ = 2, illetve

t = 5. Kiszamoljuk ezeken a helyeken a fiiggvény értékeket
Q(2)=2-22-21-224+60-2 =52
Q(5)=2-5—21-52460 5= 25.

Figyelembe véve, hogy a megfigyelés kezdetén 0, a megfigyelés végén 36

liter folyadék volt a hordéban azt kaptuk, hogy a legkevesebb folyadék a

megfigyelés kezdetén volt (ekkor iires volt a hord6), a legtobb folyadék (52
liter) a megfigyelés utini 2. nap volt a hordéban.

A Q(t) fiiggvény grafikonja:

70
60
50
40
30

20
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14.12. Feladat. Tegyiik fel, hogy az x és az y kozotti fiiggvény kapcsolat
linedris, azaz y = m - x. Négy mérést végziink, a mérési eredmények az aldb-
biak:

A(z;y1) = (1;3)  B(xa;y2) = (2;6)
Clzz;ys) = (3;12)  D(za;ya) = (4;14).

Hatarozzuk meg az m értékét tigy, hogy az eltérések négyzetosszege a lehetd
legkisebb legyen, azaz keressiik meg, hogy milyen m valés szdm esetén lesz a

M»

yk —m:- xk
k=1

fliggvény értéke minimAlis.
megoldas:

Behelyettesitve az adatokat a H fliggvény:

H(m) = (3—m)*+ (6 —2m)? + (12 — 3m)? + (14 — 4m)>.

A H fiiggvény derivéltja

H'(m)=2-(3=m)(~1)+2- (6 —2m) - (=2)+
+2- (12 = 3m) - (—3) + 2+ (14 — 4m) - (—4).

Ha elvégezziik az 6sszevondst, akkor azt kapjuk, hogy

H'(m) = 60m — 214.

Ennek a zérushelye

214 107
60m — 214 =0 = 60m = 214 = = _
" " 60 307
igy a keresett ismeretlen paraméter m = %, az egyenes egyenlete
107
Y= - T

30
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16

14

12

10

14.13. Feladat. Az f fokusztavolsagud lencsétdl ¢ tavolsagra 1évo targy k kép-
tavolsaga kielégiti az
1 1 1

f ot Tk
egyenletet. Ha f adott, akkor mennyi a képtavolsag és a targytavolsag 0sszegé-
nek minimuma?
megoldés:

Az
1 1 1

f ot Tk
egyenlet mindkét oldaldt beszorozva a kdzos nevezdvel azt kapjuk, hogy
t-k=f-k+f-t

A kapott 6sszefiiggésbdl fejezziik ki ¢-t:
_Jk
=5 F
A t + k érték minimumadt keressiik. Ehhez felhasznalva az el6bb kapott ered-
ményt azt kapjuk, hogy
[k

t+k=-"1"" 1k
th=p 5+

t-k—f-t=f-k = t-(k—f)=f-k = t
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Ne feledkezziink meg arrél, hogy f értékét ismertnek tekintjiik, igy egy k-tdl
fliggd fiiggvényt kaptunk. Vezessiik be az

Sk

a(k)—k_f

+k

jelolést. Az a fliggvény derivéltja

/ f-k=f)—f-k [ h—f—f k4 (k- [)?
a (k)= +1= —
(k= 1)? (k= f)?
PR -2k f4 2 R—2k-f
B (k= 1) G
Az d' (k) zérushelye:
W:o = -2k f=0 = k-(k—2f)=0,

amibdl azt kapjuk, hogy £ = 0 vagy &k = 2f. Az a(k) figgvény mdsodik
derivaltja

iy — =20 (= £ = (2 = 2k ) 2 (k= f)

(k= f)*
2k —2kf —2kf +2f% — 2k +4kf  2f?
a (k—1)? ICENE
Ezt felhasznalva )
" 2f 2
a (k) = ? = ? > 0,

igy a(k)-nak valéban minimuma van 2f-ben. Ekkor a tirgy- és képtavolsdg
0sszegének minimuma

_ Sk 2
= pth= T =as,

azaz a keresett tdvolsdg a fokusztavolsdg négyszerese.

t+k

14.14. Feladat. [2] Milyen magasan kell elhelyezni valamely kor alakd futépa-
lya kozepén a lampat, ha azt akarjuk, hogy a futdpdlya megvilagitasa a lehetd
legnagyobb legyen? A megvilagitas eréssége tetszdleges P pontban egyenesen
aranyos a beesd fénysugdar és a palya sikja hajlasszogének szinuszaval és fordi-
tottan aranyos a fényforras és a P pont tadvolsaganak négyzetével.

megoldas:
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Jeloljiik z-el a beesd fénysugdrnak és a pélya sikjanak hajlasszogét.

lampa
futopdlya
A keresett magassig
m=r-tgx.

A megvilagitas er6ssége a P pontban ardnyos a
2

sinx_ sinz _sinx-cos T
2 = oA 2 -
h (COZ(E) "
L (sinz - (1 - sin)) = - - (sinz — sin’ 2)
= — -(sinz - (1 —sin = — - (sinx —sin’ x
r2 r2

értékkel. Igy tehat akkor a legerdsebb a vildgitds, ha az

f: }0;%{—)& f(z) =sinz —sin®z

figgvény maximadlis értéket vesz fel. Az f fiiggvény deriviltja

f'(z) = cosx — 3-sin’x - cosx = cosz - (1 — 3sin®x).

Egy szorzat pontosan akkor 0, ha valamelyik tényezdje 0. Azonban cosx # 0,
ugyanis ellenkezd esetben z = 90°, ami nem lehetséges. Igy tehat

1
\/57

1—3sin’xz=0 = sinx = +
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amibdl sin z # —% (ugyanis ellenkezd esetben x tompaszog lenne), igy
: 1
singy = %
kell, hogy teljesiiljon, amibdl azt kapjuk, hogy az egyetlen, az értelmezési tar-

tomanyba esd gyok x ~ 0,19597. Az f fliggvény masodik derivaltja
f"(z) = —sinz - (1 — 3sin®z) + cosx - (=6 - sinx - cos ).

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
f"(0,19597) < 0,

igy f-nek valéban maximuma van. Ekkor
sin x sin x
m=r-tgx=r- =7- =
cosw 1 —sin’x
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15. A differencialszamitas gazdasagi alkalmazasai

15.1. Feladat. Egy hajo6 tizemeltetési koltségeit a flitbanyag fogyasztas és egyéb
kiadasok képezik. Az 6rdnként felhasznalt flitGanyag A értéke fiigg a sebes-
ségtdl. Az osszefiiggést az A = 0,030 képlet adja meg, ahol v a sebesség
km /h-ban mérve. Az egyéb kiaddsok éranként 480 forintot tesznek ki. Milyen
sebességgel haladjon a hajo, hogy a kilométerenkénti koltség a lehetd legkisebb
legyen?

megoldas:

Ha a hajo sebessége v km /h, akkor 1 6ra alatt v kilométert tesz meg és ekkor a
koltség A + 480 forint. Ekkor 1 kilométer tt koltsége

 A+480 0,030 + 480

C
(v) ” "
A fiiggvény derivaltja
3 344 3_14 4
C,(v):O,O% (0,2031) + 80):0,061)2 80:0,061}—@,
v v v

ami pontosan akkor zérus, ha 0, 06v3 — 480 = 0, azaz v3 = 8000, amibdl
v = 20 adddik. Mivel

960
CH(U) = 0,06 + F = C"(ZO) > 0,

ezért C-nek lokalis minimum helye van a v = 20 helyen, ami egyben globdlis
minimum hely is.
15.2. Feladat. Egy horgdszbot gyartasanak koltsége j6l modellezhetd a
C(x) =2® — 102> + 20z (0 <z < 10)
fiiggvénnyel, ahol x a legyartott horgdszbotok darabszamaét jelenti ezer darab-

ban. Hatarozzuk meg, hogy hany darab horgdszbotot gyartsunk ahhoz, hogy az
atlagkoltség a lehetd legkisebb legyen!

megoldds:

Az atlagkoltség

A(x) = = 22 — 10z + 20.
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Ennek a derivaltja
Al(z) = 22 — 10,

amely pontosan akkor zérus, ha x = 5. Mivel az 4tlagkoltség fiiggvény gra-
fikonja egy ,.felfelé nyil6” parabola, ezért a kapott staciondrius hely globélis
minimum hely is egyben, tehdt 5 ezer darab horgészbot esetén lesz minimalis
az atlagkoltség.

15.3. Feladat. Egy termék eladdsdbol szdrmazé bevétel a darabszdm fliggvé-
nyében (a darabszdmot ezer darabban értjiik) B(x) = 41/z. A termék el&al-
litdsahoz tartozo koltségfiiggvény C(x) = 222, Hany darabot gyartsunk a ter-
mékbdl, ha azt szeretnénk, hogy a nyereség a lehetd legnagyobb legyen? Adjuk
meg a maximadlis profitot is! (Az 4rat mindenhol ezer euréban értjiik.)
megoldas:

A nyereségfiiggvény

P(x) = B(z) — C(z) = 4y/x — 22°.

A fiiggvénynek ott lehet sz€ElsGérték helye, ahol a derivaltja zérus. A P(x)
fliggvény derivéltja

Plz)=4 - 272 —4o = —— —4x.

2 N3
Meghatarozzuk a P’(x) fiiggvény zérushelyét:

2

Emeljiik négyzetre a kapott egyenlet mindkét oldaldt, majd fejezziik ki az z-et.
Ekkor

4 =163 = z =~ 0,63.

Mivel ,
P'(z)=—-2"2-4<0

és ¢ ~ 0, 63 az egyetlen staciondrius hely, ezért egyben globalis maximum hely
is. Azt kaptuk tehat, hogy 630 terméket kell gyartanunk ahhoz, hogy a lehet6
legnagyobb profitot érjiik el. Ekkor

P(0,63) ~ 2,38,

tehat 2.380 eur lesz a (maximadlis) nyereségiink.



212

15.4. Feladat. [28] Egy termék bevételi fiiggvénye B(x) = 9z, koltségfiigg-
vénye C(x) = 23 — 622 + 15z, ahol z-et ezer darabban értjiikk. Van-e olyan
termelési szint, amely maximalizédlja a nyereséget?

megoldas:
Vezessiik be a nyereségfiiggvényt:
P(z) = B(z) — C(z) = —a> + 62 — 6z.

A P(x) fuggvény deriviltja
P'(z) = =32 + 122 — 6.

Ennek zérushelye, azaz a —3z2 + 122 — 6 = 0 egyenlet megolddsa:

71 =2—V2~0,586 a9 =2+4 V2~ 3, 414.

A P fiiggvény masodik derivéltja
P"(z) = —6z + 12,

igy egyrészt
P(2-V2)=—-6-(2—V2)+12>0,

masrészt
P2+V2)=—6-(2+V2)+12<0,

igy a 2 — v/2 helyen minimum, a 2 + v/2 helyen maximum van. Azt kaptuk
tehat, hogy 3.414 darab termék esetén lesz maximadlis a nyereség.

15.5. Feladat. Egy tlizfal melletti téglalap alaku kertet korbe szeretnénk keri-
teni. A tlizfallal parhuzamos oldal keritési koltsége méterenként 6.000 forint,
mig a tlizfalra merdleges oldalak keritési koltsége méterenként 3.000. A kert
teriiletet 100 [m?]. Hatdrozzuk meg az oldalakat gy, hogy a keritési koltség a
lehetd legkisebb legyen!

megoldas:

Jeloljiik a ttizfallal parhuzamos oldal hosszat a-val, a tlizfalra merSleges oldal
hosszat b-bel. Ekkor a teriilet 7' = a - b, amibdl azt kapjuk, hogy

~ 100

=—

100=a-b = b

A keritési koltség
600
C(a) = 6a + 6b = 6a + —.
a
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Ennek a derivaltja

600
C'(a) =6 — —-
(a)=6- >,
aminek a zérsuhelye
600
6-—5 =0 = 6a>=600 =  a==I0.
a

Mivel a > 0, ezért a = 10. A C fiiggvény masodik derivaltja

~1.200

C/l(a) a2

C"(10) = 12 > 0,

ezért az a = 10 helyen valéban minimuma van a C' fiiggvénynek. Ekkor

100
b=— =10
0

tovabba mivel
C=6-104+6-10 =120,

ezért a minimalis koltség 120.000 forint.
15.6. Feladat. [6] Valamely termék nyereségfiiggvénye
P(x) = —4x® + 2502 — 270,
koltségfiiggvénye
C(z) = T70x + 2,

ahol z az elédllitott termékek szdmadt jelenti. Hatdrozzuk meg, hogy x mely
értéke esetén lesz a bevétel maximalis?

megoldds:
Jeloljiik a bevételi fiiggvényt B(x)-el. Ekkor
P(z) = B(x) — C(x) = B(z) = P(z) + C(x).

Behelyettesitve a megfeleld fiiggvényeket azt kapjuk, hogy
B(x) = —42* + 3202 — 268.
A B(x) fiiggvény deriviltja
B'(z) = —8x + 320,

aminek az egyetlen zérushelye x = 40. Mivel B”(x) = —8 < 0, ezért az
x = 40 helyen val6ban maximuma van a B(z) fiiggvénynek. Azt kaptuk tehdt,
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hogy 40 darab termék esetén lesz maximadlis a bevétel. Ekkor a maximalis
bevétel

B(40) = —4 - 40* 4 320 - 40 — 268 = 6.132.
15.7. Feladat. [6] Egy termék arbevételi fiiggvénye

B(z) =z -1/6.900 — 0, 2z,

ahol = a gydrtott termék darabszdmat jelenti, a bevételt pedig forintban értjiik.
Allapitsuk meg, hogy milyen x érték esetén lesz a bevételi fiiggvény értéke
maximalis!

megoldas:

A B(z) fiiggvény derivdltja

1
B'(x) = /6.900 — 0,2z + 2 5 - (6.900 —0, 22)72 - (=0,2) =

0,1z
= /6.900 — 0,20 — ————.
¥ /6900 0,2z
A B'(x) fiiggvény zérushelyét kell megkeresniink, azaz meg kell oldanunk a

0,1z
1/ 6. -0,20 — ——— =
6.900 — 0, 2x 5900 02 0

egyeneletet. Ha mindkét oldalt beszorozzuk a nevezdvel, akkor azt kapjuk,

hogy
6.900 — 0,3z = 0,

igy x = 23.000. Az elsé derivalt elgjeleit tablazatban foglaljuk Ossze:

0 < <23.000 | z =23.000 | x> 23.000
B'(x) + 0 —
B(z) v lok. max. N

Azonban z = 23.000 az egyetlen sz€lsdérték, igy az globélis maximum hely is
egyben. Azt kaptuk tehat, hogy 23.000 darab terméket kell gyartanunk ahhoz,
hogy a bevétel maximadlis legyen. Ekkor a maximaélis bevétel

B(23.000) = 1/6.900 — 0,2 - 23.000 ~ 1.102.041 Ft.

15.8. Feladat. [6] Egy termék ardnak alakuldsét a kinalt x mennyiség fiiggvé-
nyében a
p(z) = 60 — 0,015z
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fliggvény irja le. Hany darab terméket gyartsunk ahhoz, hogy a bevételi fiigg-
vény értéke maximaélis legyen? A bevételt forintban értjiik.
megoldas:

A bevételi fiiggvény
B(z) =z -p(z) = x - (60 — 0,015z) = 60x — 0,015z

A B(z) fiiggvény deriviltja
B'(x) = 60— 0,03x.

A B'(x) fiiggvény zérushelye
60 — 0,03z =0 = x = 2.000.
Mivel B”(z) = —0,03 < 0, igy az = 2.000 helyen valéban maximuma van

a B(x) fuggvénynek. Azt kaptuk tehdt, hogy 2.000 darab termék esetén lesz
maximélis a bevétel. Ekkor a maximadlis bevétel

B(z) = 60 - 2.000 — 0,015 - 2.000% = 60.000 F't.
15.9. Feladat. [11] Egy cég nyereségének fiiggvénye
P(x) = =223 + 21622 — 4.320z — 20.000
dolldrban, ahol x a legyartott és értékesitett termékek darabszamat jelenti. Ad-
juk meg, hogy milyen x érték esetén lesz maximélis a bevétel!
megoldés:
A P fiiggvény derivaltja
P'(z) = —62° + 432z — 4.320.
A P (z) fiiggvény zérushelyének megkeresése az elsd feladatunk:

—622% + 4327 — 4.320 = 0 = 2% — T2z + 720 = 0.

A masodfoku egyenlet megolddképletét felhasznélva azt kapjuk, hogy

72+ /722 -2.880 72448
2 2

T12 =

igy x1 = 12, illetve 9 = 60. A P(z) fiiggvény masodik derivéltja
P"(z) = =12z + 432,
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igy egyrészt P"”(12) > 0, mésrészt P"(60) < 0, igy P-nek az x = 60 helyen
van maximuma. Azt kaptuk tehdt, hogy 60 darab termék értékesitése esetén
lesz maximadlis a nyereség. Ekkor a maximaélis nyereség

P(60) = —2- 60> + 216 - 60% — 4.320 - 60 — 20.000 = 66.400.
15.10. Feladat. [11] Egy 4j illatszer esetén a szakemberek a

_ 10p

keresleti fiiggvényt valoszintsitik, ahol p az eladdsi drat jelenti euréban, Q(p)
pedig az eladott mennyiséget ezer flakonban. Adjuk meg a keresleti fiigg-
vény monotonitisat! Hatdrozzuk meg, hogy hany euré esetén lesz maximalis a
kereslet? Mekkora ez a maximalis kereslet?

megoldis:
A Q(p) fiiggvény deriviltja

Q' (p) = 10 - (16 4 p?) — 10p - 2p _ 160 — 10p2_
(16 + p?)? (16 + p?)?

A Q'(p) fiiggvény pontosan akkor zérus, ha 160 — 10p? = 0. Figyelembe véve,
hogy p > 0 kell, hogy teljesiiljon azt kapjuk, hogy p = 4. Az elsd derivalt
eldjelét tablazatba foglalva azt kapjuk, hogy

O<p<4| p=4 |p>4
Q'(p) + 0 -
Q(p) Va lok. max. |\

Az értelmezési tartomanyban p = 4 az egyetlen lokalis sz€ls6érték és mivel
Q(0) = 0, igy p = 4 globélis maximum hely is egyben. Azt kaptuk tehat,
hogy p = 4 eurds dr esetén lesz maximadlis a kereslet, és ekkor az elérhetd
legnagyobb kereslet

10-4

4= —" =12

azaz 1.250 flakon.

15.11. Feladat. [11] Egy moségépeket gydrtd cég termelésének 6sszkoltsége
dolldrban kifejezve
C(d) = d* + 750d + 2.500,

ahol d a napi termelést jelenti. Hiny darab termék esetén lesz a moségépenkénti
atlagkoltség minimalis?
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megold4s:

Az atlagkoltség fiiggvény

C(d 2.500
Ay = S99 gy 7504 2500,
d d
Ennek a fiiggvénynek keressiik a minimumét. Az A(d) fiiggvény derivdltja
2500

Ennek a zérushelye d > 0 miatt d = 50. Az A’(d) elGjeleit tdblazatban foglal-
juk:

0<d<50| d=50 |d>50
A'(d) — 0 +
A(d) AW lok. min. | 7

Azt kaptuk tehét, hogy d = 50 darab termék értékesitése esetén lesz a legkisebb
az atlagkoltség.

15.12. Feladat. Valamely termék iranti keresletet az f(x) = e! =027 fiiggvény
ad meg, ahol x a termék drét jelenti (eurban), f(z) a hozzd tartozé keresletet
jelenti (darabban). Milyen 4r esetén lesz maximaélis a bevétel?

megoldis:
A bevételi fiiggvény
B(z)=z- f(x)=x- el =002z
A B(x) fiiggvény derivltja
B/(.T) _ 61—0,02:1: + €T - el—0,0Q{E . (_07 02) _ 61—0,02$ . (1 _ 0’ 0233)’

ami pontosan akkor zérus, ha x = 50. A B’(z) elgjeleit tdbldzatban foglaljuk:

0<z<50| =50 |z>50
B'(x) + 0 —
B(x) v lok. max. N

Azt kaptuk tehat, hogy 50 eurds egységér esetén lesz a bevétel a lehetd legna-
gyobb.
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16. Differencialszamitas alkalmazasa a biolégiaban és a kémiaban

16.1. Feladat. [28] Az 1830-as évek végén fedezte fel Jean Poiseulle fran-
cia fiziolégus azt a képletet, amelyet ma is hasznalunk, ha meg akarjuk tudni,
mennyire kell kitdgitanunk egy részlegesen elzarédott artériat ahhoz, hogy a
normalis vératfolyast biztositani tudjuk. Eszerint egy vékony csovon (adott
nyomads esetén, egységnyi id6 alatt) atdramlé V térfogatmennyiség a csé r sug-
ara negyedik hatvanyanak konstansszorosaval egyenld:

V(r(t)) =k- r4(t).

Allapitsuk meg, hogy hogyan hat V-re az r 10%-os novekedése?
megoldis:

AV fliggvény derivaltja
!/
(V) =4k -r'(0),
igy a V relativ valtozasa

VI(r(t))  4k-r3(t) -'(t) 4. r'(t)
V(r(t)) k- r4(t) r(t)’

igy azt kaptuk, hogy V relativ véaltozasa az r relativ valtozasdnak 4-szerese.
Tehat az r 10%-os novekedése az dtdramld vér mennyiségét 40%-kal noveli.

16.2. Feladat. Epidemioldgusok azt tapasztaltdk, hogy egy bizonyos varosban
egy bizonyos fert6z3 betegség esetén ¢ nap elteltével (0 < ¢ < 20) megkozelits-
leg a lakossag
t_mﬁ—#

() = 1500

szazaléka fert6z6dik meg. Hatdrozzuk meg, hogy a betegség, a megjelenést ko-
vetéen hany nappal ,tet6zik”, azaz hany nap elteltével szdmithatunk a legtobb
megbetegedett személyre? Ekkor a vdros hany szdzaléka lesz fert6zott?

megoldds:

A p fliiggvény derivaltja

1 .
/ 2 3
= — — 4¢°).
p (t) 1000 (60t t )



16. DIFFERENCIALSZAMITAS ALKALMAZASA A BIOLOGIABAN ES A KEMIABAN 219
Ennek a zérushelye:

1
—— - (60t> —4t3) = 0 =

. — 2 frd
500 (120t — 12¢%) = 0,

1.000

amibdl azt kapjuk, hogy ¢ = 0 vagy 120 — 12¢ = 0. Ezen utébbi egyenletbdl
t = 10 adddik. A p fiiggvény masodik derivéltja

1
/! = . _
p(t) = 1000 (120 — 24¢).

Ezt felhasznalva

3 3

/! 0 — 0 £ /! 10 —

PO) =250 & p'(10) =~

igy p-nek a t = 10 helyen lokdlis maximuma helye van. Madsrészt, mivel a

fiiggvényérték az értelmezési tartomany hatdrpontjaiban

p(0) =0 é p(20) =0,

<0,

ezért a p = 10 helyen globdlis maximum helye van a p fiiggvénynek. Azt

kaptuk tehat, hogy 10 nap elteltével szamithatunk a legtobb megbetegedésre.

Ekkor ; A

20-10° - 10

— =10,
1000

igy 10 nap elteltével varhatdan a varos lakéinak 10 %-a lesz beteg.

p(10) =

16.3. Feladat. Egy szennyezett t6 vizét antibakterialis szerekkel tisztitjak. Azt
tapasztaltdk, hogy t nap elteltével a baktériumok szdma milliliterenként

N(t) =20 (m—ln<12)> (1<t<15).

A megfigyelés id6tartama alatt

a) mikor lesz a legkevesebb baktérium a téban?

b) mennyi lesz a legkevesebb baktérium (egy milliliter vizben)?
¢) mikor lesz a legtébb baktérium?

d) mennyi lesz a legtobb baktérium (egy milliliter vizben)?

megoldas: Az N fiiggvény derivéltja

() — 112 1) 11
N() =20 (12 rz) =0\ )
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Az N’ fiiggvény zérushelye

20 1 ! = = t=12
12 t) N
Ekkor
12 12
N(12)=20- (=2 —1 (7> ~ 20.
(12) =20 <12 " 12> 0

Masrészt a fiiggvényérték az értelmezési tartomény hatdrpontjaiban:
1 1
N(1) =20 < —In ()) ~ 81,37,

valamint

Azt kaptuk tehdt, hogy

a) alegkevesebb baktérium 12 nap elteltével lesz;

b) ekkor 20 baktérium lesz a vizben milliliterenként;

¢) alegtobb baktérium 1 nappal a megfigyelés kezdete utdn volt a vizben;
d) ekkor 81 baktérium volt a vizben milliliterenként.

16.4. Feladat. [28] Egy magnéziumhidroxid telitett 3, 6 - 10~* mélos s6sav ol-
dat [O H ] hidroxid ionkoncentracidjanak meghatdrozdsakor az aldbbi egyen-
letet kapjuk:
3,6-10711
o =[OH ]+3,6-10"".
[OH*]Q [ } + ’

Hatdrozzuk meg [O H ~| kozelit értékét Newton—Raphson médszerrel!
megoldas:
Vezessiik be az x = 10*-[O H ~] jelclést. Ekkor a megadott egyenlet dtrendezés
utan

3 2 —

z°+3,6x° —36,4=0
alaku lesz. Tekintsiik az
f(z) = 2%+ 3,622 — 36,4

fliggvényt! Ennek a derivéltja

f'(x) = 32% 47,2z,
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igy a Newton—Raphson mddszerben szerepld iteracids sorozat az aldbbi lesz:

f(xg) z} + 3,627 — 36,4
_ N = . — k=1,2).
Tk+1 = Tk+1 = Tk F(xx) Lk 3$% 7.2 ( ,2)
Tekintsiik az xy = 2 kezdeti értéket. Ekkor
f(zo) T3 + 3,613 — 36,4
Tl =T — - =0 — 2 =
f'(x0) 3xg + 7,220
23 4+3,6-22 — 36,4
=2— d "~ 2,5303.
3-2247,2-2 ’
Kovetkezd 1épésben
f(z1) z3 + 3,622 — 36,4
Ty =T — =z — 5 =
f'(z1) 3x] + 7,21,
2 3 -2 2 36,4
_ 5 2,5303° 43,6 -2,5303° — 306, ~ 2,541,
3-2,5303%2 +7,2-2,5303
Mivel
x=10*-[OH] =  2-100*=[0H],

ezért [OH ] =~ 0,00024541.

16.5. Feladat. Egy szervezetiinkbe juttatott filmtabletta esetén a vérdramban
1évS koncentracid ¢t 6rdval a bevétel utdn

Ot) = 247,3 - e Ot _ 172, 8. ¢~ 28t [‘Lg}
mL

Allapitsuk meg, hogy a bevételt kovetden, mennyi id6 milva lesz a legnagyobb
koncentrdcidban jelen a szervezetiinkben a gydgyszer! Mennyi a maximélis
koncentraci6? Mikor lesz a legkisebb koncentricidéban a szervezetiinkben a
gyogyszer és mennyi ez a koncentraci6? Adjuk meg, hogy 12 érdval a bevételt
kovetden, milyen koncentrdciéban lesz jelen a szervezetiinkben a gyégyszer?

megoldas:
A C fiiggvény deriviltja
C'(t) = —247,3 - e 011 . (—0,1) —172,8 - 728 . (—2,8) =
= —24,73 . ¢ 01 1 483 83 . ¢ 28 =
=e Ol (24,73 + 483,83 . e 27,
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Mivel e~ %! sehol sem zérus, ezért a derivalt fiiggvény zérushelyét a

—24,73+ 483,83 -2 =0

egyenlet megolddsa adja. Els6 1épésben rendezziik az egyenletet:
—24,73 + 483,83 - 27 =0
483,83 - 72T = 24,73
027t _ 24,73
483,83

Vegyiik most mindkét oldal természetes alapu logaritmusét, majd fejezziik ki a
t ismeretlent:

24,73
2,7t =1 !
7 n(483,83>

24,73
In <483,83

2,7
Azt kaptuk tehat, hogy a bevételt kovetéen 1,1 6ra milva lesz a legnagyobb
koncentricidban jelen a gydgyszer, ekkor a maximalis koncentracié

C(1,1) =247,3 - e 1L 1728 . 72811 ~ 2 14 [Lg}
mL

> ~1,1.

A gydgyszer bevételekor lesz minimadlis a koncentriacidja

C(0) = 247,3 - e 10 _172,8. 280 = 74 5 {ﬁ}
mL

A gybgyszer bevétele utdn 12 6raval a koncentracio

C(12) = 247,3 - e 0112 _ 1728 . ¢ 2812 & 74, 5 [“—g}
mL

igy ekkor kell bevenniink az djabb adagot.

16.6. Feladat. Egy bizonyos fdjdalomcsillapit6 esetén a

t2
(0<t<4)

“O=5m7 :

fiiggvénnyel jol modellezhetd a véraramban 1év6 koncentracid, ahol ¢ az injek-
ci6 beadasatol eltelt id6 6raban mérve, a C'(t) koncentrdciot pedig [mg/1]-ben
értjiik. Hatarozzuk meg azt az id6pillanatot, amikor a legnagyobb koncentra-
cioban van jelen a nyugtatészer a véraramban!

megoldas:
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A C fiiggvény deriviltja
o) = 2t (267 +1) — 1?6t _ 2t +2t
(263 4 3)? (2t3 4 3)?
A derivalt fiiggvény pontosan akkor zérus, ha

—2t* 4+ 2t =0 = 2t (—t3+1) =0,

ami csak akkor nulla, ha t = 0 vagy t = 1. Mivel C(0) = 0, C(1) = £ és
C4) = %, ezért a fliggvénynek a t = 1 helyen van maximuma, azaz a beadast
kovetden 1 6ra milva lesz a legnagyobb koncentraciéban jelen a szérum.
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s 2

17. Valogatott emelt szintii érettségi feladatok

17.1. Feladat. Az ABC haromszog oldalai AB = 42, BC' = 40 és C A = 26.
[rjunk téglalapot a hiromszdgbe tigy, hogy a téglalap egyik oldala illeszkedjen
a haromszog AB oldalara, mésik két csicsa pedig a haromszog C A, illetve
BC oldaldra essen. Tekintsiik az igy beirhaté téglalapok koziil a legnagyobb
teriiletdit! Mekkordk ennek a téglalapnak az oldalai?

megoldis:
Legyen AB =¢, BC' =a,CA=b.

Els6ként a hdromszog teriiletét kiszdmoljunk Héron-képlettel. Ehhez a keriilet:

K =108 = 525:54.

Ezt felhaszndlva a haromszog teriilete

T=+s(s—a) (s—b)-(s—c)=Vb4-14-28-12 = 504.

A haromszog teriilete 7' = € Alakban is felirhatd, amibdl az adatok behe-

lyettesitésével 1008 = 42-m kovetkezik, azaz m = 24. Jeloljiik a haromszogbe
irt legnagyobb teriiletli téglalap vizszintes oldaldnak hosszat xz-el, fiiggbleges
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oldalanak hosszdt y-al. Az ABC haromszog hasonlé a D EC haromszoghoz,
hiszen a szdgei megegyeznek, igy felirhaté a

c T 42 x

= — = :
m  m-—y 24 24—y

oOsszefuggés, amit atrendezve 1, 75- (24 —y) = x adddik, azaz x = 42 —1, 75y.
A téglalap teriilete

Ty)=x-y=(42—1,75y) -y = 42y — 1, 751>

A figgvény értelmezési tartomdnya: y € [0; 21]. A T fiiggvény deriviltja
T/(y) =42 — 37 5%
aminek zérushelye

42-35y=0 =  42=35y =  y=12.

Itt valoban globélis maximum hely van, hiszen az intervallum végpontjaiban 0
a fiiggvényérték. Az y értékét mar ismerjiik, igy

r=42-1,75-12 = 21.

Tehat a legnagyobb teriiletd téglalap oldalai 12 és 24 egység, teriilete
T =12-24 = 288.
17.2. Feladat. Tekintsiik az f: [-2,5;2,5] — R, f(x) = 2% — 3z fiiggvényt.

a) Hatdrozzuk meg az f zérushelyeit!

b) Vizsgijuk meg az f fiiggvényt monotonitds szempontjabol!
¢) Adjuk meg az f fiiggvény legkisebb és legnagyobb értékét!
megoldas:

a) Az 2%—3x = 0 egyenletet kell megoldanunk. Kiemelve az x szorzétényezst
z-(z2—3)=0
adoédik. Egy szorzat csak dgy lehet nulla, ha valamelyik tényez&je nulla,

igy az el6bbi egyenletbdl azt kapjuk, hogy z1 = 0, zo = —v/3, 23 = V/3.
Valamennyi gyok benne van az f fiiggvény értelmezési tartomanyéban.
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b) Az f fiiggvény derivaltja f'(x) = 322 — 3. Ennek zérushelyei: z = +1. A
derivalt eldjeleit tartalmaz6 tdblazat:

9h<z<—_1] a=—1 |—1l<z<1| z=1 [1<z<25
f(x) + 0 - 0 +
fx) N lok. max. ¢ lok. min. N

¢) Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi az extrémumait: az inter-
vallum hatdrpontjaiban vagy ott, ahol a deriviltja eltlinik. Ezek az értékek:
—2,5; —1; 1; 2, 5. Ezen helyeken a fiiggvényértékek: f(—2,5) = —8,125,
f(=1)=2,f(1) = -2, f(2,5) = 8,125. Tehét a legkisebb érték: —8, 125,
a legnagyobb érték 8, 125.

17.3. Feladat. Hatirozzuk meg az

f(z) = —2*+ 100 —22 ésa g(z)=—x+6

figgvények k6z6s pontjaiban az f fiiggvény grafikonjahoz hiizhaté érint6 egye-
nesek egyenletét!
megoldas:
Els6 1épésben megoldjuk a
2%+ 102 — 22 = -z + 6
egyenletet. Nulldra redukdlva 22 — 11z + 28 = 0 adédik. Ennek megoldésai:

11+121—-4-28 1143
2 2 7

T12 =

igy x1 =4, x2 = 7. Az f fiiggvény deriviltja
f'(z) = =2z + 10.

Mivel f(4) = 2 és f'(4) = 2, ezért az egyik érintS egyenes egyenlete
y=2+2-(r—4)=2x—6.

Masrészt f(7) = —1és f'(7) = —4, ezért a masik érintS egyenes egyenlete
y=—-1—4-(x—7)=—4x +27.

17.4. Feladat. Egy arborétumban 1969 6ta figyelik a fak természetes ndveke-

dését. Ugy tapasztaltik, hogy a mandzsu fiizfa magassagat kozelitden jol irja

leaz m(t) = 12 — "

) fliggvény, a hegyi mamutfenyd magassdagat pedig jo
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kozelitéssel a h(t) = 5-4/0,4t + 1 + 0,4 fiiggvény adja meg. Mindkét for-
muldban ¢ az 19609 6ta eltelt id6t jeloli években ¢ > 1, és a magassdgot méterben
szdmoljik.

a) Szemléltessiik a mandzsu fiizfa és a hegyi mamutfenyé magassaganak val-
tozdsét, olyan k6zos oszlopdiagramon, amely a magassdg értékeket az 1970
€s 2000 kozotti idészakban 10 évenként mutatja! A diagramon tiintessiik fel
a szamitott magassagértékeket!

b) A mamutfeny6 melyik évben érte el 10,5 méteres magassagot?

¢) Indokoljuk meg, hogy nem lehet olyan fa az arborétumban, amelynek ma-
gassdgit a g(t) = t3 — 16,5t% + 72t + 60, (t > 1) fiiggvény irja le! A
magassagot centiméterben szamoljék, ¢ az 1985 6ta eltelt id6t jeloli évek-
ben.

megoldas:

a) Mivel egyrészt

10

N=12—-——=12—-5=
m(1) T+1 5=17
10 5 67
m(11)212— =12—--=—=11,17
11+1 6 6
10 10
21) =12 — =12—-— — =12711 =~ 11
m(21) 21+ 1 5 — 127 55
10 10
1)=12 — =12—-— — =18716 =~ 11
m(31) B 35 = 18716 ~ 11,6875,
masrészt

h(1) =5-+/0,4-1+1+0,4~ 6,32

h(11) =5-+/0,4-11+14 0,4 ~ 12,02
h(21) =5-/0,4-21 +1+0,4~ 15,73
h(31) =5-+/0,4-31+140,4~ 18,7,

ezért az oszlopdiagram:
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b)

/ hegyi mammutfenyé

\ mandzsu fiizfa

8
6
]
4
2
0
2

1970 1980 1990 2000

Keressiik azt a t értéket, amelyre 5 - /0,4t + 1 + 0,4 = 10, 5. Kivonunk
0, 4-et mindkét oldalbdl, majd az egyenletet osztjuk 5-el, ezutdn négyzetre
emeljiik, kivonunk mindkét oldalbdl 1-et, végiil osztjuk az egyenletet 0, 4-el:

5./0,4t+140,4=10,5
5-4/0,4t+1=10,1
V0,4t + 1 =2,02

0,4t +1 = 4,0804

t="7,701.

Tehat 1977-ben érte el a kivant magassagot a fenyd.
Mivel ¢/(t) = 3t% — 33t + 72, melynek zérushelyei a t> — 11t +24 = 0
egyenlet megolddsai. A masodfoku egyenlet megoldoképletét felhaszndlva

1T+v121-4-24 11+5

2 2 7

t12 =

azaz t; = 3, illetve t5 = 8 adddik. Az els6 derivdlt elgjeleit tartalmazé
tablazat:

0<t<3 t=3 3<t<8] t=8 |8<t
g (t) + 0 — 0 +
g(t) Va lok. max. ¢ lok. min. | 7

Azt kaptuk tehdt, hogy 1988 és 1994 kozott a fa magassdga csokkenne, ami
lehetetlen, igy a fa magassaganak novekedését nem jellemezheti a g fiigg-
vény.
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: (z—-1)2%
17.5. Feladat. 1 ljuk, h 21 00— R, = ———— fiigg-
gazoljuk, hogy az f: |1;00] f(z) 2o+l ugg
vénynek nincs szEéls6értéke!
megoldés:
A hanyados fiiggvény és dsszetett fiiggvény derivaldsi szabdlya alapjan
) 2-(z—1)- (2 +2x+1)—(x—1)2- 2z +1) 322 -3
xXr) = =
(22 +2+1)2 (2 4+ x+1)%’
ami pontosan akkor zérus, ha 3x2—3 = 0, azaz a staciondrius helyek: z; = —1,
xo = 1, melyek egyike sem eleme az értelmezési tartomdnynak, igy f-nek

nincs szE€lséértéke.

17.6. Feladat. Ertelmezziik a valés szamok halmazén az f(z) = 2° + kx> + 9z
fuggvényt. (A k paraméter valés szdmot jelol.) Szamoljuk ki, hogy k mely
értéke esetén lesz x = 1 lokdlis szé&lséérték helye az f fiiggvénynek! Allapit-
suk meg, hogy az igy kapott k esetén z = 1 a fiiggvénynek lokalis maximum
helye, vagy lokalis minimum helye! Igazoljuk, hogy k ezen értéke esetén a
fuggvénynek van masik lokdlis sz€ls6érték helye is!

megold4s:
Lokalis szélséérték helye ott lehet a fiiggvénynek, ahol a derivaltja zérus. Mivel

f(z) = 32% + 2kz + 9

és = = 1 lokélis sz€élsGérték hely, ezért f/(1) = 0, azaz
3+2k+9=0 = k = —6.
Ekkor a fliggvény mdsodik derivéltja, illetve annak a helyettesitési értéke az
x = 1 helyen:
f"(z) = 62 + 2k = 62 — 12 = f"(1)=-6<0,

igy f-nek x = 1-ben lokélis maximum helye van.

A feladat masodik része annak igazoldsa, hogy k = —6 esetén létezik mdsik
lokalis sz€lsGértéke is az f fiiggvénynek. Mivel k = —6, ezért a

322 - 122 +9=0

egyenlet diszkrimindnsa

D=144-4-3-9=144-108 = 36 > 0,
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igy a masodfoku egyenletnek két megolddsa van. A mésodfoku fiiggvény gra-
fikonjabdl kovetkez6en mindkét megolddsndl megvaltozik a derivalt fiiggvény
eljele, igy az f fiiggvénynek két lokdlis szélséértéke van.

17.7. Feladat. A konyvkiadé szerkesztéje egy konyv nyomtatasi forméajat ter-
vezi. Minden lap als6, felso és kiils6 szEélén kettd centiméteres margdt szeretne
hagyni, a belsd szélen a kotés miatt négy centiméterest. A teljes lap teriilete
600 [cm}Z. Mekkordk legyenek a lap méretei, ha a szerkesztd a lehet6 legna-
gyobb nyomtatdsi teriiletet szeretné elérni a lapokon?

megoldas:

Legyen egy lap két szomszédos oldaldnak hossza z és y.

2
4 2
-~ Y
2
T

600
A teljes lap teriilete - y = 600, amibdl y = — kovetkezik. A hasznos teriilet
x
fl@)=(x—06) (y—4) =y -4z — 6y +24 =
:600—4x—@+24:624—4:1:—@.
x

A fiiggvény értelmezési tartomdnya: x € [6; 150]. A fiiggvény deriviltja

3600
"(2) = —4 .
P =4+
Ennek zérushelyei:
3600 3600
—4+—-=0 =4 = z¥=0900,
x x



17. VALOGATOTT EMELT SZINTU ERETTSEGI FELADATOK 231

igy x = £30. Az értelmezési tartomdnyba es6 egyetlen megoldds: x = 30.

7200 7200
" _ " —

.’L'3 < Oa

és az f fiiggvény értéke az értelmezési tartomany hatarain zérus, ezért x = 30-
ban maximuma van f-nek. Ekkor

600
=22 _ 9.
Y= 730

Azt kaptuk tehét, hogy a lap oldalait 20 [cm]-nek és 30 [cm]-nek kell vdlasztani.

17.8. Feladat. Egy forgaskip alapkorének atmérGje 10 [cm)], alkotdja 13 [cm)].
Irjunk ebbe olyan, a kippal kozos szimmetriatengelyii forgdshengert, melynek
alaplapja a kup alaplapjéra illeszkedik, és térfogata maximalis! Mekkora ennek
a hengernek a sugara?

megoldds:

Jelolje a kiip magassdgat m, a kdpba irhaté maximalis térfogatii henger alap-
korének sugarat r, magassagat h.

C

Az m értékét azonnal kiszdmolhatjuk a Pitagorasz-tétel felhaszndldsaval:

52 + m? =132 = m? =169 — 25,
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igy m = 12cm. A BTC haromszog hasonlé a BGF' haromszoghoz, mert a
szogei megegyeznek. Ezt felhaszndlva
5—r B i
ho 12

Az egyenletet dtrendezve 12 - (5 — r) = 5h adédik, amibdl azt kapjuk, hogy
h =12 — 2,4r. A henger térfogata

Viry=r*n-h=r*7-(12-2,4r) =
=12-r* 7 —24-v%- 1 (re€[0;5]).
AV fiiggvény deriviltja
Viimy=24-r- 77,27 - 1t=r-7-(24—17,2r).

ami pontosan akkor zérus, ha r = 0, vagy 24 = 7, 2r, amib8l » = 10/3 adddik.
Mivel
Viry=24-7—14,4-r -,

10 10
Vv <3> :24.7r_14’4.§-7rz—75,36<0,

tovabba a V fiiggvény értelmezési tartomanydnak hatdrpontjaiban a fiiggvény-

érték 0, ezért r = g—ban a fiiggvénynek maximum helye van. A henger alap-
10
korének sugara tehat 5 [cm].

17.9. Feladat. Két eurdpai nagyvdros kozott egy repiil6ket iizemeltetd tarsasag
jératokat kozlekedtet. Ezek a jaratok legaldbb 10 utas esetén indulnak, és a
gépek legfeljebb 36 utas szdllitdsdra alkalmasak. A tdrsasdg javitani szeretné
a jaratok kihasznaltsagat. Tobbek kozott mérlegelik a kovetkezd szabaly sze-
rinti lizemeltetést: 20 vagy anndl kevesebb utas esetén fejenként 16 000 Ft-ért
inditanak gépet; 20 f6 feletti 1étszam esetén az Osszes utas szamdra annyiszor
400 Ft-tal csokken a 16 000 forintos viteldij, amennyivel a létszdm meghaladja
a huszat. Adjuk meg annak a B fiiggvénynek az a hozzdrendelési utasitasat,
amelynél x az utasok szdmét, B(z) pedig a tirsasag bevételét jeloli x utassal
inditott jarat esetén! Hatdrozzuk meg a fiiggvény értelmezési tartomdanyat! Ad-
juk meg, hogy hany utas esetén lesz a repiilGtarsasdg bevétele egy jaraton a
legnagyobb, és mekkora ez a maximalis bevétel?

megoldas:
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Ha 10 < z < 20 és z egész szam, akkor B(z) = 16.000zx.
Ha 20 < x < 36 és x egész szdm, akkor

B(x) = 16.000z — 400 - ( — 20) - © = —400z + 24.000z.

Vezessiik be az U és V halmazokat az alabbi definicidval:
U={xeN|10 <z <20}
V ={zeN|21 <z < 36}.

Ennek megfelel6en a fiiggvény leképezési szabdlya

B(z) = 16.000z, ha ze€U
—4002% +24.0002, ha zeV '
350000 | s00®®%%%00,,
PS [ ]
® [ ]
300000 | °
[ ]
[ ]
250000 | o
[ ]
[ ]
200000 | ®
o
o

1500001 ®

100000 |

50000 |

0
0 5 10 15 20 25
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Az igy kapott bevételi fiiggvény nem differencidlhatd, pontosabban mivel az
értelmezési tartomanyanak nincs belsd pontja, ezért nincs értelme differencidl-

hatésdgrol beszélni. Ezért vezessiik be az
U*={z eR|10 <z <20}
V*={x e R|20 < z < 36}.

halmazokat és tekintsiik a

B*(x) = 16.000z, ha zeU~*
—400x% 4 24.000z, ha zeV*

fiiggvényt! Ekkor B*(x) mdr differencidlhaté fiiggvény. Az U* tartoményon a
maximumérték az U* halmaz egyik hatdrpontjdban van: 16.000-20 = 320.000.
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A V* tartomanyon a derivaltfiiggvény —800x + 24.000, amelynek zérushelye
x = 30-ndl van. Itt a fiiggvényérték

B(30) = —400 - 30% + 24.000 - 30 = 360.000.

A globdlis maximum hely tehat z = 30, tovdbba mivel

B(20) = 320.000 < 360.000 = B(30),

ezért a B fliggvénynek is maximum helye az x = 30. Kovetkezésképpen, azt
kaptuk, hogy 30 utas esetén lesz maximalis a bevétel, és az elérhetS legnagyobb
bevétel 360.000 Ft.

17.10. Feladat. Egy kozmetikumokat gyarté vallalkozas nagy tételben gyart
egyfajta krémet. A termelés teljes havi mennyisége (x kilogramm) 100 és
700kg kozé esik, amelyet egy megallapodds alapjan a gyartas honapjaban el
is adnak egy nagykereskedének. A megallapodds azt is tartalmazza, hogy egy
kilogramm krém eladasi dra: (36 — 0,03z) eurd. A krémgyartassal osszefiiggd
havi kiadés (koltség) is fiigg a havonta eladott mennyiségtdl. A krémgyartassal
osszefiiggd Osszes havi kiaddst (koltséget) az x — 0, 000123 —30, 122+13.000
fliggvény adja meg, szintén euréban. Szdmoljuk ki, hogy hany kilogramm krém
eladdsa esetén lesz az eladdsbdl szarmazo havi bevétel a legnagyobb! Mekkora
a legnagyobb havi bevétel? Adjuk meg a krémgyéartassal elérhet6 legnagyobb
havi nyereséget! Hany kilogramm krém értékesitése esetén valosul ez meg?

megoldds:
Az eladasbol szarmaz6 havi bevétel:
B(z) =z - (36 — 0,03z) = —0, 0322 + 36.
Ennek a derivéltja B'(x) = —0,06x + 36, amelynek zérushelye x = 600, s
mivel B(x) egy ,.lefelé nyil6” parabola, ezért staciondrius pontja globdlis max-

imum hely, kovetkezésképpen a legnagyobb bevételt 600 kg termék értékesitése
esetén lehet elérni. Ekkor a legnagyobb bevétel:

B(600) = —0,03 - 600? + 36 - 600 = 10.800 eur.
A havi nyereség a havi bevétel és havi kiadds kiilonbségével egyenld, ennek
megfelelden a nyereségfiiggvény
N(z) = —0,03z2 + 362 — (0,0001z> — 30, 12z + 13.000) =
= —0,0001z3 — 0,032 + 66, 122 — 13.000.
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A fiiggvény értelmezési tartomanya: [100; 700]. Az N (x) fuggvény derivéltja
N'(z) = —0,0003z* — 0,06z + 66,12,

melynek zérushelye az —0, 000322 — 0,06z 4 66, 12 = 0 egyenlet megolddsa,

amely ekvivalens az x? + 200z — 220.400 = 0 egyenlet megolddsdval. A
masodfoki egyenlet megoldoképletének felhaszndldsdval

—200 + \/2002 —4-(—220.400) —200 =+ 960
T12 = =
’ 2 2

adddik, amibgl 1 = —580 és xo = 380. Az N(x) fiiggvény zért intervallu-
mon értelmezett valos értéki fiiggvény, s mint ilyennek 1étezik globalis szEl-
s6értéke az intervallum hatarpontjaiban vagy a staciondrius pontokban. Ezeken
a helyeken a fiiggvényértékek:

N(0) = —13.000 N(380) =2306,4 N(700)= —15.716,

igy a maximum hely 380, a maximum érték 2306,4. Azt kaptuk tehat, hogy
a legnagyobb havi nyereség 380 kg termék eladasa esetén keletkezik, ekkor a
nyereség értéke 2306, 4 euro.

17.11. Feladat. A nyomda egy plakétot 14.400 példanyban allit el6. A kolt-
ségeket csak a nyomtatdshoz felhasznalt nyomoélemezek (klisék) darabszdma-
nak valtoztatasdval tudjidk befolydsolni. Egy nyomdlemez 2.500 Ft-ba keriil,
és a nyomdlemezek mindegyikével 6ranként 100 plakdt késziil el. A nyomole-
mezek arédn feliil, a lemezek szdmatdl fiiggetleniil, minden nyomtatésra forditott
munkadra tovdbbi 40.000 Ft koltséget jelent a nyomdéanak. A raforditott id6 és
az erre az id6re jutd koltség egyenesen aranyos. A 14.400 plakét kinyomtat4sat
a nyomda a legkisebb koltséggel akarja megoldani. Hany nyomdélemezt kell
ekkor haszndlnia? Mennyi ebben az esetben a nyomodlemezekre és a raforditott
munkaiddre jutd koltségek dsszege?

megoldas:

Ha a nyomda x darab nyomdlemezt alkalmaz, akkor ennek koltsége 2500z
forint. Az x darab lemezzel 6ranként 100z darab plakat késziil el, ezért a 14.400
darab kinyomtatdsa

14.400 144

100z =«
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5.760.000
orat vesz igénybe €s ez tovabbi ————— forint koltséget jelent. A két koltség
x

Osszege:

5.760.000
K(z) = 2.500z + ————

forint, ahol az x pozitiv egész. A fiiggvény értelmezéEsi tartomanyat dtmeneti-
leg terjessziik ki a nemnegativ valés szdmok halmazdra. Az igy értelmezett
fliggvény differencidlhaté és

5.760.000
K'(x) =2.500 — ———.
x
A sz81s6érték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy K'(z) = 0 teljesiiljon,
azaz, hogy fennélljon az
2.500 — M =0 = 2.5002% — 5.760.000 = 0

2

egyenlet, amib6l 2 = 2.304 adédik, ami 2 > 0 miatt azt jelenti, hogy = = 48.
Mivel 48 € Z, ezért ez az eredetileg az egész szamok halmazédn értelmezett
K (z) értelmezési tartomdnyénak is eleme. Ha 2 < 48, akkor K'(z) < 0, ha
x > 48, akkor K'(z) > 0, ezért K (x)-nek = = 48-ban lokdlis minimum helye
van, de tekintve, hogy ez az egyetlen lokdlis sz€ls6érték hely, ezért x = 48
globdlis minimum helye is a K (z) fiiggvénynek. Kovetkezésképpen 48 darab
nyomodlemez alkalmazdsa esetén lesz minimdlis a koltség. Ekkor a nyomole-
mezekre és a raforditott munkaidére jutéd koltségek osszege:

5.760.000
K (48) = 2.500 - 48 + ~— == = 240.000

forint.

17.12. Feladat. Egy jatékiizemben fa elemekbdl 4116 épitSkészletet gydrtanak.
Ha x darab készletet gydrtanak naponta, akkor a teljes gyartasi koltség
1,5
Clz) = % + 122 + 300

eur6. Egy készletet 18 eurdért tudnak értékesiteni. Naponta hany készletet
gyartson az lizem, hogy a haszon a lehetd legnagyobb legyen? Mennyi ez a
maximadlis haszon?

megoldds:

Ha 2 darab terméket allitanak el3, akkor a haszon
1,5 1,5
— 122 — 300 = 6x —

N(z) =18z — = — 300,
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ahol a fiiggvény értelmezési tartomdnya a nemnegativ egész szdmok halmaza.
Terjessziik ki a fliggvény értelmezési tartomanyat a nemnegativ valés szdmok
halmazara. Ekkor az N (x) fiiggvény differencidlhatd, derivéltja

0,5

N(z)=6-15-2— =6-0,3-2°5.

A fiiggvény zérushelye:
6-0,3-22°=0
0,3-vx =06
Vo =20,
amibdl azt kapjuk, hogy z = 400. Mivel
0,15
N7

igy f-nek x = 400 lokalis maximum helye. Mivel azonban x = 400 az
egyetlen lokdlis szE€ls6érték hely, igy az globdlis maximum hely is egyben,
tovabbd x = 400 az eredetileg a nemnegativ egész szamok halmazan értel-
mezett fliggvény értelmezési tartomanyanak is eleme, igy a keresett szélséérték
hely z = 400, tehat 400 darab termék gyartdsa esetén lesz a nyereség max-

imadlis. Ekkor a maximadlis nyereség értéke

4001°

N"(z) = —0,152""° =

<0,

N (400) = 6 - 400 — — 300 = 500 eurd.

17.13. Feladat. Legyen p valds paraméter. Tekintsiik az
[R—R, f(x) = =323+ (p — 3)2® + p*x — 6
fuggvényt. Hatarozzuk meg a p értékét ugy, hogy az f fiiggvény deriviltja az
x = 1 helyen pozitiv legyen.
megoldés:
Mivel az f fiiggvény deriviltja
f(x) = =92 + 2(p — 3)z + p?

, ezért a derivalt helyettesitése értéke az x = 1 helyen

fl(1)==9+2p—6+p*>=p*+2p—15.
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A feltétele szerint azokat a p értékeket keressiik, melyre teljesiil az f/'(1) > 0
egyenlGtlenség. Tehdt meg kell oldanunk a

pPP+2p—15>0
madsodfoku egyenl6tlenséget. Ehhez tekintsiik a
gp) =p* +2p—15

figgvényt. Ennek zérushelyei

2+ \/4—4-(-15) —2+8
5 _

2 I

P12 =

azaz p1 = —b és po = 3. Mivel g(p) grafikonja olyan ,.felfelé nyil6” parabola,
melynek zérushelyei —5 és 3, ezért a fiiggvény grafikonja a

p €] — 00; =5[ U ]3; 00|

halmazon pozitiv, igy ezekre a p szdmokra lesz pozitiv f(1) értéke.

17.14. Feladat. Az y = ax + b egyenletii egyenes illeszkedik a (2;6) pontra.
Tudjuk, hogy a < 0. Jeldlje az x—tengely és az egyenes metszéspontjat P, az
y—tengely és az egyenes metszéspontjt pedig Q. Irjuk fel annak az egyenesnek
az egyenletét, amelyre az O P() haromszog teriilete a legkisebb, és szamoljuk
ki ezt a teriiletet (O a koordinata-rendszer origéjat jeloli).

megoldis:

Legyen a P pont els6 koordinatdja x, a () pont masodik koordinatdja y. Ekkor
a keresett haromszog teriilete:
6-(x—2 2-(y—6
T(z,y) = 12 + (2 )4 (y2 ) _
=1243z-6+y—6=3x+y.

A hiromszogek hasonlésdga miatt

T —2 2 12
= — = L= ——

2.
6 y—6 y—6Jr

Ezt felhasznalva

36
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A T fiiggvény derivéltja

TﬁQZQ;ﬁV+L

Ennek zérushelyét kell meghatdroznunk. Ha megszorozzuk a kapott egyenlet
mindkét oldaldt a kdzos nevezdvel, majd rendezziik az egyenletet, akkor azt
kapjuk, hogy

—36 9
—— t+1=0 = y —6)° = 36.

(y —6)? =0
Ez azt jelenti, hogy y — 6 = —6 vagy y — 6 = 6. Az els6 egyenletbdl y = 0
adddik, ami nem eleme a T fiiggvény értelmezési tartomdnydnak. A masodik
egyenletbdl azt kapjuk, hogy y = 12, ami eleme a 7" fliggvény értelmezési
tartomdnyédnak. Mivel

72 72

T'(y)=——" =  T'(12)=—=>0
() 0 (12) = 5 >0,

igy T-nek y = 12 lokélis minimum helye, azonban mivel T-nek ez az egyetlen
staciondrius helye van, igy az globdlis minimum hely is. Ha y = 12, akkor

12
12 -6

7P = +2=4,

igy a P és Q pontok koordindtdi: P(4;0) és Q(0;12), amibdl a PQ egyenes
meredeksége

12-0
= =-3.
S -
A keresett egyenes egyenlete tehat y = —3x + b. Az egyenesre azonban

illeszkedik a (2;6) pont, igy teljesiilnie kell a
6=—-6+0b

egyenletnek, amibdl azt kapjuk, hogy b = 12. Ezt felhasznélva a keresett
egyenes egyenlete

y = —3x+ 12
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x\ Q(0;y)

17.15. Feladat. Az f: R — R, f(z) = ax® + bx + ¢ masodfoki fiiggvény
grafikonjdnak tengelypontja T'(4;2) és a P(2;0) pont illeszkedik a fiiggvény
grafikonjdra. Hatdrozzuk meg az a, b, c egylitthatok értékét, tovabba irjuk fel az
f fiiggvény 3 abszcisszaji pontjaba hizhato érintGjének egyenletét!

megoldis:
A masodfoku fiiggvényt tekintsiik
fx)=a- (x—u)?+v

alakban. Mivel T'(4; 2) a parabola tengelypontja, ezért u = 4 és v = 2, tovébba
mivel a P(2;0) pont illeszkedik a fiiggvény grafikonjéra, ezért teljesiil a

O=a-(2—-4)2+2

Osszefiiggés, amibdl azt kapjuk, hogy a = —%. Ezt felhasznalva
1 2 L o
fla)=—5 (@ =4"+2=—ga” + 40 -6

adodik, amibdl azt kapjuk, hogy b = 4 és ¢ = —6. Mivel
f,(CU) = —T+ 47

tovébba f(3) = 1,5 és f'(3) = 1, ezért a keresett érint§ egyenes egyenlete

y=15+z—-3 = y=x—1,5.
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17.16. Feladat. Egy iizemben 4000 [cm?] térfogatd, négyzet alapi egyenes
hasédb alakd, feliil nyitott siit6 edények gydrtdsit tervezik. Az edények kiilsé
feliiletét tlizallé zomancfestékkel vonjak be. (A belsd feliilethez mds anyagot
haszndlnak.) Az ilizemben ugy hatirozzdk meg az edények méretét, hogy a
gyartasukhoz a lehetd legkevesebb zomancfestékre legyen sziikség. Szamitsuk
ki a gyértott edények alapélének hosszat!

megoldas:
Legyen a hasdb alapéle z, oldaléle y. Ekkor a térfogata
V=a?y = 4000 = 22 - y.

Az egyenletbdl kifejezziik y-t:

4000
5

Az edény felszine

4000, 16.000
=27+

T .
2 x

Alx) =2 +4-z-y=2>+4-z-

Az A fiiggvény deriviltja

Al(z) = 2x ,

ami pontosan akkor nulla, ha

22% — 16.000 = 0 = 22 = 8.000

azaz x = 20. Mivel az A fiiggvény masodik deriviltja

32.000
A// — 2
(0) =2+ =5,
ezért
32.000
A"(20) =2
(20) + 503 >0

és mivel z = 20 az egyetlen staciondrius hely, ezért A-nak az x = 20 helyen
globdlis minimum helye van, azaz az edény alapélének hosszat x = 20 [cm]-
esnek kell valasztani.
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17.17. Feladat. Egy iizemben olyan forgdshenger alaki konzervdoboz gyar-
tasat szeretnék elkezdeni, amelynek térfogata 1000 [cm3]. A doboz aljanak és

Ft Ft
tetejének anyagkoltsége 0, 2 [2 , mig oldaldnak anyagkoltsége 0, 1 [2]

m m
Mekkoriak legyenek a konzervdoboz méretei (az alapkor sugara és a doboz mag-
assaga), ha a doboz anyagkoltségét minimalizalni akarjuk? A vélaszt [cm]-ben,
egy tizedesjegyre kerekitve adja meg! Szamitsuk ki a minimélis anyagkoltséget
is egész forintra kerekitve!

megoldis:
Legyen a doboz alapkorének sugara r, magassaga m. Ekkor a doboz térfogata

V=rlna-m = 1000:r2-7r'm,

amibdl kifejezziik az m-et:
1000

r2. g

m =

Ezt felhaszndlva a doboz anyagkoltsége
Ciry=2r-7-0,242r-7-m-0,1=

1000

B

200

=2r?.7-0,24+2r-7- 0,1=0,4r2 74 —.
T

A fiiggvény derivaltja

200

C/(T’) :0,8’]”'71'— 7"727

ami pontosan akkor nulla, ha
0,87 - 7 —200 =0,

amibdl r ~ 4, 3 [cm]. Mivel

4
C"(r) = 0,87+ —030,
r
ezért 400
1"
C (4,3) :0,871""@ > O,

igy C-nek r = 4,3 lokélis minimum helye. Mivel azonban 4, 3 az egyetlen
staciondrius hely, ezért az globdlis minimum hely is. A minimalis anyagkolt-
séghez tartozé magassag m ~ 17,2 [cm]. A minimadlis anyagkoltség:

200
C(6,3)z0,4-4,32-w+4 3

i

~ T0F't.
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17.18. Feladat. Egy teherszallit6 taxikat lizemeltetd tdrsasdg egyik, elsdsor-
ban vérosi forgalomban alkalmazott kocsijdnak teljes miikodtetési koltsége két
részbdl tevddik Ossze: az tizemeltetési koltség x [km/h| dtlagsebesség esetén
400+ 0, 8z Ft kilométerenként, tovabba a gépkocsivezetd alkalmazasa 2.200 Ft
O6rdnként. Mekkora 4tlagsebesség esetén minimdlis a kocsi kilométerenkénti
miikodtetési koltsége? A vdlaszt [km/h]-ban, egészre kerekitve adjuk meg!

megoldas:

Ha z [km/h] a sebesség, akkor 1 dra alatt = kilométert tesziink meg, ez eset-
ben a gépkocsivezet6 dija 2.200 Ft, igy 1 kilométer alatt a gépkocsivezetd dija
@ Ft, tehat az 6sszkoltség

2.200
C(x) =400 + 0,8z + =

A C(x) fuggvény deriviltja

2.200

C/(.’E) =0,8 22

amelynek zérushelye a 0, 822 — 2.200 = 0 egyenlet megolddsa, amib&l z > 0
miatt z ~ 52 adédik. Mivel
4400

3

C//(x)

és C"(52) > 0, ezért C-nek 52-ben lokdlis minimum helye van, mivel azonban
ez az egyetlen staciondrius pontja C-nek, ezért x ~ 52 globélis minimum hely
is. Tehat (egészre kerekitve) 52 [km/h] dtlagsebesség esetén minimalis a kocsi
kilométerenkénti miikodtetési koltsége.

17.19. Feladat. Egy {izemben egyforma, nagyméreti fémdobozok gyartasat
tervezik. A téglatest alakd doboz halézatat egy 2 x 1 méteres téglalapbdl vagjak
ki az 4bran lathaté médon.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1-2z| | o 1
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A kivégott idom felhajtott lapjait az élek mentén Osszeforrasztjdk. (A for-
rasztisi eljards nem jar anyagveszteséggel.) Hogyan vélasszuk meg a doboz
méreteit ahhoz, hogy a térfogata maximadlis legyen? A vélaszt centiméterben,
egészre kerekitve adjuk meg!

megoldas:
A doboz térfogata
V)=z-(1-2z)-(1-2z)=22°-32>4+2z (z€]0;0,5)]).
AV (x) fiiggvény derivéltja
V'(z) = 622 — 6z + 1.
Ennek a zérushelyei, azaz a 622 — 62 + 1 = 0 egyenlet megoldésai

3 _6‘/§ ~ 0,211, xy= 3 +6ﬁ

xr1 = %0,789¢'Dv.

Mivel a V fiiggvény masodik derivéltja
V"(z) =12z — 6,

tovabba V" (1) < 0, igy x1-ben maximuma van V-nek. A maximalis térfogati
doboz méretei: 21, 79 és 58 [cim].

17.20. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = 2x +1ésag: R — R,
g(z) = x? — 2 fiiggvényeket! Mutassuk meg, hogy a h: | — 0,5;00[— R,
h(z) = % fiiggvény szigordan monoton novekvo!

megoldés:

Hivel (@) F@) — g(x) - (@)
vy 9@ flx) —glx)- fl(=x
(@) = )

és ¢'(z) = 2z, f'(x) = 2, ezért
202z +1) — (22 —2)-2 42?4+ 22— 222 +4
(22 + 1)2 - (22 + 1)2 -
222 + 2z + 4
(22 +1)?
A kapott tort nevezdje mindig pozitiv. A szdmldlé diszkrimindnsa

D=22-4.2-4=-28<0,

h(z) =
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igy a masodfokd polinomnak nincs zérushelye, tehat (mivel a masodfoku tag
egylitthatdja pozitiv) minden x esetén pozitiv az értéke. Azt kaptuk tehat, hogy
minden z €] — 0,5; 00[— R esetén f'(z) > 0, igy f szigordan monoton nd-
vekvd.
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18. Tovabbi feladatok a differencialszamitas témakorébal

18.1. Feladat. Vizsgaljuk meg monotonitds szempontjdbol az

f(z) =23 —42® + 62— 3

fliggvényt!
megoldés:

A fliggvény a teljes valds szdmok halmazéan értelmezve van, igy a monotonitdsa
ott viltozhat meg, ahol a derivéltja 0. Mivel f'(x) = 322 — 8x + 6, ezért a
322 — 8x 4 6 = 0 egyenlet megold4sat keressiik:

8++64—T72 8+./-8
6 - 6

T12 =

A masodfoki egyenlet diszkrimindnsa tehat negativ, igy a valés szdmok hal-
mazan nincs megoldédsa, azaz a derivalt fiiggvénynek nincs zérushelye, igy a
fliggvény monotonitdsa sehol sem véltozik meg. Szamoljuk ki egy tetszbleges
helyen a derivélt értékét: f/(0) = 6 > 0. Tehdt az = 0 helyen a derivalt
fuggvény pozitiv eldjeldi, igy mindenhol pozitiv elGjeld, vagyis az f fiiggvény
értelmezési tartomanydnak minden pontjdban szigordan monoton novekveo.

18.2. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 2z — 22 fliiggvénynek azt a pontjat,
amelyhez hizott érintd egyenes parhuzamos az A(1; 1) és a B(3; —3) pontokon
athaladé szel6vel.

megoldas:

A Lagrange—féle kozépérték tétel garantdlja, hogy létezik a megadott szelbvel
parhuzamos érint egyenes. A szeld meredeksége az A és B pontokhoz tartozd
differenciahanyados:

S3) - f) _ 31 _

m = = = —2.
3—-1 3—-1

Mivel a keresett érint6 egyenes parhuzamos a szel6vel, ezért az érinté egyenes
meredeksége szintén —2. Az érintd egyenes meredeksége megegyezik a fiigg-
vény megfeleld helyen vett derivaltjaval, azaz keressiik azt az x valds szdmot,
amelyre f'(z) = —2 teljesiil. Mivel f’'(z) = 2 — 2z, ezért

2—2x=-2 = 20 =4 = xr = 2.
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Misrészt a fuggvényérték a 2 helyen f(2) = 0, igy a keresett érintési pont
E(2;0).

18.3. Feladat. Egy 6 [dm] oldald, négyzet alakd kartonpapir sarkaib6l négy
egybevagd négyzetet vagunk le, majd felhajtjuk az oldallapokat. Mekkordk
legyenek a levagott négyzetek oldalai, ha azt szeretnénk, hogy a kapott doboz
(feliil nyitott négyzet alapu egyenes hasib) térfogata a lehetd legnagyobb le-
gyen? Hatdrozzuk meg a maximalis térfogat értékét is!

megoldés:
A kivégott négyzetek oldala legyen x. Ekkor nyilvdn x € [0; 3].
x 6 —2x x
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A doboz térfogata az alapteriilet és magassdg szorzata. Az alaplap négyzet,
melynek oldalai: 6 — 2z, magassdga: x, igy a doboz térfogata

V(z) = (6 —2x)% z = 36z — 2422 + 423

Ennek a fiiggvények keressiik a szélsdértékét. SzE€lsdérték az értelmezési tar-
tomdny hatdrpontjaiban, vagy annak belsd pontjaiban lehet. A hatdrpontokban
(0-ban és 3-ban) a térfogat értéke 0, igy ott biztosan nem lesz maximalis a tér-
fogat. A belsd pontokban szélsdérték ott lehet, ahol a fiiggvény derivéltja 0.
Mivel

V'(z) = 122 — 48z + 36,

ezért ott lehet szélsérték, ahol 1222 — 48z + 36 = 0 teljesiil. Az egyenlet
mindkét oldaldt oszthatjuk 12-vel, igy #2 — 4z + 3 = 0 adédik. A mdsodfokd
egyenlet megoldéképletének felhasznédldsaval

4++16-12 4+2

€T =
1,2 2 2 )
azaz r1 = 3, o = 1. Az x1 = 3 értéket korabban mar kizartuk a lehet-
séges maximum helyek koziil, igy a maximum hely x = 1. Ellendrizziik,

hogy valéban maximumot kaptunk-e. A szélséérték 1étezésének masodrendd
elegend? feltételével dolgozunk:

V'(2) =240 —48 = V"(1)=24—48 <0,

igy valéban maximumot kaptunk. A maximadlis térfogat értéke:

V(1) =36 — 24 +4 = 16 [dm?].

18.4. Feladat. Tekintsiik az f: |0;00[— R, f(z) = ln% fiiggvényt!

a) Adjuk meg a fiiggvény zérushelyét, jeloljiik ezt a pontot a fiiggvény grafi-
konjan A-val!

b) Hatdrozzuk meg az f’(x) fiiggvényt!

¢) Irjuk fel az f fiiggvény A-beli érintGegyenesének egyenletét!

d) Adjuk meg az f fiiggvény lokdlis maximumanak helyét és értékét!

e) Hatdrozzuk meg az f”(z) figgvényt!

f) Szamoljuk ki az f inflexids pontjat!

megoldés:
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a) Az f(z) = 0 egyenlet megoldésat keressiik. Egy tort pontosan akkor 0, ha
a szamldl6ja 0, igy In x = 0, amibdl x = 1 adddik, igy A(1,0).
b) A hanyados fiiggvény derivalasi szabalyat hasznalva
1
() = s-x—Inz 1—1n:(:.

2 2

¢) Az érintd egyenes egyenlete:
y=fM+f1) (-1 =

igy a keresett egyenes egyenlete y = x — 1.

d) Az elsd derivalt zérushelye: 1 — Inz = 0, azaz Inx = 1, tehit x = e.

y:O—F(fL’—l),

r<e| xz=e |z>e
f@)]| + 0 -
flx) | 2 |lok. max. |

Tehat a lokélis maximum helye e, értéke %
e) Mivel f/(z) = 1=lpe

2 , ezért
() = —%-xQ—(14—lnx)-2x _ —x—2xt2x-lnaz _
T T
- (=3+2Inz) —3+2hnz
N x4 x3 '

f) A masodik derivalt zérushelye a —3 + 2 In z = 0 egyenlet megolddsa, amire
z = e? adédik.

3 3
2 2

(NI

r<exz|x=e2|x>e
) | = 0 +
f(z) | konkav ip konvex

. 9 3 3 3
Az inflexids pont (ez , %e 2)

T

18.5. Feladat. Végezziikkel az f(z) = —

= — fiiggvény teljes fliggvényvizsgalatat!
x
megoldas:

A fiiggvény értelmezési tartomdnya: = € R\ {0}, zérushelye nincs, mivel az
e” fliiggvény sehol sem 0. A fiiggvény derivaltja

f,(x):ez~x—ex e’ (zr—1)

x? x? ’
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ami pontosan akkor 0, ha x = 1. A derivilt el§jeleibdl készitett tdbl4zat:

z <0 z=0 O<axz<l| z=1 |z>1
f'(x) | — | nincs értelmezve - 0 +
f(zx) N\, | nincs értelmezve \ lok. min. |

A fiiggvény masodik derivéltja

e’ (x — e?)-2x e (22— 22
P GG R B )

z 23

Ennek a fiiggvénynek nincs zérushelye. A masodik derivalt el§jeltablazata:

<0 z=0 x>0
' (x) - nincs értelmezve |  +
f(z) | konkav | nincs értelmezve | konvex

X
A —oo-beli hatdrérték lim — = 0, a co-beli hatarérték a L’Hospital-szabaly

T——00 U
felhasznalasaval:
T X
. . €
lim — = lim — = oco.
T—00 T z—00 1

A 0-ban a bal oldali, illetve a jobb oldali hatarérték:

.e’ . e’
lim — = -0 lim — = o0.
r—0— X x—0+ X

A fentiek figyelembevételével a fiiggvény grafikonja:

lok. min.
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18.6. Feladat. Adjuk meg a valés szdmok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazat, ahol az

fla) = ——

T4 —x— 2

figgvény értelmezhetd! Vizsgaljuk meg monotonitas szempontjabdl az f fligg-
vényt! Adjuk meg az f fiiggvény lokalis szEéls6érték helyeit!
megoldis:

A fiiggvény nevezdje nem lehet zérus, igy 22 — z — 2 # 0. A masodfokd
egyenlet megoldéképletét alkalmazva

1+v1+8 1+3
2 2

T12 =

adddik, amibdl azt kapjuk, hogy = # —1, illetve x # 2, azaz
Dy =R\ {-1;2}.

Az f fiiggvény derivaltja
—-1-(2z-1) —2x+1
/ = = .
fz) (22 —2—2)2 (22—12—2)

A derivalt fiiggvény zérushelye:

-2z +1 1
T ) = 2 41=0 = -
(22 —x — 2)? v Y73

A fiiggvény monotonitdsa ott valtozhat meg, ahol a fiiggvény derivaltja 0 vagy
ahol nincs értelmezve. Ezek figyelembevételével elkészitjiik az alabbi tablaza-
tot:

r<—1lz=-1|-1<z<3}| 2=} |i<z<2|2z=2|2>2
)| + n. é. + 0 - né | —
flxz)| A n. é. N lok. max. N né. | N\

(n. é. : nincs értelmezve)
Tehat, ha z € |—o0; —1[ U ]—1; % [, akkor f szigordan monoton névekvd, ha
x € [3;2[U]2; 0o, akkor f szigordan monoton csckkend. A fiiggvénynek az

T = % helyen lokdlis maximum helye van.
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18.7. Feladat. Hatdrozzuk meg a b valds szdmot tgy, hogy az

flz)=(x+1)-(x+0b) (x+8)

fiiggvény masodik derivéltja a —4 helyen 0 legyen!
megoldés:

Ha felbontjuk a zaréjeleket, és fokszdm szerinti csokkend sorrendben irjuk fel
a tagokat, akkor

fx)=a3+9+b) 2>+ (8+9b) -2+ 8b

adédik. Ennek a derivaltja:

fl(z) =322 4+2-(94b) -z + (8+9b),

amibdl a masodik derivalt:

f"(x) = 62 +2-(9+b) = 6z + 18 + 2b.

A feladat feltételei szerint teljesiilnie kell, hogy f”(—4) = 0, azaz
0=-244+18+2b = b=3.

18.8. Feladat. Egy kisallatkereskedésbdl elhozott kiskutya tomegét (kg-ban
mérve) j6l modellezhetjiik a

24 ct, ha0 <t <5
w(t) = 35
16—7, hat>5

fliggvény segitségével, ahol ¢ azon hetek szdma, ami azédta telt el, midta elhoz-
tuk hazi kedvenciiket a kereskedésbol.

a) Adjuk meg c értékét ugy, hogy a w fiiggvény folytonos legyen!
b) Vazoljuk fel a kapott c érték ismerete mellett a w(x) figgvény grafikonjat!
¢) Hany kil6s volt a kiskutya, amikor megvasaroltuk?

d) A megadott modellt haszndlva hatdrozzuk meg, hogy mekkora lehet héziél-
latunk maximalis tomege?

e) Mutassuk meg, hogy a w fiiggvény differencidlhaté a ¢ = 5 helyen!

megoldas:
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a) A w fiiggvény bal oldali hatdrértéke a ¢ = 5 helyen
lim w(t) =1lim2+ ¢t = 2 + 5¢.
t—5

t—5—

A w fiiggvény jobb oldali hatarértéke a t = 5 helyen
35 35

lim w(t) =lm16 — — =16 — — = 9.
t—5+ t—5 t 5

Ahhoz, hogy a fiiggvény folytonos legyen teljesiilnie kell, hogy
li =1
im w(t) t_l)rgﬂ_w(t),

t—5—

azaz 2+ 5c =9, igy ¢ = 7/5.
b) A w fiiggvény grafikonja:

0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

¢) A vasarlaskor w(0) = 2kg volt a tomege.
d) A kutya maximdlis tomege

lim w(t) = 16 kg.

t—o00

e) A bal oldali derivalt:

253
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Mivel w’_(5) = w! (5), ezért w differencidlhaté a t = 5 helyen. (Megje-
gyezziik, hogy w minden pontban differencidlhaté, ugyanis ha t # 5, akkor
w elsdfokd polinom, ami differencidlhato.)

18.9. Feladat. Hatarozzuk meg az
2+ (p+2)-x+4p—2=0
masodfoku egyenletben szerepld p paraméter értékét ugy, hogy az egyenlet
gyOkeinek négyzetdsszege minimadlis legyen!
megoldas:
A gyokok osszegére és szorzatdra vonatkozd Viéte—formuldk alapjén

x1+xo=—(p+2) Ty - T9 = 4p — 2.

Ezt felhasznalva
2
P4l =(r +a)? -2 2 a0 = (-(p+2) —2-(4p—2) =
=pP+4p+4—8p+4=p°—4dp+8.
A feladatunk az
fp)=p*—4p+8
fliggvény minimuménak megkeresése. A fiiggvény derivaltja
f'(p) =2p—4,
aminek az egyetlen zérushelye p = 2. Mivel f”(p) > 0, ezért a fiiggvény min-

den p valds szam esetén konvex, igy a p = 2 helyen valéban globdlis minimuma
van.

18.10. Feladat. Tekintsiik az
fla) =% (z>0).

fliggvényt!

a) Hatdrozzuk meg az f'(x) fiiggvényt!

b) Adjuk meg azokat az intervallumokat, ahol az f fiiggvény monoton no-
vekvd, illetve azokat, ahol f monoton csokkend!

¢) Adjuk meg az f”(x) fiiggvényt!

d) Hatarozzuk meg az f fliiggvény inflexids pontjait!

e) Legyen z* az az érték, amelyre f'(z*) = 0 és f”(x*)<0. Adjuk meg x*
értékét!
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f) Hatdrozzuk meg az f fiiggvénynek (x*, f (:c*)) pontjdba hizott normélis
egyenesének egyenletét!

megoldas:

a) Els6ként a \/z-et irjuk at z2-nek. Bzt kovetéen alkalmazzuk a hanyados
fliggvény derivalasi szabdlyat:

, l-x%—lnaj-%-m_% %_%ln% 2—Inx
f@) == = =—
T x 212
b) Az f'(x) fiiggvény zérushelye
2-1
7;133:0 = 2—Inz=0 = z =e.
x2
Az derivdlt fiiggvény elGjeleit tdbldzatba foglaljuk:
r<e] rz=¢ [z>¢e
f@) | + 0 -
f(z) 0 | lok. max. |\
c) Az f fuggvény masodik derivaltja
1 3 1
—=.2x2 —(2—1Inzx) 322
1 _S x —
f (:E) - 1‘3
27— (2-Inz)-3-22  z-(3lnz—28)
B x3 B a3 '
d) A masodik derivalt zérushelye:
(3lnx —
vz (3inz—8) = 3lnzx =8 = x = es.

3
x
A masodik derivalt el6jeleit tablazatba foglaljuk:

8 8 8
r<es |x=e3 |x>es

) | - 0 +
f(z) | konkav ip konvex

e) A fiiggvény egyetlen inflexios pontja (e%; % . e_%>
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f) A derivalt fiiggvény egyetlen zérushelye: e. Ezen a helyen a masodik deri-
vélt értéke biztosan negativ, hiszen az e? helyen lokdlis maximum helye van

az f fiiggvénynek, igy z* = 2.

g) Mivel azon a helyen keressiik a normadlis egyenes egyenletét, ahol a deri-

valt értéke zérus, ezért a keresett egyenes parhuzamos az y—tengellyel. A

keresett egyenes egyenlete x = e?.

18.11. Feladat. Tekintsiikk az f: R — R, f(z) = /1 — x fiiggvényt!
a) Mutassuk meg, hogy az f fiiggvény invertalhatd!
b) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény inverzének derivaltjat!

megoldés:
a) Mivel f(z) = (1 — :1:)%, ezért
)= (1) % ()= —

Azt kaptuk tehdt, hogy minden z € R esetén f/(z) < 0, igy az f fiiggvény
szigorian monoton, masrészt pedig folytonos is, igy invertalhato.

b) Az f fliiggvény inverze az az f *1(37) fliggvény, melyre
foflz)=x = V1 f(z) =2
teljesiil, amibdl azt kapjuk, hogy
1—fz)=2°
1

-
L
—~
8
N~—
I

18.12. Feladat. Tekintsiik az
1
f(x) = arctg <1 + )
T

fliggvényt!

a) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazit,
amelyen az f fliggvény értelmezhets!

b) Adjuk meg az f fiiggvény zérushelyét!

¢) Adjuk meg az f’(x) fiiggvényt!

d) Oldjuk meg az f'(z) = 0 egyenletet!
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e) Vizsgdljuk meg az f fiiggvényt monotonitas és lokdlis sz€ls6érték szerint!

f) Adjuk meg az f”(z) fiiggvényt!

g) Oldjuk meg az f”(x) = 0 egyenletet!

h) Vizsgaljuk meg az f fiiggvényt konvexitas €s inflexids pont szerint!

i) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény hatarértékeit az értelmezési tartomanyanak
hatdrpontjaiban!

j) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat!

k) Adjuk meg az f fliggvény értékkészletét!

1) Irjuk fel az f fiiggvény érintS egyenesének egyenletét az zo = —1 helyen!

m) Hatdrozzuk meg az x¢o = —1 helyen az f fiiggvény normalis egyenesének
egyenletét!

n) Irjuk fel az f fiiggvény zo = —1 pont koriili masodrendd Taylor—polinom-
jat!

megoldas:

a) A tort nevezdje nem lehet zérus, igy x # 0, tehat
D; € R\ {0}.

1
arctg (1 + ) =0
x

egyenlet megoldasahoz els6 1€pésben vegyiik mindkét oldal tg-ét, majd szo-
rozzuk a kapott egyenlet mindkét oldaldt z-el. Ekkor azt kapjuk, hogy

1
1+—=0 = z+1=0,
x

b) Az

igy x = —1 az f fiiggvény egyetlen zérushelye.

¢) Az f fuggvény kiilsé fiiggvénye arctg x, belso fliggvénye 1—1—%. Az Osszetett
fliggvény derivalasi szabdlya alapjan

o= () -

B 1 1\ 1
_1+1+%+?12 x2) 2242241
d) Mivel az f'(x) szamlélGja sehol sem nulla, ezért az f'(z) fiiggvénynek nincs
zérushelye.
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e) Mivel f/(z) # 0, ezért f-nek nincs sz€lsGértéke. Masrészt a
222 +2x + 1

madsodfoku egyenlet diszkrimindnsa D = 4 — 8 = —4 < 0, ezért azt kaptuk,
hogy a 222 4 2z + 1 polinom minden értéke pozitiv, igy az f’(z) fiiggvény
értéke minden x € Dy esetén negativ, azaz f szigorian monoton csokkend.

f) Az f fuggvény masodik derivaltja

4 2

@)=

(222 4+ 2z 4+ 1)%°

g) Az f”(x) = 0 egyenlet megoldésa

4 + 2 1
= dr +2 = R .
(27 1 20 1 1)° 0 = x+ 0 = x 5

h) A fiiggvény konvexitdsdnak vizsgalatat a masodik derivalt elGjeleit tartal-
maza tablazat segitségével végezziik el:

l‘<—% x:—% —%<m<0 z=0 x>0
fx) | - 0 + + +
f(x) | konkav ip konvex nincs értelmezve | konvex

i) Az f fiiggvény —oo-beli hatarértéke

1
lim arctg (1 + ) = arctg(l) = E,
T——00 T 4
a oo-beli hatérértéke
1
lim arctg (1 + > = arctg(l) = T
T—00 X 4

Az x = 0 helyen a bal oldali hatarérték
. 1 . ™
lim arctg <1 + ) = lim arctg(l —n) = ——=
z—0— T n—00 2
Az z = 0 helyen a jobb oldali hatarérték
lim arctg (14~ ) = lim arctg(l +n) = ~
im ar ~ ] = lim ar =
a:—>0+acg x n~>ooacg n 2

J) A fiiggvény grafikonja:
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o
k) A fiiggvény grafikonja alapjin az értékkészlet
e [-5:T]
V=12l
1) Az érint6 egyenes egyenlete
y = f(wo) + f'(w0) - (x — o).
A korabbi eredményeket felhaszndlva, egyrészt

f(zo) = f(—=1) =0,

masrészt

F(w0) = (1) =~ ——7=-1

Azt kapjuk tehdt, hogy
y=0—1-(z+1) = y=—x—1.

m) Az normadlis egyenes egyenlete

1
y:f(xo)—m'(w—$0)~

Behelyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy

1
y:O—_—l-(x—i—l) = y=xz+1.
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n) Az f fiiggvény xo—koriili masodrendd Taylor—polinomja

fl/ (l,o)
2

2

To(x) = f(zo) + f'(20) - (2 — x0) + (z —@0)”.

A korabbi eredményeket felhaszndlva egyrészt f(zg) = f(—1) = 0, illetve
f(xg) = f(—1) = —1, mésrészt

"e o 4'(_1)+2 _
Fi=0 = (2- (1242 (=) +1)° ’

A keresett mdsodfoku polinom

2
TQ(J:):O—l-(az+1)—§-(x+1)2:
=—(z4+1)—(x+1)* = —2% - 3z - 2.
18.13. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = e” fiiggvény azon pontjat, amely-
ben a fiiggvény gorbiiletének értéke maximaélis!
megoldas:
Mivel f'(x) = e® és f"(x) = e”, ezért a gorbiileti fiiggvény
/" ()] e’ e’

() = ;= -

A+ [F@R):  Jit+ L) VI+e)P

Py

Ennek a fiiggvénynek keressiik a sz€ls6értékét, amihez el6szor meghatarozzuk
a fiiggvény derivaltjat. Egyszeriibb azonban a g?(z) fliggvénynek a derivaltjat

meghatarozni, ugyanis egyszertien atgondolhato, hogy széls6érték helye ugyan-
ott lesz a g(x)-nek, ahol a g?(z)-nek. Legyen h(x) = g?(x). Ekkor

2. e?a: . (1 4 eQx)S _ 6293 .3. (1 + eQx)2 . 262&:

W) = (1 + e20)6

Az 0sszevondsok és lehetséges egyszer(isitések utin azt kapjuk, hogy

e2r . (—1 + 2e2z)

P (z)=-2- Gy
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Ennek a fiiggvénynek a zérushelyét a 2¢** — 1 = ( egyenlet megolddsa adja:

2e*" —1 =0
2:(::1

2

1

20 =In -

Xz Il2

1.1 1
r=—-Iln-=—=In2.
22 2

A derivalt fliggvény eljelét tartalmazé tablazat:

x<—%ln2 x:—%ln2 x>—%ln2
W (x) - 0 +
h(z) v lok. max. N

Azt kaptuk tehat, hogy az

v — _%mzz ~Inv2=In (é) =In (?)

helyen lesz maximdlis az f(x) = e” figgvény gorbiilete.

1
18.14. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(x) — % fiiggvényt!
x
a) Hatdrozzuk meg az f'(x) fiiggvényt!
b) Adjuk meg azokat az x értékeket, melyekre az f fiiggvény (x, f (m)) pont-
jaba huzott érintéje parhuzamos az z-tengellyel!

p(z) 5 alakban, ahol p(z) egy harmad-

¢) Adjuk meg az f”(z) fiiggvényt @11p

foku polinom!

d) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény inflexiés pontjait!

megoldds:
a) A hényados fliggvény derivéldsi szabdlyat alkalmazva

f,(x):$2+17(3:+1)~2x: -2 -2z +1
(z2 4+ 1)2 (22 +1)?
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b) A feladat feltételeinek azon x értékek felelnek meg, melyekre f'(z) = 0
teljesiil, azaz a

—z?—2c+1 0
(z2+1)2

egyenletet kell megoldanunk. Egy tort csak akkor 0, ha a szamlaldja 0, igy

2j:\/§:2i2ﬂ:2-(1j:\/§)

2 -2 2 ’

T =

azaz 11 = —1 — /2, illetve 9 = —1 + /2.
¢) A hédnyados fiiggvény derivaldsi szabalyét alkalmazva
() (=22 —2) (22 +1)2 — (—2? =22+ 1) - 4o - (22 + 1)
€Tr) =
(.’132 + 1)4

adédik. A szdmlalébol kiemelhets 22 + 1, majd azzal egyszersithetiink,
igy azt kapjuk, hogy

F(z) = (=22 —2)- (22 +1) -4z (—2®> - 22+ 1) _
(562 -8 1)3
B 223 + 622 — 62 — 2
B (22 +1)3 ’
igy a feladatban szerepl$ p(z) polinom:

p(x) = 22° + 627 — 6z — 2.

d) Meg kell oldanunk az f”(z) = 0 egyenletet, ami csak akkor lehet 0, ha
p(x) = 0. Konnyen lathat6, hogy x = 1 gydke a polinomnak, igy az oszt-
hat6 (z — 1)-el:

(2234622 — 62 —2) : (z — 1) =222 + 8z + 2
—(223—-22?)
8x? — 62 — 2
—(82% — 8x)
2z — 2
—(2z — 2)
0
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Igy azt kaptuk, hogy
223 +62% — 6 —2=(x— 1) (222 + 8z +2) =
=2.(z—1)- (2® + 4z +1).
Mivel egy szorzat csak igy lehet 0, ha valamelyik tényezgje 0, ezért x1 = 1

vagy z2 + 4z + 1 = 0 kell, hogy teljesiiljion. A mdsodfoki egyenletet
megoldjuk a megolddképlet segitségével

—4£V12 _ —4i2\/§7_2i\/§.

23 = 7y 2

A masodik derivalt el§jelet valt x1-ben, xa-ben €s x3-ban is, tehat valameny-
nyi inflexids hely.
Megjegyezziik, hogy a

p(x) = 223 + 62° — 62 — 2

polinomot az aldbbi mddon is szorzatta alakithatjuk:
p(x) = 22% 4 62% — 62 — 2 =
=2 (z—1)-(@®*+x+1)+6z- - (x—1)=
=2-(x—1)- (2> +x+1+32) =
=2 (z—1)- (2® +4z +1).
2

1
18.15. Feladat. % Tekintsik az f: R — R, f(z) = em 5 fiiggvényt!
e [e—

a) Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazit,
amelyen az f fliggvény értelmezhets!

b) Szdmoljukkia lim f(x) hatdrértéket!
T—r—00

¢) Adjuk meg az f’(x) fiiggvényt!
d) Mutassuk meg, hogy f-nek egyetlen lokalis széls6értéke van!
e) Irjuk fel az f fiiggvény normalis egyenesének egyenletét az = = 0 helyen!

f) Irjuk fel az f fiilggvény azon érintS egyenesének egyenletét, amely parhuza-
mos az el6bbi normélis egyenessel!

megoldas:



264

a)

b)

c)

d)

e)

Egy tort nevezdje nem lehet nulla, igy

e —2=0 = e'=2

azaz x = In 2 esetén nincs értelmezve a fliggvény, tehat

Df={z€R|z #In2}

az f értelmezési tartomanya.
Mivel lim e® =0, ezért az f fliggvény —oo-beli hatarértéke:
T—r—00

lim f(z)= 71.

T——00 2
Az f fiiggvény derivaltja
() = 2e%% . (% —2) — (e2* 4+ 1) - e” B e — 4o _
- (e? —2)2  (er —2)2

Els6ként megoldjuk az f/(z) = 0 egyenletet. Egy tort csak tgy lehet 0, ha
a szamlaléja 0, azaz e3* — 4e* — ¢ = (. Kiemelve e®-et:

e (e* —4e” —1) =0
adédik. Egy szorzat ugy lehet 0, ha valamelyik tényezdje 0, de e* # 0, igy
2e?* — 4e” — 1 = 0. Vezessiik be az u = €7 jelolést. Ekkor az

w2 —4u—1=0

masodfoki egyenlethez jutunk. Ezt megoldva

44420 442
20: 2\/5221\/5.

U2 =

Mivel u = e®, ezért u > 0 kell, hogy teljesiiljon, igy © = 2 — v/5 < 0 nem
megoldas, tehat csak u = 2 + V5 lehetséges, amibdl
z=1n(2+V5) ~1,44.
Ezen a helyen megvaltozik a derivalt fiiggvény eldjele, igy itt lokalis szél-
sOérték helye van f-nek.
Mivel f(0) = —2és f'(0) = —4, azért a normadlis egyenes egyenlete
1

=24+ 0) = 1 2
Yy = 1 y=4 .
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f) Keressiik azt az egyenest, amelynek a meredeksége %, azaz f'(x) = %. Meg
kell oldanunk az

e3:c _ 46250 — e 1

(e* —2)2 4

egyenletet. Atrendezve (,keresztbe szorozva™) az egyenletet, majd O-ra re-
dukdélva azt

43 — 17e®** —4 =10

adddik. Vezessiik be a v = e jelolést. Ekkor a
40° —170* =4 =0

egyenlethez jutunk, amit azonban elemi Gton nem tudunk megoldani. Azon-
nal lathat6 ugyanis, hogy nincs raciondlis gyoke az egyenletnek, hiszen az 1;
4; —1; —4 szdmok egyike sem megoldds. Az egyenlet valds gyokének koze-
lité megoldasat Newton—mddszerrel fogjuk meghatdrozni. Ehhez tekintsiik
a

g(v) = 403 —170* — 4

fiiggvényt. Mivel g(4) < 0és g(5) > 0, ezért a [4; 5] intervallumban van
gyoke a g fiiggvénynek. Induljunk ki az x¢ = 4 kezdeti értékbdl. Ekkor

20
f@o) 4 20y 56

f'(wo) 56

Tr1 = o —

A Newton—iteracié kovetkezd 1épésében:

F(a1) 4, 364224
e — 4,36 — 07070 4, 305.
TR T ey T 79.8752

Mivel g(4,305) ~ 0,077, ezért v = 4, 305 mar elfogadhaté a g gyokének
kozelits értékeként, azaz a 4v3 — 17v% — 4 = 0 egyenlet kozelits megolda-
saként, tehat e” ~ 4, 305, amibdl = ~ 1, 46. Ugyanakkor f(1,46) = 8,47,
igy
1 1
y:8,47—|—1-(1‘—1,46) = y:8,11+1:p.
18.16. Feladat. % Egy 20 méter szélességli utcan egymassal szemben két vil-
lanyoszlopot helyeztek el. Az egyik 8 méter, a masik 13 méter magas. Feltéte-

lezziik, hogy az oszlopok kozott az utca P pontjaban a fény intenzitdsa ardnyos
a p szoggel.
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13[m]

8im

B 20m
a) Adjuk meg -t az x fliggvényében, ahol x a P pontnak a 8 méteres oszloptdl
vald6 tdvolsdga!
b) Adjuk meg ¢ értékeket, ha x = 0!
¢) Adjuk meg ¢ értékeket, ha x = 20!
d) Mutassuk meg, hogy
(@) 5. (744 — 64z — z?)
x) = .
4 (22 + 64) - (22 — 40z + 569)

e) Adjuk meg azt a helyet, ahol a fényerésség maximadlis, valamint hatdrozzuk
meg a maximalis fényer6sség nagysagat!

f) Vazoljuk fel a ¢ fiiggvény grafikonjit (0 < x < 20).

megoldds:

a) Jelolje a a haromszog P A atfogéjanak a vizszintes befogdval bezart szogét,
tovabba jelolje 5 a PB atfogénak a vizszintes befogdval bezart szogét.
Ekkor ¢ = m — o« — 3, ahol

13

20—z

8
tga=— tgf=
T

A fentieket felhasznalva

o(x) = m — arctg <8) — arctg < 13 > =
T 20—z
us 8 s 13
= (2 — arctg (ac)) + (2 — arctg <20 — a:)) .

Alkalmazva az

1 T
arctg <) = — —arctgx
T 2
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trigonometrikus azonossdgot azt kapjuk, hogy

( ) ¢ (m) + ¢ 13—z
) = arc — arc .
14 &\ &\ 720

b) Ha x = 0, akkor ¢ ~ 56,98°(~ 0,9939 rad).
¢) Ha z = 20, akkor ¢ ~ 68,2°(~ 1,1897rad).
d) Felhaszndlva az Osszetett fiiggvény derivalési szabdlyat

/() L 1 1
YA = T2 g T a00—a0ata® \ 13 )
1+%& 8 14 40=foud 13

Az ,emeletes” torteket kozonséges tortekké alakitjuk, majd k6zos nevezdre
hozzuk a kapott két tortet:

'(a) 1 1 8 13
xr) = — = — E—
4 §+2 13+ 400-d0te® T G442 569 — 40z + 22
—5x? — 320z + 3720 5- (744 — 64z — x2)

(64 + 22) - (569 — 402 +22) (22 + 64) - (22 — 40z + 569)

e) Meg kell oldanunk a ¢'(x) = 0 egyenletet. Egy tort csak akkor O, ha a
szamlaléja 0, igy
5 (744 — 64z — z?%)
(22 +64) - (22 — 40z + 569)

= —2% — 64x + 744 = 0.

Megoldva a masodfoku egyenletet

64++642 —4.744  64+84,1
-2 a -2

T12 =

igy x > 0 miatt x ~ 10,05 ad6dik. A ¢'(z) fiiggvény nevezdje minden
x-re pozitiv, ugyanis egyrészt 22 + 64 > 0, mert az 6sszeg mindkét tagja
pozitiv, masrészt az 22 — 40z + 569 polinom diszkrimindnsa

D =40% —4-569 = 1.600 — 2.276 = —676 < 0

és a négyzetes tag egyiitthatdja pozitiv, igy az minden x valés szdm esetén
22 — 40z + 56 > 0. A ¢/(x) fiiggvény szdmlél6ja , lefelé nyil6” parabola,
amelynek ,,mdsodik” zérushelye 10, 05, igy ott a derivalt fiiggvény elGjele
pozitivbol negativba valt, tehat ott lokdlis maximum helye van ¢ (z)-nek. A
maximadlis intenzitas

©(10,05) ~ 51,48° + 37,43° = 88,91° ~ 1,51 rad.
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f) A fentiekben mar kiszamoltuk a [0; 20] intervallum kezdd- és végpontjdban
a fiiggvényértékeket, valamint ismerjiikk a maximum helyet és értéket. Ezek
alapjan felvdzolahatjuk a ¢ fliggvény grafikonjat:

1.6 maximum
1.4
1.2
1
0.8
0.6
0.4
0.2

0
8 6 4 -2 10 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

18.17. Feladat. % Legyen I egy rogzitett, nyilt intervallum! Bizonyitsuk be,
hogy ha f: I — R pdros fiiggvény és f'(0) 1étezik, akkor f'(0) = 0.
megoldas:
Definidljuk a
g9(x) = f(z) = f(0)
fiiggvényt! Ekkor g(0) = 0és ¢’(0) = f/(0). Azt is tudjuk tovdbbd, hogy g is
paros, mert f parossidga miatt
g9(=z) = f(=z) = f(0) = f(z) — f(0) = g().
Masrészt a g fliggvény bal oldali differenicalhdnyadosa az g = 0 helyen
9(x)

dony e 9(@) —g(0) _
g+(0)7x1—l>%l+ x—0 7ac1—1>%1+ PR

illetve a g fiiggvény jobb oldali differenicdlhdnyadosa az ¢y = 0 helyen

f o e 9(@)—g(0) o g(—x)
9- (0) o xlir(r]lf xz—0 o xlir(r)lJr —X -

9@) _ oy 9@

= lim
z—0+ —XT z—0+ T
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Mivel g differencidlhat6 az zo = 0 helyen, ezért ott a bal oldali és jobb oldali
derivaltja megegyezik, igy

g (0) =4 (0) = —a=a = 2a =0,
amibdl az kovetkezik, hogy a = 0, tehat f'(0) = 0, amivel igazoltuk az 4llitast.
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