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1. Bevezetés

Az értekezés cimében szereplé mindkét differencialgeometriai
struktira a Finsler-struktara altalanositasa. A Finsler-geomet-
ria alapeszméje mar Riemann hires habilitaciés eladésaban
megtalalhaté, amelyben olyan geometriai terek vizsgalatat ve-
tette fel, ahol ,a metrika az iranytol is fiigg”. Ezek rendszeres
tanulmanyozasat Paul Finsler kezdte el 1918-as disszertacioja-
ban [8], Riemann el6adasatél minden bizonnyal teljesen fligget-
lentiil és egészen méas motivacioval. A mi megkozelitésiinkben a
Finsler-sokasag az altalanositott metrikakkal ellatott sokasagok
specialis eseteként adodik, a részleteket az értekezés 5.1. szaka-
sza tartalmazza; lasd még a jelen tézisek 4. szakaszat.

A differencidlgeometria f6bb teriiletei egy differencialhato so-
kasagon megadott kiilonféle objektumok (struktirak) altal kiils-
nithetdk el egymastol. Két differencialhatod sokasag kozotti dif-
feomorfizmus teljesen ,Atviszi” a differencidlhaté struktirat az
elsér6l a masodikra. Igy, ha az elsé sokasagon megadunk bar-
milyen differenciadlgeometriai objektumot vagy struktirat, akkor
a diffeomorfizmus révén egyértelmiien megfeleltethetiink ennek
egy ugyanolyan fajta objektumot a masodik sokasdgon. Ha te-
hét meg van adva valamilyen strukturéval ellatott sokasag, ak-
kor értelmes az a kérdés, hogy a sokasdgnak egy onmagéra valo
diffeomorfizmusa énmagaba viszi-e at a strukturat vagy sem.
Ha igen, akkor (globdlis) szimmetridinak mondjuk. A differen-
cidlgeometria egy bizonyos agat tgy tekinthetjiik, mint az ilyen
szimmetriak invaridnsainak az elméletét. Ha a sokasag két nyilt
részhalmaza kozotti diffeomorfizmusrol van szod, akkor lokdlis
szimmetridrol beszéliink. Egy sokasdgon adott vektormezd fo-



lyama a vektormez&nek mint kozonséges elsérendi differencial-
egyenletnek az integralgorbéibsl all. (A preciz definiciot lasd az
értekezés 2.3. szakaszaban.) A folyam paraméterének rogzitett
értéke mellett két nyilt részsokasag kozti diffeomorfizmust ka-
punk. Ha ez lokalis szimmetria, akkor a vektormez&t geometriai
vektormezdnek vagy infinitezimdlis szimmetridnak nevezzik.

2. Jelolések

Az értekezésben egy n-dimenzios Gsszefiiggd M sokasagon dol-
gozunk. Ha TM C TM olyan nyilt részhalmaz, amelyre
T (f]\v/[) = M teljesiil, akkor a 7 érintényalab-projekcid TM-
ra valo lesziikitését m-vel jeloljik. A 7-nak a 7 altali visszahu-
zottja w*7. Ezen nyaldb metszeteinek a C'*° (m) -modulusat
(amelyeket m-menti vektormezdéknek is neveziink) X(m) jeloli. A
legfontosabb specialis eset: ™ = %M , vagyis az M sokasag
nemnulla érintévektorainak nyilt halmaza. A 7 projekcio JO“M -
re valo lesziikitését 7 jeloli. -
Rendelkezésiinkre all a kovetkezs rovid egzakt sor T'M f6l6tt:

0 — 7*TM - TTM 3 7*TM — 0.

Egy M-en adott sima f fliggvény vertikalis és teljes liftjét fv,
ill. f¢ jeloli. Egy M-en adott X vektormezd vertikalis liftje
X' = iX, teljes liftje pedig X¢. A 7*7 kanonikus metszetét, a
T M 1616tti Liouville-vektormezdt és a vertikdlis endomorfizmust



rendre a

0(v) := (v,v) (veﬁ), C:=i§ és J:=ioj

Osszefliggések definialjak. Ha f sima fiiggvény m—on, akkor
d" f-et a kovetkezo képlettel definialjuk:

(d*f) (X) = (1)() f (X c x(w)) .
Ehresmann-konnexion egy hasftott rovid egzakt sort értiink:
0= m*TM = TTM 2 7*TM = 0.
% H

A horizontdlis és vertikdlis projektor h := H o j, ill. v:=io V.
Az XM (TM) horizontdlis résznyaldb a H képtere.

A 7*7 nyalab menti kovaridns derivdlds olyan D : X (:Fz\? ) X
X(m) — X(m) leképezés, amely kielégiti a szokasos Koszul-axi-
omakat. Defleridja a 0 kovarians differencidlja, amelyet p-vel
jeloliink. A pv vertikélis deflexio, durvan szolva, a p-nek a
vertikalis résznyalabra valo lesziikitése. A D kovarians deriva-
last reguldrisnak mondjuk, ha p¥ a T'M minden pontjaban n
rangd. Egy Ehresmann-konnexiot D-hez csatoltnak neveziink,
ha X" (m) = Ker u. Egy Ehresmann-konnexioébol szarmazo
Berwald-féle kovarians derivalast V jeloli. Tetszoleges kovarians
derivalas horizontéalis és vegyes gorbiiletének a jele R, ill. P, mig

egy Berwald-féle derivalas gorbiileteié R és P.



Egy Y mmenti vektormezé6 X € X(M) szerinti Lie-
derivéltjat az LxY =i~! {Xc, if’} elsirassal adhatjuk meg. Egy

m-menti D kovarians derivilas X szerinti Lie-derivaltjat az
(£xD) (1,7) i= £xDy¥ = Die gV = DyLx¥

formula értelmezi.

Egy végesdimenzios valos V' vektortéren adott Finsler — Min-
kowski-normdn olyan ¢ : V' — R fiiggvényt értiink, amely eleget
tesz az aldbbi axiémaknak:

(1) ¢(v) >0, ha v # 0;
(2
(3
(

)
) ha A > 0, akkor ¢(A\v) = Ap(v) minden v € V esetén;

) ¢ sima V' \ {0} 6l6tt;

4) ha E := 1¢?, akkor a g, := E"(p) szimmetrikus bilineéris
forma minden p € V' \ {0} esetén nemelfajulo.

2.1. Allitas. Bdrmely Finsler - Minkowski-norma  metrikus
tenzora pozitiv definit, tehdt (V' \ {0}, g) Riemann-sokasdy.

3. Affin és projektiv vektormez&k

Minden Finsler-struktarabél kanonikus moédon szérmazik az
érintGsokasagon egy tn. masodrendi vektormezd, amelynek az
egylitthatoi masodfoku pozitiv homogén fiiggvények. Természe-
tes geometriai probléma az ilyen jellegi vektormezsk Finsler-
strukturatol fliggetlen 6nallo vizsgalata. Ezeket a vektormezd-
ket manapsag spraynek hivjak, magyarul a permet elnevezést



hasznaljuk. A permetet egyértelmiien meghatarozzak a para-
metrizalt integralgorbéi, ezért a permetgeometriat a klasszikus
irodalomban pdlyageometriaként emlitették.

A permetgeometria az 1930-as években élte els6 aranykorat.
Tobb kivaldé matematikus dolgozott ezen a teriileten, tobbek
kozott Ludwig Berwald, Elie Cartan, Jesse Douglas, T. Y. Tho-
mas és J. H. C. Whitehead. A 60-as években, viszonylagos el-
szigeteltségben, Rapcsdk Andras is jelentGs permetgeometriai
eredményeket ért el ([19], lasd még [26]). A permetgeometria
reneszansza a 70-es években kezd6dott, részben a Lagrange-
mechanika geometriai megalapozéasaval Osszefiiggésben [3, 4],
részben annak a felfedezésnek a révén, hogy a permet milyen
fontos szerepet jatszik a Finsler-geometriaban [7]. A Finsler-
geometria és kiilonb6zd altalanositasai adtak ismét 4j lendiiletet
ezeknek a vizsgalatoknak, f6leg Zhongmin Shen tevékenységének
koszonhetSen [22] és Grifone elméletének a tovabbfejlesztése ré-
vén [25, 26], de a kutatas egyéb iranyain keresztiil is [17, 21].

A permetgeometria ezen ujjasziiletése soran azonban egy
igen fontos kérdést eléggé elhanyagoltak: nem alapoztak meg
modern médon a permetsokasigok transzformécidinak elméle-
tét, foleg az infinitezimalis transzformaciokét; bar Juszef [33]
dolgozata és a [25, 26] dolgozatok hatéarozott lépéseket jelente-
nek a permetsokasagok projektiv elméletének a kidolgozasa felé.
Habér szamos szerzé foglalkozott mar Finsler-sokasagok projek-
tiv transzforméacioival [1, 13, 14, 29|, alig lelhets fel valami az
irodalomban a permetsokasagok infinitezimalis affin és projek-
tiv transzformacioirol, eltekintve Jano klasszikus [32] konyvétol,
amely viszont a mai olvasd szamara meglehetGsen nehéz. Az
értekezés 3. fejezetében szandékoztuk megtenni az elsG néhany



lépést ezen a fontos teriileten. Megjegyezziik, hogy nagyjabol
az értekezés megirasaval egyidében jutott a tudomésunkra két
fontosnak igérkez6 munka a projektiv konnexiokrol [5, 6].

A fentebb vazolt elméleti motivacioktol eltekintve a fizikai in-
terpretacio szempontjabol is érdekesnek tartjuk ezeket a problé-
makat. Mivel a permet az érintGsokasagon adott vektormez6, az
integralgbrbéi is az érintGsokasdgban futnak. Az alapsokasigra
valo vetiiletiiket a permet geodetikusainak hivjuk. Két permet-
sokasag kozti diffeomorfizmust affin leképezésnek mondunk, ha
a (parametrizalt) geodetikusokat geodetikusokba viszi. Altala-
nosabban, ha a geodetikusokat pregeodetikusokba viszi, akkor
projektiv leképezésrdl szolunk. Pregeodetikuson itt olyan gorbét
értlink, amely noévekvs (irdnyitastartd) paramétertranszforma-
cioval geodetikussa paraméterezhets at. Egy affin (projektiv)
vektormezd egy permetsokasagon olyan vektormezd, amelynek
a folyama lokalis affin (projektiv) transzforméciokbol all. Az
affin vektormezGk éppen a permetsokasiag geometriai vektorme-
z61 az 1. szakaszban leirt értelemben. A projektiv vektormezsk
akkor lesznek ugyanilyen értelemben geometriai vektormezdk,
ha bevezetjiik a permetek projektiv ekvivalenciajanak a fogal-
méat. Durvan szdlva, egy kozos alapsokasag f6lotti két permet
akkor projektiven ekvivalens, ha geodetikusaik névekvs paramé-
tertranszforméacio erejéig megegyeznek. (Ugyanezt fogalmaztuk
meg pontosan az értekezés 3.3.1. definiciojaban.) Ekkor egy
projektiv vektormez6 az adott permettel projektiven ekvivalens
Osszes permetbdl allo ekvivalenciaosztaly altal meghatéarozott
strukturanak infinitezimélis szimmetriaja lesz.

Az id6tol fiiggetlen klasszikus mechanikai rendszerek geo-
metriai interpretaciojaban az alapsokasag a konfiguracios tér. A



palyak paraméterének nagyon fontos fizikai jelentése van: az idé.
Az altalanos relativitaselméletben az alapsokasag a téridd, egy
négydimenzios Lorentz-sokasag. Itt az alapsokasag struktiraja
magaban hordozza az id6t, igy a tomegpontok palyaparaméteré-
nek nincs igazi fizikai jelentése. Ezért a klasszikus mechanikidban
az affin transzformaciok alkotjak a palyak fizikai interpretécio-
jat invariansan hagyo6 transzforméaciok csoportjat, az altalanos
relativitaselméletben pedig a projektiv transzformaciok.

3.1. Definicié. Egy olyan & : TM — TTM C'-osztdlyi vek-

tormezdt, amely sima TM-en, M f6létti permetnek nevezink,
ha JE =C, és[C.€] =& FEgyc: 1 CR — M sima gorbét £
geodetikusanak mondunk, ha ¢ = € o ¢.

Az ezen szakaszban Osszefoglalt eredmények targyalasaban
a & permetbdl a Crampin — Grifone-féle konstrukcioval szarmazo
Ehresmann-konnexiot hasznaljuk.

Az M sokasag két nyilt részhalmaza kozti diffeomorfizmust
lokdlis affin transzformdcid, ha érintéleképezése -t invariansan
hagyja. Ha X olyan vektormez6 M-en, amelynek a folyama
lokélis affin transzforméciokboél all, akkor X-et affin vektor-
mezdnek mondjuk. Az affin vektormezsket jellemzi az alabbi

3.2. Tétel. Legyen X wvektormezd M-en. A kévetkezd kijelen-
tések ekvivalensek:

(1) X affin vektormezd;
(2) [X< € =0;
(3) LxV =0;



(4) Lx-h=0;
(5) (V'V"X) (V.2) = -R(X,¥) Z+P (vX°¥) Z bar-
melyY,Z € X (?) esetén (altalanositott Killing-egyenlet).
A ¢ altal indukalt Jano-féle kovaridns derivdldst a kovetkezd
Osszefliggés értelmezi:
~ ~ 1 o ~
D, X =V, X +——t P(‘ ,X)~6.
n VX + nt1 re\Jn

Két permet, mint mondtuk, projektiven ekvivalens, ha geo-
detikusaik legfeljebb csak névekvs paramétertranszformacio ere-
jéig kiilonboznek egyméastol. Az M sokasig két nyilt részhal-
maza kozti diffeomorfizmus lokdlis projektiv transzformdcid, ha
érint6leképezése &-t vele projektiven ekvivalens permetbe viszi.
Ha X € X(M) folyama lokalis projektiv transzforméciokbol 4ll,
akkor X projektiv vektormezd. A projektiv vektormezsknek az
alabbi jellemzését adtuk:

3.3. Tétel. Ha X € X(M), akkor a kovetkezd kijelentések ek-
vivalensek:

(1) X projektiv vektormezd;

(2) létezik olyan folytonos F fiiggvény TM-en, amely sima
YO’M—en, és amelyre [X°,¢] = FC teljesiil;

(3) létezik olyan elséfoki pozitiv homogén sima F figguény

TM-en, hogy

(Exeh)(n) = 5 (o + (n)F - C), e %(Th);



(4) létezik olyan sima F fiigguény T M -en, hogy

(LxD) (nz) - —% ((Jn)F 7+ (1Z> F ~j77) .

4. Altalanositott metrikak

Finsler-sokasagon dolgozva, a Finsler-energia Hesse-formaja
szimmetrikus, nemelfajulé (0,2)-tipusa tenzor a T*T vissza-
htizott nyalabon. Ezt a tenzort altalaban a Finsler-sokasag
Finsler- (vagy Riemann - Finsler-)metrikajanak nevezik. Alta-
lanositott metrikan ennek a fogalomnak a kézenfekvd altalano-
sitasat fogjuk érteni: egy olyan szimmetrikus, nemelfajulé (0, 2)-
tipusa tenzort a 7*7 nyalabon, amely nem feltétleniil szarmazik
Finsler-strukttrabol. (Technikai okokbol nem tessziik fel, hogy
ez a metrikus tenzor az egész érintGsokaségon értelmezve van,
hanem csak azt, hogy valamely nyilt részhalmazan.)

Az ilyen jellegli metrikdk vizsgalata az 1950-es évekre nyulik
vissza. A debreceni iskola attér§ munkaval jarult hozza ehhez
az elmélethez [18], amellyel tovabbi vizsgalatokat is 0sztonzott
[30]. Késébb a roman differencidlgeometriai iskola ért el fontos
eredményeket az altalanositott metrikdkkal kapcsolatban [2, 16,
17]. A kozelmultban jelent meg egy részleges 1j osztéalyozasuk
[15]. Mar Moor Artur felhivta a figyelmet némely jellegzetes
tulajdonsagaikra, amelyekben eltérnek a Finsler-struktaraktol
[18]; példaul, hogy az autoparalell és az extremaélis gorbéik nem
feltétleniil esnek egybe, még a felhasznalt kovarians derivalas
természetes megvalasztisa mellett sem.



Ezek a metrikdk fizikai szempontbdl is érdekesek lehetnek,
hiszen, mint azt Horvath Janos és Moor Artar észrevette [11],
természetes geometriai leirasat adjak az tugynevezett bilokalis
térelméleteknek, amelyeket Jukava vezetett be az 1940-es évek-
ben. Jukava f6 célja a tomegkvantalas megmagyarazasa és a
kvantumtérelméletben felléps bizonyos fajta divergenciak kikii-
szObdlése volt. A bilokalis térelméletek altalanositasaiként ki-
fejlesztett multilokalis térelméleteknek egy attekintését lasd a
[20] dolgozatban. Az értekezésben az altalanositott metrikak-
nak csak a geometriai vonatkozésaira szoritkozunk.

Legyen tehat g szimmetrikus nemelfajulo (0,2)-tipust tenzor
a m*7 nyalabon. Ekkor g-t (dltaldnositott) metrikdnak nevezzik.
A nemelfajultsiagot felhasznalva, egy g altalanositott metrika C
elsé Cartan-tenzordt és C, leszdllitott elsé Cartan-tenzordt az
alabbi Osszefiiggésekkel értelmezziik:

o (e(X.7).2) ¢, (X.7.7) = (Vi) (7.2).

A m-menti V¥, : Xy (X',&) 1-format a g metrika Lagrange-
1-formdjdnak nevezziik. A metrikdhoz tartoz6 abszolit energia
az E := $9(d,6) fiiggvény.

A m-menti ¢ metrikdt wvaridcidsnak mondjuk, ha C
els6 Cartan-tenzora szimmetrikus; gyengén wvaridcidsnak, ha

C, (f(,f/,&) =C, (Y,X,&) minden X,Y € X(n) esetén; nor-
mdlisnak, ha C (f(, 5) = 0 minden X € X(7) esetén; és gyengén
normdlisnak, ha C, (X,(S, 5) = 0 minden X € X(m) esetén. A
metrika Miron-reguldris [16], haaz A : X +— X+C (X', 6) tenzor
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TM minden pontjaban maximaélis rangi. Ha v := V*VVE szin-
tén nemelfajulo, akkor g-t energiareguldrisnak nevezzik. Egy
energiaregularis és homogén (Vig = 0) metrikat Modr - Van-
stone-metrikaként is emlitiink.

A kovetkezs észrevételek lényeges szerepet jatszanak meg-
gondolasainkban (bizonyitasuk a [15] dolgozatban talalhato).
Ha m minden p € M esetén egyszeresen Osszefiiggd, ak-
kor g varidciéssadga ekvivalens egy olyan L sima fliggvény 1é-
tezésével T'M-on, amelynek a Hesse-formaja g, pontosabban:
g = V'VVL. Ebben az esetben L-et Lagrange-fiiggvénynek ne-
vezziik. Ha ﬁ]\? egyszeresen Osszefiiggd minden p € M esetén,
akkor g gyengén varidciés volta ekvivalens egy olyan L sima
fiiggvény létezésével TM-on, amelyre ¥, = d"L teljesiil. Ha
TM = %M , g pedig gyengén normalis és Miron-regularis, akkor
E (esetleg indefinit) Finsler-energia (a szokasos értelemben), to-
vabba ¥, = d”E. Végiil, ha TM = TM, és g normélis, akkor
maga a ¢ Finsler-metrika.

5. Természetes metrikus kovarians de-
rivalasok

1987-ben Macumoto Makoto a kovetkezSket irta: A szerzé
nagyszami tapasztalata sordan arra a meggydzédésre jutott,
hogy a Finsler-terek minden elméletében van egy legjobb Finsler-
konnexi6.” Az értekezésben megprobaltuk Macumotonak ezt az
elvét az altaldnositott metrikdk meglehet&sen kiilonds vilagara
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alkalmazni, és megvizsgaltuk, hogy az altalanositott metrikak
kiilonféle specialis osztalyainal van-e ,legjobb”, vagy legalabbis
»jO0” metrikus derivalas.

Azt mondjuk, hogy egy metrikus derivélas ,,jo”, ha van olyan
hozza csatolt Ehresmann-konnexid, amelyet maga a metrika ha-
taroz meg. Mooér—Vanstone-metrika esetén rendelkezésiinkre
all egy természetes Ehresmann-konnexi6: az E Finsler-energia
altal meghatarozott Hp Barthel-konnexi6. Maésrészt, ha adva

[e]
van T'M-en egy Ehresmann-konnexi6, akkor egyértelmtien l1éte-

zik olyan metrikus kovaridns derivalas a *r nyaldbon, amelynek
a vertikalis torzidja elttinik, horizontalis torzidja pedig megegye-
zik az adott Ehresmann-konnexié torzijaval. A Hp-bdl szar-
maz6 metrikus derivilas azonban ,nem jo” a fenti értelemben.
Tehat H g-nél alkalmasabb Ehresmann-konnexiot kell talalnunk,
hogy j6 metrikus derivaltat kapjunk.

5.1. Tétel. Legyen g gyengén normdlis Moor— Vanstone-met-
rika, £ az E Finsler-energidhoz tartozo permet, Hg a Barthel-

E
konnexio é€s V a Hg-bdl szdirmazd Berwald-féle derivdlds. Le-
gyen P € T1 (70') tetszdleges tenzor. Tekintsik a H := Hg —io P

Ehresmann-konneziot TM-en €és azt az egyértelmiien létezd D

kovaridns derivdldst 7 mentén, amelynek a vertikdlis torzidja el-
tinik, és a horizontdlis torzidja megegyezik H torzidjdval. A H
horizonzdlis leképezés akkor és csak akkor elégiti ki az

() HO=¢,

(I1) H konzervativ E-re nézve (Z{h (ZO“M) C Ker dE),
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(III) H csatolva van D-hez

feltételeket, ha P,, P, € T1 (?’) tenzorok, hogy

PR _%(i}ﬁg)“ +PX+PX (X ex().

ahol Py, P, € T} (;) olyan tenzorok, hogy Ps dénadjungdlt (g-
re nézve) és nulladfokid homogén, P, ferdeszimmetrikus (g-re
nézve), és mind Ps, mind P, képhalmaza benne van a ¢ kano-
nikus metszet g-re vonatkozo ortogondlis komplementerében.

5.2. Tétel. Legyen g pozitiv definit és gyengén normdlis met-
rika 7 mentén. Tegyiik fel, hogy az A : X — X +C (X,é)

tenzor rendelkezik a kovetkezd tulajdonsdggal: régzitett v e TM
esetén az A, onadjungdlt linedris transzformdcionak nincse-
nek olyan A\, \; € R (nem feltétlendl kilonbozd) sajdtérté-
kei, hogy Ai + X; = 0. Akkor egyértelmien létezik olyan

D : %(IO“M) x X(1) — X(7) kovaridns derivdlds és olyan H
Ehresmann-konnexio IO“M -en, hogy

(1) D metrikus,

(2) D wvertikdlis torzidja eltinik,
(3) D-nek H-ra vonatkozé horizontdlis torzidja eltinik,
(4)

4) D deflexidgjdnak a magtere tartalmazza a horizontdlis rész-

nyaldbot.
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Specidlisan, ha D requldris, akkor H csatolva van hozzd.

Abban az esetben, amikor g Finsler-metrika, ez a tétel elve-

zet a Cartan-derivalas egy axiomatikus jellemzéséhez:
5.3. Allitas. Ha H  Ehresmann-konnexié  eqy  Finsler-
sokasdgon, és D : %(%M) X X(;) — %(?) olyan kovaridns
derivdlds, amelyre az aldbbiak teljesiilnek:

(1) D metrikus,

(2) a vertikdlis torzidja eltinik,

(3) a H-ra vonatkozd horizontdlis torzidja eltinik,

(4) H csatolva van hozzd;

akkor D megegyezik a Cartan-féle kovaridns derivdldssal, H pe-
dig a Finsler-sokasdg Barthel-konnexidja.

6. Killing-vektormez&k

Egy altalanositott metrikaval ellatott sokaség geometriai vektor-
mez3i vagy infinitezimélis szimmetriai az ugynevezett Killing-
vektormezdk. Az altalanos relativitaselméletben ezek fejezik ki
a térid§ infinitezimélis szimmetriait, ezért fontos probléma az
altalanositott metrikdk kiilonféle osztalyai esetén is a Killing-
vektormezdk meghatarozasa.

Legyen g altalanositott metrika m mentén. Az M két nyilt
részhalmaza kozti diffeomorfizmust lokdlis izometridnak nevez-
ziik, ha érint6leképezése g-t invariansan hagyja. Egy X € X(M)
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vektormez6t infinitezimdlis izometridnak mondunk, ha folyama
lokalis izometriakbol all. Egy X € X(M) vektormezs Killing-
vektormezd, ha Lxg = 0.

6.1. Allitas. Egy X € X(M) vektormezd akkor és csak akkor
infinitezimdlis izometridja g-nek, ha Killing-vektormezd.

A Riemann-geometridban egy Killing-mez6 kovarians diffe-
rencialja ferdeszimmetrikus. Ez az eredmény a kévetkezSképpen
altalanosithato:

6.2. Allitas. Tegyiik fel, hogy adva van TM-on eqy torziomen-
tes Ehresmann-konnexio, D pedig az az egyértelmiien létezd met-
rikus kovaridns derivdlds, amelynek a vertikdlis és a horizontdlis
torzidja eltinik. Legyen X Killing-vektormezd M-en. Akkor

barmely Y, Z € X(m) esetén.

*
Tetsz6leges g metrika esetén bevezetjiik a C (1,1)-tipusi ten-

* ~ ~
zort m mentén a C : X — C (X, 5) el6irassal.

6.3. Tétel. Tegyik fel, hogy 1/}_,7\/4 minden p € M esetén dssze-
fiiggd. Legyen g gyengén varidcios Miron-requldris metrika TM-
on, amelynél ¥y = d°L. Az M sokasdg egy X vektormezdje ak-
kor és csak akkor Killing-vektormezdje g-nek, ha az XL fiigg-

vény vertikdlis lift, és LxC = 0.
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A g metrika nem hatéarozza meg egyértelmiien L-et, hiszen L-
hez hozzaadhatunk egy vertikalis liftet, anélkiil hogy d*L meg-
valtozna. Fennall azonban az aldbbi

6.4. Kovetkezmény. Viltozatlan feltételek mellett, ha g rd-
addsul az egész T M -en értelmezve van, és X Killing-vektormezd
M-en, akkor L megudlaszthato gy, hogy XL = O teljestiljon.

6.5. Tétel. Legyen g az egész TM-en definidlt varidcios met-
rika. Az M eqy X vektormezdje akkor és csak akkor Killing-
vektormezd, ha létezik olyan L Lagrange-fligguény g szamdra,
amelyre X°L = 0 teljestil.

6.6. Kovetkezmény. Amennyiben (M, g) Finsler-sokasdg, gy
az M-en adott X vektormezd akkor és csak akkor Killing-vek-
tormezdje g-nek, ha X°E = 0.

Euklideszi térben a transzlaciokat az kiilonbozteti meg a
tobbi izometriatol, hogy orbitjaik egyenesek. Ezt hasznaljuk fel
a transzlacio fogalméanak az altalanositasara: ha g gyengén nor-
maélis és Miron-regularis, akkor g-nek egy X Killing-vektormezo-
jét transzldcionak nevezziik, ha minden integralgorbéje egytuttal
geodetikusa az (M, F) Finsler-sokaségnak.

6.7. Allitas. Ha X € X(M) Killing-vektormezd, és c: I — M
geodetikusa E-nek, akkor at € I — gqu)(X(c(t)),¢(t)) figguény

konstans.

A kovetkezd allitasban a transzlaciokat jellemezziik:
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6.8. Allitas. Amennyiben X a g metrika Killing-vektormezdje,
igy X akkor és csak akkor transzldcid, ha a p € M — E(Xp)
fiigguény konstans.

A metrikak egy széles osztalyanak egyaltalan nincs triviélis-
t6l kiilénb6z6 transzlacioja. A Riemann-struktirdk koziil ilyen
példaul a hiperbolikus sik. A Poincaré-féle fels6félsik-modellben
a Killing-mez&k a kovetkezd alaktuak:

X = [a((u")? = (u?)?) + Bu' +7] % + (2au' + ) uz%
valamely «a, 3,7 € R szamokkal. A fels§ félsik megegyezik a
pozitiv képzetes részi komplex szamok halmazéaval. Tegyiik fel,

hogy a # 0, és vezessiik be a k := /|32/4 — ay| jelolést. Ekkor
X integralgorbéit a kiovetkezs alaku gorbék szolgaltatjak:

kcchkt —shkt 32
=z w2 ha = — .
2(t) acshkt —chkt 2a’ RV >0,
_E ccoskt +sinkt [ 32

z(t) =

ceosrt SRt P ha 2 — 0:
acsinkt —coskt  2a’ 7y @y <

1 & 32

£ = — _ 2 ha 2 — av = 0
2(?) at+c 20’ dy Y 0;

ahol ¢ € C, és Ime > 0. Ezek a gérbék nem geodetikusok. Ez
nem is meglepd, hiszen ha a hiperbolikus siknak volna trivialist6l
kiilonbo6z§ transzlacidja, akkor konstruédlni tudnank rajta egy
olyan geodetikus négyszoget, amelynek a bels§ szogdsszege 2,
ami ellentmondana a Gauss—Bonnet-tételnek (lasd az 1. abrat).
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1. abra. A hiperbolikus sikon nincsenek transzlaciok

Legyen (M, «) Riemann-sokasag, és (§ olyan 1-forma M-en,
hogy a vele metrikusan ekvivalens 3¢ vektormezdre Hﬁﬁ H < 1 tel-
jesiil. Ekkor — jol ismert médon — az a Riemann-metrika &ltal
szarmaztatott F, Finsler-féle alapfiiggvény (-val valo ,pertur-
balasaval” egy valodi F' Finsler-struktiarat kapunk, és ilyenkor
(M, F)-et Randers-sokasdgnak nevezziik.

Macumoto [12] dolgozataban bebizonyitotta, hogy 3* akkor
és csak akkor Killing-mez§je a Randers-sokasagnak, ha Killing-
mezGje az eredeti (M, o) Riemann-sokasagnak is. Az értekezés-
ben 1j bizonyitast adtunk ezen feltétel elegendd voltara:

6.9. Allitas. Legyen (M, a) Riemann-sokasdg és X az (M, a)-
nak olyan Killing-vektormezdje, amelyre || X|| < 1 teljesil. Le-
gyen tovdbbd (3 := X°. Ekkor X az (M,a) B-val valé perturbd-
lasdval keletkezd Randers-sokasdgnak is Killing-vektormezdje.
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P+ o)

2. abra. Funk-metrika az € egységgdmbon

Tegyiik fel, hogy ¢ : R® — R Finsler - Minkowski-norma,
és tekintsiik az Q := ¢~ 1[0, 1] egységgdmbdt. Jeldlje pry és
pry a T2 természetes projekciojat Q-ra, ill. R"-re. Az ) f6lott
egyértelmiien meghatiroz egy F Finsler-féle alapfiiggvényt az
alabbi Osszefliggés:

po (pr1 —&—%) =1 %Q folott.

Az F altal meghatarozott Finsler-struktirat hagyomanyosan az
Q-n adott Funk-metrikdnak nevezziik (2. abra). A kovetkezs
allitas ennek a Killing-vektormezéit jellemzi.

6.10. Allitas. Egy Q-n adott X vektormezd akkor és csak akkor
Killing-vektormezd, ha minden olyan p €  pont és v € R”
vektor esetén, amelyekre p+v € 0N teljesil, az X (p) + D, X (p)
vektor pdrhuzamos 0Q-nak a p+ v pontbeli érintd-hipersikjdval.
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1 Introduction

The two kinds of differential geometric structures in the title of
the thesis are both generalizations of Finsler structures. The ba-
sic idea of Finsler geometry may be found already in Riemann’s
famous Habilitationsvortrag, where he suggested the study of
geometric spaces where ‘the metric depends also on the direc-
tion’. It was Paul Finsler who started the systematic study
of these spaces in 1918 in his dissertation [8], most probably
independently of Riemann’s talk and motivated by completely
different ideas. In our approach, a Finsler manifold will be a
special case of a manifold endowed with a generalized metric.
The details are described in section 5.1 of the thesis; see also
section 4 of the present comprised thesis.

The main domains of differential geometry can be character-
ized by certain objects specified on a differentiable manifold. A
diffeomorphism between two differentiable manifolds completely
‘carries’ the differentiable structure from the first one to the
second. Therefore, given any differential geometric object or
structure on the first manifold, we may construct a correspond-
ing object of the same type on the second one with the help of
the diffeomorphism. Hence, given a manifold endowed with a
structure, it is a meaningful question to ask whether a diffeo-
morphism of our manifold onto itself preserves the structure or
not. If it does, it is said to be a (global) symmetry. A certain
branch of differential geometry may be regarded as the theory
of the invariants of these symmetries. In the case of a diffeo-
morphism between two open subsets of the manifold we speak
of a local symmetry. The flow of a vector field on a manifold
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consists of the integral curves of the vector field as a first order
ordinary differential equation. (We presented a precise defini-
tion of flows in section 2.3. of the thesis.) With a fixed value
of the parameter, a flow yields a diffeomorphism between two
open submanifolds. If it is a local symmetry, the vector field is
a geometric vector field or an infinitesimal symmetry.

2 Notations

In the thesis we work on an n-dimensional connected manifold
M. If TM C TM is an open set such that T(TM) = M,

then the restriction of the tangent bundle projection 7 to T™
is denoted by w. The pull-back bundle of 7 by 7 is 7*7. The
Ok (TM ) -module of its sections (also called wvector fields along
m) is denoted by X(mw). The most important special case is

T™M = TM , the open subset of non-zero tangent vectors to
the manifold M. The restriction of 7 to TM is 7. -
We have the following short exact sequenc on T'M:
0 - TM 5 TTM & x*TM — 0.

The vertical and the complete lift of a smooth function f on M
are denoted by f¥ and f€, respectively. The vertical lift of a
vector field X on M is XV = iX, and its complete lift is Xe.
The canonical section of w*1, the Liouville vector field on T M
and the vertical endomorphism are given by

I(v) :== (v,v) (vem), C:=i§ and J:=ioj,

21



respectively. If f is a smooth function on m, d’ f is defined
by the formula

(d” f) (X) = (lx) f (X e %(77)) .

By an Ehresmann connection we mean a split short exact
sequence:

0= m"TM = TTM = 7*TM = 0.
% H

The horizontal and vertical projectors: h := Hojand v :=1—h.
A covariant derivative operator in w*r is a map D
X (TM ) x X(m) — X(m) satisfying Koszul’s familiar axioms.
Tts deflection p is the covariant differential of §. The vertical
deflection pV is, roughly speaking, the restriction of p to the
vertical subbundle. The covariant derivative D is said to be
reqular if ;¥ has rank n at every point of TM. We say that an
Ehresmann connection is attached to D if X" (TM ) = Ker p.
We denote by V Berwald’s covariant derivative arising from
an Ehresmann connection. The horizontal and mixed curvatures
of an arbitrary covariant derivative are R and P, respectively,

whereas those of Berwald’s derivative are R and P.

The Lie derivative of a vector field Y along m with respect
to X € X(M) may be given by Lx¥ =i~! [XC,iff].

A Finsler — Minkowski norm on a finite-dimensional real vec-

tor space V is a function ¢ : V' — R that satisfies the following
axioms:
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1) ¢(v) > 0if v # 05

(1)
(2) if A > 0, then p(Av) = Ap(v) for all v € V;
(3) ¢ is smooth over V' \ {0};

(4)

4) if E := 142, then for all p € V'\ {0} the symmetric bilinear
form g, := E”(p) is non-degenerate.

Proposition 2.1 The metric tensor g is positive definite, thus
(V'\ {0}, 9) is a Riemannian manifold.

3 Affine and projective vector fields

In the case of a Finsler manifold there is a natural second-order
vector field on the tangent manifold whose coefficients are pos-
itively homogeneous functions of degree 2. It is a natural geo-
metric problem to study vector fields of this type independently
of Finsler structures. These vector fields are nowadays called
sprays. A spray is uniquely determined by its parametrized
integral curves, therefore the geometry of sprays is called the
geometry of paths in classical literature.

Spray geometry had its first golden age in the 1930’s. Sev-
eral outstanding mathematicians worked in this field, e.g.,
L. Berwald, E. Cartan, J. Douglas, T. Y. Thomas and
J. H. C. Whitehead, among many others. In the 1960’s, in
relative isolation, A. Rapcsak also obtained important results
in spray geometry ([19], see also [26]). Its renaissance began in
the 1970’s, partly by the geometric foundation of Lagrangian
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mechanics [3, 4] and partly by the discovery of the fundamental
role of sprays in Finsler geometry [7, 9, 10]. Finsler geometry
and its generalizations gave a new impulse to these studies in
the late 1990’s, mainly due to the activity of Zhongmin Shen
[22] and the development of Grifone’s theory [25, 26], but also
through other lines of research [17, 21].

In this renaissance of spray theory, however, an important
field has been rather neglected: the modern foundation of the
theory of transformations of spray manifolds, mainly the in-
finitesimal ones, although Youssef’s paper [33] and the above
mentioned papers [25, 26| represent a definite progress towards
the projective theory of spray manifolds. In spite of the fact
that several authors have dealt with projective transformations
of Finsler manifolds [1, 13, 14, 29], there is hardly any literature
available about infinitesimal affine and projective transforma-
tions of spray manifolds, save Yano’s classical book [32], which
is, however, rather laborious to read for the present-day reader.
Chapter 3 of the thesis is intended to take the first few steps to
cover this important field. We note that two important works
on projective connections [5, 6] became available roughly simul-
taneously with the writing of the thesis.

Apart from the general theoretical motivations outlined
above, we find these problems interesting also from the point
of view of physical interpretation. Since a spray is a vector
field on the tangent manifold, its integral curves run in the tan-
gent manifold. Their projections onto the base manifold are
called the geodesics of the spray. A diffeomorphism between
two spray manifolds is said to be an affine map if it takes
(parametrized) geodesic curves to geodesic curves. More gen-
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erally, if it takes geodesics to pregeodesics, then it is called a
projective map. Here, by a pregeodesic we mean a curve which
can be reparametrized to be a geodesic by a strictly increasing
parameter transformation. An affine (projective) vector field on
a spray manifold is a vector field whose flow consists of local
affine (projective) transformations. Affine vector fields are geo-
metric vector fields of spray manifolds in the sense described in
section 1. Projective vector fields become geometric vector fields
in the same sense if we introduce the notion of projective equiv-
alence of sprays. Roughly speaking, two sprays over the same
base manifold are projectively equivalent if their geodesics are
the same up to a strictly increasing parameter transformations.
(The same idea is formulated in 3.3.1 of the thesis in a precise
manner.) Then a projective vector field becomes an infinitesi-
mal symmetry of the structure determined by the equivalence
class of all sprays projectively equivalent to the given one.

In the geometric interpretation of time-independent classi-
cal mechanical systems the base manifold is the configuration
space, which is the space of all possible positions of the ob-
jects in the mechanical system. The parameter of the paths
has a very important physical meaning, namely, the time. In
general relativity, the base manifold is the space-time, which
is a 4-dimensional Lorentz manifold. Here, time is included in
the structure of the base manifold, hence the parameter of the
paths of point particles has no real physical relevance. There-
fore, the group of transformations leaving the physical inter-
pretation of paths invariant in classical mechanics is the group
of affine transformations, whereas in general relativity it is the
group of projective transformations.
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Definition 3.1 A vector field & : TM — TTM onTM of class

C', smooth on TM is said to be a spray over M if J¢ = C
and & is positively homogeneous of degree 2, i.e., [C,&] =€&. A
smooth curve ¢ : I CR — M is called a geodesic of € if ¢ = £o¢.

The Ehresmann connection obtained from the spray £ ac-
cording to Crampin and Grifone’s construction is used in the
results summarized in this section.

A diffeomorphism between two open subsets of M is said
to be a local affine transformation if its tangent map leaves £
invariant. If X is a vector field on M whose flow consists of local
affine transformations, then X is called an affine vector field for
£. The affine vector fields are characterized by the following

Theorem 3.2 Let X be a vector field on M. The following
statements are equivalent:

(1) X is an affine vector field;

(2) [X< € =0;
(3) LxV = 0;
(4) £Xch = 0,’

(5) (vhvhf() (Y

,z) - _R (Xy) 74P (vxc,ff) 7 for
any Y,Z € .’{(70')

(generalized Killing equation).
Yano’s covariant derivative D induced by £ in 7*7 is defined

by the formula

o

L T trP (jn,X) - 0.

D, X =V, X + -
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As we have already said, to sprays are projectively equivalent
if their geodesics differ only in an increasing parameter trans-
formation. A diffeomorphism between two open subsets of the
manifold M is a local projective transformation if its tangent
map takes £ to a spray projectively equivalent to it. If the flow
of X € X(M) consists of local projective transformations, then
X is a projective vector field. We have characterized projective
vector fields as follows:

Theorem 3.3 If X € X(M), the following statements are
equivalent:

(1) X is a projective vector field;

(2) there is a continuous function F on TM, smooth on TM,
such that [X°,&] = FC;

o
(3) there is a smooth function F on TM, positively homoge-
neous of degree 1, such that

(Lxch)(n) = %(FJU—F (Jn)F-C), ne %(%M),

(4) there is a smooth function F on TM such that
= 1 5 (5 .
(LxD) (777Z) =—3 ((Jn)F -Z+ (12) F ~J77) .
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4 Generalized metrics

Working on a Finsler manifold, the Hessian of the Finsler energy
is a symmetric, non-degenerate (0,2) tensor in 7*7. This tensor
is usually known as the Finsler (or Riemann — Finsler) metric of
the Finsler manifold. By a generalized metric we shall mean a
straightforward generalization of this notion: a symmetric non-
degenerate (0,2) tensor in 7*7 which does not necessarily arise
from a Finsler structure. (For technical reasons, we shall not
assume that this metric tensor is defined on the whole tangent
manifold, but only on some open subset of it.)

The study of metrics of this type dates back to the 1950’s.
The Debrecen school contributed to this theory with a pioneer-
ing work [18], which inspired further studies [30]. Later, the
Romanian differential geometric school achieved important re-
sults on generalized metrics [2, 16, 17]. A new partial classifi-
cation for them has been published recently [15]. Some of their
characteristic properties in which they differ from Finsler struc-
tures were already pointed out in [18], e.g., the fact that their
autoparallel and extremal curves do not necessarily coincide,
even with a natural choice of a covariant derivative. These met-
rics may be interesting not only from a geometrical, but also
from a physical viewpoint, since, as noticed by J. I. Horvath
and A. Moor [11], they furnish a natural geometric description
of the so-called bilocal field theories introduced by Yukawa in
the 1940’s. Yukawa’s main goal was to explain mass quantiza-
tion and to eliminate certain types of divergences in quantum
field theory. For a review on multi-local field theories, which
were developed as generalizations of bilocal field theories, we
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refer to [20]. In this thesis, however, we restrict ourselves to the
geometric aspects of generalized metrics.

Thus, let g be a symmetric and non-degenerate tensor of type
(0,2) in the bundle 7*7. Then g is said to be a (generalized)
metric. Using non-degeneracy, the first Cartan tensor C and
the lowered first Cartan tensor C, of a generalized metric g are
defined by the following formulae:

g(c(X7).2)=c (X.7.2) = (Vi) (V.2).

The one-form 9, : Xi>yg (X', 5) along 7 is called the Lagrange

one-form associated to g. The absolute energy of g is E :=

39(0,0).
A metric g along 7 is said to be variational if its first Car-

tan tensor C is symmetric, weakly variational if C, (X', 17,5) =
Gy (}77)275) for every X,Y € X(m), normal if C (X',&) =0
for every X e X(7), and weakly normal if C, (X,(S, 6) = 0 for
every X € X(m). The metric is Miron regular [16] if the tensor
A: X — X+C (f(, 5) has maximal rank at every point of TM.

If v := VYV"E is also non-degenerate, g is called energy-regular.
An energy-regular and homogeneous (Vig = 0) metric is also
mentioned as a Modr — Vanstone metric.

The following observations play an important role in our
investigations (their proof may be found in [15]). If T;]\/J is
simply connected for every p € M, then g is variational if and
only if there is a smooth function L on T'M whose Hessian is g,
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more precisely, g = VYVV L. In this case, we call L a Lagrangian.
If T, M is simply connected for every p € M, then g is weakly
variational if and only if there is a smooth function L on T M

such that ¥, = d"L. If T™ = TM, and g is weakly normal and
Miron regular, then E is a possibly indefinite Finsler energy (in
the usual sense). Furthermore, ¥, = d"E. Finally, if TM =

o
TM, and g is normal, then g is itself a Finsler metric.

5 Natural metric covariant derivatives

In 1987, Makoto Matsumoto wrote the following: ‘Through the
author’s several experiences the author became convinced that
there should exist the best Finsler connection for every theory
of Finsler spaces.” In the thesis we tried to extend Matsumoto’s
principle to the quite strange world of generalized metrics, and
to study the following heuristically formulated problem: find
the ‘best’ or, at least, a ‘good’ metric derivative for the different
special classes of generalized metrics.

We say, informally, that a metric derivative is ‘good’ if there
is an Ehresmann connection attached to it determined by the
metric alone. In the case of a Moor — Vanstone metric, we have
a natural Ehresmann connection: the Barthel connection Hg
determined by the (Finslerian) absolute energy. On the other

[e]
hand, given an Ehresmann connection on 7'M, there is a unique

. . . . . o . .
metric covariant derivative in 7*7 whose vertical torsion van-
ishes and whose horizontal torsion coincides with the torsion of
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the given Ehresmann connection. However, the metric deriva-
tive arising from Hpg is not ‘good’ in the sense above. Thus, to
obtain a ‘good’ metric derivative, we have to look for a more
suitable Ehresmann connection than Hg.

Theorem 5.1 Let g be a weakly normal Moor— Vanstone met-
ric on TM, £ the canonical spray belonging to the Finsler en-

E
ergy E, Hg the Barthel connection, and V Berwald’s derivative
arising from Hg. Let P € T} (?) be an arbitrary tensor. Con-

o
stder the Ehresmann connection H := Hg —io P on TM and
the unique metric covariant derivative D along 7 whose vertical
torsion vanishes, and whose horizontal torsion coincides with
the torsion of H. The horizontal map H satisfies the conditions

(i) Ho =¢&,

(ii) H is conservative with respect to E,
(iii) H s attached to D
if and only if

~ 1 E i ~ ~ ~ o
PX = —E(i}gv5g) +PX+PX (X c x(r)) ,

where Py, P, € T} (70') are tensors such that Py is self-adjoint
(with respect to g) and homogeneous of degree 0, P, is skew-
symmetric (with respect to g), and the image of both Ps and
P, is contained in the orthogonal complement of the canonical
section 6.
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Theorem 5.2 Let g be a positive definite weakly normal metric
along 7. Suppose that the tensor A: X — X +C (X', 6) has the

following property: for a fized v € TM, the self-adjoint linear
transformation A, has no (not necessarily different) eigenval-
ues A, A; € R such that A\ + A; = 0. Then there is a unique

covariant derivative operator D : X(TM) x X(7) — X(7) and

[e]
a unique Ehresmann connection H on TM such that

(1) D is metric,

(2) its vertical torsion vanishes,

(3) its horizontal torsion with respect to H vanishes,

(4) the horizontal subbundle is contained in the kernel of the

deflection of D.
In particular, if D is reqular, then H is attached to it.

In the special case of a Finsler manifold, this theorem gives
an axiomatic characterization of Cartan’s covariant derivative:

Proposition 5.3 If H is an FEhresmann connection on a
Finsler manifold and D : }C(TM) X Z{(?’) — .’{(70') 18 a covariant
deriwative such that

(1) D is metric,

(2) its vertical torsion vanishes,
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(3) its horizontal torsion with respect to H vanishes,
(4) H is attached to it,

then D is Cartan’s covariant derivative, and H is the Barthel
connection of the Finsler manifold.

6 Killing vector fields

The geometric vector fields or infinitesimal symmetries of a man-
ifold endowed with a generalized metric are the so-called Killing
vector fields. In general relativity, they express the infinitesimal
symmetries of space-time. Therefore, it is an important prob-
lem to determine the Killing vector fields of different classes of
generalized metrics.

Let g be a generalized metric along 7. A diffeomorphism
between two open subsets of M is a local isometry of g if its
tangent map leaves g invariant. A vector field X € X(M) is
said to be an infinitesimal isometry of g if its flow consists of
local isometries. A vector field X € X(M) is a Killing vector
field if Lxg=0.

Proposition 6.1 Let X € X(M) be a vector field. Then X is
an infinitesimal isometry of g if and only if it is a Killing vector
field.

In Riemannian geometry, the covariant differential of a

Killing field is skew-symmetric. This result is generalized as
follows:
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Proposition 6.2 Suppose that an Ehresmann connection is
specified on TM whose torsion vanishes, and D is the unique
metric covariant derivative operator whose vertical and horizon-
tal torsions vanish. Let X be a Killing vector field on M. Then

g (DH};X, Z) +g (f/, DHZX) tg (c (VXC,Y/) Z) )
for any Y, Z € X(n).

*
For any metric g, we introduce the (1,1) tensor C along 7 by

* ~ ~
the prescription C : X — C (X, 6), where C is the first Cartan
tensor of the metric.

Theorem 6.3 Suppose that 7/}_,\]/\4 is connected for all p € M.

Let g be a weakly variatonal and Miron reqular metric on T'M
with ¥y = d"L. A wvector field X on M is a Killing vector
field for g if and only if the function XL is a vertical lift and

LxC=0.

The metric g does not determine L uniquely, since a vertical
lift can be added to L without changing d L. Moreover, we have

Corollary 6.4 With conditions similar to those in the theorem,
if g is defined on the whole TM, and X is a Killing vector field
on M, L can be chosen such that XL = 0.

Theorem 6.5 Let g be a wvariational metric defined on the
whole TM. A wvector field X on M is a Killing vector field
if and only if there is a Lagrangian L for g such that X°L = 0.
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Corollary 6.6 If (M,g) is a Finsler manifold, then a vector
field X on M is a Killing vector field of g if and only if X°E = 0.

In a Euclidean space, translations are distinguished from
other types of isometries by the property that their orbits are
straight lines. This property is used to generalize the notion of
translations to more general classes of metrics: if g is weakly
normal and Miron regular, then a Killing vector field X of g is
called a translation if every integral curve of X is a geodesic of
the Finsler manifold (M, E).

Proposition 6.7 If X € X(M) is a Killing vector field, and
c: I — M is a geodesic of E, then the function

t €I gey(X(c(t)),c(t))
1s constant.

The next proposition gives a characterization of translations.

Proposition 6.8 Let X be a Killing vector field of g. Then X
is a translation if and only if the function p € M — E(X,) is
constant.

There is a broad class of (even Riemannian) metrics that
have no non-trivial translations at all. For example, the hyper-
bolic plane does not have any. The Killing fields of Poincaré’s
upper half plane model have the form

0

X = [a ((ul)2 — (u2)2) + But + ﬂ % + (2au1 + ﬁ) U2W
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with some «, 3,7 € R. The upper half-plane coincides with the
set of complex numbers with positive imaginary part. Suppose

that @ # 0, and introduce the notation k := +/|62/4 — ar|.

Then the integral curves of X are given by

k ccoshkt —sinhkt 3 " 3

) =—— -2 =
2(t) o csinh kt — coshkt 2« Y >0,
k ccoskt +sinkt B2
— _rremsmasma 2 o
#(t) acsinkt —coskt 2« VR <0,
1 B . B2
= — - f - —
Z(t) at+c¢ 2« ! 4 ay=0

with ¢ € C such that Imc¢ > 0, which are no geodesics. That
is, however, not surprising, since, if the hyperbolic plane had a
non-trivial translation, a geodesic quadrangle with angle sum 27
could be constructed, in contradiction with the Gauss—Bonnet
theorem (cf. Figure 1).

Let (M, @) be a Riemannian manifold and 8 a one-form on
M such that the vector field 3 metrically equivalent to it sat-
isfies ||6”|| < 1. As it is well-known, with the ‘perturbation’ by
B of the Finslerian fundamental function F, arising from the
Riemannian metric a, we obtain a genuine Finsler structure F'.
Then (M, F) is called a Randers manifold.

In his paper [12], M. Matsumoto proved that 5% is a Killing
vector field of the Randers manifold if and only if it is a Killing
vector field of the original Riemannian manifold (M, «) as well.
In the thesis we gave a new proof of the sufficiency of this con-
dition:

Proposition 6.9 Suppose that (M, ) is a Riemannian man-
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ifold, X € X(M) is a Killing vector field of (M, «) such that
| X|| <1, and B := X°. Then X is a Killing vector field of the
Randers manifold arising from (M, ) by the perturbation with

3.

Suppose that ¢ : R™ — R is a Finsler - Minkowski norm, and
consider the unit ball  := ¢~1[0,1]. Let us denote by pr; and
pry the natural projection of T2 onto €2 and R", respectively. A
unique Finslerian fundamental function F' over € is determined
by the relation

po (prl—l—%) =1 onTA.

The Finsler structure determined by F' is traditionally called
the Funk metric on Q (cf. Figure 2). The following proposition
gives a description of its Killing vector fields:

Proposition 6.10 For a vector field X on Q the following con-
ditions are equivalent:

(1) X is a Killing vector field;

(2) for every point p € Q and vector v € R™ such that p+v €
0%, the vector X (p) + D,X(p) is parallel to the tangent
hyperplane of 02 in p+ v.
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