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1. Bevezetés

A doktori értekezés téziseiben összefoglaljuk a ,,Dilative stability” ćımű
disszertáció legfontosabb eredményeit.

A disszertáció sztochasztikus folyamatok egy dilat́ıv stabilitásnak
nevezett skálázási tulajdonságával foglalkozik. Ez a tulajdonság a jól is-
mert önhasonlósággal álĺıtható párhuzamba, és azon folyamatok esetén,
ahol mindkét tulajdonság definiálva van, a dilat́ıv stabilitás az önhasonlóság
általánośıtása. A fő különbség közöttük az, hogy a dilat́ıv stabilitás kifejezi
a folyamat eloszlásának ,,elágazó ill. összefutó” jellegét, az önhasonlóságnak
viszont ehhez semmi köze.

A disszertáció öt részből áll. Az első fejezet a bevezetés. A
2. fejezet összehasonĺıtja az önhasonlóságot és a dilat́ıv stabilitást.
A 3. és a 4. fejezet stacionárius Ornstein–Uhlenbeck (OU) t́ıpusú
folyamatok ill. stacionárius, folytonos állapotterű, elágazó immigrációs
(CBI) folyamatok szuperpoźıciójával és az ún. LISOU ill. LISCBI
(speciálisan LISDLG) határfolyamatot előálĺıtó dilat́ıv stabil renor-
malizációs funkcionális határeloszlás-tétellel foglalkozik. Ezek a dilat́ıv
stabil, stacionárius növekményű folyamatok új lehetőséget adnak nem
Gauss, hosszú memóriájú folyamatok modellezésére is. Az 5. fejezetben
a Cox-folyamatra vonatkozó dilat́ıv stabil renormalizációs funkcionális
határeloszlás-tételt mondjuk ki.

A következőkben használt néhány speciális jelölés:

∼ ,
1d∼ ,

vd∼ : az eloszlások, az 1-dimenziós eloszlások,

ill. a véges dimenziós eloszlások megegyezése

⊛ , ⊛c , ⊛f : konvolúció, c rendű ill. f függvény rendű konvolúcióhatvány
w−→ : eloszlások (valósźınűségi mértékek) gyenge konvergenciája

vd−→ : véges dimenziós eloszlások gyenge konvergenciája

cum, cumn : (együttes) kumuláns, n rendű kumuláns

(t∗1, . . . , t
∗
m) : (t1, . . . , tm) komponensei nemcsökkenő sorrenben
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C[0,∞) : a [0,∞)-en folytonos függvények a lokálisan egyenletes konver-

genciához tartozó topológiával és a Borel- (cilinder) σ-algebrával

D[0,∞) : a [0,∞)-en càdlàg függvények halmaza a kiterjesztett

Szkorohod-topológiával és a Borel- (cilinder) σ-algebrával

Γ : a Gamma függvény

2. Önhasonlóság és dilat́ıv stabilitás

Legyen S .
=

{
{X(t), t ≥ 0} sztochasztikus folyamat : X(0) = 0,

{X(t), t ≥ 0} 6≡ 0 és eloszlásban jobbról folytonos
}
,

I .
=

{
{X(t), t ≥ 0} ∈ S : X(1) nem Gauss, a véges dimenziós

eloszlásai korlátlanul oszthatók és a cn(t)
.
= cumn(X(t)),

t ≥ 0, n ≥ 2, függvények léteznek és jobbról folytonosak
}

és f, g : (0,∞)→ (0,∞). Az {X(t), t ≥ 0} ∈ I sztochasztikus folyamatot
(f, g)-dilat́ıv stabilnak nevezzük, ha

∀T > 0 : X(Tt)
vd∼ f(T )√

g(T )
X⊛g(T )(t).

Lamperti [7] h́ıvta fel a figyelmet az önhasonlóságnak nevezett tulajdonság
fontosságára. Megadjuk Lamperti tételeinek dilat́ıv stabil megfelelőit, és
megmutatjuk, hogy az önhasonlósóságra vonatkozó álĺıtások nagy része
átvihető a dilat́ıv stabil esetre is. Az erről szóló legfontosabb eredményeink
a következők.

Tétel. Ha az {X(t), t≥ 0} folyamat (f, g)-dilat́ıv stabil, akkor létezik pon-
tosan egy (α, δ) amelyre α> 0, δ≤ 2α (az ilyen (α, δ)-t megengedhe-
tőnek nevezzük) és f(t) = tα, g(t) = tδ. Így a ,,(tα, tδ)-dilat́ıv stabil” kife-
jezés helyett egyszerűen az ,,(α, δ)-dilat́ıv stabil” kifejezést fogjuk használ-
ni. Továbbá bármely megengedhető (α, δ) esetén létezik (α, δ)-dilat́ıv stabil
folyamat.
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Bevezetve az

Sαss

.
=

{
α-önhasonló folyatok

}
,

I(α,δ)ds

.
=

{
(α, δ)-dilat́ıv stabil folyamatok

}

jelöléseket, I(α,0)ds =Sαss∩I, α > 0, ı́gy I-beli folyamatok esetén a dilat́ıv
stabilitás az önhasonlóság általánośıtása. A következő tétel szerint azon
I-beli folyamatok, amelyek renormalizációs határfolyamatok, pontosan a
dilat́ıv stabil folyamatok.

Tétel. Ha {X(t), t≥ 0} ∈ I úgy, hogy létezik egy korlátlanul osztható
{Y (t), t≥ 0} folyamat, amelynek az összes momentuma véges, továbbá
f, g : (0,∞)→ (0,∞) függvények, amelyekre

√
g(T )

f(T ) Y
⊛

1
g(T ) (Tt)

vd−→
T→∞

X(t), (1)

és az (1)-nek megfelelő konvergencia érvényes az egydimenziós eloszlások
összes kumulánsaira is, akkor létezik egy megengedhető (α, δ) úgy, hogy
az {X(t), t≥ 0} folyamat (α, δ)-dilat́ıv stabil, és f és g α ill. δ rendű
regulárisan változó függvények. Ford́ıtva, minden {X(t), t≥ 0} dilat́ıv sta-
bil folyamat határfolyamat az előző értelemben.

A fenti két tétel bizonýıtásában a kumuláns függvényeket használjuk.
Az első tétel bizonýıtásánál a kulcs a Cauchy-féle függvényegyenlet, a
másodikénál pedig egy, a határfüggvény regulárisan változó voltáról szóló
tétel (ld. Bingham et al. [1]).

A következő téma az önhasolóság és a dilat́ıv stabilitás viszonya. Az
önhasoló és a dilat́ıv stabil folyamatok közötti kapcsolatot az ún. függvény
rendű konvolúcióhatvány művelet seǵıtségével adjuk meg. Ezen műveletet
használva (amely egy külön lemmában van megalapozva) az önhasonló–
dilat́ıv stabil kapcsolat a következő:

Tétel. Legyen (α, δ) megengedhető paraméter és

TS : S(α− δ
2
)ss

⋂ I −→ I(α,δ)ds, TS
({
Y (t), t ≥ 0

}) .
=

{
Y (t), t ≥ 0

}⊛tδ
,

TD : I(α,δ)ds −→ S(α− δ
2
)ss

⋂ I, TD
({
X(t), t ≥ 0

}) .
=

{
X(t), t ≥ 0

}⊛t−δ

,
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ahol a jobb oldalon a tδ és t−δ függvény rendű konvolúcióhatványok szere-
pelnek. Ekkor a TS leképezés jól definiált (azaz I(α,δ)ds-be képez) és injekt́ıv.
TS akkor és csak akkor bijekt́ıv, ha δ = 0. Hasonló álĺıtás igaz TD-re is.

A fenti tétel bizonýıtásában azt nem könnyű megmutatni, hogy a
két leképezés általában nem szürjekt́ıv. Ez azon múlik, hogy mindkét
leképezés csökkenti a korrelációs együttható abszolútértékét. A tétel
következményeként kapjuk, hogy a dilat́ıv stabilitás nem egyszerűen az
önhasonlóság és a hatványfüggvény rendű konvolúcióhatvány kombinációja,
tehát nem fölösleges a dilat́ıv stabilitással külön foglalkozni.

A következő részben a stacionaritás egy általánośıtását, a transzlat́ıv
stabilitást definiáljuk: legyen

Ĩ .
=

{
{S(t), t ∈ R} sztochasztikus folyamat : S(0) nem Gauss, a véges

dimenziós eloszlásai korlátlanul oszthatók, és a cn(t)
.
= cumn(S(t)),

t ∈ R, n ≥ 2, kumuláns függvények léteznek és jobbról foytonosak
}
,

és legyen g : R→ (0,∞). Az {S(t), t ∈ R} ∈ Ĩ folyamatot g-transzlat́ıv
stabilnak nevezzük, ha

∀T ∈ R : S(t+ T )
vd∼ S⊛g(T )(t).

Álĺıtás. Ha az {S(t), t ∈ R} folyamat g-transzlat́ıv stabil, akkor létezik
pontosan egy δ ∈R, amelyre g(t) = eδt. Így az ,,eδt-transzlat́ıv stabil” kife-
jezés helyett egyszerűen a ,,δ-transzlat́ıv stabil” kifejezést fogjuk használni.

Bevezetve az

Sst

.
=

{
(−∞,∞)-en (erősen) stacionárius folyamatok

}
,

Iδts .=
{
δ-transzlat́ıv stabil folyamatok

}
,

IwsOUλ
.
=

{
tágabb értelemben OU t́ıpusú folyamatok λ paraméterrel

}
,

Iadd

.
=

{
[0,∞)-en addit́ıv folyamatok

}

jelöléseket, I0ts = Sst

⋂
Ĩ. A transzlat́ıv stabilitás seǵıtségével általánośıt-

juk a [7] cikkben bevezetett Lamperti-transzformációt, amely tetszőleges
α> 0 esetén kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést ad meg az α-önhasonló
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és a stacionárius folyamatok között. Tehát a következő eredmény a
Lamperti-transzformáció dilat́ıv stabil megfelelője: tetszőleges megenged-
hető (α, δ) esetén a Lamperti-transzformáció kölcsönösen egyértelmű meg-
feleltetést ad meg az (α, δ)-dilat́ıv stabil és a δ-transzlat́ıv stabil folyamatok
között. Továbbá a Lamperti-transzformáció a stacionárius, α paraméterű
OU t́ıpusú és az α-önhasonló addit́ıv folyamatok között is léteśıt egy
kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést (ld. Jeanblanc et al. [5]). Bebi-
zonýıtjuk ennek a megfelelőjét: a Lamperti-transzformáció a δ-transzlat́ıv
stabil, −(α−δ/2) paraméterű tágabb értelemben OU t́ıpusú folyamatok és
az (α, δ)-dilat́ıv stabil, addit́ıv folyamatok között is kölcsönösen egyértelmű
megfeleltetést ad meg:

Theorem. (Lamperti-transzformáció) Legyen (α, δ) megengedhető para-
méter. Ekkor az

LTS : Iδts −→ I(α,δ)ds, X(t)
.
=

(
LTS(S)

)
(t)

.
= tα−

δ
2S(log t), t > 0,

X(0)
.
=

(
LTS(S)

)
(0)

.
= 0,

LDS : I(α,δ)ds −→ Iδts, S(t)
.
=

(
LDS(X)

)
(t)

.
= e−(α− δ

2)tX(et), t ∈ R,

leképezések jól definiáltak, azaz LTS I(α,δ)ds-be, LDS pedig Iδts-be képez,
és a két leképezés egymás inverze. Továbbá, feltéve, hogy δ < 0 esetén az
összes folyamat 0 várhatóértékű, az

LTS | : Iδts
⋂
I

wsOU−(α− δ
2
) −→ I(α,δ)ds

⋂
Iadd,

LDS | : I(α,δ)ds

⋂
Iadd −→ Iδts

⋂
I

wsOU−(α− δ
2
)

leképezések jól definiáltak, LTS | I(α,δ)ds

⋂
Iadd-ra, LDS | pedig Iδts

⋂

I
wsOU−(α− δ

2
)-ra képez, és (következésként) LTS | és LDS | egymás inverzei.

Van egy rész a stacionárius növekményű önhasonló és dilat́ıv sta-
bil folyamatokról. Ezen folyamatok azért fontosak, mert egy stacio-
nárius növekményű, nem elfajult, dilat́ıv stabil folyamat autokovarian-
cia függvénye ugyanaz, mint a megfelelő L2-stationárius növekményű
önhasonló folyamat autokovariancia függvénye, ami pedig éppen egy
frakcionális Brown-mozgás autokovariancia függvénye. Ezzel a hosszú
memóriájú folyamatok modellezésére egy új lehetőség adódik.
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A következő rész a dilat́ıv stabil renormalizációs operátorokkal
foglalkozik. Megmutatjuk, hogy az önhasonló esettel való analógia ebből
a szempontból is érvényes. Nevezetesen, tetszőleges megengedhető (α, δ)

esetén az
{
A

(α,δ)
T : T > 0

}
dilat́ıv stabil renormalizációs operátorok

A
(α,δ)
T : I −→ I ,

(
A

(α,δ)
T X

)
(t)

.
= T−(α− δ

2)X⊛T−δ

(Tt) , t ≥ 0,

halmaza a kompoźıció művelettel félcsoportot alkot. Így a dilat́ıv sta-
bil renormalizációs operátorok iterálhatók. Továbbá tetszőleges rögźıtett
megengedhető (α, δ) esetén egy I-beli folyamat akkor és csak akkor (α, δ)-

dilat́ıv stabil, ha bármely T > 0-ra fixpontja az A
(α,δ)
T -nak. Ez a tény ma-

gyarázatot ad arra, hogy miért éppen a renormalizált folyamatok kon-
vergálnak a dilat́ıv stabil (funkcionális) határeloszlás-tételekben.

3. A LISOU folyamat

Ez a fejezet stacionárius OU t́ıpusú folyamatok szuperpoźıciójával és az in-
tegrált szuperpoźıció folyamatra vonatkozó dilat́ıv stabil renormalizációs
határeloszlás-tétellel foglalkozik. Duffie et al. [2] definiálta és vizsgálta
Markov-folyamatok regularitását és affinitását. A reguláris affin folya-
matok pontosan azok a reguláris homogén Markov-folyamatok, amelyek
korlátlanul dekomponálhatók (a Markov-folyamatok terminológiájában a
korlátlanul oszthatóság megfelelője). Másrészt éppen a korlátlanul dekom-
ponálható (ill. korlátlanul osztható) folyamatokat lehet szuperponálni. A
reguláris affin folyamatok két fajtája: az OU t́ıpusú folyamatok és a foly-
tonos állapotterű elágazó immigrációs folyamatok (CBI folyamatok). Ez az
oka annak, hogy a 3. és a 4. fejezetben éppen OU t́ıpusú ill. CBI folyamatok
vannak szuperponálva.

A szuperpoźıciónak nevezett konstrukció a következő.

SPL feltétel. (superpositional law) Legyen 1/2<H < 1 (későbbi szerepe:
Hurst paraméter), 0<d1, d2, . . . egy sorozat (idő dilatációs konstansok),
0<p1, p2, . . . egy diszkrét eloszlás (szuperpoźıciós súlyok) és legyen ξ egy
diszkrét valósźınűségi változó a következő eloszlással: P (ξ= di) = pi, i∈N,
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(szuperpoźıciós eloszlás). Legyen a ξ eloszlásfüggvénye 0-ban 2−2H-rendű
regulárisan változó, azaz

Fξ(x) = P
(
ξ < x

)
= x2−2Hℓ

(
1
x

)
,

ahol ℓ egy (∞-ben) lassan változó függvény.

Legyen {L(t), t∈R} kétoldalú Lévy-folyamat (σ2, γ, ν) paraméterrel,
ahol γ=EL(1) és a ν 6≡ 0 Lévy-mértékre teljesül, hogy

∫ 1
−1 x

2ν(dx)+∫
R\(−1,1) e

u|x|ν(dx)<∞, valamilyen u> 0-ra. Legyen továbbá {X(t), t≥ 0}
stacionárius OU t́ıpusú folyamat α= − 1 paraméterrel és {L(t), t∈R}
meghajtó Lévy-folyamattal, és legyenek {Xj(t), t≥ 0}, j ∈N, független
folyamatok a következő véges dimenziós eloszlásokkal:

{
Xj(t), t ≥ 0

} vd∼
{
X(djt), t ≥ 0

}⊛pj , j ∈ N. (2)

Tétel. Tetszőleges t ≥ 0 esetén a
∑

j Xj(t) sor L2-ben konvergens (t-ben
egyenletesen is), és 1 valósźınűséggel konvergens.

Az Y (t)
.
=

∑∞
j=1Xj(t), t ≥ 0, határfolyamatot OU t́ıpusú folyama-

tok (végtelen) szuperpoźıciójának (SOU folyamatnak) nevezzük, (H, ℓ) és
(σ2, γ, ν) paraméterekkel, a

J
(H,ℓ)
σ2,γ,ν

(t)
.
=

∫ t

0
Y (s) ds, t ≥ 0,

1 valósźınűséggel definiált folyamatot pedig ISOU (integrált SOU) folya-
matnak nevezzük, szintén (H, ℓ) és (σ2, γ, ν) paraméterekkel. A következő
tétel szerint az ISOU folyamat konstrukciójában a szuperpoźıció és az in-
tegrál sorrendje felcserélhető, és a konvergencia funkcionális határeloszlás-
tételként is érvényes.

Tétel.

∀ t ≥ 0 :

n∑

j=1

∫ t

0
Xj(s) ds −→

n→∞
J

(H,ℓ)
σ2,γ,ν

(t) L2-ben és m.b.,

továbbá
{ n∑

j=1

∫ t

0
Xj(s) ds, t ≥ 0

}
w−→

n→∞

{
J

(H,ℓ)
σ2,γ,ν

(t), t ≥ 0
}

C[0,∞)-en.
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A fejezet fő tétele a következő.

Tétel. A renormalizált centralizált ISOU folyamatok eloszlásainak családja
C[0,∞)-en gyengén konvergens. A határeloszlással megadott folyamatot{
J

(H)
σ2,ν

(t), t ≥ 0
}
-vel jelöljük és (H, (σ2, ν) paraméterű) LISOU folyamat-

nak (limit of [renormalized centered] ISOU processes) nevezzük:

1
T

{
J

(H,ℓ)
σ2,γ,ν

(Tt) − E J
(H,ℓ)
σ2,γ,ν

(Tt), t ≥ 0
}⊛

T2−2H

ℓ(T ) w−→
T→∞

{
J

(H)
σ2,ν

(t), t ≥ 0
}

C[0,∞)-en.

A H, (σ2, ν) paraméterű LISOU folyamat eloszlását C[0,∞)-en egyértel-
műen meghatározza a folyamat 0 várhatóértéke és az együttes kumulánsai:

cum
(
J

(H)
σ2,ν

(t1), . . . , J
(H)
σ2,ν

(tm)
)

= cumm(L(1))
m

Γ(3 − 2H)

×
∫ t1

0
· · ·

∫ tm

0
(s∗2 − s∗1 + · · · + s∗m − s∗1)

2H−2 ds , (3)

0 ≤ t1, . . . , tm, m ≥ 2. Továbbá
{
J

(H)
σ2,ν

(t), t≥ 0
}

stacionárius növekmé-

nyű, (H, 2H − 2)-dilat́ıv stabil folyamat.

4. A LISCBI folyamat

A fejezet fő eredményei az előző fejezetbeli eredmények megfelelői, csak
a kiinduló folyamat most folytonos állapotterű, elágazó immigrációs
(CBI) folyamat OU t́ıpusú folyamat helyett. A CBI folyamatot Kawazu–
Watanabe [6] olyan, [0,∞) állapotterű {X(t), t ≥ 0} Feller-folyamatként
definiálta, amely átmenetvalósźınűség-eloszlásainak Laplace-transzformált-
ja:

ϕ|x(t, u) = E
(
e−uX(t) | X(0) = x

)
= e−φ(t,u)−ψ(t,u)x, u, t, x ≥ 0.

A φ és ψ, Laplace-exponens függvényeknek nevezett függvényeket
Kawazu–Watanabe [6, Thm. 1.1–1.1’] és Filipović [3, Thm. 4.3] a következő
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differenciálegyenletek egyértelmű megoldásaiként adják meg:

∂1ψ(t, u) = R(ψ(t, u)) , ψ(0, u) = u, (4)

∂1φ(t, u) = S(ψ(t, u)) , φ(0, u) = 0, (5)

ahol

R(u) = −σ2

2 u2 + αu+

∫ ∞

0

(
1 − e−uy − u(1 ∧ y)

)
m1(dy), u ≥ 0, (6)

S(u) = ϑu+

∫ ∞

0

(
1 − e−uy

)
m2(dy) , u ≥ 0, (7)

σ2 ≥ 0, ϑ≥ 0, −∞<α<∞ és m1, m2 Borel-mértékek (0,∞)-en, ame-
lyekre

∫ ∞
0

(
1 ∧ y2

)
m1(dy) +

∫ ∞
0 (1 ∧ y)m2(dy) < ∞, és az R függvény

kieléǵıti az ún. konzervativitási feltételt. Ford́ıtva, tetszőleges, a fentiekben
megadott σ2,ϑ,α paraméterek, m1, m2 Borel-mértékek és R, S Laplace-
exponens függvények esetén létezik pontosan egy olyan CBI folyamat,
amelynek a φ, ψ Laplace-exponens függvényei kieléǵıtik a (4–5) dif-
ferenciálegyenleteket. A (6–7) Laplace-exponens függvényekkel megadott
eloszlásokat elégazó ill. immigrációs eloszlásnak nevezzük. A stacionárius
CBI folyamatra vonatkozó legfontosabb eredményünk a következő.

Álĺıtás. Ha {X(t), t≥ 0} olyan stacionárius CBI folyamat, amely elágazó
és immigrációs eloszlásainak az összes momentuma véges, akkor minden
m≥ 2 esetén a folyamat (t1, . . . , tm) pontban vett együttes kumulánsa az

eR
′(0)(t∗2−t

∗

1), . . . , eR
′(0)(t∗m−t∗m−1) változók polinomja:

cum
(
X(t1), . . . , X(tm)

)
= Pm

(
eR

′(0)(t∗2−t
∗

1), . . . , eR
′(0)(t∗m−t∗m−1)

)
, (8)

t1, . . . , tm ≥ 0, ahol a

Pm
(
x
)

= Pm
(
x1, . . . xm−1

)
=

∑

k1,...,km−1

ck1,...,km−1x
k1
1 · · ·xkm−1

m−1 (9)

polinomnak a következő tulajdonságai vannak:
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i) ck1,...,km−1 =
∑m

j=1 λm,j(k1, . . . , km−1)S
(j)(0) ahol a λm,j(k1, . . . , km−1)

együtthatók nem függnek a (ϑ,m2) paramétertől,

ii) az összes ck1,...,km−1 együttható pozit́ıv,

iii) a (σ2, α,m1) 7−→ (cσ2, cα, cm1), azaz az R(t) 7−→ cR(t), t ≥ 0, transz-
formáció hatására a Pm(x) polinom a Pm(x) 7−→ 1

c
Pm(x), c > 0,

módon változik,

iv) a (ϑ,m2) 7−→ (cϑ, cm2), azaz az S(t) 7−→ cS(t), t ≥ 0, transz-
formáció hatására a Pm(x) polinom a Pm(x) 7−→ cPm(x), c > 0,
módon változik.

A szuperponálandó CBI folyamatokra tett feltételek a következők:
Legyen a (6)-tal megadott R a

(
σ2, α=

∫ ∞
1 (1− y)m1(dy)− 1, m1

)
para-

méterű elágazó eloszlás Laplace-exponens függvénye, és legyen a (7)-tel
megadott S a (ϑ, m2) paraméterű immigrációs eloszlás Laplace-exponens
függvénye. Tegyük fel, hogy

∫ ∞
1 eux(m1 +m2)(dx) <∞ valamilyen u> 0-

ra. Legyen {X(t), t≥ 0} stacionárius CBI folyamat R és S elágazó ill.
immigrációs Laplace-exponens függvényekkel. Legyenek az {Xj(t), t≥ 0},
j ∈N, független folyamatok a következő véges dimenziós eloszlásokkal:

{
Xj(t), t ≥ 0

} vd∼
{
X(djt), t ≥ 0

}⊛pj , j ∈ N,

ahol a dj -k és a pj -k az SPL feltétel-ben megadottak.

Tétel. A (2) alatti tételtől kezdve a 3. fejezetben levő dolgok (a 7–8.
oldalakon) igazak maradnak ill. átvihetők az OU esetről a CBI eset-
re, azaz ha az ,,OU” rövid́ıtést a ,,CBI”-re cseréljük, a (σ2, γ, ν) és a
(σ2, ν) paramétereket pedig (σ2,m1, ϑ,m2)-re. Továbbá a (σ2,m1, ϑ,m2)
paramétrű LISDLG folyamat kumulánsai (3) helyett a következők:

cum
(
J

(H)
σ2,m1,ϑ,m2

(t1), . . . , J
(H)
σ2,m1,ϑ,m2

(tm)
)

= Γ(3 − 2H)

∫ t1

0
· · ·

∫ tm

0
ϕH(Pm)

(
s∗2 − s∗1, . . . , s

∗
m − s∗m−1

)
ds, (10)
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0 ≤ t1, . . . , tm, m ≥ 2, ahol Pm, m ≥ 2, a (9) polinimokat jelenti, amelyek
együtthatóira még az R′(0)=−1 feltétel is teljesül, ϕH pedig a többváltozós
polinomok halmazán megadott következő leképezés:

P (x1, . . . , xn) =
∑

k1,...,kn

ck1,...,kn
xk11 · · ·xkn

n

7−→ ϕH(P )(x1, . . . , xn)
.
=

∑

k1,...,kn

ck1,...,kn

(
k1x1 + · · · + knxn

)2H−2

(a P polinomok és a ϕH(P ) képeik változói is csak pozit́ıvak lehetnek).

A bizonýıtásban a legnehezebb azt megmutatni, hogy a (10) kumulánsok
(a 0 várhatóértékkel együtt) egyértelműen meghatározzák az eloszlást. En-
nek a megmutatása a 25. oldali álĺıtás seǵıtségével történik.

Azt a speciális esetet, amikor a CBI folyamat a

dX(t) =
(
ϑ+ αX(t)

)
dt+ σ

√
X(t) dB(t),

sztochasztikus differenciálegyenlettel megadott, ún. lineáris generátorú
diffúziós folyamat (DLG folyamat) (ahol {B(t), t≥ 0} a standard Brown-
mozgás), egy alfejezetben külön is tárgyaljuk. Ilyenkor a (10) kumulánsok-
ra explicit kifejezés adható. Így tehát a LISDLG folyamat (a 0 várható-
értékével és) az alábbi kumulánsaival is definiálható:

cum
(
J

(H)
σ2,ϑ

(t1), . . . , J
(H)
σ2,ϑ

(tm)
)

= 23−2H−mΓ(3−2H)ϑσ2m−2(m−1)!

×sym
t

∫ t1

0
· · ·

∫ tm

0

(
|s2−s1|+|s3−s2|+· · ·+|sm−sm−1|+|s1−sm|

)2H−2
ds,

0 ≤ t1, . . . , tm, m ≥ 2.

5. Cox-folyamatok és a dilat́ıv stabilitás

Ha {Y (t), t ≥ 0} az {N(t), t ≥ 0} standard Poisson-folyamattól független
véletlen mérték, akkor az

{
N ⊳Y (t), t≥ 0

} .
=

{
N(Y (t)), t≥ 0

}
folyamatot

{Y (t), t ≥ 0} intenzitásfolyamatú Cox-folyamatnak nevezik. Grandell [4,
Thm. 4.2.2] szerint ha egy Cox-folyamat intenzitásfolyamatára önhasonló
renormalizációs funkcionális határeloszlás-tétel érvényes, akkor hasonló
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önhasonló renormalizációs funkcionális határeloszlás-tétel érvényes magára
a Cox-folyamatra is. A dolgozat utolsó része ezen álĺıtás dilat́ıv stabil
megfelelőjéről szól.

Ha {Y (t), t ≥ 0} egy korlátlanul osztható véletlen mérték, akkor azt
mondjuk, hogy {Y (t), t ≥ 0}-re dilat́ıv stabil renormalizációs funkcionális
határeloszlás-tétel érvényes, ha létezik olyan a càdlàg függvény, (α, δ) meg-
engedhető paraméter, α- és δ-rendű regulárisan változó f : (0,∞)→ (0,∞)
és g : (0,∞)→ (0,∞) függvények úgy, hogy limt→∞

(
f(t)/

√
g(t)

)
=∞,

továbbá (α, δ)-dilat́ıv stabil {X(t), t≥ 0} càdlàg folyamat, amelyekre

{√
g(T )

f(T )

(
Y (Tt) − a(Tt)

)
, t ≥ 0

}⊛
1

g(T ) w−→
T→∞

{
X(t), t ≥ 0

}
D[0,∞)-en.

(11)

Tételünk a [4, Thm. 4.2.2] dilat́ıv stabil megfelelője:

Tétel. Legyen {Y (t), t ≥ 0} korlátlanul osztható véletlen mérték, amelyre
teljesül a (11) dilat́ıv stabil renormalizációs funkcionális határeloszlás-tétel,

ahol a∈D0[0,∞). Ha létezik a limT→∞
a(T )
f2(T )

=κ∈ [0,∞) határérték, ak-

kor az {N ⊳Y (t), t≥ 0} Cox-folyamatra a következő dilat́ıv stabil renorma-
lizációs funkcionális határeloszlás-tétel érvényes:

{√
g(T )

f(T )

(
N ⊳Y (Tt) − a(Tt)

)
, t ≥ 0

}⊛
1

g(T )

w−→
T→∞

{
X(t) +B(κt2α), t ≥ 0

}
D[0,∞)-en,

ahol {B(t), t≥ 0} az {X(t), t≥ 0} folyamattól független Brown-mozgás.

Intenzitásfolyamatnak speciálisan a
{
J

(H,ℓ)
σ2,ϑ

(t), t≥ 0
}

ISDLG folyama-

tot véve, az előző tétel következményeként kapjuk, hogy az
{
U(t), t≥ 0

} .
={

N ⊳J
(H,ℓ)
σ2,ϑ

(t), t≥ 0
}

Cox-folyamatra:

{
1
T

(
U(Tt) − Tt ϑ

)
, t ≥ 0

}⊛
T2−2H

ℓ(T ) w−→
T→∞

{
J

(H)
σ2,ϑ

(t), t ≥ 0
}

D[0,∞)-en,

(12)

12



a határfolyamat pedig a LISDLG folyamat. Ezután megmutatjuk, hogy
az {U(t), t≥ 0} folyamat születési-halálozási immigrációs folyamatok
halálozásszámláló (DC) folyamatainak szuperpoźıciója (SDC folyamat). A
szuperpoźıciós konstrukció hasonló a korábbi ilyen konstrukciókhoz. Így
(12) kimondható a következőképpen is — és ez a dolgozat utolsó álĺıtása:

Tétel. Legyen {U(t), t≥ 0} (H, ℓ) és ν, λ > 0 paraméterű SDC folya-
mat (ν,λ az immigrációs ill. a születési intenzitásparaméter). Ekkor az
{U(t), t≥ 0} renormalizált centralizáltjai eloszlásainak családja D[0,∞)-
en gyengén konvergál a H, (2λ(λ+1), ν(λ+1)) paraméterű LISDLG fo-
lyamat eloszlásához:

1
T

{
U(Tt)−EU(Tt), t ≥ 0

}⊛
T2−2H

ℓ(T ) w−→
T→∞

{
J

(H)
2λ(λ+1),ν(λ+1)(t), t ≥ 0

}
D[0,∞)-en.

Irodalomjegyzék
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Stochastic Process. Appl. 100 (2002), 223–231.

[6] K. Kawazu and S. Watanabe, Branching processes with immigration
and related limit theorems. Teor. Verojatnost. i Primenen. 16 (1971),
34–51.

[7] J. W. Lamperti, Semi-stable stochastic processes. Trans. Amer.
Math. Soc. 104 (1962), 62–78.

13
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