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Bevezetés

A szamelméletben a diofantikus egyenletek, és az ezen egyenletek megolddsara
szolgdl6 algoritmusok kdszponti szerepet toltenek be. Disszertdcionkban a torténelmi
és frissebb eljarasokat kombindlva sajit észrevételeinkkel oldunk meg diofantikus
egyenletekre vonatkozé problémadkat. A tovabbiakban roviden ismertetjiik a fe-

jezetek f6 eredményeit.

A pozitiv egészekbdl 4ll6 (a, b, ¢) harmast Pitagoraszi szimharmasnak nevezziik,
ha

a’ 4 b* =2
Tovébb, az (a, b, ¢) hdrmas primitiv Pitagoraszi szdmhdrmas, ha a, b és c relativ
primek. Legyenek a, b €s c ismert pozitiv egész szamok, €s tekintsiik az

a® + b¥ = ¢, (D

egyenletet pozitiv egész x, y €s z ismeretlenekben. A (1) egyenlet Pitagoraszi har-

masokat alapként hasznal6 véltozatdnak vizsgdlata hosszu multra tekint vissza.
1955-ben Sierpinski bizonyitotta, hogy a legkisebb Pitagoraszi hdrmasra, azaz
(a,b,c) = (3,4, 5) esetén (1) egyetlen megoldasa az (x,y, z) = (2,2, 2). Hasonl6

eredményekre jutott JeSmanowicz is 1956-ban. Megmutatta, hogy ha
(a,b,c) € {(5,12,13),(7,24,25),(9,40,41), (11,60, 61)},

akkor (1) egyetlen megoldédsa ismét az (x,y, z) = (2,2,2). Eredményei alapjan

kimondta a kovetkezd sejtést (tovabbiakban Jesmanowicz sejtés

1. Sejtés Legyen (a, b, c) egy primitiv pitagoraszi szimhdrmas, melyre a® + b =

c?. Ekkor az (1) egyenlet egyetlen megolddsa (7, v, z) = (2,2,2).
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Bar az 1. Sejtés és altaldnositdsai azéta is igen aktivan kutatott teriilet, a sejtés

még mindig nyitott.

1990 6ta sok eldrelépés tortént az 1. Sejtés bizonyitdsanak irdnydban. 1993-ban
Takakuwa és Asaeda, valamint Takakuwa (lasd [65], [67], [66]) bizonytotta az
1. Sejtést (a,b,c) hiarmasok szdmos végtelen csalddjdra. 1995 és 2000 kozott
Le (lasd [33], [34], [35]) sikerrel alkalmazta a logaritmusok linearis formainak
felméletét kvantitativ eredmények bizonyitdsara. 1994-ben Terai [70] bevezette az
1. Sejtés egy altaldnositisat (a tovabbiakban Terai-sejtés). Az elkovetkezd évek-
ben szdmos specidlis esetben bizonyitotta is (lasd példaul [71], [68], [69]). Az
utobbi néhdny évben Miyazaki szdmos fontos eredménnyel jarult hozza a teriiletez.
Mind az eredeti, mint a Terai-féle sejtést bizonyitotta harmasok szdmos végtelen
csaladjéra (1asd példaul [46], [48]). Egy alapos 6sszefoglald JeSmanovicz sejtéssel
€s altalanositdsaivel kapcsolatos a klasszikus és tjabb eredményekkel megtaldl-

hat6 [49]-ben. Adott pozitiv N esetén jelolje rad(/V) az N radikaljat (azaz az N

kiilonb6z6 primosztéinak szorzatat), és ordy (V) az N 2-rendjét (azaz a legnagy-
obb olyan k egész szdmot, melyre 2¢| N). Néhany friss cikkiikben, Miyazaki [50]

valamint Miyazaki, Yuan és Wu [64] bizonyitottdk az alabbi eredményeket.
1. Tétel Hac =1 (mod b), akkor az 1. Sejtés igaz.

2. Tétel Legyen b, egy osztGja b-nek, melyre by oszthaté rad(b)-vel. Tegyiik fel
hogy az 1. Sejtés igaz, ha
c=1 (mod by).

Ekkor az 1. Sejtés szintén teljesiil minden ¢ = 1 (mod by/2) esetén.
3. Tétel Hac =1 (mod b/2°%®)), akkor az 1. Sejtés igaz.

Vegyiik észre, hogy b mindig paros, igy a 3. Tétel valoban kibdvitése az 1. Tétel-

nek. Miyazaki vette észre [47]-ben, hogy ha (a, b, ¢) egy primitiv pitagoraszi har-
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mas és ¢ = b + 1, akkor

c+b=ad
Ez alapjan a kovetkez$ problémat fogalmazta meg. Legyen (a, b, c) egy adott
Pitagoraszi szdimhérmas, melyre a” + b* = ¢?, és tekintsiik a

A+ =a° 2)
egyenletet pozitiv egész x, y és z ismeretlenekben.

2. Sejtés A fenti feltételekkel a (2) egyenlet egyetlen megolddsa (z, y, z) = (1, 1, 2)
hac=b+ 1. Hac > b+ 1 akkor a (2) egyenletnek nincs megoldésa.

Ez ut6bbi a JeSmanovicz probléma kevert variansa. Miyazaki [47] igazolta a se-

jtést,c =1 (mod b) esetén. Ezt az eredményt tartalmazza a kvetkezd lemma.
Lemma 1. Ha c =1 (mod b), akkor a 2. Sejtés igaz.

Munkdnkban dltaldnositjuk Miyazaki eredményét a ¢ = 1 (mod b/2°%2(®) ese-

tre.

IT

Tekintsiik az

o’ +D=y", 3)

altalanositott Ramanujan-Nagell egyenletet, ahol D > 0 adott egész szdm és
x,y,n pozitiv egész ismeretlenek €s n > 3. Az altalanos elliptikus egyenletekre
vonatkozo eredmények nyilvanvaldan szolgaltatnak effektiv végességi eredményeket
erre az egyenlettipusra is (lasd példaul [2], [57], [59] és az ott taldlhat6 hivatkoza-
sokat).

Az (3) egyenletre vonatkozo elsd eredmény V. A. Lebesgue-tdl [36] szarmazik,

akik megmutatta, hogy az egyenletnek D = 1 esetén nincs megolddsa. Késdbb
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az ltaldnositott Ramanujan-Nagell egyenletet sokan vizsgéltik. Egy 0sszefoglalé
ezekbdl az eredményekbd] megtalélthatd [76]-ban. Munkdnkban rekurziv soroza-
tokra vonatkozé eredményeket kombindlunk elliptikus gorbékre vonatkozé ered-
ményekkel, és megadjuk a (3) egyenlet 0sszes megolddsiat abban az esetkben,

amikor D primosztéi 5 és 17.

III

A szamelmélet egy klasszikus problémdja az algebrai szamok raciondlisakkal torténd

approximécidja. A problémakor legisertebb eredménye Liouville alabbi tétele.

Theorem 1. (Liouville, 1844) Ha « egy adott n > 2 fokii algebrai szdm, akkor

létezik egy konstans c(a) hogy minden i € Q esetén, melyre y > 0,

Diofantikus egyenletekre vonatkoz6 alkalmazdsok szempontjabdl fontos, hogy
csokkenteni tudjuk az n kitevét, azaz hasonld egyenlGtlenségek igazoldsa valam-
ilyen A < n kitevvel. Teljes édltalanossdgban az elsé ilyen eredmény Thue-t6l

szarmazik [72] aki a kovetkezd eredményt igazolta.

Theorem 2. (Thue, 1909) Ha o egy legaldbb n > 3 fokii algebrai szdm, akkor
adott € > 0 esetén, létezik egy olyan konstans c(a, e) hogy minden x és y > 0

egész esetén
clay€)

y%+1+5 :

Ez alapjan Thue megmutatta, hogy ha F'(x,y) € Z[z,y| egy legaldbb n > 3
foku irreducibilis binér forma, valamint m rogzitett nem nulla egész szam, akkor
a kapcsolodé

F(z,y) =m “4)



Thue egyenletnek csak véges sok megolddsa van x és y ismeretlen egészekben. Ez
az eredmény azonban ineffektiv abban az értelemben, hogy nem szolgaltat eljarast
a c(«, €) konstans kiszdmolasara, igy segitségével nem lehetséges a kapcsoldo
egyenlet megolddsainak meghatdrozasa.

Bar a Thue egyenletekkel kapcsolatos effektiv eredmények irodalma rendkiviil
kiterjedt, szdmos kiilonbozd technikat felvonultatva (példaul az algebrai szamok
logaritmusainak linedris formdira vonatkozé als6 korldtok; 1asd [7]), munkdnkban
az ilyen tipusu egyenletek megolddsai szimanak korlatozédsdra toreksziink a megolda-
sok mérete helyett. Etekintetben ismert, hogy a (4) egész megoldasainak szama
korlatozhat6 egy csak az F' fokszdmatol és m kiilonbozd primosztdinak szaméatol
fliggd allanddéval (lasd példaul Bombieri €s Schmidt [16]). Munkdnkban a bi-
nom Thue egyenletek €s egyenlStlenségek vizsgalatara szoritkozunk. Ezekeben az
egyenletekben a megolddsok szama m fiiggvényében korlatozhaté (1asd Mueller

és Schmidt [51]). Tekintsiik az
lax™ — by"| = ¢, (5)

egyenletet, ahol a, b és ¢ adott pozitiv egészek, x, y és n ismeretlen egészek.
Siegel [60], Thue kordbbi munk4jat élesitve megmutatta, hogy ha az a és b egyiit-
thatok elég nagyok c-hez és n-hez képest, akkor (5)-nek legfeljebb egy poiz-
itiv megoldédsa van. Kés6bb, Evertsenek [24] sikeriilt jelentsen erdsiteni Siegel
tételét. Mindkét eredmény az tigynevezett hipergeometrikus médszeren alapszik.
Kapcsol6dd eredmények még a teriileten, beleértve alkalmazasokat és dltalanosita-
sokat, ahol a és b S-egyégek rogzitett egészek helyett megtalalhatok példaul Mahler
[43], [44], Baker [5], [4], [6], Chudnovsky [19] és tovabbi cikkekben, beleértve
[11. [91, [101, [111, [12], [13], [14], [42], [17], [18], [301, [291, [25], [26], [27], [45]
and [73]. Munkankban [41], Bennett és De Weger [15] illetve Bennett [13] egy
korédbbi eredményét édltalanositjuk, és megmutatjuk, hogy kivéve esetleg néhany

(a,b,n) harmast, ¢ < 3 esetén, (5)-nek legfeljebb egyetlen (trividlis) megoldédsa
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van.

IV

Legyen m egy rogzitett m > 3 egész szam. Ekkor a

Pyr,,(z) = zle + 1((m _62>x t5-m) (6)

piramidélis szdmnak nevezziik m és x paraméterekkel. A piramidélis szdmok egy

Pyry(z) = (g)

binomidlis egyiitthatok x > 3 esetén, és az egymdst kovetd haromszogszdmok

érdekes specidlis esetei a

részosszegei. Dickson [23] szerint a piramidalis szamok elsé emlitése az 6kori
gorogokhoz kothets. Részletes torténelmi hattérért 1asd [23]. A piramidélis szamok
€s altaldnositdsaik, a figurdlis szamok a diszkrét matematika és a szamelmélet
teriiletén is fontos szerepet jatszanak (Részletes bevezet&ért a figurdléis szdmok
témekorébe lasd [22]). A piramidélis szdmok difoantikus tulajdonsdgai aktivan
kutatott teriilet. Dickson [23] megmutatta, hogy barmely elég nagy egész szam
nyolc piramidalis szdm 0sszege. Richmond [55], valamint Deng és Yang [20] nu-
merikus eredményeibdl kiindulva lehetésges, hogy Dickson eredménye javithato.
Szamos olyan eredmény is sziiletett, ami a piramidélis szdmok €s mads figuralis
szamok egyenldségét vizsgdlja. 1962-ben, Segal [58] bizonyitotta, hogy 10 az
egyetlen olyan piramiddlis szdm, aminek a kétszerese is piramidélis szdm. 1998-
ban, Brindza, Pintér és Turjanyi [3] a piramidalis és poligondlis szimok egyen-

16ségét vizsgilta.

1 A JeSmanovicz sejtés kevert valtozata

Az elso fejezetben elemi mddszerek és modulo-aritmetika kombinéldsaval

megadjuk egy végtelen egyenletcsaldd Osszes megoldasat. Legyen (a,b,c) egy
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primitiv Pitagorarszi szimhdrmas, melyre a? + b*> = 2, és tekintsiik a
A +b=a’ (7)
egyenletet pozitiv egész x, y és z ismeretlenekben.

3. Sejtés A fenti feltételekkel a (7) egyenlet egyetlen megoldésa (z, y, z) = (1, 1, 2),
hac=b+ 1. Hac > b+ 1 akkor (7)-nak nincs megoldasa.

Ez utébbi eredményt szokds a kevert JeSmanovicz’ problémanak hivni. Miyazaki
[47] bizonyitotta, hogy a 3. Sejtés igaz, ha ¢ = 1 (mod b). Disszertdciénkban ez

utébbi eredményét dltalanositjuk. A f6 eredményeink a kovetkezdk.

4. Tétel Legyen by egy osztéja b-nek, melyre by oszthaté b radikéljaval. Tegyiik

fel hogy a 3. Sejtés igaz minden olyan (a, b, ¢) Pitagoraszi hdrmasra, melyre
c=1 (mod by). (8)
Ekkor a 3. Sejtés igaz minden olyan (a, b, ¢) harmas esetén, melyre
c=1 (mod by/2). 9)
5. Tétel A 3. Sejtés igaz minden olyan (a, b, ¢) harmas esetén, melyre
c=1 (mod b/2o42®),

Tovabbi részletekért lasd [56].

2 Az altalanositott Ramanujan-Nagell egyenlet

A mésodik fejezetben Bilu, Hanrot és Voutier [75] egy Lucas-sorozatokra vonatkozé
mély eredményét kombinaljuk Ljunggren tipust és elliptikus gorbékre vonatkoz6

eredményekkel, hogy meghatdrozzuk az
2+ 5517 =y (10)
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egyenlet 0sszes megoldasat x, y, k, [, n egész ismeretlenekben, melyekre
r>1l,y>1,n>3 k>0,1>0andged(z,y) = 1. (11)

Az utobbi egyenletet gyakran hivjdk altaldnositott Ramanujan-Nagell egyenlet-
nek. Az elsd, (10)-hez hasonl6 egyenletekre vonetkoz6 eredmények Lebesque-hez
[36], Ljunggrenhez [37] és Nagellhez [52], [53] kothetok. Munkankban analég
eredményeket bizonyitunk néhany szerz6 ( példaul Luca és Togbe [39], [40]) friss

eredményeivel. F6 eredményiink a kdvetkezd.

6. Tétel Az (10) egyenlet (11) feltételnek eleget tevé Osszes megoldasa
(x,y,k,l,n) € {(94,21,2,1,3),(2034,161, 3,2,3),(8,3,0,1,4) }.

Tovabbi részletekért lasd [54].

3 Thue egyenlotlenségek

A harmadik fejezetben a Baker mddszer egy Laurent [32] altal kidolgozott val-
tozatat kombindljuk hipergeometrikus approximécids technikdkkal, hogy effektiv
korlatot adjunk binom Thue egyenl&tlenésgek egy végtelen csalddjdnak megolddsszamadra.
Ezzel Bennett egy kordbbi eredményét [13] altalanositjuk. F6 eredményiink a

kovetkezb.

7. Tétel Legyen c egy pozitiv egész. Ekkor 1étezik a, b és n egészekbdl all6 har-
masok egy effektiven meghatarozhat6 S, halmaza azzal a tulajdonsaggal, hogy ha

a,bés n > 3 olyan pozitiv egészek, melyekre az
lax™ — by"| < ¢ (12)

egyenldtlenségnek egynél tobb megolddsa van x és y pozitiv egészekben, akkor

(a,b,n) € S..



8. Tétel Ha S, a fenti médon adott, akkor S3 C S5 U T3, ahol
S; =14{(1,2,3),(2,1,3),(1,3,3),(3,1,3),(2,5,3),(5,2,3) }
and
T3 ={(1,3,n),(3,1,n),(2,5,n),(5,2,n) ahol 37 <n < 347, n prim }.

Ha (a,b,n) € 53, akkor a (12) egyenlGtlenség Gsszes megolddsa ¢ = 3 esetén

minden esetben (x,y) = (1, 1), valamint

(@b | (123|213 133|613 @59]6.23
(y) | 4 | @) | B2 | @3 09141419

Tovabbi részletekért lasd [41].

4 Piramidalis szamok egyenlo értékei

Az utolso fejezetben az ugynevezett Elliptikus logaritmusok médszerét alkalmaz-

zuk egy piramiddlis szdmok egyenld értékeire vonatkozé probléma megoldéséra.

Ezt a mddszert Stroeker és Tzanakis [62] fejlesztette ki, illetve t6liik fliggetleniil

Gebel, Pethd és Zimmer [28]. Legyenek m és n adott pozitiv egész szdmok,
e+ 1)((m— 2z +5-m)

valamint Pyr, (z) = 5 . Tekintsiik a

Pyr,,(u) = Pyr, (v), (13)
egyenletet u és v pozitiv egész ismeretlenekben. F6 eredményeink a kovetkezok.

9. Tétel Legyenck m és n adott pozitiv egészek, melyekre 3 < min(m,n) és
m # n. Ekkor a (13) egyenletnek csak véges sok megoldasa van u és v pozitiv
egészekben. Tovabba max(u,v) < C, ahol C egy effektiven meghatdrozhato,

csak m-tdl és n-tdl fliggd konstans.



10. Tétel Adott m és n egészekre, melyekre 3 < n < m < 10, a (13) egyenlet

osszes megoldésa (u, v) pozitiv egészekben, melyre (u,v) # (1, 1),

(8,3,7,12),(9,3,2,3), (8,4,3,4), (10,4, 55, 87),
(m,n,u,v) € (14)
(7,5,6,7), (10,6, 35,44), (9, 7,152, 170).

Tovabbi részletekért lasd [31].
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Introduction

In number theory, Diophantine equations and algorithms for solving such equa-
tions play an important role. In our dissertation we combine some of the histor-
ical and more recent methods with our own observations to solve Diophantine
equations. In what follows, we will describe the most important results of every

chapter.
II

The triple of positive integers (a, b, ) is called a Pythagorean triple, if
a’ +b? =2

Also, (a, b, ¢) is called a primitive Pythagorean triple, if a, b and ¢ are co-prime.
Suppose that a, b and ¢ are known positive integer numbers, and consider the

exponential diophantine equation
a® + b =, (15)

in positive integer unknowns z, y and z.

The study of equation (15) with Pythagorean triples as bases has a long history.
In 1955, Sierpinski proved that for the smallest and most famous Pythagorean
triple (a, b, ¢) = (3,4, 5), the corresponding equation (15) has the unique solution
(x,y,2) = (2,2,2) (see [61]). Similar results were given by JeSmanowicz in 1956.

He showed that if
(a,b,c) € {(5,12,13),(7,24,25),(9,40,41), (11,60,61)},

then the only solution of (15) is again (z,y, 2) = (2, 2, 2). Based on his results he

proposed the following conjecture (also known as Jesmanowicz’ conjecture).
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Conjecture 1. Let (a, b, ¢) be a primitive Pythagorean triple such that a*> + b* =
c?. Then the only solution of (15) is (z,y,2) = (2,2,2).

Conjecture 1 and its generalizations have received a great deal of attention
over the years, however the problem in its general form is still open.
Since 1990 a lot of progress has been made towards the proof of Conjecture 1. In
1993, Takakuwa and Asaeda, and Takakuwa (See [65], [67], [66]) proved Con-
jecture 1 for various infinite families of triples (a, b, ¢). In several papers between
1995 and 2009 Le ([33], [34], [35]) applied the theory of linear forms in loga-
rithms to give quantitative results, and prove Conjecture 1 for many triples. In
1994, Terai [70] introduced a generalization of Conjecture 1 (known as Terai’s
conjecture). In the following years he proved it for several special cases (see for
example [71], [68], [69]). In the last few years, Miyazaki made many important
contributions to this field. He proved both Conjecture 1 and Terai’s conjecture
for various infinite families of triples (see for example [46], [48]). A comprehen-
sive collection of classical and recent results on JeSmanovicz’ conjecture, and its

generalizations can be found in [49].

For any positive integer N, denote by rad(/V) the radical of NV (i.e. the product of
the distinct prime divisors of V), and ordy (V) the 2-order of N (i.e. the largest
non-negative integer k, such that 2¥| N'). In their recent papers, Miyazaki [50] and

Miyazaki, Yuan and Wu [64] proved (among others) the following theorems.
Theorem 3. If c = 1 (mod b), then Conjecture 1 is true.

Theorem 4. Let by be a divisor of b, such that by is divisible by rad(b). Suppose

that Conjecture 1 is true for
c=1 (mod by).

Then Conjecture 1 is true for all c =1 (mod by /2).
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Theorem 5. Ifc = 1 (mod b/2°7%2®), then Conjecture 1 is true.

Note that here b is always even thus Theorem 5 is an improvement of Theorem 3.
It was noted by Miyazaki in [47] that, if (a, b, ¢) is a primitive Pythagorean triple
and ¢ = b+ 1, then

c+b=ad

From this, he proposed the following problem. Let (a, b, ¢) be a given primitive

Pythagorean triple such that a® + b? = ¢?, and consider the equation
& +b=a’ (16)
in positive integer unknowns z, y and z.

Conjecture 2. With the above conditions, equation (16) has the only solution

(x,y,2) = (1,1,2) ifc = b+ 1. If ¢ > b+ 1 then (16) has no solutions.

This is referred to as the shuffle variant of JeSmanovicz’ problem. In [47], Miyazaki
proved that Conjecture 2 is true if ¢ = 1 (mod b). This result is stated as the fol-

lowing lemma.
Lemma 2. If ¢ =1 (mod b), then Conjecture 2 is true.

In our work, we generalize Miyazakis work to the case where ¢ = 1 (mod b/2°7%2(®)),

1

Consider the generalized Ramanujan-Nagell equation
v+ D=y", (17

where D > ( is a given integer and x, y, n are positive integer unknowns with n >

3. Results obtained for general superelliptic equations clearly provide effective
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finiteness results for this equation, too (see for example [2], [57], [59], and the
references given there).

The first result concerning the above equation was due to V. A. Lebesque [36]
who proved that there are no solutions for D = 1. Later the so-called Ramanujan-
Nagell equation was investigated by many. For a survey of such results on (17) see
[76]. In our work we apply Recurrent sequences and results concerning elliptic
curves to give all solutions to the case where the only prime divisors of D are 5

and 17.

IV

A classical problem in number theory is the approximation of algebraic numbers

by rationals, underlying which one has a theorem of Liouville:

Theorem 6. (Liouville, 1844) If « is a given algebraic number of degree n > 2,

then there exists a constant c(«v) such that, for every v € Q with y > 0, we have

For applications to Diophantine equations, it is of utmost importance to reduce
the exponent n here, i.e. to deduce like inequalities with some exponent A < n. In
full generality, the first such result was due to Thue [72] who proved the following

theorem.

Theorem 7. (Thue, 1909) If v is an algebraic number of degree n > 3, then,

given € > (), there exists a constant c(«, €) such that for all integers x and y > 0

we have
x cla,€)
a— —| > —&x
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From this result, Thue deduced that if F'(z,y) € Z[x,y] is an irreducible
binary form of degree n > 3, and m is a fixed nonzero integer then the corre-
sponding Thue equation

F(z,y) =m (18)

has at most finitely many solutions in integers = and y. This result is, however, in-
effective in the sense that it does not provide any way to actually compute ¢(«, €),
and hence cannot be applied to determine the solutions of the corresponding equa-
tions.

Whilst there is now a well-developed literature on effective solution of Thue equa-
tions, based upon a variety of techniques (including, for instance, lower bounds
for linear forms in logarithms of algebraic numbers; see e.g. [7]), in our work, we
concentrated on bounding the number of solutions to such equations, rather than
their heights. In this regard, it is known that the number of solutions to equation
(18) in integers is bounded above in terms of only the degree of F' and the num-
ber of distinct prime divisors of m (see e.g. Bombieri and Schmidt [16]). We will
restrict our attention to what is, in some sense, the simplest possible case, that
of binomial Thue equations and inequalities. For these equations, the number of
such solutions is bounded in terms of m alone (see Mueller and Schmidt [51]). In

particular, we will consider equations of the form
lax™ — by"| = ¢, (19)

where a, b and c are given positive integers, and x, y and n are unknown integers.
Siegel [60], refining earlier work of Thue, showed that if the coefficients a and b
are large enough compared to ¢ and n, then (19) has at most one positive solution.
Later, Evertse [24] was able to substantially sharpen Siegel’s theorem. Both re-
sults depend on the so-called hypergeometric method. Related work in this area,

including applications and generalizations to cases where a and b are taken to be

15



S-units rather than fixed, may be found in, for example, Mahler [43], [44], Baker
[5], [4], [6], Chudnovsky [19] and many, many other papers, including [1]. [9],
[10], [11], [12], [13], [14], [42], [17], [18], [30], [29], [25], [26], [27], [45] and
[73]. In our work [41], we will extend a result of Bennett and De Weger [15] and
Bennett [13], and prove that except for some triples (a, b, n), with ¢ < 3, (19) has

only the trivial solution.

\Y%

Let m be a fixed integer with m > 3. Then the number

Pyr (2) = z(z+ 1)((m —62);5 +5—m) 20)

is called the pyramidal number with parameters m and z. Interesting aspects of

pyramidal numbers are the binomial coefficients

piryo) = (3)

with integers > 3, and the successive partial sum of the series of triangular
numbers. According to Dickson [23], the first mention of pyramidal numbers
dates back to the ancient Greece. For detailed historical background, please re-
fer to [23]. Pyramidal numbers and their generalizations, figurate numbers, play
an important role in discrete mathematics and number theory. (For a detailed in-
troduction into figurate numbers, consult [22].) The diophantine and arithmetic
properties of pyramidal and figurate numbers have been widely investigated over
the years. Dickson [23] proved, that every sufficiently large integer is the sum of
eight pyramidal numbers. Numerical results due to Richmond [55] and Deng and
Yang [20] make it is plausible that the result of Dickson can be improved.

There are also several classical results related to the equal values of pyramidal

and other combinatorial numbers. In 1962, Segal [58] proved, that 10 is the only

16



pyramidal number whose double is also a pyramidal number. In 1998, Brindza,
Pintér and Turjdnyi [3] investigated the equal values of pyramidal and polygonal

numbers. They considered the equation

5 The shuffle variant of JeSmanovicz’ conjecture

Consider the equation

"+ =a" (21)
in positive integer unknowns z, y and z. Our main results are the following.

Theorem 8. Let by be a divisor of b, such that by is divisible by rad(b). Suppose

that Conjecture 2 is true for all Pythagorean triples (a, b, c) with
c=1 (mod by). (22)
Then Conjecture 2 is true for all Pythagorean triples (a,b, c) with
c=1 (mod by/2). (23)
Theorem 9. Conjecture 2 is true for all Pythagorean triples (a, b, c) with
c=1 (mod b/2o%®)),

Combining Lemma 2 and Theorem 8, it is easy to verify Theroem 9. We will give

a proof of Theorem 8. For further details, please see [56].

6 The generalized Ramanujan-Nagell Equation

In the current chapter we will use binary recurrent sequences to compute the so-
lutions of the equation

2?4 5417 = g (24)
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in integer unknowns z, y, k, [, n satisfying
r>1l,y>1,n>3 k>0,1>0andged(z,y) = 1. (25)
Theorem 10. Consider equation (24) satisfying (25). Then all solutions of equa-
tion (24) are:
(x,y,k,l,n) € {(94,21,2,1,3), (2034, 161, 3,2,3),(8,3,0,1,4) }.

For more details, please see [54].

7 Thue Inequalities

In this chapter we will consider a classic use-case for Baker’s method combined
with hypergeometric approximation techniques. Suppose that a, b and c are given

integers and consider the inequality

lax™ —by"| < ¢ (26)

in unknown integers x, y and n. Recall that S, denotes the set of triples of positive
integers a, b and n > 3 for which (26) has more than a single solution in positive

integers x and y. Our main result is the following.
Theorem 11. With S, defined above, we have Ss C S5 U T3, where
S =14{(1,2,3),(2,1,3),(1,3,3),(3,1,3),(2,5,3),(5,2,3) }
and
T3 ={(1,3,n),(3,1,n),(2,5,n),(5,2,n) with 37 <n < 347, n prime } .

For (a,b,n) € S3, the solutions in positive integers to inequality (26) with ¢ = 3
are, in each case, (x,y) = (1, 1), and also
(@b | (123|213 133|613 @59]6.23
(wy) | 54 | @5 | 3.2 | @3 0914 (4,19
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In case n = 3, this theorem represents a slight sharpening of a classical result
of Ljunggren [38], who considered equation (19) with n = 3 and ¢ € {1,3}. It
is very likely that S3 = S5 (which should be provable with a finite but currently
infeasible amount of computation). We can, in any case, certainly prove a sharp-
ened version of Theorem 11, with 753 replaced by a somewhat smaller set, through
more careful application of the hypergeometric method; in our opinion the effort

involved would somewhat exceed the payoff. For more details, please see [41].

8 Equations concerning pyramidal numbers

In the last chapter we will apply linear forms in elliptic logarithms to solve a
r(x+1)((m —2)x+5—m)
6

and

family of genus 1 equations. Set Pyr, (z) =

consider the equation
Pyr,, (u) = Pyr, (v), 27)

in positive integers u and v for given m and n. In what follows, we give effective
upper bounds for the size of the solutions of (27). We apply the so-called Ellip-
tic Logarithm method, which was developed by Stroeker and Tzanakis [62], and
independently by Gebel, Pethé and Zimmer [28] and later improved by Stroeker
and Tzanakis [63]. Two interesting special cases are studied by computational
number-theoretic tools.

Before stating the main results, we would like to introduce another form of the

problem. It is easy to see that (27) is equivalent to the equation
(m —2)u® +3u> + (5 —m)u = (n — 2)v* + 30* + (5 — n)v (28)

in positive integer unknowns u and v. With this latter form, the main results are

the following.

19



Theorem 12. Let m and n be given positive integers with 3 < min(m,n) and
m # n. Then the equation (28) has at most finitely many solutions in integer
unknowns u and v. In fact max(u,v) < Cy, where C is an effectively computable

positive constant depending only on m and n.

Remark We would like to mention here, that Theorem 12 is also a direct conse-
quence of the celebrated result of Baker and Coates (see [8]). However, the cur-
rently discussed Elliptic Logarithm method gives more practical bounds. Sadly,
due to the nature of the method, it is currently not possible to make ' explicit in

terms of m and n.
Using the techniques mentioned above and the program packages MAGMA [74],

SAGE [21] and MAPLE, we prove

Theorem 13. For given m and n with 3 < n < m < 10, all solutions of (28) in
(u,v) integers with (u,v) ¢ {(0,0)(—1,—1),(—=1,0),(0,—1),(1,1)} are given in

the following table.
(m,n) (u,v)
(473) (07 2) ( 17 _2>
(5,3) (O, ),( 1,-2),(— 35,—51)
(773> ( ) 2)7( 17_2)7( )
(77 5) ( 57_ )7(677)
5.3 0, -1-2,(112)
(8,4) (=2,— )> (3,4) (29)
(8,6) (— 276, —316)
(97 3) (07 _2>’ (_1’ _2)a (—8, _16)7 (27 3)
9,4) (—13,-20)
9,7) (152, 170)
(107 3) (07_2)7(_17_2>
(10,4) (55, 87)
(10, 6) (35, 44)

As a direct corollary to Theorem 13, we can state the following.
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Corollary 1. For given m and n with 3 < n < m < 10, all solutions of (27) in

positive integers (u,v) with (u,v) # (1, 1) are given by

(8,3,7,12), (9,3,2,3), (8,4,3,4), (10, 4, 55,87),
(m,n,u,v) € (30)
(7,5,6,7), (10,6,35, 44), (9,7, 152, 170).

For more details, please see [31].
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