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Bevezetés

1. Bevezetés

Bar nem akarjuk, de nagyon sokszor sorba kell allnunk. Varakozunk a
buszmegalldban, a boltban, a postan, a bankban, stb. Nemcsak mi, hanem szamos
terlleten el6forduld igények is sorba allnak, pl. hivasok a telefonkézpontban, levelek
és iratok a hivatalban, programok a kozponti egységnél. Ha ismerjuk a kiszolgalasi
szabalyokat és a kiszolgalasi idéket a magunk modjan csodkkenteni tudjuk a
varakozasi id6t, pl. ismerdseket kereslink a sorban, ismerés a kiszolgalo fénoke, stb.
Ezt a mddszert nem tudjuk alkalmazni az automatikus rendszereknél, de prioritasok
megadasaval egyes igényeknek kevesebbet kell varakozni, mint a tébbinek.

Nem véletlen, hogy szdébahoztuk a telefonforgalmi és szamitdégépes
problémakat. Az elmélet torténetében dontd helyet foglalnak el ezek az alkalmazasi
terlletek. A sorbanallasi rendszerek tanulmanyozasat a telefonforgalmi problémak
megoldasara A. K. Erlang dan mérndk kezdte el a XX. szazad elején.

Munkaja nemcsak a mérndkok, hanem a matematikusok figyelmét is felkeltette
és nagyon sok cikk és konyv foglalkozott a valdszinlségszamitasi hattérrel. A
sorbanallasi elmélet szinte 6nallé tudomannya nétte ki magat, melynek eredményeit
és modszereit sikerrel alkalmazzak tobbek kozott a megbizhatosagelméletben,
szamitastudomanyban, operaciokutatasban. Sok kivald matematikus szerzett
hirnevet a sorbanallasi elmélet tertletén. Ami rendkivul fontos, hogy egy jelenleg is
dinamikusan fejl6dd teruletrdl van sz6. Ehhez nagyban hozzdjarult az utdbbi
evtizedek telekommunikacios fejlédése.

A szakdolgozat célja néhany az iskolaban el&6forduld varokozasi probléma
vizsgalata sorbanallasi modellek segitségével. Illyen problémak a konyvtari
kolcsdnzés, a felvételi dolgozatok rogzitése, az iskolai internet elérhetéséget nyujté
szamitdégeépek kihasznaltsagat érintdé kérdések. A dolgozat egyes részei rendkivul
friss eredmények is tartalmaz. Az elméleti vizsgalodas mellett példakkal illetve

programok segitségével probaltam szinesebbé, valtozatosabba tenni a dolgozatot.




Altalanos jellemz6k

2. Altalanos jellemzdk

A sorbanallasi rendszerek vizsgalatanal alapvetd szerepik van a Markov -
folyamatoknak. Ezen belll is a szuletési-halalozasi folyamatoknak. Ebben az
esetben minden allapotbdl, csak ,szomszédos” allapotba Iéphetiink. Allapottérnek
ekkor a nem negativ egész szamok halmazat valasztjuk, azaz ha a varakozas
nyelvét hasznaljuk, akkor a sorban mindig egyel tobben (érkeznek a sorba) vagy
egyel kevesebben (elmennek) allnak.

Ahhoz, hogy egy X(f) Markov lanc szuletési-halalozasi folyamat legyen,
teljesitenie kell az alabbi feltételeket:

1. P(X(t+h)=k+1| X(t)=k)= A h+ o(h)
2. P(X(t+h)=k-1|X(t)=k)= ph+ o(h)
3. P(X(t+h)y=k|X(t)=k)=1- (A + u;)h+ o(h)
4. P(X(t+h)y=m| X(t)=k)=o(h), |m—-k>1
ahol h egy tetsz6legesen kis intervallumot jelent, o(h) pedig olyan mennyiséget jeldl,

amely gyorsabban tart nullahoz, mint h, vagyis
% —0,hah—0.
A J-kat szlletési intenzitdsoknak, a px-kat pedig kihalasi intenzitasoknak

nevezzuk. A P,(t)= P(X(t)=k) jelOlés bevezetésével a kovetkezdket kapjuk.

Pyt +h)=Fy()(1—Agh+ o(h)) + P (D)
P.(t+k)=P.(t)(A=Ah— i h+o(h))+
+ P () (A1 h + o(h) +
+ P (O (g h + o(h)) + o(h),

Mindkét oldalbdl kivonva Py(t)-t illetve P(t)-t osztjuk az egyenleteket h-val,

akkor h—0 esetén a kovetkez6 differencialegyenletek kapjuk:

dP,
(1) ;(t) =—Ao By () + 11 B (1)
t
dP,
@ cI;t(t) = ~(Ae + )P () + Ay By (O + psr P (0, k=1,2,3,...




Altalanos jellemz6k

Lathato, hogy az altalanos, id6tél fuggd megoldas nehezen adhaté meg.
Azonban, még ha a Pi(t) fuggvényeket meg is tudnank hatarozni, nem vilagos, hogy
mennyire segitne minket ez a fuggvényhalmaz abban, hogy jobban at tudjuk latni a
sorbanallasi rendszer viselkedését. Ezért azt kérdezzuk, vajon a P(t)
valoszinliségek a t novekedésével megallapodnak-e végul, beall-e stacionarius

allapot. Feltéve, hogy létezik ez az allapot és

{—®

P, .. o
az (1) (2) egyenletekben a lim% mennyiségeket nullaval tehetjuk egyenl6vé,
t—o0
azaz
(3) 0=—~(A + )P + A1 Py + g1 Pryy > ha k20

feltéve, hogy wm=1.1=0. Megkodveteljik, hogy a fenti események teljes

esemeényrendszert alkossanak, amelyre normalizalo feltételként hivatkozunk:
> P =1.
k=0
Egyensulyi helyzetben a befelé iranyuld folyamatnak egyenlonek kell lennie a
kifelé iranyuld folyamattal, igy egy tetszbéleges k allapotba valé bearamlas intenzitasa
egyenld a k allapotbdl vald kiaramlas intenzitasaval, azaz
A By + M By = (g + 1) By

A (3) egyenleteket figyelembe véve, a kovetkezbket kapjuk:

A1 Prot = 1 P

igy az altalanos megoldasra konnyen adodik

Ao Ao A k=1 2.
Pk — 0 1 k—l P() — 1 P() .
HiHy - Hy i—0 Hi+1

(4)




Altalanos jellemz6k

Ahhoz, hogy egy sorbanallasi rendszert teljesen jellemezhessunk, meg kell

adnunk azt a folyamatot, amely a beérkezé6 igényeket irja le, és meg kell adnunk a
kiszolgalas szabalyait és strukturajat. A beérkez6 folyamatot altalaban az egymas
utan beérkezb igények kozotti iddintervallumok eloszlasaval adhatjuk meg - A(t).
A masik sztochasztikus mennyiség, amit meg kell adnunk, az a kiszolgalasi id6
eloszlasa - B(f). Meg kell hataroznunk a rendszer befogaddképességét, ami nem
mas mint a varakozo sor maximalis hossza - K. Egy tovabbi rendszerjellemz6 a
kiszolgaléegységek szama valamint a kiszolgalasi elv.

Mindezek ismeretében a kovetkezd jellemzbket hatarozhatjuk meg a

sorbanallasi rendszer hatékonysaganak, teljesitményének vizsgalata soran:

e azigények (atlagos) varakozasi ideje: W,
e a(z) (atlagos) valaszolasi idé: T,
e asorban Iévd igények (atlagos) szama: Q,

e arendszerben lév6 igények (atlagos) szama: N,

a foglaltsagi intervallum (atlagos) hossza, vagyis az a folytonos

id6intervallum, amelyben a kiszolgaléegység allanddan foglalt: E6

a tétlenségi id6szakasz (altagos) hossza: Fi,

atlagos kiszolgalasi id6

a rendszer forgalmi intenzitasa: p =- —
atlagos beérkezési idokoz

a szerver kihasznaltsaga: U g,

a rendszer atbocsatoképessége

Miel6tt ratérnénk a kilénb6zé modellek vizsgalatara, néhany jeldlést vezetink
be, amely segitségével osztalyozhatjuk a rendszereket. A kovetkezd jeldlés

altalanosan hasznalt,

N/A/B/m/K, ahol
N: az igényforrasok szama,
A: a beérkezési id6kozok eloszlasfuggvénye,
B: a kiszolgalasi id6 eloszlasfuggvénye,
m: a kiszolgaléegységek szama,

K: a varakozasi sor kapacitasa.




Altalanos jellemz6k

Ha A vagy B exponencialis eloszlasu, akkor az M jeldlést, ha altalanos
eloszlasuak, akkor a G jeldlést hasznaljuk helyettik. Megmutathatd, hogy ha a
beérkezési id6kdzok A paraméterii exponencialis eloszlast kovetnek, akkor a
beérkezési folyamat Poisson folyamat. Szamos sorbanallasi rendszerre teljesilnek

az un. Little-formulak, amelyek a kovetkezbket allitjak:

1. Az atlagos beérkezési intenzitds és az atlagos valaszolasi id6 szorzata

megadja a rendszerben |év6 igények atlagos szamat.

2. Az atlagos beérkezési intenzitds és az atlagos varakozasi id6 szorzata

egyenl6 az atlagos sor hosszaval.




M/M/n/n/ tipusu Erlang-féle veszteséges rendszer

3. Az M/M/n/n tipusu
Erlang-féle veszteséges rendszer

Bizonyara sokszor el6fordul minden iskolaban, hogy a szulbék a felvételi
dolgozat megirasat kdvetben érdeklédnek gyermekik irasbeli eredménye utan. Ha
az iskola n kulonboz6 készuléken fogadja a hivasokat, akkor az is el6fordulhat, hogy
a telefon foglalt allast jelez, s6t bontja a kdzpont a kapcsolatot. A kdvetkez6kben
ennek a problémanak a modellezése kdvetkezik. Az elkdvetkez6kben szerver alatt a
kiszolgal6 szemeélyzetet ertjuk.

Ezt a rendszert n csatornas veszteséges modellként is szokas nevezni. Az
igények az n csatornas rendszerbe Poisson-folyamat szerint érkeznek. Ha nincs Ures
szerver, akkor a hivas elvész. Ez a probléma a tdmegkiszolgalas egyik legrégebbi
problémaja, amellyel a telefonkdzpontok kihasznaltsagaval kapcsolatban A. K.
Erlang és C. Palm. foglalkozott. A feltételek alapjan ez egy szlletési-kihalasi

folyamattal modellezhet6, melynek allapotdiagramja és intenzitasai a kovetkez6k:

ol @Z@ ~~~~~~ QIO

np

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma érvénytelen..

Az M/M/n/n rendszer allapotatmenetei

A, ha k<n
/’tk:
0, ha k=>2n

My =ku, k=12,...,n

A ;. =ku, ugyanis k darab fuggetlen, x paraméterli exponencialis eloszlasu

valészinliségi valtoz6 minimuma szintén exponencidlis eloszlasu valdszinlségi

10.



M/M/n/n/ tipusu Erlang-féle veszteséges rendszer

valtozd, melynek paramétere a részparaméterek dsszege, vagyis ku. igy az abszolit

valészinliségek (4) alapjan a kdvetkez6k lesznek:

k-1 k
POH A :Po(ij 1L , ha k<n
=1 %5+ Du k!

0 , ha k>n

A normalizalé feltétel miatt:

igy

A rendszer egyik jellemzbje a P, valoszinliség, amelyet el6szoér Erlang
vezetettbe és Erlang-féle veszteségformula vagy Erlang-féle B formula néven ismert,
és B(n,p) szimbolummal jelolik. A P, valosziniség annak stacionarius
valészinlisége, hogy egy ujonnan érkezd hivast nem fogad a rendszer, azaz a hivas
elvész.

Az atlagos beérkezési intenzitas valdjaban kisebb mint A, mivel néhany hivast

elutasit a rendszer. igy a tényleges beérkezés intenzitasa A(1— B(n, p)). Tovabba az
atlagos sorhossz illetve az atlagos varakozasi id6k egyarant zérdk, ugyanis nem
varakozhatnak a beérkezett hivasok. igy a rendszerben tartézkodé igények atlagos
szama megegyezik a foglalt szerverek atlagos szamaval, vagyis

J n—1 _i

o n n
V=3B =3 By = B Py = p(1= B = p(1= B )
Jj=0 j=0 /- i=0 -

S mivel a valaszolasi id6 egyenld a kiszolgalasi idbvel, igy a valaszolasi id6

eloszlasfuggvénye megegyezik a kiszolgalasi id6 eloszlasfuggvényével, azaz

(5) Fy(x)=1-¢e"".

11.



M/M/n/n/ tipusu Erlang-féle veszteséges rendszer

Erlang sejtette, majd kés6bb be is bizonyitottak, hogy az (5) Osszefluiggés
kivételével minden formula igaz az M/G/n/n tipusu rendszerekre is. Ezért ezekben a

rendszerekben az atlagos kiszolgalasi id6 és a B(n,p) érték a legfontosabb

paraméterek.

Mint ahogy azt fent is emlitettem az egyik legfontosabb érték a P, valészinliség
meghatarozasa, azonban nagy szamu szerver esetén a szamolas meglehetfsen
hosszadalmas. Mivel a sorbanallasi rendszerek nagy része szamitdégépes
kornyezetben alkalmazhatd, ezért nem meglep6, hogy egy algoritmus segitségével
szamoljuk ki az igényvesztés valdszinliségét. A kovetkezd algoritmus HM (Ham

maodisitott) algoritmusként ismert.

ALGORITMUS

Jeldlje p a forgalmi intenzitast és n a kiszolgaléegységek szamat. Ekkor az Erlang-

féle veszteségformula kiszamithatoé a kovetkez6 rekurziv médon:

B(m -1
Bm.py=—LBn=LP) 55
m+ pB(m -1, p)
B(l,p)=—1—
1+ p

12.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

4. Az n/M/M/1 tipusu rendszer
(Gépkiszolgalasi probléma egy szereldvel)

Az iskolakban a tanév kezdés alkalmaval az egyik legproblémasabb kérdés a
tankonyvek osztasa. Ezt a feladatot altalaban a kdnyvtaros végzi, mivel 6 az illetékes
pl az ingyen tankdnyvek készletében. A diakok a tankdnyvigényléssel kapcsolatos
kérdésekkel annyi kulonb6z6 helyrél érkezhetnek, ahany osztalya van az iskolanak.
Az osztalyokat az irodalom altalanos elnevezése alapjan tekinthetjik gépeknek,
vagyis forrasoknak, a konyvtarost pedig szerel6nek, vagy szervernek.

Ezt a modellt tdbb néven is szoktdk emliteni. Ebben az esetben a forras -
ahonnan az igények érkezhetnek - véges szamu. Ez az egyik legfontosabb
sorbanallasi modell. Az igények generalasat most n db osztaly végzi ugy, hogy az ott
eltoltott id6 minden igény esetén egymastol fuggetlen A paraméterl valdszinlségi
valtozé. A kiszolgalasi id6 a beérkezésektdl fliggetlen pu paraméterli exponencialis
valészinliségi valtozo. Az osztalyok akkor lIépnek be a sorbanallasi rendszerbe, ha
van az osztalybdl valaki lemegy a problémajaval a konyvtaroshoz. A rendszer
biztosan eléri az egyensulyi helyzetet, mert itt nem Iép fel konvergencia probléma.
Ha mar k osztalybdl érkezett diak, akkor az n-k osztaly mikodési idejének eloszlasa
n-k db azonos, egymastdl fuggetlen A paraméteri exponencialis eloszlasu
valészinliségi valtozé minimuma, amely szintén exponencialis eloszlasu (n-k)A

paraméterrel. Igy az Aallapotatmenet diagramm alapjan a sziiletési-kihalasi

intenzitasok:
gépek |
> 1 >
— T .
> 2 > W
71 L sor | szereld »
~|n-1 > Q
N
A / > n -

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma

13.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

oIl oI0

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma

érvénytelen.. Az n/M/M/1 rendszer allapotai

P (n—kA, ha 0<k<n
k= 0, ha k>n

M =M, ha k2>1

igy az abszolut valészinliségekre a kdvetkezék adddnak:

n! k A
P = P , = —
k (n_k)!/? 0> P P
1
PO: . |
Z n: pk
= (n—k)!

Ha o= % akkor a kovetkez6 Osszefliggést kapjuk:

n!
= = = =B(n,o
in! kin!n_k Lo | n ko)

P —p nlp
= (n—k)! Pt 3

P, = 1 1 1

igy a kényvtartos kihasznaltsaga:

Us=1-PFy=1-B(np™").

Miel6tt még ratérnénk a rendszer jellemz6inek meghatarozasahoz vezessuik be

a kovetkezb jeldléseket. Legyen P(k,A) a A paraméter( Poisson-eloszlas, és Q(k, A1)
ennek kumulativ eloszlasa, azaz

14.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

o
Pp)="se?,  0<k<e

k
O(k,2)=>_P(i,A), 0<k<oo
i=0

Ekkor

kK _H

n! - n! n!
» Eoed P p"
Pn-k,p) (n—k)! 2 _(n—k)! _ (n—k)! _p
-y A ok
n, LI R S o n! ,_ n!
Q( P ) Ziie 1 jpn 1 z : ',01
il g o ! imo(n—=1)!

Ha PkE -vel jeldljuk az Erlang-féle veszteségmodellben a valdszinliségeket, akkor az

alabbi 6sszefuggés olvashato ki az el6z6 egyenléségbdl:
E
B =P

ahol forgalmi intenzitasok egymas reciprokai.

4.1 A rendszer jellemzéinek meghatarozasa

O(n-1p™")

A kényvtaros kihasznaltsaga: Ug =1— Fy =1- B(n, p_l )= =
O(n,p )

A rendszer atbocsatoképessege: A, = uUs.

A rendszerben tartozkodo¢ diakok atlagos szama:

N = ikPk =n- i(”l—k)Pk =n- i(”_k)P'f—k -
k=0 k=0 k=0

n
U
=n-> kP =n-p ' (1-Bnp ' )=n-—5
k=0 P

15.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

Az atlagos sorhossz:

0= (k-DP =Y kP - P, =N -Us.
k=1

k=1 k=1

Az igénygeneralasra alkalmasosztalyok szama:

" — Ug
m=2(n—k)Pk=NE=7.

k=0

Nyilvan varhato volt, hogy a problémamentes osztalyok atlagos szama egyenlé az

Erlang-féle modell esetén a foglalt szerverek szamaval és forditva.

A kényvtaros atlagos foglaltsagi periodushossza:

Ug=1-P, = E6 1E5
Ei+ ES L ES
ni
Eé‘_l_PO: Ug

Az osztalyf6nbkbk kihasznaltsaga:

Nyilvan az osztalyf6nokok akkor vannak kihasznalva, ha nem merul fel kérdés a
tankdnyvvasarlassal kapcsolatban, mert akkor az elklldott gyereket meg kell varni,

amig visszaér a valasszal. igy az dsszes osztalyfénok kihasznaltsaga:

n E—
Uy,= (n-k)P, =m=LUj
k=0 A

S |3

Egy osztalyfénok kihasznaltsaga: U, =

Az el6z6 6sszefiiggésbél kiolvashatd, hogy Am = uUg =4,.

16.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

Az osztalyok atlagos varakozasi ideje:

1 _
V=g - 1:ﬂ
—+ws— "

A U

Am =~ = 1

—+W+—

A U

—— — U
ﬁmW:n—m(ler):n——S(Hp)
o,

U —
=n-—2-Ug=N-Ug=0
o,

Megkaptuk az atlagos sorhosszra vonatkozé Little-formulat, ugyanis az atlagos

beérkezési intenzitds mA. Hasonldan nyerhet6 a rendszerben tartézkodd igények

szamara vonatkozo Little-formula is, azaz

mAT =N.

Lathatdé, hogy a rendszerjellemz6k meghatarozasa soran minden esetben
szukséguk van a konyvtaros kihasznaltsagara. Most mar valéban lathatd, hogy miért
volt szukség az Erlang-féle veszteségmodell és az egy kiszolgalds véges forrasu
rendszerek kapcsolatdnak meghatarozasara. igy ugyanis lehetévé valt a Us

mennyiség egyszerl kiszamitasa szamitdégépes kdrnyezetben.

Bizonyos esetekben azonban nem elég meghataroznunk az atlagos
jellemzbket. Elképzelhetd, hogy szukségunk van a varakozasi vagy a tartozkodasi
id6 eloszlasara. Legyen Ry annak valdszinlisége, hogy egy ujonnan érkezé diak k
masik diakot talal a rendszerben. Poisson folyamatok esetén a Py az és R
valoszinliségek egyenl6k. Véges forrasu rendszerekben ez az Osszefuggés nem
érvényes. Szerencseére, azonban egy egyszerl kapcsolat mutathato ki a két eloszlas
kozott, mint azt latni fogjuk. Stacionarius esetben ha k osztalyban all a munka, nem

muakodik, akkor egy (z,¢+ 7) intervallum soran beérkez6 igények atlagos szama
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n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

Ay (n)7P. (n). Ahogy rt-vel tartunk a végtelenbe annak val6szinlsége, hogy egy

érkezé diak k masikat talal a rendszerben megadhat6 a kovetkez6 modon:

Ay ()b (n)

> 4;(m)eP;(n)

i=0

R, (n)= 0<k<n-1.

Az el6z6 OsszeflUggés eérvényes minden allapotfuggd szuletési (vagy
beérkezési) folyamatra. Ha behelyettesitjlk a szuletési intenzitasokat és

egyszerlsitunk t-val, akkor a kdvetkez6t kapjuk:

(k)" g =D
Ry ()= RB) (n —k)' _(m-1=R oy
n—1 ’

. 3 (n=1)!

g(n )P (n) Z(n U ), Ry g(n_l_l.)!

Az atalakitasok soran azt kaptuk, hogy annak valoszinisége, hogy egy n
osztalybadl allo, véges forrasu rendszerben egy ujonnan érkezd igény k igényt talal a
rendszerben egyenl6 annak abszolut valoszinliségével, hogy egy (n-1) véges forrasu

modell esetén k igény tartézkodik a rendszerben.

Jeldlje Fr(t) egy diak rendszerben eltoltétt idejének eloszlasfliggvényét. Legyen
tovabba A azon diakok szama, amelyet egy ujonnan érkezd diak talal a rendszerben.
Ekkor

n—1

Fr()=P(T<t)=Y P(T<t|A=k) R, (n)
k=0

Ha egy diak érkezése soran k masik tanulé tartozkodik a rendszerben, akkor a
rendszerben eltdltott idejének eloszlasa egyenlé (n+1) flaggetlen, azonos pn
paraméter(i exponencidlis eloszlasu valdszinliségi valtozé Osszegével. igy a
suriségfuggvénye

k —
p(ux) e "

Py , x>0

fT‘k(x) =

18.



n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

és

t ko—
P(r <] d=k)= £ €T 4
0

k!
Tehat

n—1|1 k _—ux n—1
Fr(t)=P(T<t)= Z{f%dx}&{(m =1- ZQ(k,yt)Pk(n —-1)=

k=010 k=0
S Pn—-k-1,p )0k, ut) . On—1lLut+p™")
=1-2 -1 =1- -l
i On-Lp™) O(n-1,p7"

Az utolsé egyenléség soran felhasznaltam, a kdvetkezd dsszefliggés:

/
D PU = ji )03, A) = 0 A+ ).

j=0

Hasonl6 atalakitasok utan az atlagos sorbanallasi id6 eloszlasa

-1
FW(t):l_Q(n—Z,yt+,lo )
g?(n'_'L/)_ )

illetve a valaszolasi id6 és a varakozasi id6 sdrisegfuggvenye

Frxy= AP Lo~ + )

O(n—1,p7")
fi ey = 2P 2,p~" + )
O(n-1,p7")

Bizonyos esetekben azonban nagyon hosszadalmas meghatarozni a Q(n,1)

tipusu kifejezéseket. Ennek a problémanak az egyik lehetséges megoldasa a

Poisson eloszlas normalis eloszlassal vald kozelitése, a kovetkezd modon.

Kis n-re Q(n,A) nyilvan kénnyen szamolhaté, mig nagy n-re és nagy A-ra

(1>15) a Poisson eloszlas kozelithetd A atlagu és A szérast normalis eloszlassal. igy

P(n,A) és QO(n,A) a kovetkez6 alakban irhatok:
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n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

n n+l-2)?
P(n,/i):/l— S exp (n+3-4)

n! 274 24

noai n+l-2
Q(n,,z)zz/ie—ﬁ ~@ —2 =

i—o ! A

ahol ® a standard normalis eloszlasfuggvénye. Az % erteket azeért adtuk hozza a

szamlalokhoz, mert a P(n,A) korulbelll n= 1 —%—nél veszi fel a maximumat.

Tegylk fel, hogy p! és n—p ' elég nagyok. Ekkor O(n—1,p )~1 és az

abszolut valészinlségek a kdvetkezd alakban szamolgatok:

-1 1 2
: [k —(n-pt )
Py ¥ ———=-expy— — ,
27p 7! 2p

0<k<n.

A fentiek szerint a rendszerben lév6 igények szama megkozelitbleg normalis

eloszlasu n— p! atlaggal és p ! szorassal. A kovetkez6 abran a pontos megoldast

a nyilak jelolik, mig a kozelité megoldast a szaggatottal jelzett normalis gorbe, amikor

p =8 és n=20.
0.20
0.15 -
| i “
0.10 ! >
/ N
\
0.05 /I \\
y N,
» T ~
st i J—“f/ i ]| T 4\:‘_::
4 6 8 10 12(=K—8) 18 18 20(=K)

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma érvénytelen.. A pontos és a becsiilt

megoldasok viszonya
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n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

gy a kozelit6 formulak alkalmazhatdék a valaszolasi illetve varakozasi idok
eloszlas valamint slrlségfiggvényeire. Az eredmény azonban elég elszomorito.

Eppen ezért alkalmazzuk a kdvetkezd 6sszefiiggést. Ha egy x valdsziniiségi valtozé

megkdzelitéleg normalis eloszlast A atlaggal és A szorassal, akkor az y=2x is

megkozelitbleg normalis eloszlasu N atlaggal és 1 szérassal. igy a kumulativ

eloszlas a kovetkez6 moédon kozelitheto:

O(n, 1) = DQ(Yx +1 =2y,

-1
FW(t):l—Q(n_z”er'lo )z
Q(l’l—l,p_)

1= n-2+1 —Jut+p))=
=dQ2(Jn—-2+1 = Jur+p).

A kovetkezd abran a szaggatott gorbe az n=20 és p‘1=1,2,4,8,16 eseteket

mutatja a pontos megoldasokkal egyutt. A valaszolasi id6 eloszlasat is hasonlo

pontossaggal tudjuk meghatarozni.

0.9
OR:]
0.7
0.6
Folx
05
0.4
0.3

0.2

0.1

f

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma érvénytelen.. A pontos illetve becsiilt

varakozasi idok
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n/M/M/1 tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma egy szerel6vel)

Megmutatjuk, hogy a rendszer atbocsatoképessége a kovetkez6 modon is

kiszamolhato:

A, = ,
L7
A
ugyanis
L S S S ™
1l 7 1. N N+tm n
7+7_ — p—
A A A Am  Am

Felhasznalva, hogy 4, = uUg = u(1- F)),

n 1

Fon L
(- Pm)u 4

Nagy n-re a tétlenség valészinlisége nagyon Kicsi, igy a nevez6 megkozelitdleg 1.
Ebben az esetben

N
u

= |3
> =

Tovabba n=1 esetben az atlagos valaszolasi id6 T :l.
MU

Ha a két valaszolasi id6t az 1 fuggvényekeént tekintjuk, akkor a metszéspontjukra -
U

n* - a kovetkezo teljesul:

1.1
L . ﬁ:ﬂ;ﬂ_

1
u

Az n*t telitettségi pontnak nevezzik, amely a kdvetkez6 tulajdonsaggal bir. Ha
a forrasban eltoltétt idék és a kiszolgalasi idék konstansok lennének, akkor az n*
lenne a legtobb diak amelyet még ugy tudna kiszolgalni a konyvtaros, hogy nem
keletkezne sor. Mivel azonban az a kiszolgalasi id6k valdszinlségi valtozok, az
aktualis valaszolasi id6k nagyobbak mint az a két egyenes amelyek metszéspontja

n*, igy mar n*-nal kisebb értékeknél is szamithatunk sorbanallasra.
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n/M/M/r tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma tobb szerelbvel)

5. Az n/M/M/r tipusu rendszer
(Gépkiszolgalasi probléma tobb szerelovel)

Az el6z6 modellben adott feltevéseinket annyiban valtoztatjuk, hogy itt az
igények kiszolgalasat nem egy hanem r kiszolgal6egység veégzi. Nyilvan ebben az
esetben sem I|ép fel konvergencia probléma, s természetesen csak abban az
esetben érdemes a rendszert vizsgalni, ha r<n. Ebben az esetben is egy szlletési-

halalozasi folyamatot kapunk melynek allapotatmenetei és intenzitasai a kovetkezék:

nk  (n-1)A (n-r+1)A A
oxcxa ...... ...... @I@
poo2p it Iy

Abra Hiba! A kapcsolé argumentuma érvénytelen.. Az n/M/M/r modell

allapotatmenetei

A=(n-kA, 0<k<n-1

ke, 1<k<r
Fe = ru, r<k<nm
A stacionarius eloszlasok:
n ok

k! ny
P = P, r<k<n.
. plpkr (kjp 0

Természetesen teljesulni kell a normalizalo feltételnek is:

> P =1.

k=0
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n/M/M/r tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma tobb szerelbvel)

A Py meghatarozasahoz ez a képlet meglehetésen bonyolult, ezért egy egyszeribb

eljarast hasznalunk. Legyen

P
ap, = K .
F

Ekkor a hanyadosok kozott az alabbi rekurziv 6sszefliggés fedezhetd fel.

a():l
akzn_]];-i_lpak_l, 0<k<r-1
akzn_k+1pak_1, r<k<n

A normalizalé feltételbdl Po-t kifejezve és Py-val osztva mindkét oldalt a kovetkezd

tapasztaljuk:

1

—.
Zak
k=0

P():

igy minden Py valészinliség megkaphatd, ha Po-t megszorozzuk ax-val.

5.1 Az n/M/M/r rendszer jellemzéi:

A rendszerben tartozkodo igények atlagos szama

k=0

A varakozasi sor atlagos hossza:

0= Y (k=rk

k=r+1

Az igénygeneralasra alkalmas terminalok szama:

m=n-N.
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n/M/M/r tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma tobb szerelbvel)

A varakozas valdszinlisége:

n
PW>0)=> P .
k=r

A foglalt kiszolgal6egységek atlagos szama:

_ -1
V:erPk‘FriPk.
k=1 k=r

A tétlen kiszolgaloegysegek atlagos szama:

S=r—-r.

Osszefiiggések a jellemz6k kbzétt:

N=Q+r=n—m,

A rendszer jellemzéinek meghatarozasahoz elegendé ismernink a rendszerben

levé igények atlagos szamat, mert bel6le minden tovabbi meghatarozhato.

A kovetkez6kben meghatarozzuk a varakozasi id6 eloszlasfuggvenyét. Nyilvan
csak akkor kell varakozni, ha k > r, ahol k a rendszerben talalt igények szama. Ekkor
az érkezd igénynek (k-r+1) igény tavozasat kell kivarnia. Jeldlje A azon igények
szamat, amelyet egy ujonnan érkez6 igény a rendszerben talal, és Rx ennek
valésziniségeét. A korabban targyalt médon megmutathatd, hogy R, (n)= P, (n—1).
Ha k > r és | = k-r, akkor, P(W>t|A=k) annak valdszinlisége, hogy / vagy annal

kevesebb igény tavozott t id6 alatt. De ez a valdszinliség megadhaté a kovetkez6

modon:

[ i
PW > 1| 4= k)= e‘””Z@:Q(l,mt)
= 1!
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n/M/M/r tipusu rendszer (gépkiszolgalasi probléma tobb szerelbvel)

Ez abbol kovetkezik, hogy a kiszolgalas ugy folyik mintha a rendszer egyetlen
kiszolgaléegysége exponencialis eloszlas szerint mikoddne, melynek intenzitasa ru. A

teljes valoszinlség tétele alapjan:

n-l n—1
PW >1)=Y PW >t|A=k)P(n—=1)= > O(k—r,rut) P (n—1).
k=r k=r

Egyszeri behelyettesités alapjan

r 5 -1
Pon-1)="— pyn-pL=k=Lro )
a Pn=1rp™)

r By(n—1) =

PW > 1) = ~ > P(n—k—-1rp Ok —r,rut)=

r'P(n—Lrp ") =,
r"Py(n—1) "L _

= ¥ P(n-r=1=krp )Q(k.rut) =
r'P(n=Lrp ) =0

r —

S Fo 1)1 Q(n—r—l,ryt+rp_l)
r'P(n—1,rp )

FW(Z):I_rrPO(n—1)Q(n—r—1,ryt+rp_l)

FIP(n—1rp ")

A varakozasi id6 eloszlasfuggvénye:

7

- pmn-t
Jw () D)1 o(n—1) Pin—1rp)

P(n—r—l,r,utJrrp_l)
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Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

6. A beérkezo hivasok véges forrasu
tobbkiszolgalés modellje, visszatér6 igények
esetén

Ez a modell hasonlit az el6z6 véges forrasu rendszerhez. Az eltérések a
kovetkezdk. A jelen modell egy r szerverbdl allé rendszer, ahol a beérkez6 hivasok
n>r forrasbdél szarmaznak. Minden terminal a kovetkez6 harom allapotban

valamelyikében lehet:

e kiszolgalas alatt all
e varakozasi ciklusban van,

e szabad.

Ha egy terminal szabad a f pillanatban, akkor, akkor A(t,t+dt) valészinGséggel
general beérkezé hivast. Ha egy szerver tétlen valamely beérkezd hivas soran, akkor
a hivas kiszolgalasa azonnal elkezdddik. A kiszolgalas alatt a terminal nem
generalhat Uj beérkez6 hivast. A kiszolgalast kovetéen a terminal tétlen mikodé
allapotba kerul és uj beérkez6 igény generalasara alkalmas. Ha azonban egy Uj
igény érkezésekor minden szerver foglalt, akkor a terminal un. visszatéré hivasokat
general - varakozasi ciklusban van - exponencialis id6k6zonként 1/a. atlaggal amig
szabad szervert nem talal. Az el6z6ekhez hasonldéan az hivas kiszolgalasa utan a
terminal ismét szabadda valik. A kiszolgalasi idé exponencialis eloszlasu 1/u=1

atlaggal, mind a beérkez6 mind a visszatéré igények esetén.

A rendszer a (C(t), N(t)) allapotokkal adhaté meg, ahol C(t) a foglalt szerverek
szama és N(t) a varakozasi ciklusban lévé hivasok szam a t pillanatban. A folyamat
(C(t), N(1)) folyamat egy kétdimenzios véges allapotter -

§={0,1,....,r} x{0,1,...,n—r} - Markov-lanc, melynek ¢, allapotatmenet

intenzitasai a kovetkezo6k:
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Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

Ha 0<i<r-1,

d(ijyamy =

illetve, ha i =r akkor

d(rjyim) =

(n—i—j)A
i
ja
—((n—i—-PHA+i+ja)
0

(n—r—jA
r
—((n-csNA+r)
0

ha (ILm)=(@{+1,))

ha (Lm)=(-1,))

ha (ILm)=(@G+1,j-1)
ha (I,m)=(4,j)
egyébként.

ha (ILm)=(r,j+1)
ha (ILm)=(r-1,))
ha (I,m)=(x,))
egyebként.

Mivel a (C(t), N(t)) folyamat allapottere véges, igy a beérkezd hivasok tetszéleges

intenzitdsa mellett a rendszer eléri az egyensulyi allapotat. Mostantél minden

esetben feltételezzuk, hogy a rendszer egyensulyi allapotban van.

Gyakorlati szempontok szerint a kiszolgalas min6ségének legfontosabb paraméterei

a kovetkez6k - ahol M =n—r és p;=P(C(t)=i,N(t)=j), azaz a foglalt szerverek

és az atlagos sorhossz egyluttes eloszlasa egyensulyi helyzetben:

e a varakozasi ciklusban Iévé igények (,sorhossz’) atlagos szama

o r M
N=ENO)=XY jpy .

i=0 j=0

e a varakozas valésziniisége

M
pr=P(CO=r)=Yp,; .

j=0

e a foglalt szerverek atlagos szama:

o r M
Y=E(C(1)=).>ip;,

i=0 j=0
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Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

e a beérkezb hivasok atlagos intenzitasa:

r M
A=AE(n-C@t)-N(t)=2Y. > (n—i- j)p; =An—-Y -N)
i=0 j=0

e a beérkezd hivasok varakozasanak aranya:

p U= COZNOCW=r) Mp =N, 1 N Z E(N@):Clt) = 1)
AE(n— C(t) - N(1) n—Y-N

e a ciklusban levé igények varakozasanak aranya:

g _ AEWN@:CO=r) N,
aE(N(1)) N’

e a beérkezb és a ciklusban lévo igények visszautasitasanak aranya:

() _ E(A(n-C()—- N@)+aN(@),C(t)=r)  AMp, +(a—A)N,
~ E(A(n-C@)-N@)+aN@)

An—2AY + (a— A)N

e az atlagos varakozasi idé és az feltételes varakozasi idé:

W==, Wg=

Sl =
w | I

6.1 A foglalt szerverek szamanak eloszlasa és az atlagos
sorhossz

Az eddigi modellek soran az atlagos jellemz6k megadhatok voltak zart
formaban. Bar most erre nincs lehetéségink, kilonb6zé mddszerek segitségével
programozott kornyezetben a rendszerjellemz6k meghatarozhatok.

Az egylttess eloszlasokra vonatkoz6 Kolmogorov egyenletek a kovetkezd

alakuak, ahol p; =0, ha (i,j) nem tartozik a (C(t), N(t)) folyamat allapotteréhez.

(n—i=-PA+i+ja)p;=(n—i+1-)ip;_y
+(+Dap; iy
© +((+Dpiy,;
(n—r—=pPA+r)py;=n—-r+1-j)p,_;
+(n—r—j+DAp, i

+(+Dap,_ jn
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Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

Osszeadva az egyenleteket i=0,1,...,c-re a kdvetkez6 6sszefliggést kapjuk:
r—1

(7) (n—r= DAy =G+Da) pij, 0<j<n—r.
i=0

Hatarozzuk meg a p; valodsziniségeket. ElGszOr vezessik be a kovetkezd

valtozokat:
_ Py
S = ,
Pom
igy
__ 5y
Pij r M )
ZZSU
i=0 j=0

Az s;; valtozok kielégitik a (6), (7) egyenleteket és

Som = 1.
Az s; valtozokat a kovetkezd sorrendben fogjuk meghatarozni:
SOM""’SVM’SO,M—I""’SF,M—I""’ seeesS00 5950

Legyen j = M. A (6) egyenletbdl rekurzivan meghatarozhatjuk az sq,,,...,s,,

valtozokat, a kovetkez6 moédon:

S\m :(rl+Ma)S0M :7"/1+Ma,

(r—i+DA+i-1+ M (r—i+2)4
Sim = ; Si-iM — . Si-am
i=2,...,r.
Legyen j=;—1 (*). Ekkor a (7) egyenletbdl
i+
(8) s '_Mzsi,jﬂ'

T (M - HAE

Tekintsik a (6) differencialegyenleteket, mint az x; =s;, 0<i<r -1 ismeretlenekre

vonatkozo linearis egyenleteket. Ekkor az egyenletek a kdvetkez6 alakban irhatdk:

9) Aixiy + Bix;i +yixi=96;, 0<i<r-1,
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Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

ahol

i =S
Ai=—(n—i+1-))A
Bi=(n—i-j)A+i+ ja

yi=—(+1)

6; =(j+Das;_y ju
x1=0

X, =5,

amelyekbdl az utols6 ketté ismert. A probléma megoldasara legalkalmasabb
modszer a Cholesky-algoritmus. Valdjaban ez a Gauss-eliminacié egy variansa.

Elevenitsik fel a mdodszert.

Tekintsuk a (9) egyenletrendszer kibdvitett matrixat

/11 ﬂl 71 0 0 0 0 0 51

0 12 ﬂz V&) 0 . 0 0 0 52
0 0 0 0 ﬂ“r—Z ﬂr—Z Vr-2 0 é‘r—2
0 0 0 0 0 ﬂ“r—l /Br—l V-1 5;’—1

és a Gauss-eliminacié segitségével, a fé6atlo alatti elemeket eltliintetve, a kdvetkez6

matrixot kapjuk:

By 70 0 0 0 0 0 0D,
0 B 7, 0 0 0 0 0 |D

=]
- O
-~
N
X
)
(=]
o
=]
>
)

0 0 0 0 00 B, 7y, 0 |D_,
0 0 0 0 0 0 0 Br—l 7/}"—1 DV—I

vagyis a kovetkez6 egyenletrendszert:
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Tegyuk fel, hogy mar atalakitottuk az i-dik egyenletet, azaz

B yxi 1 +yiqx; =D .

Az egyenlet mindkét oldalat megszorozva (4, / f;_;) -gyel és kivonva az eredeti (i+2)-

dik egyenletbdl, a kovetkezdket kapjuk:

A
ﬂi—}/.—ljx.+7/.x.1:5.—D._l L
( lBl'_l i it i i Bl'_l

Ezek alapjan

Aoy

1 1

i-1 i-1

ﬂ'iDi—l

A By=p,,D, =09, Osszefuggesbdl kiindulva a (11) egyenlet segitségével a
atalakitott matrix elemei meghatarozhatok, majd a (10) egyenletek alapjan forditott
sorrendben megkapjuk az x,_;,x,_,,...,x, ertékeit.

A megoldas menete

Meghatarozzuk a B; , D; (0<i<r—1) valtozok értékét a kodvetkez6 egyenletek

alapjan

By=(n-ji+ja

Bl.:(n—i—j)z+i+ja—(n_H_l_]Ml, 1<i<r-1
B4
DOZO
—i+1-j)AD;
Di:(j+1)0‘5i—l,j+1+(n l /) =L I<i<r-1L

B;_,

Ezutan az indexek tekintetében forditott sorrendben meghatarozzuk az s;

(0<i<r—1)valtozokat a kovetkezd 0sszefuggés alapjan:

D; +(i+1)s;,;
s = (B~ ) L , i=r—-1Lr-2,...,1,0.

1
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Ezt kovetben visszatérink a (*) Iépéshez és addig ismételjik az eljarast amig j

> 0. Mivel p; =s;pou, igy

1
r M

ZZSU'

i=0 j=0

Poym =

Most mar az abszolut valdszinliségek ismeretében meg tudjuk hatarozni a

rendszer jellemzéket. A kovetkez6 Pascal program kiszamitja a foglalt szerverek
atlagos szamat (Y ), az varakozasi ciklusban 1évé hivasok atlagos szamat (N ), a

varakoztatott igények aranyat és a feltételes varakozasi id6t.

Program retrial (Input, Output); {véges forrastu visszatérd
sorok}
Uses Crt;
Var i, 3j, 31, 32, c, M, K : integer;
a, mu, sum, pc, Y, N, Nc, bl, W : extended;
r : array[0..100,0..1] of extended;
b,D : array[0..100] of extended;

Begin

clrscr;

writeln (' Adja meg a kiszolgadldegységek szamat: ');

read(c) ;

writeln (' Adja meg a terminalok szamat: ‘); read(K);

writeln (' Adja meg a beérkezd Gj hivasok érkezési
intenzitasat: '); read(a);

writeln (' Adja meg a varokozéasi ciklusboél ékezd igények
intenzitasat: '); read(mu);

M:=K—-c;

3J1:=0; j2:=1; j:=M;

sum:=0; pc:=0; Y:=0; N:=0; Nc:=0;

r[0,j1]:=1;

sum:=sum+r [0,Jj1]; N:=N+j*r[0,]1];

r{l,3j1] :=c*+a+M*mu;
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sum:=sum+r[1,jl];N:=N+j*r[1,j1l]; Y:=Y+r[1l,]1];
if c¢=1 then begin pc:=pc+r[l,jl]; Nc:=Nc+j*r[1l,Jl] end;
for i:=2 to ¢ do
begin
r{i,jl]:=(((c—1i+1)*a+1—+M*mu)*r[i-1,71]—
(c—i+2)*a*r[i-2,,31]1)/ 1i;
sum:=sum+r[i,jl]; N:=N+j*r[i,31];
Y:=Y+i*r[i,J1];
if i=c then begin pc:=pc+r[i,jl];
Nc:=Nc+j*r[i,Jjl] end;
end;
for j:=M-1 downto 0 do
begin
J1l:=1-31; jl:=1-32;
rlic,jl]:=0;
for 1:=0 to c-1 do rl[c,jl]l:=r[c,jl]l+xr[i,J2];
rlc,jll:=rlc,j1l]*(J+1)*mu / ((M=J)*a);
sum:=sum+r[c,jl]; N:=N+j*r[c,jl];
Y:=Y+c*r[]jl]; pc:=pc+r[c,jl]; Nc:=Nc+j*r[c,jl];
b[0]:=0; D[O]:=0;
for i:=1 to c-1 do
begin
b[i]:=i*(j*mu+b[i-11)/ ((K-1+1-7)
*a+j*rmut+b [1-11) ;
D[i]:=(j+1)*mu*r[i-1,32]+ (K-1i+1-7) *a*
*D[1-1]/ ((K=1+1-7) *a+j*mu+tb[i-1]) ;
end;
for i:=c-1 downto 0 do
begin
r{i,Jjl]:=(D[i]l+ (i+1)=*r[i+1,311)/
((K-i-j)*atj*mu+tb[i]);
sum:=sum+r[i,jl],; N:=N+j*r[i,J1];

Y:=Y+i*r[i,Jl];
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end;
end;

pc:=pc/sum; Y:=Y/sum; N:=N/sum; Nc:=nc/sum;

W:=N/Y; 1lb:=a*(M*pc-Nc)/Y;

wrilteln (' A foglalt szerverek atlagos szama: ',Y:8:4);

writeln (' A varakozéadsi ciklusban 1év6 hivasok atlagos
szadma: ‘,N:8:4);

writeln (' A varakoztatds valdszinlsége: Y,bl:6:4);

writeln (' Az a&tlagos feltételes varakozéasi idé:
V,W/bl:9:4) ;

repeat until keypressed;

End.

6.2 A rendszer eloszlasa az érkezési pillanatban

Az el6zGek soran kiszamolt p;; valdszinisegek megmutatjak a rendszer (C(t)=i,

N(t)=j) &llapotban valé tartézkodasanak valdsziniiségét. Eppen ezért tekinthetd agy
mint egy kuls6 megdfigyel6 eloszlasa. Azonban a hivaskiszolgalas min6sége
szempontjabdl rendkivil fontos ismernink a rendszert egy Uj igény érkezésének
pillanataban. Jeldlje 7z; annak valosziniségét, hogy egy Uj igény, az érkezése
pillanataban a rendszert (i,j) allapotban talalja. Ezt az eloszlast a érkezd hivas észlelt
eloszlasanak nevezzuk.

A véges forrasu modellek egyik legfontosabb tulajdonsaga, hogy az érkezd
hivas altal tapasztalt eloszlas kulonbozik a megfigyeld eloszlasatdl. Valoban, ugyanis
a p,; valoszinlségek pozitivak minden j=0,1,...,(n-r) esetén, amig z,), =0.

Jol ismert, hogy n elemi véges forrasu szuletési-kihalasi sorbanallasi modellek
esetén, az érkezd altal a rendszerben talalt hivasok eloszlasa, 7z (n) egyenlé az
eggyel kevesebb (n-1) elem( véges forrasu modell allapoteloszlasaval, px (n-7). A
visszatéro véges forrasu modellekre nem igaz az eredmeény.

Mindemellett az érkez6 altal észlelt eloszlas a visszatér6 modellek esetén,
konnyen kapcsolatba hozhaté a megfigyel6 eloszlasaval a kovetkez6 modon.
Jeloljik a rendszer allapotait a kdvetkez6 tipusu vektorokkal:

X=(X1,...,X,)
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ahol

0, haazi-dik terminal szabad

X; =45, haazi-dik terminal foglalt

r, haazi-dik terminal ciklusban van

Ha a rendszer az x allapotban van, jeldlje C(x) a kiszolgalas alatt 1év6 hivasok
szamat, és N(x) a varakozasi ciklusban lév6 hivasokat. Jeldlje Xj azon x allapotok

osszesseégét, amelyre C(x)=i és N(x)=j (i=0,...,r; j=0,...,n-r). Az X halmaz elemeinek
szama: [”] .(”f’).
I J

A szimmetria miatt, minden xeX; allapotban tartozkodas valoszinlisége

egyenld. Jeldlje ezt p; Masrészt az X; halmazban valo tartézkodas valoszinlisége

egyenld p;-vel. gy

Rogzitsik valamely iy terminalt, és jeldlje 131-]- annak valdszinliségét, hogy

egyensulyi helyzetben az iy terminal mikodik, a foglalt szerverek szama i és j

terminal varakozasi ciklusban van. Nyilvanvald, hogy ezt az allapotot azon xeX;j

jelentik, amelyekre x; =0. A feltételt kielégits allapotok szama (’7—1) .(”—1—’] . Ezért

l J
R n—-1\ (n—-1-1i s N—i—j

igy annak stacionarius valdsziniisége, hogy az adott terminal miikddik

. .1 . P
p=zgpg=zz ,- (n=i=j)py =

i i
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és a rendszer allapotainak valdszinlsége feltéve, hogy az ip-dik terminal mikodik:

ﬁ_._ﬁij _(n—i-pi
P 7 ij*

Ez a rendszer eloszlasa a medgfigyeld szempontjabdl, az iy-dik terminal
mikoddése soran. De mivel a hivas generalasaig eltelt idék exponencialisak, igy az

exponencidlis eloszlas orokifju tulajdonsaga miatt a p; eloszlas megegyezik az

érkezd hivas altal tapasztalt eloszlassal, azaz

_(n—i- )2
ij_Tpij

6.3 A varakozasi ido

Rogzitsuk az iy terminalt és tételezzik fel, hogy a t pillanatban hivast general. A
kiszolgalasa megkezdéséig eltelt id6 a hivas tényleges varakozasi ideje. A
varakozasi folyamat vizsgalata sokkal bonyolultabb mint a rendszerben 1évé igények
szama. Bar az atlagos varakozasi id6 konnyen meghatarozhaté az
allapotvaldszinliségek és a Little formula alapjan, és a varakozas valdszinlsége - B -

kiszamithato az

n—r—1

D (n=r—=)p,

1

Osszefuggés alapjan, a pontos és részletes elemzéshez nem elegendé a kulsé
megfigyel6 eloszlasa. A feltartoztatas valoszinlisége - B - megegyezik annak
valészinliségével, hogy egy Uj hivas érkezése pillanatdban minden kiszolgaléegység
foglalt. Ezért B a

n—r-1
B = z ﬂ.l"j
j=0
modon definialhatd, ahol 7z; az érkez6 hivas szempontjabol az allapotok eloszlasa.
igy
n—r-1 1 n—r-1
B= Zﬂ'rj == Z(n—r—j)/iprj ,
j=0 e

mint vartuk, a varakozas valdszinlisége egyenld az igényfeltartas aranyaval.
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Tegyuk fel, hogy a t=0 pillanatban j hivas varakozik a ciklusban és i hivas kiszolgalas
alatt all (j=1,2,...,n-r; i=0,...,r). Jel6ljik meg az egyik varakozé hivast és jeloljuk fi(t)-

vel annak valoszinlségét, hogy t id6 mulva az igényt nem szolgaltak ki, azaz

fy(0)=P(zy; >1).

A varakozas id6 komplementerének eloszlasa f(t), a kovetkez6 moddon hatarozhatd
meg:

n—r—1

D (n=r= A, fr (D).
=0

n—r—1
— 1
(12) F(1) = zfrjfr,jﬂ(t)::
= A

J
Az f; kiszamitasahoz vezessik be a kovetkezd ((r) Markov folyamatot,
melynek allapottere {0,...,r}x{1,...,n-r}u{s}. Ertelmezziik az (i ) allapotot ugy, hogy i
igény kiszolgalas alatt all és j igény varakozik, beleértve a kijeldlt terminalt (hivast) is.
A s egy elnyeld allapot, és ebbe az allapotba val6 atmenet azt jelenti, hogy a hivas
kiszolgalasa elkezdédik. igy a hatralévé varakozasi idé a kitiintett terminal esetén az

elnyel6 allapotba jutasig eltelt id6, azaz

[ =P(&() % 5| (0) = (i, ))) =1- P(S(1) = 5| £(0) = (i, ).

Kdénnyen lathatd, hogy ha 0 </ < r-1, akkor a rendszer az (i,j) allapotbdl a kovetkezé

lépés soran az alabbi allapotokba juthat:

(i+1,)) allapotba (n—i- j)A intenzitassal

(i+1,j—1) allapotba (j - 1)a intenzitassal

s allapotba « intenzitassal

(i—1.7) allapotba i intenzitassal

Ha i=r, akkor a folyamat a kdvetkezd allapotokba juthat egy lépés soran:
e (r,j+1) allapotba (n—r — j)A intenzitassal

e (r—1,)) allapotba r intenzitassal

Ekkor a Markov lancokra vonatkoz6 Kolmogorov differencialegyenletek a

kovetkezo6k:
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O =—(n=i= DA+ ja+i]f;(0)
+(n—i— M, @)
+ (=D iy 1 () + i (D)

haO0<i<r1,1<j<n-rés

SO = =r=DAtr|fy O+ =r= D @) +rfp ;)

ha i=r, 1 <j< n-r.

Vegyuk mindkét oldal ¢U(s):je‘s’dt Laplace transzformaltjat. igy a kdvetkezdket
0

kapjuk:

—1+s5p;(s)=—[(n—i= A+ ja+i]p;(s)
(13) +(n—i— j)A@; ;(s)
+(J—Dag; ;- 1(s) +ig;_y ;(s)

haO0<i<r1,1<j<n-rés

—1+50,(9)=—(1=r = DA+ r]p,(5)
(14) + (=1 = DA (5)

+ r¢r—l,j (S)

ha i=r, 1 <j< n-r.
Szorozzuk meg a (13) egyenleteket p;-vel, a (14) egyenleteket p,;-vel es
helyettesitsik az [(n—i- ))A+ ja+i|p; €s az [(n—r—j)A+r]p, tagokat a p;

valoszinlségekre vonatkoz6 Kolmogorov egyenletek jobb oldalan allo kifejezésekkel,

és adjuk dssze az egyenleteket i=0,...,r-re. Algebrai atalakitasok utan a koévetkez6t

kapjuk:
(15) > (n=r = DNAppr 1 (=N=5>. jp;@;(s).
j=0 i=0 j=0
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Tekintve a varakozasi id6 és a feltételes varakozasi idd Laplace transzformaltjat

S‘W(f) SJ‘e S‘Z‘F(t)dt
0

Ee ’f—l—sgoy(s)

a (12) osszeflggést felhasznalva a kovetkez6t kapjuk

r n—r

(16) Ee ") = S—Z Z]puEexp{ S‘l'l]}
ﬂ’z 0 j=1

Differencialva a (16) egyenletet az s=0 pontban, megkapjuk az atlagos varakozasi
idOre vonatkoz¢ Little-formulat:

EW(t) = E]%(” .

Kétszer differencialva a (16) egyenletet az s=0 pontban egy uUjabb 6sszefliggést

kapunk:

r n—r

EW(1)* = Z > ipyEt; .

lel

Ahhoz kiszamoljuk a varakozasi id6 szoérasat, mindosszesen az atlagos feltételes

varakozasi id6ket kell ismernink - m;; = Erij.

6.4 Az atlagos feltételes varakozasi ido

A (13) és (14) egyenletekbe s=0-t helyettesitve a kdvetkezd egyenletek adddnak az

atlagos feltételes varakozasi idékre:
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—l=—(n—i= DA+ ja+i]m;
+(n—i— j)Am;y;
+(J—Dam j_ +imi_y

haO0<i<r1,1<j<n-rés

—1:—[(n—r—j)/1+r]mrj

+(n—r—j)Am, ;.
+rm,_y
ha i=r, 1 <j< n-r.
Atalakitva az egyenleteket:
mi+1j:(n—i—j)/1+ja+imij_ 'i ——
(17) ’ '("—i—j)/i (n—i=-pHi —~
(j-Da 1

_——m: g
(n—i-pa N (n—i- pa
haO0<i<r1,1<j<n-rés

n—r— jA+i r 1
) m = E
(n—r—jA (n—r—-jA (n—i—j)A

ha i=r, 1 <j< n-r1,

(1 9) 1= _rmr,n—r + rmr—l,n—r

ha i=r és j=n-r.

Az egyenletek megoldhato a kovetkez6 algoritmus segitségével.

1. Helyettesitsiink j=1-t a (17) egyenletbe:

((n—i—l)l+a+i)mi1 —m;_j; -1
(n—i-1A

ha 0<i<r-1.

M1y =

Az egyenletbdl rekurziv médon meghatarozhatok az m;; (0 < i < r) valtozék a

kovetkezd linearis egyenlet alapjan:

mip =ujp My +V;q.
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Az u;,v; egyltthatdk a kovetkezd rekurziv 6sszefuggés alapjan hatarozhatok meg:

uo’l = 1, Vo’l = O,
(n-DA+a 1 .
U=, > Y11=~ >
(n—1DA (n—1DA
n—i—-DA+a+u; —iu;_
”i+11:(( ) - i cLl ha 1<i<r-1I,
’ (n—i-1DA
n—i—-DA+a+iyv,;, —iv, ;-1
Vi+11:(( ) - Vi Ut ha 1<i<r-1
’ (n—i—-DA

2. NOveljuk j-t eggyel és tegylk fel, hogy az m; (0<i<r, 1< k < j-1) valtozokat

mar kifejeztuk az mq¢ linearis flggvényeként, azaz my =uy -mo; +vy. A (15)

egyenletbdl rekurziv Osszefliggés segitségevel kifejezhetjlk az m; (0 < i <
valtozékat az my; és my, linearis kombinacidjakent:

Az x;,y;,z; egyltthatok numerikus médon szamolhatok az alabbi rekurziv eljaras

alapjan:
n—ji+ja
xO,j _1’ xl,j :( (I’l]—) ])lj
(J - Da
Yoy =0 1) =7y
i —Dav, ; +1
zp,; =0, zy :_(] () 1.’)1/11
n—j

és ji=1,...,r-1 esetén

(n—i=-PA+i+jo)x; ;—ix;y;

Xitl,j = (1= i- ) ,
(n—i=pAtitja)y; =iy (-Deugy
T (n—i~j)A  (m-i- A
P (n—i—- A+ i+ja)zl-’j — Xy B (j- l)azi+l,j—l 1
i+l,j (n—i— A (n—i-j)A

Masrészt a (18) egyenletbdl:

(21) My j =Upj Moy ¥V,

r)
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ahol

e ) Ve R R R T

u. .=

" (n—r—j+1A

N (n=r—j+DA+r)v, ;o —rv._y ;. —1
"/ (n—r—j+DA

A (20) (21) egyenletek alapjan m ; kifejezhetd m, linearis kifejezésekent:

U, i =V, i V.. —2Z. .
r, r, r, r,
/ / my + / ! =Ug,j~Mmoy + Vo, ;-

xr,j xr,j

My,; =

igy ki tudjuk fejezni az my; (0<i<r)valtozokat az my linearis figgvényeikent:

(22) ml’j:ul’]m0’1+vl’] OSZSI"
sahol
_ Mg T
Ho,
Yr.j
Vr,j _Zr,j
Vo =
Yr.j
ui’j:xi’qu’j +yl,j ha ISZSF
Vl"j:xl"jVO’j +Zi,j ha ISZS”

3. Ismételjuk a masodik [épést amig j=n-r. ezek utan minden m; (0<i<r, 1<j<n-r)

valtozo kifejezhetd m,; segitségevel. A (19) egyenletbdl:

r(ur—l,n—r T + Viln—r ) - r(ur,n—r "My + Vin—r ) =-1.

Ennek segitsegevel ki tudjuk fejezni az m,; valtozot:
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A (22) 6sszefuggés alapjan minden m;; feltételes varakozasi id6 kiszamolhato. A

kovetkezd Pascal program segitségével kiszamolhatdk az ismeretlenek.

Program retrial; {az atlagos feltételes varakozéasi i1ddk}

Uses crt;

Var

i, 3, c, K: integer;
a, mu: extended;

m, u, v, X, y, z: arrayl[0..10,0..20] of extended;

Begin

writeln (' Adja meg a szerverek szamat: '); read(c);
writeln (' Adja meg a termindlok szamat: ‘); read(K);
writeln (' Adja meg a beérkezd igények intenzitaséat: V);
read(a) ;
writeln (' Adja meg a varakozasi ciklusbdél érkezd igények
intenzitéasat: ‘); read(mu):;
ul0,1]:=1; v[0,1]:=0;
ull,1]:=((K-1)*a+mu)/ ((K-1)*a); vI[1,1]:==-1/((K-1)*a);
for i:=1 to c-1 do
begin
uli+l,1]:=(((K—i-1)*a+i+mu)*uli, 1]-
i*u[i-1,1])/ ((K-i-1)*a);
v[ii+l,1]:=(((K-1i-1)*a+i+mu)=*v[i,1]-
ixv[i-1,11-1)/ ((K=1i-1)*a);
end;
for j:=2 to K-c do
begin
x[0,3]1:=1; yI[0,31:=0; z[0,3]:=0;

x[1,3]1:=((K=j)*a+j*mu)/ ((K-J)*a);
v[1l,3]:= —(3=1)*mu*ull,j-11/ ((K-3)*a);
z[1,3]:= —((3=1)*mu*v[1l,]j-11+1)/ ((K=7)=*a);

for i:=1 to c—-1 do

begin

44,



Beérkez6 hivasok véges forrasu tobbkiszolgalés modellje, visszatérd igények esetén

x[i+1,3]:=(((K=1i—j)*a+it+j*mu)*x[i,J]—1i*
x[i-1,31)/ ((K=i=J)*a) ;
y[i+tl,3]:=
(((K=1i-J)*atitj*mu)*y[i,J]-i*y[1-1,J]—(
j=1)*mu*ul[i+1,3-1]1)/
((K=1-J)*a);
z[i+1,9]:=
(((K=i-j)*a+i+j*mu)*z[i,J]-1i*z[i-1,7]—(
j—1)*mu*v[i+1,3-1]1-1)/
((K=1-3)*a);
end;
ulc,jl:=(((K-c—j+1)=*a+c)*ulc,j-1]—-c*ulc—-1, Jj—
11)/ ((K—c—j+1)*a);
vic,jl:= (((K-=c—j+1l)*atc)*v[c,j-1l]-c*v[c-1,j-1]-
1)/ ((K—c—J+1) *a);
ul0,31:=(ulc,jl-ylc,3]) /xlc, 317
v[0,3]:=(vlc,jl-zlc,]])/xlc,J];
for i:=1 to c do
begin
uli,jl:=x[i,3]*ul0,31+y[1,]];
vIii,jl:=x[1,3]1*v[0,3]+z[1,]];
end;
end;
m[0,1]:=(v[c—-1,K—c] —v[c,K—cl+1l/c)/ (u[c,K—c]—-ulc—1,K-c]);
for 1:=0 to ¢ do for j:=1 to K-c do
m{i,j]:=uli, JI*m[0, 1]+v[i,]];

End.
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Alkalmazasok

7. Egyéb alkalmazasok

7.1 Magneses lemezes memoriak

Tekintsunk egy rendszert, ahol n lemezes egység egy szervernél tartozkodik és
atadjak az informaciot, ha a szervert szabadon talaljak. A kiszolgalatlan egységek
felvaltva probalkoznak, konstans ismétlédd intervallumokban. S mint azt ahogy a
szimulaciok is mutatjak, a prébalkozasi id6kdzok exponencialis eloszlassal a

gyakorlatban kozelithet6k.

7.2 CSMA/CD protokoll alapu helyi halézatok

Az n/M/G/1 visszatérd szervervakacios modell alkalmas a CSMA/CD protokollu
helyi halézatok vizsgalatara. Ezekben a hal6ézatokban n véges terminal egy buszhoz
van kapcsolva. A rendszerben mikddé informacidatadast iranyité elv altalaban az
n/M/G/1 modellnek. Tekintsik az ugynevezett 6sszeutkozés jelenségét. Tegyuk fel,
hogy egy igény a csatornaban van és szabad jelet kap. Az informaciéatadas
megkezdddik, de egy bizonyos t ideig barmely mas igény is a csatornaba juthat és
tovabbithatja az adatait. llyen esetben torlédas kovetkezik be. Az atadast megkezdd
igény a varakozasi ciklusba kerul, mig a torlédasban 1év6 igények az esetet
megeld6z6 éllapotukba keriilne vissza. Osszetorlodds esetén a csatorna egy
készenléti id6 mulva ismét szabad lesz. A készenléti id6 3t vakacios iddvel

modellezhetd, ahol t egy jel eljutasanak idejét jeloli a csatorna végpontjai kozott.

7.3 Torlodaselkeriilé helyi halézatok

A halézatok esetében egy szokasos jelenség, hogy tobb allomas kdzds utat
hasznal igy az adatok torlédnak. Ezaltal az informacié sérll és kovetkezésképpen a
teliesitmény min6sége csokken. A probléma elkerulése érdekében szamos
torlodaselkerlé halézatokat alkalmaznak. A kilencvenes években a probléma

megoldasaként a hal6zatot n/M/G/1 visszatéré sorral modellezik.
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