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1. FEJEZET

Bevezetés

A differencidlgeometria legfontosabb eszkozei sokasdgokon a
linearis konnexidk és a metrikék.

Egy V linearis konnexio lehetové teszi a kiilonbozé pontok-
beli érintoterekben 1évo érintovektorok Osszehasonlitasat, és igy
egy vektormezo differencidlasat egy masik mentén. Egy lineéris
konnexié megadasa a sokasagon ekvivalens a parhuzamos el-
tolas miikodésének elbirasaval minden egyes gorbe mentén. Egy
vektormez6t parhuzamosnak hivunk egy gorbe mentén, ha nem
valtozik a gorbe (sebességvektormezbje) mentén, azaz, ha a de-
rivaltja a gorbe mentén zérus.

Hogy a sokasdgon méréseket tudjunk végezni, az
érintovektorok mérését kell el6szor értelmezniink — geomet-
riailag ezt jelenti egy metrika megadasa. Egy 7 Riemann-
metrika lényegében belsé szorzatok egy siman valtozé csaladja
az  érintétereken, melynek indikatrixai (egységgombjei) el-
lipszoidok. Egy F' Finsler-metrika minden érintotéren egy
Minkowski-normébél (nem feltétleniil kozéppontosan szimmet-
rikus normabdl) &ll, melyek siman valtoznak pontrdl pontra, és
melyeknek indikatrixai altaldnos, szigorian konvex testek sima
hatarai. Ha egy sokasagot egy Riemann- vagy Finsler-metrikdval
latunk el, akkor ezek egyiittesét Riemann-/Finsler-sokasagnak
nevezzilkk. A Finsler-sokasdgok a Riemann-sokasagok kozvetlen
altalanositasai, de sok tekintetben kiilonboznek toliik.

Amennyiben egy sokasagon egyszerre rendelkezésiinkre all egy
V linearis konnexié és egy metrika is, tekinthetjiik a V-ra nézve
parhuzamos vektormezoket, és ezek hosszat a metrika segitségével
meg is mérhetjiik. Természetes kovetelménynek érezziik, hogy
ha egy vektormez6 parhuzamos (nem valtozik), akkor a hossza



4 1. BEVEZETES

is legyen alland6 a gorbe mentén. Ez esetben azt mondjuk,
hogy V metrikus a (Riemann-)metrikahoz vagy kompatibilis

a (Finsler-)metrikahoz. R6gton felmeriilhetnek benniink a kovet-
kezd kérdések:

K: Egy adott metrikihoz wvajon mindig létezik hozzd metri-
kus/kompatibilis linedris konnexio? Ha igen, vajon mennyi?
Hogy lehet ezeket megtaldlni? Van-e kilonbség a Riemann- és
Finsler-metrikak esete kozott?

A Riemann-eset nem tul nehéz, és mar tobb mint egy évszazada
megoldott. Egy Riemann-sokasagon végtelen sok metrikus linedris
konnexi6 létezik, amelyeket a torzidtenzoruk segitségével , pa-
raméterezhetiink” (ezt adja meg a Koszul-formula), azaz a tor-
zidnak barmilyen értéket eloirva, az egyértelmiien meghataroz egy
metrikus konnexiét. Tobbnyire azzal szokas dolgozni, amelyiknek
torzidja azonosan nulla, ezt hivjuk a sokasig Lévi-Civita kon-
nexidjanak.

Sajnos a Finsler-eset jéval bonyolultabb, és maig megoldatlan
probléma. Ebben az esetben az alabbi kérdéseket tehetjiik fel:

1. Egy adott Finsler-metrikahoz vajon mindig létezik kompatibi-
lis linedris konnezxic? Ha mem, tudunk valamilyen (legaldbb
sziikséges vagy elégséges) feltételt adni a létezésre?

2. Ha egy Finsler-metrikahoz léteznek kompatibilis linedris konne-
xiok, vajon hdny ilyen van, és hogyan tudjuk éket megtaldlni?

3. A fenti esetben ki tudunk-e valasztani eqy olyan kitintetett kon-
nexiot, mint a Riemann-esetben a Lévi-Civita konnexio?

4. Mi a helyzet, ha csak sokasdgokat tekintink? Minden sokasdagon
létezik (nem-Riemann) Finsler-metrika, de vajon van-e bizto-
san legaldabb eqy, amelyhez létezik kompatibilis linedris konne-
x2i0? Ha nem, tudunk-e valamilyen feltételt adni a létezésre a
sokasdg topologikus/analitikus tulajdonsdgai alapjan?

E kérdések egy részére a vélaszok mar ismertek a szakiroda-
lomban (vannak példak olyan Finsler-sokasagokra, amelyeken 0, 1
vagy végtelen sok kompatibilis V 1étezik). A disszertdciéban ezen
eredmények listajahoz probaltunk tjabbakat hozzaadni.
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Altalanositott Berwald-sokasagok és a
kompatibilitasi egyenletek

Ha egy Finsler-sokasagon létezik egy V kompatibilis linearis
konnexio, akkor altalanositott Berwald-sokasagnak hivjuk
(réviden GBM). Minden Riemann-sokasag trivialis példa, igy csak
nem-Riemann Finsler-sokasagokat és GBM-eket vizsgalunk. Gyak-
ran hasznaljuk az alabbi elemi tulajdonsagokat:

e A merevségi tétel szerint egy Osszefiiggd GBM vagy minden
pontban Riemann, vagy egyetlen pontban sem az.

e Minden F' Finsler-metrikdhoz létezik egy hozza kompatibilis v
Riemann-metrika; ezt azt jelenti, hogy minden, F-hez kompati-
bilis linedris konnexié metrikus 7-hoz (Vincze, [15]).

Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

N 9 ) P
01- = =, @Z =,

or’ oy’
Egy adott F' Finsler-metrikdhoz kompatibilis V-kat az un.
kompatibilitdsi egyenletek (roviden CEQ) megoldasaiként

kapjuk. A I‘fj Christoffel-szimbdlumokkal felirva, ezek az egyen-
letek az alabbiak:

(1) OF —y(Thom)dF =0,  ie{l,...,n}.

Viélasztva egy kompatibilis v Riemann-metrikat, hasznalhatjuk a
T¢, torzidkomponenseket ismeretlenként. A p pontbeli érintOteret
rogzitve és attérve p kortili Riemann-normélkoordinatakra, a CEQ
alakja

fij = yl('?jF — y%‘?,F

@) S 2uTi+ S fu (Ty+ Ty +T0) = —20F, i€ {1,...,n}.

a a<b
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Meggondolasaink lényege, hogy
e a kompatibilis V-kat a torzidéjuk egyértelmiien meghatarozza,
igy, ha megoldjuk a CEQ-et a torzidkomponensekre, azokbdl
visszanyerhetjiik magukat a konnexidkat az alabbi moédon:

e (4) formula (5) formula
(3) TS, > T}, >y V
1 m
(4) 1“%:57 (=Ygt Ygmiit Ymisg + Ty Yt =T Y+ i Vi)
(5) VY = (X'0,(Y*) + X'YITE) 0.

e A fenti egyenleteket csak egy rogzitett p € M pontbeli
érint6tér v € T/M = T,M \ {0} elemeire tekintjiik. Egy
darab v-re egy linedris egyenletrendszert kapunk T (p) ismeret-
lenekkel. Ertékeik az (Z) n-dimenziés A*T » M®T, M vektortérbol
kertilhetnek ki (tigyes atalakitdsok utan, a megoldasvektorok
tobbnyire T,M elemei lesznek). fgy az Osszes v-re tekintett
megoldas, mint affin alterek metszete, maga is egy affin altér
NTxM @ T,M-ben (vagy T,M-ben). Mivel csak egy rogzitett
pontban dolgozunk, az itteni megoldhatdsag természetesen nem
garantalja globdlis megoldasok létezését, de a sokasdg minden
pontjat sorra véve, igy is sokat megtudhatunk azokrol.

[20]-ban Vincze bevezette az extremadlis kompatibilis linedris

konnexidk fogalmat (mostantdl roviden extremadlis konnexid).
Egy Riemann-sokasagon mindig adott a kitiintetett, , kanonikus”
metrikus V, a Lévi-Civita konnexié zérus torzidéval. Egy Finsler-
sokasagon azonban, ha léteznek is kompatibilis V-k, ezek tor-
zidja barmi lehet, és els6 ranézésre nem vildgos, hogyan jeloljiink
ki egy kanonikus vélasztast. Ehhez az un. nyalabmetrikat kell
hasznalnunk a torziétenzorok terén, amelyet az eredeti kompa-
tibilis Riemann-metrika indukdal. Ezéltal moédunk nyilik a tor-
zidtenzorok (adott pontbeli) mérésére és Gsszehasonlitdsara. Az
extremalis konnexio definicié szerint az az egyértelmiien létezo
kompatibilis V, amelynek torziéja minden pontban a lehet6 legki-
sebb hosszal rendelkezik a fent leirt nyalabmetrikaval mérve.
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Minden esetben, amikor meg tudtuk oldali a CEQ-et, T,M
,kettos” geometriai strukturajat hasznaltuk fel:

Finsler-metrika Riemann-metrika

Finsler-gombok szinthalmazok euklideszi gobmbok

érintoterek
Fo v € T?M-ben R
linearis érintéterek

;C.Fv::fru_v UET;M—ben ;CR,U::RU_'U
Gy :=grad F(v) = | normadlvektorok

(O F, ... 0, F](v) (v-ra nézve)

egységgomb

[20]-ban Vincze az alabbi fogalmakat vezette be T, M elemeire:

szerepe a CEQ-ben geometriai jelentés
,V('ertlkal}s' az egyiitthatdk (a teljes a Flnsler—/ és Riemann-
érintkezési . normalvektorok
bal oldal) elttinik .
pont parhuzamosak

érintkezési
pont

horizontalis a CEQ jobb oldala I3 der'iveﬂtja‘el“ciinik a
0; horizontélis iranyok
mentén

o A vertikalis érintkezési pontok meggatolhatjak a megoldasok
létezését, amennyiben nem horizontdlis érintkezési pontok is
egyszerre. Ha azok, akkor azonban feleslegesek, mert itt a CEQ
a 0 = 0 egyenletet adja. Ha 7,M minden eleme vertikalis
érintkezési pont, akkor ' Riemann p-ben.

e Horizontalis érintkezési pontokban a CEQ homogén. Ha T, M
minden eleme horizontalis érintkezési pont, akkor T" = 0 trividlis
megoldas p-ben.

A disszertacio 3., 4. és 5. fejezeteiben megoldottuk a CEQ-et
és megkerestiik az extremalis konnexiot kiilonbozoé specialis ese-
tekben.

eltiinik (homogén lesz)
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Egy példa: Randers-sokasagok

E fejezetben megoldottuk a fenti problémakat Randers-
metrikak esetén. Ezek olyan Finsler-metrikak, melyek alakja

F(z,y) = alz,y) + B(x,y),
ahol a egy a Riemann-metrikdbdl szarmazé normafiiggvény
(Riemann rész) és  egy kovektormez$ (perturbalé rész). A
CEQ egyszeriisitése végett a tolti be a kompatibilis Riemann-
metrika szerepét, és adaptalt normalkoordinatakat, azaz olyan
Riemann-norméalkoordinatakat hasznalunk p koriil, amelyben az
els6 n — 1 koordinatavektor fesziti ki 5 magterét. Ebben

alw,y) = V(Y2 +-+ )2 & Bie) =67 Bl
Hasznaljuk tovabbé a kovetkezo jelolést:
b
18]

A fejezetben 1j bizonyitast adtunk Vincze egy kordbbi
eredményére (I [17]) kompatibilis V-k létezésér6l Randers-
tereken.

(6) Cja(r) = ().

1. TETEL. [17] Egy dsszefiiggé Randers-sokasig GBM <=
a ||B|| perturbdld kovektormezd hossza konstans.

A fejezet az alabbi 1 eredményeket tartalmazza [1]-b6l.

2. TETEL (A CEQ megolddsa Randers-terek esetén, [1]).
Tegyiik fel, hogy egy nem-Riemann (M,F) Randers-sokasdg
GBM, régzitsink eqy p € M pontot és haszndljunk adaptdlt
normdlkoordindtdkat p koril. Ekkor a kompatibilis linedris kon-
nexiok torziojat p-ben az alabbi tdbldazat értéker adjdk.

8



3. EGY PELDA: RANDERS-SOKASAGOK 9

tipus H indexek ‘ formula ‘ komp. szama ‘

barmilyen {anbgéc} T, szabadon vdlasztott |(n — 1) (n N 1)

2

repetitiv aFn Ta = Casn n-1
a#n T: = Coha n—1
b n—1

a<b<n| T, +Tg = Cup+ Chy 2 9

diverz

n—1
a<b<n T(ﬁ;:ca;b_cb;a ( 9 )

A Cj; mennyiségeket a (6) formuldban definidltuk. A fentiekbdl
magukat a konnexickat (3) alapjin tudjuk meghatdrozni. Szintén
latszik, hogy a szabadon vdlaszthaté komponensek aranya (n—2)/n,
ami 1-hez tart, ha n — oo.

3. TETEL (Az extremalis konnexié Randers-tereken, [1]).
Tegyiik fel, hogy egy nem-Riemann (M,F) Randers-sokasdg
GBM, régzitsink eqy p € M pontot és haszndljunk adaptdlt
normdlkoordindtakat p korul. Ekkor az extremadlis konnexio tor-
21074t p-ben az aldbbi tablazat értéker adjdak.

’tz/pus H indexek ‘ formula ‘ komp. szama ‘
P n ¢ ¢ o (n—1
barmilyen {a,b, c} TS = (n 1)( 5 )

repetitiv aFn T, = Can n—1
aFn T, = Caa n—1
Cup + Cheg n—1
a<b<n|T =Tp = Zub " Coe 2( , )
diverz 2
n—1
a<b<n T(:;;:Oa;b_cb;a ( 9 )

A Cj; mennyiségeket a (6) formuldban definidltuk. A fentiekbdl
magdt a konneziot (3) alapjin tudjuk meghatdrozni.
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2-dimenzios altalanositott Berwald-sokasagok

Ismert, hogy minden 2-dimenzids, Osszefiiggd, nem-Riemann
Finsler-sokasdgon (feliileten) vagy nem létezik egyetlen kompatibi-
lis V sem, vagy pontosan egy létezik. A fejezet elso felében harom
kiilénb6z6 modszert mutattunk be ennek igazoldsara és a konnexio
meghatarozasara:

e Az elsé modszer az, hogy magat a CEQ-et vizsgaljuk:

T — O,F
(CEQ—QD) f21 12 A]. '
f21T122 == aQF

Ebbdl egyszertien lathato, hogy a nem-Riemann esetben, ha
van megoldas, akkor az egyértelmii és a kovetkezo alaku p-ben:

(31F('U) , 2 82F<U)

eS 12 e .

fa(v) fa1(v)

e A masodik modszer klasszikus Finsler-geometriai eszkozoket
haszndl, ezeket csak megemlitettiik (1. [5]).

e A harmadik médszer alapja, hogy 2D-ben minden lineéris kon-
nexié torzidja szemiszimmetrikus, azaz

(8) T(X,Y) = p(Y)X = p(X)Y

(7) T112 =

alakban irhaté valamilyen p kovektormezd segitségével a so-

kasdgon. Ebb6l, Vincze azon eredményével egyiitt ([16]-bdl,

melyre 1j, elemi bizonyitast adtunk [4]-ben), mely szerint min-

den Finsler-metrikdhoz legfeljebb egy ilyen linearis konnexid

létezik, rogton kovetkezik az egyértelmiiség.

A fejezet masodik felében az alabbi 1]
eredményeket /bizonyitdasokat mutattuk be [2]-bol.

10
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4. TETEL (A Gauss-gorbiilet divergencia-reprezentécidja, [2]).
Legyen (M, F,V) dltaldnositott Berwald-feliilet és v egy kom-
patibilis Riemann-metrika V* Lévi-Civita konnexioval. Ekkor ~
Gauss-gorbiilete éppen annak a p* vektormezének a divergencidia,
amelynek dudlis p kovektormezdje NV torzidgjanak (8)-beli alakjiban
szerepel.:

9) K* = div*p?.

A bizonyitas alapja, hogy V torzidja szemiszimmetrikus, és a
két konnexié, V és V* gorbiileteinek Gsszevetése.

5. TETEL. Legyen M 0sszefiiggl, kompakt és irdnyithato
feliilet. Ha M -en létezik dltalanositott Berwald-struktira, akkor M
FEuler-karakterisztikdja szukségképpen 0.

Bi1zoNYITAs. [2] Integraljuk ki a (9) divergencia-reprezentécid
mindkét oldaldt a teljes sokasag felett:

/H*:/diV*(pﬁ).

e A bal oldal a Gauss—Bonnet tétel alapjan 27 - x(M).

e A jobb oldal a divergenciatétel szerint f{)M <pﬁ,N >, ahol N a
kifelé mutato egység-normalvektormezo. De a sokasdgnak nin-
csen hatara, igy ez az integral 0-val egyenl6. O

6. TETEL. [2] Az dsszes kompakt, osszefiiggé és irdnyithato
feliilet (az S* gomb és a T# ... #T g-szeres téruszok) kozil csakis
a toruszon létezhet nem-Riemann dltaldnositott Berwald-struktira,
ezen pedig létezik is.

7. TETEL. [2] A 2D-s modellterek (euklideszi sik, euklideszi
gomb és hiperbolikus sik) kozil az euklideszi és a hiperbolikus sikon
létezik nem-Riemann dltaldnositott Berwald-struktira.

A fejezet végén bemutattunk egy egyszerti modszert olyan
nem-Riemann altalanositott Berwald-struktirak konstrualasara,
amely kompatibilis ezen terek hagyomanyos 7 Riemann-
metrikaival. A modszer a kovetkezo.



12 4. 2-DIMENZIOS ALTALANOSITOTT BERWALD-SOKASAGOK

v Gauss-gorbiiletét felirjuk egy p* vektormezd divergencidjaként
(megoldjuk a x* = div*(p*) egyenletet pf-ra)
— p* vektormezé — p kovektormezd

—(Bl> T torzid Si) V metrikus linedris konnexié
— parhuzamossag-fogalom

I

valasszunk egy nem kvadratikus poliellipszist p € M-ben,
amely invarians a Hol(V) holonémiacsoporttal szemben
— ezt parhuzamos eltoljuk M pontjaiba V segitségével
— ezeket valasztva indikéatrixoknak, egy olyan nem-Riemann
Finsler-metrikat kapunk, amely kompatibilis V-val




5. FEJEZET

3-dimenzids altalanositott Berwald-sokasagok

3D-ben, a véltozok djracsoportositasaval az egyiitthatoik sze-
rint, a CEQ az alabbi alakban irhato:
(CEQ-3D-i) (Cy % Gy, 80) = —29,F (v), ie{1,2,3},
azaz 3 linearis egyenletet kapunk, ahol
e a U x G vektormez6 az F' és v metrikak kapcsolatat irja le:
» v € T M vertikélis érintkezési pont <= C, x G, = 0.
» Ha v nem vertikélis érintkezési pont, akkor a nemzérus C, xG,
vektor az F, N R, egyenes iranyat adja. Kovetkezésképpen,
C x G integrdlgorbéi T M-ben mindig a Finsler- és Riemann-
goémbok metszetében futnak.
® az s_1>, s_g, 55 ismeretlenek pedig T,,M-beli vektorok, és minden
megoldas ezekre egyértelmiien meghataroz egy megoldast a tor-
ziokomponensek értékeire is.
Mivel ezek az egyenletek csak a jobb oldali inhomogén

résziikben kiilonboznek egymastol, egytitt kezelhetjiik Oket, ha
csak a homogén résziiket tekintjik:

(H-CEQ-3D) (C, x Gy, T) =0.

Tehét elészor meg kell oldanunk a (H-CEQ-3D) homogén ver-
zi6t, melynek megolddshalmaza (a kézos irdnytér) egy linedris
altér, méghozza span(C, x G,) ortogonalis komplementere T, M-
ben. Az eredeti, esetlegesen inhomogén (CEQ-3D-1), (CEQ-3D-
2), (CEQ-3D-3) egyenletek megolddshalmazai (a megoldasterek)
vagy tlresek, vagy az irdnytér affin eltoltjai (és igy azzal és

egymassal is parhuzamosak).
A fejezetben az aldbbi eredményeket mutattuk be [3]-bol.

8. ALLITAs. [3] Az aldbbi esetek lehetségesek:
13
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Cy X Gyl| . . y (CEQ-3D-i)
generadlt wranyter egyenletek geometria
: dim. . .
dim. megoldasteres
F, kvadratikus
0 g T,M vagy 0 (Riemann)
1 nem fordulhat eld
p 1 3 parhuzamos || F, forgdsfelzilez.f, melynek
eqgyenes vagy tengelye az irdnytér
F,-nek nincs origon
’ 0 3 pont vagy 0 athalado forgastengelye

9. TETEL (3D-s GBM-ek fStétele, [3]). Ha M 3-dimenzids
osszefiiggo, nem-Riemann dltaldnositott Berwald-sokasdg, akkor az
alabbi esetek lehetségesek.

e Hatdrozatlan eset (UDC): Végtelen sok kompatibilis
linedris konnexio létezik, ami azzal ekvivalens, hogy a Finsler-
indikdtriz euklideszi forgdsfelilet valamely (és igy barmely) pont
érintoterében, az origon dthalado forgdstengellyel. A tengelyek
iranydt eqy globdlisan joldefinidlt (sehol sem eltind) D € X (M)
vektormezd adja, melynek elemei konstans 1 hosszuak, min-
den T,M-ben span(C, x G,) ortogondlis komplementerében
talalhatok és barmely kompatibilis V-ra nézve parhuzamosak.
E konnexiok eqgyike

(ViD,Y) D — (Y, D) VD

1 Y =VyY

e Hatdrozott eset (DC): A téren pontosan egy kompatibilis
linedris konnexio létezik, amelynek gorbiilete zérus. Alakja

(11) VxY =V5iY —p(X) xY,
ahol p a X(M) egy endomorfizmusa, mely kielégiti az
R X2 = ((T50)0) = (T5)(X) = (X) 5 pl1) ) % 2

egyenletet minden X,Y, 7 € X(M) esetén.
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Minden egyes esetben konkrét formulaval is leirtuk a kom-
patibilis V-kat, amelyekhez az alabbi eszkozoket és jeloléseket
hasznéltuk:
=~ O F
e O F = ————
IC < Gl

. OCxG
eca
|C <G| e
Ty M pontbdl indulva, mely nem vertikalis érintkezési pont,

vektormezé integralgdrbéje, egy olyan v = ¢(0) €

e k a c gorbe gérbiilete
- ~1 ~ Il

] | [Fodo-F0e o
o |Dy| = m (0) A’ (O) N,(O) Cj’”(O) ;
D; c'(0) &' (0) — & (0) ' (0)
P, ol )] e (0)]
| =3 || + PO 5|
Rl | (0)] [c* (0)]
el ' (0)] o [0
Qs | == F(v) {2:(0) (321:20(8( ) {Z(O) ’
Qs [ (0)] Lc* (0)]
R, O] < [ (0]
Re| =0F () | &0 +% 0]
| 12 | L¢3 (0)] L¢3 (0)]

e ¢s ezek alapjan definidltuk az alabbi konstansokat:
d:=4D1P; +2D1Qs + 2D 1Rz + 2Dy Py + 2D3 P,
e:=2D1Q1 + 2Dy Py +4D5Q2 4+ 2Dy Rs + 2D35Q)s,
f=2D1Ry +2DsRy + 2D3 P, + 2D3Q> + 4D3R3,

g :=2D1D,, h :=2D1Ds3, 1:=2DyD3,
k= D} +2D3 + 2D3, | := 2D} + D3+ 2D3,
m := 2D} + 2D3 + D3, |D|? := D} + D3 + D3.
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10. TETEL (Megolddsok 3D-ben a hatdrozatlan esetben, [3]).
Egy 3D-s GBM egy p pontjiban, ha C' x G elemei 2 dimenziol
feszitenek ki T,M-ben, akkor a metrikdhoz kompatibilis linedris
konnexiok torzickomponensei az aldbbiak:

Tiy(p) = Ps+sDs, T (p) = —P, — Qy — sDy — tDy,
T (p) ()3 + tDs, T123 (p) = P+ Rs+ sDy+uDs,
T113(P) = —P; —sD», Tglg(p) = —Qy — Ry —tDy — uDs3,
T (p) = —Ry — uDs,
T5(p) = Qi +1tDy,

T233(p) = Ry+uD,

ahol s, t,u szabad paraméterek és az osszes tobbi mennyiség a fen-
tiekben értelmezett. Magukat a konnexickat ezekbdl a (3) formula
alapjan tudjuk meghatdrozni.

11. TETEL (Az extremédlis konnexié 3D-ben, a hatdrozatlan
esetben, [3]). A fenti esetben az extremdlis konnexid tor-
ziokomponenseit az aldbbi paraméterek adjdk:

SOZ—de:+eg4+fh tozdg—Qeljfi Ozdh+ei—42fm
811D 811D 811D

12. TETEL (Megoldds 3D-ben a hatdrozott esetben, [3]). Egy
3D-s GBM eqgy p pontjiban, ha C'x G elemei 8 dimenziot feszitenek
ki T,M -ben, akkor a metrikahoz kompatibilis, egyértelmien létezo
linedris konnexio torziokomponenseit ugy kapjuk, hogy a 10. Tétel
formuldiba az aldbbiakat helyettesityik:

?

O.F (w)+ <Cw X Gy, &F(U)E’(0>+ME”(O)>

N k2(0)
wi3:_2 ~ ~/ 9
<CwXGw,C (0)xe (O)>
k(0
B 1. o 1. B 1.
s = 20013, = 20023, u = 20033-

Itt w € TIM egy olyan pont, ahol (Cy, x G, ¢'(0) x ¢"(0)) # 0.
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1. CHAPTER

Introduction

In differential geometry, two of the most important tools on
manifolds are linear connections and metrics.

A linear connection V defines a way to compare tangent
vectors living in different tangent spaces at different points of the
manifold, and thus enables us to differentiate one vector field along
another. Defining a linear connection is actually equivalent to pre-
scribing the rule for (linear) parallel translation from one tan-
gent space to any other along any curve. A vector field along a
curve is called parallel if it does not change along (the velocity
vector field of) the curve, or, in other words, if its derivative along
the curve is zero.

To be able to take measurements on the manifold, we need to
define a way to measure the length of tangent vectors first — this
is the notion of a metric in the geometrical sense. A Riemann-
ian metric v is a smoothly varying family of inner products in
the tangent spaces, with ellipsoids as indicatrices (unit spheres).
In the case of a Finsler metric F'; we have a Minkowski (not
necessarily centrally symmetric) norm in each tangent space with
general, strictly convex smooth bodies as indicatrices, which vary
smoothly from point to point. A manifold endowed with a Rie-
mannian/Finsler metric is called a Riemannian/Finsler mani-
fold. Finsler manifolds can be considered as the direct generaliza-
tions of Riemannian manifolds, but they behave quite differently
in many situations.

Given both a linear connection V and a metric on the same
manifold, V gives us the notion of parallel vector fields, and the
metric allows us to measure the length of the elements of these
vector fields. It feels natural to require that if a vector field does

21



22 1. INTRODUCTION

not change (is parallel), then neither should its length. In this case,
we say that V is metrical to the metric (if it is Riemannian)
or compatible to the metric (if it is Finslerian). The following
questions arise naturally:

Q: Given a metric, can we always find a linear connection V. met-
rical/compatible to it? If yes, how and how many? Is there a
difference between the Riemannian and the Finslerian case?

The Riemannian case is quite easy and has been solved for more
than a century now. On a Riemannian manifold, there exists an
infinite family of linear connections metrical to the Riemannian
metric 7. These can be 'parameterized’ by their torsion tensor
(given by the so-called Koszul formula), i.e. prescribing any value
to the torsion uniquely determines one member of this family. We
usually consider the one with identically zero torsion, called the
Levi-Civita connection of the metric.

Unfortunately, the Finslerian case is incomparably more diffi-
cult and is still unsolved today. In this dissertation, we are looking
for the answers to the following questions:

1. For a given Finsler metric on a manifold, is there always a
linear connection compatible to it? If not, can we describe the
‘good’ Finsler metrics or at least give some necessary or suffi-
cient conditions?

2. If a Finsler metric does admit compatible linear connections,
how many are there and how can we describe them?

3. Can we distinguish a ’canonical’ choice in the above case (like
the Levi-Clivita connection in Riemannian Geometry)?

4. What about manifolds? We know that any manifold admits a
non-Riemannian Finsler metric; does it admit one with a com-
patible linear connection? If not, can we give some conditions
or at least some obstructions based on the manifold’s topological
or analytic properties?

In the literature, some of these questions are already answered
(we have examples for Finsler metrics admitting 0, 1 or infinitely
many compatible linear connections), but we also added new re-
sults to the list.
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Generalized Berwald manifolds and the
compatibility equations

A Finsler manifold admitting a compatible linear connection V
is called a generalized Berwald manifold, or GBM for short.
All Riemannian manifolds are special GBMs, but we exclude these
and only consider non-Riemannian Finsler manifolds and GBMs.
Two fundamental facts are used very often:

e The rigidity property says that a connected GBM is either
Riemannian (everywhere) or non-Riemannian everywhere.

e Vincze proved in [15] that for any Finsler metric F there exists a
Riemannian metric 7 compatible to it, meaning that any linear
connection compatible to F' is also metrical to ~.

Let’s introduce the notations

5 .- b .=

’i': axi7 i': ayl7

Compatible Vs to a given Finsler metric F' are the solutions of

the system of compatibility equations, or CEQ for short. With
the Christoffel symbols I‘fj as unknowns, these equations are

Jij = yiéjF - Z/jéiF-

(1) OF —y/(Thom) O F =0,  ie{l,...,n}

Choosing a fixed compatible Riemannian metric ~, using the tor-
sion components T as the new unknowns, and considering ev-
erything in the tangent space T,M at a fixed point p only, with
Riemannian normal coordinates around p, the form of the CEQ
we will investigate and solve is

@) S 2uTi+ S fur (Ty+ Ty +T0) = —20,F, i€ {1,...,n}.

a a<b

23
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Note two things:
e Compatible Vs are uniquely determined by their torsion, so, af-
ter solving the CEQ for the T, the connections can be retrieved
as

<3) Tacb formula (4)\ FZ formula (5)\ v -

1 m
(4) 1“%:57 (=Yg +Yimsit Ymii+ T vmi =T Yt T vit)

(5) VY = (X'0,(Y*) + X'YITE) 0.

e We stress one more time that these equations are considered
for the elements v € TyM := T,M \ {0} at a fixed point
p € M only. For a fixed value of v, this is a linear system for
the unknown numbers T (p), whose possible values (as vectors)
are from the vector space AT, » M ®T,M of dimension (;)n (or
most of the time, with some tricks, they can be considered as
elements of T, M itself). Thus, the solution set (after considering
all values of v) is the intersection of affine subspaces, i.e. an affine
subspace of A*T*M ® T,M (or sometimes T,M). This is, of
course, the solution only at one point, and solvability here does
not imply the existence of global solutions, but considering this
for any point of the manifold, we can learn much about those.

In [20], Vincze also introduces the notion of the extremal
compatible linear connection (extremal connection from now
on). On a Riemannian manifold, there is always a unique, easily
distinguishable ’canonical’ metrical V, whose torsion is zero (the
Levi-Civita connection). On a Finsler manifold, even if we have
compatible Vs, all of them might have nonzero torsion, and at first
sight it might not be obvious how to choose a 'canonical’ one from
them. For this, we need to consider the so-called bundle metric
on the space of torsion tensors induced by the original compatible
Riemannian metric. This gives us a way to measure and compare
torsion tensors (at a given point p), and the extremal connection is
defined as the unique compatible connection whose torsion has the
minimal pointwise norm everywhere with respect to this metric.
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In all cases where we were able to solve the CEQ, we used the
"double’ geometric structure of 7, M and their related vector fields.

Finsler metric Riemannian metric
Finslerian spheres level sets Euclidean spheres
7 tang;enet %l;\r;s at R,
LF=Fot | ntvegonr | ERe=Ro—
3 M T

level sphere

Riemannian$
level sphere

In [20], Vincze defined two special classes of elements of T,,M:

role in the CEQ geometrical role
vertical the coefficients (the the Finslerian and
contact whole LHS) of the Euclidean normal
points CEQ disappears vectors are parallel
. the derivative of the
horizontal the RHS of the CEQ . .
: Finsler function
contact disappears (the CEQ .
. vanishes along the
points becomes homogeneous) _ . ~
horizontal directions 0;

e Vertical contact points can serve as obstructions against the
existence of solutions: they must also be horizontally contact
to have solutions. If this is satisfied, they are otherwise useless,
giving the equations 0 = 0. If all points of T),M are vertically
contact, then F' is Riemannian at p.

e At horizontally contact points, the CEQ becomes homogeneous.

If all points of T),M are horizontally contact, then 7' = 0 is a
trivial solution at p.

In Chapters 3, 4, 5 of the dissertation, we solved the CEQ and
find the extremal connection in special cases.
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An example: Randers spaces

In this chapter, we solved the problem in the special case of
Randers metrics, i.e. Finsler metrics of the form

F(Ji,y) = a(m,y) + B(m,y),

where o« is a norm induced by some Riemannian metric a
(Riemannian part) and 3 is a 1-form field (perturbating part)
on the manifold M. To simplify the CEQ, a is used as the com-
patible Riemannian metric and we use adapted normal coordi-
nates, meaning that the Riemannian normal coordinates around
p € M are chosen in a way such that the first n — 1 coordinate
vectors span the kernel of 3, giving

alzy) = V()2 ++ )2 and  fiz) =4 ||B)].

We also use the notation

i3
[El

We gave a new proof for a previous result of Vincze (see [17])
about the existence of compatible Vs on Randers spaces.

(6) Calw) = =

().

THEOREM 1. [17] A connected Randers manifold is a GBM
<= the norm ||B|| of the perturbating term is constant.

The chapter contains the following new results from [1].

THEOREM 2 (The solution of the CEQ for Randers spaces,
[1]). Suppose that a non-Riemannian Randers manifold (M, F') is
a GBM, fiz a point p € M and use adapted coordinates around
it. Then at this point, the torsion components TS (p) of compatible
linear connections are given by the following table.

26
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type H indices ‘ formula ‘ no. of comp.’s ‘
-1
any n ¢ {a,b,c} | T5 is freely chosen |(n—1) (n 5 )
repetitive aFn T:, = Can n—1
a;én T;n:Ca;a n—1
b n—1
a<b<n |T, +T5 =Cup+ Cha| 2 5
diverse
n—1
a<b<n T;i):Ca;b_Cb;a < 9 )

Here, the quantities Cj,; are defined by (6). From these, we can
retrieve the connections by (3). We can also see that the ratio of
the components that can be freely chosen is (n —2)/n, which tends
to1l asn — oo.

THEOREM 3 (The extremal connection of a Randers space,
[1]). Suppose that a non-Riemannian Randers manifold (M, F') is
a GBM, fix a point p € M and use adapted coordinates around it.
Then at this point, the torsion components TS (p) of the extremal
compatible linear connection are given by the following table.

]type H indices ‘ formula ‘ no. of comp.’s ‘
n—1
ay |0 g fa,b,c} 75, — 0 m-n("3 ")
repetitive aFn T, = Can n—1
a#n T. = Cuyq n—1
Cop + Cha n—1
a<b<n T =Tp = Zu T e 2( )
di 2 2
werse
n—1
a<b<n T, = Cop — Chy ( 5 >

Here, the quantities Cj,; are defined by (6). From these, we can
retrieve the connection by (3).
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2-dimensional generalized Berwald manifolds

It is well-known that 2-dimensional connected non-Riemannian
Finsler manifolds (surfaces) either don’t admit any compatible lin-
ear connections, or admit a unique one. In the first half of the
chapter, we presented three different ways to prove this and to
obtain formulas for this connection.

e The first method is to consider the CEQ directly:

T — O,F
(CEQ—QD) f21 12 A]. '
f21T122 == aQF

From this, it can be seen that in the non-Riemannian case, if
there is a solution, it must be unique and its torsion at p is

0o F (v)
far(v)

e The second method uses classical tools of Finsler geometry and
is only mentioned briefly (see [5]).

e The third method is based on the fact that, in 2D, the torsion
of any linear connection is semi-symmetric, meaning that it can
be written in the form

(8) T(X,Y) = p(Y)X — p(X)Y

(7) T112 = and T122 =

for some differential 1-form p on the base manifold. This, to-

gether with the theorem of Vincze (from [16], for which we gave

a new elementary proof in [4]) stating that any Finsler metric

admits at most one such connection, yields the unicity result.

In the second half of the chapter, we presented the following
new results/proofs from [2].

28
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THEOREM 4 (The divergence representation of the Gauss cur-
vature, [2]). Let (M, F,V) be a generalized Berwald surface and
v a compatible Riemannian metric with Levi-Civita connection V*.
Then the Gauss curvature of v is the divergence of the vector field

pf dual to the 1-form p coming from the semi-symmetric torsion
of V in the form of (8):

9) K* = div*p?.

The proof is based on the torsion of V being semi-symmetrical
and the comparison of the curvature tensors of V and V*.

THEOREM 5. Let M be a connected, compact and orientable
surface. If it is the base manifold of a non-Riemannian generalized
Berwald surface, then its Euler characteristic is zero.

PROOF. [2] Let us integrate both sides of the divergence rep-
resentation (9) over the whole manifold M:

/ﬁ*:/div*(pﬁ).

e By the Gauss—Bonnet theorem, the left hand side is 27 - x(M).
e By the divergence theorem, the right hand side is |, oM <pﬁ, N >
with N as the outward-pointing unit normal vector field. But
our manifolds have no boundary, so this integral is 0. 0

THEOREM 6. [2] Of all compact, connected and orientable sur-
faces (the 2-sphere S* and the g-fold tori T# ...#T), none can be
the base manifold of a non-Riemannian GBM except for the torus.
Furthermore, the torus can indeed carry a GBM structure.

THEOREM 7. [2] Of all the 3 model spaces in 2D (the Euclidean
plane, the 2-sphere and the hyperbolic plane), both the Euclidean
and hyperbolic planes can carry a GBM structure.

We also demonstrated an easy method for constructing (non-
Riemannian) generalized Berwald structures, compatible to the
usual Riemannian metrics 7 on the FEuclidean and hyperbolic
planes. The method, in short, is the following.
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represent the Gauss curvature of v as divergence
(i.e. solve k* = div*(p*) for p*)
— p* vector field — p 1-form field

8 . 3 ) . .
Q T torsion Q V metrical linear connection
— notion of parallelism

1

choose a non-quadratic polyellipse at p € M,
invariant under Hol(V)
— parallel translate this to all points of M, using V
— as an indicatrix family, these together constitute a
non-Riemannian Finsler metric F' compatible to V
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3-dimensional generalized Berwald manifolds

In 3D, by regrouping the torsion components with respect to
the coefficients, the CEQ can be written into the form

(CEQ-3D-i) (Cy x G, 57) = —20;F (v), ie{1,2,3),
i.e. 3 linear equations where
e the vector field C' x G describes how F' and v are related:

» v € T)M is vertically contact < C, x G, = 0.

» If v is not vertically contact, the nonzero vector C, x G, gives
the direction of the line F, N'R,. Consequently, the integral
curves of the vector field C' x G in T)M are always running
in the intersection of the Finslerian and the Riemannian (Eu-
clidean) spheres.

e the unknowns s_1>, s_2>, .9_3> are vectors in T,M, and a solution for
these uniquely determines a solution for the torsion.
Since these equations only differ from each other in their in-

homogeneous parts, we can handle them together by considering
only the homogeneous version

(H-CEQ-3D) (C, x Gy, 8) =0,

So first, we consider the homogeneous version (H-CEQ-3D).
Its solution set (the common directional space) is a linear sub-
space that is the orthogonal complement of span(C, x G,) inside
T,M. The solution sets of the original, possibly inhomogeneous
equations (CEQ-3D-1), (CEQ-3D-2), (CEQ-3D-3) of the CEQ (the
solution spaces) are either empty or affine translates of the di-
rectional space (and therefore parallel to it and to each other).

We presented the following new results from [3].

STATEMENT 8. [3] We have the following possible cases:
31
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dim. of ||dim. of di-| solution spaces
span of || rectional |of the equations geometry
C, x G,|| space (CEQ-3D-i)
0 3 ‘ T,M or () H F, is quadratic
1 impossible
3 parallel lines F, is a revolution surface
2 1 or 0 with the directional line
as axis
F, does not have a
3 0 3 points or () rotational axis through
the origin

THEOREM 9 (Main theorem of 3-dimensional GBMs, [3]). If
M is a connected non-Riemannian generalized Berwald manifold
of dimension three, then we have the following possible cases.

e Undetermined case (UDC): The space admits infinitely
many compatible linear connections if and only if the Finsle-
rian indicatriz is a Buclidean surface of revolution at some and
therefore all points of the manifold, with rotational axes going
through the origins of the tangent spaces. These axes are gener-
ated by a globally well-defined (nowhere vanishing) vector field
D € X(M), whose values have length 1, are in the orthogonal
complement of the span of C, x G, in each T,M and are par-
allel (covariant constant) with respect to any compatible linear
connection. One of these connections is given by

(V4 D,Y)D — (Y,D) V%D
(D, D) '

e Determined case (DC): The space admits a unique com-
patible linear connection that is flat. It is given by

(11) VyY = V4Y — p(X) x Y,

(10) VyY =V5iY +

where p is an endomorphism of X(M) satisfying

R(X,Y)Z = ((V;pm ~(Vip)(X) — p(X) x p<Y>> « 7

for any X,Y, 7 € X(M).
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We also gave formulas for the compatible Vs in the different
cases, using the following assumptions and notations:

_ O, F
e O F i = ———
IC < G|
e ¢ is the integral curve of CxG starting at a not verticall
ci integral curv ———— startin not vertically
|C < Gl

contact point v = ¢(0) of T3 M,
e x is the curvature of ¢,

| [Foso-ZoZo

= — 03 (0) Cl (O) —

li(O) ~ ~ I ~/ ~1I
(0)ct (

) ~ o et (0)
— 0 F(v) Ejﬁ(@) +% c:2::(0) ,
3 (0) ] [ (0)]
FO] s [d)]
= 9,F (v) 0:2:(0) % {2:(0) :
3 (0) ] [ (0)]
CXO ) P X))
~ar) |y + A0 5|
3 (0) ] [ (0)]

e and from these, we define

k :

m :

d:=4D1P) +2D1Q2 4+ 2D1Rs 4+ 2Dy Py + 2D3 P,

¢ := 2D,Q; 4+ 2Dy Py + 4D5Qy + 2Dy Ry + 2D50Qs,

fi=2D\Ry + 2Dy Ry + 2DsP; + 2D3Q + 4D3Rs,
g :=2D1D,, h :=2DDs, 1:= 2Dy D5,

= D?+2D3 +2D2,

= 2D? +2D? 4+ D2, |D|? := D} + D3 + D3.

| := 2D} + D3 +2D;3,
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THEOREM 10 (The solutions in the UDC case in 3D, [3]). At
the point p of a 3-dimensional GBM, if the vectors C' X G' span 2
dimensions, then the torsion components of the linear connections
compatible to the Finsler metric F' are

Tiy(p) = Ps+sDs, T (p) = —P, — Qy — sDy — tDy,
T (p) ()3 + tDs, T123 (p) = P+ Rs+ sDy+uDs,
T113(P) = —P; —sD», Tglg(p) = —Qy — Ry —tDy — uDs3,
T (p) = —Ry — uDs,
T5(p) = Qi +1tDy,

T233(p) = Ry+uD,

where s,t,u are free parameters and all the other quantities are
defined above. From these, we can retrieve the connections by (3).

THEOREM 11 (The extremal connection in the UDC case in
3D, [3]). In the above case, the torsion components of the extremal
compatible linear connection belong to the parameters

o —2dk+eg+ fh o dg—2e+fi  dht+ei—2fm
oIt 8 D|" 8 D|*
THEOREM 12 (The solution in the DC case in 3D, [3]). At
the point p of a 3-dimensional GBM, if the vectors C x G span 3

dimensions, then the uniquely determined compatible V’s torsion
components are given by substituting

Y

~

O, F (w)+ <cw X G, &F@)?(O)+ME~(0)>

K2(0)
Ni =—2 ~ ~ )
o C . COXT0)
#(0)
1_ 1_ 1
§ = 5w t:§w23, U= 5 Was

to the formulas of Theorem 10, where w € T)M 1is chosen such
that (Cy, x Gy, ¢'(0) x ¢”(0)) # 0.
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