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Jelolések

Az ABC haromszog oldalhosszait jelolje=BC, b=CA, c=AB
szogeinek mértékéx, B, C,terlletét pedigo: o =T,,.. Ertekezésemben, a
hagyomanyosak mellett, a John H. Conway altal betetizalabbi jel6léseket
is fogom hasznalni. AABC haromszdg terlletének készeresét jel@je
S=20 = 2T,,.. Tehat a haromsz0g teruletképletei alapjan:

S =bcsin A= casin B= absin G

—%—4RZSII‘IASIHBSIHC xr=(ar br § r
ahols azABCharomszog félkerllet® a korulirt,r pedig a beirt kor sugara.

Ha @ egy valds szam, akkor legye3) = SCct@, ahol 8 # ki, kKO Z .
Kovetkezésképpen:

2402 52
SAzbocosA:bC—a,
2,2 2
38:033038:%'

2 2 _ 2
Sb: ah;osC:m.

Ha 6.¢0R, akkor legyen S, =S0$= & c@0 cfly. Tehat
S.c=S0S= abcos Ros (S, = SOS= ab cos @os .
= S, 0= abtcos Aos .
Fennallnak az alabbi 6sszefliggések:
1)S+8=4 s+ 8=h & & °
2)$-8=¢-B - 5= ¢ S S °b°

a?+b*+¢?
Q) S, +§+ %:T

(4) Sic+ Sat Se= 8

G bs+cg=-(b ¥ 5= Becg+as=-(e A 5 %
as,+bg=-(a P S- o

) bs-cg=-(b ¥ p+ Becsk-aS=-(ec ¥ s+ &
aS, - bg = (a—b)(§+ ak

(7)a’S,+ B g+ & s=2



@) a’S,+§.=Bg+ 8= c& & °
Az elsh harom 6sszefliggés elteméssel azonnal igazolhato.
A (4) egyenbség bizonyitasa:
Sic+ Sa+ Sg= abf eos Bos € Ifwos Ccos#A ccosAcoyB

=a’be( cod+ cdB c@= dbc sB s( o)2= 5
Az (5) el$ egyenbségét bizonyitjuk:
bS, + ¢S = abfcos B cos 9:=%( Bor Ba °h éa ©b 3)@

=%(b+c)(a2+ pe- B- &)=-( b ¥ $- be.
A (6) 0sszefliggések bizonyitasa a fentihez hasodldon torténik.
A (7) egyenbség bizonyitasa:
a’S,+F g+ € 5= afc@s A tos B cos)G a%r%: &= 2.

A (8) egyenbségsor bizonyitasa:
a’S,+ $. = 4 bfcos A cos Bcos@= ‘a besin Bsin€ of = 2.



0. Bevezetés

0.1. A témavalasztas indoklasa

Az 1990-es évek masodik felében haromszdg-geomalridezen
belll pedig a haromszdghdz kapcsol6édd nevezetdik kdnulmanyozasaval
foglalkoztam. Valamilyen atfogé, altalanos képetretem volna kialakitani
magamban a haromszdog kordlirt, beirt, kilencpontmsabbéd Apolloniosz-,
Taylor-, Brocard-féle korét, valamint a haromszoég Tucker-, Lemoine-,
Soddy-féle koreifl. De nemcsak maguk e nevezetes korok, hanem a
haromszognek e korokhoz kothetevezetes pontjai €s egyenesei is nagyon
érdekeltek. Az &ltalam akkor elérieizakkonyvekredleg az volt a jellema,
hogy a haromszodg-geometriadleh emlitett témait jobbara az elemi
geometria modszereinek és eszkozeinek segitségangjaltak. Ezen a
terileten viszont ezek a modszerek nehézkesnekjlnkényesnek
bizonyultak, ezért az analitikus geometria felé dfdtam. Mivel a
haromszdghtz a ferdesZbdoordinatarendszer jobban illeszthemint a
derékszofy (tengelyekként valaszthatjuk példaul a haromszogt k
tartbegyeneseét), ezért a paralel-koordinatak hiszmd az egész témakor
egyszeifibb és hatékonyabb targyalasat reméltem. Ugyanahkddyenként a
vektorgeometria eszkozeit is igénybe vettem, azalapelvet tartva szem
elétt, hogy egy (geometriai) probléma megoldasaraytlésara lehéteg a
legebnydsebb modszert alkalmazzam. A témaval valo tbbkesé
foglalkozasomnak egy konyv lett a hozadéka, amé&99iben az Erdélyi
Tankobnyvtanacsnal jelent megA haromszég nevezetes Kkorei.
Haromszogmeértan ferdeszbgoordinatadkkakimen.

Konyvemet Orban Béla, volt egyetemi tanarom, a x®lari
Babe-Bolyai Tudomanyegyetem nyugalmazott professzokdotélta. Az
elészot is6 irta, amelyBl a tovabbiakban idézek néhany sort: ,...sokan a
geometria vonzerejét éppen a j6 (nem sablonosek#a alapuld szintetikus
(elemi) mddszer hasznalataban latjak, az analitike®rdinatageometriai)
mobdszert egyhangunak, féarasztonak, kevesebb gikéngt nydjtonak
tartjak. Véleményem szerint ez nincs igy, mivel laa geometriat
tanulmanyoz6 vagy feladatot megoldani akaré szemety analitikus
apparatust jol uralja, annak szamara a szamit&epketek mind geometriai
mondanivalét hordoznak, s ezért érdekesek. Kulorégt nyujt az algebrai



aton kapott eredmények geometriai kiértékeléselyalesokszor Uj mértani
Osszefluggéseket lehet felfedeznibvBn talalunk erre példat a kényvben,
mikor a szeré feladatokon keresztil, igen 6tletesen mutatja medltala
valasztott modszer kilénbdrehebtségeit. |...]

A kobnyv a hdromsz6g-geometriara vonatkozoan regdetgalmat és
képletet tartalmaz. Ezaltal mintegy a haromszoganékis enciklopédiajanak
tekinthet, melyben kénnyen megtalalhaté a sziikséges fogasmy képlet.
Ezt nagyban ékegiti a konyvhoz csatolt formulaigiemeény. [...]

Az egész konyv a szdrzhatalmas munkajat, odaadasat és a targy
iranti lelkesedését tukrozi, ugyanakkor didaktik&izekét, hozzaértéseét
bizonyitja. A kdnyv nyelvezete egys#ervildgos és tomor. Véleményem
szerint e munka tébb szempontbdl is hianypotlo zahéertsd: a romaniai)
magyar nyehi tudomanyos, népsZaits és didaktikai szakirodalomban.”

A kdnyvem megjelenése utan, matematikai foglalaigasn kozott,
annak targya ugyan kissé hattérbe szorult, de Emdékem a
koordinatageometriai modszerek irant megmaradt & az érdekidés
fokozodott, mivel nemzetkdzi szakfolydiratokban Hobolyan cikkel
taldlkoztam, amelyekben &altalam akkor még ismarekieordinata-fajtakat
(trilineéris, baricentrikus) alkalmaztaélég sikmértani tételek, tulajdonsagok
bizonyitasara.

Késsbb arra is felfigyeltem, hogy a romaniai vagy a yeagrszagi
matematikai szakfolyoiratokban példaul a trilineass a baricentrikus
koordinatak szinte alig fordulnakéelmig a helyzet egészen mas a nyugat-
eurdpai vagy az amerikai matematikai szaklapokébset A 2000-es évek
elején eldontdttem, hogy amennyire koriiményeim et@lé teszik,
elmélyulok ezekben a kérdésekben és ezen a hatyzetegprobalok
valtoztatni. De azt is élénken éreztem, hogy aleaxélélet perifériajan, az
igazi tudomanyos centrumoktél tavol élve, ez nesa k&nnyi feladat. Ezért
tudatosan elkezdtem Kkeresni egy szervezett tov@laBké keretet-
lehetiséget, ahol szakkonyvek, folydiratok, dokumentasbdéhetségek
vannak, emellett pedig az 6szténmidomanyos légkort megterefmkutato
matematikusokkal is kapcsolatot teremthetek. Ketek€zenfekd lehetség
volt a doktori képzés, tudomanyos kdzpontnak padigbreceni Egyetem.

Amint azt mar emlitettem a nemzetk6zi szakfoly@kétan szamos
olyan geometriai cikk, dolgozat, tanulmany jelens gelenik meg,
amelyekben az értekezésben targyalt koordinatakfajivalamelyikét
alkalmazzak, egyre gyakrabban a trilineéris ésracdyatrikus koordinatakat.
Haromszog-geometriai €és mas jelldgitatasok szinte elképzelhetetlenek ma
mar e koordinatak ismerete és alkalmazasa nélkigk B meggondolasok is
indokoljak e téma valasztasat.

A fogalmi meghatarozasoknal forrasként és iranyalofi2]-t és
[13]-at tekintettem. A lehét legkevesebb fogalmat vezettem be, csupan



annyit, amennyire feltétlenil szikségem volt. Ugmanérvényes a
klasszikusnak szamitd, ismert eredményekre is, lyakekdzul tobbet
felhasznalok, de csak valamely téma bevezetésekdnteredmények
elézményekeént.

0.2. Az értekezés céllitései

Jelen értekezés a matematikdnak az analitikus gegameéven ismert
agahoz kapcsolodik, amely elnevezeést a [12]-benhddielemben hasznalom:
» az analitikus geometria (koordinatageometriadikebb értelemben a
geometrianak az az aga, amely a geometriai aldkaiatés a kozottuk
fennall6 kapcsolatokat koordinatarendszer bevegests az algebra
(els’sorban a linearis algebra) eszkdzeivel vizsgalggyis a geometriai
feladatokat szerkesztés és mas szintetikus ge@netddszerek helyett
szamitassal oldja meg. Feladata Iényegéberssketheg kell talalnia a
geometriailag jellemzett alakzatokat leir6 egyesket, majd ezeki
geometriai  kOvetkeztetéseket kell levonnia. Ennekdekében a
koordinatarendszert arra hasznalja, hogy a pontdardinatdkkal, a
geometriai objektumokat komponensekkel, azok kdptabd relaciokkal
jellemezze s ezaltal a szamitasra alkalmassa tégiagabb értelemben vett
analitikus geometria nemcsak az algebra, hanerazpanalizis eszkdzeit is
hasznalja, s ebben az értelemben a differencidlge@nis analitikus
geometrianak tekinthé&t’

A doktori iskolaba val6 felvételem (2001) utan dabai célokat
tiztem ki magamnak:

- megismerni minél tdbb vonatkoztatasi rendszekoésdinata-fajtat,
elmélyulni az analitikus geometriaban

- kiprébalni-alkalmazni a kilonbdz koordinata-fajtdkat minél
valtozatosabb geometriai helyzetekben-problémakra

- megmutatni, hogy az analitikus geometria modszéegyan
alkalmazhatok a kutatasban, Uj eredmények felfesddman

- népszdisiteni a koordinatageometriai maddszereket, kiemelve
elényeiket és hatranyaikat egyarant

A kovetkes évek a kutatas és tapasztalatszerzés jegyébek etlés
agy 2006 korulre ezen a terlleten egy nagy mengyisémeretanyag
birtokaba jutottam. Toébb cikk publikalasa melleglyekbnyvnyi anyagot is
Osszedllitottam és 2008-ban a bukaresti Tankongdkidl megjelent
Analitikus geometriai modszerek komparativ vizegalaimi koényvem,
amelyért 2008-ban megkaptam a Romaniai Magyar Pegesgk Szovetsége
altal kétévenkeént kiosztasra kerihpaczai-dijat. Kézben hazai és kolfoldi
doktorandusz szeminariumokon, nyari akadémiakonpfdtencidkon, a



Magyar Tudomany Napja Erdélyben rendezvényein, stlbadasokat
tartottam kutatasi eredményeishr

0.3. Az értekezés szerkezete

Az értekezés a bevezetégmeégy fejezetbl és egy fuggelékd all. A
4. fejezet tartalmazza az alkalmazasokat. Az értedteszerkezetileg az
analdgiga épitettem fel, melyet hol az egyes fejezetedjetttei kdzott, hol
bizonyos alfejezeteken belll érvényesitek. Ennekvet@ztében az
értekezésnek vannak vagy teljesen azonos, vagyondggsonld szerkezet
részei. Ezek kdzott a kulonbségeket csupan az dtigalmi meghatarozasok
jelentik. Ez a felépités bizonyos szbvegrészek szizdl ismétlésével jar
ugyan, de mindenekitl azt tartottam szem &t, hogy a kulonbok
koordinatarendszerekhez kdé analitikus geometriai targyalasi leiségek,
eljarasok, modszerek 6sszehasonlitasa minél kobrigglyen.

Az 1. fejezetben bevezetem a descartes-i koowrtiedtiszereket és
koordinatadkat valamint egy adott haromszoghdz kalpasa valddi és
altaldnos trilineéris illetve a baricentrikus és rmalt baricentrikus
koordinatadkat. Egyudttal megadom a haromszog bizempantjainak utdbbi
négy tipusu koordinatdit. Minden  esetben ugyan@izol pontokat
szerepeltetem, hogy a kuloniéoz koordinata-tipusok 6sszehasonlitasa és
valtozasainak kovetése lehetséges legyen.

A 2. fejezetben egymashoz viszonyitva sajatos Zegly
koordinatarendszerek leirdsaval foglalkozom, megadgyanazon pont
kulonbo®d koordinata-tipusai kozotti 6sszefiiggéseket, arkelighetve
teszik, hogy az alakzatok koordinatageometriaepabbit at tudjuk irni egyik
koordinata-fajtabol egy masikba. Ez problémamegoldéhetségeinket
kiszélesiti, valtozatosabba teszi, mivel tobbé nagyunk kdtve a legrégebbi
és talan a leggyakrabban hasznalt derékskdgrdinatarendszerhez.

A 3. fejezetben a geometriai tulajdosagokat kuiimb fajtaju
koordinatdkban targyalom. A geometriai alakzatokjehtai jellemait
elészor derékszdg koordinatakban adom meg, majd attérek mas, az 1.
fejezetben felsorolt koordinata-fajtakra. Itt a degmibb és legismertebb
geometriai fogalmakra szoritkoztam, mintegy i#élihydjtva csupan a
komparativ targyalas mibenlétidb

A 4. fejezet tartalmazza az alkalmazasokat, arkekggéppontjaba
most nem a feladatmegoldasokat helyeztem. Az ledsom fejezet ismereteit
felhasznalva lehéség nyilik a geometriai feladatok valtozatos, tobb
modszerrel tortéh analitikus megoldasara. A 4.1, 4.2. és 4.3.
alkalmazasokban a kupszeletekkel foglalkozom. Ezeiésaz ismert



eredményeket néhany ujjal egészitik ki, amelyéked a ferdeszdg
koordinatarendszerek hasznalatahozo#toek. Példaul kideril, hogy az
ellipszis és a hiperbola kanonikus egyenletei fdlaga valtozatlanok
maradnak a konjugalt iranyok koordinatarendszerélfarabola esetén a
tengelyirdny és egy érisitAny koordindtaendszerében lesz a parabola
egyenlete formailag ugyanaz, mint a kanonikus eigyen

A 4.3. alfejezetben az egyénl szari hiperbola kulonbéz
egyenleteivel foglalkozom. Itt bizonyitom, hogy e@fokd racionalis
kifejezéssel megadott egyvaltozos fiiggvény grafiképe egyerdl szara
hiperbola. A 4.4. rész targya a Fermat-pontok é@tasitasa €s ezek metrikus
jellemzése. Végul az utolsd, 4.5. részben kerll aoKimberling-sejtés
igazolasara.

0.4. Az értekezés eredményei

Ertekezésemben analitikus geometriai modszerek ebaspnlitd
vizsgélataval foglalkozom, sikbeli koordinatareraeiskre é€s koordinatakra
korlatozva. Kétfajta vonatkoztatasi rendszert hakdn Az egyik a sikbeli
affin koordinatarendszer, a masik egy adott hardasAz 1. fejezetben egy
affin koordinatarendszerhez kotve harom koordifagzt eértelmezek,
éspedig a deréksziga kontravarians é€s a kovarians koordinatakat. Egy
sikbeli haromszbghtz kapcsolva pedig négy koorditigust vezetek be: a
valodi trilineéaris, a trilineéris, a baricentrikues a normalt baricentrikus
koordinatakat. A 2. fejezetben levezetem az dssaeszformacios képletet,
amelyeknek segitségével at lehet térni az egyilatkmztatasi rendszefba
masikba illetve barmely koordinata-tipusbdl barmesgsikra. Az értekezeés
tobbi részében Iényegében az itt levezetett eregekén alkalmazom.

A 3. fejezetben a sikmértani alakzatok és a kékofiennallo
kapcsolatok algebrai jellemzését adom meg mindkénhatkoztatasi
rendszerben és azébb felsorolt koordinata-tipusokban. Ennek a fejeglet
két sajatossagat emelném ki: az egyik az, hogyengtriai tulajdonsagok és
feltételek analitikus leirdsa egységes targyalaghiihaté meg benne. A
masik pedig, hogy ennek kovetkezményeként teddgt nyilik az algebrai
0sszefliggések o©sszehasonlitasara, aminek az aznasizabnye, hogy
mérlegelheat-eldonthed egyik vagy masik feltétel relativ bonyolultsagmia
a szamitdsok szempontjabol nem jelentéktelen. Urpgnitt deril ki az is,
hogy mely feltételek koordinata-fliggetlenek, azaynieltételek maradnak
formalisan valtozatlanok a felsorolt koordinatadja. A 3. fejezet csupan
illusztracidként szolgal arra, hogy a 2. fejezee¢denényeit felhasznalva
hogyan lehet a kiulonbézalgebrai feltételeket mas-mas koordinatafajtédkra
felirni.



A 4. fejezetben kulonb@zalkalmazasokat mutatok be. A kupszeletek
egyenletei kulonbdz koordinatarendszerekben és koordinatakban ol
ismertek. A 4.1. alfejezetben bemutatok kozulikamsfat. A 4.2.-ben pedig
részletesen kifejtem és bizonyitom, hogy az eligpés a hiperbola egyenlete
a konjugalt irdnyok koordinatarendszerében forraélismegegyezik a
kanonikus egyenletiikkel. A parabolanal a tengatyirés egy érigirany
koordinatarendszerében lesz a parabola egyenletélisan ugyanaz, mint a
kanonikus egyenlete. A hiperbolanak megadom azrégi# aszimptotainak
koordinatarendszerében is.

Ezek az eredmények atvibiktaz érinbk egyenleteire is. lgazolom,
hogy az érinik egyenleteit a konjugdlt irdnyok koordinatarendéhen
szintén az un. duplazasi eljarassal kapjuk, minkaaonikus egyenletek
esetében. A 4.2. alfejezet utolsdé pontjdban nyklmszeletre vonatkozo,
tulajdonsagot analitikusan bizonyitok, ferdedzdkoordinatarendszereket
hasznalva. Az ismert elemi bizonyitdsokat Osszefitga az itt talalhato
analitikus geometriai bizonyitasokkal vilagosanekidl, hogy ez utobbiak
alkalmazasa bizonyos helyzetekbetngbsebb.

A 4.3. alkalmazasban az egy&nbzaru (derékszdg hiperbola
kulonbo®d formaju egyenletével foglalkozom és részleteseroryjitom,
hogy el$foku polinomokkal megadott racionalis figgveny daas képe
egyenb szara hiperbola. Egyuttal levezetem egy ilyen iip&
konjugaltjanak egyenletét is.

A 4.4. alkalmazasban az altalanositott Fermat-gontoetrikus
jellemzése baricentrikus koordinatak alkalmazasawmténik. Ebben az
alfejezetben altalanositom a Fermat-pontokat, alalza@értelemben, hogy egy
adott haromsztg oldalaira egyé&nbldali haromszdgek helyett egymassal
hasonlé haromszdgeket épitek. Ez az altalanositag-érmat-pontok metrikus
jellemzése hangsulyozottan a trigonometriara épiithek kovetkeztében az
analitikus bizonyitason belil sok trigonometriai ltételes azonossag
alkalmazaséara is sor kertl. A kapott eredményeknielgeometriai Gton is
levezethetk, de hosszadalmasabb, bonyolultabb szamitasokkal.

Az 4.5. alkalmazasban egy sejtés bizonyitasavdaliazyom, amely
Clark Kimberlingtl szarmazik:

Ha az ABC haromszdg hegyessgzdakkor talpponti haromszdégének
érints és éring haromszodgének talpponti haromszége homotétikusak.

0.5. The Results of the Dissertation

In my dissertation | deal with the comparative gtuaf analytic
geometric methods restricted to plane coordinastesys and coordinates. |
use two types of reference systems. This first adhe plane affine



coordinate system, while the second one is a givamgle. In the first
chapter, related to the affine coordinate systemefine three types of
coordinates, namely Cartesian, contravariant andrént coordinates, while
related to a given triangle | define four typescobrdinates, namely real
trilinear, trilinear, barycentric and normed banmyteE coordinates. In the
second chapter | prove all the transformationaiidas, which provide the
possibility to switch between the reference systemaspectively from any
type of coordinates to any other type of coordinabe essence the rest of the
dissertation is about the application of the resaftthis proof.

In the third chapter | provide the algebraic proijpsr of the
relationships of plane figures in both referencestays in the above
mentioned types of coordinates. The peculiaritiethis chapter are that the
analytic description of the geometric propertied aonditions appears in a
unified discussion and that it is possible to coraphe algebraic connections
whereby the immediate advantage is that you camdeldtow complicated
each condition is, which is important from the poiof calculations.
Likewise, this is the chapter where those cond#tiemerge that are
independent of coordinates, namely which conditiemmain formally the
same in the above mentioned types of coordinateas The third chapter is
just an illustration of how the results of the setahapter can be used in
noting the different algebraic conditions for drifat types of coordinates.

The fourth chapter includes the practical applarsi The equations
of conic sections in different coordinate systemd aoordinates are well-
known. | show some in subchapter 4.1., while in 4.flly explicate and
prove that the canonical equation of the ellipsid hyperbola is formally the
same as their equation in the conjugate directioosrdinate system.
Connected to the parabola | found that its candmigaation is formallythe
same equation as in the axis directions and tandeattions coordinate
systems. In the case of the hyperbola | also peovid equation in its
asymptotes’ coordinates.

These results can be transferred to the equatbrise tangents. |
prove that the equations of tangents in the comgugéaections coordinate
system is also drawn with the help of so calledbtiag procedure as in the
case of the canonical equations. In the last seabib subchapter 4.2. |
analytically prove some properties of eight conect®ns using oblique
coordinate systems. Comparing the well-known elg¢argrproofs with these
analytic geometric proofs, it clearly comes outtttiee application of the
latter is more preferable in some situations.

In the application in subchapter 4.3. | deal with different forms of
the equation of the rectangular hyperbole and Vgia detail that the graph
of a function of one variable given with a firstage rational polynom is a



rectangular hyperbola. | also deduce the conjugsgeation of such a
hyperbole.

In the application in subchapter 4.4. the propserbf the generalized
Fermat points and their metric properties are prtese with the help of
barycentric coordinates. In this subchapter thengepoints are generalized
to the effect that | construct similar trianglestaad of equilateral triangles
on the sides of the triangle. This generalizatind the metric properties of
Fermat points are based on trigonometry; thus a dbtconditional
trigonometric identities are used in the analytrogb. The results can be
deduced using elementary geometry but the calonlstare longer and more
complicated.

In the application in subchapter 4.5. | deal witle proof of Clark
Kimberling’s conjecture:

If triangle ABC is acute angled, then its intousfherthic and
orthic-of-intouch triangles are homothetic.

0.6. Az értekezés fogalmi kerete és a szikségdérhiameretek

a) Vektortér

Valamely T test feletti V vektortérenvagy linearis téren olyan
halmazt értink, amelyben értelmezve van egy ké&wa# nivelet
(6sszeadas), amelyré Abel-csoport, tovabbd/ és T elemei kozott egy
olyanga (ahol aOT ,allV) szorzas, hogyaa ismétV eleme legyen és

barmelya pOV ésr SOT elemre:
(1) (a+B)a=aa+PBa (2) a(a+b)=aa+ab (3) (aB)a=a(Ba) (4)

la = a, ahol 1T-nek az egységeleme.

A V elemeitvektoroknaka T elemeit skalaroknak,az aa szorzast
skalarral val6 szorzasnakevezik.

Ha egy vektortérben vam-elemi bazis, akkor n-dimenzios

vektortérbl beszéliink. Azn-dimenziés vektortérben egPB=(g,..., )

bazis megadasaval (régzitésével) koordinatarendezeethetliink be, mivel a
tér barmelyx vektora egyeérteliten eballithato x=xg+---+ x & alakban.

Az x,..., X, skalarokat ax vektornak &B bazisra vonatkozkoordinatainak
nevezzuk.



b) Baziscsere

HaV aT test feletti n-dimenzios vektortéB = (g,---,e, @nnek egy
bazisa, akkor ax[0V x=x +---+x,e, vektorhoz rendeljik hozza az
X
x=[¥,=(%)=] i [i=12,..n
X,

n
oszlopmatrixot. Tekintsuk ag = z g ¢, ] =1,2,...n vektorsorozatot.
i=1

A B =(g,--,e,) vektorhalmaz akkor és csak akkor bazis, ha az

a; a, - &
s .. &l = _| @1 8y 8y
A—[el,--,q]B—((?})— ;1 52 e
Gu &y 8y
matrix nem szingularis. EkkofA-t a B bazisrél aB bazisra valGattérési
% X
matrixnak hivjuk. Ha x=[¥,=(%)=| i | és x=[¥,=(%)=| i |,
X, X,

i=1,2,..n, akkor azx vektor B és B bazisokra vonatkoz6 koordinatai
kozott az  x :Zaﬁg , 1=1,2,..n 0Osszefuggések allnak fenn, melyeket
=1

matrix alakban a kévetkéképpen irhatunk:

[} = Alxls = [X]s = A" 0],
c) Az affin tér Weyl-féle axiomarendszere

LegyenV a T test feletti vektortér. A nem ureS halmazt aV
vektortér feletti (vagy & test feletti)affin térneknevezzik, ha létezik egy
o.ExE - V leképezés, amely eleget tesz a kovetk&et feltételnek
(Weyl-féle axiomak):

W,: Tetsdleges ADE esetén ao,(B)=0(A B) képlettel értelmezett
o0,:E -V leképezés bijekcio.



W, : TetsdlegesA B CO E eseténo(A B)+o(B, C)=g(A O.

Az E tér elemeitpontoknak a V elemeit azE eltolasainakvagy
(szabad) vektorainalaV vektorteret a£ affin téreltolasi teréneknevezzik.

Tetsdleges (A, B) rendezettE-beli part aoc EXE - V leképezés egy
o(A B)=vOV vektorba visz at. Ha ezt a vektoAB-vel jeldljik, akkor a

W, -beli egyenbség az AB+ BC= AC alakba irhat6. Ha aE affin tér

eltoldsainakV tere n-dimenziés, akkor akE teret magat is1-dimenziésnak
nevezzuk.

d) Affin koordinatarendszer

LegyenE aT test felettin-dimenzids affin tér é¥ azE eltolasi tere.
Affin koordinatarendszernekagy affin n-élnekaz E tér olyan rendezett

K=(O,E,...,E) pontrendszerét nevezzik, amelyekre @ = OE
(i=1,...,n) vektorok av vektortér egy bazisat alkotjak. Ha adott@Z] E
pont és egyB=(eg,..., §) V-beli bazis, akkor az pontokat meg tudjuk
hatarozni. Ezért &K =(O,E,..., E,) helyett gyakran aK =(O,s,...,€)
jelolést hasznéljuk. AD pontot aK koordinatarendszeéwezdpontjanak,az

e vektorokat pedigkoordinatavektoroknakevezzik. Tetsteges M [ E
pont meghataroz egﬁl\ﬁ OV vektort, amelyet aM pont O-ra vonatkoz6
helyvektoranak neveziink. Az OM vektort a B=(g,...,g) bazisban
felbonthatjuk:OM = x g +---+ X e, ahol x,,..., x, aT test elemei. Ezeket az
M pont T-beli (affin) koordinatainak nevezzik és igy jel6ljuk:
M =(x,...,%,). Azt is mondhatjuk, hogy a¥ pont koordinatai azonosak
helyvektoranak koordinataival. Ha rogzitjuk &1 E pontot, akkor aw,
szerint a g, E-V, 0,(M) =OM leképezés bijekcio, amelynek
segitségével ag affin tér azonosihaté ¥ vektortérrel (tetsdlegesM pontot
azonositunk aDM OV helyvektoraval).
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e) Skalaris szorzat

LegyenV a valdés szamolR teste feletti vektortér. A9 Vi xV - R
leképezésskalaris szorzatnakevezzik, ha barmely, yvektorra teljestilnek
az alabbi tulajdonsagok: (B(x, y)=¢(y, ¥

2) (A%, y)=A¢(x y), DAOR

(3) p(x+%,y)=g(x+ Y+4(%+ Y, 0x 30OR

(4) ¢(x,x)=0, OxOR, egyenbség pedig csak ax=0 esetben All
fenn. A skalaris szorzat szokasos jel6lésgvagy xLly.

f) Euklideszi ter

A skalaris szorzattal ellatott linearis temtklideszi térnekevezzik.
Euklideszi terekben ertelmezlietaz x vektor hosszavagy normaja

|x|:\/xD<:\/?. Az x vektort egységvektornakievezziik, hadx =1. Ha
a
Az n-dimenziés euklideszi tér egPB=(eg,..., ) bazisatortonormaltnak

vagy derékszognek nevezzik, ha a bazisbeli elemek egységvektorok és
paronként meélegesek egymasra, azaz ha

lg|=1 e0e=0, i# j(i,j=12..n.A B=(g,...,g) ortonormalt bazis
altal  meghatarozott K =(O,e,...,e) koordinatarenszert  szintén
ortonormaltnakvagy derékszognek nevezzik. Véges dimenzios euklideszi
terben mindig bevezetlebrtonormalt bazis. Ekkor ax=xg+---+ x € €s
y=y,g+---+ y e vektorok skalaris szorzataly= x y+---+ X y. Az X és

y vektorokatortogonalisaknakagymerwlegeseknekevezzik, hacy=0.

Megemlitjlk még a sajatoR"=RxRx---xR (a jobb oldalonn
tényed szerepel) affin teret, amelyetdimenzios euklideszi térnakvezink,
ha eltolasi tere egR feletti euklideszi téer. Ezt a terd, -el fogjuk jeldlni.

Az E,-ben értelmezhétkét pont tavolsaga: aA B[J E, pontok p(A, B)

az0, akkor aza, =-— egységvektora iranyu egységvektornak nevezzik.

tavolsaganaz AB vektor hosszat fogjuk érteni. Tekintsiink Bz euklideszi
terben egy K= (O, g,..., q) ortonormalt koordinatarenszert. Ha
A=(a,...,a,) ésB=(h,...,h), akkor e pontok tavolsaga:

11



p(AB)=|AB=(a- )]+ +(a- ). Ha pedig x=xg++x8g,

akkor azx vektor hosszax| =+/x[k = \/( ) +--+( )"

A fenti fogalmak értelmezésekor forrasként [1]-es §12]-t
hasznaltam.
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1. fejezet Koordinatarendszerek és koordinatak az
euklideszi sikon

Az elemi (szintetikus) geometria tételeit bizonyos alapelveib
(axibméakbol) és mar igazolt AallitAsokbdl kiindulM#sztan geometriai
érveléssel, az alapfogalmakra és az alakzatok kdzpcsolatokra épitve
allapitia meg és bizonyitja. Ezzel szembenaaalitikus geometriavagy
koordinatageometriaa geometriai problémakat az algebra és az analizis
eszkozeivel oldja meg. A gyakorlatban a geomepiablémak megoldaséra
megprobaljuk a leghatékonyabb maddszereket alkalma&nmegoldandd
feladattl és a varhat6 siker, eredményesség fokiaggoen donthetiink a
szintetikus, az analitikus vagy mas geometriai @sdk mellett.
Természetesen mindig a hatékonyabb mddszert r§gke=ényben.

A geometriai feladatok analitikus megoldasakor gykefontos célunk
a szamitasok mennyiségének a minimalisra csoklentézért olyan
koordinatarendszert igyekszink valasztani, amelgaanitasok szempontjabol
a legebnybsebb. Ezt a célt nem mindig kofinynegvalésitani. Bar a
megoldandd probléma természete ,sugallhatja” aalmlkzandd analitikus
geometriai eszktzoket, valdjdban nincsenek oly@grkmmok, amelyek adott
tipusu feladathoz a ,legegystibb targyalas” ismérvét is kielégimoddszert
rendelnének. Ezért aztan a legtdbb esetben egy@dbtéma tobb mdodszerrel
tortérb megoldasa utan dontlbetcsak el, hogy kozulik melyik a
legegyszdibb, a leghatékonyabb és a legelegansabb.

1.1. Vonatkoztatasi rendszerek a sikon

Ebben a fejezetben az affin koordinatarendszerhez &
haromsz6ghtz, mint vonatkoztatasi rendszerhez 6dkot kilonbod
koordinata-tipusokat vezetek be. Az affin koordiméhdszer szabatos
matematikai értelmezése az affin tér eléggé botystiwktaraival és fogalmi
rendszerében a féfokl képzés keretében természetes, a kdzépiskolaban
viszont nem jarhaté Gt. Ezért az affin vonatkodiaténdszer bevezetésére,
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az egyetem étti oktatasban, egy masik leliséget hasznalunk, amely a
valés szamok és a szamegyenes pontjai kozottidigekalapszik.

Hogyan lehet a sikban egy pont helyzetét meghaiétdzre tdbbféle
mod is kindlkozik, a vonatkoztatasi rendszer meapzbsatol flugeen.

Példaul valaszthatunk a sikban egy rogz@epontot és eg)(T, T) bazist. Az
(O,T, T) rendezett harmast a sik egffin koordinatarendszen&k nevezzik.

Barmely sikbeli M pont helyzetét azOM helyvektor egyértelfien
meghatarozza. MiveDM = xi + yj és ez a felbontas egyértéimazM pont
helyzete jellemezhét az (x,y) rendezett szamparral. AaM pont

koordinataiként azOM helyvektor (T, T) bazisra vonatkozd koordinatait

tekintjuk.

Egy masik lehéiség azM sikbeli pont helyének meghatarozéaséara két
szamegyenes megadasaval lehetséges. Ha egy egyddijekdink egyO
kezdpontot, egy E egységpontotés egy pozitiv iranyitast, akkor
szamegyened beszéliink. AzO pontnak a 0 szamot, & pontnak az 1
szamot feleltetve meg, a szamegyenes dktges P pontjahoz

hozzarendelhetjiuk azgg szamot, ahoDP az (OP) szakasz éjeles hosszat

jeloli. Ezt a szdmot pozitivhak vesszik, Raaz (OE félegyenesen van,

negativnak ellenkézesetben. Tekintslink most a sikban két, nem eg§bees
OE és OF szamegyenest. Ezek egyesites#EF affin vonatkoztatasi
rendszernekevezzik. Egy tetélegesM pont helyzete e szamegyenesekhez
viszonyitva hatarozhaté meg (lasd az 1.3. és lfejezetet).

Egy Ujabb lehéiség azM sikbeli pont helyének kijelélésére, ha
vonatkoztatasi rendszerként egy haromszoéget valasgtasd az 1.5., 1.6.,
1.7.,1.8., 1.9. alfejezeteket). A haromszoghozckalpdd koordinaték kissé
mas termeészéek, mint az affin koordinatak. Példaul egy sikbgdintot
harom koordinata jellemez, nem pedig &etbhogy azt a derékszg
koordinataknal megszoktuk. Ezt a szokatlansaguisabwt ellensulyozza az
az ebny, hogy a haromszog bizonyos (centrélis) pontjaikaordinatai, a
vonatkoztatasi haromszdg oldalhosszaira €s szdékedre vonatkozoan,
szimmetrikusak

Ezzel lehaiségeinket természetesen még nem meritettik ki, de
vizsgalatainkat most csak ezekre a vonatkoztagésiszerekre korlatozzuk.
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1.2. Derékszod koordinatarendszerek és koordinatak

A sikban tekintsink két olyax és y szamegyenest, amelyek
egymasra meétegesek és kesdpontjaik egybeesnek. Ax szamegyenes
egységpontjat jelolj&, azy szamegyenesdt, kozos kezdpontjukat pedig
O. Az x ésy szamegyenesek egylttesitrékszog koordinatarendszeiek
nevezzik (1.1. bra).

A

y
O ' M(x, y)
74 L
F1 90 |
19) E P x
1. V.
1.1. abra

LegyenM a sik tetsé&leges pontja. AzM ponton at a0y tengellyel
parhuzamosan huzott egyenesOaztengelyt aP pontban, azM ponton at az
Ox tengellyel parhuzamosan hazott egyenesOgztengelyt aQ pontban

OoQ

metszi. Az xzﬁ €s az y=—— szamokat az M pont derékszodg
OE OF

koordinatdhak hivjuk.

Ha |OE|=|OF, akkor az xOy derékszog koordinatarendszert
ortonormalnhak nevezzuk. Ortonormalt koordinatarendszerekben
x=OE[OM és y=OF[OM, azaz aaV pont abszcisszaja egyéraz OE

és OM, az M pont ordinatdja pedig aDF és OM vektorok skalaris
szorzataval.

1.3. Ferdesz&fj koordinatarendszerek és koordinatak

A sikban tekintsiink két olyak ésY szamegyenest, amelyek nem
parhuzamosok és kefabntjaik egybeesnek. A két szamegyenes hajlasszdgét
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jelolie 60(0,77). Az X szamegyenes egységpontjat jelofe az Y

szamegyenes#t, kozos kezépontjukat pedigD. Az X ésY szamegyenesek
egyuttesét ferdeszog koordinatarendszernek  vagy affin
koordinatarendszernakevezzik (1.2. abra).

1.2. abra

Ha |OE| =|OF, azaz ha azOE és OF szakaszok hossza egyénl

akkor azXOYferdesz6§ koordinatarendszenormalinak nevezzik.
Az XOY ferdeszdf koordinatarendszerben kétféle koordinatéat
ertelmeziink, éspedig a kontravarians és kovariaosdinatakat.

1.4. Kontravarians és kovarians koordinatak

LegyenM a sik tets&leges pontja. AM ponton at a2Y tengellyel
parhuzamosan huzott egyenesQi tengelyt azS pontban, azM ponton &t
az OX tengellyel parhuzamosan huzott egyene®©iazengelyt aT pontban

metszi (1.2. &bra). Azng—: és azY:% szamokat az M pont

kontravarians koordinatéiak hivjuk. AzM pont kontravaridns koordinatai
megegyeznek az OM  helyvektor (6E6?) bazisra vonatkozd

koordinataival. A kontravarians koordinatak (harattpgeometriai
alkalmazasaival A haromsz6g nevezetes koretimi koényvemben
foglalkoztam (Erdélyi Tankdnyvtanacs, Kolozsvar9ap

Az M pontnak azOX illetve azQY tengelyre e% meisleges vetiilete
legyen &K illetve azL pont (1.3. abra).
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1.3. abra

A p=% es aq=g szamokat azM pont kovarians koordinataiak

hivjuk. A derékszog koordinatak mintgjara a kovarians koordinatékavel
értelmezhettiik volna @ = OELOM és q=OF[OM skalaris szorzatokkal,

aminek az az azonnaliéelye, hogy e koordinatak konnyen kifejezileta
kontravaridns koordinatakkal:

p=6‘E’Eﬁ\7|=6”EJ@ X OF+ ﬁ&z‘éa‘éEx‘"OE"'oa
q= OF [OM =6T:[(] X OB+ Y‘Gljz‘é'm‘élzx‘ée‘éﬁ
Ha OE[DE=s, OE[DF=s, OFDE=s, OF[DOF=s,, akkor

Si S

p=g,X+5,Y ésqg=s,X+5s,Y. Az S:(
S1 % Su S S, S,

j jeloléssel az ébbi

Osszefliggések felirhatok matrixalakban:

(o3 23 (3)-)

Normdlt ferdeszdg (affin)  koordindtarendszerek  esetén

oo

soranak elemei azZDE =&, masodik soranak elemei pedig &F =&
alapvektor kovarians koordinatai.

Ha az OE és OF (nem normalt) alapvektorokat keszorosukra
noveljuk (k >1) es ezeket tekintjuk bazisvektoroknak, akkor ugpaai a

pontnak a kovarians koordinatdi az eredeti kootdinak-szoroséara
novekednek, kontravaridns koordinatai pedig az etrekoordinatak

1 g
S=[ lj’ tehat p= X+Ycosf ésq= X cog+Y. Az S métrix el$
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%-szoroséra csokkennek. Valéban, fi®,q) ill. (p,q) az M pont

kovarians koordinatai az (OGE?)?) illetve az (O, kOE, kﬁﬁ
vonatkoztatasi rendszerben, akkor
p':(kFE)EWA: l{ﬁﬁ]ﬁ\/): K, q'=(ka:)ﬂ/lz k(azﬂﬁ/l)= ke

ésOM = X [OE+ YIOF=~( KO+~ ( KO

Ez a magyarazata annak, hogy a kovarians koordindtaaz,egyutt
valtozo”, a kontravarians koordinatakhoz pedig ,@flentétesen valtozo”
jelzoket szokas kapcsolni. (A kontravarians és kovari&osrdinatak
részletesebb leirasat lasd [6]-ban, a 295. oldalon)

Ha Q:E, akkor a kontravarians és kovarians koordinatak

egybeesnek a derékszokpordinatakkal.

1.5. Valdédi trilinearis koordinatak

A valodi trilineéris és trilinearis koordinatakailius Plicker (1801 —
1868) vezette be 1830-ban, Journal fir die Reine und Angewandte
Mathematickfolyoiratban megjelent)ber ein neues Coordinatensystem (Egy
0j koordinatarendszedit) cimi cikkében.

Legyen ABC adott haromszdg, amelyre a tovabbiakban a
vonatkoztatasi haromszoglnevezéssel is hivatkozunk. A haromszég
sikjaban elhelyezkéd M pontnak aBC, CA, ABoldalegyenesekre &s
meSleges vetlleteit jeloljM,, M, M (1.4. abra).

1.4. dbra
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A BC oldalegyenes a haromszdg sikjat két félsikra aszAg A
csucsot tartalmazo félsikoBC szerint pozitivhak, azA csucsot nem

tartalmazo félsikotBC szerint negativnak tekintjuk. A*I\/II\/Ia| szakasz
euklideszi mértékének aszerint fogunk pozitiv vagggativ edjelet
tulajdonitani, hogy azM pontBC szerint a pozitiv vagy a negativ félsikban
van. Az |MM,| szakasz ébbi értelemben vett &jeles euklideszi mértékét
jeldlje a, .

Hasonlbéan értelmezzik a4 pontnak aCA ill. AB oldalegyenesig
mért 3, ill. y, eljeles tavolsagat. Afa,,f3,,y,) szamharmast all pont
ABC haromszégre vonatkoza@lddi trilinearis koordinatanak nevezzik. Ezt
a tovabbiakban a kévetkéizéppen fogjuk jeldini:M =(ay, B,,V,) - llyen
modon azABC vonatkoztatasi haromszdg segitségével a sik bgrivel
pontjahoz egy rendeze(tno,,Bo,yo) szamharmast rendelhetlink.

Az ABC héaromsztg oldalegyenesei a haromszdg sikjat hét

tartomanyra osztjak. Ezek szamozasat és az egydemémyokban
elhelyezked pontok koordinatainak &kelét az 1.5. abra szemlélteti.

1.5. abra

A haromszog sikjaban elhelyezketharmely M pontra, amelynek
valadi trilinearis koordinété(ao,ﬁo,yo), fennall az alabbi 6sszefiiggés:
ag, +bB,+ o, =S, (1.1)
Mivel barmely haromszogre érvényes a szinusztérelz
a b _ ¢
sinA  sinB  sinC
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aholR a hdromszdg koré irt kor sugara, ezért az (1 )afgggés felirhato az
alabbi formaba isa,sin A+ S, sinB+ y, sinC= %. (1.2)

Tegyuk fel, hogy adottak akl pont valédi trilinearis koordinatai.
Felmerul a kérdés, hogy hogyan hatarozhaté melyl gont helyzete? Az
aa,+bf,+ oy, = S Osszefiiggés alapjan & pont barmely két valodi
trilinearis  koordinatjanak ismeretében a  harmadikoordinata
meghatarozhatdé. Ez a tény &t pont helyzetének meghatarozasaban a
kovetkedkeppen tukrogdik: peldaul eBC oldalegyenessel, az, elsjelének

megfeleb félsikban, |ao| tavolsagra huzzunk pérhuzamost, majdCA

oldalegyenessel, azf, elsjelének megfelé félsikban, |,80| tavolsagra

hazzunk egy masik parhuzamost. E két parhuzamoszgsgiontja lesz ad
pont.
A alabbiakban megadjuk néhany pont valodi triline&oordinatait:

1.A chcspontokA:(S0,0j :( basin A,O,(ﬂ :(ﬂ: Og
a a 2R

(o2 -(0= - 02,

c~fong]{008 {0

c 2R
2. A slypont:G = (E S _SJ = [_bc_ca_aFj
3a 3b Xk 6R 6R 6

3. A kortilirt kor kézéppontja = (Rcos A, RcosB,Rcosg.

4. A magassagpont (ortocentrum):
H =(2RcosB coL ,R co€ co# ,R col cdB.

5. A kilencpontos kor kdzéppontja:
a)z(gcos(B—C) ,I—;coic— A —5 cos A- 3)

6. A beirt kor kézéppontjal: =(£,£,£) =(rrr).
s's s
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1.6. Trilinearis koordinatak

Ha az (a, B, ), szdmharmas aM pont ABC haromszogre
vonatkozé valodi trilinearis  koordinatai, akkor dka,: kB, : ky,)
szamharmasokat, ah&lOR", azM pontaltalanos trilinearis koordinataiak
vagy rovidentrilinearis koordinatanak fogjuk nevezni. Ebben az esetben a
sik barmelyM pontjadhoz végtelen sok rendezc{tlr:,B:y) szamharmas
tartozik. Ezt a tovabbiakban a kovetkkeéppen fogjuk jeldlni:
M=(a:B:y). Tehat, ha az(a:B:y) és (a':B:y) szamharmasok
ugyanannak aM pontnak a trilineéris koordinatai, akkor |étezijyek # 0
allandé uagy, hogya =ka', B=KkB, y=ky . Ennek kifejezésére az
M=(a:B:y)=(a: B:)) jelolést hasznljuk. Hangsulyozzuk, hogy ebben a
jelélésben a két szdmharmas kozotti egysddy csak valddi trilinearis
koordinatéakra jelent komponensenkénti eg§s@get is, kilonben pedig nem.
Ez utdbbi esetben az egyéség csupan azt fejezi ki, hogy a két szamharmas
ugyanazt a pontot reprezentalja.

A valddi trilinearis koordinatdkat a trilinearis dalinataktol
jelolésben a kévetkéképpen fogjuk megkilénboztetni:

(a,B,y) valodi trilinearis koordinatdk (a koordinatak vessl
vannak elvalasztva),

(a:B:y) trilinearis koordinatak (a koordinatak keponttal vannak
elvélasztva).

Ismerve azM pont ABC haromszogre vonatkoz6 valodi trilinearis
koordinatéit, ezekdl az M pont altalanos trilinearis koordinatait ugy kapjuk
hogy az elbbieket nem nulla allandokkal szorozzuk (osztjuk@limerul

viszont a kérdés, hogyan kapjuk az altalanos édiis koordinatatakbol a
valddiakat? Erre a kérdésre az alabbiakban valasizolu

Ha (a:B:y) az M pont altalanos trilinearis koordinatai, akkaz M

pont ABC haromszogre vonatkoz6 valédi trilineansiklinatai
Sa 4 ¥ _
ad+bB+coy ar+ B+ ¢ @+ B+ ¢

Valéban, azM pont valddi trilinearis koordinatait az éltalén()sr:,B X y)
trilinearis koordinatakbol ugy kapjuk, hogy ezeketlamely nem nullak
allanddéval szorozzuk. Tehat akl pont valodi trilinearis koordinatai
(ka, kB, ky) alakuak, amelyekraka + bkB+ ck/= <.
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S
aa+bB+cy
Most megadjuk néhany pont trilineéaris koordinatait:
1. A csticspontokA=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1).

Innenk =

2. AsulypontG—(g = T:j—(bc ca af) =(csc ArcscB:cscg.

3. A korulirt kor kézéppontjaO = (cosA :cosB :co€)=(ag b$ :c.
4. A magassagpont (ortocentrum):

H =(cosB coC :co€ coh :cos cd= ( 1 1 j:

cosA coB cof€

=(secA :se® :se@):[alS b1§ ;ng

5. A kilencpontos kor kdzéppontja:
=(cos(B-C) :co§C- A :cobA- B).

6. A beirt kor kozéppontjal: = (1:1:1).

1.7. Baricentrikus koordinatak

A baricentrikus koordinatakat August Ferdinand Mi&b{1790-1868)
vezette be 1827-ben megjeldder barycentrische Calcul (A baricentrikus
szamitas)cimi mivében. E koordinatak szorosan kapcsolédnak a sutyozo
pontrendszer fogalmahoz.

Ha egyM ponthoz hozzarendeliink egyvalés szamot, akkdvl-etm

egyltthatoju sulyozott portak nevezzik é{M,m)-mel jeléljuk. Az m
jelenthet példaul tdmeget, elektromos toltést, Mz pontban hatd ér
nagysagat stb., ezért negativ sulyokat is megemedi

Tekintsik az euklideszi tér(M;,m),...,(M,,m) stlyozott
pontjaibdl allé pontrendszerét. AzGapontot, amelyre

mGM:+---+m GM =0,  (1.3)
e pontrendszdparicentrunénak nevezzik. Ha a térben valasztunk &gyl
kilonbod O kezdspontot, akkor & pont OG helyvektora kifejezhét az
M. pontok OM; helyvektorainak segitségével. Valéban, mivel

GM; = -0G i0{1.. I<} ezért
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Innen lathatd, hogy & pont csak akkor van egyértdlan meghatarozva, ha
m+---+m #0, azaz ha a pontok sulydésszege nem egyeunllaval. Mivel
ekkor

5G = m OM; +---+ m OM

mL +... 4+ m(

azt mondhatjuk, hogy egy sulyozott pontrendszericbatrumanak
helyvektora e pontok helyvektorainak sulyozott kim@nyosa. Ha a
pontrendszerM; pontjai egy egyenesen (sikon) helyezkednek elze® a

, (1.5)

kezdbpont szintén ezen az egyenesen (sikon) van, akko®@ elsbbi
kifejezései alapjan & baricentrum is az egyenesen (S|kon) lesz.cHa0,

akkor M GM; +---+ M GMc =0 « dIm GM+---+ & m GM=
ezért egy pontrendszer baricentruma valtozatlanamaha a sulyokat
ugyanazzal a nem nulla allandéval szorozzuk.

Ha az M, pontok sulyai egyefik, a pontrendszerhomogének,

ennek baricentrumat pedigobaricentrumak fogjuk nevezni. Homogén
pontrendszerekre

aé:OM1+-l-(-+oMk, (16)

azaz az izobaricentrum helyvektora e pontok heltpraknak szamtani
k6zéparanyosa.

Az ABC haromszdgA, B, Ccsucsaiba helyezzik el rendre azv, w
stlyokat. Hau+v+wz#0, akkor az(Au), (B,v), (C,w) pontrendszer
sulypontja egy, aABC haromszdg sikjaban elhelyezked! pont lesz. Az
(u:v:w) szamharmast a¥ pont ABC haromszogre vonatkozéltalanos
baricentrikus koordinatdéiak vagy rovidenbaricentrikus koordinatdiak
nevezzik (1.6. abra). Ezt a kdvetédegppen fogjuk jeldiniM = (u:v: w).

(€ w)

(A4, u) (B,v)

1.6. abra
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Ha az u, v, wsulyokat a veluk aranydau, kv, kw(k % O) sulyokkal
helyettesitjuk, akkor e rendszer sulypontja nentozéd meg. Ezért aM
ponthoz veégtelen sok rendezétdu: kv: kV\) szamharmas rendellbefTehat,

ha az(u:v:w) és(u':V:w) szamharmasok ugyanannak Mzpontnak a

baricentrikus koordinatdi, akkor Iétezik egy: O allandé agy, hogy = ku,
v=kV, w=kw. Ennek kifejezésére a®l =(u:v:w)=(u: v: W) jelolést
hasznaljuk. Ebben a jeldlésben a két szamharmastk@&gyenbseég nem
komponensenkénti egyésieget jelent, csupan azt fejezi ki, hogy a két
szadmhérmas ugyanazt a pontot reprezentalja.

Az u+v+wz0 feltétel mellett, az u, v, wsulyok valtoztatasaval
elérheb, hogy azM pont leirja az egész sikot.

A 2. fejezetben bizonyitani fogjuk hogy, Har: B:y) az M pont
ABC haromszogre vonatkozé trilineéris koordinél(éi,:v: W) pedig azM
pont ABC haromszégre vonatkozo baricentrikus koordinatékoan u = aa,
v=bgs, w=cy.

Ebbsl lathatdé, hogy aavl pont baricentrikus koordinatéinakogle

megegyezik ugyanezen pont trilinearis koordinataeléjelével.
A aldbbiakban megadjuk néhany pont baricentrikug dioatait:

1. A csticspontokA=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1).
2. A stlypont:G =(1:1:1).
3. A kortlirt kér kbzéppontja:

O=(acosA:bcosB :c cogz( as bs :Zc§=

=(s\(s+8): s st 8 $ .5 B

4. A magassagpont (ortocentrum):

= (acosB oo booc o ¢ con o[, o - Lo)-

(1.1 1) e .
_{SA. S %j (Sic: St Se)-
5. A kilencpontos koér kdzéppontja:
w=(acos(B-C) :bcog C- A :ccof A B)
6. A beirt kor kozéppontja: =(a:b: c).
A haromszdg centralis pontjainak trilinearis és idmntrikus
koordinatai megtalalhatdk [9]-ben.
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1.8. Normalt baricentrikus koordinatak

Normalassal egyértelimbaricentrikus koordinatak vezethiktbe. Ha
(u TV W) azM pontABC haromszdgre vonatkozé baricentrikus koordinatai,

u v W ] .
akkor azu, = RAVAE , W, = valoés szamokat &l
u+v+w u+v+w u+v+w

pont ABC haromszdgre vonatkozaormalt baricentrikus koordinataak
nevezzik. Ezt a kovetkézéppen fogjuk jelsiniM = (uy, vy, Wp).

A haromszog sikjaban elhelyezketharmely M pontra, amelynek
normalt baricentrikus koordinatéil,, v, W) , fennall az alabbi ésszefliggés:

Uy +Vv,+w =1 (1.7)

A normalt baricentrikus koordinatakat a baricentsikoordinataktol
jelolésben a kévetkéképpen fogjuk megkilénboztetni:

(u,v, w) nomalt baricentrikus koordinatak (a koordinataksavel
vannak elvalasztva),

(v:iv:w) baricentrikus koordinatdk (a koordinatak keftonttal
vannak elvalasztva).

Normalt baricentrikus koordinatakra aml =(u,v,w)=(U, v, W)
egyenbségek egyben komponensenkénti egysddjeket is jelentenek, azaz
u=u,v=Vv,w=w.

A 2. fejezetben bizonyitjuk, hogy ha &z, B,,¥,) ill. (Uy, Vg, W)
szamhéarmas akl pont ABC hdromszogre vonatkozo6 valodi trilinearis ill.
normalt baricentrikus koordinatai, akkaoy = ago VA b’go , W, :C—g".

A alabbiakban megadjuk néhany pont nomalt bariderdr
koordinatait:

1. A csticspontokA=(1:0:0), B=(0:1:0), C=(0:0:1).
. 111
2. A sulypont:G = (5,5?3) .
3. A korulirt kor kbzéppontja:
ar bR cR _(a’s, BS c¢’S
o= (ECOSA—S cosB—S o§j—(2 s 55 5 ZS]

4. A magassagpont (ortocentrum):

H (a—RcosB costf;EQ co€ coA—R cos c%= (izc = i)
o o o s § 3

5. A kilencpontos koér kbzéppontja:
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(—cos(B c) 2R cogC- A 1 coa- 3)

6. A beirt kér kbzéppontja: =(3£—C)
2s 2s 2s

1.9. Aredlis vagy teruleti koordinatak
Az ABC haromszdget nevezzigozitiv (negativ) iranyitasiak, ha az

Oramutato jarasaval ellentétes (mege@yddriljarasu. AzZABC haromszég
sikjaban tekintsiink egy tetdegesM pontot (1.7. abra).

C

1.7. abra

Az MBC, MCA, MABharomszogek tertileteinek euklideszi mértékét
jeldlje o,, o,, o.. Ezeket a mészamokat pozitiv vagy negativoglel
vesszuk, attol fugigen, hogy ezen haromszogek iranyitasa megéggemgy
ellentétes azABC haromszég pozitiv iranyitasaval. iEJ 9o ﬁj
o o O

szamharmast all pont ABC haromszdgre vonatkozarealis vagy terileti

Ny N , aa b C .
koordinatanak nevezzik. Mivel o, = 20 ab:ﬂ chﬁ ezert

, 5> ,
uozﬂzﬁ, vo=%:ﬂ, Wo=%=i. Tehat azM pont ABC

S o S o S o
haromszogre vonatkoz6 normalt baricentrikus koddin megegyeznek
ugyanezen pontABC haromszogre vonatkoz6é arealis vagy tertleti
koordinataival.
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2. fejezet Koordinatatranszformaciok

Az analitikus geometridban egy-egy probléma tdépakor olyan
koordinatarendszert  igyekszink valasztani, amely szamitasok
szempontjabol a legéhydsebb. Emiatt szikséges, hogy az alakzatok
egyenletét egyik koordinatarendsz#éirbat lehessen irni egy masik
koordinatarendszerbe. Affin koordinatarendszeredtéimen elegerédismerni
a bazisvektorok kozotti 6sszefiggéseket, azaz gk dxfizis vektorainak
kifejezését egy masik bazis vektorainak segitségédeebben lasd 0.5. b)
alpontot).

A matematikai szakirodalomban &koordinatatranszformacio
elnevezésnek kétféle jelentése van. Az egyik azyy hogyanazokat a
pontokat két koordinatarendszerben irjuk le (passgzemlélet), ami
feltételezi a két koordinatarendszer egymashoz omzott helyzetének
ismeretét. Ennek a helyzetnek a leirdsat azkaardinata-transzformacios
képleteksegitségével végezhetjik el.

Példaul tekintsik a siknak azt a k&Oy x&y derekszog

koordinatarendszerét (2.1. abra), amelyekpx||OX, Oy||Oy és a
megfeleb tengelyek iranyitasa megegyez('@ % O’) :

VA 17 N
[
b2 S A ’.M
b o' x'i x"
0] a b x:
2.1. abra
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Az O' pontnak azxQy rendszerbeli koordinatai Iegyeneéb, b), a
sik tetsdleges M pontjanak xOy illetve X Oy rendszerbeli koordinatai
pedig (x,y) illetve (X,y). Mivel X =x-a és y =y-b, ugyanazorm
pont analitikus leirasa a két koordinatarendszerberkdvetke# lesz:
M =(x,y) ésM =(x-a, y-b). Azt is mondhatjuk, hogy axOy rendszert
Leltoltuk” 6nmagaval parhuzamosan éa,b) elmozdulasvektorral. Ezért ezt

a miveletet sikbeliparhuzamos eltoldmk vagy transzlacidak szoktuk
nevezni.
Vagy vegyuk azxOy derékszog koordinatarendszernek az origd

s sz

<
T
I
I
I
I
I
I
I
ll

[ R N
=

-
-
-
-

2.2. 4dbra

Ez a ntivelet az X = xcosg + ysing é€s azy =-xsing + ycosp
transzformécids egyenletekkel jelleme#hethol ¢ az Ox ésOX tengelyek
hajlasszbge. Tehat ugyanazoM pont analitikus leirasa a két
koordinatarendszerben a kovetédesz:

M =(x,y) ésM =(xcosg +y sinp ~x sigp+ y cog).

A passziv szemlélét transzformacioknal a koordinatarendszereket
valtoztatjuk és a kulonbézkoordinatarendszerekben irjuk le ugyanazokat a
pontokat, amelyeknek a koordinatai altaldban megzaak.

A koordinatatranszformacié masik jelentése éppemelen az

X =f(xy)

ellenkesje: azM pont (x, y) koordinatait transzformaljuk az
y=9(xY)
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képletek szerint és az igy kapc(tt(',Y) szampart egy masikM’' pont
koordinatainak tekintjuk. Az Gj(x,y) koordinatakat ugyanabban a

koordinatarendszerben &brazolva, Bk ponthoz az Uj koordinatékkal
meghatarozotM’ pontot képként rendeljik hozza (aktiv szemlélet).
Példaul azxOy derékszod koordinatarendszerben aZ = x+ a és

y' = y+ b egyenletekkel adott koordinata-transzformaciévakdemléletben
az M =(x,y) pontnak megfelelteti abl’ =(x+a, y+ b) pontot, ahol(a, b)
egy adottv vektor komponensei (2.3. abra)

A

y
y+b

| .
v

xta X

2.3. dbra

Itt a sik egy olyan 6nmagara vald bijektiv leképex# van sz0,
amely azM =(x, y) pontnak ugy felelteti meg al#l’ =(x+a, y+ b) pontot,
hogy MM' =V . Ezt a transzformacioét szintggarhuzamos eltoldmk vagy
transzlacidak fogjuk nevezni. Lényeges, hogy most @y derékszodg

koordinatarendszer rogzitett (fix) marad és a ddktjpit toljuk el a v
elmozdulasvektorral.
Vagy az xOy derékszof  koordinatarendszerben  az

X = xcosg — ysing ésy =xsing + ycosp egyenletekkel adott koordinata-
transzformacié aktiv szemléletben &z :(x, y) pontnak megfelelteti az
M'=(xcosp-ysing x sip+y cog) pontot, ahol ¢ az OM éOM’
félegyenesek hajlasszoge (2.4. abra).
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2.4. dbra

Itt szintén a sik egy 6nmagara vald bijektiv lekaseél van szd. Az
xOy derékszdog koordinatarendszer most is rogzitett (fix) maradaésik
pontjait elforgatjuk a0 pont kérulg szbggel ugy, hogfOM =OM'. Ezt a
transzformaciot szintémorgatasiak vagyrotacionak fogjuk nevezni.

Ebben a fejezetben a sikbeli pontok passziv szetfnlédérasaval
foglalkozom az 1. fejezetben bevezetett, egymastiezonyitva sajatos
helyzeti  koordinatarendszerekben. Ezen transzforméaciés tedple
ismeretében a sikbeli alakzatok tulajdonsagaitjédfe 6sszefliggéseket, az
oket jellem® egyenleteket, az alakzatok kolcsbn6s viszonyaie)jddd
algebrai feltételeket stb. at lehet irni kilonbémordinata-fajtakra.

A tovabbiakban feltesszik, hogy a koordinata- ulbevonatkoztatasi
rendszerek egységszakaszainak a hossza ugyanaz, dmmy a
szamtengelyek normaltak. Ugyszintén megéllapodunidam, hogy amikor a
kovetked paragrafusokban koordinatak kozotti 6sszefliggébdlaszelink,
akkor ugyanannak a pontnakkilonbozs tipustd koordinatai kozotti
0sszefuggésekre gondolunk.

2.1. A derékszdgés kontravarians koordinatak kozotti
Odsszefliggések

A sikban vegyik fel azxOy derékszog és az XOYferdeszog

koordinatarendszert gy, hogy abszcisszatengebgpikeessenek (2.5. abra).
Az XOYferdesz6§ koordinatarendszer tengelyei altal alkotott szjejélje

6 (0<6<mn).
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2.5. abra

Az xQy rendszer bazisvektorai Iegyen(&k T), az XOYrendszeré

pedig (€,8). Mivel & =1 és & =cosf + sindlj, az attérési matrix

1 cos¥f
:(O s'nHj' Az M pont derékszdg koordinatai legyenek(x,y),
[
kontravarians  koordinatai pedig (X,Y). Kovetkezésképpen
X 1 cof)\ X
= , . Tehat a derékszégkoordinatakrol a kontravarians
y 0 sin@)lY
koordinatakra valo transzformacios képletek a Kdeaik:
x=X+Ycosd, (2.1) y=Ysiné. (2.2)
1
Mivel detA:‘ __|=sind# (, azA matrix inverze
0 sin
,_ 1 (siné -cod 1 g Xy [t )«
A = = 1 , aZaz = 1
sind 0 1 0o — Y) |0 — [y
sind sing
Tehat a forditott iranyu attérés az
X = x- yotgd, (2.3) y=Y_ (24

sind
képletekkel lehetséges.
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2.2. A kontravarians és kovarians koordinatak kozott
0sszefliggések

Az 1.5. alfejezetben mar kifejeztik a kovarians rkowatakat a

1 CCATID:S
kontravarians koordinatakk I:ID = co . Mivel az
q cosd 1 )Y

1 C
matrix determinansaetS= 1- co$6= sind% |, azS
cosd 1

1 - cosd
nek van inverzeS™* = — 12 . Tehat
sin“ @\ —cosd 1

X)_ 1 1 —cosf\( p
Y ) sin?8|-cosd 1 q)

Ugyanerre az eredményre geometriai Uton is eljuthatA sikban
vegyulk fel az XOYferdeszo§ koordinatarendszert (2.6. 4bra). Az pont
kontravarians koordinatai legyenefX,Y), kovarians koordinatai pedig
(p. ). Az MKS derékszot haromszogben:

K_S:p;xz p=X+Yco¥d.
MS Y

cosd =

Az MLT deréksz6g haromszoégbencosd =% =% =(q=Xcog+Y.
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2.6. abra

Tehat a kovarians koordinatakrél a kontravariansrématakra vald
transzformacios képletek a kbvetkkz

p=X+Ycosd, (2.5) g=X céstY. (2.6)
X +Ycosd =
A forditott iranyd attéréshez pedig megoldjuk P
Xcosf+Y=q
egyenletrendszert gzX,Y) ismeretlenekre:
1 cosf cosd
= =1-cosf=siff# ( sz‘p ‘:p—qcose,
cost q 1
1
v = p‘ =(q- pcosd. Tehat
coséd ¢

X =—t (p-qcosf), (2.7) Y=

=== (- pcosd+q). (2.8)

sin’ @

2.3. A derékszdagés kovarians koordinatak kozaotti
O0sszefliggések

A sikban vegylk fel azxOy deréksz6g és az XOYferdesz6§
koordinatarendszert Ugy, hogy abszcissza-tengelygjkbeessenek (2.7.
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abra). Az M pont derékszdg koordinatai Iegyenek(x, y), kovarians
koordinatai pedid p, q).

A
Y Y
L = ~
TAD O~
______________ M
0 7
1
1
1
1
1
l
1
0 | X
o) P=K x
2.7. abra

Dereksz6¢ koordinatakrél kovarians koordinatadkra az (2.1.,2)
valamint a (2.7), (2.8) képletek segitségével téitieat:

—_— — 1 -— =
X= X+Ycos€-sin29( p- qcos{9)+—si 6( pcof+ q cdd= [,
—_ H - — 1 = 1 —_—
y=Ysing= sin26’( pco+ g sirf sin6’( pcod+ d.

Tehat a derékszdéigkoordinatakrdl a kovarians koordinatakra valé
transzformacios képletek a kovetk&z

x=p, (2.9) yz_i(—pcose+q). (2.10)
sind

A forditott iranyu attérés pedig a
p=x, (2.11) g=Xxcosfd+ ysingd (2.12)
képletekkel lehetséges.

2.4. A valddi trilinearis és kontravarians koordinal kozotti
osszefuggések

Kapcsoljunk az ABC haromszdghdz egy XAY ferdesz6g
koordinatarendszert agy, hogy &B egyenes essen egybe AX, az AC
egyenes pedig aAY tengellyel (2.8. abra). A2Vl pont kontravarians

koordinatai legyenekX,Y), valodi trilinearis koordinatai pedif,, B;,1;) -
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2.8. abra

Az MM, T derékszog héromszdgbeminAz% :% = [, = X SinA.

MM, _ ¥,

Az MM_S derékszog haromszogbernsin A= v

=), =YsinA

Mivel aa,+bg,+ ¢/, = S, ezert

1 inA
a, =E(S_ b3, ~ ¢,) :%( be- bx- cY.

Tehat a valédi trilinearis koordinatakrol a kontaaidns koordinatakra
valo transzformacios képletek a kovetédez
sinA
a,=——(bc-bX-cY), (2.13)
a

B,=XsinA, (2.14)
Vo =YsinA. (2.15)

A forditott irAnyu attérés pedig a% :,'3—0, (2.16) Y =,}/—° (2.17)
SinA SinA

képletekkel lehetséges.

2.5. A valddi trilinearis és kovarians koordinatalokotti
O0sszefliggések

Az M pont kovarians koordinatai legyendlp, g), valddi trilinearis

koordinatai pedi§ay, 3,,),)(2.8. abra). Valodi trilinearis koordinatakrol
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kovarians koordinatakra a (2.13), (2.14), (2.15)avant a (2.7), (2.8)

képletek segitségével térhetlink at:

_sinA SinA b C _
(bc bX- cY) = [besinz A( P qos )A—m(— gos A )%—

= 1 (bcsin2 A- bp+ bacos A+ cpcos A C)F
asmA

0~

[ZasmA p(b-ccosA - o ¢ bcosA|=

asm

[Za'smA a( pcosC+ qcos@]—z—ﬁ( p coS+ g co$,

asmA
. 1
_ _
( p- qcosA smA-—SinA( p- gcosh,

sin® A

) 1 . 1
=Ysin A= — PCOS A+ SINA=——(— pcCcosA (.
Yo sinzA( P 9 sinA( P 9
Tehat a valddi trilinearis koordinatakrél a kovasakoordinatakra

val6 transzformacios képletek a kovetilez
S 1 (pcosC+ qcosB), (2.18)

Ay=————

a sinA
= COSA 2.19
po=< ~(P-gcosA), (2.19)
Vo =——(-pcosA+q). (2.20)

sinA
p—qcosA= 3, sinA

A forditott irAnyu é&ttéréshez pedig megoldjuk % _
—pcosA+ =), SinA

egyenletrendszert @p, q) ismeretlenekre:

1 —CO0S, .
A= =1-cog A= sif A% (
—COSA 1
_|[fbsinA - cos =(B, + ¥, COSA) sinA
PlysinA 1 |V Yo '

q

1 B, sin .
_ |=(B,cosA+y,) sinA.
—COSA ), sin

1 1
Tehatp =——— + ). cosA), (2.21 =— COSA+ .(2.22
p sinA('BO Y,COSA), (2.21) g sinA('Bo Vo) - (2.22)
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2.6. A trilinearis és kontravarians koordinatak koo
O0sszefliggések

Az M pont kontravarians koordinatai Iegyenaék(,Y), trilineéris
koordinatéi pedig (a,8.y). Mivel a=ka,, B=KkB, y=ky, (kOR"),
ezért a (2.13), (2.14) és (2.15) képletek alapjarlineéaris koordinatakrol a
kontravaridns koordinatakra val6 transzformacidqadték a kdvetkeaik:

=§(bc— bX-cY), (2.23) B=X, (2.24) y=Y. (2.25)

A forditott irAnyu attéréshez a trilinearis koordliaikat ebszor
atalakitjuk valédi trilinearis koordinatakka, magdkalmazzuk a (2.16) és
(2.17) képleteket:

wo B 1 S8 _2Rabc_ B _ b
SinA sinAar+hf+q¢ a 2Ra+ |+ g a+ B+ )&
Vo _ 1 Sy _2Rabc y _ bg

" sinA sinAar+hB+q¢ a 2Ra+ B+ g a+ B+ )¢
Tehat kontravarians koordinatakrol trilinearis kiioatakra az

x=— 0B (526 y=— 0¥ oo
aad+bf+cy aa +bg+cy

képletek alapjan térhetiink &t.

2.7. A trilineéris és kovarians koordinatak kdzotisszefiggéesek

Az M pont kovaridns koordinatdi legyenekp,q), trilinearis
koordinatéi pedig (a,8.y). Mivel a=ka,, B=KkB, y=ky, (kOR"),

ezeért a (2.18), (2.19) és (2.20) képletek alapjarlinearis koordinatakrol a
kovarians koordinatakra valo transzformacios kéhlet kovetkedk:

a :%— pcosC-qgcosB, (2.28)
L =p-qgcosA, (2.29)
y=-pcosA+q. (2.30)

A forditott iranyu &ttéréshez a trilinearis koordtiékat edszor atalakitjuk
valodi trilinearis koordinatakkd, majd alkalmazzuk (2.21) és (2.22)
képleteket:
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S B+ycosA _ bc(B+ycosA

=—— (B, +y,CosA) = ,
P sinA(ﬁ0 Vo ) sinAag+ B8+ ar+ B+ ¢
1 S cos A+ bc( S cosA+
SinA sinAag+ B+ ¢ o+ B+ ¢

Tehat kovarians koordinatakrol trilineéaris koordélaa a
_bc(B+ycosA) _bc(BcosA+y)
 ag+bf+o Vgt

képletek alapjan térhetlink at.

. (2.31)

(2.32)

2.8. A baricentrikus és kontravarians koordinatak kditti
0sszefliggések

Kapcsoljunk az ABC haromszoghtz egy XAY ferdeszog
koordinatarendszert Ugy, hogy &B egyenes essen egybe AX, az AC
egyenes pedig a&Y tengellyel (2.9. abra). A tovabbiakban feltess#itqgy
az XAY koordinatarendszer és aXBC vonatkoztatasi haromszdg ilyen
O0sszekapcsolasa valtozatlan marad és a kovetaHejezetek eredményei
erre a helyzetre vonatkoznak. Ak pont kontravarians koordinatai legyenek
(X,Y), baricentrikus koordinatai pedigl, v, w). Tételezzuk fel, hogy ale!

pont nincs egyik oldalegyenesen sem.

Y

(€ w)

»

(4, 17 (C', utv) B v) X

2.9. abra

Ha t=u+v+w#0, akkor feltehetjuk példaul, hogyu+v#0.
Legyen aC'( X',0) pont az(A u) és(B,v) pontrendszer stlypontja. Ekkor
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X' =%, azM pont pedig akkor lesz (C',u+ V) és(C,w) pontrendszer
u+v

. u+v) X' ; ] . N
sulypontja, haX :(f) :%/ esy :bTW. E két egyenletet atrendezzuk,
bellik egy egyenletrendszert képezlink, maydaparaméternek tekintve az

egyenletrendszert megoldjuk a2sv ismeretlenekre vonatkozoéan:
tX=cv [(u+v+w) X=cv Xur( % ¢ e- w
tY=bw |(u+v+wY=bw |Yu Ye Wb )

X X
A Cramer-féle képletek alapjar Z‘Y v j =(X-X+¢)Y=cY20,

AU=W(_;JN_XY) X;jzw[—XY+(x— J( Y= b]= W be bx o)
a, = T WX (b- Y+ V)= bwx, Tehat
V—Y V\/(b—Y)_W - Y+ = DbwX. lena

u=bc-bX-cY, (2.33) v=bX, (2.34) w=cY. (2.35)

Ezek az Osszefliggések érvényesek maradnak akkoa szM pont
azABCharomszdg valamelyik oldalegyenesén helyezkedik el

A kontravarians koordinatdkrél a baricentrikus ldinatakra valo
attérésél a 2.9. alfejezetben lesz szo.

2.9. A normalt baricentrikus és kontravarians koordhtak
kozotti 6sszefliggések

Az M pont normalt baricentrikus koordinatait ugy kapjitogy a
baricentrikus koordinatakat elosztjuk a
t=u+v+w=bc- bX- c¥+ bX c¥ be0 mennyiséggel.
Tehat:
X Y

Uy :b—lc(bc— bX-cY), (2.36) v, = @3N W= (2.38)

A forditott iranyu attérés pedig ax =cv,, (2.39) Y =bw (2.40)
képletekkel lehetséges.

A kontravarians koordinatakrél a baricentrikus kdoatakra agy
térink at, hogy @ékzor baricentrikus koordinatakrol attérink normalt
baricentrikusokra, majd pedig alkalmazzuk a (269§2.40) képleteket:

Xx=—Y (241 v=— W (242

U+v+w u+v+w
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2.10. A baricentrikus és kovarians koordinatak koot
osszefuggések

Az M pont kovarians koordinati legyenefp,q), baricentrikus
koordinatai pedig(u,v,w) (2.9. abra). A (2.5), (2.6) valamint a (2.41) és
(2.42) képletek alapjan

p=X+Ycos A= cv + bw COSA= M’
u+v+w u+w w W W W
q= XCOSA+Y=—"Y _ cosAt bw__ cwos A+ bw
u+v+w u+ v+ w W W W
Tehat kovarians koordinatakrol baricentrikus kooétékra a
+ +
- QVDIWROSA 5 43) _ CVCOSAY bW ) 14y
u+ v+t w utv+w

képletek alapjan tértink at. A forditott iranyl ééshez alkalmazzuk a (2.33),
(2.34), (2.35) valamint a (2.7) és (2.8) képleteke

u=bc- bX- cY= be 2A( P gos )A—szA( gos A o

sin
= sin12 A(bcsin2 A- bp+ bacos A cpcos A ch:
= sinlz A[ZasinA— p(b-ccosA- | ¢ bcosA|=
=Sin%o‘[202—l—a( pcosC+ qcosa}zsiTaA(%— p co$- q co%,
v=bX=—o A( p- qcos A, w=cY= sinC2 A(— pcos A+ g.

Tehat a baricentrikus koordinatakrol a kovariansrdmatakra valé
transzformacios képletek a kovetk&z

u= a(%— pcosC- qcosl?a, (2.45)

v=b( p- qcos A, (2.46)
w=c(- pcosA+ q. (2.47)
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2.11. A normalt baricentrikus és kovarians koordirgdt koz6tti
O0sszefliggések

Az M pont kovarians koordinatai legyenekp,q), normalt
baricentrikus koordinatai pediguy,v,, W) (2.9. abra). A (2.5), (2.6)
valamint a (2.39) és (2.40) képletek alapjan

p=X+YcosA= cy+ bycos/eésq= XcosA+ Y= cy cosA by.
Tehat kovarians koordinatakrél normalt baricentsikoordinatakra a
p=cy+bwcos A (2.48) qg=cycosA+ bwy (2.49)
képletek alapjan tériink at. A forditott iranyu ééshez alkalmazzuk a (2.36),

(2.37), (2.38) valamint a (2.7) és (2.8) képleteket

1 a o
== (bc-bX- cY)=——| Z~ mos & ,
Up =1 (bc cy) — (R [TOS q:os%
X 1

_Y_
Yo = T Cein? A(IO qo0S A, W, b  bsin? A( peosA+ q).

Tehat a normalt baricentrikus koordinatakrol a k@wss koordinatakra valo
transzformacios képletek a kbvetkkz

U, :B(E— pcosC- qcosB), (2.50)
o\ R

1

vozz—i(p—qcosA), (2.51) W0=§(—pcosA+@. (2.52)

2.12. A normalt baricentrikus és valddi trilinearisoordinatak
kozotti 6sszefliggések

Az M pont normalt baricentrikus koordinatai Iegyen@lg,vo,v\()),
valédi trilinearis koordinatai pediga,, B,.y,). A (2.36), (2.37), (2.38)
valamint a (2.16), (2.17) képletek alapjan

1 1 g
=—(bc-=bX- cY)=—| be b—=—- S M- _aq
% bc( Y bc( sin A sin Aj S( A S’

v=X_-_F _ b6 _b6  _Y Yo Y
0T TCsinA DbesnA S’ ° po bsmA besin A S’
Tehat a normalt baricentrikus koordinatakrol a daloétrilinearis

koordinatdkra valo6 transzformécios képletek a kikevzik:
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W=, @53 =2, @58 w=L. @sy

A forditott irdnyu attérés pedig az
S S
a, :guo, (2.56) B, = vo, (2.57) Yo :EWO’ (2.58)

képletek alapjan lehetséges.

2.13. A baricentrikus és valddi trilinearis koordinak kozotti
osszefuggések

Az M pont baricentrikus koordinatai Iegyene(kj:v:w), valodi
trilinearis koordinatai pedida,, 3,,y,)- A (2.33), (2.34), (2.35) valamint a
(2.16), (2.17) képletek alapjan

By Yo 1
u=bc-bX-cY= be b - € = /-
sinA  sinA sinA( )

an,
SinA’

v=bX= t_)'go w=cy=Fo_
sinA’ SinA
Tehat a baricentrikus koordinatakrol a valodi medaris koordinatakra valo
transzformacios képletek a kovetk&z
u=aa,, (2.59) v=bg, (2.60) w=cy,. (2.61)
A forditott irdnyu attéréshez Gazor baricentrikus koordinatakrol attérink
normalt baricentrikusokra, majd pedig alkalmazzu®.&6), (2.57) és (2.58)

képleteket:

S S w
a,=— 2.62 =——,(2.63 2.64
0 au+v+w( ) By = N ( ) V. .Y +V+W( )

2.14. A derékszdapés valddi trilinearis koordinatak kozotti
osszefuggések

Kapcsoljunk az ABC haromszéghtz egyxAy derékszog
koordinatarendszert is Ugy, hogy Az tengely essen egybe AX tengellyel

(2.10. 4&bra). Az M pont derékszdg koordinatai legyenek (X, y),
kontravarians koordinétéi(X,Y), valédi trilinearis koordinatai pedig

(a6, Bo.¥o)-
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2.10. abra
A (2.1), (2.2), valamint a (2.16), (2.17) képletdipjan

_ _ B, . y,cosA_ 1 ]
X=X+ Ycos A= sinA+ el sinA(ﬂo +¥, cosA és
y=Ysin A= y,.
Tehat a derékszdigkoordinatakrol a valodi trilinearis koordinatakvalé
transzformacios képletek a kévetk&z

1
X :SiTA(,BO +y,c0sA), (2.65) y=}),. (2.66)
A forditott irAnyU attérés az alabbi képletek adapiehetséges:
Yo=Y,
B, = xsin A-y, COSA= X SinA- y CO<,

I P i -
ao—a(S b3, - 9,) a[S—lﬁxm A yos f cj=

:i[s— bxsin A-( ¢ fcos A gzi( S bsin A ayos)B

:1 ———-—Xx—aycosB :E— xsinB- ycosE.
a\ 2R 2R 2R
Tehat valodi trilineéris koordinatakrol deréksddgordinatakra az

a, :%—xsin B- ycosB, (2.67)83, =xsin A- ycosA, (2.68)

Yo =Y. (2.69) képletek alapjan térhetlink at.
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2.15. A derékszdafeés trilineéaris koordinatak kozotti
Odsszefliggések

Az M pont derékszdg koordinatai Iegyenek(x, y), kontravarians
koordinatai (X,Y), trilinearis koordinatai pediga,3,y)(2.10. abra). A
(2.1), (2.2), valamint a (2.26), (2.27) képlete&man

X=X +Ycos A= bcB | byCosA _ be (B+ycosA),
ar+bpf+oy a+iB+ry @+ B+ ¢
y=Ysin A= bcysin A S

ag+bB+cy ar+ B+ g’
Tehat a derékszdéigkoordinatakrol a trilinearis koordinatakra valé
transzformacios képletek a kovetk&z

bc( s+ A
= DBryeosh a0y yo SV o
ag+bg+cy aq +bB+cy
A forditott iranyu attérés a (2.67), (2.68) és £3.&épletek alapjan
lehetséges.

2.16. A derékszdapés normalt baricentrikus koordinatak kozotti
osszefuggések

Az M pont derékszdg koordinatai Iegyenek(x, y), kontravarians
koordinatai (X,Y), normalt baricentrikus koordinatai ped(gy,, vy, w). A
(2.1), (2.2), valamint a (2.39), (2.40) képlete&man

Xx=X+Ycos A= cy+ bycos /ésy=Ysin A= bwsin A

Tehat a derékszég koordinatdkr6l a normdlt baricentrikus

koordinatéakra valo transzformacios képletek a Kdmzik:

X=cy + bwcos A (2.72) y=bwsin A. (2.73)
A forditott irdnyu attérés az alabbi képletek adapiehetséges:

Wzizﬁy
° psinA S’
1 1 y b :
v, ==(x-bwcos A==| x—2— cosAl=—( xsinA ycosA,
0 c( Wy cos A c( sin A A} S( y cosh

u0:1—v0—v%:1—g(xsin A- ycosA—ES y:—aigR— xsin B- ycos%.

Tehat
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a( bc )
u, =—| ——xsin B— ycosB|, (2.74
b S(ZR y j (2.74)

A :%(xsin A- ycosA, (2.75) W, :% y. (2.76)

2.17. A derékszdages baricentrikus koordinatak kozotti
O0sszefliggések

Az M pont derékszdg koordinatai legyenek(x, y), kontravarians

koordinatai (X,Y), baricentrikus koordinatai pedigu,v,w). Eldszor

baricentrikus koordinatakrol attériink normalt bantikusokra, majd
alkalmazzuk a (2.1), (2.2), valamint a (2.41), 22 Képleteket
v, bwcos A_ cw bv\cos%éS

Xx=X+Ycos A=
u+v+w u+wvw W W w
. bwsin A
y=Ysin A= .
u+v+w

Tehat a derékszéigkoordinatakrdl a baricentrikus koordinatakra valo
transzformécids képletek a kdvetk&z

v+ A wsin A

X:m, (277) y:b S .

u+v+w u+v+w

A forditott irAnyU attérés az alabbi képletek adapiehetséges:

bc )
u=al — - xsin B- ycosB|, (2.79
(ZR y j (2.79)

(2.78)

v=Db(xsin A- ycos4, (2.80)
w=cy. (2.81)

Ezeknek a transzforméaciés képleteknek a segitségevd pont 1.
fejezetben targyalt barmely fajta koordinatdja naajiatdo valamelyik
koordinata-tipus ismeretében. Ajanlatos mindig agkdmnyebben
meghatarozhat6 koordinata-fajtabdél kiindulni.

Affin koordinatarendszereknél az attérés megvaiasit altalanosan.

A sikban vélasszunk egy régzit€t pontot és eg),(T,T) bazist, azaz egy
K :(O,T,T) affin koordinatarendszert. LegyeK':(O',T’,T') egy masik

affin koordinatarendszer. HQO = ai + bj, ' =a,i +a,,], | =a,i +a,,],
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4, a,

akkor az attérési métrim:(
&y 4y

j. Ha azA matrix nem szingularis,

akkor azOM =00 + O M relacié alapjan

A T r (o e e

(X,y) azM pont koordinatai a két rendszerben.

A 2. fejezet eredményeit egy kulon tablazatban1afliggelékben
foglaltuk 6ssze.
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3. fejezet Sikmertani alakzatok és a kdzottik ley
kapcsolatok algebrai jellemzése kilonbdi
koordinata-fajtakban

Az analitikus geometriaban maga a maédszer abbalaagiban @l
el, amikor megvalasztjuk a vonatkoztatasi rendszera koordinata tipusat.
Ezért olyan fontos, hogy a geometriai feltételekétajdonsagokat,
viszonyokat kifejed egyenbségek, egyeftlenségek, 06sszefliggések
mennyire bonyolultak vagy nem. Ezt pedig csak aKktet elddnteni, ha
lehetiség van azok dsszevetésére, 6sszehasonlitasagatekezésnek ebben
a fejezetében pontosan @rvan sz0, persze csak illusztralasképpen, de a
2. fejezet attérési képleteinek birtokdban ez tbvainet, kiterjeszthet a
geometria mas tertleteire.

Az a kérdés is nagyon érdekelt és foglalkoztataigy a kilonboa
geometriai viszonyokat kifejéz 6sszefliggések mennyire formalizalhatok,
azazhogy melyek nem koordinatafig@ Ennek annyiban van jelésgége,
hogy az itt targyalt hét koordinata-fajtanak meegftehét képlet helyett csak
egyet kell megjegyezni-megtanulni, ha azok fornadlis koordinata-
fuggetlenek.

3.1. Két pont tavolsadga. Szakasz hossza

Derékszodi koordinatakban.
A P=(xy) ésP=(x,y) derékszog koordinataikkal adott pontok
tavolsaga illetve az altaluk meghatarozott szakaszsza:
PP =y X) + (- 9)".
Kontravarians koordinatdkban.
A P=(X,Y) és P=( X Y) kontravarians koordinataikkal adott pontok

tavolsagat az 8bbi képlet segitségével szamithatjuk ki, attérveckizod
koordinatakra:
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PP|=./( X+ Ycosd— X - Y co®)’ +( Ysi#— Y sif)’ =
PPI=( )

=J(X= XY +(Y-Y)*+2( %= X)( ¥ Ycoh
Kovarians koordinatakban.
A P=(pq) és P=(p,4 kovaridns koordinataikkal adott pontok altal

meghatarozott szakasz hosszat szintén @mbeképlet segitségével kapjuk,
attérve derékszmoordinétékra:

|Pp|:\/(p B) + ( pcosf+ gr pcod- §° =

1
== —\(p=p) +(a-d)"~2( p- B)( & ¢ cow
Valadi trilinearis koordinatakban.
A P=(a,B,y) ésP =(a' B y) valodi trilinearis koordinataikkal adott

pontok altal meghatarozott szakasz hosszanak kitzsemvégett attériink
derékszog koordinatakra:

|PP|= \/sm (B+ycosA-p - VcosA) +(y- )2:

sin’ @

= LB +(r=p) +2(5-)(y-y) cosn
Mivel ag+bB+cq/= S= @'+ I8 + ¢, ezért
(a-a) ==2(a-a)(8-5)-(a-a)(y-V).
(B-B) == (a-a)(B-B)-L(B-B)(v-Y).
(v=9) ==2(a=a)(y=r)-28-B)(r-7).
Tehat[PP| = ——(8-5)" +(y-¥)* +2(8-F)(y-¥) cosA=

= L o) (5-5)-(5-8)y-7) - +2(5-)(y-) cosa=

SInA

= J-ad dB-B)(y-y)+ Hy-y)(a-a)+ da-a)(5-B)]=

=< a5 F)(y-)* Hy-y)(a-a)+ da-a)(6-F)].
Ez utobbi képlet atirhat6é az aldbbi formaba is:
a(a-a')’cosA+b(S- )" cosB+ y-y)" coL=
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=~(ccosB+bcosC)(B-8)(y-V)-
~(acosC+ccosA(y-y)(a-a')-(b cosa+ a co§(a-a')(B-5)=
=-a(f-B)(y-y)-bly-y)(a-a)-cla-a)(5-F), azaz
|PP|=

= e A5-F) (7 Hy=Y)a-a)+ da-a)(6-F)] =
=é\/abc[ a(a—a')zcosA+ t(ﬂ—ﬁ')z cosB+ ((y—y)2 cos(j =

1 . :
=\@(a-a) s+ B(8-5) 5+ &y-y)" s
S6t, a tAvolsagképlet tovabb alakithat6 és Gjabb &dva irhato fel (lasd még
[20], 78. oldal). Aldbb megadunk még két képletet:

PP =\/(a—a")zsin 2A+(,8—,8')2 sin 23+(y—;/)2 sSinZ _
sinAsinB sinC
_\/_(,G—ﬁ')(y V)sinA+(y-y)(a-a')sinB+(a-a')(B-8) sinC
- sinAsinB sinC
Normalt baricentrikus koordinatakban.
A P=(uvw és P=(4,¥,W normalt baricentrikuskoordinataikkal adott

pontok tavolsaganak kiszamitasa végett attériinkddvaltrilinearis
koordinatakra:

|PP|=

:é\/—ab iz(v_\'/)(w- \/\)+ bi—za( W W( b 'l)l+ ékg 4 ')( _V')\J

=y (v=V)(w- )= B(we W(w O & & (v )=
:%\/abc{a%z(u— t)”cos A+ b%( v Y° cos B c—( W cosﬁ:
:\/bc(u— ) cos A+ cd v §)° cosB ap w W cosE
:\/(u—u')zs,\+(v— \'/)2 S+( w Wz S.

Megjegyzés. Ha a P és P’ pontok trilineéaris illetve baricentrikus

koordinataikkal adottak, akkor &zor attérink valodi trilineéris illetve
normalt baricentrikus koordinatakra, majd alkalraak a megfelélképletet

a |PP| szakasz hosszanak kiszamitasara.
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3.2. Szakaszt adott arAnyban 0szt6 pont koordinatai

Derekszodi koordinatakban.
Legyenek M, =(x,, y,) és M, =(x,,y,) derékszég koordinataikkal adott

pontok. Ha azM =(x,y) pont az|M,M,| szakaszt ek = I\I\:I\I\jl aranyban
2

Z _yl_kyZ
es y=——,
y 1-k

Ha k <0, akkor azM pont az|M,M,| szakasz befspontja, ha pedig

osztja, akkorx = x1+|<x2

k>0 ésk#1, akkor azM pont az|M,M,| szakaszon kivil, de al,M,

egyenesen helyezkedik el. Ugyanez érvényes komiéasa €és kovarians
koordinatakra is.
Valodi trilineéaris koordinatakban.

Legyenek M, =(a,pB.y,) és M,=(a,.B,y,) valodi trilinearis
koordinataikkal adott pontok. Ha ad =(a,f3,y) szintén valddi trilinearis

koordinataival adott pont aM,M,| szakaszt & = I\l\:l\l\:l aranyban osztja,
2
IR Tl IV .

akkor attérve deréksztgkoordinatakra, azx Tk Tk

képletek alapjan:

B, + ¥, COsA~- k(ﬁ2+y2 COSA) ﬁ:ﬂl_kﬂZ
1-k 1-k
_rky, _Vi—ky,
YTk R
Mivel aa+bf+cy=S, ag,+bB+c,=S és aa,+bB,+cy,=S,
ervényes az alabbi egyenétiékalakitas:
aa+b'31_k'32 + Cy1_ky2 =Se q= a,- kaz_
1-k 1-k 1-k
TehatM z(a&_kaz B.—kB, Vi~ Ky,

L+ yCcosA=

1-k ' 1-k ' 1-k
baricentrikus koordinatakra is.

j. Ugyanez érvényes normalt
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3.3. Két pont altal meghatarozott egyenes egyenlete

Derékszodi koordinatakban.
Az M, =(x,V;) és M,=(x,y,) derékszog koordinataikkal adott pontok

altal meghatarozotv, M, egyenes egyenlete

Xy
(Vo= ¥Vo) x=(X— %) ¥ xy- yx=0-| x y 1=0.
X Y

Kontravarians és kovarians koordinatakban az egyenggenlete formalisan
ugyanez lesz.

Az egyenes egyenlete deréksipgkontravaridns és kovarians
koordinatadkbanix + my+ n=0 alaku, ahol az, m, negyutthaték egyszerre
nem nullak, az(x, y) pedig az egyendd futopontjanak koordinatai.

Trilinearis koordinatakban.

Az M, =(a,:B,:y,) ésM,=(a, B, v, trlinearis koordinataikkal adott
pontok altal meghatarozotI,M, egyenes egyenletét determinans alakban
megkaphatjuk, ha attértink példaul kontravariansdioatakra

bcs by a+ B+ a B vy
bcﬂl bq/l m1+ W1+ Wl :O < al ﬁl y = 0'
bcB, by, ar,+ B+ ¢, a, B,V

Baricentrikus koordinatakban az egyenes egyenlaiamdlisan
ugyanez lesz. Az egyenes egyenlete trilinearis éaricantrikus
koordinatédkbarnx + my+ nz=0 alaku, ahol az, m, negyttthatok egyszerre

nem nullak, aZ x: y: z) pedig az egyendd futopontjanak koordinatai.
3.4. Harom pont kollinearitasi feltétele
Derékszodi koordinatakban.

Az M, =(x, Y1), My=(%,, ¥,), My=( %, y) derékszdg koordinataikkal adott
pontok akkor és csak akkor vannak egy egyenesen (alineérisak), ha

X Vi
X Y, 4=0= (y=¥) %—( %= %) u+ %y yx=0.
X Y
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Kontravarians és kovarians koordinatakban a kdllinasi feltétel forméalisan
ugyanez lesz.
Trilineéris koordinatakban.

Az M, =(a,:B.:y,), M,=(a,:B,:¥,), M ,;=(a ;:B,y) trilinearis koor-
dinataikkal adott pontok akkor és csak akkor vanegi egyenesen (azaz
kollinearisak), ha

a B
a, B, V|=0< (By,~vBlast(va-ay)Bs+(ap -Bq)y 0.
03 ﬂ3 y3

Baricentrikus koordinatakban a kollinearitasi fetéformalisan ugyanez
lesz.

3.5. Harom egyenes 6sszefutasi feltétele

Derekszodi koordinatdkban. Tekintsik a derékszéigkoordinatakban adott
Lo lx+my+n=0, L: Lxt my n=0, L: Lx my = (
egyeneseket. Tegyuk fel, hogy bz ésL, egyenesek alel pontban metszik
L x+my=-n
l,x+m,y=-n,
mn-nm nb- anj_
Lm, -ml, " |m,— mil,

Az L, L, és L, egyenesek akkor és csak akkor ¢sszefutok (mennhek a
ugyanazon a2Vl ponton), haM [L,, azaz

egymast. AzM pont koordinatait az{ egyenletrendszer

megoldasakent kapjuhvi :(

|3mlra:m+m3 qL: hnz+n3=0®
|1m2 rn.l.|2 |1m2 I’T‘!I.|2

o ly(mn,—nm)+ m( k- kn)+ n{ Im- m)=0-
ll ml n.l.

= |, m, ny=0.
|3 m3 n3
Kontravarians és kovarians koordinatdkban az ostxsffeltétel forméalisan

ugyanez lesz.
Trilinearis koordinatakban. Tekintsik a trilinearis koordinatakban adott

L:lLa+tmpB+ny=0,L:lg+mpB+ny=0, L: lg+mB+ ny=C
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egyeneseket. Tegylk fel, hogy Bz és L, egyenesek al¥l pontban metszik

egymast. A2V pont koordinatait a{lla rmp =-ny egyenletrendszer
L,a+m,=-ny
megoldasaként kapjuk:
M =(mn-nm, nb- Ln, Lm- ml).
Az L, L, és L, egyenesek akkor és csak akkor Osszefutok (menhek a
ugyanazon azM ponton), haM UOL,, azaz
l;(mn, - nm)+ m( nk- kn)+ n{ lm- m)=0-
L m n
<, m, nJ=0.
|3 m3 n3
Baricentrikus koordinatakban az 6sszefutasi fdlfétenalisan ugyanez lesz.

3.6. A haromszog terllete

Derékszodi koordinatakban.
Az M, =(x, Y1), My=(%,Y,), My=(x, V) derékszog koordinataikkal
adott pontok altal meghatarozott haromszdg tertlete

1 X YN
T, :§|A|, ahol A=|x, VY,
X Y

Kontravarians koordinatdkban.
Az M, =(X,Y), M,=(X,,Y,), My=( X, Y) kontravarians koordinataik-
kal adott pontok &ltal meghatarozott haromszodeeez

ing XY
Tuaian, = |8, ahol A=/X, Y,
X3 Y5

Valoban, kontravarians koordinatakrol attérve dsrékii koordinatakra
M, =(X,+Y,cos8.Y, sid) , M,=( X,+ Y, cof Y sif)

M, =(X,+Y,cos8Y, sird) .
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X,+Y,cosf Y sirnd XY
TehatA, =|X,+Y,cosf Y,sid 1= sid| X, Y [F sidlA, ahol

X;+Y,cos8 Y, sind X Y
XN
sing
A=X, Y, 1.Kovetkezésképpem,, , = |A |= |A|
Xs Y

Kovarians koordinatakban.
Az M, =(p,q), M,=(p,a,), M,=( p,,q) kovarians koordinataikkal adott
pontok altal meghatarozott haromszdg terllete

P G
Tumm, = on 6’|A| ahol A=|p, q,
P; G
Valdéban, kovarians koordinatakrol attérve derékéadmprdinatakra
1
, cosd + ——(— p, cog+
(pl (p oﬂ)j P2 (= P 02))
M3=(p L (- p30089+%)j
sing
b ——(-pcosd+q)
sin@
1 PG A
TehatA, = cosg + = =——, ahol
2 =| Pz S|n6?( P2 %) sin6?|[|;J2 % sirg
3
cosfd +
PG 1
A= . Kbvetkezésképpeh, = A
I;z gz ppemy y v, = |2| 25|n3||
3

Valodi trilineéaris koordinatakban.
Az M, =(a,B.y), M,=(a,B,y,) M ,=(a,B.y) valddi trlinearis
koordinataikkal adott pontok altal meghatarozotbh@sz6g terllete
a B n
abc
T, = |A| ahol A=|a, B, V..
a3 ﬁS y3
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Val6ban, valédirilinearis koordinatakrol attérve deréksidgordinatakra

_ 1
Ml (sm (,31+y100SA) ylj ' _(sinA(’BZﬂ/z COSA‘) yzj

M, =(_iA(ﬂ3+y3COSA) :ysj -

sin
Tehat
B +y,cosA L B n L 18 v
A, =——|B,+),C0SA = - -_~ |1 -
3 sinA'B2 V2 V2 sinA'B2 & sinAl Py
Bs+V;CO8A ), Bs Vs 18, v
ao,+bB+coy, B Y a, B,y
-1 by, B yl=— o, B, yl=—28
Ssin 2 27 Y2 P2 V3 SsinA * "? 4 Ssin A
aa,+bB+ oy Bs Ys a; B
al ﬁl yl
ahol A=|a, B, V,|.Kovetkezésképpen
a3 ﬁS y3

_1 _ abc _
T =31 = 25 A = 25bosin A~ 2§A|'
Normalt baricentrikus koordinatakban.
Az M, =(u,v, W), M,=(u, v, w), My=(u,w W normalt baricentri-

kus koordinataikkal adott pontok altal meghatarohétomszog terilete

ul Vl \M
Tumm, =04, ahol A=lu, v, wy.
u3 V3 V%

Valéban, normaltbaricentrikus koordinatakrol attérve valodilinearis
koordinatakra

S S S S S S S S S
Ml:(aul’bvl’cvv.l.j’ Mzz(_auzi_bvw_cwzj’ Msz(_ Usi— Vo™ Wo)

a b c
S v W A u v W
TehatA, =ﬁu2 v, W, =a_bc’ ahol A=ju, v, w.
U, VW Uy VW
Kovetkezésképpef,, , . = abc| A= abc S (LA| ?A| =oln.

Megjegyzés.Ha az M,, M,, M, pontok trlllnearls illetve baricentrikus
koordinataikkal adottak, akkor &izor attérink valodi trilineéris illetve
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normalt baricentrikus koordinatadkra, majd alkalmakza megfelél képletet
az M,;M,M ,; haromszog terlletének kiszamitasara.

3.7. Két egyenes parhuzamossagi feltétele

DerékszOdi koordinatakban. Tekintsik a derékszégkoordinatdkban adott
L: Ix+my+n=0ésl :Ix+t My h= ( egyeneseket. H +m'> =0 vagy

I””+m?* =0, akkor az egyik egyenes parhuzamosQaz a masik egyenes
pedig az Oy tengellyel, kovetkezésképpen egymassal nem lehetnek
parhuzamosak. Tehat ahhoz, hogy a két egyenes zadmos legyen
szilkséges, hogym' # 0 ésI'm# (. A parhuzamossag szukséges és elégséges
feltétele, hogy az egyenesek iranytértyegyenbk legyenek, azaz
L||L'<:»I—:|—«=»Im'—l'm:Oc> Lom
m ni m

=0.

Hal?+1'>=0 ésnm # 0, akkoL]| Ox|| L.
Ha m*+n?=0ésll' # 0, akkok | Oy|| L'. Ha ll_:mz_n akkor a két
m n

egyenes egybeesik.
Kontravarians koordinatakban. Tekintsik a kontravarians koordinatakban
adott L:IX+mY+n=0é&sL :[X+ MY+ h= (  egyeneseket. Ha
1?+m'>=0 vagy |'>*+m? =0, akkor az egyik egyenes parhuzamo®aza
masik egyenes pedig a2y tengellyel, kovetkezésképpen egymassal nem
lehetnek parhuzamosak. Tehat ahhoz, hogy a kéhegymarhuzamos legyen
szilkséges, hogylm'#0 ésI'm# (. Atirjuk az egyenesek egyenleteit
derékszog koordinatakra:
L: I(sin@)x+(m~-1cod) y+nsif= {
L': I'(sing)x +(m = I' cog) y+ il sif= (.

Isind _ 1'sin@
m-Icosd m-1I co¥
Hal?+1'>=0 ésmm # 0O, akkoLt| Ox|| L.

= Im-I'm=0 =

TehatL||L' <

Ha n?+ni?=0ésll'# 0, akkoL| Oy|| L'. Ha ll_:m:_n akkor a két
m n

egyenes egybeesik.
Kovarians koordinatakban. Tekintstik a kovarians koordinatakban adott

L: Ip+mg+ n=0ésL :Ip+t mag- h= (egyeneseket. HE +m'* =0 vagy
I'””+m*=0, akkor az egyik egyenes parhuzamosCaz a masik egyenes
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pedig az Oy tengellyel, kovetkezésképpen egymassal nem lehetnek
parhuzamosak. Tehat ahhoz, hogy a két egyenes zadmios legyen
szikséges, hogylm #0 ésI'mz (. Atirjuk az egyenesek egyenleteit
derékszog koordinatakra:

L: (I +mcos8) x+ m( sind) y+ n= (,
L': (I'+m'cosd) x+ mi( sirg) y+ = C
| +mcosfd _I'+m co¥
msind  nisind
Hal?+1'2=0 éamm # 0, akkot || Ox|| L.

TehatL| L' = = Im-I'm=0 = =0.

m
" m

Ha m”*+nm?=0 ésll # 0, akkoi || Oy|| L'. Ha l_m_n akkor a két

Ir 1 7!

egyenes egybeesik.
Trilinearis koordinatakban. Tekintsiik a trilinearis koordinatakban adott
L: la+mB+ny=0ésl :la+mpB+dy= ( egyeneseket. Atirjuk az egye-
nesek egyenleteit kontravarians koordinatakra:

L: (am-bl) X+(an- c) Y+ bckO,

L': (am - bf) X+( an- cl) Y+ bdl=0.

Tehat
L|IL" = (am-bl)(ar- cl)-( arh- B)( an =0 =
a b c
«:am n+bn I‘+cI m‘=0«=>l m =0
m i ' m L, '
" m n

Baricentrikus koordinatdkban. Tekintsik a baricentrikus koor(jinétékban
adott L: lu+mv+nw=0ésL : [u+t mw hw ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit trilinearis koordinatakra:

L: ala+bmB+cry=0,

L': al'a+bmgB+ criy=0.

1 1 1
+ " I+ ! =0<|(l m n=0
A ofr m o

I' I !

m

i m n
TehatL||L" = | |
m
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3.8. Adott ponton atmeahadott egyenessel parhuzamos egyenes
egyenlete

Derekszodi koordinatakban.
Legyen L azlx+my+ n=0 (Im#0) egyenlet adott egyenes é8=(X, y)
az adott pont derékszégkoordinatakban(PL). Keressiuk annak at'

egyenesnek az egyenletét, amely atmedy @onton és parhuzamos &z
egyenessel. Ha alz egyenes egyenlet&+m'y+ i =0, akkor

POL = IX+my+ n=0,

L||IL" = Im'=I'm=0.
Ha OP|| L, akkor L'=0OP és azL' egyenletelx+my=0 < yx- xy=0.
Ha viszont azOP egyenes nem parhuzamos &z egyenessel, akkor
IX'+my #£0 ésn # (, kbvetkezésképpen

"= lm (__ m[H
IX"+my X+ my
Tehét azL' egyenes egyenlete:
x y 1
IX+my-IX-my=0-|X%X ¥ 1=0.
m - O

Az elébbi gondolatmenetet megismeételve kontravariansogarkans
koordinatakra, azL' egyenes egyenlete formalisan ugyanez lesz. A fenti
levezetés hasonld az alabb kovetkezrilinearis és baricentrikus
koordinatdkban valé targyaldshoz. Leirdsatésigban ez az analégia
indokolja, mivel a derékszdéig kontravarians és kovarians koordinatak
esetében azL'egyenes egyenletének meghatarozdsara van etjyszer
lehetiség is. Valdban, mivelL || L', az L' egyenes egyenlet + my+ i =0
alaki, a POL' feltételsl pedig n'=-(Ix+my). Tehat azL'egyenes
egyenletelx + my— IX-my=0.

Trilinearis koordinatakban.
Legyen L az la+mB+ny=0 egyenlei adott egyenes éB=(a": 51 }/)
az adott pont trilinearis koordinatakbgif0L). Keressuk annak at'

egyenesnek az egyenletét, amely atmedy @onton és parhuzamos &z
egyenessel. Ha azL' egyenes egyenletd'a+m'S+ny=0, akkor

POL = I'a'+mpB +dy =0,

58



a b c
L|IL"= |l m n/=0«

" m n
Bevezetjuk az alabbi jel6léseket:

b il
"+
m

ij'"
n |

? jri:o.

b c a
A= =bn-cm A, = =canA. = = am L.
m n | I
a!ll +ﬁ!m! = _Vn! , i .
Megoldva az , . , egyenletrendszert azl' és m
A"+ AM =-A.n

ismeretlenekre azt kapjuk, hogy
I"=BA.—YA, M =yA,—aA,n=al,-FA,.
Tehét azL' egyenes egyenlete:
i/ ! ! J a ﬁ y
g v (Vv o, |a B

:O<:> a' ' =O.
A AT AP, A,Jy o y
bn-cm cl-an am bl

a+

L+

Baricentrikus koordinatakban. Legyen L az lu+mv+ nw=0 egyenlei
adott egyenes éB=(u':V: w) az adott pont baricentrikus koordinatakban

(POL). Keressuk annak alz' egyenesnek az egyenletét, amely atmeBy a
ponton és parhuzamos dz egyenessel. Ha az' egyenes egyenlete
l'u+mv+ dw=0, akkorPOL" = 'V +mMv+ nw=0,
, 1
LIIL"=|{l m n[=0= | nj_ldzo.
" m n
=n-m Y, = =l-n u = =m- I

m n I

ul'+vm=-wn

pl' + g’ = =gt
Tehat azL' egyenes egyenlete:
u v w
vVoow Wl d v
J w=0<| U Y W [=0.
/'lb /'Ic /'lc ﬂa /'Ia /'1
rr]_

1 1 1 1 1
I+ m +
o it ]
Bevezetjik az alabbi jel6léseket:
lenekre azt kapjuk, hogy' =v'g. -wWgy, m=wu, —dy, n= Gu,— u
n-m I-n

Ha =

Megoldva az{ egyenletrendszert al és m' ismeret-

a"

u+ V+
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3.9. Két egyenes mélegesséqi feltétele

Derekszodi koordinatdkban. Tekintsik a derékszéigkoordinatakban adott
L: Ix+my+n=0ésLl :Ix+ My h= ( egyeneseket. H¥ +|'>=0 vagy
m® + m? =0, akkor az egyenesek parhuzamosak. Tehéat ahhoy, dadgt

egyenes meéteges legyen szikséges, hogyf’Z0ésamm #z (. A
merblegesség szilkséges és elégséges feltétele
' Il m
LDL'Ql_:—mlmll#mm':O«:» . ‘
m I -m |
Hal>+m'?>=0 ésI'm# 0, akkot. 0 Oy é& 00 Ox , azd4] L.
Hal'?+m?=0 ésim # 0, akkot. 1 Ox é& 0 Oy , azdf] L.
Kontravarians koordinatdkban. Tekintsik a kontravarians koordinatakban
adott L: IX+mY+ n=0ésl :IX+ mY+ h= ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit deréksiz&gordinatakra:
L: I(sin@)x+(m-1cod) y+nsif= {

L': I'(sing)x +(m - I' cog) y+ il sif= (.

Tehat
LOL" = II'sin®@+(m~1 cod)(m' -I' co#) = 0-
1 0 cod
= II"+mm ~(Im + 'm)cosg= 0= | [ | m = C
m -m

Kovarians koordinatakban. Tekintsik a kovarians koordinatakban adott
L: Ip+mg+ n=0ésL :Ip+t mag- h= (egyeneseket. Atirjuk az egyenesek
egyenleteit derékszédoordinatakra:

L: (I +mcosd) x+ m( sird) y+ n=

L': (I'+m'cosd) x+ ni( sing) y+ = C

Tehat
LOL" = (I +mcosd)(I'+m co®)+ mm sihd= 0=
1 0 coY
= II'+mm +(Im + 'mcosf= 0= |- | ni|=C
-m -m |

Trilinearis koordinatakban. Tekintslk a trilinearis koordinatakban adott
L: la+mgB+ny=0ésL :Ia+mp+ dy= ( egyeneseket. Atirjuk az egye-
nesek egyenleteit kontravarians koordinatakra:
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L: (am-bl) X+(an- c) Y+ bck0,
L': (ami-bl) X+( an- cl) Y+ bdl=0.
Tehat
LOL" = (am-bl)(am- bl)+( an- cJ( ah- ¢)-
~[(am-bl)(art~ ct)+( am- B)( ar dcos A 0~
= (am-bl)(am- bl- aficos A clcos A+
+(an-cl)(ari- cl - amcos A Blcos A= 0-
= (am-bl)(am- ancos A dlcos G+
+(an-cl)(ari- amcos A- dicosB= 0=
= (am=bl)( ni- ficos A- 1cosQ+
+(an-cl)(n - ncos A- 1 cosB = 0=
= II"+mnf + nd—( mA+ rhijcos A( Nk n)icos B( It 'Incos€ G-
= (I-mcosC-ncosB) I +( m- ncosA- | co§) m+( r | coB m cop'm

Baricentrikus koordinatdkban. Tekintsiik a baricentrikus koordinatakban
adott L: lu+mv+ nw=0 ésl : [u+ mw hw ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit trilinearis koordinatakna: ala +bmg+ cry =0,

L': al'a+bm B+ criy=0. Tehat
LOL = a’ll'+b’mni+ & nh— b mn- M)Tos A
—ca(nl'+rl) co8- al Im+ In) co= (

3.10. Adott ponton atmehadott egyenesre méleges egyenes
egyenlete

Derékszodi koordinatakban.
LegyenL az Ix+my+ n=0 (Im % O) egyenlei adott egyenes és
P= (x’ : y) az adott pont derékszidgroordinadtdkban. Keressiik annak ldz

egyenesnek az egyenletét, amely atmegy ponton és meéteges azL
egyenesre. Ha alz’ egyenes egyenlet& +m'y+ 1 =0, akkor

POL < IX+my+ =0,

LOL < II"+mm =0.
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Ha OP [ L, akkor L'=0P és azL' egyenletemx—Ily=0 = yx- xy=0.
Ha viszont azOP nem mefleges L-re, akkor mxX—-1y #0 ési# (

kovetkezéskeéppelt =—ﬂ esm’' = IH .
mx - ly mx—ly
x y 1
Tehat azL' egyenes egyenletemx+ ly+ mx—ly=0= | X ¥ 1=0.
Il m O

Kontravarians koordinatakban.
LegyenL az IX +mY+ n=0 (Im % 0) egyenlei adott egyenes és

P=(X',Y’) az adott pont kontravarians koordinatakban. Kélessinak az

L' egyenesnek az egyenletét, amely atmedyponton és meéteges az.
egyenesre. Ha az’ egyenes egyenlet&X +m'Y+ i =0, akkor
POL < I'X'+mY+ n=0,
LOL" = (I -mcosd)I'+(m-1 co®)m = «.
Ha OP O L, akkorL'=0OP és azL' egyenlete
(m-lcosd) X-(I-mcod) Y= 0= YX- X¥= (
Ha viszont aOP egyenes nem mé&egesL-re, akkor
(m-lcosd) X'=(I-mco®) Y # (ésn'# (. Megoldva a fenti két

egyenletbl all6 egyenletrendszert a2 és m ismeretlenekre azt kapjuk,

hogy ' = - (m-Icosg)nf b
(m-lcosd) X'~(I-mcod) Y
L (I -mcosg) nf

. Tehat azL' egyenes egyenlete:

B (m-lcosf) X'~(I-mcod) Y

~(m-1cosf) X +(I-mco#) Y+( m- | cof) X-(+ mcad) Y= 6
X Y 1
= X' Y' E
| -mcosfé m- I cod

Kovarians koordinatakban.
LegyenL az Ip+mqg+ n=0 (Im Z O) egyenlei adott egyenes és
P=(p,d) az adott pont kovarians koordina-takban. Keressiilak azL'

egyenesnek az egyenletét, amely atmegy ponton és meéteges azL
egyenesre. Ha alz’ egyenes egyenlet® +m' g+ 1 =0, akkor

POL « I'p+md+ =0,
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LOL = (I +mcosd)!'+(m+1 co®)m = «.
Ha OP 0O L, akkorL'=OP és azL' egyenlete
(m+Icosg) p—(1+mco#) g= 0= dp- po (
Ha viszont aOP egyenes nem mé&egesL-re, akkor
(m+Icosg) p—(I1+mcod) d# (ésn'# . Megoldva a fenti Kkét

egyenletBl all6 egyenletrendszert a2 és m' ismeretlenekre azt kapjuk,

hoay |’ = (m+Icosg)nf és
wh= (m+Icosg) p'~(1+mcod) d
, (I +mcosf) nf o
m = . Tehat azl' egyenes egyenlete:

(m+1Icosf) p'—(1+mco®) d
~(m+Icosd) p+(1+mcod) g+( m+ | cof) p—( H m cad) = 6
p q 1

o p' q E I
| +mcosfd m+ | cod
Trilinearis koordinatdkban. LegyenL azla+mg+ny=0 egyenlei adott
egyenes ésP=(a':fB':y) az adott pont trilinearis koordinatakban.

Keressik annak ak' egyenesnek az egyenletét, amely atmegyanton és
memleges ad. egyenesre. Ha ak' egyenes egyenletea+m'S+ny =0,
akkor

POL = l'a'+mpgB+nry =0,

LOL" = (I -mcosC-ncosB) I +

+(m-ncos A- | cosC) m+( n- | cosB- m cosh =

Bevezetjuk az alabbi jel6léseket:
A, =I-mcosC-ncosB A =m ncosA | co€ A,= - | co8 m ca.

a!ll + ﬁ!m! = _Vn! , i .
Megoldva az , . , egyenletrendszert azl' és m
A"+ AM =-A.n
ismeretlenekre azt kapjuk, hogy
I"=BA.—YA, M=yA,—a'A,n=aA,-FA,. Tehat az L' egyenes
’ V al al ﬂl
egyenlete a+ + =0~
gyenleter, 19 APt a)”
a B y
o a g 4 =0.

| -mcosC—-ncosB m- ncosA Il co€ i | coB- m co
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Baricentrikus koordinatakban. Legyen L az lu+mv+ nw=0 egyenlei
adott egyenes éB=(Uu':V: w) az adott pont baricentrikus koordinatakban.
Keressik annak ak' egyenesnek az egyenletét, amely atmegyanton és
mersleges ad. egyenesre.
Ha azL' egyenes egyenleta + m' v+ dw=0, akkor
POL < I'V+mv+ dw=0,
L|IL" = a(al-bmcosC~ cncosB 1+
+b(bm- crcos A- alcosQ i+ € cr alkcos B bncos)A' s
M, =a(al—bmcosC- cncosB),
Bevezetjik az alabbi jeldlésekeat, =b(bm- crcos A- alcosC),
M. =c(cn— alcos B- bmcos A).

ul'+vnm=-wn L,
egyenletrendszert a# és m' ismeret-

I !

+ g’ = =g
lenekre azt kapjuk, hogy' =v'y -wWgy, m=wu, —du, n= ou,— ..
Tehét azL' egyenes egyenlete:

A

Megoldva az{

v wl o (w o dl |d v v
p /Ju+ﬂ /,1V+,u ﬂw:o@ d v =0.
b [ [ al a ,Ua ,Ub ,UC

3.11. Pontnak egyenagitmért tavolsaga

Derekszodi koordinatakban. Legyen L az Ix+my+ n=0 (Im¢0)

egyenlet adott egyenes ésP=(X,y) az adott pont derékszig

koordinatdkban. Legyen tovabdd a P ponton atmeh és azL egyenesre
merleges egyenes. Célunk 4PQ| tavolsdg meghatarozasa, ahol

{Q}=LnL'. Vezessik be az alabbi jeloléselsfx, y)= Ix+ my+ r,
E=E(X, y)= X+ my+ r. Meghatarozzuk & pont koordinatait megoldva
Ix-+my=-
oy [DXFMY=-n
-mx+ ly=—-mx+ ly

“n o ’ o
A, ‘—mx+ly ﬂ:mzx—lmy— nI—(F+ rﬁ) %= [ Ix+ mir h=A % i,

m
=12+m?#£0,

I
egyenletrendszeriA :‘
-m
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A =

y

I - ) , ’
-m —-mx+ IJ=—Im>(+I y—mr1=(|2+rﬁ) y= r(1 bet- iyt )’FA y .

Tehéat & pont koordinataiQ =(>( —%, y _mTEj .
E? _|E| _|[X+my+n
N/ NN

Kontravarians koordinatakban. Legyen L az IX +mY+ n=0 (Im;tO)

Kovetkezésképped (P, L) =|PQ = ( P+ nf)

egyenlel adott egyenes ésP=(X',Y) az adott pont kontravarians
koordinatdkban. Legyen tovabdd a P ponton atmeh és azL egyenesre
memleges egyenes. Célunk 4PQ| tavolsdg meghatarozasa, ahol
{Q}=Ln L. Vezessik be az alabbi jelolések&{X,Y)= IX+ mY+ 1,
E=E(X,Y)=IX+ mY+ 1. Meghatarozzuk aQ pont koordinatait
megoldva az

IX+mY=-n

~(m-1lcosf) X +(I-mcogd) Y=—( m- | cof) X+( - mcad) Y
I m

=1?+m?-2lmcosf # (,
-(m-lcosf) |-m cod m m

egyenletrendszeriA =

-n

A= ~(m=1cosf) X' +(I-mco®) Y |- mcod =X —(1-mcosd) E,
aa | . =Qy -(m-lcosf) E
y_—(m—lcose) —(m—lcoﬁ)X’+(|_mCO§)Y— y (m co ) ‘

Tehat aQ pont koordinataiQ = ( X' =(1- mcosﬁ)% Y —(m Icosﬁ)%).

Kovetkezésképped (P, L) =|PQ =

:\/[(I—mcosg)2+(m—lco§)2+ 2l-m cas)(m-1 c&) Cﬁ%i—j:

=%\/I (1 —mcos@)(l— co%H)+m(m—I co@)( 4 0619) =
_|E[sin@ _ [Ix' +my + fjsing
Ja IP+m?-2Imcoss
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Kovarians koordinatakban. Legyen L az Ip+mqg+ n=0 (Im¢0)
egyenlet adott egyenes ésP=(p,d) az adott pont kontravarians
koordinatdkban. Legyen tovabdd a P ponton atmeh és azL egyenesre
mefleges egyenes. Célunk 4PQ| tavolsdg meghatarozasa, ahol
{Q}=LnL'. Vezessilk be az alabbi jelolésekeE( p, q) = Ip+ ma+ ,
E=E(g, d)=Ig+ mg+ r. Meghatarozzuk & pont koordinatait megoldva
l[p+mg=-n
az {—(m+ Icosd) p+(1+mcodd) g=—( m+ | cod) p+( + m cad) ¢
I m

=12+m?*+2Imcosf # C,
~(m+1cos8) |1+m cod

egyenletrendszeriA =

-n m
A =

i "(m+|cos€) p+(l+mco®)d I-mcof =Ap' —(I+mcos) E,

I -n

A, _‘—(m+lcosﬁ) —(m+ 1 co®) g +(1+m cos) d‘:Aq'—(m+ Icosé) E.

Tehat aQ pont koordinétéi:Q:(p’—(|+mcos6?)% d=(m+ Icosﬁ)%).

Kovetkezésképped (P, L) =|PQ =
_ 1 2 2 E
—%\/[(I +meosd)” +(m+1 co®) "~ Pl+m ca)( m+ | céd oﬁ}E_
__1 [§
singd A
e X +my+n
VA JIZ+m?+2Imcosd
Valodi trilineéaris koordinatakban. LegyenL az la +mgB+ny=0 egyen-
leti adott egyenes ésP=(a',f,)) az adott pont valédi trilinearis

koordinatakban. Legyen tovabdd a P ponton atmet és azL egyenesre
mefleges egyenes. Célunk 4PQ| tavolsdg meghatarozasa, ahol

\/I (1 +mcosd)( 1 codf)+m(m+ | cog)( 4 cbd)=

{Q} =Ln L'. Atirjuk azL egyenes egyenletét kontravarians koordinatakra:
L: (am-bl) X+(an- c) Y+ bckO.

A P pont kontravarians koordinatd. = (LLJ . Tehat
SinA sinA
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d(P,L)=|PQ= o sina =0A .
e q_J(am- bl +(an- o) ~2( am- J( an dicos A
||a' +mp + nV|

JIZ+m?+n2-2mncos A- 2nlcosB- am co<

B +(an- cl 4 +bc{lsinA

Normalt baricentrikus koordinatdkban. LegyenlL az Ilu+mv+ nw=0
egyenleti adott egyenes éB = (u’, v, V\’/) az adott pont normalt baricetrikus

koordinatakban. Legyen tovabdd a P ponton atmeh és azL egyenesre
meleges egyenes. Célunk 4PQ| tavolsdg meghatarozasa, ahol
{Q}=LnL'. Atijuk az L egyenes egyenletét valodi trilinearis
koordinatakra: L: ala+bmB+cry=0. A P pont valodi trilineéris

koordinatai: P = (Sf:ibv—ivﬁ . Tehatd (P, L) =|PQ =

Su Sv SV
al—+bm—+ cn—
a b c

<

\/(al)2+(bm)2+( cr)2—2 bmcros A 2 cnatos B 2a|bm:os(_3
e lu"+mv + nw

Ja?l? +b®m?+ ¢?r’- 2 bcmmos A 2 cantos B 2 ablmcos C
e [lu’ +mv + nv

) u\/a2I2+b2m2+ Cr-2mn$-2 nis-2 ImS

3.12. Két egyenes hajlasszoge

Derékszodi koordinatdkban. Tekintsik a derékszédcoordinatdkban adott
L: Ix+my+n=0ésl :Ix+ my h= ( egyeneseket. A két egyenesnek a

derékszognél kisebb hajlasszdgét jel@jeaz egyeneseknek @x tengellyel

alkotott pozitiv szdgét pedigwilletve . A jeloléseket most és az
alabbiakban véalasszuk ugy, hogy<da teljesiljon. Ennek megfel&n

tgw= L illetve tgaJ = —I—, . Ekkor ¢ = —w és
m m

_ o y_tgd-tgw _ Im-Im
tog =tg(c/ - ) T 1+tgwlged  I'+mndi’
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Kontravarians koordinatdkban. Tekintsik a kontravarians koordinatakban
adott L: IX+mY+ n=0ésLl :IX+ mY+ h= ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit deréksiz&gordinatakra:

L: I(singd)x+(m~1cod) y+nsif= {

L': I'(sin@)x +(m = I' cog) y+ il sif= (.

Most tgw = __1sin6 illetve tga = —ﬂ. Tehét
m-|cosf m —I'cosé
tga —tgw I = I'm)sin@
tgp =tg() ~w) = 9 9w _ _ ( m

l+tgwliged  II'+mmi-(IM+ [ cosd’
Kovarians koordinatakban. Tekintsik a kovaridns koordinatdkban adott
L: Ip+mg+n=0ésL :Ip+t mg- h= (egyeneseket. Atirjuk az egyenesek
egyenleteit derékszédoordinatakra:

L: (I +mcosd) x+ m( sird) y+ n=

L': (I'+m' cosB) x+ ni( sing) y+ n=

Ebben az esetbegew= - — M jiewe tgas = _M &s
msiné msing
tga - tgw Im = I'msing
tg¢ = tg(cf - ) =— o9 - ( m

1+tgwlige  I'+mmi+(Im+ [n)cosd’
Trilinearis koordinatakban. Tekintsuk a trilinearis koordinatakban adott
L:la+mgB+ny=0eésl :la+mp+rdy= ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit kontravarians koordinatakra:
L: (am-bl) X+(an- c) Y+ bckO,
L': (am-bf) X+(an- cl) Y+ bdl=0.
Ha a két egyenesnek a derékszognél kisebb hajFesgziakkor
= [(am-b)( ant— dl)-( an- J( am- Bllsin A _
(am-bl)(am~ b)+( an- ( ar+ - am K & ‘$H( am ' an)dos ¢
~ (mr = msin A+( nl- h)sin B+( Irh- Thsin C ~
I' +mm' + ni=( mh+ rhicos A( b n)icos B( I+ 'IncosC
SinA sinB  sin
I m n

I U

[’ m n
T +mm + nd—( mA+ rhhicos A( nk n)icos B( It "Ihcos (
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Baricentrikus koordinatdkban. Tekintsik a baricentrikus koordinatakban
adott L: lu+mv+ nw=0 ésl : [u+ mw hw ( egyeneseket. Atirjuk az
egyenesek egyenleteit trilinearis koordinatakra:

L: ala+bmB+cry=0,

L': al'a+bm g+ criy=0.
Ha a két egyenesnek a derékszognél kisebb hajgsgzdakkor
tgp= be( M- rhiisin A ch - Nisin B db Im ' Ihsin C _

all' +b’mmi+ & nf- bf mir meos A €a'nl ' heos B b’ Jmos (

o mi-mm nl- A K IMm-1m _
Tall'+b’mni+ éna-( mh+ mh S( kYIS ( m' )m.S

1 1 1
Il m n
" m n

a’ll' +b*mni+ & nh—( mh+ h S( nt "N S( m' m.!

3.13. A Conway-féle képletek

Legyen P az ABC haromszotg sikjanak tetdeges pontja, amely
nincs rajta egyik oldal tartéegyenesén semBC P CA FJ, AE).
Legyen tovabbam(BCRs)=¢ és m(CBRx)=6. A ¢ illetve 8 valos

szamnak 8C oldal szerint pozitiv vagy negativé@let tulajdonitunk attél
fuggéen, hogy aBCA ésBCP illetve aCBA ésCBP haromszdgek ellentétes
vagy azonos koriljarasuak (3.1. abra). Célunk naoBt pont baricentrikus
koordinatainak a meghatarozasairebocsatjuk, hogy

P=(-a®:S+$: s+ §.
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N
B X

3.1. abra

Elész6r meghatarozzuk B pont kontravarians koordinatéit, majd
pedig attérink baricentrikus koordinatakra. Ehheaikségink lesz az alabbi
eredményre: ha a kontravarians koordinatakban adettmX egyenlei d

egyenes azxXOY ferdesz6§ koordinata-rendszedX tengelyéveI,BD[O,ﬂ)

mértéki szoget alkot, a koordinatatengelyek hajlasszogigpe , akkor ad
sing

sin(a-B)

Kapcsoljunk azZABC haromszdghoz eg¥AY ferdesz6§ koordinata-

rendszert Ugy, hogy a&B egyenes egybeessen X, az AC egyenes pedig
az AY tengellyel (3.1. abra). &2 pont kontravarians koordinatai legyenek

(X,Y), baricentrikus koordinatai ped{g, v, w).
1. eset.O<¢g<m, 0<@<;, ¢p+6< (aP pont aBC egyenes altal
meghatarozott, a& pontot nem tartalmaz6 félsikban van) (3.1. abra)

egyenes iranytényéje (meredekségen=

P sin(B+6) :
A BP egyenes iranytény8e m=—-——F——=, egyenlete pedig
sin(C-6)
L sin(B-¢)
Y=m( X- 9. A CP egyenes iranytényée m =-———————= egyenlete
m( X- ¢ ay ytényée sn(c+g)’ ¥
pedig Y-b=nmX. Kovetkezésképpen

m(X-g=b+r MmX=(m M X b c.Kulén kiszamitjuk azm-ni és
a b+ cm mennyiségeket:
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:_sin(B+6)+ sin(B-¢)

sin(C-6) sin(C+9)
_ sin(B~-¢) sin(C-6) - sir( B+6) sir{ C+¢)
sin(C +¢) sin(C-6)

m_

1
_E[COS(B+C+¢+9)—CO£B+ C—¢_0):|__ SinASin(¢+0)
- sin(C +¢) sin(C-6) ~ sin(C+¢)sin(C-6)’
bt cim= b Csin(B+6?) _bsin(C-6)-csin(B+6) _  asing
~ 7 sin(C-6) sin(C-6) ~ sifCc-6)’
Tehat x = 25NOsin(C+9) ., _asingsin(B+6) meghataroz-

; ; es Y =— ;
sinAsin(¢ +6) sinAsin(g +6)
zuk aP pont baricentrikus koordinatait:
absingsin(C+¢) acsing siff Br6) _  a’sing sind

sinAsin(¢ +6) SinA silfg +6) SimA sifp+6)’

absing sin(C+¢) acsing sin( B+6)
= - - ) W: CY: - .
sinAsin(¢ +6) sinAsin(¢ +6)
_absin(C+¢)  acsin( B+6)
" sing  sind
mésodik és harmadik komponensét atalakitjuk:
absin(C+¢) _ absinCcogp + absip co<

u=bhc- bX- cY= be

V=

K('jvetkezésképpenP=(—a2 j A P pont

=Sctgp+ S = p+ &

sing sing
acsin( B+6) _ acsin Bcogd+ acsirf coB
= =Sctf+ §= S+ &
sing sing PrI= ey

Tehat P=(-a’:§+ $: $+ §.

2. eset.-m<¢<0; —m<0<0;, p+8>-m (aP pont aBC egyenes
altal meghatarozott, a& pontot tartalmazé félsikban van). Megismételve az
elébbi gondolatmenetet azt kapjuk, hogy ebben az esetd P pont

baricentrikus koordinétéiP:(az: S-S §- §)

Legyen Q az ABC haromszdg sikjanak tetdeges pontja, amely
nincs rajta egyik oldal tartbegyenesén se@U(BC QI CA Q1 AE).
Legyen tovabbam(CAQx)=¢ és m(ACQx)=0J. Az ¢ illetvedvalds
szamoknak &€A oldal szerint pozitiv vagy negatibglet tulajdonitunk attél
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fuggden, hogy aCAB ésCAQilletve azACB ésACQ haromszdogek ellentétes
vagy azonos koriljarasuak (3.2. abra).

3.2. 4bra

1. eset.0<e<r, 0<d<m;, e+d< (aQ pont aCA egyenes altal
meghatéarozott, B pontot nem tartalmazé félsikban van). Ebben atbesea
Q pont baricentrikus koordinaté® =(% +3:-B: S+ §) :

2. eset.—-r<e<0; —m<0<0;e+0>-m (aQ pont aCA egyenes
altal meghatarozott, B pontot tartalmazo félsikban van) (3.2. abra). Most
Q pont baricentrikus koordinata® =(% -S: B S- §)

Legyen R az ABC haromszdg sikjanak tetdeges pontja, amely
nincs rajta egyik oldal tartéegyenesén seRC(BC [0 ®A [ RE).
Legyen tovabbam( ABRt)=w és m(BARt)=¢. Az w illetve ¢ valos

szamoknak aZAB oldal szerint pozitiv vagy negativéglet tulajdonitunk
attol fugghen, hogy azABC és ABR illetve a BAC és BAR haromszégek
ellentétes vagy azonos koruljarasuak (3.3. abra).
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3.3. abra

1. eset.O<w<m, O<y <, w+y < (azR pont azAB egyenes
altal meghatarozott, & pontot nem tartalmazo6, félsikban van). Ebben az
esetben aR pont baricentrikus koordinatai:

R=(S,+$§: g+ S- 7.
2. eset. —T<w<0; - <Y <0, w+ty>-m (az R pont az AB

egyenes altal meghatarozottCgoontot tartalmazo félsikban van) (3.3. abra).
Ebben az esetben Bgont baricentrikus koordinatai:

R=(S,-$: 8- 5 4.
A P, Q, Rpontok baricentrikus koordinatait megado képlet€kanway-féle
képletekek nevezzik.
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4. fejezet Alkalmazasok

4.1. A kupszeletek egyenletei derékszég polarkoordinatakban

El6zmények. Sain Marton Matematikatorténeti ABC(Nemzeti
Tankdnyvkiadé — TYPOTEX, Budapest, 1998, hatodikadi@s) cim
kbnyvében az ,analitikus geometria” cimszénal a etkedket irja: ,A
pergéiApolloniosza Kupszeletell nyolc kotettdl allé konyvet irt. Bar nem
alkalmazhatta a ma hasznalatos koordinata-geometddszereket, hiszen
ezt akkor még az algebrai jeldlések hianya miath nehette meg, azonban
kupszelettételeit ugy fogalmazta, hogy azokat ngridit kitintetett iranyra
(két konjugélt atmére) vonatkoztatta, tehat val6jaban ferdesizog
koordinatarendszerben gondolkodott. Eredményei emntbvabbi nélkil
atirhatok a mai jelélésekkel.” B. L. van der Wamrd[22]-ben réviden
ismerteti Apolléniosz kupszeletekkel kapcsolatesderényeit. Ragaszkodva
Apolloniosz szelleméhez keverve hasznéalja mind kmie mind a mai
analitikus geometria jel6léseit, de koordinatareedsket nem alkalmaz.
Ezért merult fel bennem az a kérdés, hogy vajonydwognéznek ki a
kupszeletek egyenletei ilyen ferdesiégkoordinatarendszerekben? A
tovabbiakban ezt a kérdést vizsgalom meg (lasdt}.2niutan ebben a
részben bevezetésként megadom a klpszeletek nishdgry egyenletét.

a) A kuapszeletek fokalis egyenletei

Az eIIipszizs, a E)arabola illetve a hiperbola kakosi egyenlete:

X y — 2 _ 2 2

y* =2px, (2
2 2

sl B=ct-a) 3)

ahol a ésb a féltengelyek hossz&c a fokusztavolsagp pedig a parabola
paramétere. Ezeket az egyenleteket Uugy kapjuk, kRoggdinatatengelyekként

74



az ellipszis és hiperbola esetében a szimmetrialggiget, a parabolandl pedig
az egyetlen szimmetriatengelyre Gleges, a csucsponton atmieegyenest
vesszik. Ha az igy kapo#Oy derékszdd vonatkoztatasi rendszereRy
tengelyét, 6nmagaval parhuzamosan, valamelyik fddaisoljuk, a kipszeletek
fokalis egyenleteit kapjuk.

Az Oy tengelyt ellipszisnél a(-c,0), parabolanal a(g,oj,

hiperbolanal a(c,O) fokuszpontba toljuk, majd elvégezzik az alabbi
koordinata-transzformaciokat:

. X =x+cC
eII|pSZ|sre{ , , azaz
y=y
PX(X-9?+ay’=dF - &%+ dy= &% f{ 'x e+ &b
2\2
o at(X?+ YY) =(cx+ B) o K+ yzz(f x+b—j .
a a
=y P
parabolar 2 ,azaz
y=y

y’2=2p(x+§j o X2+y2=X242pk+ F e K+ (k).

hiperboléra{x,i 7 azaz
b2(X+02-ay’=dF - &%+ &Y= &% H 'x Je- &b
2\2
o at(xX?+ YY) =(cx+ B) o K+ yzz(ﬁ x+b—j .
a a

Az e=% mennyiséget az ellipszis illetve a hiperbalamerikus
a

excentricitagnak hivjuk. EllipszisnéD < £ < /[lhiperbolanals > 1 parabola
esetén pedig -t 1-nek vesszik. A fokuszokat (vagy parabolan@ikaiszt)
tartalmazé tengelyre, valamelyik fokuszban emeltdegesen a kupszelet

egy hurt hataroz meg. E har félhossz&tipszelet paramétanék nevezzik
2

esp-vel jeldljuk. Ellipszis és hiperbola eseteim=b—, a parabolanal pedig az
a

emlitett har félhossza egyénla fokuszpontnak a vezéregyenesig mért
tavolsagaval, amit eleve a parabola paraméterérmieztiink. Tehat a
kupszeletek fokalis egyenlete
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X+y =(ex+p)” (4
alaku, ahole a kupszelet numerikus excentricitaggedig a paramétere.
Ha az Oy tengelyt ellipszisnél a(c,0), hiperbolanal a(-c,0)
fokuszpontba toljuk, akkor fokalis egyenletiik
X +y =(ex-p*, (5)
ahol £ -nak ésp-nek ugyanaz a jelentése, mint a (4) képletben.
A parabolanak csak egy fokalis egyenlete van.

b) A kupszeletek fokalis egyenletei polarkoordinatéban

. Ellipszisnél valasszuk a polartengely kégdntjat a (-c,0)
fokuszpontban, irdnya pedig mutasson a masik f@ardzfelé, parabolanal a

(EOJ fékuszpontban, iranya egyezzen meg a tengelyi@nryperbola

esetén gc,0) fokuszpontban, iranya legyen a masik fokuszpolét fieutatd

irAnnyal ellentétes.
Ha a polartengely egybeesik ex®y derékszog koordinatarendszer

x-tengelyének pozitiv féltengelyével, akkor Ra pont (x, y) derékszog
koordinatai és (i) polarkoordinatai kozott ervényesek az=rcosg és
y=rsing 0©sszefuggesek, ahoh vezérsugar (0 k< «), ¢ a polaris sz6g
(Osg<2m). Az X*+y =(ex+ p° fokdlis egyenletbenx-et és y-t
helyettesitve, a kipszeletek polarkoordinatas dgtétrkapjuk:

r’cos’ ¢ +r?sirfg =(a CO¢+p)2 er?=(a co¢+p)2 -

= fr=grcosp+p = r(tl-& cop)=p.

1.Ha0<e< 1és0< ¢ < 2n, az ellipszis egyenletezL. (9)
1-¢&cosp
2. Hae = 1és (X ¢ <2n, a parabola egyenlete= P . (10)
1-cosg

Jelblje @ a hiperbola els negyedbe ésaszimptotajanak a®x tengellyel
alkotott hajlélsszijgét:os6?:E -1 = 0= arcco&l.

c € £
3.Hae>1ésO<¢< 21-6, a hiperbola(c,0) fokuszpontjghoz kozelebbi

Loz _ p
aganak egyenlete=———. (11
g gy 1=z cosp (11)
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Ha e >1ésm-0<¢<m+6, ahiperbola—c,0) fokuszpontjahoz kozelebbi

Lz _ p
aganak egyenlete=——— . (12
g gy 1= ecoss (12)

II. Ha ellipszisnél a polartengely kegubntja a(c, O), hiperbolanal a
(-c,0) fokuszpontba esik, iranya pedig megegyezik az dntipan

meghatarozott irannyal, akkor a@ + y* = (ex- p)° fokalis egyenlet alapjan
az ellipszis és hiperbola egyenlete polarkoordki#da a kovetkazlesz:

1.HaO0<e< 1és0< ¢ < 2n, az ellipszis egyenlete:L . (13)
1+ ecosp
2. Ha e>1és 0<¢<6 vagy 2m-6<¢<2m, a hiperbola (c,0)
fékuszpontjahoz kdzelebbi aganak egyentete% (14)
Ha €>1 és O<¢<m-6 vagy m+8<¢<2m, a hiperbola (-c,0)
fokuszpontjahoz kdzelebbi aganak egyenteteL. (15)
1+ ecosp

4.2. A kupszeletek egyenletei ferdeszog
koordinatarendszerekben

Centralis masodrertid gorbéknél (korok, ellipszisek, hiperbolak) egy
adott atméfvel parhuzamos hurok fel@aontjainak mértani helye egy masik
atmép, amelyetkonjugalt atméének nevezink. Az ilyen goérbékre igaz,
hogy egy atmér végpontjaiban a gbérbéhez huzott &iknparhuzamosak a
konjugalt atmésvel (ennek bizonyitasat lasd e rész g) alpontjabidiyok
esetében a konjugalt atmikregymasra mindig mélegesek.

a) Az ellipszis egyenlete a konjugalt irAnyok
koordinatarendszerében

LegyenV =(u,v) az — Z =1 kanonikus egyenlétE ellipszis
a’

tetsdleges pontja, ahd®a az ellipszis nagy-2b kistengelyének hosszag
pedig a fokusztavolsaga. Az ellipszis két szimragtnigelyebl allo
derékszofy koordinata-rendszer kedpontjat jeldlje O, az OV irany
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konjugalt iranya pedig legye@W, aholW O E (4.2.1. abra). Meghatarozzuk
aW =(a, B) pont koordinatait am ésv fiiggvényében.

yA
1
y 1
W P v~ x
Yy
’
X
y!
[ .
5 X X
!
V! W
4.2.1. dbra

Ha VV'és WW az ellipszis konjugélt atméir akkor aW illetve a
W' pontban az ellipszis érifje parhuzamos avV'egyenessel. Mivel

V'=(-u,-v), aVV' iranytényesdje m,, =X. A W pontban az ellipszid

2
érintdjének egyenletea— + 'iy =1, iranytényedje pedigm, —2%

2 2
Ad|VVW alapjémX = —%Bq , azazv = —b—za%m.
a

2 2 2 2
Tehat- E—P—E—?—Euz—l«:i+ b (1—ﬂji=1@
a

) B2
u_ %«: By | L ) Kovetkezésképpen £ = Eu és
5> b L b)\B b a
a=¢§v, azazW:(—Ev,—b uj ésW':(Ev,——b uj.
b b a b a

HaV = (acost b sint), akkorW = (-asint, bcost) , aholt 1[0,27).
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Az OV szakasz hossza legypnaz OW szakaszé pedig Tekintsik

most az§g :%a/ és &, =§OTV bazisvektorix'Oy’ normalt ferdeszdg

koordinata-rendszert (4.2.1. abra). Egy t@tsgesP pont xOy rendszerbeli
koordinatai legyenekx, y), xXOy' rendszerbeli koordinatai pedig<’,y’ . )
Mivel & :ET+1T és &, = —ﬂlf+ﬁf, az xOy rendszerl az x'Oy'

p p bg aq
rendszerbe valo attérési matrix

u _av u _av

A=| P DAl penal X|=| P PA|[X]
v bu y) | v buily
p aq p aq

I

ahonnanx = x —ﬂ/y' esy= Y+ bu y'. Kbvetkezésképpen d&ellipszis
p bq p aq

x'0Oy" rendszerbeli egyenlete:

2 2
1(u av 1( v bu
—| =X -— + | —X+— =] o
az( p bqyj bz( p aqyj
VP Vo Ve
o X<+ + X
a2p2 b2q2y b2p2

2 2 2 2 5,2 12
[E3)5 1) 5
a- b P~ q P

Ez utébbi egyenlet formalisan megegyezik az ellpdanonikus
egyenletével, aminek az a magyarazata, hogy hapont egybeesik az

ellipszis (a, O) koordinatdju csucspontjaval, akkor a konjugalnhytda eé

24

wW :(O, b) pont az ellipszis masik csucspontja lesz. Ez aisb&bvetkezik,
hogy az ellipszis szimmetriatengelyei egymasradteges konjugalt iranyok.
Tehét itt Iényegében arr6l van szé, hogy a konjugényok xOy’'

ferdesz6§ koordinatarendszerében az ellipszis egyenlete
X12 12
raranie
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alaku, ahol2p illetve 2g a konjugalt atmék hosszait jelentik. Az ellipszis
kanonikus egyenletét azébbi altalanos egyenletbabban a sajatos esetben

kapjuk, amikorV =(a,0), azaz2p = 2a és2q = 2b.

Megjegyzes. Az ellipszis szimmetriatengelyeire e&onjugalt atmeéfsk
sajatos tulajdonsaga, hogy az egyik a legnagyohbibasik pedig a legkisebb
az ellipszis 6sszes atmigkozil. Tehat a kanonikus egyenlettel kapcsolatban
megalapozott a nagy- és kistengely elnevezéseldiasz Az &ltalanos
esetben viszont az ellipszis konjugalt adparjainak nagysagrendi alapon
tortérs megkulonboztetése (nagy- és kisatihértelmét veszti, mivel az OV
bizonyos iranyaira p < g, mas iranyaira viszont fm>

b) A hiperbola egyenlete a konjugalt iranyok
koordinatarendszerében

2 2

LegyenV =(u,v) az X—2—§ =1 kanonikus egyenlétH hiperbola
a

tetsdleges pontja, ahdla a hiperbola valéb képzetes tengelyének hossza,
2c pedig a fékusztavolsaga. A hiperbola két szimratgrigelyebl allé
deréksz6g koordinata-rendszer kedpontjat jeldlje O, az OV irany
konjugalt iranya pedig legye@W, WL H , ahol H aH hiperbola konjugalt
hiperbolaja (4.2.2. abra). MeghatarozzukVe= (a, 8) pont koordinatait az
u ésv fliggvényében.
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4.2.2. bra

Ha VV' és WW a hiperbola konjugalt atmé&r akkor aW illetve a
W' pontban a konjugalt hiperbola étijg parhuzamos &V'egyenessel,

azazv——ﬁm Tehat:— —ﬁl&mz =1
a’

. u__g(_lﬁji:l@ L (_u_ej(_tu_a]:
a® a b* ) B? ,6’b2 B b)\S b

Kbvetkezésképpenﬁ=19u es a:i%v, azaz W= (% buj es
a a

W' = (_E V'__b uj . HaV= (i, b[lgt} , akkor W :(aEﬂgt,Lj, ahol
b a cost cost

t0[0272)\ {” 3”}.
2 2
Az OV illetve OW szakasz hossza legyprilletve g. Tekintsik most
az g :%OT/ és g, :%O—W bazisvektord x'Oy'’ normalt ferdeszdg

koordinata-rendszert. Egy tetdegesP pont xOy rendszerbeli koordinatai
legyenek (x y) x'Oy" rendszerbeli koordinatai pedigx’,y’ . )Mivel

—

€ = =47 +—j €sé, —a—l +b—j, azxOyrendszerbl az x'Oy' rendszerbe
p P bg aq
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u av u av

vald attérési matrixA= P bq . Tehéat X =| P bg | X , ahonnan
v bu y) |V bully
p ag p ag

x=Jy+ &Y y ésy= Y+ bu y'. Kovetkezésképpen a H hiperbotaDy’
p bq p aq
rendszerbeli egyenlete:

2 2
1(u av 1( v bu
—| =X +— -—— | —X+—= =1
az(p bqyj t?( p aqyj
u> o, Ve
= a2p2X2+b2q2y2_

- (u_z_ﬁj(x_z_ﬁj:h XYy
a b )p Pog

Ez utobbi egyenlet is formalisan megegyezik a tipkr kanonikus
egyenletével, amelyet itt is sajatos esetként klapéspedig ha & pont

egybeesik az (a,0) cslcsponttal (a hiperbola szimmetriatengelyei is

egymasra meéteges konjugdlt iranyok). Tehat a hiperbola egyenla
konjugalt irAnyokx'Oy’ ferdesz6¢ koordinata-rendszerében

X!Z y12

FC
alakl, ahoRp és2g a konjugalt atméik hosszai.

c) A parabola egyenlete egy éridirany és a tengelyirany
koordinatarendszerében

Tekintsik ad vezéregyends F fokuszpontulr parabolat, amelynek
kanonikus egyenletey’ =2px ahol p a parabola paramétere. Legyen

o :(zpz ,—pj a parabola tetgeges pontjgm = 0) . Mivel az O' pontban
m° m

2nt
ennek az ériinek az irAnytényeife, azazm=tga, ahol a aze érints és
Oxtengely hajlasszdge (4.2.3. 4bra).

a parabola érintjének egyenleteEy: p( x+—pJ y= mxrz—p, azm
m m
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v

v

4.2.3. dbra

Mivel a parabolanak nincsenek konjugalt aténéezért ebben az
esetben nem beszélhetlink konjugalt irdnyokrél. fitakijik viszont azO'
ponton atmed#), a parabolaOx tengelyével parhuzamos egyenest.
Véalasszuk az ése egyeneseket ax'O'y' ferdesz6§ koordinatarendszer
tengelyeiként (legyen az O'X , azaz az abszcisszapedig azO'y , azaz az

ordinatatengely).
Ha egy tetsd#leges P pont xOy rendszerbeli koordinété(x, y),

x'0'y' rendszerbeli koordinatai pedic’,y' , akkor OO = 2p27+_p]' az
m . m

cosy
0 sina

P

m2

attérési  matrix Az( J , tehdt x=x+y'cosa+ es

y=y'sina +£. (Az X0y rendszert azxOy rendszerBl ugy kapjuk,
m
hogy ebszor azOy tengelyt elforgatjuk a® pont korl, majd az igy kapott
X0y koordinata-rendszert eltoljuk aD':(zpz,—pj pontba.) Tehat a
m- m

parabolax'O'y' rendszerbeli egyenlete:
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A )I—— P

(y sina +-— J (x +Yy' con +—J - yisifa=2p < y'? :Z(erHpZJXI
P__ p+— jeldléssel a parabolkO’y’ rendszerbeli
sin? m

egyenlete

y'?=2Ax", (3)
amely formailag azonos a parabola kanonikus egi@rdée Nevezzik al -t
az O' ponthoz tartozé paraméteek. Mi most aAd paraméter mértani
jelentése? LegyefiM} =an Oy és{A} =an d:

A= p+%= p+2M0 = 2( AM+ MO) = 2 A0 (4.2.3 4bra). Tehat az O’
pontd vezéregyenesk valo tavolsaganak a kétszerese>(p ). HaF' azA
pont O szerinti szimmetrikusa, akkot az F' pontnak al vezéregyenesit
valo tavolsaga. Nevezzik & pontotpszeudo-fokuszparek.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a parabBl&kuszpontjanak ax'O'y’
rendszerbeli koordinatait, ax' és y' koordinatakat kifejezzik ax ésy
koordinatéak figgvényeében:

o Y P _ Y _POST_ Yy
sing msing sim@  siRag  simr ’
' p _ y _ y
X = x— ycosa - = x——2— cowr+A cosg——— = x—-=2
y 2m? sina 2m2 m

wA(1-sita)-—L =x-Lsa-p-L=x- Y+ B__P_ Y, P
[ T R AT Sy
Az elébbi képletek alapjan a parabola fékuszpontjanak azx'O'y'

rendszerbeli koordinété(%,—,}cosa) az F' pont koordinatéi pedig
(%OJ KovetkezésképpeRF' | e.

Az A pont xOy rendszerbeli koordlnata( —pj, az F ponté
m

p

(E Oj Mivel az AF egyenes iranytenyée m,. = , ezért AF e és

3|H NlU

AF OFF'. Az [AF] szakaszN felezpontjanak koordinétai(o,zij,
m
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felezdmerlegesének egyenlete pedigzmx+%, amely éppen az0’

pontban a parabokérintjének egyenlete (4.2.3. abra).

Megjegyzések.1. Az e érinf és az AF egyenes N metszéspontja
egybeesik az OM szakasz fépmtjaval.
2. Ha az O pont leirja a ' parabolat, az F' pszeudo-fokuszpont az

y? = p(x—gj egyenlef parabolan mozog, amelynek csucspontja éppen a
I parabola F fokuszpontjaba esik.
3. Haa - %T azazm - o, akkor A - p és ekkor a parabola kanonikus

egyenletét kapjuk.

d) A hiperbola egyenlete aszimptotainak koordinataendszerében

Vélasszuk most a H hiperbola aszimptotait egy Oy’
koordinatarendszer tengelyeiként (4.2.4. &bra). lda aszimptotak
egységvektoraig, és €,, az altaluk alkotott szbget pedigp jeldli, akkor

& =cosp i —sing[j és&, =cosp +sing ] .

A
y ’

v

/k-‘)\
S IRN
// \\
/ A

4.2.4. abra
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: . b ., a - T A
Mivel sing == éscosg == , az(i, ]) ortonormalt bazisrol afs, ,&,)
c c

,,,,, cosy cos¢} =E( a aj

-sing sing -b b)

Ha egy tetsilegesP pontxOy rendszerbeli koordinataix, y), x'Oy’

rendszerbeli koordinatai pedig(x’,y" , ) akkor o X' ,
y) cl-b bAy

kovetkezésképpenx = 2 (X +y') és y= E(— X' +y'). Tehat a hiperbola
C C
egyenlete az aszimptotaibol alkdOy’ ferdeszd koordinatarendszerben:

1 S (xy) =

_Di(xv + yI)Z _
2 CZ bZ C

o (X+y)Y -(-X+y)'=¢ < %y=

e) A kupszeletek érinbinek egyenletei ferdeszag)
koordinatarendszerekben

1. Ellipszis. Legyen M, az ellipszis tetsdeges pontja,(xoyyo) az
M, pont koordinatéi axOy derékszod, (x;,y,) pedig a konjugalt iranyok
X'Oy" ferdeszd¢ koordinatarendszerében. Ismert, hogy,Mgz pontbelid

Xp X yoy

érints egyenlete axOy rendszerben—-+-—=>=1. Ezt az egyenletet az
a’

ellipszis —+§ 1 egyenletébl agy kapjuk, hogy miutan azt az
a

2

LYoy

=1 alakba irtuk, a baloldal €élgagjabanx-t x,-val, a masodik
a2 b?

tagjaban y-t y,-val helyettesitjuk. Nevezzuk ezt az eljarakiplazasi

eljaranak. Most megnézzik, hogy ez az eljaras ,Gdk-e a ferdeszog
koordinatarendszerekre?
A transzformaciés képletek alapjandaérinto egyenlete azx'Oy’

rendszerben a kdvetkekesz:
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i Ex' —i/y' Ex' —ﬂ/y' +i Xxé+%y' Xx'+%y' =1
a’lp® bg”®){p  Dbqg b’(p™° aqg’’)p aq

2 2 1! 2 2 ot 1! ol
(e (e
a Y a q p q
2. Hiperbola. Legyen M, a hiperbola tets#eges pontja,(xO’ yo) az

M, pont koordinatai axOy derékszot, (x('), y(')) pedig a konjugalt irdnyok
X'Oy" ferdeszdf koordinata-rendszerében. AM, pontbeli d érint

egyenlete axOy rendszerben@ —% =1. Az attérési képletek alapjarda
a

erint6 egyenlete az'Oy’ rendszerben a kovetkelesz:

i Exé+ﬂ/y' E)(-}-ﬂ/y' —i Xxéﬁ-%y' Xx'-i-%y' =1
a’{p™® bg”®)p  bq b’{p° aq”’)lp aq

u? VA XX (Ut VA YRy L XX VoY
e @ e T e e
3. Parabola. Legyen M, a parabola tet§keges pontja,(xoyyo) az

M, pont koordinatai axOy derékszod, (x,,y,) pedig egy ériritirany és a
tengelyiranyx'O'y’ ferdesz6§ koordinata-rendszerében. A4, pontbelid
érintd egyenlete axOy rendszerbeny,y = p(x+ Xo)- Az attérési képletek
alapjan a érint egyenlete ax'O'y' rendszerben a kovetkeesz:
] H p I H p —_— I I p I I p
+— sina +— | = +y Ccosd +——+ + cosa + <
(a2 (y s 2o+ yom o Py sycoma+- P

m2

2 2
-y 'sin20(+—p 'sin0(+—p 'sina+p—= X+ X )+ +y coso(+p—«=
Yoy Yo —y o p(X +x,)+ ply + o) P
- yay’fﬁyasinw%y'sinw p(xX' +x)+ p(y + yp)cosx = vy =A(X +x,).

Tehat megallapithatjuk, hogy a konjugalt iranyd&tile parabola esetén egy
érintdirany és a tengelyirany koordinatarendszerében @saaletek adott
pontbeli érindjének egyenletét szintén a dupldzasi eljarassgukamint a
kanonikus egyenleteik esetében.
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f) A hiperbola érintéinek egyenlete az aszimptotak
koordinatarendszerében

Legyen M, a hiperbola tetsiteges pontja,(x,y,) az M, pont
koordinatai az xOy derékszbg (x;,y,) pedig az aszimptotakx'Oy'
ferdeszdg koordinata-rendszerében. Ad, pontbelid érintd egyenlete az

xOy rendszerbenx';;(—%:l. A transzformacios képletek alapjanda
a

erint6 egyenlete az'Oy’ rendszerben a kévetkelesz:

1 ] 1 ] ] 1! Iy, C2

B0+ By )-SRl e Blx vy )1 vixexy =S

Tehéat az érirdt egyenletét ebben az esetben is dupldzassal kapjuk,
2 2

éspedig ugy, hogy a hiperbobay’ :% egyenletétx'y’ + X'y’ :% alakba

irjuk, majd a baloldal egyik tagjabaxi-t x;-val, a masik tagjabay’ -t y,-
val helyettesitjuk.

g) Kupszeletekkel kapcsolatos tulajdonsagok bizontgisa

Ebben a részben azt mutatjuk meg, hogy kupszeletdddpcsolatos
tulajdonsagok bizonyitasa sok esetben lényegesgnzefsithet, ha a
bizonyitas soran valamely ferdeséidgkoordinatarendszerben felirt
egyenletiket hasznaljuk.

1.lgazoljuk, hogy az ellipszis (hiperbola) adott gwait érintjje
parhuzamos az ehhez a ponthoz tartoz6 &tmkonjugalt
atmewjével.

Bizonyitas.Ha VV' ésWW az ellipszis (hiperbola) konjugalt atndérakkor
a konjugalt iranyok x'Oy’ koordinata-rendszerébenva=( p,0) pontbelid

érints egyenlete%i O[2y =1- X =p, azazd |OW.
p q
2.ifjunk az E ellipszisbe egy olyanM,M,M haromszoget,

amelynek sulypontja egybeesik az ellipszis kozéjgpah
lgazoljuk, hogy az ellipszisM,,M,,M,; pontjaihoz tartozo
normalisai egy ponton mennek at.
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Bizonyitas. Ezzel a feladattal kapcsolatban tobb nehézségelimefiil.
Példaul hogyan irjunk az ellipszisbe egy olyan mé&zdiget, amely a
feltételeket teljesiti? Egyaltalan létezik-e ilyparomszog? Bkzor a feladat
feltételeit kielégid M ;M ,M, haromszdg létezését bizonyitjuk.

AV =M, OE ponthoz tartoz&'V' atmes konjugélt atméije legyenWW .
A VV' atméb a WW -vel parhuzamos hurok felézontjainak mértani helye
(4.2.5. abra).

4.2.5. abra

Ha S az[OV'] szakasz feldpontja, akkor az S ponton atnéed
egyenes ak ellipszist azM, és M, pontokban metszi. MiveDV = 2[0S,
az [M,S szakasz akkor és csak akkor lesz BzM,M, haromszdg
sulyvonala, ha az S pont agM,M, szakaszt is felezi, azaz ha
M,M,||WW'. Ebben az esetben pedig a#,M,M, haromszégG
sulypontja egybeesik O-val, az ellipszis centrurhava

Az ellipszis M, pontjahoz tartozé ériét jelolje d,,i = 123. Az 1.
tulajdonsag alapjand, | M,M,, d, || M M,, d,||M,M,. Tehat azM,
pontokbeli normalisok azvi,M ,M, haromsz6g magassagvonalai lesznek,

ezek pedig egy pontban metszik egymast. (Ennek laddak mas
megoldasai megtalalhat@k mewleges affinitas és néhany alkalmazasani
cikkemben: Matlap, V. évf., 2001. november, 9. sza80 — 334)

3. A hiperbola V pontbeli érigfébsl az aszimptotdk altal kivagott
[MN] szakaszt a V pont felezi.
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Bizonyitds. A V=(u,v) pontbeli d érints6 egyenlete az aszimptotdk' Oy’
2
ferdesz6g koordinatarendszerébenx' + uy' = % :

4.2.6. dbra

Ha d az aszimptotdkat a¥ ésN pontokban metszi (4.2.6. &bra), akkor

2 2 2 2 2
M= C—,O ésN = O,C— . Mivel uv:C—@u:C—@ =C—,anont
2v 2u 4 4v 4u

azMN szakasz felépontja.

4.A hiperbola barmely éridje és aszimptotai &ltal hatérolt
haromszaog terllete ab, azaz allandé.

Bizonyitas. Ha ad érinto az aszimptotakat all illetve N pontban metszi,

c? c?
akkor M =| —,0| ésN =| 0,— |. Tehat
2v 2u

C2

1 : 1|c?||c?
Toun = =|OM||ION|SIN2¢) = —|—|—
oM 2| [ON[sin2¢ 2|2v2u
Megjegyzés. A 3. és 4. tulajdonsagok egyik kdvetkezménye, haay
hiperbola V pontjan &t az aszimptotakkal parhuzaandsizott egyenesek az
aszimptotakkal egy allando terile®KVL paralelogrammat képeznek:

1 1
Tokw = ETOMN = E ab.

sin2¢ = ¢ sing cosg = ab.

5.A hiperbola valamely aszimptotajaval parhuzamoseagg a
hiperbolat egyetlen pontban metszi.
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Bizonyitas. Ha ad egyenes parhuzamos &' tengellyel (aszimptotaval),
akkor az aszimptotak< Oy koordinata-rendszerében az egyenlete-u

2 2
alaku, kovetkezésképpeyi :Z—. Tehatd a hiperbolat az egyetle(ru,j—uj
u

pontban metszi. Ha ad egyenes parhuzamos abx tengellyel
2

(aszimptotaval), akkor egyenletg/’ =v alaku és x’=Z—. Tehatd a
v

hiperbolat szintén egyetlen pontban metszi.

6.Ha egy d egyenes a hiperbolat két pontban metkkgraa d-nek
az aszimptotak és a hiperbola agai koz& sFakaszai egyefk.

Bizonyitas. A d egyenesnek azOx' tengellyel (aszimptotaval) valé met-
széspontja legyell, az Oy’ tengellyel (aszimptotaval) pedid A d egyenes
a hiperbolat & ésS pontokban metsziT legyen kézelebiM-hez,S pedig az
N-hez ) (4.2.7. abra).

4.2.7. abra

Ha T=(a,B8) és S=(u}), akkor az 5. tulajdonsag alapjan

a#zu, £V  és a,8=%:uv. A d egyenes iranytényépe
_B-v _ . R

m= = f-ma=v-mu, tehat egyenlete y—,B—m(x—a).
a-u

Meghatarozzuk azM és N pontok koordinatait az aszimptotak Oy
koordinatarendszerében:
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y=0=> )(—a:—£:> X:a—£:> M=(O’—£,0)J
m m m

X=0=>y-f=—mr= y=F-m=
= N =(0,8-m) vagy N =(0,v-mu).
Kiszamitjuk aTM és azSNszakaszok hosszat:
I B’ B’
TM? =2+ g2+ 22 _cos 2 :ﬁ(m% an cos@+ |
m m
SN2 = u? + m?u? + 2mu? cos2¢ = u?(m? +2mcos2¢ +1). Mivel
C

THE =S = 7= - pla-uf =) - - =[u-S |

€s ez utdbbi egyetdég igaz, ezérfM = SN.

Most Arkhimédész két, parabolaval kapcsolatos éétakzonyitjuk. A
parabola két éribje és az érintési pontokat Osszékoszeb Altal
meghatarozott haromszogétrkhimédész-féle haromszimk nevezzik. A
szebre illeszked oldalt a hAromszdglapjdnak hivjuk.

7.Az Arkhimédész-féle haromszog alapjahoz tartozgvenhl
parhuzamos a parabola tengelyével.

Bizonyitas. A parabolaA és B pontjaihoz tartozé éritk metszéspontja
legyenC, azABC haromsz0dAB alapjanak fele@gpontja pedigQ. Valasszuk
vonatkoztatasi rendszerként a& ponthoz tartozé ériiiranyt és a
tengelyirAnyt. Ebben axAy ferdesz6¢ koordinata-rendszerben a parabola

egyenlete/’ = 2Ax, ahol A azA ponthoz tartozé paraméter.
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\4

B
4.2.8. abra
Ha a B pont koordinatai(u,v), akkorv’ =2JAu és Q:(%%j

Meghatarozzuk aC pont koordinatait. AB pontbeli érind egyenlete
v=A(x+U) = vx-2uy ue0. Ez az érint az ordinata-tengelyt (aa

pontbeli érinét) a Au ordinataju pontban metszi, az&z= (Oﬂj vagy
\ v

Cz(o,%j. A C és Q pontok ordinatai egyetk, ezért aCQ sulyvonal
parhuzamos a parabdl#éengelyével.

8. Az ABC Arkhimédész-féle haromszog AB alapjaval yzmmos
MN koézépvonalnakM O0BC,N O AC) a CQ sulyvonallal valé P
metszéspontja rajta van a parabolan és a P pontdwaazé érint
éppen az MN egyenes.

Bizonyitas. Mivel P a CQ szakasz felégpontja, ezértP = (%lzlj A P pont

koordinatéi kielégitik a parabola egyenletét, kkeeesképpel® rajta van a
parabolan. AP pontbelid érintd egyenlete:4vx—4uy+uv= 0 Megoldva a
{vx—Zuy+ uv="0

egyenletrendszert, megkapjuk &t pont koordinatait.
4vx—4uy+ uv= 0
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Mivel M:(%,‘g—lj,N:(O,ﬁ], az MN egyenes egyenlete szintén

4vx—4uy+uv=0, azazd=MN (4.2.8. abra).

4.3. Az egyemd szaru hiperbola egyenleteir

M. Vygodsky niivében, [21]-ben, a 110. oldalon taladltam meg annak
rovid Kkifejtését, hogy az eiokld polinomok segitségével értelmezett

+
y= (3= mx+ n
pX+q
hiperbola. Ez adta az oOtletet, hogy alaposabbatalfmyzam az egyeél
szaru hiperbolakkal és Osszehasonlitsam kuildhkaakiu egyenleteiket.
Téargyaldsomban kitérek a konjugalt egyestaru hiperbolakra is.
Az xOy derékszog koordinatarendszerrel ellatott sikban tekintsik az

(x,y) koordinataju tetslegesM pontot és azx* -y’ =4, (1) xy=2, (2)
_3x-4
-2
fogalmazunk meg.
1. Milyen alakzatot ir le az (1), (2) illetve (3) egyetet kielégit (X, y)
koordinat4juM pont?
2. E harom alakzat hogyan viszonyul egyméashoz?

A tovabbiakban ezekre a kérdésekre keressik azoidas A problémakort
egy altalanosabb keretben fogjuk targyalni. Tegigikhogy aza valés ésh

2 2

képzetes féltengely hiperbola az%—%:

racionalis flggvény grafikus képe egyeniszara

(3) egyenleteket, amelyekkel kapcsolatban két dér

1 (4) kanonikus (k6zépponti)

egyenletével van megadva, al2ala hiperbola fékusztavolsage> a>0 és
b’ =c’-a.

Ha a=b, akkor a hiperbolategyend szari vagy derékszig
hiperbolénak nevezzik. Az egyaehbkzara hiperbolagyenlete

x*-y*=a. (5)

Egyenb szarl hiperbolakra =+/2a, tehat a fokusztavolsagie = 21/ 2a.

Ebben a részben, ha hiperbolakrdl beszélunk, akikimyire egyerd
szaru hiperboldkra gondolunk. Az (5) alatti hipé@bojel6ljuk H-val.
Legyenek F, és F, a H hiperbola fokuszpontjai,A és A, pedig a
csucspontjai. E pontok deréks#dgpordinatai:

F,=(v2a,0), F, =(-v2a,0), A =(a,0), A =(-a0).
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Az egyenb szard hiperbola aszimptotdi azxOy derékszog
koordinatarendszer délsés masodik szogfeléz amelyek meflegesek
egymasra.

A sik aktiv szemlélét ¢ szoggel valo rotacidja utan ad =(x, y)
pontM'=(X, y) képpontjanak azOyrendszerbeli koordinatai:

X = XCosp— ysing ,¥y = Xsip+ y cog
Jeldlie H, azt a hiperbolat, amelyetth egyend szarl hiperbola szoggel
val6 rotacidja utan kapunk. Felirjuk &, hiperbola egyenletét. Ehhez
kifejezzUkx-t ésy-t X ésy' fuggvényében megoldva az

— i = X
XC.OS¢ y sing egyenletrendszert:
xsing + ycosp =y
_[00P ~ SV _ e g sitg= -
sing cosp
x = X, E X cosp+y sig, A = C(.)S¢ X, =-X'sing +y cosp.
y cosg Y lsing vy

A Cramer-féle képletek alapjan:
X=Xcosp+ Yy sinp ésy=-X sipg+ y cab
Az (5) egyenletbe helyettesitve:

(X cosp+y sing)”—(~X sip+ y cog)’ =& -
- (x’z—yz)c032é+ Xy sing=4d.
Tehat aH, hiperbola egyenlete:
(x’z—yz)coszzﬂ Xy sing=4d&. (6)

JelolieGaH,, hiperbolét(¢ :Ej. A G hiperbola egyenlete:

4

2

a
Xy=—. (7
y 5 (7)
Legyenek E, és E, a G hiperbola fokuszpontjai,B, és B, pedig a
- 1 1 .
csucspontjai. Az X =—(x- €s Yy =—(x+ transzformacioés
pont \/E( y) y \/E( y)
képletek alapjan e pontok deréksidgordinatai:

ccled e (adne(Go8) o5

A G hiperbola agai az disés harmadik negyedben helyezkednek el, valds
tengelye az elsszogfeled, aszimptotai pedig maguk a koordinatatengelyek.
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a) Konjugalt hiperbolak

Két olyan hiperbolat, amelyek aszimptotai kozoselaz egyik valos
féltengelye a masiknak képzetes féltengelye és itf@d konjugalt
hiperbolakak nevezink. A (4) alatti hiperbola konjugaltjarafyenlete

2 2
%—%z—l. 8)
Ha a=b, akkor egyend szaru vagy deréksziégkonjugalt hiperbolédl
beszéliink, amelynek egyenleté- y* = -a’. (9)

A H egyenb szarG hiperbola konjugaltjat jeloliegH”. Ennek
aszimptotai szintén azOy deréksz6f koordinatarendszer élses masodik
szogfeledi. LegyenekF~ és F,” a H” konjugalt hiperbola fokuszpontjai,
A’ és A’ pedig a cslcspontjai. E pontok derékszogoordinatai:

F'=(02a), F;'=(0,~V2a),A’=(0,a), A/=(0,-a). JelolieG” a H_,,

hiperbolét(qﬁ = —gj . A G" hiperbola egyenletex'y = _a?. (10)
Legyenek E; és E;] a G” hiperbola fokuszpontjai,B’ és B, pedig a

cstcspontjai. Az x’:%(x+ y) és y':i(—x+ y) transzformécios

NG

képletek alapjan e pontok deréksizogkoordinatai: E’=(a-a),

0_ o a a S ( a a 0 .
E,=(-a4a),B ( > \/_j B, ( \/E’\/EJ'A G” hiperbola agai a
masodik és negyedik negyedben helyezkednek elstaeligelye a masodik
szogfeled, aszimptotai pedig maguk a koordinatatengelyek GA és G
hiperboldk egymas konjugaltjai. Mindkét hiperboléaa jellem®, hogy
pontjaik koordinatadinak szorzata allandé (lasd g €& (10) alatti
egyenleteket).

Az eddigiekidl vilagosan latszik, hogy bizonyos sajatos helfyzet
hiperboladk egyenletex'y = k=allandd (11) alakd. Természetesen adodik

ezek utan a kérdés: a (11) egyenletet kiedédix,y) szamparoknak

megfele6 M’ pontok milyen alakzatot irnak le egyOy derékszog
koordinatarendszerben? Ez az alakzat edyesdlari hiperbola lesz &
allando barmely zérotol kulonbéxalds értékére.
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Val6ban, ha az - y* =2k (12) egyenldt egyend szart hiperbolat
7—7 szdggel elforgatjuk, akkor olyan hiperbolat kapuakielynek egyenlete

éppen a (11) alatti egyenlet leszk&s —k értékeknek megfelélhiperbolak
egymas konjugaltjai. Ak >0 értékhez tartozé hiperbola val6s tengelye az
elss szogfeled, a —k értékhez tartozé hiperbola valés tengelye pedig a
masodik szogfelez Jeldlje ezeket a hiperbolakatés K". Ezek féltengelyei:

a=b=,/2[K, (k 0).
A K hiperbola fokuszpontjai (@@) (—@—@)

csucspontjai pedig(x/E,x/E), (—x/E,—x/E). A K" kojugélt hiperbola
fokuszpontjai (\/m—m) (—\/mm) csucspontjai  pedig
(\IK:=yIK) . (=yK].yK]) . E hiperbotak fokusztavolsaga/k

b) Az egyenbé szaru hiperbola, mint racionalis fliggvény grafikus
képe

Az Xy =k(k#0) egyenlett egyent szartK hiperbolat toljuk el az
(a,b) vektorral. A kapott, szintén egyénézara hiperbolat, jelolj@. A K
hiperbola(X, y) koordinatajiM’ pontjai aQ hiperbola(x, y) koordinataju
M pontjaiba transzformalédnak az= X + a ésy = y + b képletek alapjan.

A Q hiperbola egyenlete(x-a)(y-b=k= (% g y= k b x h Ha

x# a, akkor az dibbi egyenlety = bx+ ¢ alakba irhato, ahot = k- ab.
X—a

Innen azt feltételezhetjuk, hogy élsku polinomokkal értelmezett racionalis

fluggvény grafikus képe egyénlszaru hiperbola. A tovabbiakban ezt a

kérdést fogjuk megvizsgalni.

mx+ n

Tekintsik az y= f(x) = (13) raciondlis fuggvényt, ahol

pz0, M+ #0 és x#—ﬂ. Alkalmazzuk erre a flggvényre az
p
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x=x+3 és y =y-— koordinatatranszformaciot, azaz toljuk el a
p p

flggvény grafikus képét %g’_r_nj vektorral:
p P

(px+q y=mx n=( px § py mpx np ‘px 'py )m (m-px+q -n
= p°Xy = np- mc

A 5:‘;’] j: np- mq jeloléssel azx'y :iz (14) egyenletet kapjuk, amely
P

egyenb szarl hiperbola egyenlete. Nevezzikda valos szamot az f
fuggvény determindneak. Kovetkezésképpen a (13) alatti figgvény
grafikus képe olyan egyehlszari hiperbola, melynek kozéppontja a

C :(—% ﬂp]j pontban van, valés tengelye parhuzanox@y derékszod

koordinatarendszer €ls szogfeledjével, ha >0, illetve a masodik
szogfeledjével, ha d<0. Jeldlje ezt a hiperbol&df. Ennek féltengelyei:

2
a=b= |||5| aszimptotai pedig ag=-2

: , , m
illetve képzetes tengelyének egyenlste x+

. m .
eés y=— egyenesek. A valds

*tq

m-q
p
Jelolie D, és D, a T hiperbola fokuszpontjait,C, és C, pedig a
csucspontjait. Ad eldjelétsl figgéen e pontok derékszddcoordinatai

a 0 >0 esetben:

illetve y=-x+

D, =| -3+ V25 m 25 _ 9. VB m V>
[ L Idj £p|¢’pIPJ’
e B33

a 0 <0 esetben:
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4
A T hiperbola fékusztavolsag®, D, =|—\/F :
P
Jeldlje T aT hiperbola konjugaltjat. Hogyan kapjuk meg a

egyenletét? Azy = —iz (15) egyenldt hiperbolanak {_ﬂ,r_nj vektorral
p P P

valé eltolasaval, azaz alkalmazva a (15) egyenletze x =X -4 és
p

m . .y
y =Yy +— koordinatatranszformaciot:
Y

x’y:—% - (x+ﬂj(y—r—nj:—% = (px+ g( py- Mm=-0 =

P P
= (px+q) py=(p¥ g md = ( px § py mpx REJ.
20
mx+ n-—
Tehat aT" konjugalt hiperbola egyenletg= f"(x) :—+p. (16)
pX+(q

A T" konjugalt hiperbola determinansa:
5‘3:[n—2—p§J p—-mg= np- mg20=90-20=-0,

azaz al determinansanak ellentettje.

Jeldlie D, és D, a T" hiperbola fokuszpontjaitC,’ és C, pedig a
csucspontjait. A0 elsjelétl fliggéen e pontok derékszdcoordinatai
a 0 >0 esetben:

Daz(_q+x/2_5 m_@] DDZ[__CI_@ m @]
1 ) p ’

—+

p [dp [d P | b
Clu_(_Lﬁ,r_n ﬁj,cgz[ _q_ﬁ,_mﬁ]
p [d'p | Pl p |

"IN TRCEE
SO O e B - R
Cl‘( o 18 P m}cz { . Haj'



Most vélaszolunk a feltett kérdésekre: bar az (2),illetve (3) alatti
egyenletek alakjukat tekintve Iényegesen kulénbkzagymastol, mégis
mindegyik egy-egy egyefl szart hiperbola egyenlete. Hogy ezek a

hiperbolak milyen kapcsolatban vannak egymassal? adax® - y* =4
egyenlet hiperbolat elforgatjukg szoggel akkor az xy=2 egyenlet

hiperbolat kapjuk. Toljuk el axy =2 hiperbolat a(2,3) vektorral. A kapott

hiperbola egyenletd{x-2)(y-3)=2< (x-2 y= 3x- 4 Ha x# 2, akkor
= 3X_24, ami éppen a (3) egyenlet. Osszefoglalva: ¢1)42)-6t IZT
X_
szoggel valo forgatassal, (2§i(3)-at pedig 6(2,3) vektorral val6 eltolassal
kapjuk.

c) Mddszertani javaslatok a kupszeletek tanitasahoz

Az 1990-es évek elejéig a romaniai iskolarendszeebklpszeleteket
tanitottuk mind az elméleti liceumokban, mind akkbaépiskolakban, a XI.
osztalyokban. Akkor még az analitikus mértan kilérgyként szerepelt a
tananyagban és emellett még a tanterv tartalmalitee@ris algebra elemeit
(matrixok, detrminansok, linearis egyenletrenddzgerés a metematikai
analizis elemeit (sorozatok, hatarértékek, folyssdg, derivaltak, figgvény-
abrazolas). Az azdta eltelt dlden  végrehajtott  tdbbrendbeli
reformintézkedések kovetkezményeként ma mar a lklgtek csak az
elméleti liceumok @gimnaziumok) real profili osztalyainak tanterveiben
szerepelnek. Ezek a tantervek csak és kizarOlagpszkletek kanonikus
egyenleteinek az oktatasat irjak.el

Az ellipszis és a hiperbola konjugalt irAnyokra atkozé illetve a
parabolanak a tengelyirany és egy é&indiny szerinti egyenlete az
értekezésben targyalt formdban, a szikséges médgasabti fogalmak
miatt, csak diskolakon, egyetemeken, tanar-tovabbkdd@n stb. vezethét
le. Viszont a 4.2. és 4.3. alfejezetek eredményeimameretében a
kupszeletek tanitasara javasolnék egy olyan medjkézte amely mar
kozépiskolas szinten alkalmazhaté és amelyet dbalépésekben lehetne
megvaldositani:

1. a ferdeszd@y koordinatarendszerek és a paralel- vagy

kontravarians koordinatak bevezetése

2. a derékszdg koordinatarendszerek és a deréks$z&gordinatak

bevezetése

3. akupszeletek kanonikus egyenleteinek a levezetése
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4. a kupszeletek egyenleteinek felirasa sajatos higlyieedeszod
és derékszdgkoordinatarendszerekben
A 4. |épést most leirom részletesebben, dedmed a szamitasok egy részét.

I. LegyenekF, ésF, az ellipszis fokuszpontjai. AzOy ferdeszog
koordinatarendszert vegyuk fel gy, ho@ykezdspontja az|F,F,| szakasz

felezdpontjaban legyen, tengelyei pedig ne essenek eggbeFF,
egyenessel. A tovabbiakban kontravarians koordkbaia dolgozunk. A
tengelyek hajlasszdgét jeloljiR-val, a sik tetsdeges pontja pedig legyen
M :(x, y). Az ellipszis azorM pontok mértani helye a sikban, amelyekre
MF, + MF, =2a, ahol a>0 és 2a> FF,. Ha az ellipszis fokusztavolsaga

FF,=2c, F,=(a,p), akkor F, =(-a,-f) és az ellipszis egyenlete:
J(x=ay +(y=p)° +2(x-a)( y- ) cosp +

+J(x+a) +(y+B)’ +2(x+a)( y+ B)cod = 2a.
Atrendezések és kétszeri négyzetreemelés utarlalzi @gyenletet kapjuk:
(a2 - cz+,823in26?) x>+ 2[( a’- cz) cod-ap sirf@} Xy

+(a2 -c? +azsin20) y?= az( a’- c2)

A b® =a’ - ¢ jeloléssel az ellipszis egyenlete a kivetkiesz:
(b2 +,823in249) X2+ 2( b® co®-ap sir?&) xy+( b’+a? sir’r&) y’= a’b.
Ha azx-tengely az ellipszist & =( P, O) pontban, ay-tengely pedig
aW =(0,q) pontban metszi, akkor
(0? + B?sin’6) p?= a’b? és( b*+a ? sirfd) g’= a’b.
Tehat az ellipszis egyenlete igy alakul:
a2b2 2 2 ﬁ a2b2 _ a2 tf
- X +2(b cosf-ap si 9) xy+? V= .
Most kimutatjuk, hogy ha a@V ésOW konjugalt iranyok, akkor az
Xy-0s tag egyutthatdja nullaval egyénlFigyelembe véve, hogy

¢’ =a®+ [?+2af cosd, az alabbi eredményeket kapjuk:

2(b? cost- a3 siﬁ0)=$( P cokd- @B c# sih)=

=$[2b2 cog 6?+(a2+,[>’2— c2) sinzé?] =
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212 2142
=L (2, a0 s oncoga- ¢ sirf@j:

cosd\ p° ¢
212 2
=L [, aEZ—szsinzé?—czsinzé?j:
cos@é\ p q
212 2
=1 atz) + afz—azsinzé?—bzsinzﬁj=
cos@é\ p q
2 2 2
_ath azszp22+ qj—sinzﬁ .
cosd | p°’gc a+b

Ha azOV és OW konjugalt irdnyok, akkor érvényesek Apolloniosz
ellipszisre vonatkozé tételei: az ellipszis konjagafélatmébinek

négyzetdsszega?® +b?, illetve az altaluk meghatarozott haromszog teriilete

a_2b. Ebl addéddan p®+q° = a®+ ¥ és sind :2—2. Kovetkezésképpen az

Xy-0s tag egyudtthatdéja nulla lesz és megkapjuk azpszlis konjugalt
2 2

- X )
iranyokra vonatkozé— +L2 =1 egyenletét.

Az elsbbi levezetés elvégezidern hiperbolara is. A-b*=a’- ¢’
jeloléssel & hiperbola egyenlete a kovetkelesz:

(0? - Bsin?8) x*+ 2( b? coB + ap sintd) xy+( P-a ? siff) y*= ab.
A H konjugalt hiperbola egyenlete pedig:
(b? - B?sin?8) x*+ 2( b? coB + ap sintd) xy+( P-a ? siff) y*=- &b
Ha azx-tengely aH hiperbolat av =( p,0) pontban, az-tengely pedig aH
konjugalt hiperbolat & =(0, g) pontban metszi, akkor
(b2 —,stinzé?) p’=a’b’ és( b*-a? sinzﬁ) g°= - a’b.

Tehét a hiperbola egyenlete igy alakul:

a:)Ez x* + 2(b2 cosf+ap sirfé?) Xy—
Most azxy-0s tag egyitthatdja:

2(b? cosg+aB sirf 6) = a;—;(_ SEZZZ ng: g+sin2 9].

Az ellipszisre vonatkozé Apolléniosz-féle tételekne megfeled
tulajdonsagok a hiperbolara a kovetdezppen modosulnak: a hiperbola

konjugélt félatmésinek négyzetkilbnbségea® —b?, illetve az &ltaluk

&L
q2

y=an.
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meghatarozott haromszog terUIe?Zg. Azaz hiperbolarap® - g° = a*- b?,

de asin6=a—b képlet formalisan valtozatlan marad. Kovetkezépképaz
Pq

Xy-0s tag egyutthat6ja nulla lesz és a hiperbola lgatjuranyokra vonatkozé
2 2

egyenletex—z—L2 =1 alaku lesz. (Az ellipszis és a hiperbola esetdigdy
p™ q

targyalhat6 ugy, ahogy az [6]-ban a 405. oldaltélhato)

Il. LegyenF a parabola fékuszpontjd, pedig a vezéregyenese. Az
xOy ferdeszd§ koordinatarendszert vegyuk fel tgy, ho@ykezdpontja a

(dF félsiban legyenx-tengelye pedig legyen nidegesd-re, de ne essen
egybe a parabola tengelyével. A tengelyek hajlagszi@loljik 8-val, a sik
tetssleges pontja pedig legyeM =(x,y). A parabola azorM pontok

mértani helye a sikban, amelyek Bzponttdl és ad egyenestl egyenb
tavolsagra vannak. AD pontnak ad egyenesre ésmeleges vetlletét

jelolie A, az |OA szakasz hosszat pedig(a>0). Az A pont kontravarians
koordinatai A= (-a,0) és haF =(a,3), akkor a parabola egyenlete:

\/(x—a)z +(y—,8)2 +2(x-a)( y-B)cosd = at+ x+ ycod.
Négyzetreemelés és rendezés utan az aldbbi egtekdpjuk:

(sin2 6?) y’-2(a+a+pBcod) x- $acof+a ca+pf)y=

=a’-a’-B’-2afcodb.
Ha azO pont a parabolan van, akk@A= OF = a’=a®+ 3°+2afcos.
Ekkor a parabola egyenlete:

(sin2 6?) y’-2(a+a+pBcod) x- $acof+a cad+pf)y=
a-a f

2 ’Ej

felezdpontjan, akkor aXy tengely azO pontban érinti a parabolat. Ekkor
a=aésp(B+ 2r cod)= . Ha B#0, akkor a parabola egyenlete a
kovetked lesz:
(sinze) y?=2(2r+ B cod) x= 0= (sinze) y? = 2( - co§6?) X o
(sinzé?)y2 = 4a(sir129)x = Yy =4ax - y*=4ax - y>=2AX,
ahol A =2a. Ez utébbi egyenlet éppen a parabola egyenletagetyirany és
egy érinbirany koordinatarendszerében (lasd 4.2. c) alphntda pedig

Ha az Oy tengely atmegy az|AF| szakasz P:(
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L =0, akkor azx-tengely egybeesik a parabola tengelyével, azaegiraz
F fékuszponton,N = O, H:g és A = AF = p. Ebben a sajatos esetben a

parabolay® = 2 px kanonikus egyenletét kapjuk.

A parabola a kdzépiskolai tantervekben tébb helgerbfordul. A
romanai iskolarendszerben a didkok a parabola rugadl ebszor 1X.

osztadlypan  talalkoznak, mint az f:R - R, f(x)=axX +bx+ ¢
(a,b,cR, a# 0) masodfoka fuggvény grafikonjanak mértani képével.
Késibb, XI. osztalyban bevezetjik a parabola szabatiemmatikai fogalmat
és levezetjilk y*=2px, (pOR,) kanonikus egyenletét. A fiiggvények
tanumanyozasa soran tanitjuk &z[0, +o) - R, f (X)=+/x négyetgyok-
fuggveényt, amelynek a grafikus képe egy ,félparahdNagyon fontos, hogy
a kozépiskola ideje alatt vilagosan tisztazzuk uatositsuk a diakokban,
hogy a parabola fogalma bevezethetemei geometriai uton, fliggvénytani
fogalmakkal és analitikusan. Ezeknek a didaktileadiéseknek a taglaldsaval
részletesen foglalkoztaModszertani javaslatok a parabola tanitasaloami
cikkemben (Matlap, VI. évf., 2002 januar, 1. sz&at).

lll. Most foglalkozzunk a hiperbolaxy=k alaku egyenleteivel,

konkreét feladatokbdl kiindulva.
2 2

1. irjuk fel az %—% =1 kanonikus egyenléthiperbola egyenletét

aszimptotainak XQY koordinatarendszerében.
Megoldas.Mivel ¢® = a®+ b* =16+ 4= 20, ezért a kért egyenlet:
XY=C—2 = XY:£) = XY=5.
4 4
2. irjuk fel az x*-y*=10 egyend szarl hiperbola egyenletét
aszimptotainak XOY koordinatarendszerében.
Megoldas.Mivel a® =10, ezért a kért egyenlet:
a’ 10
XY=— « XY== = XY=5.
2 2
3. Az x¥*-y*=10 egyend szaru hiperbolat forgassuk &5 -kal.
irjuk fel a kapott hiperbola egyenletét.
Megoldas. A sik aktiv szemlélét ¢ szdggel valé rotacioja utan az

M =(x,y) pontM'=(xX,Yy) képpontjanak azOy rendszerbeli koordinatai:
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X = Xcosp - ysing ,y= xsigp+ ycog Mivel most ¢=45, ezért

X = XCOSp — ySing = X cos45- y sin4&i( Xy és
J2
y = xsing + ycosp = x sin45+ y cos4&i( x+ }). Tehat

J2
Xy :%(x2 - yz) :—;DO: 5, azaz az elforgatott hiperbola egyenlete szintén

xy =5 alaku.
Az eredmények diszkusszidjaBar a fenti harom szampélda eredménye
latsz6lag ugyanaz azxy=5 alaku egyenlet, mindharom esetben ezek

killdnboz hiperbolak egyenletei. Eppen ezért egy hiperbela adhaté meg
az xy = k alaku egyenletével, még akkor sem, ha egysnéru hiperbolardl

van sz0. Amint az ébbi példakbdl is kidertl, axy = k egyenlet lehet egy
egyenb szaru hiperbola aszimptotaira vonatkozo egyenaty egy egyedl
szaru hiperbolad5 -al val6 elforgatottjanak az egyenlete. Ha pedignne
egyend szaru hiperbolardl van szo, akkor &g = k alaku egyenletén kival
még meg kell adni vagy a féltengelyek egyikénekshat vagy egyik
aszimptotgjanak az-tengellyel bezart sz6gét ahhoz, hogy a hiperbola
egyértelnien meg legyen hatarozva. Tehat az olyan feladatalgy
JAbrazoljuk az xy=k egyenlei hiperbolat” nincsenek helyesen tkite
vagy csak akkor fogadhatdék el mégis, ha hallgatdag egyewl szaru
hiperbolara gondolunk.

4.4. Az altalanositott Fermat-pontok metrikus jelleése

El6zmények. A haromszég Fermat-pontjai a Pierre Fermat
(1601-1665) altal a XVII. szazad kozepe koril fedealabbi problémaval
vannak kapcsolatban:

Adott ABC hegyesszbiparomszog sikjaban hatarozzuk meg azt a P
pontot, amelyre a PA+PB+PC 0sszeg a legkisebb.

Ennek a feladatnak és a kulonBdaltalanositasainak megoldasaval
sok matematikus foglalkozott, koztik Jacob Steinst Ezért a
szakirodalombamz ebbbi feladata Fermat-Steiner problémaéven ismert.

A tovabbiakban nem a Fermat-Steiner probléméat tdogy, ellenben az
egész kérdéskor rendkivil gazdag szakirodalmabtdkinéhanyra:

1. H. Mowaffaq,An Advanced Calculus Approach to Finding the Fermat
Point, Mathematics Magazin&7, 29-34, 1994.

2. Shay Gueron and Ran Tessl@ihe Fermat-Steiner ProblemJhe
American Mathematical Monthl{09, 443-451, 2002
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3. P. G. SpainThe Fermat Point of a TriangléMathematics Magazing9,
131-133, 1996.

4. J. Tong and Y. S. Chu&he Generalized Fermat's Poin¥jathematics
Magazine68, 214-215, 1995.

A Fermat-Steiner probléma torténeti attekintése talélipatdo 2.-ben. Most
pedig ratérink a Fermat-pontok altalanositasarae épontok metrikus
jellemzésére, a trigonomtria és az analitikus gdneeeszkdzeinek
segitségével.

Ha azABCharomsz6@C, CA, ABoldalaira kifelé megszerkesztjik a
BCX,, CAY, ABZ egyenb oldall haromszogeket, akkor

+AF, + B+ CE = AX = BY= CZ (I)
ahol {F} = AX,n BY, n CZ azABC haromszog efs(kiils5) Fermat-pontja.

Minusz jelet anndl a tagnal vesziink, amelynek melgfesicsszdg nagyobb,
mint120'.

Ha azABC haromsz6@BC, CA, ABoldalaira befelé szerkesztjik meg
a BCX,, CAY, ABZ egyend oldald haromszogeket, akkor

+AF, + BF, + CF, = AX,= BY= CZ, (ll)
ahol {F,} = AX, n BY,n CZ az ABC haromszg masodik (b&lsFermat-
pontja. Minusz jelet anndl a tagnal veszink, amelynek eleljf csicsszog
nagyobb, mint60’ .

Most azt vizsgaljuk, hogy ezek az ismert 6sszefsiggéhogyan
modosulnak abban az esetben, h&ABZ haromszég oldalaira kifelé illetve
befelé, harom egymassal hasonld haromszdget épitink

A bizonyitdsok sordn hasznalt képleteketbbl felsoroljuk, majd
igazoljuk azokat:

Sin2A+ sinB+ sinZ= 4sim siiB sik (2)

CosZA+ cosB+ cosQ=- 41 4cos cBs oC (2)
sin AcosBcosC +sinBcosC cosA+sinC cosAcosB =sinAsinBsinC — (3)

cosAsInBsINC +cosBsinCsinA+coLsinAsinB =1+cosAcosBcoL (4)

sin® A+sir’ B+ sif C= 4 ¥ coA coB cdd (5)

cod A+ coéB+ co5C= 4 2co8 cd® c6 (6)
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Az (1) képlet bizonyitasa:
sin2+sinB+ sing= 2sifo+p) cdsi-p)+ 2sin cps

:4COSG _B+y COSEX_B_V
2 2

siy= 4sia s sy.

A (3) képlet bizonyitasa:
sinAcosB co+ silB co€ co& sl cds cBs
=sinAcosB coC+ cod s{B+ Q =sinA(cosA+ coB cof) =

=sinA[— co{ B+ C)+ cosB co§]= SiA siB sif

A (4) képlet bizonyitasa:

CcosA sinB sirC+ co8 sit sii+ coS SiA SigF

=CcosA sinB sinC+ sinA siiB+ Q) = cosA sinB sirC+ sih A=

=1-co$ A+ COSA sirB silC=1+COSA(~ COA+ siB silT) =
=1+cosA| co§B+C)+ siB siC|= 4 cod cB c6.

Az (5) képlet bizonyitasa:

sin® A+ sir? B+ sirf C:g——;( cosA+ cosB+ cos=

:g+—;(1+4cosA coB cof)= (24 cos c@ COk

l. A haromszdg el§ altalanositott Fermat-pontja

Az ABC haromszdg oldalaira kifelé épitstik fel az egymiasasonlo
BCD, CAEésABF haromszogeket gy, hogy( BAFx) =a = n{ CAE),

m(CBD«x)= 8= n{ ABRt), m( ACEx)=)y= n{ BCEx).
Mivel A+B+C=n=a+fB+y, ezért m(BDC«)=a, m(CEAL)=g,
m( AFBx) =y.

Az ABChéaromszogre vonatkozo baricentrikus koordinatakbgank
dolgozni. A Conway-féle képletek alapjanDa E, F pontok baricentrikus
koordinatai:

D:(—a2,3y+ S $+ §),E:(Sy+ S,—- B, S+ AS)
F=(S,+8. $+ 8- 9.
Az AD, BE, CF egyenesek egyenletei:—(8ﬂ+ %) y+( S+ §) z0,

(S,+8) x($+ § =20, -(S,+8) »($+ § ¥0.
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Mivel barmely két egyenletet 6sszeadva a harmagljlersiet (-1) -
szeresét kapjuk, aAD, BE és CF egyenesek egK pontban metszik
egymast. Ezt & pontota haromszog edséltalanositott Fermat-pontjgak
nevezzuk.

A K pont baricentrikus koordinéatai:

=((se+s)(5+ 8):( 5 (.8 B(.8 Ibass)s

_( 1 1 1 ]

(s+s st s s S

Vezessik be a kovetkefelolést: A =A(A B,C.a,B,y) =
:sinAsinBsinC( CtA siha + ct@ smB+ ct§ siy+ 2sin gh $4)|=

:%(S/Asinza+ S sirf B+ $ sify+ 2Ssim siB sip).

a) Az AD, BE ésCF szakaszok hossza

Az AD, BE ésCF szakaszok hosszanak kiszamitasahoz felhasznaljuk
az alabbi jel6léseket:

cosf . coy S sir
t,=S,+ S = $otgs+ Betgy= |S + sin G+
A ¥ ¥ (sinﬂ sinyj sing siry r( ) s sipr
Ssing Ssiny
t,=S+§=——7T—,t=5+§=——"—.
pEITI sinysinag ' 3 sina sing

A D, E illetve F pont koordinatainak Osszedg, t; illetve t,. Az AD
szakasz hossza:

ap== (@) s+ (5+ 8 st & F s

=2 @2 )(@s 5+ sk 55 Sis

=) s s i 5 5 55

=1 (@4 S _SiMa  Scosy, S cosh
t, S, sin ﬂsmzy S s|rFy 'S sidg
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=_i\/azsin2,85in"y+ Bsiw sif sip+ § sfio+ S S8 g+ S & Gie

-—\/S sinfa+ S, sirf B+ S sirfy+ 2Ssimr s sip = R\/;
sina sina
Tehat: AD = ZR\/_, BE = 2RVA , CF= ZF,{\/Z (7)
sina sing '’ siny

A (7) képletek alapjanAD $ina = BE[$inB3 =CF [$iny = 2RVA.

b) Az els altalanositott Fermat-pont tavolsaga a vonatkoztatsi
haromszdg csucsaitol

A tovabbiakban kiszamitjuk a&K, BK ésCK szakaszok hosszéat. A
K pont koordinatéinak 6sszege:

®=(S;+8)($+ 8)+( 5 J( .8 F(.8 )B4
=St Sut Sut 5t St St S c)sae( A4S ) S+6 #S) S
—a’§,+ g+ g2 &
Igazoljuk, hogy
sinasin,Bsiny( ctgr sihnA+ ctf siB+ cjg siIC+ 2sih sih sﬁy]:/l.
Valéban
sina sing siny( ctgr sinA+ ctf simB+ cjg siIC+ 2sik sh ml)|=
:sinAsinBsinC( CtA sina + ct@® siB+ ctg siy+ 23in gh $1')1«:»
= cosa sing siry sihA+ sir cg8 sjin SiB+ sn $n  g¢os ‘dBF
=CosA sinB sirC siha+ simA coB si@ Sif+ siA siB cGs *gin-
= cosa(comr+ cof cgg S+ cp{ B3 oos kps ’Bin
+cosy( coy+ cog cq8) SiIC= co§ cas @s s *ain
+cosB( coB+ cOA co§) siB+ c@® cO chbs dhs ’pir
- sif Acoda+ siiB cdB+ siC cég+ avs ¢ds )z@s ‘#A °Bin 2@#
=sirf a cod A+ sinfB cosB+ sfiy c8€+ cds dBs C()s ‘gin °Bin 2y§i|a»
= coS a+ cod [+ co%y—( CGA+ cO8+ cﬁ@)+
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+2cogr cof cgf A cfs Bs s  26os Bos Gos b cof cgg =(bs

=1-2cogr cof cgg- L 2c6s @®s (s  2cos fcosy€os  ARcoB o8- 0
ami igaz.

Tehét

A =sina sing siny( ctgr sihA+ ctf smB+ cjg SIC+ 2si sB ﬂ]:

_sinasing siny;_, sir sin3 smr
= a’S, +FS+ ¢ S+2 §=
4R*S (28 + B+ ¢ pr2 9= 4R*S

Az AK szakasz hossza:
AK—l\/ s+ 9)( st g}] s ,8 )é( .8 )’S+5,+9)(s+ 92 SIS
S Sl lsrsrse f o( 0 F 8(,8 )5 s

LS s (s o o m § o

[s+8l, _|$* $21 _ sina ]
® ADL = ®  sina 2R\/_|S’ §l= 2R\/_S|nAtsm( pea)|=

\/_‘sm A+a‘ \/_‘sm A+a‘

Tehat AK =

|sin(A+a)|, BK :m‘sin( B+ )|,

be
2RJA

b | .
CK = aﬁ‘sm(c+y)‘. (9)

c) Az AK, BK ésCK szakaszokra vonatkozé dsszefliggések

lgazoljuk az alabbi feltételes trigonometriai azesdgot:

1. besinasin(A+a)+ casinBsin(B + B) + absinysin(C + y) = 4R?) .
Valéban

besing sin A+a) + casing siffi B+ 8) + absiy s Gy) =

=4R?sinBsinC sin( sinA cog + sim cof +

+4R? sinC sinAsin3( sinB co§+ siffi coB+

+4R? sin AsinB siry( sinC cog+ sip co8) =
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:4R"sinAsinBsirCE ctpsito+ o i+ c§ S+ sim2  SHR 3’@)/2]:
=4stinAsinBsinC( ctAsifa+ ct@ s+ ci§ Spt+  2sin Bin \S)FF =)
Mivel A+a+B+pf+C+y=2n, az A+a>n, B+p>n, C+y>n

egyenbtlenségek kozll csak egyik teljesuilhet.
Ha A+a<n, B+f<n, C+y<n, akkor aK pont azABC haromszdg

bels pontja és az 1. azonossag alapjan

AKsina + BK sing + CK siny = R/A = ADsimr= BE sif = CF sip. (10)
Ha példaulA+a > 7, akkor

~AKsina + BK sinB+ CK siny= 2R/A = ADsim = BEsif= CFsip. (11)

II. A haromszdg masodik altalanositott Fermat-pontja

Az ABC haromszo6g oldalaira befelé épitstik fel az egynhdmssonio
BCL, CAMésABN haromszdgeket ugy, hogy

m(BAN«)=a = n{ CAMk), m(CBLx) == n{ ABN),
m(ACM«)=y=n( BCk:). Mivel A+B+C=n=a+p+y, ezért
m(BLCx)=a, m(CMA«)=43, m(ANBx)=y. Az AL, BM és CN

egyenesek egy pontban metszik egymast. EztTapontota haromszdg
masodik altalanositott Fermat-pontjak nevezzuk.
A masodik atalanositott Fermat-pontra vonatkasalményeket agy

kapjuk, hogy az I. rész képleteibent (-a)-val, B-t (-B)-val, y-t (-y)-
val helyettesitjik.
A Conway-féle képletek alapjan 4z M, N pontok baricentrikus

koordinatai:

L=(a"5-8,$- § M=(5-%.6, 8- 5

N=(S,-S. $- 8 7.
Az AL, BM, CNegyenesek egyenlete*'r:(Sﬂ - %) y+( S- §) z0,
(S,-8) x($- § =20.-(S,-38) »($- § ¥o.

A T pont baricentrikus koordinatai:

T=((5-8)(5- (5 H .5 Bl IbsSd)s

:(1 1 1}
S-S $-8% 5 &
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Vezesslk be a kovetk&pelolést: p = /J(A, B, C,a,,B,y) =
=sinAsinB sinC( ClA siha + ct® smB+ ct§ siy— 2sin gh $fi)1=

=4—1R2(5A5in2a+ S, sif S+ S sirfy— 2Ssim siB siy()_

a) Az AL, BM ésCN szakaszok hossza

Az AL, BMésCN szakaszok hossza:
2R 2R
AL=2R\/z BM = \/ﬁ CN=—\/Z. (12)

sing sing siny
A (12) képletek alapjan:

AL[$ina = BM [8inS =CNBiny =2R/u. (13)

b) A méasodik altalanositott Fermat-pont tavolsdga aonatkoztatasi
haromszdg csucsaitol

A T pont koordinatainak dsszege:

r=(s,-s)($- 8)+( 5 S(.5 F(.8 6,545

=St St St 5 S (5 S.q S )6 #S) F

=-a’S, - §- ¢s+2 5= B8 S ‘g2 7).

Hasonldéan, mint az 1.b) pontban igazolhat6, hogy

y=sinasing siry( ctgr sinA+ ctf siB+ cig SiIC— 2sih s 1@1:
sina sing siny(_, simr sifB si

) 4R2[; Fla's B+ 52 §=- 4R2¢; o

Az AT, BT és CT szakaszok hossza: AT = be sinA-aj,
2R

ca _. ab .
BT =——=sinB-4,, CT=——=—sinC-). (14
2R\/zsm| A 2Rﬁ8|d voo(14)

c) Az AT, BT ésCT szakaszokra vonatkozé dsszefliggések

Ervényes az alabbi feltételes trigonometriai azeégs
1. besinasin(A-a )+ casin Bsin(B - )+ absinysin(C - y) = -4R?u .

112



Mivel A—a+B-4+C-y=0, az A>a,B>p,C>y egyenbtlenségek
kozul egyidejleg legfennebb ksttteljestilhet.
Ha példaulA<a, B>3, C >y, akkor az 1. azonossag alapjan

ATsina -BTsing-CTsiny = ZR\/ZI = ALsina =BMsing =CNsiny . (15)
Vagy haA<a, B<[3, C>y, akkor
ATsinag +BTsing-CTsiny = ZR\/ZI = ALsina = BMsing =CNsiny. (16)

[ll. Sajatos eset

Ebben a részben alkalmazzuk az alabbi képleteket:
1) abc(ctgA+ ctgB+ ctgQ) = F( a+ b+ &),

2) sinAsinB sinC( CtA+ ctdd+ ctg:+\/_)3=
=1++/3sinA sinB sinC+ co#A coB cdd
3) sinAsinB sinC( CtA+ ctdd+ ctg:—\/_)3=

=1-/3sinA sinB sinC+ cos\ coB cad
Az 1) képlet bizonyitasa:

abo{CtgA+ cigBr ctg() = COsA, o8B, Cogj: o Rathe 0B, OB, O5_

sinA sinB  sinC a b C
=R(2bccos A+ 2cacosB- 2ab cosP= (-'zzbr - % %e ‘a b ‘a %b 3(;
= R( &+ R+ 6)

A 2) és 3) képlet bizonyitasa:
sinAsinBsirC( cto+ ctdpr ctg:t\/_ )& SiA SiB s

o, 58, 08,
sinA sinB sinC

=CcosA sinB sirC+ co® siit sif+ co8 siA sidv 3sih s 9B
=1++/3sinA sinB sirC+ COA coB CGG.

Ha a=pB=y=m/3, akkor K=F, ésT=F,, ahol F, illetve F, az ABC
haromszog ets illetve masodik Fermat-pontjaX(, illetve X,, [9]-ben ).

Ebben az esetben
T T 1T

/]D:A(A B,C,E,g,—gj:%sinAsinBsinq ctg+ ctdBr Ctgj}x/_)&

(a2+b2+ c2+4\/_%):%(1+\/_35inAsinB sinC+ CcosA co8 c@

32R?
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7T7T7T

3
A B,C—,—,—|=—=sinAsinBsing ct ct ct
1= u( 573" 3} . q ctgv cir ctg-V

_ 3 2 W2 2 _ _ , : .
_32R2(a +b"+cC 4x/_3A)—Z(1 J3sinAsinB sinC+ cosA co8 co@
A (8) képletek alapjarAD = BE = CF :%ﬁ. (17)

A (9) képleteklﬁl kovetkeden pedig
sin| A+— j =
2RJ_ ( 2RJ_
sinf C+— j (18)
2RJ_ (

Ha A<271/3, B<2m/3, C<27m/3, akkor
AF, +BF, +CF, = 2R /1 = AD=BE=CF . (19)

NE

AF, = BF, =

ofo:)

CEF =

Ha A>27/3, akkor

'\/_

A (13) képletek alapjanAL=BM =CN =—/ /.

NE

(21)

be sir{A—ﬂ‘
2R p” 3f

BF, =——sin|B ————sinC

2R\/7 1 = 2R\/7

A (14) kepletekBl kovetkeden pedig AF, =
E‘- (22)
Ha A<7m/3, B>m/3, C>7j3, akkor
4R

AF, - BF, -CF, =ﬁ1/yD =AL=ME=NF. (23)

Ha A <7m1/3, B <71/3, C >71/3, akkor
AF, + BF, -CF, =%\/ﬁ= AL=ME=NF. (24)
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IV. Modszertani elemzések és a témahoz kapcsoléds m
eredmeények

Torténetileg tekintve a klasszikus vagy sajatos lyzedii
Fermat-pontokra vonatkozd eredményeket (amikor #dalakra épitett
haromszogek egyehl oldaliak), hosszu & alatt, az elemi geometria
eszkozeinek igénybevételével értek el a kilodkkirok matamatikusai. Ezek
kozott igen fontosak az ennek az alfejezetnek &pérelkozolt metrikus
relaciok, az (I) és a (llI). Mivel e relaciok fuggdna ABC vonatkoztatasi
haromszog természebéti(hegyes- vagy tompaszbgset), levezetésik elemi
geometriailag sem egys#eés Hleg hosszadalmas, ha a sok lehetséges esetet
mind figyelembe vesszik. E médszer egy masik hgsrdmogy nem adja meg
peldaul azAX,; és AX, szakaszok hosszat ABC vonatkoztatasi haromszdg

elemeinek figgvényében. Az emlitett hatranyokaamalitikus megkozelités
részben ellensulyozza, de ami ennél fontosabb, lebgpbvé teszi a probléma
altalanositasat, mégpedig egységes targyalasbaekEnmodszernek viszont
az a hatranya, hogy elég sok és alkalmasint botiytaolypnometriai feltételes
azonossagot hasznal és helyenként sok szamitageigé

Az itt bizonyitott trigonometriai azonossagok kozGiéhanyat fel
tudtam hasznalni az altalanos Napoleon-haromsztayéketeinek 6sszegére
és kilénbségére vonatkozé két fontos eredmény éddsere (lAsd’he sum
and difference of the areas of Napoleon triangle=aching Mathematics and
Computer Sciencel (2007), p. 99-108). Pontosabban a fenti cikkbenlar
van sz0, hogy ha a jelen alfejezet feltételei niedleBCD, CAE és ABF
h&dromszdgek koré irt korok kézéppontjdit V ésW jeldli, a BCL, CAMés
ABN haromszoégek koré irt korok kbzéppontjait pedig V' ésW', akkor az

UVW és UV'W' Napoleon-haromszégek terileteire fennallnak abbala
dsszefliggések:

J[UVW]+0'[U’V'W]:%( 3ctga + BetgB + éctg/),
o[UvW]-a[UVW]=0[ ABG,
ahol g[ABC|] az ABC haromszdg teriletét jeldlia, B ésy pedig az
oldalakra épitett hasonldé haromszogek szogeinekekedr
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4.5. A Kimberling-féle sejtés igazolasa kontravargn
koordinatak alkalmazasaval

El6zmények. Az alabb kiévetkez sejtés igazolasaval nagyon
sokat foglalkoztam, kilénb&zZoordinata-fajtdkat alkalmazva és prébalva ki.
Miutdn az egyik Vvaltozatot cikk formdjdban elkilite a Forum
Geometricorummeui folyéirathoz, végul egydszerkeszti észrevétel alapjan
sikerllt a szamitasokat lényegesen csokkentenanTaehnek a cikknek a
megiradsa soran tudatosult bennem igazan, hogyeteittj valojaban egy jo
Otlet, hogy az mennyire mas iranyt szabhat egy @&aan probléma
targyalasanak. Az analitikus modszerek hatékonygkam, szinte biztosan
elvezetnek a megoldashoz, de altalaban szamitagagék. Ezt a hatranyt az
elemi geometriai modszerekkel esetenként ellengaiydehet, de igen
gyakran ez egy eredeti Otlet meglétét feltételeta. az otlet ,kipattan” a
megoldas éitt vagy koézben, akkor nyert Ggytnk van. De ha nakkor
kénytelenek vagyunk valamilyen mas (nem elemi) geoai eszk6zhoz
folyamodni. Alabb a Kimberling-sejtés igazolasanak el$ valtozatat
mutatom be.

Az ABC haromszdg magassagainak 0BC,M OCA N OAB

talppontjai altal meghatarozottMN haromszdgetalpponti, (4.4.1. abra) a
beirt kbrnek az oldalakkal val® O0BC,EOCA F O AB éritési pontjai altal
meghatarozotDEF haromszoéget pedi@rintd hdromszogek (4.4.2. abra)
nevezzuk.

4.4.1. abra
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A F B
4.4.2. dbra

Az aldbbi kérdés-sejtés Clark Kimberlidhszarmazik (Kimberling,
C.: Triangle Centers and Central Triangl€sangr. Numer129, 1998, 274.
oldal):

Az ABC haromszog talpponti haromszdgének &rigs éring
haromszodgének talpponti haromszége homotétikusak?

A levezetések és bizonyitasok soran hasznalt é&tetrigonometriai
azonossagokat @&zor felsoroljuk, majd rendre mindegyiket igazoljuk

1. acosB - bcosA=%(a2 ~b?),

. acosA-bcosB = —%(a2 ~b?)cosC,

. co A- B)cosC +cos’ B =sin? A,

. co{A-C)cosB+cos’ C =sin’ A,

bccod A- B)+(a® ~b?)cosB = ac,

bccodA-C) +(a? —c?)cosC = ab,

c(a? +b?)cosB -bc? cod A- B) = ala? - b?),
8. bla? +c?)cosC ~b?cco A-C) = ala? - ¢?).

Az azonossagok bizonyitasai:

No oA w N

1. acosB- b cosA= aaz—b2+c2_ b_a2+ o+ szi( 2A- 26):—1C( a- 6)
2ac 2bc 2C
2. acosA-bcosB= 9—a2+b2+ CZ— baz_ b+ ¢
' % 2he 2ac
:ﬁ[az(—aﬁ b + cz)— bz( - b+ 6)] =
:—E(a2 —bz)—az il —_1( 2 - bz)cosC.
C 2ab C
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3. cos( A- B) coC+ co?sB=% cqsA- Bt c)+—; cpsA B- G+ Co
=—%COSZ3——; cos 2+ c&sB=—;( 41 cosAl= Sim

5. becog A- 3+( a- 6) cosB= bccosAcos3  be sinA siriB( ‘ar 2)) cosE
:%(az—b2+cz)cosB+ bcsin AsinB= accos B bcsin AsinB

:c(a— asin’ B+ bsin Asinlgz ac- csin B asin B bsin &

7. c(& +17)cosB- bé cof A- B= { & B cosB b cosAcosB Be sinAsie

=a’ccosB+ bccosH b- ccosh- bt sinAsing

= a’ccosB+ abccosB cosG- bt sinA sinB
:ac[ acosB+ bcog B+ C)] = a¢ acosB bcosp=

=ac (2 - )= f - b).

I. A BAC normalt ferdeszdgkoordinata-rendszerben (AB egyenes
az x-tengely, aAC egyenes az y-tengely) szerepbntok koordinatéi (4.4.3.

sy A(0,0), B(c0), C=(0b), L:(%‘cosc%‘cossj,

M =(0,ccosA), N =(bcosA,Q.

4.4.3. dbra
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LegyenH az ABC haromsz6g ortocentrum@®, a haromszog koré irt
kor k6zéppontjaR pedig a sugara:

2 2
O:[Zg cosB,ZaR2 cos’:j, H :[4: COSA coﬁg CORA cij.

A tovabbiakban feltessziik, hogy ABC haromsz6g nem deréksZiog
és nem egyetibzard. AzLMN talpponti haromszog érintharomszogét
jelélje XYz (X OMN,YONL,Z0O LI\/I). Elészor igazolni fogjuk, hogy az
XYZés azABC haromszogek homotétikusok (4.4.3. abra).

Ervényesek az alabbi tulajdonsagok:

1. Az ABC haromszdgH ortocentruma aaMN haromszdg beirt
illetve azXYZharomszdg korilirt kérének a kbzéppontja.

2. Az OA, OB, OCegyenesek rendre nééegesek az.MN talpponti
haromszég oldalair@OA T MN,OB O NL,OCOLM .)

A 2. tulajdonsag alapjahiX||OA, HY|OB, HZ|OC. Tehat aHX, HY, HZ
egyenesek iranytényé&z megegyeznek azOA, OB, OC egyenesek
irAnytényedivel. A tovabbiakban meghatarozzuk a%, Y, Z pontok
koordinatéit. Ehhez szukségunk vamd, HY, HZilletve az MN, NL, LM
egyenesek egyenleteire.
A HX, HY, HZegyenesek iranytény&z
_cosC

cosB’
_ 2R*cosC _ coL
ac-2RcosB  co§ A- Q°

__ab-2R cosC__cos(A-B)

z 2R’ cosB cosB
A HX egyenes egyenlete:
Y-V, =My (x—x,) = cosCx-cosBy =
= CoC X, ~CoBLY, — acoLTX—acosB[y = 4R? cosAcos C-cog B) -
~ acosC X-acosBy = (b2 - ¢?)cosA
A HY egyenes egyenlete:
Y=Yu = mHY(X_XH) < COSCD(+C04A—C)[§/=
=cosCk, + cof A- C)0y, = acox acdsA GOy
= 4R’ cosA co8 C+ cobA- O cof -~ coflx dosx GOy a co
A HZ egyenes egyenlete:
Y=Yy =M, (x-x,) = codA-B)x+cosBy =

X

My =
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=cos(A-B) [k, + cosBly, = acof A~ BOx acosBl ¥
:4chosA{ co§ A- B coC+ cﬁsB}m cpsA- BOx coBly a co

) ) CCOSA c
Az MN, NL, LM egyenesek iranytényéz =- =——,
gy yteny@& Myn bCOSA b
m, =- ccosB _ bc m __acosA-bcosB_ &- 8
" acosA-ccosC &-¢' M bcosC bc

Az MN egyenes egyenlete:
by = —¢(x—bcosA) « cx+by = bccosA
Az NL egyenes egyenlete:
(a2 -¢?)y =be(x-bcosA) « bex—(a2 ¢ )y = b’ccosA.
Az LM egyenes egyenlete:
be( y- ccosA):( a- 5) Xes —( a- B) %x bcy Dcos .
Meghatarozzuk aX, Y, Zpontok koordinatait. AX pont koordinatait
a HX és az MN egyenesek egyenletéib alkotott egyenletrendszer
megoldasaként kapju{gcosc x-acosB Y = b* ~c?)cosh
cx+ by =bccosA
A Cramer-szabaly alapjan:

acosC -acosB 2
A= ) = a(bcosC +ccosB) =a* # 0,
b2 _ A2 SA _ SB
A, = ( ¢ )CO acoss _ bcosA(b2 -c*+ accosB) = ab’ cosAcoC,
bccosA b
SC b2 _ A2
= acosC (b -c?)cos = ccosA(c? - b? +abcosC) = ac? cosAcosB.
C bccosA

b? c?
Tehat: X = (E COosA coLC E COA cij

Az Y pont koordinatait aHY és azNL egyenesek egyenletéib
alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:
cosC [k + cod A—C) [y = acosA
bex— (a2 - cz)y =b’ccosA
A Cramer-szabaly alapjan:

cosC COdA_ CJ - _(az _ CZ)COSC _ bCCOiA_ C) =-ab#0,

27 be ~(a?-¢?
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acosA cog A- C)

A= 2 ecos A (#-¢) =-cosA| a(& - ¢)+ B cco§ A- G |=
:—b(a2+c2)cosAcosC
cosC acosA

y

o bzccosﬁl = bceosA(bcosC - a) = -bc? cosAcosB.

2+ 2 2
Tehét:Y:(a c cosAcos(:,i COA cogj
a a

Az Z pont koordinatait aHZ és azLM egyenesek egyenletéib
alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

cos(A— B) (X + cosB [y = acosA
{— (a2 - bz)x +bcy = bc? cosA

A Cramer-szabdly alapjan:

cos(A - B) cosB
~(a®-b?) be
acosA cosB

bc’cosA  be

co$A-B) acosA

—(a2 —b2) bc co

= becog A- B)+ (a2 ~b?)cosB = ac# 0,

= bceosA(a - ccosB) = b2ccosAcosC,

X

y =

= cosAlbc? co$A-B) +ala? ~b?)| = da? +b?)cosAcod:

2 2 2

Tehéat: Z = (%cosA coLC ,a ;b COA cij

Mivel az X ésY pontok ordinatéi, illetve aX és Z pontok abszcisszai
egyenbk, ezértXY|| AB ésXZ||AC. Az YZ egyenes iranyténysje pedig:
2 1h2 -2
m, =- (a2 b2 cz)cosB _ _2abcosBcosC _ b _ My, azazYZ||BC.
(a -b"+c )cosC 2accosBcosC = ¢
Kovetkezésképpen aYZesABC haromszdgek parhuzamosan hasonlok.

II. Az ABC haromszog beirt kérének az oldalakkal valo érintés
pontjai legyenekD, E ésF (DOBC,ELCAF 0 AB). A DEF haromszég

talpponti haromszogét jelslj@ VW (U OEF,V OFD,WODE), az ABC
haromszog félkerlletét pedig Zézs: a+b+c). Most igazolni fogjuk, hogy
azUVW eésABC haromszdgek homotétikusak.

Mivel D:E(s—c),g(s— t)} E=(0,s &, (s a0,ezértaz
EF, FD ésDE egyenesek iranytényéiz
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g oo B(ssB b _Hsbh-4s p ab
Mee =L Mo c(s-9-4d s 3 a & o sk c’
Az EF egyenes egyenlete;= -[x-(s-a)] = x+y=s-a
Az FD egyenes egyenlete:

(a-c)y= b[x—(s—a)] - bx-(a-c)y=h(s-a)
Az DE egyenes egyenlete:

cy-c(s—a)=(a-b)x « —(a—b)x+cy=c(s-a).
Felirjuk aDEF haromsz6dU, EV ésFW magassagvonalainak egyenleteit.
A memlegességi feltétel alapjan meghatarozzubkly EV ésFW egyenesek
irAnytényesait:
_1+mg [€osA _ 1-cosA _

Mpy =

Mg + COSA —1+cosA
mEV=_1+mFD [€osA_ _a-c+bcosA __ b |

Mg, + COSA b+(a-c)cosA a+c
My, = —L¥ Moe [E0SA _ _c+(a-bjcosA __a+b

Mg + COSA a—b+ccosA c

A DU egyenes egyenlete:
ay-b(s-b)=ax-c(s-c) = ax—ay=(b-c)(s-a).
Az EV egyenes egyenlete:
(a+c)y-(a+c)s—a)=-bx = bx+(a+c)y=(a+c)(s-a).
Az FW egyenes egyenlete:
cy=—(a+b)x-(s-a)] = (a+b)x+cy=(a+b)(s-a)
Meghatarozzuk azU, V, W pontok koordinatait. AzU pont
koordinatait azeF és aDU egyenesek egyenletéibalkotott egyenlet-

rendszer megoldasaként kapi+§ _ya?, i_(ba— c)s-a)

TehatU =(§(s- (s 9. 2(s A s )Jj.

A V pont koordinatait az=D és azEV egyenesek egyenletéib
alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:

{bx—(a—c)y:b(s—a)
bx+(a+c)y =(a+c)s-a)
Tehét:V:(aa—Lc(s—a)(s— ()_11( s ¥ s )oj

A W pont koordinatait adDE és azFW egyenesek egyenletéib
alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk:
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{— (a-b)x+cy=c(s-a)
(a+b)x+cy=(a+b)(s-a)

Tehét:W:(i(s— (s a+b( s ¥ s )3)

ac
Mivel az U és V pontok ordinatai, illetve azJ és W pontok
abszcisszai egyeik, ezért UV|AB és UW|AC. Az VW egyenes
irAnytényedje pedig:

__bla+b-c)s-b) __20(s-b)(s-c)_ _b_ My, aza2VW[BC.
cla-b+c)s-c) 2c(s-b)s-c) ¢
Kovetkezésképpen azaJVW és ABC haromszogek is parhuzamosan
hasonloak.

Tehat igazoltuk, hogy aXYZharomszog is és d2VW haromszdg is
homotétikus aABC haromszdggel, amib kdvetkezik, hogy e haromszodgek
egymassal is homotétikusak. Ezzel a sejtés igaaotésejeztik.

lll. LegyenP azXYZésABC, Q pedig azABC ésUVW haromszdgek
altal meghatérozott homotétia k6zéppontia,és e homotétiak aranyai.

Meghatarozzuk ezeket az aranyokat kiszamitva X¥Z és az UVW
haromszogek oldalhosszait. Hajel6li az ABC haromszog terlletét,a beirt
kor sugaratd a korulirt kér atméijét, akkor

2 2 2

a~c cosAcosC—B COSA co€&=
a a

=1(a2 -b*+ cz)cos AcosC= X cosA co8 Ccof,
a

v =2 (s-g(s -2 W s p=( a ) 5 )b s)s
_20° _ 20[¢ _csr_cr_cr

XY =

za)(s_ 3)(s-B(s ¢= abs 4R0s 2sR2 R

Tehat
= Yz = X - XY = 2cosAcosBcosC és
a b C
a b C d
B= o= = =

VW WU UV r
Jeldlie T, a P centruml,a aranyd, T, pedig aQ centrumd, 3
aranyu homotetiat. Mivel, oTa(X):Tﬁ(A)=U, aT=T,;0T, homotétia
az XYZ haromszognek atxJVW haromszoget felelteti meg. A aranya

y=alp= Yz = ﬁcosAcosB cosC. Ha S aT homotétia centruma, akkor

VW 1
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a P, Q és S pontok kollineérisak. Az altaluk meghatarozott eggst e
homotétidkengely@ek nevezzik.
Jeldlie R, azXYZharomsz6gR, pedig az2UVW haromszog kordlirt

korének sugarat. Mivel & allanddju homotétia aR sugart kort ak/R

sugaru korbe transzformalja, ezért
R, = a [R=2RcosAcosBcosC = d cosAcosBcosC es

R,= -R=_ R=_.
B 2R 2
Ez utébbi 6sszefliggés azt fejezi ki, hogyAANV hdromszdg kordlirt
korének sugara egyénhz ABC haromszdgbe irt kor sugaranak a felével. Ez
a tulajdonsadg abbdl is adodik, hogy BWW haromszog korulirt kore

egybeesik HEF érints haromszdg Feuerbach-koérével.

IV. Mivel az XYZ haromszdg korilirt korének kdzéppontja A2C
haromsz6gH ortocentruma é47,(H)=0, a T, homotétiaP centruma az
ABC haromsz6gOH Euler-egyenesén van. Most egy hasonlé tulajdorisago
igazolunk aQ pontra vonatkozoan: &, homotétiaQ centruma aDEF
haromszodK Euler-egyenesén van, aHaiz ABC haromszdg beirt kdrének,
K pedig azUVW haromszog korilirt kérének a kozéppontjaTAO) =

alapjan aQ, O ésK pontok kollinearisak. Elegeddehat igazolni, hogy @,
O ésl pontok is kollineérisak. Ehhez meghatarozzx@ont koordinatait.

A Q pont koordinatait azAU és azBV egyenesek egyenletéib
alkotott egyenletrendszer megoldasaként kapjuk ARzegyenes egyenlete:

y—zTgx A BV egyenes egyenletey, k+(c—x,)y=c,. A Q pont

abszcisszaja: [(s-9y+(c-x)(s b * £3)cy-

~fe-ad(ea s b e s =) S)b (o9 - 4(= oo
~[abc-2(s-g(s B( s ¥ = t(cs s )

bo(s-a)(s-c)

abc-2(s-a)(s-b)(s-c)

bo(s—a)(s-b)

abc-2(s—a)(s-b)(s-c)’

és

Kovetkezéskeppen,,

Yo =
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A kollinearitds igazoldsdhoz @, O és | pontok trilinearis koordinatéit
hasznaljuk:

1 1 1
I 00Q = COSA cosB cosC =0 =

@—M@—d @—d@—@ @—@@—m
- Z(s—a)(s—b)(cosB—cosA)zo - Zabsinzggg(a—b)(H coC)=0 =
- Z

|gazoltuk, hogy &, O, Kesl pontok egy egyenesen vannak.

abc

a-b) = > (a-b)=0, ami igaz. Ezzel

V. Kovetkeztetések: A szoban forgd homotétidk aenai
azonosithatok a [9]-ben talalhato nevezetes pdkiiakil az alabbi harommal:
Az ABC ésXYZharomszogek altal meghatarozott homotétia centriipa:

Az ABC ésUVWharomszdgek altal meghatarozott homotétia centriya:
Az UVW esXYZharomszogek altal meghatarozott homotétia centriXpa:

Végul megjegyezzik, hogggy hdromszdg talpponti haromszégének
érinté és ériné haromszoégének talpponti haromszdge csak akkor
parhuzamosan hasonldk, ha az eredeti haromszogehsgyg. Tompaszog)
haromszogekre csak az igaz, hogyents haromszog talpponti haromszdge
homotétikus az ABC vonatkoztatasi haromszogigeh talpponti haromszég
érintd haromszége nem homotétikéd3Cvel. Ez utdbbi esetben a&BC
hdromszdg tompaszégének csucsa a talpponti hargmbedt korének
k6zéppontja.
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1. Flggelék. Koordinatatranszformaciok (Osszefoglak)

Koordinata-
tipusok

Derékszddi

(%)

Derékszodi

(%)

Kontravarians Kovarians
(X.Y) (p.q)
X=p
X=X+ Ycos@ 1
y=Ysiné y—%(—pcoséH q)

Kontra- X = x- yctgl
varians y
Y=—o
(X’Y) sind
Kovarians p=X p=X+Ycosd
(p.q) q = xcosg + ysingd q= Xcosf+Y
_bc : 21 :
Valodi a,=—-xsinB-ycosB | a,==(bc-bX- cY)sin ¢
trilinearis 2_R A A a s
(a011801y0) B, = Xsin ycos B, = §|n
=y Yo =Ysin A

Sin A

" sinA

pcosC + g cosB
( )

(p-qcosA)

1
=— (- A
sinA( peos +q)




Kontravarians

Kovarians

Kogrdinéta— Derékszodi
tipusok (X, y) (X ’ Y) ( D, q)
Altalanos a=PC _ssinB- ycosB zl(bc— bX - cV) a=2- pcosC - g cosB
trilineéris 2R a R
(a:,b’:y) B = xsin A- ycosA B=X ,6’— p-QcosA
y=y y=Y =—pcosA+(
Baricentri- u= a(E— xsin B- yCOSBj u=bc— bX- cY ( — pcosC-— qCOSB)
kus 2R _
v =DbX
(usv:w) =b( xsin A- ycos A W= cY v=b( p- gcos A
w=cy w= c(- pcos A+ g
a( bc .
U, = —| —— Xsin B— ycosB bc- bX-c cosC+ g cosB
Normalt ° S( 2R y j bC( \/ ( p q )
baricentri- X b
kus A :E(xsin A- ycosA Vo = — v, = ( p-qcosA
S c
(Up Vo, W) . v cR( A g
== W, = — W, =—(— pcosA+
Wo S y =5 T p q




Koordinata- Valodi trilinearis Altalanos trilineéris Baricentrikus Normalt baricentrius
tipusok (a0, By Vo) (a:B:y) (usv:w) (Ug, Vo, W)
1 - be(B+ycosA) _ cv+bweos A
Derékszodi | X = 5 nA('BO + ), COSA) ao +bB+ oy T Utviw X = cy, + bwcos £
i : .
(% y) y=y _ Sy _ bwsin A y = bw;sin A
° y_aa+bﬁ+cy u+v+w
bc
Kontra- - A —_ bef _ v )
varians SinA aq +bB+cy U+V+ W X =cy,
(X.,Y) y=_Vo __ boy y=_ bw Y = bw
SinA aa +bp+cy u+v+w
—=—(, +¥,cosA) _be(B+ycosA _ cv+ bwcos A
Kovarians P= sinA\° Yo aq+bB+ oy UtV w p=cy + bwcos A
(p.q) q= _1 (B, cosA+y,) :bc(ﬁcosA+y) _ CVCOSA+ bw = c\y, cos A+ bwy
SinA ag+bB+ ¢y u+v+w
Sa S
= S u -
ay=—"—""—"->"" == a,=—u
Valodi ° an+bB+cy T = T vr W 0 =5 Y
trilinearis _ SB _S v _S
(a0, 5. ¥0) 'Bo_aa+b,8+cy 'Bo_bu+v+w 'BO_BVO
Yy _S_ W _
by | curvew .




Baricentrikus

(usv:w)

Normalt baricentrius

(Uo» Voo W)

Koordinata- Valédi trilinearis Altalanos trilinearis
tipusok (a0, By Vo) (a:B:y)
Altalanos a=ka,
trilinearis B =Kk,
(@:£:7) y =Ko KOR'
Baricentri- u=aa,
kus v=D ,Bo
(uzviw) w=oy,
aa,
U, =—2
Normalt S
baricentri- b
kus A =—§ 9
(Uo» Vo, ) o
w, =—2

<

0

b




Kdszonetnyilvanitas

Kdszonetemet fejezem ki mindazoknak, akik észrémiftel,
Otleteikkel, tanacsaikkal hozzajarultak az értekezértalmanak jobba,
tokéletesebbé tételéhez. MindenékieDr. Kovacs Zoltan témavezghnek,
akinek batoritdsa, szakértelme és tanacsai nhagyakat sjelentettek
szamomra. Tovabba Dr. Véasarhelyi Evanak, Dr. Ambkndrasnak és Dr.
Karl Josef Parisot-nak, akikt hasznos szakmai és modszertani segitséget
kaptam. Valamint a 2002 és 2005 kozo6tt Budapedt&vkomaromban és
Salzburgban rendezett doktori szeminariumokon vésétkollégaknak, akik
az altalam bemutatott matematikai kutatasi eredeiémdpit jellegi, segib
szandéku biraloi voltak.

Kiilon koszonet Buzogany Agotanak, a tézisfiizetohngrditojanak
és Demeter Csaba informatikusnak, a dolgozat tkahrszerkesztésében
nyujtott segitségéért.

Halas vagyok a szatmarnémeti ,Constantin Braridskolakézpont
igazgatoinak, megértésikért és tamogatasukért.

Szatmarnémeti, 2010 januar
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