Tézisek

1. Csoporthatasok halmazokon és automataelmélet

1.1 Csoporthatisok halmazokon elmélettel kapcsolatos eredmé-
nyek

Allitas Legyen X egy G-halmaz és = egy tetsz6leges eleme. Ha N(Gg) C
G akkor N(G, C G Vz' € C~(z). Specialisan ha G véges akkor a Gy C
N(G,) dsszefiiggés a hasonlo Gy C N(Gy) Gsszefiiggést implikdlja és Gy =
N(Gy)-bdl az G = N(Gy) V' € C~(x) Osszefiiggés kovetkezik.

Allitas Legyen X egy G-halmaz és = egy tetsz6leges eleme. Feltételezziik,
hogy Gz = N(Gz) C G (ami egyben azt is jelenti a Bevezetd 1.1.9 b) pa-
ragrafusa alapjan, hogy C™(z) szamossaga nagyobb mint 1) tovabbé legyen
' € C~(z),5" # x akkor Gy # Gy. Ha G véges akkor Gy, # G, Vz1,72 €
C™~(x),z1 # 2.

Kovetkezmény Ha Sx véges és ha G, = N(G3) az Sx valamilyen tetsz6le-
ges stabilizator részcsoportjara (z tetsz6leges X-ben) akkor Gy # GV, ' €
X, x # 2’ (ahol Gy és Gy tovabbra is az x illetve z’ elemek stabilizatorait
jelolik).

Allitas Legyen G a G csoport Osszes G stabilizator részcsoportjanak hal-
maza. Az X halmaz akkor és csak akkor a4gyazhaté G-be ha G = N(G3) C
G minden z € X-re. Ha Sx véges az X halmaz akkor és csak akkor agyaz-
haté G-be ha G, = N(G,) valamilyen tetsz6leges x € X-re.

1.2 Csoporthatasok halmazokon és kategoériaelmélet kapcsolata-
val Osszefiigg6é eredmények

Allitas A C~(x) és a C=(Gy) osztalyok egy-egy kategéridt alkotnak
amely kategoridk kozott egy F' funktor definidlhato.

Vagyis megmutatjuk, hogy C~(z) egy kategériat alkot melynek objek-
tumai az z, %',z ,.. (tehat C™(x) elemei) és morfizmusai pedig az F95= el
jelolt fliggvények ahol

9% {2} - {2'}, gz =12/, g€ G
és
19 () = (9Gu)z = gz = 2'; € C~()
Hasonléan megmutatjuk, hogy C=(G,,) szintén kategériat alkot melynek ob-

jektumai Gz, Gy, G, .. és morfizmusait pedig a kévetkez6képpen definia-
lom:

foGo {Ge} — {Gw}, ngm(ch) = gGmg~1 =Gy (92 = I/)g €G)
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Végiil megmutatjuk, hogy konstrualhato egy F' funktor a két emlitett kate-
goria kozott a kovetkezd F' = (@5, U;) fliggvényparral:

B, : C~(z) — CF(Gy), Pz(z*) = Gye, V2 € C7 ()
U, : {fg:Gm* cxt € C™(x), g° € G} = {fprg,. : 5 € C7 (), g* € G}

*G
\I’m(fg* ‘ ) = fg*Gw*

®, az objektumok kozdtti megfeleltetésekért felelés mig W, a morfizmusok
kozotti megfeleltetésekért.

1.3 Kolcsonhataselmélettel kapcsolatos eredmények

Definicié (kblcsonhatas) Legyen X és Sx/Gx egy adott fizikai rendszer
allapothalmaza illetve szimmetrikus csoportja. A rendszer kolcsonhatasban
vesz részt ha létezik (¢1, f1) és (p2, f2) fliggvénypar, ahol ¢ és @2 az Sx/Gx
illetve Sx /G1 csoportok homomorfizmusai

¢1:Sx/Gx — Sx/G1; ¢2: Sx/G1 — Sx/G2
ahol _
Kerg; = Gl/a—x, Gx C Gy; Kergs = Go/Gy, Gi C G
fi: X = X/Kerfi; fo: X/Kerfi — (X/Kerf1)/Kerf

valamint
Kerfi =~Kergy=~q, /Gy Kerfe =~Kerg=~aa/01

A kovetkezs eredmény elSall mint egy fontos kovetkezménye a méar ismert
és a disszertacié 1.4 alfejezetben megemlitett alabbi eredményeknek: Mint
ismeretes, egy normalis részcsoport hatésai kongruenciarelaciot indukalnak
az adott halmazon. Ez a tény a disszertaciéban bemutatott elmélet eseté-
ben a kivetkezéképpen formalizalhato: Ha 1 és zg az X allapothalmaz két
tetszGleges eleme gy, hogy =1 ~, /Gy T2 és go € G; (G1 C Ga C G;) akkor
[(92Gx)x1] ~¢, G [(92Gx)xa] (azaz ~¢, e kongruencia). Ennek az alli-
tasnak a megforditasa is igaz, nevezetesen ha (915)()3:1 = x9 és ha létezik
g* € G1 ugy, hogy

("G x)[(92Gx)z1) = (92Gx)m2 Vo1 € G1 Vg2 € Sx

(azaz ha ~a, Gy C8Y kongruencia, vagyis ha egy adott goGx bemendjel az
f1 mennyiségnek ugyanakkora véltozasat idézi el6 ahol Kerfi =~q /—G~X)
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akkor GG normaélis részcsoportja Sx-nek.

Kovetkezmény Minden 1 — (gg@x):cl; To — (92@){):132 tipusi 4&tmenet
ahol
C~e1/Gx (1'1) = (0" 61/Cx (mQ) #+

# C™61/9x [(gGx )wr] = O/ [(g2Cx) o]

AZ N Gy ekvivalenciarelaci6 osztalyai kozott az

(X, 8x/Gx, X/ ~a, /5,0 A)

rendszer (automata) esetén ugyanazt az dtmenetet indukilja nevezetesen
C™61/%x (z1) — C"1/%x[(g2G1) 1]

az (X/ ~g, /g, Sx/G1, (X/ ~ /Gy ) ~GajG1» 0", ') rendszer (automata)
allapotai kozott.

Tehat kolesonhatéaskor egy adott rendszer (automata) atalakul automata
homomorfizmus altal egy gazdasigosabb és stabilabb rendszerré (automa-
tava), a nagyobb stabilitas abban jut kifejezésre, hogy a régi rendszer allapo-
tainak G x szimmetridja a G szimmetridra boviil ezen atalakulas folyaman.
Mivel a G1/Gx csoport elemeinek a hatésai altal indukalt ~G, Oy kongru-
enciarelacié osztilyai kozott torténik az Atmenet, ezért ebben a folyamatban
a G1/Gx szimmetria sériil (osztalyon belilli atmenetek a G/ G x szimmetria
érvényesiilését, mig az osztalyok kozotti Atmenetek a fenti szimmetria sérii-
lését jelentik). Viszont Gy csoport nyilvanvaléan tartalmaz egy, a G /Gx
csoporttal izomorf részcsoportot. Tehat a sériils G /@X szimmetria valéban
beépiil (bedgyazodik) a magasabb (1 szimmetridba.

Indokoltta valik, a kolcsénhatassorozat és a kompoziciélanc kozotti Gssze-
fiiggés. A kompoziciolanc faktorcsoportjai megadjak a kolcsonhatasok tipu-
sét (izomorf faktorcsoportok azonos tipusi kélcsénhatasokat képviselnek).

Definicié (kolcsonhatéas-sorozat) Legyenek fi, fa, .., fn a rendszerhez asszo-
cidlt fizikai mennyiségek tgy, hogy

K@Tfl :NGI/@X; KeTfZ :NGQ/Gl; "; K@?ﬁfnﬂl :NGn_l/Gn_Q;

Kerfn =~ag,/Gn_,
fi : ((X//)/ NGi_l/Gi_z) - ((X//)/ NGi_l/Gi_z)/ ~Gi/Gi—1 (2 - 1777’)

és @1, 9, .., dn—1 homomorfizmusok gy, hogy

$1: Sx/Gx — Sx/G1;  ¢2: Sx/G1 — Sx/Ga;



cen—1: Sx/Gn—2 — Sx/Gn-1
Ker¢g, = G1/Gx; Kergo = Go/Gh;..; Kergn—1 = Gp_1/Gn—2

A (¢1, f1),(d2, f2),(Pn-1, fn1) fiiggvénypérok, ahol Kerfi =~kerg, (i =
1,n), a rendszernek egy kolcsonhatasi sorozatat valositjdk meg melyben a
rendszer részt vehet. Ha Kerf =~g /Gx akkor nincs olyan kolcsonhatas
a rendszer szamara amely kolcsonhatas altal az f fizikai mennyiség értéke
megvaltozna.

A széban 1év6 kolesonhataselmélet lényegét a kovetkezd elv foglalja 6ssze,
amelyet az allapotok szimmetridjanak az elvének neveztem el:

Allapotok szimmetridjanak elve: Minden rendszer amelyre igaz, hogy
dllapotai azonos szimmetridjiak, "kélcsonhatds-sorozatban” vehet részt mig
az dllapotok szimmetridja mazimdlis lesz és a rendszer stabilld wvdlik. Eb-
ben az esetben a rendszer kiilonbozé dllapotainak szdma minimdlis. Minden
kozbensd rendszer (automata) az el6zének a homomorf képe (azaz automata-
homomorf képe).

2. Szimmetria - szélsGérték elve

Jejolje gE = {gz : z € E} a g € G elem hatésat az E halmazon, ahol
G egy csoport. Jeldlje (X, S, u) egy lokalisan kompakt Hausdorff-féle teret
amely eleget tesz a megszamlalhatosag masodik axiémajinak ahol S a Baire-
féle halmazok o-gytrtje (amely azonos a Borel-féle halmazok o-gytirtjével)

ArtAlr o O A

2 1 oo MRatvra £A14 b
€S [ a Daire-Iele MerieK az o-eil.

Legyen { Ay, }nen egy mérhets halmazok sorozata a fentebb emlitett téren
gy, hogy

Ay CAyC..CACA1C..CB=Uj2 A5 = limjoo(4));

A, egy Gi-invarians halmaz (g;A; = A;Vg; € G;) ahol Gien egy véges cso-
portok sorozata Ggy, hogy

GicGyc.cGCcGCc.CcH=U2G;CcqG

|(Gig1 : Gi)|=k > 2Vi = 1,2.. é&s G egy kompakt topologikus részcsoportja
az F-nek (F az X topologikus automorfizmusainak a teljes csoportja) gy,
hogy S-rél feltételezziik, hogy G-invaridns. Legyen v egy mdsik mérték az
S-en definidlva tgy, hogy p(B) = limjcopu(4;) és v(B) = lim;j oV (4;)
értékekrdl feltételezziik, hogy végesek (azaz a fenti sorozatok konvergens so-
rozatok) valamint feltételezem, hogy [v(A;)]°/u(A;) egy csdkkend sorozat



ahol s egy nem negativ valés szam, s > 1 (az s = 0 esetre trividlisan teljestil
mivel p(A;) névekvs).

Végezetiil feltételezziik, hogy T' az RT-al izomorf (t¢ te, = teye, C1,C2 €
R™) az F-nek topologikus részcsoportja gy, hogy S T-invarians ugyszintén,
T felcserélhets H-val és v(t.P) = cv(P); p(t.P) = ¢*u(P) minden P € S-re.

Akkor P és t.P szimmetridja azonos H-ban és ha E C S olyan osztaly
amelyre v(A) = | = const > 0 VA € E akkor pu(A) értéke maximélis ha
A szimmetridja maximalis; a B halmaz H-invarians (ahol a feliilvonasok a
lezarast jelolik az X-ben illetve az F-ben) és ha B = B € S akkor u(B) =
w(B) és p a maximélis értékét a maximalis H szimmetria esetén veszi fel.
Ez testesiti meg a szimmetria-széls6érték elvét.

Alkalmazas Legyen v és i a keriilet illetve a teriilet az euklideszi sikban;
Gi1=D3 C Gy=Dg CGg=D1s C ..CGj:D&Qj—l C .. CH:UJQOzlGj

Az A; az R sugari korbe irt 3.27~1 oldala szabalyos sokszog (5 = 1,2..).
Ebben az esetben s =2, n = 3.2071 és

zn = [W(A)]?/u(An) = dntg(m/n)n>s

ami csokkend sorozat. Igy, ha cjv(Aj) = | = const akkor a kdrnek lesz ma-
ximalis teriilete mert B = B=kor és H a kor szimmetridja mivel minden
forgatas (tetsz6leges szoggel) el6allithatéd valamilyen H-béli sorozat hatarér-
tékeként (tehat visszakdszon az izoperimetrikus probléma eredménye mint a
szimmetria-szélsGérték elvének specialis megnyilvanulasaként).



Irodalom

[1] J. Benkd, A topologia elemei, Dacia Kényvkiadd, Kolozsvar-Napoca,
1975.

[2] P. J. Cameron, Permutation Groups, Cambridge University Press,
1999.

[3] P. D6m&si, F. Attila, G. Horvath, Z. Mecsei, Formélis Nyelvek
és Automatak, Egyetemi jegyzet, Debreceni Egyetem, Informatikai Intézet,
Debrecen, 2003.

[4] L. Filep, A tudoményok kiralyngje (A matematika fejlédése), Typo-
tex, Budapest, Bessenyei Kiad6-Nyiregyhéza, 1997.

[5] J. B. Fraleigh, A first Course in Abstract Algebra, 5th ed., Addision-
Wesley, Reading, MA, 1994.

[6] F. Gécseg, I. Peak, Algebraic Theory of Automata, Akadémiai
Kiado, Budapest, 1972.

[7] P. R. Halmos, Measure Theory, Springer, Berlin, 1950.

[8] Gy. Maurer, I.Virag, Bevezetés a struktirak elméletébe, Dacia
Konyvkiado, Kolozsvar, 1976.

[9] L. Pontrjagin, Topological Groups, Princeton University Press,
Princeton, NJ, 1946.

[10] F. Reinhardt-H. Soeder, SH atlasz, Matematika, Springer-Verlag,
Budapest, 1993.

[11] W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw-Hill, Inc.,
New York (Hungarian Translation), Walter Rudin, A Matematikai Analizis
Alapjai, Miiszaki Koényvkiad6 Budapest, 1978.

[12] M. Sain, Matematikatérténeti ABC, Otddik, atdolgozott éstett
kiadéas, Tankonyvkiadd, Budapest, 1987.

[13] M. Sain, Nincs kiralyi ut!, Matematikatorténet, Gondolat. Buda-
pest, 1986.

[14] E. T. Schmidt, Algebra, Tankényvkiad6, Budapest, 1977.

[15] M. Suzuki, Group Theory, Springer Berlin, 1986.

[16] L. A. Veress, Group actions on sets and automata theory, Applied
Mathematics and Computation, 113(2000)289-304.

[17] L. A. Veress, Symmetry principles via interactions and symmetry-
violations, Applied Mathematics and Computation, 134(2003)567-575.

[18] L. A. Veress, The principle of symmetry-extremity, Applied Mat-
hematics and Computation, 137(2003)293-301.

[19] L. A. Veress, Newton’s laws, symmetry, and the three basic inter-
actions of the nature, Applied Mathematics and Computation, 146(2003)73-
80.



[20] L. A. Veress, Has the nature its own philosophy?, Applied Mat-
hematics and Computation, 150(2004)347-350.






THE ROLE OF SYMMETRY
IN MATHEMATICS

Thesis

VERESS LASZLO ANTAL

UNIVERSITY OF DEBRECEN



MATHEMATICAL INSTITUTE
(2009)



Thesis
1. Group actions on sets and automata theory
1.1 Results concerning the theory of group actions on sets

Statement Let X be a G-set and = an arbitrary element of X. If
N(G) C G then N(Gy) C G Vz' € C~(z). Specially if G is a finite
group then Gy C N(Gy) implies G+ C N(Gy) and N(G;) = G, implies
N(Gy) = G V' € C™ ().

Statement Let X be a G-set and = an arbitrary element of X. Suppose
that G, = N(Gy) C G (by 1.1.9 b) paragraph of Introduction it means
at the same time that C~(z) has more than one element) and let =’ be an
element of C™~(z) such that 2’ # z. Then G5 # G,. If G is finite then
Gey # Gy Vz1,79 € C™(2), 21 # 72. Corollary If Sx is finite and if
Gz = N(G;) (z arbitrary element of X -G, being an arbitrary stabilizer
subgroup of Sx) then Gy # Gy Vr,z' € X, = # 2’ (G, Gy denotes the
stabilizers of z and z’ respectively).

Statement Denote G the set of all stabilizer subgroups of G. X is
embeddable into G if and only if G, = N(G;) C G Vz € X. If Sx is finite
then X is embeddable into G if and only if G, = N(Gg) for an arbitrary
x € X.

1.2 Results concerning the relationships between the theory of
group actionson sets and category theory

Statement The C~(z) and C=(Gy) orbits form each-other a category
and it may define a functor F' between them.

That is we show that C™~(z) forms a category with z,z,z",.. € C~(x)
viewed as objects and the morphisms are the fuctions f9%= such that

gGm c {z} = {2}, gr=1', g€ G

and
F99% (z) = (9Gz)z = gz = z'; x € C” ()



Similarly, we show that C=(G,) forms a category too whose objects are
Gg, Gy, Ggn.. and the morphisms are the functions

ngm : {Gm} - {Gm,}’ ngr(GfL') = gng—-l = GCE,’ (gil? = CL’,, g € G)

Finally we show that it may construct a functor F' between the two above
mentioned category with the following function-pair F' = (@, ¥;)

B, : C~ () — CT(Gy), Py(z*) = Gyr, Vz* € C™(2)
U, {f.0" L 2 eC™(2), ¢* € G} = {fpa,. : - €C(z), ¢* € G}

X
*G
‘I’w(fg* ’ ) = fg*Gm*

d,, is responsible for the correspondence between objects and W is respon-
sible for the correspondence between morphisms.

1.3 Results concerning the interaction theory

Definition of interaction Let X be the set of states and Sx/Gx the
symmetric group of a given physical system. The system can take part into
interaction if there exists (¢1, f1) and (@2, f2) function pairs where ¢; and
$9 are homomorphisms of Sx/Gx and of Sx /G respectively

¢1: Sx/Gx — Sx/G1; ¢2: Sx/G1 — Sx /G2
Kerqbl = Gl/a—x, GX C Gl; K€T¢2 = Gg/Gl, Gl C G2

and
fi: X — X/Kerfi; fo: X/Kerfi — (X/Kerfi)/Kerfo

such that
Kerfi =~Kerpy=~q, Gy Kerfe =~Kerg=~a2/01

Our next result is a consequence of known results that we have menti-
oned in 1.4 paragraph. As is known the actions of elements of a normal
subgroup induce a congruence relation on the considered set. This state-
ment may be formalized in the following way: Let x1,z2 be two arbitrary



elements of X such that x ~Gh Gy T2 If g0 € G; (G1 C G2 C G;) then
[(92G x)1] ~¢, Gx [(ggg x)x2] (that is ~; 7 isa congruence). The con-
verse is also true: if (g1Gx)x1 = zo and if there exists g € G1 such that
(*Gx)[(g2Gx)z1] = (92Gx)x2 Vg1 € G1 and Vgo € Sx-the group of all in-
put signs (that is if ~ Gy [Gx is a congruence, in other words if I claim that a
given input sign goG x to induce the same variation of f1, Ker fi =~a, /5X)
then G4 is a normal subgroup of Sx. Step by step we get a composition
series of Sx.

Corollary Every transition z1 — (g2Gx)z1; 22 — (92Gx)T2
O~ 61/Gx (;(;1) — (" 61/Gx (;(;2) =

# O/ [(g,Cix)an] = CoFx (99T )]

between or.b.its of ~q /G, for (X,Sx/Gx, X/ ~Gy Gy 0 A) induces the
same transition

between "states" for the system described by

(X/ ~a, /G Sx/G1 (X[ ~g, /@) ~Ga/61,05 N)

So when the system (automaton) takes part into interaction the system
(automaton) transforms into its homomorphic image automaton by auto-
mata homomorphism. The new system (automaton) is more stable (bacause
the symmetry of states of the first automaton described by Gx becames a
higher symmetry described by G1) and more optimal (because of automata
homomorphism).

Since we mention transitions between orbits of ~ frers (the congruence

relation induced by the actions of the elements of Gy /Gx) therefore inthis
process the symmetry described by G1/Gx is violated. But it is obvious
that the group G contains a subgroup izomorphic to G /Gx. So the vi-
olated G1/Gx symmetry is embedded into the higher Gy symmetry. It is



justified the relationship between interaction-chain (see the definition be-
low) and a composition series. The factor groups of the series determine
the type of interactions of the chain (isomorphic factor groups meaning
indistinguishable interactions).

Definition of chain of interactions Let fi, fo,.., fn—1, fn & set of
physical quantities of the system such that

Kerfi =~q 5 Kerfa=~ay/ai;

Ker fn_1 =NGp-1/Gp-2’ Kerfy, =™~Gp/Gn-1
fir (X)) ~aiiiycis) = (XD ~6i1/6:5)] ~eycio (E=1,n)

and ¢1, ¢a, .., ¢n_1 a chain of homomorphisms such that
¢1: Sx/Gx — Sx/G1;  ¢2:8x/G1— Sx/G2;

On—1: Sx/Gna — Sx/Gn-1
Kerg, = G1/Gx; Kerge = G2/Gh;..; Ker¢pn_1 = Gn_1/Gn—2

The set of (¢17f1) (¢27f2) 7( 1y Jn~— 1) with KG’I"fZ —NKequS%a(Z‘:]- n—

Y
1) corresponds to a chain of int Vract ns of the system in which the syste
can take part.
If Kerf =~g, Gx then no interactions for the system for which the

value of f is changing.

I conclude the results of my interaction theory with the following prin-
ciple that I called the principle of symmetry of states.

Statement (principle of symmetry of states) Any system whose states
have the same symmetry can take part in "interaction-chain" until the sym-
metry of states will be maximal and the system will be stable. In this case,
the system has a minimal number of different states. Each "intermediate
system" can be viewed like a homomorphic image (that is the homomorphic
image) of the anterior.

2. The principle of symmetry-extremity



Denote gE = {gz : x € E} the action of the element g € G on the
set E (where G is a group). Denote (X, S, ) a separable locally compact
Hausdorff space [10, p.73], where S is the o-ring of Baire sets (which is
identical to the o-ring of Borel sets [10, Theorem 50.E|) and p is a Baire
measure on S.

Statement ("Isoperimetric problem") Let {Ay }nen a sequence of me-
asurable sets on the above mentioned space, such that

AiCAC..CA CA1C..CB= U;?ilAj = limj._wo(Aj);

A; is a Gi-invariant set (g;A; = A; Vg; € G;) where {G;}icn is a sequence
of finite groups such that

GicGyc.cGcCcGyiC..CH=UZG;,CqG

(Gi+1 = Gy))| = k > 2vi = 1,2.. and G denote a compact topological
subgroup of F-the whole group of topological automorphisms of X-such
that S is G-invariant. Let v be an other measure defined on S such that the
numbers pu(B) = lim;j_oop(4;); ¥(B) = limj_oov(A;)([10, Theorem 9.D])
are finite (that is I suppose that the above defined sequences are convergent)
and such that the sequence [v(A4;)]*/u(A;) is a decreasing sequence where s
is a nonnegative real number, s > 1 (the case s = 0 follows trivially because
1(A;) is increasing).

Finally, I suppose that T is a topological subgroup of F' isomorphic to
R™ (te,te, = tejeys €1,02 € RT) such that S is T invariant too, T' commutes
with H and v(t.P) = cv(P); u(t.P) = *u(P)VP € S.

Then P and t.P have the same symmetry on H and if E C S is a class
of sets such that v(A) = [ = const > 0 VA € E the set B is H-invariant
(where the overlines denote the closure on X and F' respectively) and if
B = B € S, u is maximal in the case of maximal symmetry described by
H. This materializes the principle of symmetry-extremity.

Statement (Application) v and p are the perimeter and area in the
Euclidean plane

G]_:D3CG2:D6CG3:D12C..CG]':D?).Zj—lC..CH:U?‘;lGj



A; is the regular 3.2771-gon (j = 1,2..) inscribed into the circle of radius
R. For that case s =2, n = 3.2~ and

[V(An)]S/M(An) = 4nt9(ﬂ'/n)n23

which is a decreasing sequence. Thus if ¢;v(A;) = | = const then the circle
has the maximal area because B = B = circle and H is the symmetry of
the circle since any rotation is the limit of some sequence in H (that is we
recognize the result of the isoperimetric problem viewed as a special case of
the principle of symmetry-extremity).

Statement The principle of symmetry of states may be regarded as a
particular case of the principle of symmetry-extremity and vice versa.
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