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Bevezetés

A térbeli statisztikai modellek igen széleskord alkalmazésokkal birnak szdmos tu-
domanyteriileten beliil, igy nem meglepd, hogy az egyik legtobbet kutatott teriilet.
Ezen disszertacio térbeli statisztikai modellek paraméterbecsléseivel, valamint op-
timalis mintavételi elhelyezéseinek vizsgalataval foglalkozik.

A dolgozat els felében egy olyan térbeli linearis regresszios modellt tekin-
tiink, ahol a meghajtoé folyamat egy Wiener- vagy pedig egy stacionarius, illetve
nemstacionarius Ornstein-Uhlenbeck (OU) mezd, és egy meglehetsen altalanos
megfigyelési tartomany esetén keressiik a regresszios paraméterek maximum like-
lihood (ML) becslését. Ennek a regresszios modellnek speciélis eseteiben a pa-
raméterek becslését méar tobben vizsgéaltak a szakirodalomban. A legegyszertibb
esettel Rozanov (1968) a 60-es évek végén kezdett el foglalkozni, amikor is egyet-
len paramétertdl fiiged trenddel eltolt Wiener mezét figyelt meg egy téglalapon és
karakterisztikus egyenletek segitségével meghatarozta az ismeretlen trend paramé-
ter ML becslését. Ezt az esetet altalanositotta Arato, N. M (1997a) a megfigyelési
tartomany bonyolultabbé tételével. Baran, Pap és Zuiljen (2003, 2004, 2011) a
korabban hasznalt sztochasztikus parcialis differencialegyenletek helyett az tgyne-
vezett diszkrét approximéacié modszerét alkalmazva a korabbiaknél altalanosabb
feltételek mellett és harom kiilonb6zs, egyre komplexebb megfigyelési tartomanyt
tekintve adta meg az ismeretlen trend paraméter becslését. Kiindulva Baran, Pap
és Zuijlen (2011) eredményeibdl sikeriilt kiterjeszteni a regresszios modell isme-
retlen paramétereinek szamat tetszéleges p tagra és megadni ezek ML becslését.
Ehhez {6 eszkozként a példaul Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal leirt diszkreét
approximaciot hasznaljuk.

Azzal az esettel, amikor a meghajto folyamat egy stacionarius OU mez6 Arato,
N. M. (1997b) kezdett el foglalkozni. A Rozanov (1990) altal bevezetett sztochasz-
tikus differencialegyenletek modszerét alkalmazva megadta egy téglalapon megfi-
gyelt egyetlen eltoldsparamétert tartalmazoé véletlen mez6 ismeretlen paraméteré-
nek ML becslését. Altalanosabb feltételek mellett Baran, Pap és Zuijlen (2003)
diszkrét approximéacio segitségével igazolta Aratd, N. M. (1997b) eredményét sta-
cionarius, illetve nemstacionarius OU mez6 esetén. Ezen eredményeket sikeriilt
kiterjeszteni Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal hasznalt legaltalanosabb megfi-
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2 BEVEZETES

gyelési tartomanyt és tetszsleges szamu ismert fiiggvény linearis kombinaciojaként
el6allo trendet tekintve.

Az els6 rész Ot szimulacios példaval zarul, melyek segitségével szemléltetjiik
Arato, N. M (1997a) és Baran, Pap és Zuijlen (2003, 2004, 2011) elméleti eredmé-
nyeit, valamint a dolgozat els§ részének f6 tételeit.

A disszertacié méasodik felében egy szamos helyen alkalmazhaté problémat,
az ugynevezett optimalis mintavételi terv meghatarozéasat vizsgaljuk egy konstans
trenddel eltolt OU mez6 esetén. A Gauss-zajjal meghajtott folyamatok vizsga-
lata igen népszeri a térbeli statisztika irodalmaban (lasd példaul Ripley, 1981),
ugyanis ez a modell széleskord alkalmazasokkal bir példaul a geostatisztikaban
(Matheron, 1962), szamitogépes kisérletekben (Santner, Williams és Notz, 2003;
Miiller és Stehlik, 2009), ipari alkalmazasokban (Pham, 2006). Napjainkban meg-
szokott és gyakran alkalmazott eljaras, hogy matematikai szimulaciés modelleket
hasznalnak kiilonb6z6 valds rendszerek tesztelésére. Elénye, hogy a legtobb eset-
ben kénnyebb és olcsobb a szamitdégépes szimuldcidk végrehajtasa, mint a valodi
kisérleteké, viszont hatranya, hogy a szamoléasigény novekedésével a szimulaciok
egyre bonyolultabba valnak, igy igen nagy jelent&sége van a szimuléciok alapjat
képezd mintavételi eljarasnak. A mintavétel optimalitasat kiilonb6z6 szemponto-
kat figyelembe véve szoktak vizsgalni: a minél pontosabb elérejelzés, a kisérlet
soran szerezhetd minél tobb informécio, valamint az illesztett modell ismeretlen
paraméterbecsléseinek minél magasabb hatékonysaga szerint. A megfelels optiméa-
lis mintavételi terv meghatarozasa céljabol mindharom esetben sziiletett egy-egy
optimalitasi kritérium.

Paraméterbecslés szerinti optimalitds (D-optimalitds): Az alkalmazasok soran
a vizsgalatok végrehajtasihoz szitkséges az adott problémat leir6 véletlen folyamat
paramétereinek ismerete, illetve a legtobb esetben ennek hianyaban ezek megbecs-
lése. Annak érdekében, hogy a sziikséges paraméterek becslését elkészitsék megfi-
gyeléseket végeznek, majd ezt kovetGen a megbecsiilt varhato értéki és kovariancia
struktaraja folyamat segitségével elorejelzéseket készitenek. Igy természtes modon
adodik az az elvaras, hogy a folyamat megfigyelésére olyan mintat véalasszunk,
amelybdl adodo paraméterek becslése a leghatékonyabb. Pazman (2007) megmu-
tatta, hogy ennek az eljarasnak a végrehajtasara a ML becslés jo valasztas és
a Fisher-féle informacioé nagyon jol jellemzi a becslés pontossagat. Zhu és Stein
(2005) szimulaciok segitségével igazolta, hogy kézepes nagysagi minta esetén a
ML becslések kovariancia matrixat a Fisher-féle informécio inverze jol kozeliti,
igy tehat a Fisher-féle informécio egy jol hasznalhaté mintavételi kritériumnak
bizonyul. Azt az eljarast, amikor a paraméterekre vonatkozo Fisher-féle informé-
cibmennyiség maximalizaldsdval hatarozzuk meg az optiméalis mintat, D-optimalis
mintavételnek nevezziik. Az optimélis mintavételnek ezt a megkozelitését OU fo-
lyamat esetén Stehlik (2007) vizsgalta és megmutatta, hogy az ekvidisztans minta
donts szerepet jatszik az ismeretlen trend paraméter becslésében. Ezt kovetGen
Kisel'ak és Stehlik (2008), valamint Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) konstans
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trenddel eltolt OU folyamat esetén igazolta, hogy a trend paraméter becslésére az
ekvidisztans minta optimaélis, valamint ez utobbi szerzdk azt is megmutattak, hogy
az OU folyamat kovariancia paraméterére nem létezik optimélis mintavétel. Baran
és Stehlik (2014) altalanositottak Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) eredmé-
nyét oly médon, hogy az egydimenziés valés mintateret kiterjesztették monoton
kétdimenzos halmazra, az OU folyamatot pedig ennek megfeleléen OU mezdre.

Elérejelzés szerinti optimalitds (IMSPE kritérium): Ismeretes, hogy a krige-
lés technikajanak alapvetd célja a mintatér egy nem megfigyelheté pontjaban a
kisérlet kimenetelének megbecslése az Gsszes eddigi kimenetel alapjan. Ekkor ter-
mészetes kritériumként adodik a megfelels fiiggvény atlagos négyzetes hibajanak
(Mean Squared Prediction Error-MSPE) minimalizalasa. Mivel a becslés pontos-
saga altalaban fiigg a teljes mintatértsl, Santner, Williams és Notz (2003) bevezette
az ugynevezett Integrated Mean Squared Prediction Error (IMSPE) optimalités
fogalméat, ami azt jelenti, hogy a keresett optimalis mintavételi elrendezést az atla-
gos négyzetes hiba mintatér felett tekintett integraljanak minimumbhelyeként adjuk
meg. A dolgozat szempontjabol fontos elézmény, hogy OU folyamat esetén Baldi
Antognini és Zagoraiou (2010) megadta az IMSPE kritérium egzakt alakjat és
igazolta, hogy ebben az esetben az ekvidisztdns minta lesz az optimalis.

A szerezhetd informdcidomennyiség mazimuma szerinti optimalitds (Entrdpia
kritérium): Az optiméalis mintavételnek az informacioelméleten alapulé megkozeli-
tése, amikor azokat a helyeket keressiik, ahol a megszerezhetd informéacié mennyi-
sége a lehetd legnagyobb. Mivel a Shannon entrépia a bizonytalansag mértékének
egy igen jo jellemzdje, Shewry és Wynn (1987) ugy gondoltak, hogy a mintatér egy
nem megfigyelt pontjanak legjobb elérejelzésére vonatkozoan a megfigyelések ent-
ropidja jo kritériumnak bizonyul. Eddig ebben az esetben is csak OU folyamatra
sziilettek eredmények, méghozza szintén Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) ré-
vén, amikor is a szerz6k megadtak az entrépia kritérium egzakt alakjat és igazoltak,
hogy ebben az esetben szintén az ekvidisztans minta az optimaélis.

Az értekezés masodik felében OU mez§ esetén vizsgaljuk a mindharom kri-
térium szerinti optimélis mintavételt. Paraméterbecslés esetén Baran és Stehlik
(2014) monoton halmazokra kimondott eredményeivel analog allitasokat fogalma-
zunk meg a D-optimalitasrél a mintavételi helyek egy igen kézenfekvé elrendezé-
sére, amikor is szabéalyos racsot alkotnak. Elérejelzés esetén az IMSPE és az entro-
pia kritérium szerinti optimalis mintavételt vizsgaljuk mindkét tipusi mintarend-
szerre. A kapott eredményeket a dolgozat végén valés adatokra épiil6 numerikus
szimuléciok segitségével vizsgaljuk és hasonlitjuk Gssze.






Az értekezés tézispontjai

Az értekezésben az alabbi tézispontok keriilnek kidolgozésra.

1. Tézis. Baran, Pap és Zuijlen (2011) eredményének altalanositdsaként meg-
hataroztuk a Wiener, valamint stacionéarius és nemstacionarius Ornstein-Uhlen-
beck mezd altal meghajtott térbeli linearis regressziés modell esetén a regresszios
paraméterek maximum likelihood becslését (1.3., 1.10., 1.11. Tételek).

2. Tézis. Az 1. tézisbeli, valamint a korabbi szakirodalomban fellelhets ered-
ményeket (Arato, N. M (1997a, b); Baran, Pap és Zuijlen (2003, 2004, 2011))
szimulaciokkal szemléltettiik (1.4 fejezet).

3. Tézis. Konstans trenddel eltolt Ornstein-Uhlenbeck mez& esetén megvizs-
galtuk a D-optimalitast (2.3. fejezet).

3.1. Szabalyos racsot alkoté mintapontok esetén megadtuk a trend para-
méter becslésére vonatkozo D-optimalitashoz sziikséges Fisher-féle informécio eg-
zakt alakjat, valamint igazoltuk, hogy a trend paraméter becslésére vonatkozo
D-optimaélis mintavételt az iranymenti ekvidisztans minta adja (2.5. Tétel).

3.2. A kovariancia paraméterek becslésére vonatkoz6 D-optimalitas alapjat
képezs Fisher-féle informécionak meghataroztuk az egzakt alakjat abban az eset-
ben, amikor a folyamatot szabélyos racson figyeljiikk meg (2.7. Tétel).

3.3. Két specialis D-optimalitasi mintavételt bevezetve, nevezetesen a korléa-
tozott és a szabad mintavételezést (2.9. Definicio), igazoltuk, hogy szabalyos racson
megfigyelt folyamat esetén a kovariancia paraméterek becslésére vonatkozo korla-
tozott D-optimalis mintavétel nem létezik (2.10. Tétel). A szabad mintavételezés
egy specialis esetében meghataroztuk a kovariancia paraméterek becslésére vonat-
kozo Fisher-féle informacios matrix determinans extremalis helyeit (2.14. Tétel).

3.4. Két specialis esetben szabalyos récsot alkoté6 mintapontok esetén meg-
adtuk a trend és a kovariancia paraméterek egyiittes becslésére vonatkozo D-
optiméalis mintavételi elhelyezéseket (2.16., 2.17. példak; 2.18. Tétel).

4. Tézis. Konstans trenddel eltolt Ornstein-Uhlenbeck mez§ esetén megvizs-
galtuk az IMSPE kritériumot (2.4. fejezet).
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6 TEZISPONTOK

4.1. Monoton megfigyelések esetén megadtuk az IMSPE kritérium egzakt
alakjat (2.19. Tétel), igazoltuk egyfajta szimmetria tulajdonsagat (2.21. Tétel),
valamint bebizonyitottuk, hogy az IMSPE kritérium szerinti optimaélis minta szim-
metrikus (2.22. K6vetkezmény).

4.2. Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) OU folyamatra megfogalmazott
allitasainak kiterjesztéseként szabalyos racs esetén megadtuk az MSPE, illetve az
IMSPE fiiggvények zart alakjat, valamint igazoltuk, hogy az IMSPE kritérium
szerinti optimalis mintavételt az irdAnymenti ekvidisztans minta adja (2.24. Tétel).

5. Tézis. Konstans trenddel eltolt Ornstein-Uhlenbeck mez& esetén megvizs-
galtuk az entropia kritériumot (2.5. fejezet).

5.1. Monoton megfigyelések esetén meghataroztuk az entropia kritérium eg-
zakt alakjat, valamint erre vonatkozoan az optiméalis mintavételt (2.26. Tétel).

5.2. Szabalyos racsot alkot6 mintapontok esetén felirtuk az entropia krité-
rium zart alakjat és bebizonyitottuk, hogy ekkor az optimélis mintavételt az irany-
menti ekvidisztans minta adja (2.29. Tétel).

6. Tézis. Szimulacio keretében 6sszehasonlitottuk az IMSPE és az entropia kri-
tériumot, valamint megvizsgaltuk a két mintavételi elrendezés viselkedését mind-
harom kritérium esetén (2.6 fejezet).



1. fejezet

(Gauss mezdok
eltolasparamétereinek becslése

1.1. Bevezetés

A disszertacio elsé felében kiilonb6z6 Gauss-folyamatokkal meghajtott linearis mo-
dellek paraméterbecsléseinek vizsgalataval foglalkozunk. Néhény speciélis, a szam-
egyenesen vagy a kétdimenzios sikon értelmezett modellre Arat6, N. M (1997a, b),
valamint Baran, Pap és Zuijlen (2003, 2004, 2011) meghatéaroztak a paraméterek
maximum likelihood (ML) becsléseit kiilonb6z6 megfigyelési tartomanyok felett.
Ezen korabbi eredményeket az 1.2. fejezetben ismertetjiik, az 1.3. fejezetben pe-
dig ezek kiterjesztését irjuk le az eddigiektdl egy joval altalanosabb modellre. Itt
egy térbeli linearis regresszidos modellt vizsgalunk és harom kiilonb6z8 meghajto
folyamat, nevezetesen Wiener, valamint stacionarius és nemstacionarius Ornstein-
Uhlenbeck (OU) mez6 esetén megadjuk az ismeretlen regresszids paraméterek ma-
ximum likelihood (ML) becsléseinek alakjat. Az 1.4. fejezetben szimulacios vizs-
galatok segitségével szemléltetjiik mind Arato, N. M (1997a, b), valamint Baran,
Pap és Zuijlen (2003, 2004, 2011) eredményeit, mind pedig az 1.3. fejezetben leirt
allitasokat, melyeket Baran és Sikolya (2012a, b) dolgozatokban kozoltiink.

1.2. Jelolések és el6zmények

A Gauss-folyamatok a sztochasztikus folyamatoknak az egyik legszélesebb kor-
ben alkalmazott csalddja. Népszertiségét annak koszonheti, hogy a véges dimen-
zi0s eloszlasait a varhaté érték és a kovariancidk egyértelmiien meghatarozzak. A
Gauss-folyamatok alapvets karakterizacidja, hogy minden véges dimenzios elosz-
lasa normalis eloszlasu. A térbeli esetben, specidlisan amikor a folyamatot a sik

7



8 1. GAUSS MEZOK ELTOLASPARAMETEREINEK BECSLESE

pontjaiban értelmezziik, az egyik legjelentsebb Gauss mez6 a Wiener mez6. Ez
egy olyan térbeli centralt {W(s,t):s,t > 0} Gauss folyamat, melynek kovarian-
cia strukturaja

EW(Sl,tl)W(SQ,tQ) = min(sl, 82) -min(tl,tg), N S1, Sg,tl,tg Z 0.

A Wiener mez6 széleskorii alkalmazéasokkal bir a statisztikai modellezés terén, pél-
daul a fizika (potencialelmélet (Kuroda és Manaka, 1987)), a kémia (véletlen po-
limerek modellezése (Douglas, 1996)) és a pénziigyi matematika (Heath-Jarrow-
Morton tipusu kamatlab modellek (Goldstein, 2000)) teriiletén.

A masik igen gyakran hasznalt véletlen mez6 az ugynevezett Ornstein-Uhlen-
beck mezs (OU mez6), ami ugyancsak fontos szerepet jatszik a potencial elmélet-
ben (Feyel és de La Pradelle, 1995), valamint a Wiener mez8hoz hasonléan, mint
meghajté mezd, felbukkan bizonyos kamatlab modellekben is (Goldstein, 2000;
Santa-Clara és Sornette, 2001). A stacionarius OU mez6 alatt egy olyan centralt
{)~( (s,t) : s,t € R} Gauss-folyamatot értiink, melynek kovariancia strukturaja

2

> > g
E)((Sl7 tl)X(SQ, lfg) =

—alsa—s1]|=f|ta—t1] 1.1
o5 : (1.1)

ahol @ > 0, 8 >0, o0 > 0. Legyen tovibba

X(s,t)za/s
0

ahol a € R, B eR, o>0, {W(s,t):s,t >0} pedig egy standard Wiener
mezG. Ekkor az (1.2) alaku véletlen mez6t nulla kezdeti értéki OU mezdnek hivjuk,
melynek értelmében a folyamat az értelmezési tartomany hatarain végig a nulla
értéket veszi fel.

o0 (u—s)+B(v—1) dW (u, v), s,t >0, (1.2)

o—_ .

Tekintsiik a kovetkezs Gauss mezével meghajtott
Z(s,t) :==magi(s,t) + -+ mpgp(s,t) + U(s,t) (1.3)

linearis regressziot egy specialis G C R? megfigyelési tartoméany felett, ahol
g1,-..,9p ismert fliggvények, U pedig egy Wiener vagy pedig egy OU mez6t
jelol. Célunk az myq,...,m, ismeretlen paraméterek maximum likelihood (ML)
becslésének meghatarozasa.

A Z folyamatnak a meghajt6 mezdre vonatkozé Radon-Nikodym derivaltja a
Feldman-Hajek tétel (Kuo, 1975) alapjan ugyan elvileg meghatarozhato és ebbgl
méar a ML becslés felirhato, a legtobb esetben azonban az explicit szamolasok mar
nem hajthatoak végre.
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Wiener meghajté mezé (U(s,t) = W(s,t))

A legegyszertibb esetben, amikor a meghajto folyamat egy standard Wiener mezd,
a megfigyelési tartoméany egy téglalap, valamint p =1 és g1 =1, az ismeretlen
paraméter ML becslését Rozanov (1968) hatarozta meg karakterisztikus egyenletek
megadasaval. Arato, N. M (1997a) Rozanovhoz hasonloan azt az esetet vizsgalta,
amikor p =1, g1 = 1, viszont a megfigyelési tartomany joval bonyolultabb.
Legyen [a,b] C (0,00) és tekintsiink egy olyan ~ : [a,b] C (0,00) = R folytonos,
szigortian monoton csokkend fiiggvényt, melyre ~(b) > 0. Ekkor az Arato, N. M
(1997a) altal tekintett G megfigyelési tartomany egy olyan részhalmaza a

GCG:={(s,t)eR? : a<s<b, t>n~(s) vagy s>b,t>~(b)} (1.4)

halmaznak, ami tartalmazza a I' := {(s,7(s)) : s € (a,b)} gorbe egy e-kornyezetét,
azaz létezik egy olyan ¢ > 0, hogy

{(s,t) € R? : s € [a,a+e], t € [y(5),7(a)] vagy s € [a+te,b],t €[y(s),7(s)+e]} C G.

A Rozanov (1990) altal hasznalt sztochasztikus parcialis differencidlegyenletek
modszerével Arato, N. M (1997a) az [a,b] intervallumon tekintett - gorbe két-
szer folytonosan differencidlhatosdgénak feltétele mellett megadta az ismeretlen
my paraméter ML becslésének explicit alakjat. Baran, Pap és Zuiljen (2003, 2004,
2011) a p =1 specialis esetet vizsgaltak, azaz a Z(s,t) := mygi(s,t) + W(s,t)
folyamatot tekintették harom kiilonb6zé megfigyelési tartoméany esetén, és mind-
harom esetben a szokasos sztochasztikus differencidlegyenletek helyett egy joval
egyszertibb modszerrel, az tigynevezett diszkrét approximaécioval hataroztak meg
a keresett ML becslést. A harom eset koziil a legegyszeriibb, amikor a megfigyelési
tartomany egy téglalap, azaz G := [a1, ag] X [b1, ba], [a1,az],[b1,b2] C (0,00). Ek-
kor Baran, Pap és Zuijlen (2003) a g1 abszolut folytonossagat, valamint a 0192¢1
négyzetes integralhatosagat feltételezve igazoltéak, hogy az m; eltolasparaméter
ML becslése m; = A, ahol

as by

2 2 2
PRI / (0191 (w, b0 | /Mdv (1.5)
a1by by ax
al bl
+ //[8182g1(u,v)]2dudv,
G
az b2
C:gl(alabl)Z(alabl) +/algl(u’bl)Z(d’u,,bl)+/Mz(aladv)
a1b1 bl ax
al bl

+ é / 01291 (u, v) Z (du, dv), (1.6)
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amely normalis eloszlasi m; varhato értékkel és 1/A szorasnégyzettel. Specia-
lisan, g1 =1 esetén my = Z(ay,b1).

A masodik esetben Baran, Pap és Zuijlen (2004) az imént leirt Arato, N. M
(1997a) altal vizsgalt modellt tekintették, azaz az (1.4) altal definialt tartoméa-
nyon figyelték meg a folyamatot és a diszkrét approximéacio segitségével az erede-
tinél altalanosabb kortilmények kozott igazoltak Arato, N. M (1997a), Theorem
2-ben (20 o.) szerepld allitast. Megmutattak, hogy ha ~ € C?%(a,b), ~'(a) :=
limg o7/ (s) € [—00,0] és +/(b) := limg, 7/ (s) € [—00,0] léteznek, valamint

b
/ 1V (s)y" ()]

L+ (2 =

teljesiil, akkor az m; eltolasparaméter ML becslése m; = A~1¢, ahol

b
1 ds
A= W(IJ)—F/W(S)’ g—ch(a,~y(a))+CQZ(b,'y(b))+F/y1Z+F/y23nZ, (1.7)

a

c1, co az a illetve b helyeken tekintett v és ~/-t6l fliggs konstansok, y; és
ya a v, v, 7" figgvényei, 0,Z pedig a Z normalis iranya derivaltjat jeloli
(lasd Baran, Pap és Zuijlen (2004), Definition 4.1). Specialisan, ha +'(a) = —oo0,

akkor
b
. Z(b,~(b)) +/Z§77((5))d5_/ 1 Z(ds,v(s)).

by (b) s7(s)

A harmadik esetben Baran, Pap és Zuijlen (2011) egy a korabbiaknal joval
komplexebb megfigyelési tartomanyon figyelte meg a folyamatot ésa p =1 eset-
ben a szerz6k meghataroztak az eltolasparaméter ML becslését. A disszertacio
elsg felének f6 eredménye Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal igazolt Theorem 2.1
altaldnositasa lesz.

OU meghajté mezs (U(s,t) = X(s,t); U(s,t) = X(s,1))

Arato, N. M. (1997b) megvizsgalta az (1.3) modellt abban az esetben is, amikor
a meghajto folyamat egy stacionarius OU mez6, p =1, ¢g1 =1, a megfigyelési
tartoméany pedig egy téglalap, és a sztochasztikus parciélis differencialegyenletek
modszerét hasznalva sikeriilt egzakt alakot adnia az ismeretlen eltolasparaméter
ML becslésére. Ezt az eredményt altalanositotta Baran, Pap és Zuijlen (2003)
ugyancsak a p = 1 esetben, de egy kétszer folytonosan differencialhatd és G
felett négyzetesen integralhato ¢; fiiggvényt tekintve, amikor a G megfigyelési
tartomény egy téglalap. A szerz6k meghatéroztak az m; ML becslését abban az
esetben is, amikor a meghajto folyamat az (1.2) segitségével definialt nemstaciona-
rius OU mez6. Ezen eredményeket sikeriilt kiterjeszteniink arra az esetre, amikor
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az (1.3) folyamatot a Baran, Pap és Zuijlen (2011) altal tekintett joval 4ltalanosabb
G tartoményon figyeljiik meg.

1.3. A modell és a becslés

Tekintsiik az (1.3) modellt a gi,...,9, : RZ — R ismert fiiggvénnyekkel és az
mi,...,mp € R ismeretlen regresszios paraméterekkel. Legyen [a,c] C (0,00) ¢és
b1,b2 € (a,c), tovabba legyenek 712 : [a,b1] = R és 7o : [b2,c] = R folytonos,
szigortian monoton csokkend fiiggvények, illetve 7 : [b1,¢] = R és 72 : [a,bs] — R
folytonos, szigorian monoton névekvs fiiggvények, melyekre 1 2(b1) = v1(b1) >
0, 72(b2) = 70(b2), mz2(a) = y2(a) é v1(c) = v(c) teljesiil. Tekintsiik a
.= FLQ U Fl U FQ U FQ gOI’bét, ahol

Iyo:= {(5,7172(5)) = [a,bl]}, I = {(s,’yl(s)) = [bl,c]},
Ty = {(s,'yg(s)) se€ [a,bg]}, L= {(s,vo(s)) 15 € [bzvc]}

és £ >0 esetén jelolje I'f,, I'f, I's é IG5 a I, I't, Ta és To egy
e-kornyezetét, azaz példaul
Iy:= {(s,t) eER?:s€ [a,a+¢], t € [y1,2(5),71,2(a)] vagy
5 € [a’ + €7b1]7 te [71’2(8),’)/1’2(8) + 6]}

Tegyiik fel, hogy létezik egy olyan € > 0, amely esetén fennall
ENr5=0 és TIi,NIG=0, (1.8)
tovabba legyen G := G U Gy UG3, ahol

Gy = {(s,t) € R?: s € [a,by Abo), t € [11.2(5),72(s)]},

Go := {(S,t) ER’:s¢€ [blvbQ]a te [71(8)772(8)]}7 ha by < b,
. {(s,t) ER?:s5€ by, by], t € [’71’2(8),’)/0(8)]}, ha by > bo,

Gs = {(5,t) € R? : s € [by Vb, c], t € [11(s),70(5)]}-

Az 1.1. abran lathatunk egy példat az imént definialt G megfigyelési tartomanyra.

Célunk az (1.3) modellben szereplé my,...,m, ismeretlen regresszios para-
méterek a {Z(s,t) : (s,t) € G} folyamat megfigyelésén alapulé ML becsléseinek
a meghatarozasa mind akkor, amikor a meghajto folyamat egy standard Wiener
mez3, mind pedig akkor, amikor stacionarius, illetve nemstacionarius OU mezd.
Az U(s,t) =W(s,t) és p=1 esetben Baran, Pap és Zuijlen (2011) a kivetekezd
tételt igazoltak.
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1.1. abra. Példa egy G megfigyelési tartoméanyra (Baran, Pap és Zuijlen (2011),
Figure 1).

1.1. TETEL. (Baran, Pap és Zuijlen (2011), Theorem 2.1) Ha ¢1 kétszer foly-
tonosan differencidlhato a G tartomdny belsejében és a 0O1g, O2g, wvalamint
01029 parcidlis derivdltak folytonosan kiterjeszthetéek G-re, akkor a Z, illetve
W véletlen mezdk dltal a C(G) téren generdlt Pz és Pw wvaldszintségi mérté-
kek ekvivalensek és a Pz mértéknek a Pyw mértékre vonatkozo Radon-Nikodym
derivaltja

dP
T (2) = oxp { =5 am* — 26m) |

ahol

by

A ~g1(by,v1,2(b1))? +/ [91(5,71,2(s)) —53191(57’71,2(8))]2

= ds
51’71,2((91) 52’7172(5)

c ~1,2(a) _ 2
. /[algms,vl(s))]z e | (2010013 0)]"
71(8) Y12 (t)
by 71,2(b1)

¥2(b2)

[0291(73 ' (t), )] 2 ,
/ »)/2—1(15) dt+é/ [818291(5,75)} dsdt,

v2(a)
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€s
~g1(b1,71,2(01)) Z(b1,71,2(b1)) 3191 (s 71
¢i= e / 2(ds,(s))
by
— 50
* / [91(8’7172(5)22752(29)1(5"7172(8))] [Z(5,7,2(s)) ds — sZ(ds, 11,2(5))]
71,2(a) 1 v2(b2) _
/ —8291(211’2;”@ Z(yia(t), dt) + / —8291(121 1t(t) D 20457 (1), )
e 71,2( ) @) Y2 (1)

+/ 010291 (s,t) Z(ds,dt).

Ennek alapjin az mq eltoldsparaméternek a {Z(s,t) : (s,t) € G} megfigyelésén
alapuld ML becslése my = (/A alaki és normdlis eloszldsi my vdrhatd értékkel
és 1/A szordsnégyzettel.

1.2. MEGJEGYZES. Az 1.1. Tételben szerepld, a Wiener mezd parcialis derivaltjai-
nak gérbe menti stlyozott L?-Riemann integraljan a Baran, Pap és Zuijlen (2011)
altal bevezetett Definition 4.1-ben taldlhaté definiciot értjiik, melynek értelmé-
ben ha adott egy Z L2-folyamat egy T := {(s,7(s)) : s € [a,b]} gbrbe e-
kornyezetében, ahol ~ : [a,b] — R szigortian monoton, tovabba y : [a,b] — R
egy Borel mérhet fiiggvény, akkor

b b
[us) 20asr(o) i=timm 5 [ (5) 205+ b (s) = Z(s.2(5)] s,
v(zb) '
y(y ) Z (v (), dt)
v(a)
) ~(b)
=Lim o [ y(y T @O)[Z(7 (@)t +h) = Z(y (0, 0)] dt,

amennyiben a jobb oldalon 1év6 mennyiségek 1éteznek.

A kovetkezo tétel az 1.1. Tételnek tetsz6leges p tagbol allo regresszios modellre
vonatkozo altalanositasa.

1.3. TETEL. Ha gi,...,g9p, kétszer folytonosan differencidlhats a G tartomdny
belsejében és a 01g;, Oag; €s D102g;, i =1,...,p, parcidlis derivdltak folytonosan
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kiterjeszthetéek G-re, akkor a Z, illetve W wvéletlen mezdk dltal a C(G) téren
generdlt Py és Py waldszintiségi mértékek ekvivalensek és a Pz mértéknek a
Pw mértékre vonatkozo Radon-Nikodym derivdltja

dP
ﬁ(Z) = exp {—%(mTAm — ZCTm)} ,
ahol A := (AM)ZZ:I, m:= (mq,...,m,)" és (:= (Cl, .. .,CP)T,
Aps = o (bh71,25)511’31)29(41)(317’71,2(51)) (1.9)
Jr/b1 [9x(s,71.2(s)) — 531%(8,7172(52))} [9¢(s,71,2(5)) — 5919¢(5,71,2(5))] ds
J 5271,2(s)
c v2(b2)
19k (s,71(s)) O19e(s,71(s)) D291 (3 (), 1) Dage(v3 (1), 1)
’ b/ 1) o (/ | 1) «
7,2(a) 1 1
n / 829/€ (71,2 (t)ﬂf_)l?;g@ (71,2 (t)’t) dt + // 81829k(5,t) 81829[(S,t)d5 dt7
) V1,2 G
b1,7v1,2(b1 b1,71,2(b1 f ) S, Y1(s
Ny L A
, ;
by
+ / L9 (s %’2(8)22;55(;9; (3:71.2(5))] [Z(S, Y1,2(s)) ds — sZ(ds, ’71,2(8))}
o, (5 0.1 " g (14(0).)
29K\ V2 , 1 29k\71,2\L)s 1
’Y(/a) WZ(’YQ (t),dt) +’Y 4 ) WZ(’YlQ(t),dt)

+ é / 0121 (s, 1) Z(ds, dt).

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak o {Z(s,t) : (s,t) € G}
megfigyelésén alapuld ML becslése m = A~'C  alaki és p-dimenzids normdlis
eloszldsti m  vdrhato érték vektorral és A~' kovariancia mdtrizszal.

1.4. MEGJEGYZES. Az A matrix elemeit leir6 (1.9) altal meghatarozott tagokat
megvizsgalva, lathato azok nemnegativ definitsége, amely ilyen modon garantélja
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az A matrix nemnegativ definitségét is. Igy a det(A) # 0 feltétel teljesiiléséhez
elegends a tagok koziil legaldbb egynek a pozitiv definitségét biztositani, amit
példaul a gi1,...,g, fiiggvények linearis fliggetlensége garantal.

1.5. MEGJEGYZES. Az 1.3. Tételben szerepls, a Wiener mez6 parcialis derivaltja-
inak gorbe menti stlyozott L2-Riemann integraljain az 1.2. Megjegyzésbeli integ-
ralokat értjiik.

1.6. PELDA. Tekintsiik a
Z(s,t) = my(s* +t2) + ma(s +t) + ma(s-t) + W(s, 1), (s,t) € G,

modellt, ahol W(s,t), (s,t) € [u—r,u+7r] x [v—r,v+r] egy standard Wiener
mez6, G pedig egy (u,v) koézépponti r sugart kor. Ekkor

m,2(8) =v— /12— (s —u)?, € [u—rul,
m(8) =v— /12— (s —u)?, € [u,u+ 7],
Y2(8) = v+ /12 — (s — u)?, € [u—rul,
Yo(8) = v+ /12 = (s — u)?, € [u,u+ 7],

’yle(t):u— r2 — (t —v)?, € [v—r,v],

Yo l(t) = u— /12 — (t — )2, tev,v+r.

Ebben az esetben az (1.9) altal definialt szimmetrikus A matrix kiilonb6z6 elemei

Arr = u(v —r) +u—/r 5271,2(s) ¢ +4u/ 71(5)01 (1

v v+r
t2 12
71,2 (t) Y2 (t)
v—r v

w4+ (v —7)*)(u+v—r) /u Vi o(s) — 8°
+ ds

u(v —r)

Arp =

s
u+r v v+r

+2/Lds+2/ ! dt+2/+dt,
71(s) V1,2(t) 72 (1)

u v—T
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u u+r

2
— 1
A22:w+/mds+/_ds
' u(v —r) 52 71(8)
v 1 v+r 1

+’u/m—ijf——dt%—u/m—ijf——dt

’71,2(t) Yo (1)
v—r v

Az =u?+ (v—7)% 4+ 2r(u+ 2v) + 72,
A s =u+v+2r,

3 2
Ass=u(v—r)+r(v+2u) — ZT ,

az (1.10) képlettel megadott ¢ = ((1,¢2,¢3)" komponensei pedig

u+r

_ (@@= 2 mab) [ 25
e u(v =) o

Z(ds,71(s)) (1.12)

v+r

pa— . 2t 1
_|_v/r mz(% (t),dt)-l— v/ mz(ﬁg(’f)vdt)
[ i

5271 2(5) [Z(57 '71,2(8)) ds — sZ(ds, 7172(5))},

u—r

B (U—F’U—T)Z(bl,’}/lg(bl)) 1 ) . B
e u(v—7) */qﬂgﬂdﬂﬂﬂ+/7;@zm2w@ﬂ

u v—r

u+r v

u v+T

v [ @lremae)as -z + [ =

u—r

u+r v

G =2(bmalon) + [ Z(@sn(e) + [ 205000

u v—T

v+r

+ / Z('yLé(t),dt)—ké/Z(ds,dt).

v

Az 1.3. Tétel igazolasat az 1.1. Tétel bizonyitasdhoz teljesen hasonl6 médon
végezziik el, mégpedig a mar korabban emlitett diszkrét apporximéacio (lasd Baran,
Pap és Zuiljen (2003), (2004), (2011)) segitségével.
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Diszkrét approximacio

A diszkrét approximécio lényege, hogy a folytonos véletlen mezét egy diszkrét
térbeli folyamattal kozelitjiik meg. A kovetkezd tétel alapotlete Arato (1982) 2.3.2
fejezetébdl szarmazik, és ezen tétel biztositja a diszkrét id6bdl a folytonos idébe
val6 atmenetet. Legyen I' egy tetszéleges index halmaz, X C R! egy fiiggvénytér,
X pedigaz X

{reX:(z(y),...,x(w) €EB}, kEN, ~,..., €L, BecBR"

cilinderhalmazai altal generalt o-algebra. Tekintsiink egy {&, : v € I'} X-beli
altal generalt valoszintiségi mértéket. A TV = {y1,...,vx} C T' véges halmaz esetén
jelolje a Pg a () = (&, .. &, ) valoszintiségi vektor altal a (R¥, B(R¥)) téren
generalt valoszintiségi mértéket.

1.7. TETEL. (Baran, Pap és Zuijlen (2003), Proposition 1) Legyen {&, : v € I'} és
{ny :v €T} két X-beli trajektdridval rendelkezd sztochasztikus folyamat. Tegytik
fel, hogy létezik eqy olyan f : X — R mérhetd fiigguény, melyre teljesil, hogy
Ef(X) = 1, wvalamint tetszéleges To C T’ esetén létezik egy olyan, T wéges
részhalmazaibol allo T, n=1,2,..., sorozat, hogy 'y CT',, CT, n=1,2,...,
€s n — 00 esetén

P 6w 2 109
n)) — .
ap
Ekkor P, abszolit folytonos a P¢ mértékre nézve és Py — I

dP¢

Az imént leirt diszkrét approximéaco értelmében els6 1épésként meg kell hata-
roznunk a Pz mérték a Py mértékre vonatkozé Radon-Nikodym derivaltjanak
kozelitését. Ehhez tekintsiik a {Z(s;,t5) : (4,5) € H} és {W(s;,t;) : (i,4) € H},
megfigyelések altal generalt valoszintiségi mértékek Radon-Nikodym derivaltjat,
ahol H az R? egy a G tartomanyt kozelité véges részhalmaza.

Véges mintak Radon-Nikodym derivaltjai

Elgszor definidljuk a G tartoméany kozelitéséhez szitkséges H véges halmazt,
illetve részhalmazait Baran, Pap és Zuijlen (2011) jeldléseit hasznéalva. Legyenek
a 0<s1<s9<---<sp 6s 0<t] <ty <- -+ <ty sziamok valosak, tovabbé
Il=XM < << << Apgm=L, 1 =X < <X, <A, <

< Ny =Ly 1= <o < gy < pipg1 < 0 < gy = M, lletve

L=ph < <, < fipppy <o < iy = M pedig egészek.
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Hio My AR
u’9 Mo AV RS
Hy t T 6 6 6 0 6 o o
Wy H 6 6 9 6 0 6 0 6 o 0
W, Mg r T e 6 6 6 6 6 6 6 6 6 0 6
Hg W[ -7 © 0000600600606 06060 060060
Hor e e o666 6666 ¢ ¢ 0 oo o o 0
g F7 @ 6 6 6 6 6 6 6 66 6 6 06 6 6 6 6 A
Hy F O e 6606666066 ¢ 60 ¢ ¢ o 0
W, M, OALZ o 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 AA
Wy - ST e 6 6 6 6 6 6 6 6 0 AA
W, My or S OALX S 6 6 6 o 6 o A
Hy T . OALX 6 ¢ ¢ 6 ¢
(TUR VA . OAAANAA
MA, Ay A A Ahr Ay A9 Ay
)\Y1 )\'9 )\,R )\YA )\YE )\'R )\Y7 )\,R )\YQ )\‘10 )\711
R:- Hy:0 H_:O Hi: A Hy: vy Hip: <

1.2. dbra. Példa R, H,, H_, Hy, Hy és H;s index halmazokra az n=m =
m' =5 és n' =6 esetben (Baran, Pap és Zuijlen (2011), Figure 2).

Legyen

R:={(i,j)eN?*:1<i<L,1<j<M},

n—1
Ry := U {(,7) EN?: X\ <0 < M1, 1 < J < fin—i1 )

k=1
n+m—1

Ry = U {(,§) e N? : Ny < i < M1, 1 < < i )
k=n+1

Ry= |J {(6,§) e N? : N < i < Ny ptngn < j < MY,
k=1
n'+m’—1

Ry = U {G,5) € N2 DXL < < Nt B m i < J < M},
k=n’'+1

H:=R\ (R12UR1UR2URy),
Hy = {(\p, ftn—rt1) : k=1,...,n},
H_ = {(/\k,un_k_,_g) k= 2,...,n},
H, = {(i,,uk) k=10, A1 <i < An_k_l,_g}
U{(, %) b =2,....,m, Apyi—1 <@ < Aogi s
Hy = {(Mj) ik =1,.con, pn—kr < J < fin-kya )

U {( ;cﬂj) tk= 2,...,71,, Hntk—1 <j < ,UfnJrk}v
HLQ = H\ (H+ UH_UH,; UHQ).



1.3. A MODELL ES A BECSLES 19

Példaként tekintsiik az 1.2. abrat. Az 1.3. Tétel igazolasanak alapjat képezd a
{Z(si,t5) : (i,5) € H} és {W(s;,t;) : (i,j) € H} véges halmazbeli megfigyele-
sek altal generalt valoszintiségi mértékek Radon-Nikodym derivaltjanak alakjat
meghataroz6 1.9. Lemma bizonyitasdhoz elengedhetetlen a Baran, Pap és Zuijlen
(2011) altal igazolt alabbi segédallitas.

1.8. LEMMA. (Baran, Pap és Zuijlen (2011), Lemma 3.1) A {W (s, t;) : (i,7) €
H} minta egyiittes sdriségfigguénye

e flzij:(i,j) € HLUH_) - g(zi;: (i,5) € H), (1.13)
alaki, ahol c eqy normdlo tényezd,

22 2
f(xi,j:(i,j)EHJrUH)—exp{— Z — 4 Z A},

er, 25 w28

- (Aya;5)? (Asz; j)?
i+ % H) = - —_— A
g(l‘ 2J (Z ])E ) eXP{ Z Q(Asl)t] Z 281(Atj)
(4,5)€H1 (i,7)EH>
_ Z (AlAQJ?i,j)Q}
rety 2AS)(AL)

ahol Alil,’i’j = Xy — Ti—-1,5, Agxi’j = Ty — L1 és ASZ‘ = 8 — Si—1,
Atj = t]‘ — tjfl.

A diszkrét approximacio értelmében sziikséges a véges mintdk Radon-Nikodym
derivaltjanak ismerete, amelyet ebben az esetben az alabbi lemma foglal magaba.

1.9. LEMMA. A {Z(s;,t;) : (i,5) € H} és {W(ss,t;): (i,7) € H} megfigyelések

dltal generdlt PY és PH.  waldszintségi mértékek ekvivalensek és

ar¥

1
dP—H(xi’j : (Z,]) S H) = exp {—§(mTAHm - QmTyH)} 5
w

ahol Ap := (Ak,Z,H)Ze:l €s ymg = (yl,Hw“vyp,H)T;

AkLH — Z gk Siytj 94 Siytj Z gk Siy 94 Siyt )

(4,5)€H+ (i,j)€EH_
(Argi(sit ))(Algé(su ) (AQQk(Su 1)) (D2ge(si,t)))
+ +
(i Z (AS ) Z z(Atj)
,J)EHL (i,5)€H2
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N Z (A1A2gk(sist5)) (A1A2g6(si,t5))

(l,j)eHl 5 (Asi)(At]) ’
Yk H = Z Tijgr(sitj) Z Zi 9k (Sis t5) . Z (A1 5) (Arg(si, t)))
iheH sitj GeH sit; eH (As;)t;
) + ©J ©J 1
i Z AQQCZJ Aggk(sz, )) 4 Z (AlAQCL'i’]‘)(AlAggk(Si,tj)).
i(At;) - (As;)(At)
(4,5)€H> (4,7)€EH1,2

Ha Apg pozitiv definit, akkor az m pammetervektornak a {Z(s;,t;): (i,5) € H}
megfigyeléseken alapuld ML becslése mp = Ay Yy alakd, ahol

CH = (Cl,H} s aC[),H)T;

L gk Siytj 527 gk Syt Sz; )
G 3 Qlt)Z0t) 5 et

(4,5)€H+ (i,j)€EH -
Algk(s“ )) (AlZ(Si’ J)) (Ang(Szv )) (AQZ(S“ ))
+ Y (s + A
(i,5)€H1 (i,j)€Hz
+ Z A AQQk S’L? )) (A AQZ(SH ))
(Bs:) ()
(Z,j)Ele

és mpy p-dimenzids normdlis eloszldsi m  wvdrhatd érték vektorral és Al}l
kovariancia mdtrizszal.

BIZONYITAS. Az 1.8. Lemma alapjan a {Z(s;,t;) : (i,j) € H} megfigyelések
egylittes strtiségfliiggvénye

P
f(a:i7j—z megr(sitj) : (4,7) € H+UH a:” kagk si,tj) 1 (4,7) € H)

Igy
drPl . f(@i; —mg(si,ty): (i,7) € Hy UH_
dpfl(l‘z}j:(zvj)EH): ( jf( 'j' )
w Li,j ~(Z,])€H+UH,)

9(wi; —mg(si,t;) : (i,5) € H) B {_1 . o }
. g(fﬁi,j:(i,j)EH) = &P 2(m Apgm —2m yH) )

amelybdsl mar adédik az m paramétervektor ML becslésének alakja. Nyilvan-
valoan Empy = m. Végezetil pedig (g tagjainak fiiggetlen névekménytiségét
kihasznalva rovid szdmoléas utan kapjuk, hogy a becslés kovariancia matrixa nem
més, mint Agll. 0
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A {Z(si,t5) : (4,5) € G} folyamatot véges minték sorozataval megkozelitve,
ezt kovetGen pedig elvégezve a hatardtmenetet az 1.7. Tétel és az 1.9. Lemma
segitségével adodik az 1.3. Tétel igazolasa. A megfelels véges kozelités létezésének,
valamint a hataratmenetnek az igazolasa teljesen analég a Baran, Pap és Zuijlen
(2011) altal leirt bizonyitéassal, igy ezt kiilon nem ismertetjiik.

Ismert, hogy az (1.1) kovariancia struktaraja {X(s,t): s,t € R} stacionrius
OU mez6 felirhaté a Wiener mezd segitségével, mégpedig a kdvetkezé modon

> g

X(s,t)zm

Tekintstik a Z(s,t) := myhq(s,t)+--- +mphp(s,t)+)?(s,t), (s,t) € Ry, véletlen
mez&t. Az 1.3. Tételt a

2/ afuv logu logw
= hk ;
o 20 ' 20

e_(’s_ﬁtW(eQ‘”,eQﬁt), s,t € R. (1.14)

gk(u,’u) > ) k:1a27"'7pa (115)

fliggvényekre és a = flyg Ufl Ufg Ufo zart gorbe altal hatarolt G tartomanyra
alkalmazva, ahol

B = { (w0 Aa() sue e, From{ (i) s we [0, @},
Ty ::{(uﬁg(u)) L u€ [e?, e }, To :Z{(u,%(u)) L ue [e2al 2] }7

5i(u) = exp (267, (log(u)/20) ), j € {{1,2}, {1}, {2}, {0}},
a kovetkezg allitast kapjuk.

1.10. TETEL. Ha hy,..., h, kétszer folytonosan differencidlhaté a G tartomdny
belsejében és a Orhi, Oxh; és 010:2h;, i =1,...,p, parcidlis derivdltak folytonosan
kiterjeszthetdek G-re, akkor a Z, illetve X wvéletlen mezdk dltal a C(G) téren
generdlt Pz és Pg waldsziniiségi mértékek ekvivalensek és a Pz mértéknek a
Ps mértékre vonatkozo Radon-Nikodym derivdltja

dP
é(Z) = exp {—%(mTAm - 2(Tm)} ,

ahol A := (A’M)Z,z:l’ m:= (mq,...,mp,)" és (:= (Cl, . ,Cp)T,

Ape = hi(a,72(a)) he(a,v2(a)) + he (e, 71(e)) he (e, (c)) (1.16)

+ Do (b1, 71(b1)) he (b1, 71.(b1)) + P (b2, 72 (b2)) B (b2, v2(b2))
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by
+/ [ahk(sm,z(S))he(&71,2(8)) +oflfhhk(s,71,2(8))81hz(8,71,2(8))}ds

a
C

+/ [ozhk (5,7(s)) + Orha (s,’yl(s))} [h@ (s,m(s)) + a_lﬁlhg(s,'yl(s))}ds

b1
b2

—|—/ [ahk (s,'yg(s)) — O1hy, (s,’yg(s))} [hz (s,’yg(s)) — ailalhg(s,'yg(s))}ds

a
c

—|—/ [ahk(s,'yo(s))hg(s,'yo(s)) —|—oflalhk(s,'yo(s))alhg(s,'yo(s))}ds
ba
71,2(a)

+ [ [B (30,0 ~0bn (13000, 0)] [ 3000, 0) -5 Bahe (17300, 0)
71,2(b1)
Y1 (c)

+ / [ﬁhk (v 1 (®), ) he (1 1 (1), 8) + B Dol (’Yfl(t)vt)%he@fl(t)at)} de
71 (b1)
v2(b2)

+ / |8k (33 (1), ) he (33 (8):8) + 67 Dl (3 (8), 1) Dohe (1 (1), 1) |

v2(a)
Yo (b2)

b [ [ 00:0) +0aha (570, 0)] [ ke 0 (0, 457 Buhe (5 0).8)

Yo(c)

’ é/ [aBh(s,t)he(s,t) + o BO1hy(s,t)01he(s, 1)

+ B ol (s, t)0ahy(s,t) + o~ 10102k (5,1)01 0ok (s, )] ds dt

és

G = 4hy (b1, 71(b1)) Z (b1, 71(b1)) (1.17)

C

+2 / |0k (5,71(5)) + 01k (5, 1(5)) ] [ 2 (5,71 ()) ds + 0™ 2 (ds, 1 (9)) |
by
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by

+ 2/ [ahk (s, 7172(3)) — O hg, (s, 71,2(5))} [Z(s, 71’2(3))ds—a_1Z(ds, 71,2(5))}
¥2(b2)

+2 [ [5m031 0.0+ 000 (03 (0.0)] 20570, )dt+5712 (35 (1), a0

v2(a)
71,2(a)

w2 [ [ (b0 +oah (30.0] [26540. 0057 20730,

v1,2(b1)

+ // [aﬂhk(s,t) + ﬂaﬂlk(s,t) + Oéaghk(s,t) + 8182hk(8,t)]
G
x [Z(s,t)dsdt + a1 Z(ds, t)dt + B~ Z(s,dt)ds + o~ ' B Z(ds, dt)].

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak o {Z(s,t) : (s,t) € G}
megfigyelésén alapuld ML becslése m = A~'(¢ alaki és p-dimenzids normdlis
eloszldsti m  vdrhato érték vektorral és A™' kovariancia mdtrivszal.

BI1ZONYITAS. A tétel igazolasdhoz hasznaljuk ki az OU mez6 (1.14) altal megha-
tarozott alakjat és alkalmazzuk az 1.3. Tételt a G tartomanyon megfigyelt

B %/aﬂuvZ(logu logv

o 200 7 288

Y (u,v): ) =myg1(u,v) + ...+ mpgp(u,v) + W(u,v),

véletlen mezdre, ahol a g, az (1.15) altal definialt fiiggvényt jeloli. Ekkor

Vv 1 1
Orgi(u,v) = o 60:)“(04—1—81)hk( (;iu’ (;%Bv)’
_ voau logu logv
aa,0) = 06+ o (S 5 ) (1.15)
1 1
O10uan(0) = 5 (- )5+ (5 ).

majd rovid szamolast kdvetGen kapjuk, hogy

Ap,e =4hi(b1,71,2(b1)) he(b1,71,2(b1))
by

+ 2/ {(oz — O1)hg (5,7172(5))} {(1 —a o)) hy (5,7172(5))}d5

a
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c

+ 2/ {(oz + 01)hie (s, ’}/1(8))} [(1 +a 1) he(s, ’yl(s))} ds
by
72(b2)

2 [ [+ am'0.0)] [+ 57 a5 0).0)at
Y2(a)
71,2(a)

vz [ [+ am(i0.0] [+ 5 k(w0

71,2(b1)
+ // (04 00)(8 + 92)ha(s. )] [(1 4+ 0720001+ B~ )he(s. )] st

G
=AL) + aAD) + BAY) + a7 AL + BTIAD) + AY)

k.6

ahol

AL = Al (b1, 71,2 (b1) e (b, 71,2(01)) +2 / On [ (5,1 () he (5,71 (5)) | ds

by
by v2(b2)
— 2/81 [hk (s,71,2(5))h4(s,7172(s))}ds +2 / 0o [hk ('y{l(t),t)hg('yz_l(t),t)}dt
a v2(a)
71,2(a)
+2 / Do [hk(’yié(t),t)hg('yié(t),t)}dt+//(9182[hk(s,t)hg(s,t)}dsdt,
71,2(b1) G
c by
A,(f} = 2/hk (s,’yl(s))hg(s,'yl(s)) ds + 2/hk (8,71’2(8))h4(8,’yl72(8)) ds
b1 a
+// 02 [hk(s,t)hg(s,t)} dsdt,
e
v2(b2) 71,2(a)
AT =2 [ (e (0, 0)he (g (), 1) dt +2 / hi (Y2 () ) he (112 (8), 1) dt
v2(a) 71,2(b1)

+ / 01 [ (s, )he(s, 1)) s,
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c bl
A&; ::2/81hk (s,’yl(s)) O1hy (s,’yl(s)) ds + 2/81hk (8,71’2(8))81hz (8,71’2(8)) ds
by a

+é/ 0o [alhk(s,t) 5‘1hg(s,t)} dsdt,

~v2(b1) v1,2(a)
AP) =2 / Bohy, (3L (1), 1) Dahe (75 (1), ) dt+ 2 / Dol (1.5 (8),t) Dehe(v1 4 (t), ) dt
v2(a) 71,2(b1)

+é/ 01 [O2hie(s, ) Ozhy(s,t)] ds dt,

A = / / [ Bhi (s, 8)ho(5,2) + ™ B0 hi (s, )y ha (s, 1)
G

+ af Oohy(s,t)02he(s,t) + a 7101 0x (s, t)0102h(s, t)} dsdt.

Nyilvanvaloan
/ Do [hi(s,t) he(s, t)]dsdt (1.19)
G
bo by
= /hk (S,’)/Q(S))h[ (s,’yg(s))ds —/hk (8,71’2(8))h[ (8,71’2(8))(318

_/hk (5,71(s)) he(s,71(s)) ds +/hk (5,70(5)) he(s,70(s)) ds,

b1 b2
/al[hk(s,t)hg(s,t)}dsdt (1.20)
G
~1(c) 71,2(a)
- /hk('yfl(t),t)hg('yfl(t),t)dt—/hk('yi%(t),t)hg('yi%(t),t)dt
~v1(b1) ~1,2(b1)
v2(b2) ~0(b2)
—~ /hk(vgl(t),t)he(vgl(o,t) dt + /hk(val(t),t)he(val(t),t) dt,
v2(a) Yo(c)

és hasonlo modon fejezhetGek ki a

/ Oy [81hk(s,t) 81/14(5,1?)] dsdt, illetve // o1 [82/%(8, t) 82hg(s,t)] dsdt
fel e
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integralok is. Ezek utan, felhasznélva a

24/8182 [hie(s,t)he(s, t)] dsdt (1.21)
b Y2(b2)
:/81 [hk (s,'yg(s))hg (s,’yg(s))} ds — / 0o [hk (72*1(75)71&)114(72*1(75),1&)} dt
a v2(a)
c 71(c)
= [ or[nls ) helsm)]ds+ [ on[huir @07 0),0)]
) e
_/81 [hk (8,7172(3))@(8,71,2(8))} ds +/ Os {hk ('yi%(t),t)hg ('yfé(t),t)} dt
a 71,2(a)
c Yo(c)
+ / On [ (5,70 (5)) e (3,70 (5)) | s - / 02 i (3 (), D he (35 (1).1) | at,
bo Yo(b2)

felbontast is, egyszert szamolast kovetden jutunk az (1.16) 4ltal megadott alakhoz.
Az (1.18) parcialis derivaltak, valamint az 1.2. Megjegyzésben definialt integralok
segitségével kapjuk, hogy

G=G"+67+67 + 6" a7 + ¢,
ahol

,‘f) i=4hy, (b1, 71,2(01)) Z (b1, 71,2(b1)),

C

. 4 as
,(f) = lim. p e® (a+ )by (s,71(5))

X {(ems + 9)1/22(710g(e22(: +0) V1 (s)) —e™Z(s,m(s))|ds,

by

,g?’) ::4/ (o = 01) hie(s,71,2(5)) Z (5,71,2(5))ds

b1
.4 :
— 1‘91*{% E eas(a - 81)hk (Sa 7172(5))
1 2as
« |:(62as + 9)1/22(M

T als)) = €2 (s, ma(9)) | ds,
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¥2(b2)
. i > -
= 1im / (8 + 0) i (7 (1), )
v2(a)
1/2 _ log(e?At + 6 _
(@04 0) 22 (570, ) _enrz (4700, 0) |
2p
A 71.2(a)
5 . _
@ =tim s [ B0 (A0.)
Y1,2(b1)
1/2 _ log(e?At + 6 _
X [(e%t + 5) / Z(’Yl,zl(t)a %) - eﬁtZ(’h,zl(t)a t)} dt,
(6) ._ 73 4 as as
G = L.}s.gd % //e P+ 01)(B + Do) hy (s,t) [e 07 (s,t)
el
_ (~2as 1/2 Bt log(e2as+g) a2t 1/2 log(eQ'Bt—’—é)
(e —|—g) e Z(i%é ,t) e (e —|—5) Z(s, 725 )
sas . \1/20 280 o1/2,(log(e®™ + ) log(e*! +4)
+(e —l—g) (e —|—5) Z( 70 , 57 ) dsdt,
amelyb6l mar (1.17) azonnal kovetkezik. 0

Végezetiil tekintsiik a Z(s,t) := mihi(s,t)+---+mphy(s, t)+X (s, 1), (s,t) € Ry,
véletlen mez6t, ahol {X(s,t) : s,¢ > 0} az (1.2) altal definialt nulla kezdeti értékii
OU mezd. Az v #0 és B #0 esetben az {X(s,t):s,t >0} mez§ nem maés,
mint egy nulla varhat6 értékd Gauss-folyamat

2

EX (s1,t1)X (s2,t2) = 4004—5 (e*aISrSz\_efa(sHSz)) (e*ﬂ|t1*t2|_efﬁ(t1+t2))

kovariancia struktaraval. Igy példaul az a >0, § >0 paraméterii nemstacioné-
rius OU mez6 felirhaté az alabbi
o

2v/aB

alakban. A stacionarius esethez hasonloan az 1.3. Tételt alkalmazva a

X(s,t) = casBlyye?es — 1,2~ 1), st >0, (1.22)

(1.23)

gr(u,v) = 2veBut D+, (log(u +1) log(v + 1)>

o 200 203

fliggvényekre, valamint a T .= ng U fl U fg U fo zart gorbe altal hatarolt G
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tartoményra, ahol

Pioi={ (wA2() 1w e [ 1,62 1]},
Tri={ (A (W) su e [ —1,e%e-1] |,
Dy i={ (uFa(w)) u € [0 =1, % 1]},
To i={ (wA0(w) s w e [e*P2—1, %1},

tovabba
73(u) = exp (287 (loglu+1)/20) ) =1, j € {{1.2},{1}.{2}. {0} },
a kovetkezs eredményt kapjuk.

1.11. TETEL. Ha oo # 0 és S #0, hy,...,hy kétszer folytonosan differencidlhato
a G tartomdny belsejében és a O1h;, O2h; és 0102h;, i =1,...,p, parcidlis
derivdltak folytonosan kiterjeszthetéek G-re, akkor a Z, illetve X wvéletlen mezdk
dltal a C(Q) téren generdlt Pz és Px waldsziniségi mértékek ekvivalensek és
a Pz mértéknek a Px mértékre vonatkozé Radon-Nikodym derivdltja

dP Ié;
ﬁ(Z) = p{—zoi?(mTAm— 2CTm)},

ahol A := (Akaf)z,z:v m:= (my,...,my) é (:= (Cl,...,cp)—r,

Ap,¢ = coth (aa) coth (By2(a)) by (a, y2(a)) he(a, y2(a)) (1.24)
+ R (¢, 71(€)) he (e, 71(€)) + coth (By1(b1)) b (br, Y1 (D1)) e (b1, y1(b1))

+ coth (Oébg)hk (bg, 72(52))]12 (52, 72(52))
by
+ /coth (Br1,2(5)) {ahk (5,71,2(5)) he(s,71,2(s))

a

+a 'ohy (S, ’71,2(5))81]12 (Sa 71,2(5))} ds

c

+ [ eoth (531(5)) [ahe (5,71 (5)) + Duls (5:71.(5) |

b1

X [hz (s, 'yl(s)) +a 10 hy (s, oGl (s))} ds
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ba
+/ {0‘ coth () hi (s, 72(s)) — 01l (8772(8))}

a

X {coth (as)hz(s,'yg(s)) —a 'O hy (s,’yg(s))}ds

c

—|—/ [ahk(s,'yo(s))hg(s,'yo(s)) —|—oflalhk(s,'yo(s))alhg(s,'yo(s))]ds

ba
+ V7(a)coth (avia(t)) {6 coth (B8t) hi (v15(£),t) — 02l (12 (t),t)}

71.2(61)

x [coth (Bt)he(v1.5(t),t) — B Dohy (ygg(t),t)}dt

+ /() [ (350, )he (3 (01,1) + 67 Do (7 (00,1 (o 0 1)t

e
+ / coth (a5 (8)) | Bhi (v (6. ) he (35 (8. 1)

o + B 0ol (3 1 (), 1) Dahe (75 (2), t)} dt
+/([)m (36 (0),8) + Bahn (30, 2)] [ (0™ 01, 8) 457 0she (0™ 0),1)
Yo(e)

’ é/ [aBh(s,t)he(s,t) + o ' BO1hy(s,t)01he(s, 1)

+ aﬂflaghk(s, t)aghg(s, t) + Oéilﬂilalaghk(s, t)alaghg(s, t)] dsdt
és

Cp = {1 + coth(abl)} [1 + coth (671 (b1))} hi (b17 7 (bl))Z(bh 7 (bl)) (1.25)

c

+ / {1 + coth (,8’}/1(8))} [ahk (5,7(5)) + Orhi(s,n (s))}

b1

X [Z(s, Y1(s))ds + o™t Z(ds, (s))}
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by
+ / [1 + coth (67172(3))} [a coth(as)hy (s, 71,2(5)) — O1hy (s, ’71’2(8))}

a x [coth(as)z(s,yl,g(s))ds—a*lz(ds,vl,z(s))}

+ 7Q/M[l + coth (cw{l(t))} [ﬂhk (21 (1),) + Dol (72 (1), t)}
v2(a) ] [Z(ng(t)’t)dt_’_Bflz(vgl(t),dt)}

+ vj(a) [1+ coth (773 (1) | [Bhi (173 (0, 1) + Oahe (43(0).1) |
71,2(b1)

< [2(r3(0.1)dt + 572 (33(0). 1)
+ // [aﬂhk(s,t) + ﬂﬁlhk(s,t) + aaghk(s,t) + 8182hk(s,t)}
G
x [Z(s,t)dsdt + o' Z(ds, t)dt + B Z(s,dt)ds + o' BT Z(ds, dt)].

Ha det(A) # 0, akkor az m paramétervektornak o {Z(s,t) : (s,t) € G}
megfigyelésén alapuld ML becslése m = A~'C  alaki és p-dimenzids normdlis
eloszldsii m  wvdrhaté érték vektorral és A~ kovariancia mdtrizszal.

B1ZONYITAS. Az egyszertiség kedvéért az allitast csak az o > 0, > 0 esetben
igazoljuk. A bizonyitas menete hasonlé az 1.10. Tétel bizonyitdsahoz, csak itt a
nemstacionarius OU mezének az (1.22) altal meghatarozott alakjat és az 1.3. Te-
telt alkalmazzuk a G tartoméanyon megfigyelt

Y (u,0) = 2y/aB(u Z D(v+ 1)Z<log(;a+ D 1og(;)6+ 1))
=myg1(u,v) + ... +mpgp(u,v) + W(u,v)

véletlen mezdre, ahol ¢ az (1.23) altal definialt fliggvényt jeloli. Ekkor

O gr(u,v) = ) (o + 1) ha <log(;a+ 1)7 log(;)ﬁ-i- 1) ) (1.26)
_ Vau+1) log(u+1) log(v+1)
Oagk(u,v) = /BT 1) (B + 32)/%( e 28 )7
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1
20/aB(u+1)(v+1)

x (a+0n)(8+ d)h

010291 (u,v) =

log(u+1) log(v + 1))
200 20 ’

igy

eQab1 625’)’1,2(111)
Age = T B 1hk (b1,71.2(b1)) B (b1, 71,2(b1))

b1

e2B71,2(s)
—+ Q/M |:(Oé COth(OéS)_al)hk (87 71,2(8))]

a

X {( coth(as)—a ™9y ) he(s, ’71’2(8))} ds

w2 [ o @ omao ()] [0+ a7 o0me(s (5] as

by
20 e () » 3 -

+2 m[(ﬂ+az)hk(vg (t),t)} [(1+5 92)he (75 (t),t)}dt
v2(a)
~v1,2(a) .

+2 / ﬂ[(ﬂ%—@z)hk(fy*l(ﬂ t)} [(Hﬂflaﬂhé(vfl(ﬂ t)}dt

02077 2(t) _ 1 1,2\ 1,2\1),

v1,2(b1)

+ // [(a +01)(8+ az)hk(s,t)} [(1 +a a1+ /3—102)@(5,@} ds dt.
G

A vi2, 71, 72 és 7o gorbéket tartalmazo tagok Osszerendezése utan, valamint az
1.10. Tétel bizonyitasadban meghatarozott (1.19)-(1.21) eredményeket felhasznalva
kapjuk, hogy

Ao = AL) + AL + AD) + AL + A7),
ahol

AL = (1712000 e (b1,1.2(61)) = (0 7,2()) e (0,71.2(0)
+ coth (aa) coth (By1,2(a)) bk (a,71,2(a)) he(a, 11,2(a))
+ coth (By1,2(b1)) e (b1, 71,2(b1)) b (b1, 71,2(b1))

+ coth (aa) hi (a, ’)/1’2(04)) hy (a, ’)/1’2(04))
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by
+ /COth (B71,2(5)) [ahk (s,71.2()) he(s,71,2(5))

—|—ailalhk(s,71,2(5))81@(8,71,2(3))]ds
71,2(a)
+ / coth(a'yié(t))[(ﬂcoth(ﬂt)—5‘2)hk('yi§(t),t)}
71,2(b1)

X [(Coth(ﬂt) = B7102) he (13 (t),t)}dt,

A,(f% = %hk(c, ’yl(c))hg(c, ’yl(c)) — %hk (bl,’yl(bl))hg(bl,'yl(bl))

C

+ /coth (671(8)) [(a + 81)hk (s,'yl(s))} [(1 + a_lé‘l)hg (s,’yl(s))}ds
by
71 (c)

[ B @m0 00 + 57 duh o 0,0)82he (57 0.1)
71 (b1)

A,(jg = %hk (b2, 72(b2)) he (ba, Y2 (b2)) — %hk (a,72(a)) he(a,72(a))

+ coth (abg) by (bz, v2(b2)) he (b2, v2(b2)) — coth (ca) i (a, y2(a)) he(a, v2(a))
b2

—l—/ [(a coth(as) — 81)hk (5,’)/2(5))} {(coth(as) — oflal)hg (s,’yg(s))}ds

v2(b2)

[ coth (@) [ (3 0. e (33 (0).)
v2(a)

+ B 0ok (v3 (), 1) Dohe (75 (1), t)} dt,

A;(fi = %h’k(ca Yo(¢))he (e, 70(e)) — %hk(bQ;’YO(bQ))hé(b%'YO(bQ))

C

—|—/ [ahk (s,'yo(s))hg(s,'yo(s)) + a0 hy (s,'yo(s))&hg(s,'yo(s))}ds
ba
Yo(b2)

+ [ [ amGe 0.0] [0+ 57 a6s @.0)]ar

Yo(e)
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AZ) = [ [Ta8hu s, e, )+ a7 803 (5, )00h(s, )+ 0B 0 (5, 0uhe (5,1
G

+a 13710100k (s, t)0102h(s, t)} dsdt,

amely éppen az (1.24) alakot adja. Végezetiil, az (1.26) parcialis derivaltakat, va-
lamint az 1.2. Megjegyzésben definialt integralokat felhasznalva kapjuk, hogy

G=¢"+ 07+ ¢+ G0+ + ¢,
ahol

(1) 4620/1)1-‘1-2,5’}/1,2(1)1)
ko7 (e20{bl — 1)(62571,2(171) - 1)hk (b1771,2(b1))Z(b1’r}/172(b1))

c

as+2B7v1(s)
@ _ .o 1 [decs ()
o= tim s [ o (e ()

by

y [(ezww)wz(w,%(s)) — e Z(s,m(s)) | ds,

2c

by

) 4e2as+2B71,2(s)
BT / (620‘5 — 1)(625’)’1,2(8) - ]_) (Oé COth(as) - 81)hk (577172(S>)Z(8’7172(S))d8

1 b 4e0s+2B71,2(s)

lim g ) e o (coth(e9) = Ohe(sma(s)

a

1 72(b2)4 Bt+2av; (t)
@ . im. = el hi (vL(8), t
P 1251'38' 5 / e 0 ] (B + 02)hy (73 1 (¢), 1)

v2(a)
1 2Pt 1§
% [(625t+6)1/22(721(t), Og(e2ﬂ+ )) —eBtZ(%l(t),t)} dt,
71,2(a) —1
Bt+2ary; 5(t)
) ._q: 1 de e B (71
= lim. = —_— t),t
k 15138 5 o201 2(t) _ (5 +02)hw (712(1),1)
71,2(b1)

% [(eQ,Bt + 5)1/22(7i%(t)’ W) — eBtZ('ylé(t),t):| dt,
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6) ._q: 4 as as
©) .= %)15210 5 /e P 4 01) (B + 92)hy (s,t) [e 8t 7 (s,1)
G
_(62as+g)1/2€ﬂt2<log(62as+9) t) o (e 2ﬁt+5)1/2 ( 1og(62/”+5))
2a ’ ’ 20
1 2as 1 25t )
+(ez(ys L Q)1/2( 281 —|—5)1/2 ( Og(e2a + Q), Og(GQB + ))]dsdt,
ebbdl pedig mar a kivant (1.25) alak adodik. 0

1.4. Szimulaci6és eredmények

Ezen fejezet célja, hogy a korabban Arato, N. M (1997a), valamint Baran, Pap
és Zuiljen (2003, 2004, 2011) &ltal igazolt elméleti eredményeket, illetve az el6z8
fejezetben kimondott 1.3., 1.10., 1.11. Tételeket Matlab segitségével megvalositott
szimuléaciokkal szemléltessiik. Ha nem csak az egyes pontokban felvett értékekre,
hanem a trajektoriakra vagyunk kivancsiak, a Gauss véletlen mezdk szimulaciojat
altalaban azok Karhunen-Loeéve kozelitésének segitségével hajtjak végre. Speciali-
san, a W(s,t), 0<s<S5, 0<t<T, Wiener mez6 esetén ez az alabbi

Z Wik TR \/1)_(%_1) sin (W(Zg;)t) sin (%ﬁ) (1.27)

J,k=1

approximéciot jelenti, ahol {w;x : 1 < j,k < n} filiggetlen, standard normalis
eloszlasu valoszintiségi valtozok halmaza (Deheuvels et al., 2006). Az 1.3. abra a
Wiener mez§ szimulaciojara mutat példat n = 150 vélasztdsa esetén.

Az X(s,t) és X(s,t), 0<s<S5, 0<t<T, stacionarius és nulla kezdeti
értekit OU mez6 kozelitéseit az (1.27) altal definialt approximéaciobol kapjuk az
(1.14) és (1.22) transzformaciok segitségével (Jaimez és Bonnet, 1987). Ekkor

Z dge(S—s)+B(T—1) ) ( m(2j—1)e 26(t—T))
k Sin
Py 1’ m2y/aB(2k—1)(2j—1)
<7r (2k—1)e S>>
X sin ,

40 /(S 1) (FT 1) (2 >< 2 1)
Ko 1) Z“’J’%Q i ( 2T 1) )

= exstht\/aB(2k—1)(2j—1 2(e2T -1
. (7(2k—1)(e*** —1)
X sm( 2 1) .

Minden egyes példa esetén 1000 fiiggetlen mintabol készitettiik el a meghajto
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1.3. abra. Wiener mez6 szimulacioja n = 150 esetén.

Gauss mezdket 25 < n < 100 valasztasokkal és ezek segitségével a kiillonbozd
véletlen mezdk esetén meghataroztuk a becsiilt paraméterek, illetve paraméter-
vektorok varhato értékeit, valamint az (1.6), (1.7), (1.10), (1.17), illetve (1.25)
altal definialt ¢ valtozo empirikus szorasnégyzeteit, illetve kovariancia matrixait.

1.12. pELDA. Tekintsiik a
Z(s,t) = W(s,t) +m(s* + %),

modellt, ahol W(s,t), (s,t) € G = [1,3]?, egy standard Wiener mezs. Ekkor az
(1.5) alapjan az A egyiitthato

463 — b3 4a3 — a}

A = 3a1 3b1 + 2a1b17
a
2 @) Z(ar, b)) f 7
= (a1+ 1) (ah 1) +/2—UZ(du,b1)+/2—UZ(a1,d’U)
ai1by b1 ai

ai b1
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1.4. abra. Az 1.12. példabeli m becslésének varhato értékei és a ( becsiilt
szorasnégyzetei 25 < n < 100 esetén.

kozelitésére pedig teljesiil

- 8V/ST
(A~ D - @ -

Jik=1

2 2 . .
ai +b7 . (7(2k—1)a1\ . (7(2j—1)bs 2 . (7(2) =1k
X { a1br s ( 25 sin 72T + by s 72T

[t () (225

+ a2 sin <M> — a1 sin (M) + 3 sin <M>

25 25 a1 2S5

w(ziT_ 1) <COS (W@jz;l)bz) T (W(sz;l)h) )

o (D) (2 00) T
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4.95
§ 493 M\AW\—_‘
4.91 ! ! ! ! ! ! !
30 40 50 60 70 80 90 100
n
0,224
0,216 ! ! ! ! ! ! !
30 40 50 60 70 80 90 100
n

1.5. abra. Az 1.13. példabeli m becslésének varhato értékei és a (¢ becsiilt
szorasnégyzetei 25 < n < 100 esetén.

Az elméleti paraméter értéke m =5, mig A = 33.3333. Az 1.4. abran lathato az
m paraméterbecslés varhato értékeinek és ¢ becsiilt szorasnégyzeteinek alakulasa
az (1.27) kozelitésben szereplé n valtozasanak fliggvényében. Példaul az altalunk
tekintett maximalis n = 100 esetén az m = 5.0007 és A = 33.7233 értékek
adodnak.

1.13. PELDA. Tekintsiik a
Z(s,t) = W(s,t) +m,

modellt, ahol W(s,t), (s,t) € G, egy standard Wiener mez6, G pedig az (1.4)
altal definialt tartomany (lasd Arato, N. M (1997a); Baran, Pap és Zuijlen (2004)),
melynél T' egy origd kozépponti kdrvonal része, azaz (s) = V12 — s? valamilyen
adott r > 0 sugarral, valamint [a,b] C (0,r) (Baran, Pap és Zuijlen, 2004,
Example 1.2). Ekkor

A—l 72 — q? b V2 —a? B b
-2 Tt ) At Tm 9 ma—

y1(57 r? — 52) = 07 92(57 r? — 82) =——
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1.6. abra. Az 1.14. példabeli m paramétervektor komponenseinek becsiilt varhato
értékel 25 <n <100 esetén.

az (1.7) altal definialt ¢ kozelitésére pedig teljesiil

n
8V ST
—mA =~ ik
o j%:zle’kﬂ%z(?k—l)(?j—l)

X { r2a—a2 ‘i (W(Zl;;l)a) “n <w(2j_12)%/m>

b . (m(2k=1)b\ . (7(2j—1)Vr2—b?
msm( 5G )sm 5T

B /b{ 7(2k—1)s (W(Qk - 1)5) in (W(Qj_l)m>

+

25Vt \ 28 2t
m(2j—1) in (7T(2k—1)8> cos (w(zj—l)\/m> }ds}.

a

+ 2T 28 2T

Legyen az eltolasparaméter értéke az el6z6 példahoz hasonléan m = 5, tovabba
a=1, b=3 és r=>5 valasztas esetén A = 0.2205. Az 1.5. abran lathaté az m
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340

-
<€‘ 335
330
6
o | _______ o
¢ € 5.9 ( {‘ 127 /\/\-—/\_,WJ
58 124
40 60 80 100 40 60 80 100
n n
51 16.5

1.7. abra. Az 1.14. példabeli ¢ becsiilt kovarianciai 25 < n < 100 esetén.

paraméterbecslés varhato értékeinek és ¢ becsiilt szorasnégyzeteinek alakulésa az
(1.27) kozelitésben szerepls n valtozasanak fiiggvényében. Ekkor n = 100 esetén

M= 4.9357 és A =0.2213.

1.14. PELDA. Vizsgaljuk meg az 1.6. példaban méar targyalt
Z(Sat) = m1(82 + t2) + m2(5 + t) + m3(s : t) + W(S,t), (S,t) € Gv

modellt, ahol W(s,t), (s,t) € [0,8]%, egy standard Wiener mez§, G pedig egy
(6,6) kozépponta, r = 2 sugara kor. Ekkor az (1.11) altal meghatarozott A
matrix elemeit, valamint az (1.12) altal definialt ¢ = ((1,¢2,¢3)" komponenseinek
kozelitését a Matlab programcsomagba beépitett (rekurziv Simpson kvadratiarakon
alapulo) quad fliggvény segitségével numerikus integralok altal hataroztuk meg.
Az altalunk valasztott elméleti paraméterértékek mq = 5, mg =8 és mg = 3,
valamint a ¢ elméleti kovariancia métrixa

339.0895 38.6688 128.0000
A= 386688 59115 16.0000
128.0000 16.0000 50.5752
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1.8. abra. Az 1.15. példabeli m paramétervektor komponenseinek becsiilt varhato
értékel 25 <n <100 esetén.

Az 1.6. dbra mutatja a harom paraméter becsiilt varhato értékeinek, az 1.7. dbra
pedig a ¢ becsiilt kovariancidinak alakulasat az (1.27) kozelitésben szerepls n
valtozasanak fiiggvényében. Ekkor n = 100 esetén a kapott empirikus varhato
értek vektor (5.0050, 8.0442, 2.9723)T, az empirikus kovariancia matrix pedig

339.4824 38.9639 127.1914
A= 389639 5.8811 15.9680
127.1914 15.9680 49.9207

1.15. PELDA. Tekintsiik ismételten az 1.14. példdban vizsgalt modellt azzal a
kiilonbséggel, hogy meghajto folyamatnak ebben az esetben egy stacionarius OU
mezdt valasztunk. Ez a

Z(s,t) =ma(s? +t2) +ma(s+1t) +ms(s-t)+ X(s,t),  (s,t) € G,

modellhez vezet, ahol X(s,t), (s,t) € [0,3]?, egy a=1, =1, 0=1 pa-
raméterd stacionarius OU mez8, G pedig (2,2) kozéppontu, r = 1 sugara
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n n
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1.9. abra. Az 1.15. példabeli ¢ becsiilt kovarianciai 25 < n < 100 esetén.

kor. Az 1.14. példahoz hasonloan az (1.16) altal meghatérozott A maéatrix elemeit,
valamint az (1.17) altal definialt ¢ = (Cl, ¢2,¢3)" komponenseinek kozelitését a
Matlab programcsomagba beépitett quad és quad2d (Shampine, 2008) fiiggvények
segitségével numerikus integralok altal hataroztuk meg. Az el6z6 példahoz analog
modon az elméleti paraméterek legyenek m; =5, mo =8 és mg3 = 3. Ebben az
esetben a ( elméleti kovariancia métrixa

1797.8554 682.2301 801.6460
A= 6822301 274.1195 305.9734
801.6460 305.9734 382.9247

Az 1.8. abra mutatja a harom paraméter becsiilt varhato értékeinek, az 1.9. abra
pedig a ( Dbecsiilt kovariancidinak alakulasat a Karhunen-Loéve kozelitésben
szerepl6 n valtozasanak fiiggvényében. Ekkor n = 100 esetén a kapott empirikus
varhato érték vektor (4.9938, 8.0098, 3.0030) ", az empirikus kovariancia métrix
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1.10. 4bra. Az 1.16. példabeli m paramétervektor komponenseinek becsiilt var-
hato értékei 25 <n <100 esetén.

pedig

1806.4240 681.5420 809.0529
A= 681.5420 271.5779 304.4110
809.0529 304.4110 380.8634

1.16. PELDA. Tekintsiink az el6z6 két példahoz hasonlé regresszios modellt azzal
a kiilonbséggel, hogy most a meghajté folyamat legyen egy nulla kezdeti értéki
OU mez6. A vizsgalt modell tehat

Z(s,t) = my(s® +t2) + ma(s +t) + ms(s - t) + X(s,1), (s,t) € G,

ahol X(s,t), (s,t) €10,3]%, egy a=1, B=1, 0 =1 paramétert nulla kezdeti
értékd OU mezd. Az 1.15. példahoz hasonléan a G megfigyelési tartomany legyen
egy (2,2) kozéppontu, r = 1 sugara kor. Az (1.24) altal meghatarozott A
métrix elemeit, valamint (1.25) altal definialt ¢ = (¢1,¢2,¢3)" komponenseinek
kozelitését ebben az esetben is numerikus integréalok segitségével hataroztuk meg.
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1,900 730
— N
(€ 1,880 (€ 720
1,860 710
40 60 80 100 40 60 80 100
n n
298 860
U !
(“? 295 f’l\,l\w <ﬂ? BSOW
292 840
40 60 80 100 40 60 80 100
n n
400 325
<ﬂ‘:’> 397 <QC:“ 322
394 319
40 60 80 100 40 60 80 100
n n

1.11. abra. Az 1.16. példabeli ¢ becsiilt kovariancidi 25 < n < 100 esetén.

Az elméleti paraméter értékek a korabbi két példahoz analég modon legyenek
m1 =25, me =8 é m3=3. Ekkor a ( kovariancia matrixa

1892.7035 725.4822 843.2301
A= 7254822 295.8952 321.8680
843.2301  321.8680 395.0477

Az eddigiekhez hasonloan az 1.10. abran megfigyelhetjiik a hirom paraméter be-
csiilt varhato értékeinek, az 1.11. abrén pedig a ¢ becsiilt kovariancidinak alakula-
sat a Karhunen-Loéve kozelitésben szereplé n véltozasédnak fliggvényében. Ekkor
n = 100 esetén a kapott empirikus varhato érték vektor (5.0067, 7.9992, 2.9866) ",
a becsiilt kovariancia méatrix pedig

1884.8293 719.6687 845.4606
A= | 719.6687 294.0491 321.0663
840.0300 321.0663 396.9913
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Osszességében elmondhato, hogy mind az 6t fenti példaban tekintett szimulacio
sorén a kapott becsiilt értékek nagyon jol kozelitik az elméleti értékeket, a becslések
jo kozelitését a készitett abréak is nagyon szépen szemléltetik. Azt is megfigyelhet-
jik, hogy a Karhunen-Loéve sorfejtés n tagszama n > 25 esetén mér nincs
lényeges hatassal a becslések pontossagara.



2. fejezet

Optimalis mintavételi
elhelyezések

2.1. Bevezetés

A disszertacié masodik részében kiilonbo6zd kritériumok szerinti optimalis mintavé-
teli elhelyezések meghatéarozasaval foglalkozunk Ornstein-Uhlenbeck (OU) mezsk
esetén. Az optimalitadsnak tobbféle kritériuma van: paraméterbecslés esetén ilyen
példaul a D-optimalitas, amikor a paraméterekre vonatkozé Fisher-féle informécio-
mennyiséget maximalizaljuk, elérejelzések esetén pedig az igynevezett Integrated
Mean Squared Prediction Error (IMSPE) vagy az entropia kritérium (Baldi An-
tognini és Zagoraiou, 2010). A 2.3. fejezetben ismertetjiik Baran és Stehlik (2014)
D-optimalis mintavételrsl kapott eredményeit abban az esetben, amikor a megfi-
gyelések egy monoton halmazt alkotnak és ezzel parhuzamosan meghatérozzuk a
D-optimalitast szabalyos racson megfigyelt mintapontokra. A 2.4.; illetve a 2.5.
fejezetekben meghatérozzuk az IMSPE kritériumot minimalizalg, illetve az ent-
ropiat maximalizalé mintavételi elrendezéseket mindkét tipustt mintarendszerre.
A specialis geometriai alakzatokon végzett méréseknek szamos fontos alkalmazéasa
van kiilonb6z6 tudomanyteriiletekben. Erre lathatunk példat a 2.6. fejezetben,
amikor egy kémiai reakci6 valos adatai segitségével végziink 6sszehasonlitasokat a
harom kritériumot, illetve a megfigyelések két tipusat alapul véve. A fejezetben
leirt eredményeket a Baran, Sikolya és Stehlik (2013, 2014) cikkekben foglaltuk
Ossze.
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2.2. Statisztikai modell

Tekintsiik a X = [a1,b1] X [ag,ba], b1 > a1, ba > as, téglalapon értelmezett
Y(s,t) =0 +e(s,t) (2.1)

stacionérius folyamatot, ahol 6 konstans, £(s,t), s,t € R, pedig egy (1.1)
kovariancia struktaraja, 0 varhato értékd Gauss mezs. Az egyszertiség kedvéért
vezessiik be a 0 :=7/(2v/af) jelolést és az (1.1) kovariancia helyett tekintsiik a

Ee(s1,t1)e(s2,t2) = 0% exp (— als2 — s1| — Blta — 1), (2.2)

alakot, ahol a o-t (esetleg ismert) segédparaméterként kezeljiik. Az optimalis
mintavételi terv meghatarozasat mind paraméterbecslések, mind pedig el6rejelzé-
sek esetén a mintapontok két kiilonb6z6 halmazén hajtjuk végre. A mintapontok
els6 tipusa, amikor a pontok monoton halmazt alkotnak.

2.1. DEFINICIO. Azt mondjuk, hogy az {(sl,tl), (s2, ta)y. .., (sn,tn)} CX, ne€
N, megfigyelési halmaz teljesiti a D-(monotonitdsi) feltételt, ha s1 < sa < ...
< Sp €5t <t <...<t,.

A D-feltételt kielégité pontokban vett {Y(si,ti), 1=1,2,..., n} megfigyelések
esetén a szamitasaink alapjat Kiselak és Stehlik (2008) OU folyamatokra igazolt
eredményei képezik. Jelolje d; := s;y1 —s; és 0; := t;y1 — t; két szomszédos
mintapont megfelel§ koordinatainak téavolsagat, valamint vezessiik be a m; =
exp(—ad; — B6;), « >0, >0, i=12...,n—1, jelolést. Kénnyen lathato,
hogy az {Y(si, t;), i=1,2,..., n} megfigyelések kovariancia matrixa az alabbi
Toeplitz tipust matrix (lasd Kiselak és Stehlik (2008))

1 m T Ty  TTom3 ... ... H?:_ll T
1 1 9 ToT3 H?:_le
T Ty 1 T3 e HZ:; ™
C(nﬂ”): 1273 T3 T3 1 s (23)
Tin—1
_H?;ll T H?;QI T H?;BI T e vee TTp—1 1 ]
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ahol 7= (a,)T és amelynek inverze

1 T,
= A5 0 0 0
T T2
71—%_1 ‘/2 ﬂ_g_l 0 e e 0
T2 3
0 5 0V E5 o . 0
-1 _ T3 .
C (n, 'r) = 0 0 721 Va - - . , (24)
TTn—1
Vn—l 71,727/_171
Tn—1 1
000 e
lfﬂiﬂ'i—l 1 7"2—1
ahol Vj, := DD — 1o + . k=2,....,n—1.

Az altalunk vizsgalt masik mintavételi elrendezés a szabalyos racs, azaz amikor
az {(51, t1), (s1,t2), ..., (Sn, tm)} C X, n,m € N, megfigyelési helyek egy téglalap
racspontjai (nxm darab). A szabalyos racson megfigyelt (2.1) folyamat kovariancia
struktirajanak meghatarozasahoz sziikségiink van a Kronecker-szorzat (jelolje ®)
fogalmara.

2.2. DEFINICIO. Legyenek A és B m x n, illetve p X q dimenzids madtrizok.
Ekkor az
anB cee alnB

amiB - amnB

mp X nqg mdtrizot az A és B mdtrizok Kronecker-szorzatdnak nevezzik és
A ® B-vel jeldljik.

Ismert, hogy a Kronecker-szorzat rendelkezik a kévetkezé tulajdonsagokkal:
1. A BRC=(A®B)®C =A% (B®C);
2. A B=(A®I)(Z® B), ahol T jeldli az egységmatrixot;
3. Ha AC és BD is létezik, akkor
(A® B)(C® D)= AC ® BD;

4. Ha A és B invertalhato, akkor (A® B)"!=A"1® B~}
5. Ha A egy n x n-es, B pedig m X m-es matrix, akkor

det(A ® B) = (det A)™(det B)".
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A monoton esethez hasonléan legyen d; := s;41 —s;, i =1,2,...,n—1, és
0j == tjy1 —tj, 7 =1,2,...,m—1, valamint vezessiik be a p; := exp(—ad;),
i=1,2,...,n—1, ¢; == exp(—p9;), j = 1,2,...,m — 1, mennyiségeket. Ro-
vid szamolast kovetSen lathatd, hogy szabalyos racs esetén az {Y(si,ti), 1=
1,2,...,n, j=1,2,... ,m} megfigyelések kovariancia méatrixa

C(n,m,r) = P(n,r) @ Q(m,r), (2.5)

ahol 7= (a,B) és

—1 T
1 P pip2 pp2ps - .- i pi
—1
D1 1 D2 pops .. ... Il o
-1
P1D2 D2 1 D3 O | Y
P(n,r) := | pip2ps D2P3 D3 1 : 7
. . . Pn—-1
-1 1 -1
B T Ve T | L e L]
_ -
1 q q1q2 419293 ... ... H;nzl q;
-1
T 1 q2 @e e IS 4
-1
q192 G2 1 qs H;n=3 q;
Q(m,r) = 19293 4243 qs 1 ;
. . . . dm-—1
-1 —1 —1
IS e IS e IS e 0 o dme ]

2.3. D-optimalitas

A D-optimalis mintavételi eljaras alatt azt értjiik, amikor a mintapontoknak egy
olyan elrendezését keressiik, amely szerint a véletlen mez6 megfigyelései alapjan
meghatarozott Fisher-féle informéciés méatrix determinansa maximalis. A Fisher-
féle informécioés matrix alatt a hagyomaéanyos értelemben vett definiciot értjiik,
aminek reciproka als6é becslést ad az ismeretlen paraméter torzitatlan becslésének
kovariancia métrixara. Ez a modszer ugyan nagyon kénnyen alkalmazhato eljaras,
a gyakorlatban valé hasznélat elGtt azonban mégis célszert bizonyos elméleti szé-
mitasokat elvégezni. A szakirodalomban OU folyamat esetén tobben foglalkoztak
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a Fisher-féle informéacio szerinti D-optimalis mintavételi eljarassal. Stehlik (2007)
megmutatta, hogy OU folyamat esetén az ekvidisztans minta dénté szerepet jat-
szik az ismeretlen trend paraméter becslésében. Kiselak és Stehlik (2008), valamint
Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) konstans trenddel eltolt OU folyamat esetén
igazoltak, hogy a trend paraméter becslésére az ekvidisztans minta optimalis, va-
lamint ez utobbi szerzdk azt is megmutattak, hogy az OU folyamat kovariancia
paraméterére nem létezik optimalis mintavétel. Baran és Stehlik (2014) altala-
nositottak Zagoraiou és Baldi Antognini (2009) eredményét oly modon, hogy az
egydimenzios valés mintateret kiterjesztették a 2.1. Definicioban meghatarozott
D-feltételt teljesité kétdimenzos halmazra, az OU folyamatot pedig ennek megfe-
lelsen OU mezdre.

2.3.1. A trend paraméter becslése
Monoton megfigyelések

Induljunk ki abbél, hogy a (2.1) modellt meghajté ¢ OU mez6 (2.2) kovariancia
strukturdjanak «, 8 és o paraméterei adottak, és keressiikk a 6 trend paramé-
ter becslését. Ekkor a D-feltételt kielégits {Y(si, t), i=1,2,..., n} megfigye-
lési pontokban tekintett modell # paraméterére vonatkozo Fisher-féle informacio
Mpy(n) = 1) C~1(n,7)1,, ahol 1,, egy n hosszisigi egyesekbdl 4116 oszlopvektor,
r=(a,8)", C(n,r) pedig a megfigyelések (2.3) kovariancia matrixa (Pazman,
2007; Xia, Miranda és Gelfand, 2006). Ebben az esetben igaz a kovetkezs allitas.

2.3. TETEL. (Baran és Stehlik (2014)) Tekintsik az {(si,ti), 1=1,2,..., n}
D-feltételt kielégité mintapontokban megfigyelt (2.2) kovariancia struktirdval ren-
delkezé (2.1) modellt. Ekkor a 6 trend paraméter becslésére szolgdlé D-optimdlis
mintavételt egy olyan alakd minta adja, ahol az ad; + B6;, i = 1,2,...,n — 1,
mennyiség konstans.

Maga a bizonyitas az optimalizalando fiiggvény Schur-konkavitaséan alapul, mely-
nek definicioja az alabbi (lasd Marshall és Olkin (1979), A.1 Definition, 54 o.).

2.4. DEFINIiCIO. Az f : R™ — R fiigguényt Schur-konvexnek nevezzik, ha
YV ax,y € R" esetén, ahol y majordlja x-et (x <y) kovetkezik, hogy f(x) < f(y).
Haszndljuk az x n-dimenzids vektor komponenseinek csokkend sorrendjére az
T > T > ... > Xy jeldlést. Ekkor az alatt, hogy y majordlja x-et (v <y),
z,y € R™ esetén azt értjik, hogy
k k n n
megz:ym, k=1,....,n—1, és mezz:y[i].
i=1 i i=1

i=1 i=1

Hasonléan az f fiigguényt Schur-konkdvnak nevezzik, ha x <y esetén f(x) >
fly) teljesiil.
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Egy f wvalos értékd, folytonosan differencialhato fiiggvény Schur-konvexitasat a
késSbbiekben tobb alkalommal is az tgynevezett Schur-konvexitési kritérium (lasd
Marshall és Olkin (1979), Theorem A.4, 57 o.) segitségével igazoljuk, melynek ér-
telmében egy f wvalds értéki fliggvény Schur-konvex egy I™ tartoméanyon, ahol
I C R nyilt intervallum, pontosan akkor, ha f szimmetrikus az I" tartomé-

nyon és (z; — zj)(%if) - aaf—z(:)) >0, VzelI" é i+#j esetén. Nyilvanvaloan

A Schur-konvex fiiggvényeknek egy masik fontos jellemzdje (Marshall és Olkin
(1979), Proposition C1, 64 o.), amelyet szintén tobbszor kihasznalunk a bizonyitéa-
saink soran, hogy ha ¢ : I — R egy konvex fiiggvény, ahol I C R egy intervallum,
akkor f(z) =1, g(z;) egy Schur-konvex fiiggvény az I™ tartomanyon. Egy
fliggvény Schur-konvexitasanak egyik nagy elénye, hogy a szamunkra sziikséges op-
timum keresés sorédn a minimumhelyet a valtozok egyenlGsége esetén kapjuk meg,
a maximumbhelyet pedig a hatarpontok adjak. Ertelemszertien egy Schur-konkav
fliggvény esetén pontosan forditva adodnak az optimumok.

A 2.3. Tétel bizonyitasabol adodik, hogy monoton halmaz esetén a maximali-
zélando Fisher-féle informéaciémennyiség

n—1

Mp(n) =1+

i=1

1—71'1'
].-I—ﬂ'l‘.

(2.6)

Szabalyos racs

A monoton esethez hasonléan tegyiik fel, hogy az ¢ OU mez6 (2.2) kovarian-
cia strukturadjanak o, 8 és o paraméterei ismertek és keressiikk a 6 trend
paraméter becslését. Ekkor az {Y(si,tj), 1=1,2,...,n, j=1,2,.. .,m} megfi-
gyelésekre tamaszkodd 6 paraméter szerinti Fisher-féle informéacio My(n, m) =
1,)..C7Y(n,m,7)1m, ahol C(n,m,r) aszabalyos racs esetén meghatarozott (2.5)
kovariancia matrix, a 2.3. Tétel szabélyos racson megfigyelt folyamatra vonatkozo
megfelelGje pedig a kovetkezs.

2.5. TETEL. Tekintsik az {(si,t;), i =1,2,...,n, j =1,2,...,m} nx m-es
szabdlyos rdcs mintapontjaiban megfigyelt (2.2) kovariancia struktirdval rendelkezd
(2.1) modellt. Ekkor

n_ll—p' m_ll—Q'
Mg(n,m) = |1+ 1+ — ), 2.7
oo = (1052152 (14 3 152 1)

j=1

ahol p; = exp(—ad;), ¢; = exp(—fF6;), di = sit1 — 8, ©=1,2,...,n—1,
és 0 :==tjy1—tj, 3 =12,....m—1. A 0 paraméter becslésére vonatkozo
D-optimdlis mintavételt az irdnymenti ekvidisztdns minta adja, azaz a dy = dg =
co.=dp_1 €8s 01 =09 =...=0,,_1 eset.
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BI1ZONYITAS. A tétel igazolasahoz els6 lépésként meg kell hataroznunk a My (n, m)
=1} C Y (n,m,r)1,,, Fisher-féle informaci6 alakjat, majd meg kell taldlnunk
annak maximumét. A Kronecker szorzat 4. tulajdonsaga alapjan

CYn,m,r) = P (n,r) ® Q~*(m,r), (2.8)
ahol P~1(n,r) és Q (m,r) alakjat a (2.4) Osszefiiggés adja meg. Nyilvanval,
hogy 1nm =1, ® 1, és igy

My(n,m) =1, .C7 (n,m,r)1um
=1, ®@1,) (P n,r)@Q ' (m,1)) (1, ®1,,)
:(IZP_l(n,r)ln) (ILQ_l(m,r)lm).

Lathato, hogy ebben az esetben a Fisher-féle informécio a 2.3. Tételben szerepls
iranymenti Fisher-féle informéciok szorzataként all els, ahol a tényezdsk

_ 1—gq
1,,Q7 (m,r) m—1+21+q1.
j

n— 1

1P (n,r)1

Ezek alapjan Mpy(n, m) :M(l) (n)M(Q)(m)a

n—1
MM () =1+ =1+ ad;),
Z e 2 g(ad)
@) m—1
M, =1 =1 0
+ Z 1+ q; + - g(ﬁ J)’
j=1
ahol g(zx) := }I_ziigg:g. Mivel a g(x) az =x valtoz6 egy konkav fiiggvénye, igy
Marshall és Olkin (1979), Proposition C1 (64 o.) alapjan Me(l)(n) és MG(Q) (m)
a di, 1=1,2,...,n—1, é&a §;, j=12,...,m—1, argumentumaik szerint
Schur-konkav fiiggvények. A My(n,m) fiiggvény a maximumat tehat éppen a
di=do=...=dy_1 és 01 =09 =...=0,,_1 esetben éri el. 0

2.3.2. Kovariancia paraméterek becslése
Monoton megfigyelések

A kovariancia paraméterek becslése esetén az OU mez6 o és [ paraméte-
reit kivanjuk becsiilni. Pazman (2007), valamint Xia, Miranda és Gelfand (2006)
eredményei alapjan az r = (o, 8)" szerinti Fisher-féle informécios métrix a ko-
vetkezdképpen irhato fel:

(2.9)
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Mgy g(n) == =tr {C’_l(n,r)%C_l(n,r)Tﬂ

ahol
Ma(n) = %tr{cl(n,r)%cl(njr)%} |
Mg(n) := %tr {Cl(n,r)%rgﬂcl(njr)%} ’
1
2

C(n,r) a (2.3) altal definialt kovariancia matrix, My (n), illetve Mpg(n) pedig
az «, valamint a [ paraméterekre vonatkozo Fisher-féle informéaciok.

A kovetkezo tétel megadja az M, (n) Fisher-féle informéacios méatrix elemeinek
egzakt alakjat.

2.6. TETEL. (Baran és Stehlik (2014)) Tekintsik az {(si,ti), 1 =1,2,..., n}
D-feltételt kielégitd mintapontokban megfigyelt (2.2) kovariancia struktirdval ren-
delkezé (2.1) modellt. Ekkor

n—1 n—1
d?72(1 + 72) 62m2(1 + 72)
Ma n) = 11 3 , M n) = 3 2 3 ,
=2 =G Ml =2 0
n—1
didims (1 + 7r12
Mo p(n) = Z ( )

(L—mf)?
ahol dz = Si+1 — Sq, (51 = ti+1 —ti és T = exp(—adi — Béi), = 1,2, ey N — 1.

A 2.6. Tételben meghatarozott egzakt formulék segitségével Baran és Stehlik
(2014) igazolta, hogy az «, B kovariancia paraméterek becslésére vonatkozo D-
optimalis mintavétel nem létezik.

Szabalyos racs

Szabalyos racson megfigyelt (2.1) folyamat esetén az ¢ OU mez§ « és [ para-
meétereire vonatkozo Fisher-féle informacios matrix (Pazman, 2007; Xia, Miranda
és Gelfand, 2006)

My(n,m)  Mag(n,m)

M, (n,m) =
) Ma,p(n,m)  Mg(n,m)

(2.10)
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ahol a korabbiakhoz hasonl6éan

M(X(n7m) = %tr{c_l(’[’hm’r)%c—l(n’m r n m,r }
Mga(n,m) := %tr {C_l(namvr)%ﬁmmc_l(n,m,r (n,m,r }
M, g(n,m) := %tr{cl(nvm”)WC’l(n,m , C(n,m,r }

C(n,m,r) az {Y(si,t;), i=1,2,...,n, j=1,2,...,m} megfigyelések (2.5) alaku
kovariancia matrixa, My(n,m) és Mg(n,m) pedig az «, illetve [ szerinti
Fisher-féle informéaciok. Itt jegyeznénk meg, hogy mind monoton halmaz, mind
pedig szabalyos racs esetén az OU folyamat o paraméterét ismertnek tekintjiik.

Az alabbi tétel megadja az M, (n,m) Fisher-féle informacios matrix elemeinek
zart alakjat.

2.7. TETEL. Tekintsik az {sz, 2, ...m, j=1,2,....m } n X m-es

=1
szabdlyos rdcs mintapontjaiban megﬁgyelt (2.2) kovamancza struktiurdval rendelkezd
(2.1) folyamatot. Ekkor

1 ¢2
1+E i 67q 1+%)
mz 1_pl , (n,m) —nz 1—q (2.11)
n—1 m—1
dip; 53(]
M, =2 — L
aﬂ(n;m) (;1—}73)(; ]__qj )

ahol d; := siy1 — 84, 05 :=tj11 —t; €s p;:=exp(—ad;), gj:=exp(—pd;), i =
1,2,...,n—1, j=1,2,...,m— 1.

B1zONYITAS. A (2.5) kovariancia struktira és a Kronecker-szorzat 3. tulajdonsa-
gat felhasznalva kapjuk, hogy

M, (n,m) = %tr <(P1(n,r) ® Qfl(m,r)) (% ® Q(m, r)>>

_ %tr{(P_l(nﬂ”)%)Q ®Im} = %tr{(P_l(n,r)%)Q} :

ahol Z,, az mxm dimenzids egységmatrix. A (2.11) els6 egyenlGsége a 2.6. Tétel
alapjan adodik (lasd még Baldi Antognini és Zagoraiou, 2010, Proposition 6.1), az
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Mpg(n,m) alakja pedig a szimmetria miatt egyértelmden kovetkezik. Végezetiil,

1

M(’(vﬁ(n7m) =§tr{ (Pil(n, 7«) ® Qfl(m, ’I")) (ap(n, 7’)

oo

® Q(m, r))

x (P~} (n,r) © Q™ (m, 1)) (p(w) ® M) }

op
:%tr{ ((P_l(n, @%) ® zm>
(e (o)

5t {P—l(n,r)%}tr {Q—l(m,r)%”;’”} ,

és igy a 2.7. Tétel utolso allitasa kovetkezik Zagoraiou és Baldi Antognini (2009),
Theorem 3.1 eredményébdl (vagy lasd még Baldi Antognini és Zagoraiou (2010),
Proposition 6.1). 0

2.8. MEGJEGYZESs. Ha a (2.11) formulakban megfigyeljiik az egyes paraméte-
rekre (o vagy f) vonatkozo Fisher-féle informéaciokat, akkor megallapithatjuk,
hogy ezek a mennyiségek mindkét esetben csak az adott paraméterre vonatkozo
mintapontoktol fiiggnek, azaz M, (n,m) = mM,(n), ahol M,(n) egy az [a1,b1]
intervallum {s;, i =1,2,...,n} pontjaiban megfigyelt OU folyamat o paramé-
tere szerinti Fisher-féle informécio.

Baran és Stehlik (2014) monoton esetbeli allitasanak, miszerint az «, 8 kova-
riancia paraméterek becslésére vonatkozd D-optimalis mintavétel nem 1étezik, igaz
a szabéalyos racson megfigyelt folyamatbeli megfelelGje is. A tétel kimondésahoz
sziikségilink van a D-optimalitasnak egy moédositott definiciojara, az ugynevezett
korlatozott D-optimalitasra.

2.9. DEFINICIO. Tekintsik az {(si,t;): i=1,2,...,n, j=1,2,...,m} C X =
[a1,b1] X [ag2,bs] szabdlyos rdcsot alkoté megfigyelési pontokat és tegyiik fel, hogy
a1 <81 <8< ...<8,<by €s as <t1 <ty <...<ty <by. Korlitozott D-
optimdlis mintavételrdl beszélhetiink, ha s1 = a1, s, = b1 €s t1 = ag, t;, = ba,
azaz amikor az optimdlis minta az X hatdranak rdcspontjait is tartalmazza.
Ellenkezd esetben szabad mintavételezésrdl beszélhetink.

A szabad mintavételezésnek egy specialis esete, amikor a mintavételi racspont-
jainak horizontalis, valamint vertikalis tavolsagai rendre azonosak és az optimali-
tast ezen két paraméter szerint értelmezziik.
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2.10. TETEL. Az «, B kovariancia paraméterek becslésére vonatkozo korldtozott
D-optimdlis mintavétel nem létezik.

BizoNYITAS. El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor az « és [ paraméterek
koziil csak az egyiket nem ismerjiik és a tobbi paraméter értéke adott. Ekkor a
2.8. Megjegyzés miatt a tétel allitasa azonnal adédik Zagoraiou és Baldi Antognini
(2009), Theorem 4.2 OU folyamatra kapott eredményébsl. Most térjiink at arra
az esetre, amikor mind az «, mind pedig a [ paraméterek ismeretlenek. Ekkor
a (2.10) és (2.11) osszefiiggéseket felhasznalva a maximalizalando fiiggvény

&(dy, ...,dp—1,01,...,0m—1) = det (Mr(n,m)) (2.12)

(L e (R + )
_nm<z (1—p%)2 )(Z (1_q12)2 )

i=1 j=1

n—1 2 /m—1 2
dip% 5](]]
_4<Zl—p?> <Z_:1—qj2- ’

i=1 7j=1

ami a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség értelmében biztosan nemnegativ. Rovid sza-
molas utan adodik, hogy

O(dy, ... dn_1,61,. . 6m_1)

(z; duOé) mgg(éjvﬁ)—2(§lh(6j,ﬁ)>2 (2.13)

m 2 n—1 iil 2
(Z 5]76) (nZg(dl,a)—2<Zh(dl,a)> )a
ahol
. x2(exp(2fya:) + 1) . . . x
9@ ) = (exp(2yz) — 1)2 hl@7) = exp(2yr) — 17 (214)

Ilyen médon a horizontélis, illetve vertikalis koordinatak kiilon kezelhetek. Adott
v esetén mind a g(z,v) (Zagoraiou és Baldi Antognini, 2009, Theorem 4.2)
mind pedig a h(x,v) (Baldi Antognini és Zagoraiou, 2010, Theorem 4.2) az =z
valtozo konvex fiiggvénye, és igy a Marshall és Olkin (1979), Proposition C1, (64
0) értelmében

:fzjgui?a) és CZ:WJ-,B))Q

rendre a [0,1]""% és [0,1]™! hiperkockdkon értelmezett Schur-konvex fiiggvé-
nyek, azaz a maximumukat csak a hatdrpontokban érhetik el. Végezetiil, tekintsiik
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det(M.(3,3))

2.1.abra.n=m=3 és a=0.6, §=1 esetén az («, ) korrelacios paraméte-
rekre vonatkoz6 Fisher-féle informécié a d =d; és 6 = 01 fiiggvényében.

példaul a kovetkezd

U(dy,...,dn-1) —nng“a (Zhdz,a)

fliggvény optimumét a Z?;ll d; = 1 feltétel mellett. A
A(dl, coidp_1; )\) = \I’(dl, ceey dnfl) + )\(dl + ...+ dp_1 — ].)

Lagrange-fliggvény parcialis derivaltjait nullaval téve egyenlévé kapjuk az

g (dy, o (Zhd“a) (di,a) +A=0, k=1,2....n—1,

egyenletrendszert, amibdl kovetkezik, hogy a W feltételes optimuma a [0, 1]" 1
tartomanyon éppen a dy =dy = ... =d,—1 = 1/(n —1) ekvidisztans minta.
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2.11. PELDA. Legyen a mintateriink X =[0,1]? és a =0.6, 8 =1 valasztéssal
tekintsiik az n = m = 3 kilencpontos mintavételt, ahol s = t; = 0, s9 :=
d, to := 0, s3 = t3 = 1. Ezen korlatozott minta esetén nyilvanvalo, hogy d; =
d, do =1—d, 64 =6, 0o = 1—6. A 2.1. dbra ebben az esetben abrazolja
a det (M,,(S,?))) informaciémennyiséget a d és ¢ fiiggvényében. Az &dbran
egyértelmiien lathaté, hogy a maximaélis informécié a hatarpontokban éretik el,
azaz amikor d € {0,1} vagy d € {0,1}.

2.12. PELDA. Tekintsiink egy iranymenti ekvidisztans szabad mintavételt, azaz
amikor di =do = ... =d,_1 =:d é 6 =00y = ... =1 =: 6. Ekkor a
D-optimalis minta megadasahoz a

(n —1)(m — 1)d*6?
(e20d — 1)2(ezﬁ5 _ 1)2

X (nm(eQad +1) (62’65 +1) —4(n—1)(m - 1))

det (M, (n,m)) = (2.15)

fliggvény maximumhelyére van sziikségiink.

2.13. MEGJEGYZES. OU folyamat esetén ez a kérdés nem meriilhet fel, hiszen n
darab ekvidisztans mintapontot tekintve a kovariancia paraméter szerinti Fisher-
féle informécio linearisan fiigg a kétpontos mintavétel Fisher-féle informaciojatol
(Kiselak és Stehlik, 2008).

2.14. TETEL. Ha nm > 2(n — 1)(m — 1), akkor det (M,(n,m)) mindkét
vdltozdjaban szigorian monoton csokkend fligguény, melynek maximuma a d =
d =0 esethen van. Ha nm < 2(n —1)(m — 1), akkor elég kicsi régzitett d (9)
esetén a det (M,(n,m)) figguénynek d (8) szerint egyetlen mazimumhelye van.

B1zONYITAS. Vegyiik észre, hogy a (2.15) képlettel megadott det (Mr(n, m)) he-
lyett elegendd a

2y2

@ =D - 17

G(z,y) == (nm(ex—i—l)(ey—i—l) —4(n—1)(m — 1))

fliggvény viselkedését vizsgalnunk z,y > 0 esetén. A

G (x,y) ay?

or  (e* —1)3(ev —1)2
X (nm(ey +1)((2 — x)e* —3ze” —2) +8(n—1)(m —1)(1 — (1 — m)e”)),

akkor és csakis akkor egyenlé 0-val, ha

1—(1—x)e” ~ nm(e? +1)
(x —2)e2* +3ze” +2  8(n—1)(m—1)

(2.16)
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A (2.16) bal oldalan allo kifejezés egy szigortian monoton csékkend fiiggvény, mely-
nek értékkészlete [0,1/2]. Ha nm > 2(n—1)(m—1), akkor y > 0 estén a (2.16)
jobb oldala nagyobb, mint 1/2, igy ebben az esetben W < 0. Végezetiil,
ha nm < 2(n—1)(m —1) és y egy rogzitett, elegendSen kicsi érték, akkor a
(2.16) egyenlet jobb oldala kisebb, mint 1/2, tehat ekkor egyetlen olyan = pont
9G(w,y)
ox

létezik, amikor =0, ez pedig nem més, mint G(x,y) maximumbhelye.

2.15. MEGJEGYZES. Vegyiik észre, hogy 1 <n =m € N esetén a 2.14. Té-
telben szerepls nm > 2(n — 1)(m — 1) feltétel az n < 3 alakra redukalhato.
Mindemellett, ha nm < 2(n—1)(m—1) akkor a 2.14. Tétel nem garantélja a D-
optimaélis minta létezését. A 2.2. abran lathatunk példat arra, hogy det (Mr(n, m))
extremalis pontja egy nyeregpont, a maximumét pedig d =0 vagy d =0 esetén
éri el.

700- -

2.2. 4bra. Az ekvidisztans szabad mintavételhez tartozo («,3) korrelacios para-
méterekre vonatkozo Fisher-féle informécios métrix determinénsa az n =m =5,
a=1, =1 esetben.
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2.3.3. Az Osszes paraméter becslése
Monoton megfigyelések

Tekintsiik most a legaltaldanosabb esetet, amikor mind az «, 8, mind pedig a 6
parameéter ismeretlen. Ekkor a Fisher-féle informéciés matrix alakja

M(n): Mg(n) 0
0 M(n)|’

ahol Mg(n) és M,(n) rendre a 6, illetve az r = (a, 3)" paraméterek szerinti
(2.6), illetve (2.9) altal definialt Fisher-féle informécios matrixokat jeloli. A legal-
talanosabb esetben Baran és Stehlik (2014) igazoltak, hogy az «, [ kovariancia
paraméterek és a 6 trend paraméter becslése szerinti D-optimaélis mintavétel nem
létezik.

Szabalyos racs

A monoton esethez hasonloan keressiik a D-optimélis mintavételt, amikor a o
szorasparaméter kivételével az Osszes paraméter ismeretlen, azaz tegyiik fel, hogy
«a, B és 0 nem adottak. Ekkor a Fisher-féle informécios matrix

M(n,m) = My(n,m) 0
7 0 M, (n,m) 7

ahol Mpy(n,m) és M,(n,m) a megfelels paraméterek szerinti (2.7), illetve (2.10)
altal definialt Fisher-féle informacios métrixok. A maximalizalandé fiiggvényiink
tehét nem maéas, mint

det (M(n,m)) = Mg(n,m) det (M, (n,m)).

2.16. PELDA. Tekintsiik a 2.11. példabeli kilencpontos korlatozott mintét, azaz
X=[0,1) n=m=3 ¢é s =11 =0, sg:=4d, ty : =0, s3 =1t3 =1, tehét
di=d, do=1—d, 01 =90, 02 =1—0. A (2.7) és (2.11) felhasznalasaval konnyen
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lathato, hogy

ed _ 1 a(l-d) _ 1 eB1-8)
det (M (3,3)) = <1+ e + " 1) (1+ 1 + 5 +1)

d? (620((1 + 1) (1— d)2 (eQa(l—d) + 1)
X <9( (egad _ 1)2 (eg(y(l_d) _ 1)2 ) (217)
82(e2P5 1) (1—6)2(e2P0-9) 4 1)
’ ( @1 | (@01 )
d

A 1-d \?°( ¢ 1-5 \?
- eQad_1+62a(1—d)_1 62ﬁ6_1+626(1—5)_1 :

A det (M,(3,3)) fiiggvény (2.13) alapjan vett felbontéasa
det (M(3,3)) = {3(1 +o(d, 0) + ¢(1 — d, ) (g(d, @) + g(1 — d, 04))} (2.18)

X

(14 ¢(5,8) + o(1—6,8))

% (3(0(6,8) + 9(1 - 6,8)) (m¢m+hu_amfﬂ

(3

{1+¢da+¢u—d®)

x (3(g(d @) + (1 = d. @) = 2(h(d, @) + h(1 ‘d’o‘»Q)]
<2

L+ (8, 8) + 6(1 = 8,8)) (h(5, 8) + h(1 = 5,8))° .
ahol g(z,7) és h(z,7v) a (2.14) altal definialt fiiggvények, valamint

exp(yz) — 1

A vizsgalando fiiggvényt igy fel tudjuk bontani d-tél, illetve J-t6l fliggs tagokra
és elegendd a

Po(z,7) =W, 1) ¥a(z,y),  Pao(z,7) =" ( )(‘I’z(ff )%
Dar,7) 1= Wi (2,7) (3 (2, 7) — 2(Vs(,7)°),
fiiggvények viselkedését vizsgalni, ahol z € [0,1], v > 0, valamint
Ui(z,7) =1+ (x,7) + o(1 —2,7), Va(z,7) == g(x,7) +9(1 — x,7),

\:[13(:[,’7’)/) = h(xvﬁy) + h(]-_xa’)/)
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A Uy(z,v), Uo(z,y) és Us(z,vy) fliggvények az = valtozoban 1/2-re szim-
metrikusak, és analog modon ez a tulajdonsag a @q(x,v), Pao(x,v) , Ps(z,7)

fliggvényekre is teljesiil. Mindemellett, a W szigori monoton csokkenése,

illetve a aggda;,y) és ahg;”) szigorii monoton névekedése miatt a Wy szigortian
konkav, a Wy és W3 fiiggvények pedig = szerint szigorian konvexek. Tekintsiik

elgszor a ®q(x,v)-t. Mivel z € [0,1],

\111(077) < \Ill(x77) < \111(1/277) és \112(1/2a7) < \112(1.77) < \:[12(0;7)7

igy
0P1(z,vy) | < V(z,7y), hal0<z<1/2;
R IR (2.19)
Ox >V(x,v), hal/2<xz<]1,
ahol
o0V (x, oWy (x,
V()= 2 g0 ) 4 DY )t () T(1—2,7), (2:20)
ox ox
és

2y o
T(z,qy) 2 2@7) 11 D@ ) 2e

Or  (e27 —1)2 or ev+1
2ve7%(e?Y + 1) dze? (3yre®?® — e 4 ypet® 4 1)
o 1 - 12 (@ 1 +1)

Legyen tovabba
0T (z,7) _ YW (z,7)
9x A0(,7)’
ahol z > 0 esetén a Y@ (z,7) = (2 — 1)*(e*” —1)?> nevezd nyilvanvaléan
pozitiv, a szamlalo pedig az

TW (z,7)=4e(e?'—1)(e?'—1) (667” (2723:2— dyr+ 1)—!—647"C (16723:2 —8yx—1)
+e27% (67%2° + 12y — 1)+1) —29%(e?7 1)’ (e7® —1)%(e?* 41)
alakba irhaté fel. Ha z € [0,1], akkor az
2¢7(e® —1)(e”—1) > 3 (e +1),  v>0,
egyenlGtlenségbdl adodik, hogy
T (z,7) > 427 (e?7 +1)S (y), (2.21)
ahol

S(y) = e%(y? — 2y) + 2e% + ¥ (8y? — 4y — 3) + ®¥(3y? + 6y +2) — 2¥ + 1.
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Rovid széamolast kovetden lathato az is, hogy S(y) pozitiv, ha y > 0, amibdl a
(2.21) egyenlStlenség miatt kovetkezik TP (x,v) pozitivitasa, ha 0 <z < 1. Igy
Y(z,v) szigorian monoton névekvs és a (2.20) osszefliggést felhasznalva konnyen
igazolhato, hogy =z < 1/2 esetén Y(x,7v) < 0. A (2.19) miatt a ®q(z,7)
fiiggvénynek 1/2-ben egyetlen globalis minimuma van, igy tehat a maximumat 0,
illetve 1 esetén veszi fel. Teljesen analog modon belathato, hogy ugyanilyen tulaj-
donsagokkal rendelkeznek a ®o(x,y) és P3(x,y) fliggvények is, és mivel a (2.18)
képletben szerepls egyiitthatok mindegyike nemnegativ, a det (M (3, 3)) fliggvény-
nek egyetlen helyen, a d =0 = 1/2 esetben van globalis minimuma, maximuma
pedig az X mintatér négy sarokpontjaban, nevezetesen a (0,0), (0,1), (1,0) és
(1,1) pontokban. Sikeriilt tehéat igazolni, hogy ebben a specidlis esetben korlato-
zott D-optimélis mintavétel nem létezik.

2.17. PELDA. Vizsgaljuk meg a D-optimalitast a 2.12. példaban bevezetett d és
¢ iranyok szerinti ekvidisztans szabad mintapontok esetén is. A keresett optimalis
mintat meghatéarozé maximalizalandé fiiggvény ekkor

(n —1)(m — 1)d?§?
(€200 = 1)7 (€28 — 1) (e + 1) (e + 1)
x (m(e® — 1) +2) (nm(e%d +1) (2% 1) — 4(n — 1)(m — 1)). (2.22)

det (M(n,m)) = (n(e(’d -1)+2)

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy n = m.

2.18. TETEL. Ha n = 2, akkor det (M(n,n)) mind a d, mind pedig a ¢
vdltozdjaban szigorian monoton csékkend, tehdt a maximumdt d =0 =0 esetén
veszi fel. Ha n >3, akkor a det (M(n,n)) fiiggvénynek van globdlis mazximuma,
mégpedig azon (d*,0%) pontban, melyet az

n? (eﬁ‘S +1)g1(ad,n) = 4(n — 1)%go(ad, n), (2.23)
n?(e2 1 1)g1 (86, m) = 4(n — 1)2g2(85, n)

egyenletrendszer megolddsaként kapunk, ahol

g1(z,n):=e’"n(l — 2)+e**(2nx — 3z — n + 2) + *"z(1 — 4n)+e*2(4n—7)
+e'(z—n—nz)+n—2 (2.24)
ga(z,n):=e3n(l — 22) +e**(3nx — 5z +2 —n) +e*(x —n —nx) +n — 2.
BizoONYITAS. A 2.14. Tétel bizonyitasahoz hasonléan a (2.22) altal meghatéarozott
det (M(n,n)) helyett tekintsiik a
2?y? (n(e”—1) + 2) (n(eV—1)+2)
(et =) (-1 e+ 1) (1)

G(z,y)= (nQ(e2x+1)(e29+1)—4(n—1)2),
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2.3. abra. Az ekvidisztans szabad mintavételhez tartozo és (6, «, ) paraméterekre
vonatkozé Fisher-féle informécios matrix determindnsaaz n=m =6, a=1, =
1 esetben.

x,y > 0 fiiggvényt. Rovid szamolast kévetGen kapjuk, hogy

0G(z,y) _ 2xy? (n(e? — 1) + 2)

W (@ =) @ ) e+ 1) (e 1)
x (n2(e2 4+ ) gi(,n) = 4n = 1)%ga(w,m) )

ahol a gi(x,n) és go(x,n) fiiggvényeket a (2.24) definidlja. Igy a G(x,y)
szélsGérték pontjait az alabbi két egyenlet megoldasai adjak:

n®(e¥ + 1) gi(z,n) = 4(n — 1)°g2(z,n), n*(e” +1)g1(y,n) = 4(n — 1)*g2(y, n).

A tétel ezen allitasa tehat igazolva van.

Tegytik fel elgszor, hogy n = 2. Ekkor go(x,n)/g1(xz,n) szigortian monoton
csokkend és az értékeit a [0,3/2] intervallumban veszi fel, amig n?(e?+1)/(4(n—

1)?) > 3/2. Ebben az esetben tehét % < 0. Most tegyiik fel, hogy y > 0
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rogzitett és n > 3. Ekkor
oG n—1)%y?(n(e¥—1)+2

i 20 ) _ (=D g )+2) (n%(e® — 1)(n — 3)+ 2(4n® — 11n + 5))>0
N0 O 4(e2v —1)"(ev +1)

és limy oo % =0, fgy a G(x,y) >0 fliggvénynek van globélis maximuma
valamely z >0 pontban. Hasonl6 eredményt kapunk, ha egy pozitiv z értéket
rogzitiink és a G(z,y) flggvényt az y valtozo szerint vizsgaljuk. Osszefoglalva
tehat, ha n > 3, akkor G(z,y) figgvénynek létezik globalis maximuma valamely
nemnulla koordinataji pontban. O

A 2.18. Tétel segitségével sikeriilt igazolni, hogy ekvidisztans szabad minta-
pontok esetén létezik az Gsszes paraméter becslésére szolgalo optimalis mintavétel,
ellentétben azzal a korabbi esettel, amikor csak a kovariancia paramétereket te-
kintettiik ismeretlennek. Ezt jol tiikkrozi a 2.3. abran lathato, o =1, g =1
paraméterértékekhez tartozo, det (M(6,6)) fiiggvény.

2.4. IMSPE kritérium

A paraméterbecsléseken til lehet&ség van arra is, hogy egy folyamat el6rejelzéséhez
készitsiink optimalis mintavételi elrendezést. Az egyik lehetséges eljaras a krigelés
technikajan alapszik, amikor a folyamat a mintatér egy nem megfigyelhet6 pontja-
ban felvett értékének becsléséhez felhasznaljuk az Osszes kornyezetében 1évs, nem
fiiggetlen megfigyelt mintapontot. Az Integrated Mean Squared Prediction Error
(IMSPE) kritérium a folyamat ezen 4j pontbeli becsiilt értékének az atlagos négy-
zetes hibajan alapszik. OU folyamat esetén Baldi Antognini és Zagoraiou (2010)
megadtak az IMSPE kritérium egzakt alakjat és igazoltak, hogy ebben az esetben
az ekvidisztdns minta lesz az optimaélis. Ezeket az eredményeket altalanositjuk a
térbeli OU mezdre.

Monoton megfigyelések

Induljunk ki abbdl, hogy a (2.1) altal definialt Y(s,t) folyamatot a mintatér
{(sl, t1), (s2,t2),...,(Sn, tn)} D-feltételt kielégité mintapontjaiban figyeljik meg.
Célunk az = = (z1,22) € X pontban tekintett folyamatérték krigelés szerinti
optimalis mintavételének meghatarozéasa. Ehhez tekintsiik az Y (z) folyamatérték

Y(z) =0+ QT (2)C " (n,r)(Y — 1,0)

képlettel megadott legjobb linearis torzitatlan becslését, ahol Y = (Y(sl, t1)y.. .y

Y (sn, tn))T a megfigyelések vektora, C(n,r) az Y kovariancia matrixa, Q(z)
az Y(z) ésaz Y elemei kozotti korrelaciokbol allo vektor, azaz

Q(l’) = (Q(xv Slatl)a LR Q(xv Snvtn))Tv
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ahol
o(z, s;,t;) :=exp ( — alzy — s;| — Blza —ti|), i=1,...,n,

6s 0 a 0 legkisebb négyzetes becslése, tehat

~

f=(17C " (n,r)1,) 1T C (n,")Y.

Az «, B korreldcios paraméterek altalaban nem adottak, ezeket maximum likeli-
hood médszerrel becsiilik. Igy a krigeléssel készitett becslésbe az (a, §)-t az (@, 3)
ML becsléssel helyettesitik (Santner, Williams és Notz, 2003), ami kritériumként
természetes modon adja a becslés

v 2 T 0 1, - T T
MSPE(Y (z)) =0 [1—(1, Q' (x)) ["i"'i'b'('ﬁ'}i')'] (1, 2" (x)) ] (2.25)

atlagos négyzetes hibajanak (MSPE) minimumat. Mivel a becslés pontossaga al-
talaban fligg a teljes X mintatértsl, az IMSPE kritérium szerinti optimalis min-
tavételt az

IMSPE(Y) := o2 / MSPE (Y (2.26)

integral optimumaként kapjuk. Az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy
a tovabbiakban a mintatér X = [0,1]2, valamint ezen feltételek mellett az extra-
polécio elkeriilése végett legyen ¢ =s1 =0ést, =s, = 1.

Ebben az esetben sikeriilt egzakt alakot adni az IMSPE kritériumra, amit a
kovetkezd tétel foglal magaba.

2.19. TETEL. A fenti feltételek mellett az Y folyamat x € X helyen felvetl
értéknek Y (x) becsléséhez tartozd MSPE figguény

~ — — X t: )2
MSPE(Y (2)) = o [1 — 0(z, 50, 1) Z ol siste) f&;zﬂ’ 1))

i=1
n—1 —1 n—1 2
1—m oz, si,t;) — o(x, Six1, tiv1)m
1 1- n; )
+<+;1+m> < ofa, s z:: 14 m

ahol m; := exp(—ad; — B6;), wvalamint d; := s;41 — 8; €s 0 = tiy1 —t;, 1 =
1,2,....,n—1, a kapcsolodé IMSPE mutato értéke pedig

IMSPE(Y) = 1- 4, +(1+Z;:’) B, ahol (2.27)
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n—1
Riim? = 2Ri1,imi + Riyu
Ap=Ryg+ ) =i (2.28)
i1 i
2[Ry — 2Rip1imi + Rig1.i4172
B . —=1_9 R 1,0 i+1,070% i+1,24+1715 299
ot (1m0 (229
n 2(Rn,i —w;i) — (Rpit1 — Wit1)™;
1+
n—1i—1

)

Rij — Rig1ymi — Rijjamj + Riy jamim;
2 ) 3. ) )
23 D, A+ m)(l+m)

i=2 j=1

Wi = — oz_lﬁ {2 - efa(dﬁ'“*di*l)e*a(d"*"*d"*l)} (2.30)
% [2 e B@Htdii1) _ e—ﬁ(a,;+...+an_1)]7

R = {% (2€_a(d,~+...+d,-,_1) _ o2t 2d; 1yt i 1) (2.31)

. e—a(dj+...+d,ﬂ,_1+2d,ﬂ,+...+2dn_1)) F(dj 4.+ dil)e—a(dj-i-...-;-d,ﬂ,_l)}

2
— e*ﬁ(‘sj+~~~+5i71+25i+...+25n71)) 4 (53 +. o+ 5i_1)eﬁ(5j+m+5i1):|

% |:i (26*,3(6j+~~~+6i71) _ e*ﬁ(261+~~+26]—1+6]+~~~+6i—1)

aholi,jeN, 1 <j<i<n.

B1zONYITAS. A rovidebb formulak érdekében a o(x,t;, s;) helyett a tovabbiakban
a 0, 1 =1,2,...,n, jelolést fogjuk hasznalni. Induljunk ki a (2.25) Gsszefiiggéssel
megadott MSPE(Y (z)) alakjabol. Egyszert matrixmiveletek igazoljak, hogy

8 R T R =
[lnC(n,r)] OnéCl(n,r)] (1,C7 (n,r)1,)
1 —(C (1)

—C7 Y (n,r)1, . C ' (n,m)1,(C*(n, r)ln)—r-

Felhasznalva a Baran és Stehlik (2014) altal meghatéarozott, a 6 trend paramé-
ter becslésére vonatkozo Fisher-féle informacio (2.6) altal megadott zart alakjat
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kapjuk, hogy
MSPE(Y (z)) = 0> [1 —QT(2)C " (n, 1) Q(x)+ (11 C~}(, r)ln)

-1

x (1- QT (z)C! 2}
—1
— 2|1 01 — 20100m n % nz: 20i0i417i o} (1 —mim? y)
-1 2 -1 P -1 (m2 = 1)(72, — 1)

—1-m\ 01— (01 + o) 0
(1 — Ny 1 1— 1 2 )71 n
<+;1+m> <+ 2 —1 T
n—1 2
. Z (0i + 0i41)T iy 0i(1 —mimi )
7r -1 (7r-2—1)(7ri2_1—1)
n—1
2 2 (0i — Qz+17fz
TP S TETTI A EAR
-yl S

i=1
Qi — Oi+1T ?
1_ i 7,+1z )
(1 z e

Ezek utéan az IMSPE fiiggvény (2.26) definiciojanak értelmében

~ |
IMSPE(Y) = 1- A, + (1+; 1+m) B,

ahol
A= [ @ @)C ) Qs = [0 (n )R]

B, :=1-21C7'(n,r )W+ 1)C7 (n,r)yRC (n,r)1,,

valamint

W= (wi,...wn) = / Q(z)dz és R={R;;}:= /Q(m)QT(x)dx
X X

Nyilvanvaloan,
Wi = _ e*OtSi _ efa(lfSi):| |:2 _ e*ﬂti _ efﬂ(lfti)i|
o

73
S
aff

<

{2 —e di+..+di—1) _ e*a(di+~~+dnf1):|
2

_ e*ﬂ(5l+m+5i71) _ e*ﬂ(5i+m+5n71):| ’
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Ri,j _ %(ze—alsi—sﬂ _ e—a(s,;—i-Sj) _ e—(y(2—s,;—3j)) + |5z _ Sjle—ﬂ’si_s‘jl]

a
X {QL (Qe—ﬁ\ti—tjl — e Bltitty) _ e—B(Q—ti—t.7)) + |t — tj|e—ﬁtvi—t.7|]

i <2e_a(di/\j+---+di\/]‘—1) _ o~ @@dit.H2dinj—14ding+ . Fdivi-1)
| 20
B e—a(d,;Aj+...+d,;vj_1+2d,-,vj+...+2dn_1))

+ (dinj +...+ divj—l)e_a(dw+"'+dw‘7‘_1)}
% |:i (26—,5(5mj+m+51‘,vj—1) _6_6(251+~~~+25i/\j—1+61‘,/\j+---+5i\/j—1)

2

_ e_B(éi/\j'i‘---'i‘éi\/j—l+257',\/j+...+26n_1))
+ (0ing +--- + 5ivj1)eﬂ(6’”+”'+5”’1)} ;

ahol i Aj := min{i,j}, iV j := max{i,j}, i,j € N, az iires Osszegeket pedig
tekintsiik nullanak. Igy tehéat

1—72

)

n—1

Z Rii—2Riv1,m + Riv1,i4177
An :Rn’n + ) 9 3 3

=1

_ 2 ’
1—m

-1
=Ry + nz: Riin? = 2Rip1imi + Ripr,inn

i=1

nil(U‘—oJ‘ - nflR R

' ! zz:; L+ m mr ; 14 m;
n—1ln—1
+>.D. Rij = Rigaymi = Rijam + Ria jamin;
(]- + Wi)(]. —+ 7Tj)

i=1 j=1

n—1
Rii — 2Ris1.4mi + Rijian?
=1 — 2wn + Rn,n + Z ( = 41,4 + i+1,i+17;

P (1 + 7Ti)2
n Z(Rn,i —w;i) — (Rpit1 — wit1)™
1+

n—1i—1

Rij — Rig1ymi — Rij1mj + Rig1 j41mim;
2 : : : : .
T2 2 A+m)(1+m)

i=2 j=1
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IMSPE fliggvény kontlrvonalai

— .
(S
~— > .
= SRR AN
R, ~
\ .
s \
AN
. \\\~~
1 T
g 00 s 0.5 15, 2.5

Fisher—féle informacié Fisher—féle informéacié kontarvonalai

2.4. abra. n = 3 esetén az IMSPE szerinti optimum, valamint a 6 paraméter
szerinti Fisher-féle informécio optimalis értéke az («, 5) korrelacios paraméterek
fliggvényében.

2.20. PELDA. Tekintslink egy harompontos mintavételt, azaz n =3, s =1t; =
0, s2:=d, t2 := 9, s3 =13 = 1. Ekkor nyilvdnvalo, hogy di =d, d2 =1—d, 61 =
9, 6o =1—9. Az IMSPE (Y) parcialis derivaltjait megvizsgalva konnyen lathato,
hogy ez a fliggvény d = § = 1/2 esetén lesz minimélis, tehat n = 3 esetén az
ekvidisztans minta adja az optimumot. A 2.4. abran az IMSPE szerinti optimum,
valamint a 6 paraméter szerinti Fisher-féle informacié optimaélis értéke lathato
az («a, ) korrelacios paraméterek fliggvényében n =3 esetén. A két fiiggvényt
Osszevetve megallapithatjuk, hogy az (o, 3) korrelacios paraméterek becsléséhez
és a folyamat eldrejelzéséhez kapcsolodo kritériumok jelentésen eltérnek egymaéastol.
Ez az eltérés még jobban érzékelhets a fiiggvények kontirvonalait vizsgalva meg,
melyek a két kritérium korrelacios paraméterek szerinti érzékenységét mutatjak.

Az IMSPE (2.27) altal megadott alakjara az aldbbi szimmetria tulajdonsagot
sikeriilt igazolni.

2.21. TETEL. A (2.27) dltal meghatdrozott IMSPE szimmetrikus abban az érte-
lemben, hogy a (d;,6;) €és (dp—i,0n—s), @ = 1,2,...,n — 1, tdvolsdg pdrok
felcserélésével az IMSPE(Y) értéke vdltozatlan marad.
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B1zoNYITAS. Legyen di = dn_i, 5 = On—_i, T = exp( — ad; — Bgi), =
1,2,...,n— 1, és jelolje wy és ]TBM a (2.30) és (2.31) altal meghatarozott
értékeket a (c?i,gi), i =1,2,...,n — 1, téavolsdgok esetén. Legyenek tovabba
Ti, wp €s Ry, azeredeti (d;,d;), i =1,2,...,n—1, tavolsdgoknak megfelels
mennyiségek. Konnyen lathato, hogy

%i:ﬂ'n,i, i:1,2,...,n—1, és @k:wn,kJrl, (232)

Rk’z = Rnkaan,erl, k‘,f = 1, 2, ey,

és ezek alapjan
n—1 n—1

1—m 1—m
214-%: :;sz'

i=1

Jellje tovabba A, és B, a (Ji,gz‘), 1=1,2,...,n—1, tavolsagok szerinti (2.28)
és (2.29) mennyiségeket. A (2.32) felhasznalasaval egyszerd szamitassal adodik,
hogy A, =A, é B, = B,. 0

A 2.21. Tétel segitségével sikeriilt képet adni az IMSPE kritérium szerinti op-
timéalis minta egy fontos jellemzgjérsl.

2.22. KOVETKEZMENY. Az IMSPE kritérium szerinti optimdlis minta szimmetri-

kus, azaz ha az IMSPE(?) figgvénynek az optimumhelye (df,d5,...,d5_1,07,05,
oo, 0% ), akkor df =df_, és 6f=65_,, i=1,2,....,.n—1.

2.23. PELDA. Tekintsiink egy 6tpontos mintat, azaz n =15 és s; =11 =0, s5 =
ts = 1. A 2.22. Kovetkezmény értelmében az optimalis mintavételre teljesiilnie
kell, hogy di = d}, d5 = di és 6] = 03, 05 = 5. A 2.5. abran lathatoak
az Otpontos mintavétel optimumat adé dj, d és 67, 05 tavolsagok a 0 és 3
kozott valtozo a és [ korrelacios paraméterek fiiggvényében. A szimmetria miatt
fennall a df + d5 =07 + 65 = 1/2 Osszefiiggeés.

Szabalyos racs

Figyeljiik meg ismét a (2.1) altal definidlt Y'(s,t) folyamatot a mintatér egy sza-
béalyos récsot alkoté ponthalmazan. Az optimalis elrendezést meghatarozo IMSPE
kritériumot a monoton halmazt alkoté6 megfigyelések esetéhez teljesen analog mo-
don fejezziik ki. Ismételten a folyamatnak a mintatér egy még nem megfigyelt
x = (x1,22) € X pontjaban felvett értékét becstiljiik az

Y(z1,25) =0+ R (21,22)C " (n,m, 7)(Y — L)
mennyiséggel, ahol Y = (Y (s1,t1),Y (s1,t2),..., Y (s, tm))T a megfigyelésekbdl
allo vektor, 0 a0 legkisebb négyzetes becslése, tehat

é\ = (1;er,cil (TL, m, T)lnm) 7115,”/6'71 (TL, m, T)Y,
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2.5. dbra. n =5 esetén az («, 8) korrelacios paraméterek fliggvényében az IMSPE
optimumat adé dy, d5 és 67, 65 értékek.

R(z1,x2) pedigaz Y (z1,22) ésaz Y vektor elemei kozotti korrelaciok vektora,
azaz

-

R(xlva) = (‘Q(xhx%shtl)v"'7Q(x171278i7tj)7'"7Q(x17x27snvtm» ’ ahol

o(x1,x2,8i,t5) := 01(x1, 8:) 02(22, 15), 01(21,5;) == exp (— alz1 — s4]),
02(w2,t5) := exp (— Blag — t;]),

i=1,...,n, =1,...,m. Ebben az esetben az atlagos négyzetes hiba (MSPE),
illetve az abbdl szarmaz6 IMSPE fiiggvény a kovetkezSképpen alakul:

IMSPE(Y) := 02 / / MSPE(Y (21, z2)) dz das.
X
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Az altalanossig csorbitasa nélkiil ismét feltehets, hogy X = [0,1]?, illetve az
extrapolacio elkeriilése végett legyen s; =t =0 és s, = t,, = 1. Szabalyos
racsot alkoté mintapontok esetén is sikeriilt meghatérozni az MSPE, illetve az
IMSPE fiiggvény zart alakjait, amiket az alabbi tétel tartalmaz.

2.24. TETEL. A fenti feltételek esetén

% 2 2 — (91(371, Si) - 91(371, 5i+1)pi)2
MSPE(7 (a1,2)) 0 |1~ ( @(1,50) + Y
i=1 %
m— 1
QQ 1’27 - 92(x2a j+1 QJ 1 Di
x(g o tn L o ) ( +zl+pl
m—1 — n—1
X<1+Z 1- qi) ' 1— (Q1($1 s H’Z o01(21, 8i) — Q1($1,8i+1)pi>
j:11+qj o i=1 1+pi

% (QQ 1‘27 Z J)Q; - —qu(x27 ]+1)q )) ‘|, (234)
i=1 J

ahol p; = exp(—ad;), qj = exp(—B0;), di = 8it1—8; €s §; :=tj41 —t;, i =
1,2,....,n—=1, j=1,2,...,m—1, valamint

n—1 m—1 2
~ n—1 dip? m—1 0545
IMSPE(Y):l—( ~ —22 2)(7—22 -
n_ll—p' —1 m—ll q; -1
1 . 1 1 2.35
+(+¥1+pi) (+Zl+qg'> (2:3)
8 n711 D mfl1 q
_ 8 —bi — 4
Xll aﬂ(;l—kpi)(;l—kq)
1—pf—|—2ad1pz 1—q]+2,6’5]q]
(St (X

6 1 + qj
Az IMSPE kritérium szerinti optimdlis mintavételt az irdnymenti ekvidisztdns
minta adja, azaz amikor diy =dy=...=dp—1 €s 01 =02 =...=0m—_1-

B1zONYITAS. A bizonyitas soran ki fogjuk hasznalni, hogy az R(x1,z2) vek-
tor elemei szorzat alakban allnak el6, azaz R(x1,z2) = Ri(z1) ® Ra(z2), ahol
R1 (1‘1) = (Q171, 01,25---, (le)—r és RQ(J?Q) = (QQJ, 02,25---, (Q27m)—r. A rovidebb
formulak érdekében g1(x1,8:;) €s ga(x2,t;) helyett a g1, illetve o, i =
1,2,...,n, j=1,2,...,m, jeloléseket hasznaljuk.
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Elgszor induljunk ki az MSPE (57(3:1, x2)) fiiggvénynek a (2.33) dltal megadott
alakjabol. Az R(x1,z2) szorzat alakjat, a 2.19. Tétel bizonyitasa soran kihasz-
nalt matrixaritmetikai mtiveleteket, valamint a kovariancia matrix inverzének (2.8)
felbontast hasznalva kapjuk, hogy

MSPE(Y (21, 72)) = 0 [1 — R (21, 22)C~ Y (n,m, ) R(z1, 2) (2.36)
+ My (n,m) (1= R (21, 22)C (n, m, r)1nm)2}
= 1= (B ()P 0 R (0) (] () () R
005 ) (1= (R (@) P 0,01, (B (22)Q (. )1))

amelybdl mar kovetkezik a kivant (2.34) alak. Ezek utdn az IMSPE fiiggvény
definiciojanak értelmében

m—1

IMSPE(V) =1— ADA®) 4 (1+Z;?) (1+

1-— j)
= 1+g¢;

x (1 —9BMB® 4 D53>D$§>),

ahol
AWM = tr [P (n,)R1] . B =1 P~ (n,r)W,
DY =1 P (n,r)R1 P~ (n,)1,, AR =t [Q7(m, )R,
Bg) = ILQil(mvr)W% D'Erzz) = 1;@ (mvr)RZQ (mvr)]-mv
valamint

1 1
WSZ{ws7i}::/Rs(a:)dx és Rsz{RS’i?j}::/Rs(az:)jfi;'—(gz:)dgz:7 s=1,2.
0 0

Nyilvanval6an,
1 1
w1 =— [2 —e ¥ — e_a(l_si)}7 wai = — [2 — 7Pt e_ﬁ(l_ti)}a (2.37)
k) a ) /8
Ry, = _1 (Qe—f’\svi—sjl _e—alsits;) _ e—a(Q—Si—Sj)> 4 |Si_5,|e—alsi—sg‘|
v 20 J )

1
Ry, = 2 (26—,6‘\t1:—tj\ — e Bltitty) _ e—B(Q—ti—t.7)) + |ti—tj|e_ﬁ‘t"'_t-7|.
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Ezek utan kifejtve példaul az

n—1
Riii— 2Ry i1ipi + Riiprisip?
Aﬁf) = Ripm + § : L,ii 1,z+11ip;2“‘ 1,i+1,i+1D;
i

)
i=1

n—1
1 Wi,i — Wi,i+1Pi

'R - R
D(l)—Rlnn+2Z 1”’1_’_;””‘1%

n—1ln—1

n Z Z Ry — Riiqy1,jpi — Ris511p5 + B z+1,g+1png
(1 +pi)(1+p;)

i=1 j=1

kifejezéseket, valamint felhasznalva a (2.37) Osszefliggést egyszerid szamolas utan
az

n—1 n—1 n—1
—1 dip; 2~ 1-pi 1— p? + 2ad;p;
AT Yy G =% fop(=Y" B T ATl
n o P 1— pZZ7 n « = 1+ p; n P Oé(l +pz)2

alakok adédnak. Hasonlé modon kapjuk A%Q,), 53) és DS,QL) zart alakjait is. Nyil-
vanvalo, hogy az IMSPE( ) mind dy,ds,...,d,—1, mind pedig d1,0d2,...,0m—1
szerint permutacio-invarians. Tekintsiik példaul a d1,62,...,0,,,—1 tavolsadgokat
rogzitetteknek és vizsgaljuk a

OIMSPE(Y) _oh(d;,a) (m —1 4 (0p(ds, )
ad, % od ( 3 _QH’”(‘;’@)JFE( ad _1>

@, (d, )., (9, 5)
n (31/)(611‘,04) 4 (&P(diaa) _ 1)) (\Ilm(é,ﬂ) dp(d;, o)

od o\ ad d,0)®,,(8,8)  od

L= 8(Pm(da) — 1) (®n(8,8) — 1)/(aB) + Un(d, @) ¥m(d, )
P, (d, )2 P, (9, B)

d; valtozok szerinti parcidlis derivaltakat, ahol

. T . exp(yz) — 1
h’(£77) L exp(2’yx) _ 17 ()0(.1?,')/) L exp(’ym) + 17
exp(2vx) — 1 + 2vxexp(yx
bz = p(2y) Y exp(y ),

v(exp(yz) +1)?
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valamint z1,zs2,...,T,_1 esetén
n—1 n—1 n—1
Hn(wv')/) ::Z h(xiv')/)a (bn(wv')/) ::Z 80(371'7’7); \Iln(wa’}/) ::Z w(xiv')/)'
=1 i=1 =1

Rovid szamolast kovetGen (lasd példaul Baldi Antognini és Zagoraiou (2010))
kapjuk, hogy a [0,1] intervallumon ¢(z,v) konkav, h(z,v) és o(x,v) —
4(p(z,v) — x) /7 pedig konvex fiiggvénye az x valtozénak. Mindemellett, z; >
0, i =1,2,...,.n—1, esetén W,(xr,y) > 0, az explz) — 1 > z, = € R,
egyenl6tlenség miatt 2H, (x,v) < (n — 1)/7, tovabba a Z;:ll x; = 1 feltétel
teljesiilése esetén @, (x,v) > 1 és YU, (x,v) < 2®,(x,v) — 2. Végezetil, az
MSPE fliggvény (2.36) alakjabol adodik, hogy (2.38) utolso tagjanak szamlaloja

OIMSPE (Y
nemnegativ, igy T() a d; valtozoknak egy monoton noévekvs fliggvénye.

Rogzitett 1,09, ...,0,,—1 esetén tehat IMSPE(}/}) egy Schur-konvex fiiggvény
(lasd példaul Marshall és Olkin (1979), Theorem A.4, 57 o.), igy a minimumat
di =1/(n—=1), i =1,2,...,n— 1, esetén éri el. Teljesen analog eredményt ka-
punk, ha dy,ds,...,d, rogzitése esetén vizsgaljuk az IMSPE(}/}) mennyiséget
01,02,...,0m—1 flggvényében. Ez azt igazolja, hogy az optimumot valéban az
irdnymenti ekvidisztans minta adja. 0

2.25. MEGJEGYZES. Itt szeretnénk megemliteni, hogy a (2.35) altal megadott
IMSPE fiiggvény éppen Baldi Antognini és Zagoraiou (2010, Proposition 4.1) OU
folyamatra meghatarozott eredményének kiterjesztése, az optimumra kapott allitas
pedig Baldi Antognini és Zagoraiou (2010), Proposition 4.2 altalanositéasa.

2.5. Entroépia kritérium

Az IMSPE kritérium mellett az elérejelzésre vonatkozo optimalis mintavétel meg-
hatarozasanak egy igen elterjedt modja az tgynevezett entropia kritérium. Ezen
modszer alapgondolata, hogy azokat a helyeket keressiik, ahol a megszerzett in-
formécio mennyisége a lehetd legnagyobb. Shewry és Wynn (1987) otletét kovetve
tehat az optimalis mintat a megfigyelések Ent(Y) entropiajanak maximalizala-
saval hatarozzuk meg. Eddig ebben az esetben is csak OU folyamatra sziilettek
eredmények, amiket Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) dolgozataban talalha-
tunk meg.

Monoton megfigyelések

Ismert, hogy Gauss esetben, amikor az n darab megfigyelés egy o2 C(n,r) kovari-
ancia matrixa normaélis eloszlasu véletlen vektort alkot, a megfigyelések entropiaja

1
Ent(Y) = g(l +In(270?)) + 5 Indet C(n,r).
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Specialis, abban az esetben amikor a (2.1) altal definialt Y'(s,t) folyamatunkat egy
a D-feltételt kielégité monoton pontrendszeren figyeljiik meg, az entropia alakja
ekkor a kovetkezSképpen alakul.

2.26. TETEL. Monoton halmazt alkotd mintavételi pontok esetén a megfigyelések
entropidja

Ent(Y) = (1 + In(270?) Zln 1— 72 (2.39)

Az entrdpia kritérium szerinti optimadlis mmtavetelt az az ekvidisztdns minta adja,
ahol ad; 4+ 86;, i=1,2,...,n—1, (azaz a ;) konstans.

B1zoONYITAS. A (2.3) alaka C(n,r) kovariancia matrix determinansanak kisza-
mitasahoz tekintsiik annak a Baldi Antognini és Zagoraiou (2010), Lemma 3.1-ben
hasznalt felbontésat, azaz

C(n,r) = LDL",

ahol L egy csupa egyesekbdl allo f6atlojua alsod triangularis matrix, D pedig egy

olyan diagonélis matrixot jel6l, melynek az atloja (1, 1-721—-7m2 ..., 1— 71'%_1).
Igy tehat
n—1
det C(n,r) =det D = H (1—n?), (2.40)
i=1

amibdl a (2.39) alak azonnal adodik. Az optimalis mintavételi elrendezés megta-
lalasahoz az

F(7T1,7T2,...,7Tn_1) = Zln (1 —7T,L~2)

fliggvény maximumat keressiik a E;:ll Inm; = a+ [ feltétel mellett. Az els6
parcialis derivéaltak, valamint a

n—1 n—1
A(7r1,7r2,...,7rn,1;)\) = Zln (1 _7%‘2) —|—)\<Zln7ri -« —B)
i=1 1=1
Lagrange-fliggvény Hesse-matrixanak vizsgalatabol kapjuk, hogy a keresett maxi-

mum csakis akkor érheté el, ha m =m =... =m,_1. 0

2.27. MEGJEGYZES. A di=do=...=dp_1 é8 61 =02 =...=0,_1 egyenld
tavolsdgi monoton minta az entropia kritérium szerint optimalis.

2.28. MEGJEGYZES. Ha az X mintatér az egységnégyzet, akkor az entropia
optimalis értéke

3(1 +In(2r0%) + 2= L (1 —exp (= (a+B)/(n— 1))> — —00,

ha n — oo.
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Szabalyos racs

Szabalyos racson megfigyelt Gauss folyamat esetén a o2 C(n,m,r) kovariancia
méatrixta, nm dimenziés megfigyelésvektor entropiaja

Ent(Y) = %(1 + In(27m0?)) + % Indet C(n, m,r).

2.29. TETEL. Szabdlyos rdcsot alkoté minta esetén az Ent(Y) entropia a kévet-
kezd alakban dll eld:

m—1
n
Ent(Y) = 2 (1 + In(270?) Z In (1—pj) 5 Z In(1— qJQ) (2.41)
Ekkor az entrépia kritérium szerinti optimalis mintavételt a di =dy = ... = dp_1
€s 601 =02 =...=0,m_1 irdnymenti ekvidisztdns minta adja.

B1zZONYITAS. Az entropia alakjanak meghatéarozasahoz sziikségiink van a (2.5) al-
tal megadott C(n,m,r) kovariancia matrix determinansara. A determinéans ki-
szdmolasahoz hasznaljuk fel a (2.5) kovariancia strukttrat, illetve a Kronecker-
szorzatnak a determinénsra vonatkozé 5. tulajdonsagat, azaz

det C(n,m,r) = (det P(n,r))m(det Q(m,r))n.
Igy
Ent(Y) = ? (14 In(27m0?)) + % Indet P(n,r) + gln det Q(m, r).

A P(n,r) és Q(m,r) matrixok specialis alakjat kihasznéalva a (2.40) kiszamitasa-
hoz anal6g médon kapjuk (lasd még Baldi Antognini és Zagoraiou (2010), Lemma
3.1), hogy

n—1 m—
det P(n,r) = H(l—p?) és det Q(m, 1) H 1—q]

i=1

melyekkel mar a (2.41) alak azonnal adodik. Az optiméalis minta megtalalasahoz
az

n— m—1
F(pla'"7pn—15q17"'7qm—1) = %Zh’l(l _p?) + g Z h’l(l _q]2)
” =1

fliggvény feltételes maximumat keressiik a

n—1 m—1
Zlnpi:—a és Zlnqi:—
i=1 j=1
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feltételek mellett. A korabbiakhoz hasonldéan az els§ parcialis derivéiltak, valamint
a

n—1 m—1
A(pl;---;pn—17q1;---;Qm,—1;A7M) = % Zln (1 _pf) +g Z In (1 _qj2)
i=1 j=1

n—1 m—1
+/\<Zlnpi+a> +M<Zln%+/8>

i=1 =1

Lagrange-fliggvény Hesse-matrixanak vizsgalatabol kapjuk, hogy a keresett maxi-
mum csakis akkor érhet§ el, ha p1 =pa=...=py_1 é8 1 =¢@ =...= ¢n_1-

O

2.6. Numerikus eredmények

Ebben a fejezetben az optimalis mintavételi elhelyezésekre kapott elméleti eredmé-
nyekre adunk néhany specialis szamitogépes szimulaciot. A numerikus eredmények
segitségével valos adatokon keresztiil 6sszehasonlitjuk az IMSPE és az entropia kri-
tériumot, valamint megvizsgaljuk a két mintavételi elrendezés viselkedését mind-
harom kritérium esetén.

2.6.1. Az IMSPE és az entropia kritérium 6sszehasonlitasa

A folyamat értékének elGrejelzésére vonatkozo két optimalitasi kritérium Ossze-
hasonlitasanak céljabol Matlab programcsomag segitségével készitettliink néhéany
szimulaciot. Az IMSPE(Y) optimumat az fmincon beépitett fiiggvény segitségé-
vel hataroztuk meg, amig entrépia esetén 2.26. Tétel értelmében elegendd volt az
ekvidisztans mintat tekinteni. A 2.1. tablazat tartalmazza az IMSPE, illetve az ent-
ropia optimalis értékeit, valamint ezek relativ hatékonysagat kiilonb6zé nagysagu
monoton halmazt alkoté mintak és az («, ) kovariancia paraméterek kombinécioi
esetén.

Technikai korlatok miatt sajnos tiznél nagyobb mintaelemszamra mar nem tud-
tuk elvégezni a szimulaciokat, mivel egy n pontbdl all6 minta esetén egy 2n — 2
valtozos fliggvény feltételes minimumat keressiik, ami mar n = 10 esetén is igen
nehéz feladat.

Megfigyelve a 2.1. tablazat eredményeit azt tapasztaljuk, hogy a szimmetrikus
modell esetén (o = () a relativ hatékonysag kozel 100%, amig kiilonb6z6 kovarian-
cia paramétereket tekintve szignifikdnsan kisebb értékek adodnak. Kiilon figyelmet
forditottunk ezen eset megvizsgalasara és azt tapasztaltuk, hogy a szimmetrikus
esetben a kapott optimalis mintak nagyon hasonléak, de a két kritérium mégsem
egyezik meg. Erre mutat példat a 2.2. tablazat, amelyben egy négypontos IMSPE
kritérium szerinti optimalis minta tavolsagait lathatjuk harom kiilonboz6 o =
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a=05 a=1 a=1 a=25 a=3

=08 pB=1 p=10 p=15 =3

optimalis 0.2602 0.4008  0.9266 0.6549 0.8487

n =4 ekvidisztans 0.2693 0.4010  0.9326 0.6598 0.8493
rel. hat. (%) 96.62 99.95 99.36 99.26 99.93
optimalis 0.2309 0.3699  0.8290 0.5981 0.7866

n=1>5  ekvidisztans 0.2473 0.3700  0.8409 0.6065 0.7873
rel. hat. (%) 93.37 99.97 98.58 98.62 99.91
optimalis 0.2130 0.3529  0.7593 0.5640 0.7502

n =6 ekvidisztans 0.2351 0.3530  0.7766 0.5763 0.7509
rel. hat. (%) 90.60 99.97 97.77 97.87 99.91
optimalis 0.2007  0.3423  0.7066 0.5241 0.7269

n =7 ekvidisztans 0.2274  0.3424  0.7288 0.5571 0.7275
rel. hat. (%) 88.26 99.97 96.95 94.08 99.92
optimalis 0.1692 0.3351  0.6655 0.5007  0.7111

n =38 ekvidisztans 0.2222 0.3352  0.6918 0.5441 0.7115
rel. hat. (%) 76.15 99.97 96.20 92.02 99.94
optimalis 0.1620 0.3300 0.6325 0.4858 0.6997

n=9 ekvidisztans 0.2184  0.3301  0.6626 0.5348 0.7001
rel. hat. (%) 74.18 99.97 95.46 90.84 99.94

2.1. tablazat. Az IMSPE, illetve az entrépia optimalis értékei, valamint ezek relativ
hatékonysaga monoton minta esetén.

valasztassal. Nyilvanvalo, hogy mindharom esetben dy + 61 # do + 2, igy tehat
a 2.26. Tétel értelmében a 2.2. tablazatban kapott mintédk az entrépia kritérium

szerint nem optimaélisak.

a=p=05 a=pB=1 a=pB=15
dy =d3 0.3372 0.3401 0.3421
do 0.3256 0.3199 0.3158
61 = 03 0.3372 0.3401 0.3421
o2 0.3256 0.3199 0.3158

2.2. tablazat. IMSPE kritérium szerinti négypontos optimalis minta
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a=0.001 «a=0.1 a=1 a=1
B =0.01 B=1 B=1 B8 =10

monoton 1.3118 29.8651 61.2545  63.9937
D-optimalitas  sz. racs 1.3328 57.4388  63.7483 64.00
rel. hat.(%) 98.43 51.99 96.09 99.99

monoton -33.0446 86.1318  90.7964  90.8121

Entréopia sz. racs -51.1507 90.7111  90.8119  90.8121
rel. hat.(%) 64.60 94.95 99.98 100

2.3. tablazat. A Fisher-féle informacié determinansanak, valamint az entrépia fligg-
vénynek az értékei az optimalis monoton mintavétel, valamint az optimalis szaba-
lyos racs esetén.

2.6.2. A két minta statisztikai hatékonysaganak 6sszehason-
litasa

Mint korabban mar emlitettiik, az OU folyamatok és mezdk széleskori alkalma-
zésokkal birnak a statisztikai modellezés terén. Példaul, bar a metan kibocsatésa
egy igen komplikalt sztochasztikus folyamattal irhato le (Addiscott, 2010; Sabo-
egy kétdimenzios OU folyamat segitségével. Igy lehetSségiink nyilt valos adatokon
keresztiil 6sszehasonlitést végezni a kiillonb6z§ minték statisztikai hatékonysagara
az egyes kritériumok segitségével. ElGszor tekintsiik a Vaghjiani és Ravishankara
(1991) altal alkalmazott modellt, amelyet a légkori metan aramlasanak mérésére
hasznaltak. A 2.3. Tételben, illetve a 2.5. Tételben sikeriilt egzakt alakot adni a
D-optimalitas alapjat képzd Fisher-féle informéciora mindkét vizsgalt mintavételi
elrendezés esetén. Kivancsiak voltunk az n x m pontbél all6 monoton halmazt
alkoto mintavételi elrendezés esetén az My(n-m) optimalis értékének, valamint az
ugyanennyi pontbol allo szabalyos racshoz tartozé6 Mpy(n, m) optimalis értékének
viszonyara. Mivel Vaghjiani és Ravishankara (1991) egy 62 pontbol all6 mintat
tekintett, igy az Osszehasonlitast a Vaghjiani és Ravishankara (1991) cikkben ta-
lalhato [223,420] x [0.84,43.51] mintatéren 64 pontos monoton mintat, illetve
8 x 8-as szabalyos racsot tekintve hajtottuk végre az «, 8 € {0.001,0.01,0.1, 1,10}
kovariancia paraméterek kiilonb6z6 kombinécioi esetén. A 2.3. tablazat az My(64),
illetve az Mpy(8,8) optimalis értékeit, valamint azok relativ hatékonysagait tartal-
mazza az («, ) korrelacios paraméterek néhany kombinaciojara. Megfigyelve a
tablazat értékeit azt mondhatjuk, hogy példaul a = 0.1, § =1 valasztasa mellett
a monoton halmazt alkoté minta esetén joval alacsonyabb a 6 paraméterre vonat-
koz6 Fisher-féle informéacio, mint szabalyos racs esetén, amig a paraméterek tobbi
kombinaciojat tekintve a relativ hatékonysag kozel 100%. A 2.6. abran lathatjuk
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2.6. 4bra. n = 8 és

m = 8
informécié optimuma az (o, ) korrelacios paraméterek fiiggvényében.
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esetén a 60 paraméterre vonatkozo Fisher-féle

n =238, m =238 esetén a € paraméterre vonatkozo6 Fisher-féle informaciomennyiség
optimumat az (a, ) paraméterek fliggvényében. A vizsgilatokat elvégeztiik a
2.26. Tételben és 2.29. Tételben meghatarozott entropia kritériumok esetén is. Ek-
kor teljesen hasonlo eredményeket kaptunk, mint a D-optimalitds soran. Ahogy a
2.6.1. fejezetben lathattuk, az IMSPE kritériummal végzett numerikus szimulaciok
végrehajtasat erdsen befolyasolja a minta nagysaga, igy Vaghjiani és Ravishankara

a=05 a=1 a=1 a=25 a=3

=08 p=1 pL=10 p=15 pB=3

monoton 0.2602 0.4008  0.9266 0.6549 0.8487

n=4 sz. racs 0.3580 0.5389  1.1449 0.8370 1.0094
rel. hat. (%) 137.59 134.46  123.56 127.81 118.93
monoton 0.1620 0.3300 0.6325 0.4858 0.6997

n=9 sz racs 0.1527  0.3018  0.5762 0.4850 0.7011
rel. hat. (%) 94.26 91.45 91.10 99.84 100.20

2.4. tablazat. Az IMSPE optimalis értékei monoton halmazt és szabalyos racsot
alkot6 minta esetén, valamint ezek relativ hatékonységai.
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a=0.001 a=0.1 a=0.1 a=1 a=1
£=0.01 £5=0.01 B=1 =1 p=10

Bonard et al. (2002) 3.13 8.78 8.99 9.00 9.00

D-opt. mon., n =9 3.21 8.91 9.00 9.00 9.00
3 X 3 sz. racs 3.03 7.67 9.00 9.00 9.00

Bonard et al. (2002) 9.86 12.77 12.77 12,77 12.77

Entrépia mon., n =9 11.22 12.77 12.77 12,77 12.77
3 X 3 sz. racs 9.22 12.72 12.77 12.77  12.77

2.5. tablazat. Bonard et al. (2002), Table 1 mintavételi elrendezéseinek sszeha-
sonlitasa a megfelel6 optimalis monoton halmazon és optimalis szabalyos racson
megfigyelt mintaval.

(1991) eredményeire ebben az esetben nem tudjuk az Gsszehasonlitést elvégezni.
Ehelyett a 2.19. Tételben, illetve a 2.24. Tételben meghatarozott egzakt alakok
segitségével az n = m? < 10 pontbél all6 monoton, illetve szabalyos racsot
alkoté minték esetén végeztiik el a numerikus optimalizalasokat. A 2.4. tablazat
tartalmazza a kapott optimalis értékeket, valamint azok relativ hatékonysagait
kiilénboz6 nagysagi minték és (a, 3) korrelacios paraméterek esetén. Osszeha-
sonlitva a kapott értékeket elmondhatjuk, hogy a négypontos mintavételt tekintve
a monoton halmazt alkoté minta esetén az IMSPE optimaélis értékei jobbak, mint
szabdlyos racs esetén, az n =9, a = f = 3 valasztassal pedig a relativ hatékony-

a=0.001 a=0.1 a=0.1 a=1 a=1
£=0.01 £5=0.01 B=1 =1 p=10

Bonard et al. (2002) 1.19 6.91 7.09 8.78 9.25

D — opt. mon., n = 10 1.19 9.52 9.72 10.00  10.00
2 X 5 sz. récs 1.19 2.05 6.35 6.35 10.00

5 X 2 sz. récs 1.19 5.12 9.92 9.92 10.00

Bonard et al. (2002) -0.82 11.93 12.51 14.07  14.13

Entropia mon., n = 10 2.78 14.19 14.19 14.19 14.19
2 X 5 sz. récs -2.58 -0.72 13.82 13.82 14.19

5 X 2 sz. récs 0.63 8.25 14.19 14.19  14.19

2.6. tablazat. Bonard et al. (2002), Table 2 mintavételi elrendezéseinek osszeha-
sonlitasa a megfelel6 optimalis monoton halmazon és optimalis szabalyos racson
megfigyelt mintaval.
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sag kozel 100%.

2.6.3. A két mintavételi elrendezés 6sszehasonlitisa a me-
tannak a hidroxillal valé reakcija esetén

A metan kibocsatéasa és elnyelése nagyon fontos szerepet jatszik mind a légkorben
(lasd példaul Vaghjiani és Ravishankara (1991)) mind pedig a Fo6ld felszinén (lasd
példaul Li, Huang és Song (2010)). Néhany jelentss 6kologiai folyamat, mint pél-
daul a metan égése és ennek a természetben fellelhetd mikroergodicitasai esetén
azt tapasztaltdk, hogy a kiilonb6z6 mintavételek koziil az optimalis kivalaszta-
saval csokkenthetd a paraméterbecslések soran megjelens bizonytalansag (Jorda-
nova, Dusek és Stehlik, 2013). Igy kulcsfontossagi, hogy mérés el6tt megadjuk
azokat a helyeket, ahol a megfigyeléseket célszerti elvégezni. A metan légkori kon-
centracidjat a troposzféraban az OH hidroxil-gyokkel valo reakcidja szabalyozza.
A metéan légkori koncentracidja nagyban hozzajarul a Fold légkoér rendszerének
energiamérlegéhez, illetve az tiveghazhatashoz. Ha ugyanis a globalis felszini hé-
meérséklet emelkedik, n§ a metankoncentrécio, ezaltal pedig né az iiveghazhatés.
Tehat a metannak a hidroxillal valé reakciojat a hémérséklet erésen befolyésolja.
Bonard et al. (2002) példaul a 295 — 618 K hémeérséklet tartomanyban vizsgalta
az OH és a metan reakciojanak a sebességi dllandojat. A 2.5.-2.8. tablazatban
a Fisher-féle informacios matrix determinansat és az entropia értékét adjuk meg
mind a megfelel optimélis monoton halmaz és szabalyos racs, mind pedig Bo-
nard et al. (2002) altal alkalmazott mintavételi elrendezés esetére. A tablazatokat
megfigyelve elmondhat6, hogy a legtébb esetben mind a monoton halmazt, mind
pedig a szabalyos racsot tekintve a kapott optimum értékek feliillmiljak az eredeti

a=0.001 a=0.1 a=0.1 a=1 a=1
£=0.01 £=0.01 ps=1 Bs=1 pB=10

Bonard et al. (2002) 1.18 6.73 6.92 7.63 9.02

D — opt. mon., n = 12 1.18 10.86 11.22 12.00 12.00
3 X 4 sz. racs 1.19 3.07 8.68 8.68 12.00

4 X 3 sz. racs 1.19 4.09 10.45 10.45 12.00

Bonard et al. (2002) -5.78 3.08 12.33 12.95 16.46

Entroépia mon., n = 12 1.91 17.01 17.02 17.03 17.03
3 X 4 sz. racs -4.05 1.14 16.79 16.79 17.03

4 X 3 sz. racs -2.94 4.50 16.98 16.98 17.03

2.7. tablazat. A Bonard et al. (2002), Table 3 mintavételi elrendezéseinek Gsszeha-
sonlitdsa a megfelel§ optimalis monoton halmazon és optimalis szabalyos racson
megfigyelt mintaval.
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a=0.001 a=0.1 a=0.1 a=1 a=1
£=0.01 £=0.01 B=1 =1 pB=10

Bonard (2002), n =17 1.01 1.15 1.56 2.22 4.50

Bonard (2002), n =6 1.01 1.15 1.56 2.22 4.49

D — opt. mon., n =717 1.01 1.15 1.57 2.86 5.44
mon., n =6 1.01 1.15 1.57 2.83 5.07

2 X 3 sz. récs 1.01 1.15 1.62 2.69 5.60

3 X 2 sz. racs 1.01 1.15 1.61 3.17 4.54

Bonard (2002), n =17 -8.31 -6.44 4.98 5.18 8.94

Bonard (2002), n =6 -5.43 -3.56 5.55 5.75 8.38

Entropia mon., n =7 -6.79 2.95 6.48 8.96 9.86
mon., n =6 -4.97 3.13 6.00 7.91 8.49

2 X 3 sz. récs -8.73 -2.25 6.19 7.38 8.51

3 X 2 sz. racs -9.25 -0.33 5.50 8.10 8.41

2.8. tablazat. A Bonard et al. (2002), Table 4 mintavételi elrendezéseinek Gsszeha-
sonlitasa a megfelel6 optimalis monoton halmazon és optimalis szabalyos racson
megfigyelt mintaval.

mintavételi eljaras altal adott értékeket. Dunlop és Tully (1993) két esetben vizs-
galtak az abszolut reakciosebességi allandot: az O H-nak egyrészt a C Hy metannal
(k1), masrészt pedig a dy (ko) deuteralt metannal valod reakciojat tekintve. A k; és

a=0.001 a=0.1 a=0.1 a=1 a=1
£=0.01 £=0.01 B=1 =1 p=10

Dunlop és Tully (1993) 4.57 9.49 10.00 10.00  10.00

D — opt. mon., n = 10 4.76 9.97 10.00 10.00  10.00
2 X 5 sz. récs 4.91 7.87 10.00 10.00  10.00

5 X 2 sz. récs 2.50 9.99 10.00 10.00  10.00

Dunlop és Tully (1993) 12.23 14.14 14.19 14.19 14.19

Entropia mon., n = 10 13.36 14.19 14.19 14.19 14.19
2 X 5 sz. récs 12.97 14.09 14.19 14.19  14.19

5 X 2 sz. récs 8.20 14.19 14.19 14.19  14.19

2.9. tablazat. A Dunlop és Tully (1993), Table 1 (k1) mintavételi elrendezéseinek
Osszehasonlitdsa a megfelel6 optimélis monoton halmazon és optimélis szabalyos
racson megfigyelt mintaval.
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a=0.001 a=0.1 a=01 a=1 a=1

£=0.01 £=0.01 B=1 =1 =10

Dunlop és Tully (1993) 3.08 11.77 11.98 12.00 12.00

D — opt. mon., n = 12 3.15 11.85 12.00 12.00 12.00
3 X 4 sz. racs 3.37 8.09 12.00 12.00 12.00

4 X 3 sz. racs 3.12 9.96 12.00 12.00 12.00

Dunlop és Tully (1993) 11.26 17.03 17.03 17.03 17.03

Entropia mon., n = 12 13.70 17.03 17.03 17.03 17.03
3 X 4 sz. racs 12.98 16.67 17.03 17.03  17.03

4 X 3 sz. racs 11.32 16.94 17.03 17.03  17.03

2.10. tablazat. A Dunlop és Tully (1993), Table 2 (k2) mintavételi elrendezéseinek
Osszehasonlitasa a megfelel§ optimalis monoton halmazon és optimalis szabélyos

racson megfigyelt mintaval.

ko meghatarozéasa a 293 — 800K hémeérséklet tartomanyban tértént. Felhasznalva
Dunlop és Tully (1993), Table 1, illetve Table 2 eredményeit a korabbi reakcios
eredményekhez hasonloan elkészitettiikk a 2.9. és 2.10. tdblazatokat. Az értékeket
megfigyelve ugyanarra a kovetkeztetésre jutunk, mint Bonard et al. (2002) adatai
esetén, azaz mind a monoton, mind pedig a szabélyos racsot alkoté6 minta sokkal

hatékonyabb, mint az eredeti.






Osszefoglalas

Ezen disszertacié téméaja kiilonféle térbeli sztochasztikus modellek paraméterbecs-
lésének, valamint optimaélis mintavételezésének vizsgélata. Az értekezés két részbol
tevédik Ossze.

A dolgozat 1. fejezete Gauss mezdkkel meghajtott linearis modellek paramé-
terbecsléseivel foglalkozik. Az 1. fejezet elss része a témakor egy részleges irodalmi
attekintését adja, kihangsulyozva a mar meglévs eredményeknek és az értekezés 1j
eredményeinek csatlakozasi pontjait. A paraméterbecslések vizsgalatanak lényegi
részét az 1.3. és 1.4. alfejezetek adjak, amelyek a szerzének Baran Sandorral elért
0j eredményeit tartalmazzak. A vizsgalt térbeli regresszios modell

Z(s,t) :=mag1(s,t) + -+ mpgp(s,t) + U(s, t),

amelyet egy specidlis G tartoméany felett figyeliink meg, ahol gi1,...,g, is-
mert fliggvények, U pedig egy Wiener vagy pedig egy Ornstein-Uhlenbeck (OU)
mez&t jelol. Célunk az my,...,m, ismeretlen paraméterek maximum likelihood
becslésének meghatarozasa.

Bizonyos specialis esetekben tobben foglalkoztak ezen problémakorrel, mint
példaul Rozanov (1968) p =1, g1 = 1 esetén, amikor a standard Wiener mez&vel
meghajtott folyamatot egy téglalapon figyelte meg. Ezt altalanositotta Arato, N. M
(1997a) olyan modon, hogy a megfigyelési tartomanyt bonyolultabba tette. Baran,
Pap és Zuiljen (2003, 2004, 2011) harom eltérs egyre komplexebb tartomany felett
figyelte meg a folyamatot és joval altalanosabb koriilmények kozott p =1 esetén
a Rozanov (1990) és Arato, N. M (1997a) altal hasznalt sztochasztikus parcialis
differencidlegyenletek helyett az tgynevezett diszkrét approximécié segitségével
igazolta, hogy az mj eltolasparaméter maximum likelihood becslése normalis
eloszlas.

Mi Baran, Pap és Zuijlen (2011) cikkében leirt eredményt altalanositottuk agy,
hogy a regressziés modellben az ismeretlen paraméterek szaméat tetszéleges p
tagra noveltiik. A fejezet {6 eredménye (1.3. Tétel) ezen altalanos esetben a maxi-
mum likelihood becslés alakjanak meghatarozéasa és p-dimenzioés normalitasdnak
igazolasa diszkrét approximécio segitségével. Erre az eredményre tdmaszkodva al-
kalmas transzformaciok segitségével megadtuk az (mq,...,m,) paramétervektor
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becslését azokban az esetekben is, amikor a meghajtoé folyamat stacionérius, illetve
nulla kezdeti értékd OU mez6. Arato, N. M (1997a), Baran, Pap és Zuiljen (2003,
2004, 2011) egyes allitasait, valamint a dolgozatban ismertetett Gj eredményeket
a fejezet végén szimulaciés vizsgalatokkal tamasztottuk ala. A fenti eredmények
Baran és Sikolya (2012a, b) cikkekben keriiltek kézlésre.

A 2. fejezetben kiilonb6z6 kritériumok szerinti optimélis mintavételi elhelyezé-
sek meghatéarozasat vizsgaltuk konstans trenddel eltolt OU mez8 esetén. Az itt leirt
eredményeket Baran Sandorral és Milan Stehlikkel k6zosen értiik el és a Baran,
Sikolya és Stehlik (2013, 2014) dolgozatokban kozoltiik.

A vizsgalt modell R? egy a tengelyekkel parhuzamos X téglalapjan értelmezett

Y(s,t) =60 +¢(s,t)

stacionarius folyamat, ahol 6 konstans, e(s,t), s,t € R, pedigegy a >0, 8 >0
paramétert stacionarius OU mez6. Az optimalis mintavételi terv meghataroza-
sanak tobbféle tipusa van. Az értekezés masodik felében ezek koziil két eljarast
vizsgaltunk, nevezetesen a paraméterbecslésen, illetve az elérejelzésen alapul6t.
Mindkét esetben a folyamatot a mintapontoknak két kiilonb6zé tipust halmazéan
megfigyelve hataroztuk meg az egyes esetekhez tartozé kritériumok alakjait és
optimumait. A mintapontok halmazanak két tipusa, melyek a monoton halmaz
és a szabalyos racs, valamint az ezeken megfigyelt folyamat kovariancia struktu-
rdja a 2. fejezet elején keriil részletezésre. Az {(sl,tl), (s2, ta),..., (sn,tn)} C
X, n € N, mintapontok monoton halmazt alkotnak, ha s; < so < ... < s,
és t1 < to < ... < t, feltételek teljesiilnek, szabalyos racs esetén pedig az
{(81, t1), (s1,t2), .-+, (sn,tm)} C X, n,m € N, megfigyelési helyek egy n x m-es
téglalap racspontjai.

Ezt kovetSen a 2.3. fejezetben a paraméterbecslésen alapuld D-optimalitasi kri-
tériumot vizsgaltuk az Gsszes lehetséges esetben. A D-optimalis mintavételi eljaras
alatt azt értjiik, amikor a mintapontoknak egy olyan elrendezését keressiik, amely
szerint a ®(M) := det(M) célfiiggvény maximaélis, ahol M az Y véletlen mezs
megfigyeléseinek Fisher-féle informéacios matrixa. Az elsg esetben a 6 trend para-
méter becslésére vonatkozo D-optimaélis mintavételt tekintettiik. Ekkor a folyama-
tot meghajté ¢ OU mezd kovariancia struktirdjanak paraméterei mind adottak
és csak a @ trend paraméter becslésére vonatkozd optimaélis elrendezést keres-
stik. Monoton halmazt alkoté mintapontok esetén el6szér Baran és Stehlik (2014)
eredményeit ismertettiik, amely szerint a 6 trend paraméter becslésére szolgalo
D-optimalis mintavételt egy olyan alakd minta adja, ahol ad;+5d;, d; := s;41—5;,
0; :=tiy1 —t; 1 =1,2,...,n— 1, mennyiség konstans. Ezek utan szabalyos racs
esetén 1j eredményként megadtuk a D-optimalitdshoz sziikséges Fisher-féle infor-
méacio egzakt alakjat és megmutattuk, hogy a € paraméter becslésére vonatkozo
D-optimalis mintavételt az iranymenti ekvidisztans minta adja.

A kovetkez§ 1épésként az OU mez6 kovariancia paramétereinek becslésére vo-
natkozé D-optimalitast vizsgaltuk. A trend paraméter becslésére vonatkozo esethez
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hasonléan monoton halamazt alkoté mintapontok esetén Baran és Stehlik (2014)
meghatarozta a Fisher-féle informacios méatrix egzakt alakjat és igazolta, hogy az
a, [ kovariancia paraméterek becslésére vonatkozé D-optimalis mintavétel nem
létezik. Ennek analdgiajat kdvetve szabalyos racson megfigyelt folyamat esetén a
2.7. Tételben megadtuk a Fisher-féle informécios matrix elemeinek zart alakjat,
majd két specidlis D-optimalitasi mintavételt bevezetve, nevezetesen a korléto-
zott és szabad mintavételezést, igazoltuk, hogy az «, § kovariancia paraméterek
becslésére vonatkozo korlatozott D-optimalis mintavétel nem létezik. Korlatozott
D-optimalis mintavétel alatt azt értjiik, amikor az optimélis minta az X mintatér
hataranak racspontjait is tartalmazza, ellenkezé esetben szabad mintavételezésrél
beszélhetiink. Vizsgaltuk a szabad mintavételezésnek egy specidlis esetét is, ami-
kor a mintavétel racspontjainak horizontalis, valamint vertikalis tavolsagai rendre
azonosak és az optimalitast ezen két paraméter szerint értelmezziik. Ebben a spe-
cialis esetben igazoltuk a D-optimélis minta megadasahoz sziikséges Fisher-féle
informaciés méatrix determinédnsanak maximumaéroél szolo 2.14. Tételt.

A legaltalanosabb esetben, amikor mind az «, (, mind pedig a 6 para-
méter ismeretlen, monoton megfigyelések esetén Baran és Stehlik (2014) igazolta,
hogy az «, [ kovariancia paraméterek és a 6 trend paraméter becslése szerinti
D-optimalis mintavétel nem létezik. Szabalyos racs esetén az optimalis mintavé-
teli eljaras megadasahoz sziikséges Fisher-féle informacios méatrix determinéns-
fliggvényének nehezen kezelhetGsége miatt két specialis esetben, nevezetesen az
X = [0,1]®> mintatéren egy kilencpontos korldtozott minta, valamint egy ekvidisz-
tans szabad minta esetén hataroztuk meg a D-optimélis mintavételi elrendezést.

A 2.4. és 2.5. fejezetekben egy folyamat el6rejelzésén alapuld két kritérium sze-
rinti optimalis mintavételi elrendezést vizsgaltunk a mintapontok mindkét rend-
szerét tekintve.

Az els§ targyalt kritérium az tgynevezett Integrated Mean Squared Predic-
tion Error (IMSPE), amely a folyamat egy 1j megfigyelési pontbeli krigeléssel
elkészitett becsiilt értékének az atlagos négyzetes hibajan alapszik. Mivel a becslés
pontossaga altaldban fiigg a teljes X' mintatértsl, az IMSPE kritérium szerinti op-
timalis mintavételt a mintatér felett tekintett atlagos négyzetes hiba integraljanak
minimumhelyeként kapjuk. Monoton megfigyelések esetén a 2.19. Tételben megad-
tuk az IMSPE kritérium egzakt alakjat. Ezen alakot megvizsgélva a 2.21. Tételben
igazoltuk, hogy az IMSPE szimmetrikus abban az értelemben, hogy a (d;,d;) és
(dn—iaén—i); dz = Si4+1 — Si, 61’ = ti+1 — ti = 1, 2, e, — 1, téVOlSég péI‘Ok
felcserélésével az IMSPE értéke véaltozatlan marad. Ennek egyenes kévetkezménye,
hogy az IMSPE kritérium szerinti optimalis minta szimmetrikus. Szabéalyos racsot
alkot6 mintapontok esetén is meghataroztuk az MSPE, illetve az IMSPE fiiggvé-
nyek zart alakjat, valamint igazoltuk, hogy az IMSPE kritérium szerinti optimalis
mintavételt az iranymenti ekvidisztans minta adja. A szabalyos racs esetén kapott
eredmények Baldi Antognini és Zagoraiou (2010) OU folyamatra megfogalmazott
allitasainak kiterjesztése két dimenziora.
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Az IMSPE kritériumon kiviil az altalunk vizsgalt masik el6rejelzésen alapulo
optimaélis mintavétel meghatarozasara szolgaldé mennyiség az tigynevezett entropia
kritérium. Shewry és Wynn (1987) otletét kovetve az optimalis mintat a megfi-
gyelések entropidjanak maximalizalasaval hatdroztuk meg a mintapontok mind-
két kiilonbo6z6 halmaza esetén. Mindkét pontrendszer esetén megadtuk az eljaras
alapjaul szolgald entropia alakjat és igazoltuk, hogy monoton halmazt alkoté min-
tavételi pontokat tekintve az entrépia kritérium szerinti optimalis mintavételt az

az ekvidisztans minta adja, ahol ad; + £d0;, d;i == Siy1 — Si, 6 = tigx1 — ¢
1=1,2,...,n—1, konstans, szabalyos racsot alkot6 minta esetén pedig a d; =
d2 =...= dn,1 és (51 = (52 = ... = (5m,1, dz = Si41 — S, P = 1,2,...,n—1,
0j:=tjt1 —t;, 7=1,2,...,m—1, irdnymenti ekvidisztdns minta.

Az utolséd szakaszban szimulacié keretében hasonlitottuk Gssze az IMSPE és
az entrépia kritériumot, valamint megvizsgaltuk a két mintavételi elrendezés vi-
selkedését mindharom kritérium esetén. Ez utobbi esetben kihasznalva, hogy a
hetGségiink volt valés adatokon (Vaghjiani és Ravishankara, 1991; Bonard et al.,
2002; Dunlop és Tully, 1993) keresztiil is elvégezni a kiilonb6z6 mintak statisztikai
hatékonysdganak Osszehasonlitasat.



Summary

This Ph. D thesis contains new results on the parameter estimation and optimal
design problems of spatial stochastic models. It consists of two parts, which can
be treated separately.

In the first part we deal with the problem of estimating the parameters of a
linear regression model driven by a Gaussian sheet. We consider a random field

Z(s,t) :=mugi(s,t) + -+ +mpgp(s,t) + U(s,t)

observed on a domain G, where gi,...,g, are known functions and U is either
a Wiener or an Ornstein-Uhlenbeck (OU) sheet, and we determine the maximum
likelihood estimator (MLE) of the unknown parameters my, ..., mp.

In principle, the Radon-Nikodym derivative of Gaussian measures might be
derived from the general Feldman-Hajek theorem (Kuo, 1975), but in most of the
cases explicit calculations cannot be carried out. In the case when U is a standard
Wiener sheet, p =1 and g3 =1 (shifted Wiener sheet), the MLE of the unknown
parameter is given, e.g., in Rozanov (1968), where the estimator is expressed as
a function of a usually unknown random variable satisfying some characterizing
equation. In several cases the exact form of this random variable can be derived by a
method proposed by Rozanov (1990), based on linear stochastic partial differential
equations. Arato, N. M (1997a) used Rozanov’s method to find the MLE of the
shift parameter of a shifted Wiener sheet observed on a special domain. Baran,
Pap and Zuiljen (2004) considered the model of Arato, N. M (1997a) and, applying
an essentially simpler direct discrete approximation approach, the authors found
the MLE of the shift parameter under much weaker conditions. Later this discrete
approximation was used to determine the MLE of the unknown parameter for the
investigated model with p =1 and a more complicated domain of observations,
when U is a standard Wiener sheet.

Arato, N. M. (1997b) also studied the case when U is an OU sheet, p =1
and ¢g; = 1, and using stochastic partial differential equations found the MLE
of the unknown parameter based on the observation of the random field Z on a
rectangular domain. This result was generalized by Baran, Pap and Zuiljen (2003)
for the case p=1 and given g¢; with slight analytic restrictions.
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In Chapter 1 we consider the same type of domain G as in Baran, Pap and
Zuiljen (2011) and extend their result for the general model Z(s,t) := migi(s,t)+
<o+ mpgp(s, t)+W(s,t). We also consider the cases when the driving process U
is either a stationary or a zero start OU sheet and generalize the results of Arato,
N. M. (1997b) and Baran, Pap and Zuiljen (2011). At the end of this chapter we
present some simulation results to illustrate the theoretical ones where the driving
Gaussian random sheets are simulated with the help of their Karhunen-Loéve
expansions. These results are published in Baran and Sikolya (2012a, b).

In the second part of the dissertation we deal with optimal design problems
for parameter estimation and prediction of shifted OU sheets. A common problem
in spatial statistics is how to choose a set of sample locations in order to induce
accurate prediction of a random process, considerable amount of experimental
information and also efficient estimation of the unknown parameters of the model.
Each of these goals identify a different design criterion, which can be optimized in
order to derive the corresponding optimal experimental plan.

In Chapter 2 we study optimal design problem for parameter estimation and
prediction of a shifted OU sheet. We consider the stationary process

Y (s, t) =0 +¢e(s,t)

defined on a rectange X = [a1,b1] X [a2,ba] of R? where e is a stationary OU
field with covariance parameters « > 0, f > 0. Two different settings of design
points are considered, monotonic set and regular grid. In the first case the design
points {(sl,tl), (s2,t2), ..., (sn,tn)} C X, n €N, satisfy s1 < s2<...<s, and
t1 <ty <...<ty,, whilein the second the design {(s;,¢;):i=1,2,...,n, j=
1,2,...,m} C X, n,m € N, are grid points of a rectangular lattice.

Section 2.3. deals with D-optimality — a design criterion for parameter estima-
tion based on Fisher information. We are looking for an arrangement of design
points that maximizes the determinant of the Fisher information matrix of obser-
vations of the random field Y corresponding to the parameters to be estimated.
First we are interested merely in the estimation of the trend parameter 6 assum-
ing that all covariance parameters of the OU sheet ¢ are given. In the case of a
monotonic set Baran and Stehlik (2014) showed that the equidistant design where
ad; + B6;, d; == Si41—8;, 0; :=tip1—1t; i =1,2,...,n—1, is constant is optimal
for estimation of 6. As a new result we derive the exact form of the Fisher infor-
mation on the trend parameter in case of a regular grid design and show that the
directionally equidistant design di =ds =...=d,—1 and §; =ds = ... = dpm_1,
di :==8i4+1—58i,1=1,2,...,n—=1, 6;:=tj41—1;, 7=1,2,...,m—1 is optimal.

In the next step we investigate D-optimality for estimation of the covariance
parameters a and [ of the OU sheet provided the trend is known. For monotonic
sets Baran and Stehlik (2014) derived the exact form of the Fisher information
matrix and they showed that the design which is optimal for estimation of the
covariance parameters «, [ does not exist. In a similar way, in Theorem 2.7. we
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specify the exact form of the Fisher information matrix for regular grid designs.
However, for regular grids two different notions of D-optimality are considered:
restricted and boundary free. Usually the grid containing the design points can be
arranged arbitrary in the design space X (boundary free design), but we may
also require that it should contain the vertices of X (and the lattice points of
the boundary as well). In the latter case we talk about restricted D-optimality
and similar to the monotonic case we prove that the restricted D-optimal design
for estimation of the covariance parameters does not exist. We also investigate
boundary free directionally equidistant designs, that is designs where dy = dy =
.:dn,1 =:d and (51 = 52 = ~~~:5m71 =: (5, dz = Si+1—8i,i: 1,2,...,n—1,
0j :=tj+1 —t;, 7=1,2,...,m—1 and we prove Theorem 2.14., which gives us
some idea about the behaviour of the determinant of Fisher information matrix.

In the most general case, when both the covariance parameters «, § and
the trend parameter 6 are unknown, Baran and Stehlik (2014) proved that the
monotonic design which is optimal for estimation of all three parameters does not
exist. In case of a regular grid the main problem is the extremely complex form of
the Fisher information matrix. Hence, we study only two special cases. We derive
the D-optimal arrangement of observation points for a restricted nine-point design
and for the boundary free equidistant design.

In Sections 2.4. and 2.5. we investigate the optimal design for prediction of
the random field Y with respect to two different optimality criteria for both ar-
rangements of design points. First we study the so-called Integrated Mean Squared
Prediction Error (IMSPE) criterion. It is well-known that the main aim of the kri-
ging technique consists in predicting output of the simulator on the experimental
region, and for any untried location (z1,z2) € X the estimation procedure is
focused on the best linear unbiased estimator of Y (z1,22) of Y (z1,a2). Thus
natural criteria will minimize suitable functionals of the Mean Squared Predic-
tion Error (MSPE). Since the prediction accuracy is often related to the entire
prediction region X the design criterion IMSPE is given by

IMSPE(Y) := o2 / MSPE(Y (21, 2))dadzs.

In Theorem 2.19. we derive the exact form of the IMSPE function for a shiften
OU sheet observed in points satisfying the monotonicity condition. Then we show
that IMSPE is symmetric in the sense that the interchange of pairs of distances
(di, 6;) and (dp—i, 0n—s), d;:= Si+1 — Si, 0; i =tiy1 —t; i=1,2,. — 1, does
not change the value of IMSPE( ) As a consequence we 1mmed1ately obtain
that the optimal design with respect to IMSPE criterion is symmetric, that is if
the optimum of IMSPE(Y') is reached at (di,d3,...,d}s_1,67,85,...,6;_1) then
d; =dj_, and 0] =6;_,, 1 = 1,2,...,n — 1. For regular grid designs we also
determlne the Closed forms of MSPE and IMSPE functions and we show that the
directionally equidistant design dy = ds = ... =d,_1 and 01 =2 = ... = dpy_1
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di:=s41—585,1=1,2,...,n=1, §;:=tj;1—t;, j=1,2,...,m—1, is optimal
with respect to the IMSPE criterion. We remark that this result generalizes the
IMSPE criterion for classical OU processes and the optimality result of Baldi
Antognini and Zagoraiou (2010).

Another possible approach to optimal design is to find locations which maxi-
mize the amount of obtained information. Following the ideas of Shewry and Wynn
(1987) one has to maximize the entropy of the observations corresponding to the
chosen design. In Theorems 2.26. and 2.29. we derive the exact forms of the entropy
function for both arrangements of observation points and we show that for mono-
tonic sets the equidistant design where «d; + 89;, d; := s;41 — Si, 0 :=1tiy1 —1;
1=1,2,...,n—1, is constant, while for regular grids the directionally equidistant
design is the optimal one.

In the last part of Chapter 2 we present some numerical experiments in order
to compare the performance of IMSPE and entropy criteria and to give a compre-
hensive comparison of the statistical information of designs for OU sheets. These
results are published in Baran, Sikolya and Stehlik (2013, 2014).
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