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1. Vizsgalatok Riemann terekben

Egy Riemann tér nem mas, mint egy metrikus tenzorral ellatott tér, ahol
g, metrikus tenzor szimmetrikus, pozitiv definit, és megadja, hogyan lehet

meghatdrozni a tér két pontja kozotti tdvolsagot.

Egy Riemann térben az ivhossz varidcio staciondrius megoldasait
geodetikusoknak nevezziik. A sikon az egyenes vonalak, a gémboén a
fokorok a geodetikusok. Egy tér geodetikusai a Riemann metrika altal
vannak meghatarozva.

Elsdként vizsgéltam a majdnem konformszimmetrikus Riemann tereket.
Arra kérdésre kerestem a valaszt, hogy milyen feltételnek kell teljesiilnie
egy majdnem konformszimmetrikus Riemann térben, ha a tér geodetikusan
leképezhetd egy masik Riemann térre.(1. Tétel)

1.1. Alapvetd fogalmak és tételek

Egy V" n-dimenzids differencialhatd sokasagot Riemann térnek nevezzik,
ha megadunk rajta egy kétszer kovarians, szimmetrikus g, tenzormez6t. A

g;(x) tenzor egy pozitiv definit kvadratikus forma egyiitthaté rendszere.
A g,(x) a Riemann tér mertrikus tenzora, amely meghatdrozza a mérés

alapformulait.

Legyen V" egy Riemann tér. A g, metrikus tenzor parcidlis derivaltjainak
felhasznalaséaval a tér osszefiiggési koefficiensei hatarozhatok meg:

Il =1g" (0,8, +0,g,, +0,8;) (1.1.1)
melyeket a V" mdsodfaju Christoffel féle szimbolumainak neveziink.
Minden Riemann tér affindsszefiiggd tér. A V" Riemann tér Christoffel-féle

szimbolumai kielégitik az Osszefliggési koefficiensek transzformacios
formulait.



Egy Riemann térben az ivhossz varidcid stacionarius megoldasait
geodetikusoknak nevezziik. A geodetikusok kanonikus paraméterre
vonatkoztatott egyenlete:

d’x' - dx’ dx*
—+1, ——=0 1.1.2
de’ " dt dt (112
alaku, ahol a /7, a tér masodfaju Christoffel-féle szimbolumai.

Az V" témek az V" térre torténd geodetikus leképezésén értjiik azt a
kolesonosen egyértelmli megfeleltetést a pontjaik kozott, amelynél az V"
tér minden geodetikus vonala az V" tér geodetikus vonalaiba megy at.

Vonatkoztassuk az V" teret az x',x”,...x" koordinatarendszerre, V"
teret az x',X,...,x" koordinatarendszerre. Legyen x' = x'(x) kolcsonosen

egyértelmii megfeleltetés a két tér kozott. Ezzel 7 "-ben olyan
koordinatatranszformacidt hajtunk végre, amely soran a két tér egymasnak
megfeleld pontjai azonos koordinatakkal rendelkeznek. A tovabbiakban ezt
a kozos koordinatarendszert fogjuk hasznalni.

Tétel:[Szin] Az V" - V" leképezés akkor és csak akkor geodetikus
leképezés, ha az 6sszefiiggési koefficiensek kielégitik a

—h h h h

Iy (x)=17;(x)+y,(x)6] +y ,(x)0] (1.1.3)

feltételt, ahol v, a I'" egy gradiens vektora.

Ezzel ekvivalens a kovetkezo feltétel:
Tétel:[Szin] Az fV" —V" leképezés akkor és csak akkor geodetikus

leképezés, ha a V" tér g,(x) metrikus tenzora J"-ben koefficiensek
kielégiti a kovetkezd egyneldséget:

8 (¥) =2v, (0)g; —w,(x)g;; + ¥ ;(x)g; (1.1.4)
ahola"," V" -beli kovarians derivaltat jelol.



Az (1.1.3) és az (1.1.4) a Riemann terek geodetikus leképezéseinek
alapegyenletei és ezeket Levi-Civita féle egyenleteknek nevezzik. [Szin]

Ezzel az adott tér 6sszes geodetikus leképezéseinek halmaza csoportot alkot.
A Riemann terek halmazaban a geodetikus leképezések egy osztalyozast
indukalnak, egy osztalyban azok a terek vannak, amelyeknek van ugyanarra

a V" Riemann térre geodetikus leképezésiik.
Ezt az osztalyt az V" tér geodetikus osztalyanak nevezziik [Szin] .

A Riemann terek geodetikus leképezései vizsgalata soran az elso igen fontos
eredmény Beltrami nevéhez flizédik. [Szin]

Tétel: Ha létezik f:V, —V, (n>2) geodetikus leképezés, ahol V¥, konstans
gorbiiletl, akkor ¥, is konstans gorbiileti. Barmely konstans gorbiiletii V,

(n>2) térnek létezik barmely konstans gorbiiletli 7, térre geodetikus
leképezése.

1.2. Majdnem konformszimmetrikus Riemann terek

Definicié: [Ge] Egy n-dimenzidés (n>3) V" Riemann teret majdnem
konformszimmetrikus térnek nevezziik, ha Ricci-tenzora kielégiti a
kovetkezd feltételt:

1
R,,—R, = 2(n_1)(R,k g, ~R,-g,), (1.2.1)

ahol a “,” szimbolum a V" -beli kovarians derivalast jeloli.
A majdnem konformszimmetrikus Riemann tereket az angol elnevezés
(nearly conformally symmetric) alapjan (NCS)"-nel jeloljik. Minden

konformszimmetrikus tér egyben majdnem konformszimmetrikus tér is.
[Ge] Ezen kiviil minden n-dimenziés (n >3) harmonikus Ricci-tenzorral

rendelkezd Riemann tér (R, , — R,

. «.; = 0) 1s majdnem konformszimmetrikus.



Most tekintsiink egy példat a nem-trivialis (NCS)”" 1étezésére [Rot].
Legyen M =R"'xR! (n>5),ésa g; metrikus tenzor a kovetkezoképpen
adhat6 meg:
o 2 2

gydx'dx’ =((n=1)x")"" - fpdx"dx’ +(dx")
ahol i, j=1, 2, ..., n és a, p =1, 2, ..., n-1 értékeket vehetik fel, az
Jog (x',...,x") tetszéleges Ricci-sik metrika. Ekkor ha a p egy csak x"-t6l
fligg6 sima  fliggvény, akkor a g=(exp2p)g majdnem
konformszimmetrikus metrika.

1.3. Geodetikus leképezés
Tétel: [Szin] Annak sziikséges ¢s elegendd feltétele, hogy a V" Riemann

térnek 1étezzen nem-trivialis geodetikus leképezése egy masik Riemann
térre az, hogy az

a;, =Agy+ 4,8y (1.3.1)
nA, = ug, +a,R% —aaﬁRai,ﬂ. (1.3.2)
(n-Dypt, = 2+ DA, R +a,, (RS ~R7,), (13.3)

differencidlegyenlet-rendszernek Iétezzen nem-trividlis a, (szimmetrikus

tenzormezd), A, (zérustdl kiilonbozd vektormezd) és u (skalarmezd)
megoldasa.

Tegyiik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann tér
geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre. Legyen az a feladatunk,

hogy olyan feltételt keressiink, amely az (NCS)"-ben sziikségképpen
teljestil.

A szamitdsok egyszerlsitése érdekében els6ként olyan kisebb
Osszefiiggéseket sorolunk fel, melyek teljesiilnek (NCS)" -ben.

1. Lemma: Egy majdnem konformszimmetrikus Riemann térben teljestilnek
a kovetkezok:



R ,=3R, (1.3.4)
a,R" =4-a,R’ (1.3.5)
a,,R" @ =@ R, —aR,,) (1.3.6)
ahol @, szimmetrikus, regularis tenzor és a=a,, - g

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a gorbiileti tenzor kovaridns derivaltjaira érvényes
a Bianchi-azonossag:
R

ijkl ,m

+R

ijlm,k

+R

ijmk, |

=0.
Kontrahaljuk az egyenldséget g’” -mel, és az (1.2.1)-t alkalmazva:
Rya = ﬁ(R,k "8 — R, 'gik) :

Egy Ujabb, g’”-mel torténé kontrakciot alkalmazva (1.3.4)-t kapjuk. Az
(1.3.5) és (1.3.6) az (1.3.4) kovetkezménye.

2. Lemma: Tegyiik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann
tér geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre, ekkor teljesiilnek a
kovetkezdk:

aﬂRm Z(n ) (aaR —aR, )+a Raﬂ (1.3.7)
aﬁ(ZRa B Raﬂ (n l)Ra Yﬁ) aaﬂRaﬁz 2(nnJrll) (GO{R —aR,l.) (138)

n( A+ 28" =(n+ Dy, +a, ,R” +a,R” —a,, R%" —a,R%" (13.9)

Bizonyitzis Az (1.2.1)-ben helyettesitjiikk az indexeket: i=a, j=i, k=f, majd
az a® -val kontrahéljuk. Ekkor (1.3.7)-ot kapjuk.

Az (1.3.8)-as egyenldség az (1.2.1), (1.3.4) és (1.3.7) egyenldségek
kovetkezménye.

Az (1.3.2)-ben legyen /=k, majd x’ szerint kovaridnsan derivaljuk:
Nl =M,8y +ay, R +a, R, R/ —a, R“ﬂ

ikj ai,j ﬂ,j il il j

Az i, j indexekre szimmetrizalva és g’ -Val kontrahalva kapjuk az (1.3.9)-t.

1. Tétel: Tegyiik fel, hogy egy majdnem konformszimmetrikus Riemann tér
geodetikusan leképezhetd egy masik Riemann térre, ekkor (NCS)"-ben
szlikségképpen teljesiil



—a’R,+2(n—1’A,R% 1 =0, (1.3.10)
melyben szereplé 4, €s a, =ag,, megoldasa az (1.3.4), (1.3.5) és (1.3.6)

differencidlegyenlet-rendszernek.

Bizonyitas: Most tekintsiik az (1.3.1) egyenletet. x' szerint kovaridnsan
derivaljuk, majd az / és k indexekre alternalva:

Qi — A = ﬂ’i,lgjk + /lj,lgik - /Ii,kgjl - ﬂ’j,kgil : (1.3.11)
Az a; tenzorra alkalmazzuk a Bianchi-azonosséagot:
Ay — g = A, R +a, R, (1.3.12)

Az (1.3.11) és (1.3.12) egyenldségek jobb oldalait egyenlévé téve, x”
szerint kovariansak derivalva, g” -mel kontrahalva

;l"aagjk +/1/(,Zagik _/1‘,kj — A=

" s S " , Y (1.3.13)
= aaj,ﬂR w T am’,ﬁR T aajR wpT a,R ik B
Az (1.3.13)-ba helyettesitjiik a kovetkezd kifejezést
2
A% =41 R* + AR+--a”R , ——t_gR +U 0 pe R (1.3.14)
i, a n-1"a i i n-1 af,i z(n_l)z W z(n_l)z i"ha

melyet tigy kaptunk, hogy (1.3.2)-t x* szerint kovaridnsan derivaltunk, és az
(1.3.1) és (1.3.2) helyettesitése utan g™ -val kontrahaltunk.
Az (1.3.13)-be az (1.3.14)-t helyettesitve, végrehajtva a j, k indexekre vald

kontrakciot, az eldbbi lemmakat és a definicidt alkalmazva a (1.3.10)
Osszefiiggést kapjuk. Ezzel belattuk a tételt.



2. Vizsgalatok Finsler terekben

Bar az altalanositott metrikus differencidlgeometriai - késobb Finsler -
tér fogalmat Riemann [R] 1854-ben vetette fel a habilitidcids eldaddsaban,
amelyben az n-dimemzids tér metrizalhatosaganak kiilonb6z6 modozatait
vizsgalta, de a Finsler-geometria szamos, figyelemre mélté eredménye az
utobbi évtizedekben sziiletett meg.

A Finsler téren Iényegében minden pont érintterében egy-egy
altaldnositott normafiiggvény van megadva, amely nem sziikségképpen
szarmazik belsé szorzatbol. Meglepd mddon a Riemann tér ilyenfajta
altalanositasa tobb mint hatvan évre feledésbe meriilt. Riemann maga,
bonyolultsdgra hivatkozva vetette el az - ekkor még ,altalanositott
metrikanak™ nevezett - 0j lehetdséget.

Az alkalmazéasok kore az utdbbi idoben jelentdsen boviilt, a fizika, a
biologia mellé egyéb tudomanyteriiletek is felsorakoztak [AIM], [AM].

Ebben a fejezetben a Dr. Bacsd Sandorral kozés munka eredményei
szerepelnek. (1.-2. Allitas, 1.-5. Tétel) Bebizonyitottuk, hogy egy nemzérus
skalargorbiiletli rekurrens F" (n>2) Finsler tér mindig egy nemzérus
konstans gorbiileti Riemann tér. Ezenkiviil olyan tereket vizsgaltunk,
melyek geodetikusan leképezhetok egy rekurrens Finsler térre. Az
altalanositott Douglas terekrdl belattuk, hogy a geodetikus leképezésekre
nézve zart halmazt alkotnak. Végiil igazoltuk azt is, hogy egy olyan
haromnal nagyobb dimenziés "P-Randers tér, melynek a Douglas tenzora
eltlinik, Riemann tér. Eredményeimet a [BP1], [BP2], [BP3], [BGYPSZ]
dolgozatokban jelentettem meg.

2.1. Alapvetd fogalmak és tételek

Legyen M egy n dimenzios differencidlhatd sokasag és L(x,y) egy valos
fiiggvény M érintéterén, TM-en. Legyen x'=x'(f) a<t<b valamely c



gorbe egy U koordindtakornyezetbe esd szeletének az egyenlete. Ezen
gorbedarab s ivhosszat a kovetkez0 integral adja meg:

szbjL(x(t),x(z))dt . (2.1.1)

Definicio: [AIM], [M4] Egy a fenti ivhosszfogalommal ellatott M sokasagot
egy L alapfiiggvényli, n dimenzids Finsler térnek mondunk, ha L teljesiti az
alabbi feltételeket:
Differencidlgeometriai céljaink érdekében fel kell tételezniink, hogy
L differencialhaté x'-ben és y'-ben. Hacsak mds nem szerepel,
legyen L mindig C* -osztaly.
Tovabba:
1. Tetszbéleges iranyitott gorbe ivhossza fliggetlen a paraméter
megvalasztasatol, vagyis L elséfoku pozitiv homogén y -ban.
2. Az L egy regularis varidcidoszamitasi problémat eredményez, azaz a
2
g, :=0,0,F= 81, Y F=p)2 (2.1.2)
ay'oy’

determindnsa nem zérus.

3. Tetszbleges xe M pont T.M érint6terében van egy olyan 7 .M"
tartomany, amely rendelkezik a kovetkezd tulajdonsagokkal: L
differencialhatd y'-ben, ha y' e T.M", T.M" nem tartalmazza a
nullvektort, pozitivan kupszerli tartomany, tehat olyan nem nulla
yeT.M" érintdvektorokbol all, amelyekre pyeT.M™ tetszéleges
p>0 esetén.

Eképpen M= U T.M" az L alapfiggvény értelmezési tartomanya.

xeM

4. Az L alapfiiggvény pozitiv értékii 7.M" -on.

Definicio: [AIM] Az ivhosszintegral extremalis gorbéjét az adott tér
geodetikusanak nevezziik

Egy F"(M",L) Finsler tér geodetikusait kanonikus paraméter esetén az
d’x, [ds’ +2G' (x,dx/ds)=0 (2.1.3)
differencidlegyenlet szolgéaltatja, ahol



G'=g'G,, 2G,=(0,0,F)y'-0,F (2.1.4)
és F az energiafiiggvény (azaz F=1I'). Ha a geodetikusok lokalisan
felirhatok x'=x’(f) alakban, akkor az eldbbi differencialegyenlet a

d’x, [dt’ +2G' (x,dx/dt)=y(t)dx' | dt (2.1.5)
alakot 6lti, ahol
y(t) = (dx’/dt?)/(ds/dF) .

A Berwald konnexio G, és G, koefficienseit a G'-bél derivélassal
nyerjiik, nevezetesen:
G'=0,G' (2.1.6)
G, =0,G'. 2.1.7)

Definicio:[AIM], [She3] Tekintsiink két Finsler teret ugyanazon sokasag

felett. Ha az F" tér minden geodetikusa egybeesik az F" tér valamely
geodetikusdval (mint ponthalmaz) és forditva, akkor azt mondjuk, hogy az

F" tér projektiv az F" térhez, és a metrikus alapfiiggvények kozotti
L(x,y) = L(x,y) megfeleltetést projektivnek nevezziik.

Legyen c: x'=x'(¢) az M" egy olyan gorbéje, amely kozos geodetikusa
F"-nek és F"-nek. Ekkor c egyenletét F"-ben (2.1.5) szolgaltatja, mig
F"-ben

d’x, [dt’ +2G' (x,dx/dt)=y (t)dx' | dt
alakban irhatd, melybdl:
2G (x, dx/dt) - 2G' (x,dx/ dt)y=(7 (1) — y (t))dx' /dt .
Mivel a fenti egyenléségnek barmely x pontban és barmely dx/dt irAnyban
teljestilnie kell, igy igaz a kovetkezo tétel:

Tétel: [K] Egy F" Finsler tér pontosan akkor projektiv egy F" Finsler
térhez, ha létezik olyan p(x,y) y-ban elséfokti pozitiv homogén

skalarmez06, amely kielégiti a



G'(xy)=G'(xy)+ p(xy)y'. (2.1.8)
egyenlOséget. A p(x,y) skaldarmezoét a projektiv transzfomaciod projektiv

faktoranak nevezziik.
A (2.1.8)-bol kovetkeznek

G=Gjtpy'+ps;  (p,=0,p) (2.19)
(_;_j'k:G;k +pjkyi+pjé‘li +pk5; (py =0,p;=0,0,p) (2.1.10)

Definicio: [M14] Az F" Finsler teret skalar gorbiiletiimek nevezzik, ha
H.=hH, (2.1.11)

ahol /ij = &) -1, I'=y'[L és |, = L.

Definicio: [M14] A H; (x,y) (1,1)-tipusu gorbiileti tenzor a
kovetkezdképpen adhatd meg:

H!=20G'[ox’ —y“ 8G' [ox“ +2G!,G* -~ GLG* (2.1.12)
és H =(n—-1)H .

A Berwald-féle Hj =%(H, -
H!=H,, ahol a 0 index az y“-val valé6 kontrakciot jeloli:
H: :Hgﬁkyayﬂ :H:Ok .

Hj’.’(k))(,.) gorbiileti tenzorbdl kapjuk, hogy

Feltettiik, hogy létezik az F” és az F" Finsler terek kozott geodetikus
leképezeés, ekkor a terek (1,1)-tipust gorbiileti tenzorai kozott a

H =H'+y'0,+80,-y'0,=0 (2.1.13)
kapcsolat all fenn, aholQ, =p. = pp,, Oy =p,.; — P -

Az egyik legfontosabb tenzor a projektiv Finsler geometridban a J. Douglas
nevét viseld tenzor :

D}y :=Gly ("G 40/ G, +01G, +0 G ) (2.1.14)
A projektiv leképzések esetén a Douglas tenzor invaridns, azaz
D; =Dy,

10



Ezenkiviil még két invaridns tenzort ismeriink:

W), =R+ (v H o +01H, -0, H ), (2.1.15)
melyet Weyl-féle torzid tenzornak neveziink; illetve a Weyl-féle gorbiileti-
tenzor

Wi :=Hyyt 57 (V H ot H  +0 H, -6 H ). (2.1.16)

2.2. Rekurrens Finsler terek geodetikus leképezése

Definicio: [Mo3] Az F" Finsler teret rekurrensnek nevezziik, ha az F" tér
Berwald-féle gorbiileti tenzora kielégiti a kovetkezo feltételt:

H;k;l :i/(xay)H;k’ (221)
ahol 4,(x,y) egy y-ban 0-ad foku homogén fiiggvény.

Tobb szerz6 is tanulményozta a rekurrens Finsler tereket. [Mi], [Mo4],
[PM], [Se]

Definicio: [M2] Az F" Finsler teret Landsberg térnek nevezziik, ha az
Y,G% i ==2P;; =0 (2.2.2)

feltétel teljesiil, ahol -2P,,=g ., és G}, =Gy .

1. Allitas: [BP1] A rekurrens Finsler terek esetén, ha a A, zérustdl
kiilonb6z0, akkor az egyediil a hely fiiggvénye.

Bizonyitas: A (2.2.1)-t alkalmazzuk a kovetkezd integralhatosagi feltételre:

i i _ mami ia
vy = Tiowe =15 Gowy = 1o G -

Ekkor

H' 2

w =H4G,, +H, G, —H, G, (2.2.3)

11



ahol H' =H),y". Bzutin a (2.2.3)re egy »" szerinti kontrakciot
alkalmazunk:

H}/I/(h)
A (2.2.4)-t az i, j indexek szerint kontrahidlva a kovetkez6t kapjuk:
(n—1)H2,,, =0. Ha feltessziik azt, hogy H #0, akkor 4, =0 (azaz az 4,

csak a hely fiiggvénye).

=H“G, ~H.G". (2.2.4)

a = jlh*

(h)

Az 1. allitasbol és (2.2.4)-bol kovetkezik

H?!G,,-H,G},=0. (2.2.5)
Ha F" konstans gorbiiletii, akkor a (2.2.5)-be az (2.1.11)-t és (2.2.2)-t
helyettesitve kapjuk:

H
—P :0’
L

J
ahol H = R(x,y)L* és R(x,y) a gorbiileti fiiggvény. Ebbdl kovetkezik,
hogy ha H #0, akkor P, =0 ¢és ezzel F" Landsberg tér. Numata [Nul]
eredményét felhasznalva, mely szerint egy nemzérd skalar gorbiileti

Landsberg tér az egy nemzérus konstans gorbiiletli Riemann tér, teljesiil a
kovetkezd:

2. Allitas: [BP1] Egy nemzérus skalargorbiiletdi rekurrens F” (n>2)
Finsler tér mindig egy nemzérus konstans gorbiiletli Riemann tér.

Ebben a részben feltessziikk, hogy a vizsgalt Finsler terek legalabb
kétdimenziosak, az F" — F" geodetikus leképezés esetén az F" egy

tetszoleges Finsler tér, mig az F" egy rekurrens Finsler tér.
Figyelembe véve a (2.1.9) és (2.1.10) osszefiiggéseket, adodik
]__[i}zk -2p+ Zk)ﬁih - Hi}(’k)p + Hia (paé}? + pkayh) - ﬁ:pi =0 (2.2.6)
Tudjuk, hogy F" rekurrens tér, ezért teljesiil
ﬁ;lkf/ = /Tl]__]:k >

melybdl kovetkezik
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illetve az ismert azonossagok [M14]:
H!=2H" és H} =0,
ahol 773 ” az F" térben a Berwald-féle kovarians derivélast jelsli.

Feltettiik, hogy létezik az F" és az F" Finsler terek kozott geodetikus
leképezés, ekkor a terek (1,1)-tipust gorbiileti tenzorai kozott a

Hjl :H_; +yin0 +5;Q0 _yin =0
kapcsolat all fenn, aholQ, = p., —pp;, Oy =Py, — D -
A (2.2.6)-ba helyettesitjiik a (2.1.13)-t. és a /4, tenzorral kontrahdlunk:
Hi};'k - hiIQO;k -2p, + Z/f)(HiZ - hilQO) - Hlipi - hiH%k)P +

1

+hi[(Q0)(k)p + h]{»H,'apa =0 (227)
A (2.2.7)-t y*-val kontrahalva és az i, / indexekre osszegzést végrehajtva:
H;o _QO;OJ/(4P_Z)H+(4P+Z)QO =0, A =/1ay“ . (2.2.8)
Ez utobbi két egyenlet felhasznéalasaval
Aly=(4p+1) 4], (2.2.9)

ahol A/ = H! — Hh'.Ha A' =0, akkor F" konstans gorbiiletii tér. A (2.2.9)
egyenlet a szemi-rekurrens Finsler tereket jellemzi [Bal]. Ezzel belattuk a
kovetkezo tételt:

1. Tétel: [BP1] Ha egy F" Finsler tér geodetikusan leképezhetd egy F”

rekurrens Finsler térre, akkor az F'" térnek sziikségképpen szemi-rekurrens
térnek kell lennie.

Specialis esetek:

Két esetet vizsgaltunk. Az elsd esetben azt tételeztiik fel, hogy az F" tér
Riemann tér, mig a masik esetben azt, hogy F" is rekurrens Finsler tér.

13



A) Riemann tér esete
Ismeretes a kovetkez6 azonossag: g, H — g, H =0, melyet felhasznélva
a(2.2.7)-bdl a
hypa hypa hrra hrra
Hihjpa_Hjhi pa_hiija+hiija+

+2P, H —2P,H ! +2pC) H —2pCLH? =0 (2.2.10)
egyenldséget kapjuk.
Feltettiik, hogy F” Riemann tér, ekkor
1 .
Eg,.j(k) =C,; =0¢s P, =0. (2.2.11)

A h és i indexekre kontrakcidt végezve és (2.2.11)-t felhasznalva
Hup“ =Hh,p,, p"=g"p,
azaz
A p*=0. (2.2.12)
A (2.2.10)-t, (2.2.11)-t és (2.2.12)-t behelyettesitve kapjuk:
Afhhgpapﬂ =0,
amely azt jelenti, hogy A" =0, ha hgpapﬁ =p,p*-Lp*=0.

Mindezeket 6sszefoglalva:

2. Tétel: [BP1] Ha F" egy olyan Riemann tér, amely geodetikusan

leképezheté egy F" rekurrens Finsler térre, akkor az F” konstans
gorbiileti Riemann tér, ha p,p* —L’p*> #0.

B) rekurrens Finsler tér esete

Legyen F" is rekurrens Finsler tér. A definidlé H ifk;, =1LH ;’k egyen-
16s€gb06l a kovetkezoket nyerjiik.
Hil;zl = ilHih’ H=hH, A=2,y".
Igy
Al =2, 4] (2.2.13)
A (2.2.9) és (2.2.13) felhasznalasaval
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(4p+1 -4 =0.
Ha 4p+A —A1#0,akkor 4" =0. A 2. allitast figyelembe véve:

3. Tétel: [BP1] Ha az F" rekurrens Finsler tér geodetikusan leképezhetd
egy F" rekurrens Finsler térre, akkor az F" konstans gorbiiletdi Riemann
tér,ha 4p+ 1 -1 #0.

2.3. Altalanositott Douglas terek

Definiciéo: Az F"(M",L) Finsler teret dltalanositott Douglas térnek

nevezziik, ha
h;’D?‘k;ﬂyﬂ =0, (2.3.1)

U

ahol h" =8"—-1"1,,1 =0aL/oy” és 1" = y"|L.

A altalanositott Douglas terekkel T. Sakaguchi [Sa] és Vattamany
Szabolcs [Va] foglalkozott.

4. Tétel: [BP2] Az Aaltalanositott Douglas-terek a projektiv leképezésre
nézve zart halmazt alkotnak.

Bizonyitas: Tekintsik az F” — F" projektiv leképezést, ahol az F”
tetszoleges Finsler tér, mig az F" altalanositott Douglas tér. Az F" térben
teljestl:

hiDg sy’ =0, (23.2)

ahola”7” az F" térben a Berwald-féle kovarians derivélést jeloli. A D e

Douglas tenzorra alkalmazva a kovaridns derivalast a (2.3.2)-bol
kovetkezik:
h, @Dy, [ox” —aDy, [oy” G+
Gy, D}, —GD!, =G} Dy =Gy Dy )y =0 (2.3.3)

A (2.1.9) és (2.1.10) egyenlOségeket a (2.3.2)-be helyettesitve
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h,[0D;, [ox” — oDy, [0y (G} + pdy + p,y’ )+

iik
(Gf, + PaS; + P05 + P,y )}, -
(G + pgb] + piOs+ Py )DJy —
(G + g} + P05+ gy )Dp =
(G;k + pﬁ5,f +pk5/§ +pﬂky7)D5y ]yﬂ =0. (2.3.4)
Vegyiik figyelembe, hogy a Douglas-tenzor invarians a projektiv
leképezésre nézve (D = D), igy a kovetkezd egyenldséget kapjuk:
h[Djipy" + p, Dy 1=0.

Felhasznaljuk, hogy Ej y“ =0, ekkor az egyenletiink a

h.Dj sy’ =0 (2.3.5)
alaktira redukalédik. Egyszeri szdmolassal igazolhatd, hogy A h' =h'.
Ugyanis:

Wby =8, =10, =1"1,) =6, = 1", =I'l, +I'l,I"], =
T R Ay S L) TR Ay
L "L L L

=0 1" -I'L+1'l, =6, -1'l,=H..
Ezért, ha kontrahdljuk a (2.3.5) egyenletet 4, -val, akkor a
htiD;;c;ﬁy F=0
teljestil.
Vagyis, ha az F" — F" projektiv leképzés esetén az F" egy altalanositott
Douglas tér, akkor az F" is egy altalanositott Douglas tér. Ez azt jelenti,

hogy az altalanositott Douglas terek csoportja zart a projektiv leképezésre
nézve.

2.4. "P-Finsler terek

Definicio: [AIM] Egy M" n-dimenzids differencialhaté sokasagon
L(x,y)=a(x,y)+ f(x,y) metrikdt Randers metrikdnak nevezziik, ha
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a(x,y)=,/a,(x)y'y’ egy Riemann metrika az M" sokasigon és

B(x,y)=b(x)y" egy differencial 1-forma. Egy F"=(M",L=a+ )
Randers metrikaval ellatott Finsler teret Randers térnek neveziink.

Definicié: [AIM] Az L=a’ / £ Finsler metrikat Kropina metrikdnak
nevezziikk. Egy F"=(M ”,L:az/ f) Kropina metrikdval ellatott Finsler
teret Kropina térnek nevezziink.

Definicié: [AIM] Az F"(M",L) Finsler teret C-reducibilisnek nevezziik,
ha
Cyo =——(n,C, +h,C, +1,C,)
ijk n+l ik ik~ j jk~i )
ahol C, =C,, g" .

Konnyen igazolhato, hogy minden kétdimenzids Finsler-tér C-reducibilis.
Ezenkivil egy(«, ) metrikdjd F” (n>3) Finsler tér pontosan akkor C-
reducibilis, ha Randers-, vagy Kropina-metrikdval rendelkezik.

Definicio: [Iz1], [Iz2] Az F" Finsler teret P-Finsler térnek nevezziik, ha a

Py =g, tenzor a kovetkezd alakban adhat6 meg:
B =A(x,y)Cy (24.2)

ahol A(x,y) egy skalarmezd.

Tétel: [Iz1] Egy C-reducibilis "P-Finsler térben (n>3) teljesiil
A(x, y) = k(x)L(x, y)
€s k(x) csak a hely fiiggvénye.

Definicié: [BM1] Egy Finsler teret Douglas tipusunak, vagy Douglas

térmek nevezzikk, ha a G'y’ —G’y’ fiiggvények (»')-ben harmadfoku
homogén polimonok.
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Tétel: [BM1] Egy Finsler tér Douglas tér pontosan akkor, ha Douglas-
tenzora azonosan eltlinik.

Tétel: [[z2] Egy C-reducibilis “P-Finsler tér (n>3) Douglas-tenzora

eltiinik, azaz D}, =0.

Legyen B(x,y) egy zart 1-forma. Ekkor az

L(x,)=L(x,»)+ B(x,)
metrikak kozott egy Randers-transzformdacio. Ebben az esetben a metrikak
kozotti L — L transzformaci6 projektiv.

Tétel: [Ba2] Tegyiik fel, hogy létezik egy Landsberg-tér és egy “P-Finsler
tér kozotti Randers-transzformécid, ahol a transzformacio projektiv faktora
p(x,y). Ekkor a p(x,y) kovetkezd egyenldséggel adhaté meg:

p(x,y)=e""L(x,y), (2:4.3)
ahol L(x,y) a P-Finsler tér metrikus alapfiiggvénye és o(x) egy
tetszoleges differencialhatd, csak helytdl fiiggo fliggvény.

Tudjuk, hogy a Riemann terek a Landsberg terek specialis esetei. A
Riemann terekben a Douglas tenzor eltiinik, és a f(x,y) zart 1-formaval

adott "P-Randers tér egy eltiind Douglas tenzorral rendelkez6 Finsler-tér.

Tétel: [BM1] Egy Randers tér pontosan akkor Douglas tér, ha f(x,y) zart
1-forma. Ekkor

2G =yl yt Y 1Y V" (2.4.4)
a+ﬁ

ahol yf_;k a Riemann tér Levi-Civita konnexcidjanak egyiitthatdi, és

ry=b.+b,.

A (2.4.3) és (2.4.4) bol kovetkezik, hogy
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I . m
l/}myy :e¢(X)(a+ﬂ)
a+f ’

azaz

I .m
% =™ . (2.4.5)

A (2.4.5) egyenl6ségbol kapjuk:
roy' Y =YL (2.4.6)
A (2.4.6)-t kétszer differencialva ()’ és y™ szerint) adodik:
b., = e"’“‘)gj.
Ez utdbbi egyenléség mutatja, hogy g, csak x-tdl fiigg, és kimondhatjuk a

kovetkezo tételt:

5. Tétel: [BP3] Egy olyan haromnal nagyobb dimenziés ~P-Randers tér,
melynek a Douglas -tenzora eltlinik, Riemann tér.

Ha olyan "P-C-reducibilis tereket keresiink, melyek Douglas tenzora eltiinik,

de nem Riemann terek, akkor ilyet csak a P-Kropina terek kozott
talalhatunk.
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1. Investigations in Riemann spaces

A Riemannian manifold is a manifold possessing a metric tensor. The
metric tensor g, is symmetric and positive definite and tells how to

compute the distance between any two points in a given space.

In a Riemannian space the stationary curves of the variation of length are
said to be geodesic curves. In the plane, the geodesics are straight lines. On
the sphere, the geodesics are great circles. The geodesics in a space depend
on the Riemannian metric, which affects the notions of distance and
acceleration.

I investigated the nearly conformally symmetric (NCS)" spaces. I studied

the following question: Which property has the nearly conformally
symmetric space if it admits a geodesic mapping into another Riemannian
space.(Lemma 1.-2., Theorem 1.)

1.1 Some important notations and theorems

Definition: An #n-dimensional differential manifold 7" is said to be
Riemannian space, if there exits a g, tensorfield in V" which satisfies the

following three conditions:
- g, 1s symmetric, thatis g, =g,
- g; isatensor of (0,2) type
- g; 1s a coefficient of a positive definite quadratic form,
that is g,x'x’ >0 Vx' #0.
The g, is called metric tensor of V".

The notions of distance, length and angle can be explained by using the
metric tensor. We can define coefficients of connection of Riemannian
space from the partial derivatives of metric tensor.

F;k:%gia(ajgka+6kgja—8agjk) (1.1.1)
I, is called Christoffel-symbols of V"
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In a Riemannian space the stationary curves of the variation of length
are said to be geodesic curves. The geodesic curves with respect to length-
parameter 7 are defined by a differential equation of the form

d’x' ; dx® dx®
——+ 1 (x(t —=0, 1.1.2
dr’ op (X(0) dt dt (112

where I’ ;.k are Christoffel symbols.

A geodesic mapping between Riemannian spaces V" and V" is a one
to one mapping between points of spaces, where all geodesic curves of V"
correspond some geodesic curves of V" .[Szin]

. . 1 2 . .
There is a coordinate system x’, x°, ... , x" in V" and there is another
n

system X', Xx°, .., X" in V". Let x' = x'(X) is a one to one mapping of V"

onto ¥". This mapping means a coordinate transformation in 7" and after
this the points corresponding each other has the same coordinates. We will
use this common coordinate system.

I use the following theorems in the study of geodesic mappings:

Theorem [Szin]: The mapping between Riemannian spaces V" and V" is
geodesic if and only if the Christoffel symbols of spaces satisfy the
condition

I (x) =T (x) +y,(x)8) +w,(x)6! (1.1.3)

where y; is a covariant and gradient vector in V" .
There is an equivalent condition to previous:
Theorem [Szin]: The mapping between 7" and V" Riemannian spaces is
geodesic if and only if the g, metric tensor of V" satisfies the condition in
p

8iik (x) = 2‘//k(x)§ij + l//i(x)gkj + Wj(x)gki > (1.1.4)
where symbol “,” denotes covariant derivative in V" .
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These equations ((1.1.3) and (1.1.4)) are basic equations of geodesic
mappings between Riemannian spaces and they are called Levi-Civita
equations.

All geodesic mappings of a given V" make a group, where the
operation is “carrying out consecutive”. The geodesic mappings induce a
classification in the set of Riemannian spaces. A class is determined by the

spaces having a geodesic mapping onto the same /" Riemannian space.
This class is called to be the geodesic class of V" . [Szin]

Beltrami [Szin] has proved the first essential results in the examination of
geodesic mappings between Riemannian spaces:

Theorem (Beltrami): If there exists a geodesic mapping between
Riemannian spaces " and V" (#>2), where V" has constant curvature,
then V" has constant curvature too. Any V" (n>2) space with constant
curvature has geodesic mapping to any 7" space with constant curvature.

1.2. Nearly conformally symmetric Riemannian spaces

Definition: [Ge] An n-dimensional (»>3) Riemannian space V" is called
nearly conformally symmetric, if its Ricci-tensor satisfies the condition
1
Ry =Ry, = 2n-1) (R, 8~ R, 2, (1.2.1)
where the symbol “,” means the covariant derivative in V"
Any conformally symmetric manifold ( its Weyl conformal curvature tensor
is parallel) is nearly conformally symmetric.[Ge] Moreover every n-
dimensional (#>3) Codazzi manifold ( manifold of harmonic curvature ) is
also nearly conformally symmetric.
In [Rot] we can find the following example of existence of non-trivial
(NCS)" space. Let M =R""' xR, (n>5) be endowed with the metric g,

(i,j =1, 2, ..., n) given by
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o 2 2
g dx'dx’ :((n—l)x" )"*1 -faﬁdx“dxﬂ +(dx”) ,
where ¢, f run over the range 1, ..., n-1, and foz (xl, ,x"'l) is an arbitrary

non-flat Ricci-flat metric. Then for any smooth function p depending on x"
only, the metric g =(exp2p)g is nearly conformally symmetric.

1.3. Geodesic mappings

Theorem [Szin]: A Riemannian space V" has a non-trivial geodesic
mapping to another Riemannian space iff the differential equations

Ay = /ligjk + /lfgik (1.3.1)
nk, = ug, +a,R* ~a,R"” (13.2)
(n-Dp, =2(n+1)A, R +a,,(R%” —R?,) (1.3.3)

have non-trivial solutions in a; (a symmetric tensorfield), A,(non-zero

vectorfield) and the scalarfield z.

Lemma 1. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.

Then in this (NCS)" space it holds the followings:

R%, =1R, (1.3.4)
a,R" =4 -a,R’ (1.3.5)
a,,R% " =35 (a-R,—a’R,, ) (1.3.6)

where a=a,,-g” .

Proof: Using the Bianchi-identity
Ryt R + R =0.

ijkl ,m ijlm,k ijm

Transvecting it by g, and using (1.2.1) implies
R = ﬁ(R,k 8 — R, 'gik) :

Contracting above equation with g” (inverse matrix of g;) we get (1.3.4).
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Last two properties ((1.3.5) and (1.3.6)) follow from (1.3.4). o

Lemma 2. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.

Then in this (NCS)" space it holds the following:
a”R,; 5 =525 (a’R, —aR,)+a,,R?, (1.3.7)
a,;2R% " —R” —(n-DR" ") =a"R,; , ++2(a"R,, —aR,;) (1.3.8)
n(A,;+ 4, R% 7 —a,,R% " (1.3.9)

j ki

Yg! =(n+ l)luJ + am.”,),R“ﬂ + amR“ﬁ:ﬁ A,

Proof: Put i=q, j=i, k=f in (1.2.1), and transvecting it bya”, we get
(1.3.7).

If we use (1.2.1), (1.3.4) and (1.3.7) we get (1.3.8).
Put /=k in (1.3.2) and differentiating it covariantly by x’ we obtain
nl; =M ,& +a, R +a,RY,  —a,, R% A —aaﬂR";,@ (1.3.2°)

Symmetrizing (1.3.2°) in i and j, and contracting by g’ we have (1.3.9).

Theorem 1. Let us assume that a nearly conformally symmetric Riemannian
space (NCS)" admits a geodesic mapping to another Riemannian space.
Then in this (NCS)" space it necessarily holds the following:

—a’R,+2(n—1Y°2,R 5 =0 (1.3.10)
(a;j and A, are non-trivial solutions of differential equations (1.3.1), (1.3.2),
(1.3.3))

Proof: Differentiate (1.3.1) covariantly by x', and alternate by the indices /
and k we obtain:

Aygg =y = A8+ 4,18 = 4in& i — 4148 (1.3.11)
Using Ricci-identity for a, we get:
Ay — Ay =0, R, +a,R%, (1.3.12)

Differentiating (1.3.11) and (1.3.12) covariantly by x™, then contracting by
the indices / and m we obtain:

24



a a =
A" a8 +/1;j, «8ik _li,l;_lj’kf B , , (1.3.13)
a a “ “

wi R’ Ty R +a, Ry +a, R .

Differentiating (1.3.2) covariantly by x*, substituting (1.3.1) and (1.3.2),
and contracting it by g” we have:

=da

nA%, =23 R+ AR+-5a" R, 2t gR,+ U gep - (1314)

n-1"a apf,i 2(n—l)2 S z(n_l)z
Substitute (1.3.14) into (1.3.13) and transvect it by g’*. After applying our

lemmas above, using (1.3.3), and substituting equality (1.2.1) once again,
we obtain (1.3.10).0
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2. Investigations in Finsler spaces
Introduction

The notion of generalized metric space - although later named as Finsler
space - was introduced by Riemann [R] in 1854 in his famous thesis in
which he studied the various methods of understanding the » dimensional
space. Riemann introduced the notion of a metric, which was the squareroot
of a positive definite quadratic form. He also mentioned the possible
generalization of this metric, nowadays known as the Finsler metric.

In the tangent space of each point of a Finsler space, there is a general
norm defined, which is not necessarily induced by au inner product. Surpris-
ingly this kind of generalization of a Riemann space has been forgotten for
sixty years. Riemann refused this approach because of its difficulty.

Finsler geometry also has remarkable applications in physics, biology
and other branches of science areas too [AIM], [AM].

Results of the author came out in a fruitful collaboration with professor
Dr. Séndor Bécsé. (Proposition 1.-2., Theorem 1.-5.) We studied some
properties in recurrent Finsler spaces. First we proved that a recurrent
Finsler space of nonzero scalar curvature is a Riemannian space of nonzero
constant curvature. Further on we investigated the geodesic mappings of
special Finsler spaces into a recurrent Finsler space. We determined a new
class of Finsler spaces which are generalizations of Douglas spaces and
these spaces also are closed under projective relations. We proved that a *P-
Randers space with vanishing Douglas tensor is a Riemannian space if the
dimension is greater than three. My results were published in the following
papers: [BP1], [BP2], [BP3], [BGYPSZ].

2.1. Some important notations and theorems

Let M be differentiable manifold of dimension » and L(x,y) a real
function on TM. Then we define the notion of length of a curve. Let
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x'=x'(t) a<t<b be the equations of a segment of a curve ¢ in a coordinate
neighborhood U. The length s of the segment is given by the integral

5= jL(x(t),x(t))dt . (2.1.1)

Definition [AIM] The manifold M equipped with this notion of length is

called an n-dimensional Finsler space with the fundamental function L if L

fulfills the conditions below

(1) The length of any oriented curve does not depend on the choice of
parameter. That is the fundamental function L is positively
homogeneous of degree one in y.

(2) The length integral (2.1.1) gives rise to the regular variational problem.
An important special case is

A A azF 2
g,:=00,F=——, F=L)2 (2.1.2)
i ; ay ayj
has non-zero determinant.
(3) In each tangent space T.M we have a region 7.M" such that L(x,y) is
differentiable in ', where T.M"~ does not contain y=0 and is a

positively conical region, that consists of non-zero tangent vectors
yeT.M" for which pyeT.M" for any p>0. Thus M = U T.M" is

xeM
the domain of the definition of L.

(4) The fundamental function L(x,y) is positive-valued for any y belonging
to the positively conical region 7.M".

Definition [AIM] The extremal of the length integral s= rL(x(t),)'C(t))dt is
called the geodesic of the space.

A geodesic is a curve given by the differential equations
d’x

SZ

where s is the normalized parameter, that is the arc-length,

L+ 2G' (x, dx/ds)=0, (2.1.3)
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G'=g'G,, 2G,=(0,0,F)y'-0,F. (2.1.4)

and F(xy)=(L(xy)) /2.
If the geodesic is written locally as x'=x'(¢) in a parameter ¢, then the
equations (2.1.3) are written in the form
d’x, [dt’ +2G' (x,dx/dt)=y(t)dx' | dt (2.1.5)
where
y(t) = (dx’/dt?)/(ds/dF) .

The Berwald connection coefficients G and G, can be derived from the
function G', namely
G'=0,G' (2.1.6)
G, =0,G’. (2.1.7)

Definition [AIM], [She3] If any geodesic of F'” coincides with a geodesic
of F" as a set of points and vice versa, then the change L(x,y) — L(x,y) of

the metric is called projective and F” is said to be projective to F".

Let ¢: x'=x'(¢) be a curve of M" which is a geodesic of both F" and F”
as a set of points. Then ¢ is written as (2.1.5) in F” and also in F" as
d’x,/dt’ +2G' (x,dx/dt)=7 (t)dx' [dt
thus
2G' (x,dx/dt) — 2G' (x, dx/dt)= (7 (1) — y (t))dx’ [ dt .
Since the above must hold for any point x and any direction dx/dt we have

Theorem [K] Finsler space F” is projective to another Finsler space F" if
and only if there exists a positively homogeneous of degree one scalar field

p(x,y) satisfying
G'(xy)=G'(xy)+ p(xy)y'. (2.1.8)

28



A scalar field p(x,y) is called the projective factor of the projective change
under consideration.

From (2.1.8) we obtain
G, =G, +p,y'+pJ, (p,=0,p) (2.1.9)
Gy =GP,y tp,6,p,9; (P =0,p,=0,0,p). (2.1.10)

Definition: [M14]A Finsler space F" is said to be of scalar curvature if
H;.:h;.H, (2.1.11)

where # =8--I, I'=y'[L and I, = L.

Definition: [M14] H; (x,y) is the deviation tensor of /" which is given by
H! =20G'[ox’ - y“ 8G' [ox“ +2G!,G* - G.G* (2.1.12)
and H) =(n-1)H .

ho h h h__ rrh
From the curvature tensor H,; =5 (H,, —H ;) we have H =H, . The

index 0 denotes as wusual the transvection by y“, for instance
h _ h a B _ h
H _Haﬁky Yi=Hyy, -

Assume that there exists a geodesic mapping between F” and F".
Then the deviation tensors satisfy the relation

H =H!+y'0,,+80,-y'0, (2.1.13)
where Qj =P;—pp;, ij =Pk~ Pry

In the studies of projective Finsler geometry the following tensor
introduced by J. Douglas is very important [D]

D)y :=Gjy -Gy 0!G +01G, +6)G ) (2.1.14)
The Douglas tensor invariants under projective change, that is
D! =D’
ijk ik
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Furthermore there are two more invariant tensors. The W-tensor is called

the Weyl torsion tensor,
Wi, =R+ (V' H  +0)H, -0 H ) (2.1.15)

ijk n+l

The other invariant tensor (/) that is,

Wiy :=H 45 (V' H y +0,H  +0,H, -0, H ) (2.1.16)

n+l

is called the projective Weyl curvature tensor.

2.2. On geodesic mappings of recurrent Finsler spaces

Definition: [Mo3] A Finsler space F" is called recurrent if the curvature
tensor of F" satisfies the following condition

H;k;l :iz(on’)H;k: (2.2.1)
where 4,(x,y) is a positively homogeneous function of degree 0 in y.

Several authors have studied the recurrent Finsler spaces and their
generalizations (e.g. [Mi], [Mo4], [PM], [Se]).

Definition: [M2] A Finsler space F" is called a Landsberg space if the
condition

VoG =-2P;, =0 (2.2.2)
holds, where -2P,=g ., és G}, =G,

k@)
Proposition 1: [BP1] For a recurrent Finsler space with the nonzero vector
A, depends on the position x alone.
Proof. Using the equation (2.2.1) from the integrability condition
Tfi;k(n - Tji(m;k =Ty Gy =T, Gl
we get
H;.kﬂ,(h) :H;G;,h +H;jG,f§h —H;kG_fjh, (2.2.3)
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where H', =H, v . Contracting (2.2.3) by y* we have
H;./”t,(h) :H;.’G;,h —H;Gf,h. (2.2.4)
After contracting (2.2.4) by the indices / and j we obtain (n—1)H 4,,, =0. If
we assume that H # 0, then 4,,) =0 (4, depends on the position).
From Proposition 1 and from (2.2.4) follows
H?G,,-H,G;,=0. (2.2.5)

If F" has scalar curvature, then substituting (2.1.11), (2.2.2) in (2.2.5) we
obtain

H
?Pj/h =0,

where H = R(x,y)L> and R(x,y) is the curvature function. Therefore if
H #0, then we have P, =0 and F" is a Landsberg space. From Numata’s

result [Nul], by which a Landsberg space of nonzero scalar curvature is a
Riemannian space of nonzero constant curvature, follows the

Proposition 2: [BP1] A recurrent Finsler space F" (n>2) of nonzero scalar
curvature is a Riemannian space of nonzero constant curvature.

Geodesic mapping of recurrent Finsler spaces

In this section we suppose that »>2. We are concerned with a geodesic

mapping F" — F", where F” is an arbitrary but F" is a recurrent Finsler
space. In virtue of (2.1.9) and (2.1.10)
H —Q2p,+A)H! —Hy,p+ H (p, 6, + p.y")—H/!p, =0 (2.2.6)
Here we use that F” is a recurrent space
H i?kfl =A4H ;k ’
from which
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and the well-known identities [M14]:
H!'=2H'" and H]=0,

where ”7 ” means covariant derivation of Berwald type in F'".

Substituting (2.1.13) into (2.2.6) and contracting it by the tensor /4, we have
Hi};lk - h;lQo;k -2p, + Zk )(Hil - hilQO) - H/ip; - héH-le)p +

1

+h(Q) gy P+ Hp, =0 (2.2.7)
Contracting (2.2.7) by »* and indices 7, / we receive
H,—0,0y(4p-A)H+(4p+2)0, =0, A =2,". (2.2.8)
From (2.2.7) and (2.2.8) we can conclude that
Al,=(4p+A) 4], (2.2.9)

where A' = H —Hh. (If A' =0, then F" is a space of scalar curvature.)

The semi-recurrent Finsler space is characterized by the equation (2.2.9)
[Bal]. Therefore the following theorem is valid:

Theorem 1: [BP1] If a Finsler space " can be geodesically mapped onto a
recurrent Finsler space F”, then F" must be semi-recurrent.

Special cases:
A) With help of the well-known identity g, H{ —g,; H =0 from
(2.2.7) we obtain
hypa hypa hrra hrroa
Hihjpa_Hjhi pa_hiija+hiija+

h a h a h a h a
+2P H -2P,H? +2pC, H' -2pC, H? =0 (2.2.10)
Suppose that the F” is a Riemannian space, then
1 .
Egij(k) =C; =0¢s P, =0. (2.2.11)

Contracting (2.2.11) by the indices / and i, then we get
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h_a _ h a _ gaf
Hop® =Hh,p,, p"=g"py

ie.

A p*=0. (2.2.12)
Substituting (2.2.11), (2.2.12) and (2.2.10) we have

Aihh,gpapﬁ = 07

which means that A" =0 if hjp,p” =p,p”—L’p*#0. Thus we have
proved the following

Theorem 2: [BP1] If " is a Riemannian space which can be geodetically
mapped onto a recurrent Finsler space F", then F” must be a Riemannian
space of constant curvature if p,p® —L’p* #0.

B) Let F" be also a recurrent Finsler space. From the equation
H., =A,H}, we obtain
Hil;zl = ﬂ“lHiha H=tH, A= AV

Thus

Al =247 (2.2.13)
Considering (2.2.9) and (2.2.13) we get

(dp+A—-A)A'=0.

If 4p+ A —A#0, then we get 4" =0. Consequently from Proposition 2
we have the following

Theorem 3: [BP1] If a recurrent Finsler space F" can be geodesically
mapped onto a recurrent Finsler space F"”, then F” must be a Riemannian
space of constant curvature if 4p+1 — A4 #0.
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2.3. A note on a generalized Douglas space

Definition: A Finsler space F"(M",L) is called a generalized Douglas
space if
th;k;ﬂyﬂ =0, (2.3.1)

oa

where i =5" ~1"1,, 1, =0L/ey" ,and I" = y" L.

T. Sakaguchi [Sa] and Sz. Vattamany [Va] studied these generalized
Douglas spaces and all Finsler spaces of scalar curvature belong to
generalized Douglas spaces.

Theorem 4: [BP2] The generalized Douglas spaces are closed under
projective relations.

Proof: We are now concerned with a projective relation F” — F" , where

F" is an arbitrary but F" is a generalized Douglas space, that is
h'Ds " =0, (2.3.2)

J
where 7 means covariant derivation of Berwald type in F".
From (2.3.2) we have
h) @Dy, [ex” —aDy, /oy Gy +
G2 D! —G'.D* —G’ D" -G, D" )y’ =
Gﬂ7D;k _G/YﬁDyjk _G;jDiyk _G;;kDW)y =0 (233)

Substituting (2.1.9) and (2.1.10) into (2.3.2) we obtain

h)10Dg, [ox” — oD%, |6y (G + pS)y+ pyy’ )+
(G, + PO +p,05 + Py ¥ ID), -
(G/};i +pﬂ5i7 + P,ﬁ; +p/3iy7)D;{jk -

a

(Gj; +ppd; +p;0; + pﬂjyy)ﬁiyk -
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(G;k +pﬂ5li/ + pkﬁg +pﬂkyy)D‘a

B _
1y =0. (2.3.4)
If we use the fact that the Douglas tensor is invariant under projective
relation D = D , then we get the following
h/[Dypy" +p,Djy"1=0.

Using ch y“ =0, this equation reduces to

hlDs ,v" =0 (2.3.5)
A contraction of the tensor 2" with % we get /. . In fact

Wby =8, =1'l)00 =1"1,) =6, = 1", ~I'l, +I'l,]"], =

/ h

=5;—7’7a—1’za+yfz LT =6 -1T7-1+

h 7 ‘a a a a
L

L=1 =

~ =
|~

=0 1" -I'L+1'l, =6, ~1'l, =H..
Therefore contracting (3.5) with /4, we have
h,D5 5" =0.
Thus we have proved the Theorem.

2.4. *P-Finsler spaces with vanishing Douglas tensor

Definition: [AIM] A Finsler metric L(x,y)=a(x,y)+ f(x,y) in an n-
dimensional differentiable manifold M" is called Randers metric, where
a(x,y)=,/a,(x)y'y’ is a Riemannian metric in M" and S(x,y)=b,(x)y’
is a differential 1-form in M". The Finsler space F" =(M",L =« + ) with
Randers metric is called Randers space.

Definition: [AIM] The Finsler metric L =’ / £ is called Kropina metric.

The Finsler space F" :(M”,L:az/ L) with Kropina metric is called
Kropina space.
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Definition: [AIM], [MH] A Finsler space of dimension #>2 is called C-
reducible if the tensor C;, can be written in the form

1
C, =—1(h,.,ck +h,C,+h,C,), (2.4.1)

1
o+

where C, =C,, g".

Theorem: [AIM] A Finsler space F", n>3, is C-reducible iff the metric is
a Randers metric or a Kropina metric.

Definition: [Iz1], [1z2] A Finsler space F" is called *P-Finsler space if the
tensor B, =3 g, can be written in the form

P =A(x,y)Cy, (2.4.2)
where A(x,y) is a scalarfield.

Theorem: [Iz1] For » >3 in a C-reducible *P-Finsler space
A(x,y) = k(x)L(x, y)
holds and k(x) is only the function of position.

Definition: [BM1] A Finsler space is said to be of Douglas type or Douglas
space, iff the functions G'y’ —G’y’' are homogeneous polynomials in (")

of degree three.

Theorem: [BM1] A Finsler space is of Douglas type iff the Douglas tensor
vanishes identically.

Theorem: [Iz2] For n >3, in a C-reducible *P-Finsler space D/, =0 holds.
If we consider a Randers change

L(x,y)=L(x,p)+ B(x, ),

where S(x, ) is a closed one-form, then this change L — L is projective.
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Definition: [AIM] A Finsler space is called Landsberg space if the
condition £, =0 holds.

Theorem: [Ba2] If there exists a Randers change with respect to a

projective scalar p(x,y) between a Landsberg and a *P-Finsler space
ulfilling the condition P, = p(x, C. , then p(x,y) can be given the
fulfilling th dition B )C, h v be g by th

b
equation

p(x,y)=e""L(x,), (2.4.3)
where L(x,y) is the fundamental function of the “P-Finsler space and ¢(x)
is a differentiable function of the position.

It is well-known that the Riemannian space is a special case of the
Landsberg space. In a Riemannian space we have D;,d =0, and a *P-

Randers space with a closed one-form f(x,y) is a Finsler space with
vanishing Douglas tensor.

Theorem: [BM1] A Randers space is a Douglas space iff f(x,y) is a
closed form. Then

I . m
2G =y iyt i (2.4.4)
' a
where )/;k is the Levi-Civita connection of a Riemannian space,

Ty =b+by,.
From (2.4.3) and (2.4.4) follows that

I .m
rlmy y :e(p(x)(a_l_ﬂ)

a+pf
that is
1. m
I Y _ o (2.4.5)
L
From (2.4.5) we obtain
ny Y =L (2.4.6)
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Differentiating twice this equation by ' and »” we get

_ ()=
bi;j—e g;-

This means that the metrical tensor g, depends only on x, so we get the
following
Theorem S: [BP3] A *P-Randers space with vanishing Douglas tensor is a

Riemannian space if the dimension is greater than three.

The theorems mentioned above follow that only the *P-Kropina spaces can
be *P-C reducible spaces with vanishing Douglas tensor which are different
from Riemannian spaces.
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