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A b́ırálóbizottság:
elnök: Dr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

tagok: Dr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dr. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Az értekezés védésének időpontja: 20... . ............. ... .



vi
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modell esetén az előrejelző eloszlások átlagos CRPS értékei, és az előre-
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teszt eredményei az ALADIN-HUNEPS szélsebesség előrejelzések ese-
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keinek egyenletességére. Minden esetben egy 10000 darabból álló, da-
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Bevezetés, motiváció

Az időjárás előrejelzés életünk számos területén tölt be fontos szerepet, például a
mezőgazdaság szempontjából két aspektusának van kiemelkedően fontos szerepe; a
hőmérséklet,- illetve a csapadékmennyiség előrejelzésnek. Az aktuális előrejelzések
a légi közlekedés számára is meghatározóak, vegyük például a szél sebességének,
irányának vagy a látási viszonyok mértékének előrejelzését. A szélsőséges időjárási
események valósźınűségének előrejelzése a katasztrófa megelőzés és védelem számára
is létfontosságú.

A numerikus időjárás-előrejelzés (NWP) alapjait az 1920-as években alkották meg,
de a gyakorlati alkalmazása csak a számı́tógépek széleskörű megjelenésével vált le-
hetővé. A numerikus modellek fizikai háttere azon alapszik, hogy a légköri folyama-
tokat a folyadékok viselkedéséhez hasonlóan ı́rják le, s mint ilyen, a termodinamika
és folyadékdinamika egyenleteibe behelyetteśıtve az adott állapotra jellemző mérési
adatokat, előrejelzést kaphatunk a légkör jövőbeli állapotáról. Ezek olyan nemlineáris
parciális differenciálegyenletek, melyeket analitikus úton nem lehet megoldani, csak
numerikus módon1. Először előálĺıtják a kezdeti értékeket, vagyis inicializálják a mo-
dellt. Ez tényleges mérések, objekt́ıv elemzések és előzetesen elvégzett modellezések
adatainak, eredményeinek felhasználásával történik. A különböző mérési helysźınekről
beérkező adatokat speciális matematikai módszerekkel össześıtik, és meghatározzák a
modell kiindulási adatait. Ezt felhasználva elvégzik az egyenletrendszer megoldását,
mellyel egy adott (rövid) időtartamra kapnak előrejelzést.

A légkör léırásához szükséges folyadékdinamikai elméletek kaotikus természete
miatt a pontos időjárás előrejelzése nem lehetséges (Lorenz, 1963), mindemellett
a Föld változatos természeti adottságai miatt nem tudunk mindenhonnan mérési
eredményeket gyűjteni. Az előrejelzés folyamán fellépő egyenletek nagyon érzékenyek
a kezdeti feltételekre, és ez jelenti a legnagyobb problémát: már kis eltérések is nagy
változásokat eredményeznek. Ezt a problémát erőśıti az is, hogy a kezdeti értékek
mindig tartalmaznak mérési hibákat.

Közel négy évtizeddel ezelőtt dolgozták ki az ensemble (együttes) előrejelzési

1Például a világ egyik vezető meteorológiai szolgálata, a European Centre for Medium-

Range Weather Forecasts által használt numerikus előrejelző modell részletes léırásához lásd:

http://www.ecmwf.int/en/elibrary/17116-part-iii-dynamics-and-numerical-procedures
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technikát (Leith, 1974), hogy jobb képet kapjanak az előrejelzésekben rejlő bizony-
talanságokról. Egy előrejelzés családot úgy álĺıtanak elő, hogy egy a légkört léıró
NWP modellt különböző kezdeti feltételekkel futtatnak, vagy egyszerűen együtt te-
kintik a különböző NWP modellek előrejelzéseit. A kezdeti feltételek választására
a legegyszerűbb módszer, hogy azokat különböző meteorológiai szolgálatok mérési
eredményeiből számolják, ez a multi-anaĺızis ensemble. Erre példa a dolgozat 1.3.2
fejezetében ismertetett University of Washington mesoscale ensemble (UWME). A
különböző kezdeti értékek származtatására a legfejlettebb módszer az, amikor az ere-
deti kezdeti érték feltételeket kismértékben megváltoztatják (perturbálják), és mind-
egyik változattal késźıtenek egy-egy előrejelzést (általában 5 és 100 között van ez a da-
rabszám). Ezzel a módszerrel álĺıtják elő például European Centre for Medium-Range
Weather Forecasts (ECMWF) 51 tagú ensemble előrejelzését, aminek Magyarországra
vonatkozó aktuális hőmérséklet, csapadékösszeg, szélsebesség és borultság predikcióit
az Országos Meteorológiai Szolgálat (OMSZ) honlapján is megtekinthetünk2. A
kezdeti értékek perturbációinak előálĺıtására jelenleg két eljárás létezik, a breeding
módszer (Toth and Kalnay, 1993, 1997) és a szinguláris vektorok módszere (Buizza
and Palmer, 1995; Palmer and Zanna, 2013), a kettő közül az előbbi az elterjedtebb,
ezt használja például ECMWF.

Ensemble előrejelzések esetén a hagyományos pontbecsléseket az ensemble átlaga-
ként vagy mediánjaként kapjuk meg. Ezen felül az ensemble előrejelzési technika
lehetővé teszi a valósźınűségi időjárás előrejelzést, mivel egy előrejelzés családot fel-
használva lehetőségünk nýılik egyes események valósźınűségére, vagy az előrejelzés
bizonytalanságára következtetni (Gneiting and Raftery, 2005). Az ensemble előrejel-
zésekkel szélsőséges időjárási események valósźınűségére is tudunk becslést adni.

Az ensemble előrejelzésekből származó pontbecslések jelentősen csökkentették az
NWP modellek előrejelzési hibáit, de még ı́gy sem érték el a megfelelő megb́ızhatósá-
got. Az esetek többségben az ensemble előrejelzéseknek kicsi a szóródásuk (alul- vagy
felülbecslik a tényleges megfigyelést), valamint a belőlük származó előrejelzések nem
kalibráltak. Az ensemble előrejelzések pontosságát különböző utófeldolgozó módszer-
ekkel sikerült jav́ıtani. Az egyik legnépszerűbb ilyen módszer a Bayes Model Átlagolás
(Bayesian Model Averaging, BMA; Raftery et al., 2005). Ez egy olyan előrejelző
eloszlást álĺıt elő, mely az egyes ensemble tagokhoz tartozó sűrűségfüggvények ke-
verékeként áll elő. Egy másik, szintén széleskörűen alkalmazott utófeldolgozó módszer
az Ensemble Model Output Statistic (EMOS; Gneiting et al., 2005), mely egyetlen
sűrűségfüggvényt álĺıt el, amelynek paraméterei az ensemble tagoktól függnek.

Jelen dolgozat 1. fejezetében ezt a két utófeldolgozó módszert, az illeszkedésvizs-
gálathoz szükséges mutatókat, valamint a modellillesztéshez használt adatsorokat
mutatom be részletesen. A 2. fejezetben ismertetem az OMSZ hőmérséklet- és
szélsebesség-adataira kapott eredményeinket. A 3. fejezetben bemutatom az általunk
kifejlesztett csapadék előrejelzésre szolgáló cenzorált, eltolt gamma EMOS modellt,
valamint az OMSZ és az UWME csapadékadataira kapott eredményeinket.

2http://met.hu/idojaras/elorejelzes/valoszinusegi/



1. fejezet

Ensemble előrejelző

rendszerek

1.1. Modellezési és utófeldolgozási technikák

Manapság számos statisztikai utófeldolgozó módszer közül választhatunk, melyek-
kel jav́ıthatunk az ensemble előrejelzések pontosságán (Gneiting, 2014; Williams et

al., 2014). Különböző időjárási események valósźınűségének becslésére természetes
eljárás a logisztikus regresszió (Hamill et al., 2004), a fejlettebb módszerek azonban a
jövőbeli időjárási mennyiség eloszlását modellezik. Ezek közül a két legnépszerűbbet,
a Bayes Model Átlagolás (BMA; Raftery et al., 2005) illetve az Ensemble Model Out-
put Statistics (EMOS) módszereket mutatom be részletesen dolgozatom 1.1.1. és
1.1.3. alfejezetében. Ezeket az utófeldolgozó módszereket az időjárási változók széles
skáláján lehet sikeresen alkalmazni. Megemĺıthetjük még a BMA eljáráshoz hasonló
Best Member Dressing eljárást (Roulston and Smith, 2003; Wang and Bishop, 2005),
ami szintén egy keverék eloszlást eredményez.

A modellek paramétereit tanulóadatok seǵıtségével becsüljük meg, melyek vala-
mely megelőző időszak előrejelzéseit és tényleges megfigyeléseit tartalmazzák. A ta-
nuló adatsor ı́gy dinamikusan változik, melynek választása szempontjából két mód-
szert különböztetünk meg. Lokális módszerről akkor beszélhetünk, amikor a me-
teorológiai állomások térbeli elhelyezkedését is figyelembe vesszük, azaz egy adott
helyre történő előrejelzéshez, csak az adott helyről származó ensemble előrejelzéseket
és tényleges megfigyeléseket vesszük figyelembe. Ezzel szemben a globális módszernél
minden paraméterbecsléshez minden adatot felhasználunk, az egyes állomások azonos
paraméterhalmazon osztoznak.

3
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1.1.1. Bayesian Model Averaging

A Bayesian Model Averaging (BMA) módszert eredetileg arra fejlesztették ki (Lea-
mer, 1978; Kass and Raftery, 1995; Hoeting et al., 1999), hogy különböző statisztikai
modellek következtetéseit és előrejelzéseit kombinálja, majd a társadalomtudomány
és egészségügy alkalmazta lineáris regresszió számı́tásához. Az eljárást Raftery et al.

(2005) fejlesztették tovább az ensemble előrejelzések dinamikus kezelésére, és meg-
mutatták, hogy ez az újonnan kifejlesztett modell egyrészt alkalmazható az ensemble
előrejelzések utófeldolgozására, másrészt ilyen módon a jövőbeli időjárási mennyiség
kalibrált és éles előrejelző sűrűségfüggvényét adja. A kalibráltság egyfajta statiszti-
kai konzisztenciát jelent az előrejelző eloszlások és a tényleges megfigyelések között,
azaz pl. egy adott p valósźınűségűnek előrejelzett esemény körülbelül az esetek p-ad
részében következik be, mı́g az élesség az előrejelző intervallumok átlagos szélességére
vonatkozik.

Legyen y egy tetszőleges időjárási mennyiség, valamint legyen f1, . . . , fK a hozzá
tartozó ensemble előrejelzés egy adott helyre és időre vonatkozóan. Az y sűrűség-
függvényét jelölje gk(y|fk), feltéve, hogy a tanuló időszakban a legjobb előrejelzést fk
adta. A BMA előrejelző eloszlás (Raftery et al., 2005) az egyes ensemble tagokhoz
tartozó feltételes sűrűségfüggvények egy súlyozott átlagaként áll elő, azaz

p
(
y|f1, . . . , fK) =

K∑

k=1

ωkgk(y|fk), (1.1.1)

ahol ωk annak a posteori valósźınűsége, hogy a tanuló időszakban fk volt a legjobb
előrejelzés. Az ωk súlyok valósźınűségi eloszlást alkotnak, azaz egyrészt nemnegat́ıvak,
másrészt

∑K
k=1 ωk = 1.

Az eddig bemutatott módszer akkor alkalmazható, amikor az ensemble előrejelzé-
sek egymástól egyértelműen megkülönböztethetőek, azaz mindegyik tag azonośıtható
és visszakövethető, ilyen például a 8 tagú University of Washington mesoscale en-
semble (UWME, lásd 1.3.2. fejezet). Manapság a legtöbb NWP modell olyan állo-
mányt generál, amely statisztikailag megkülönböztethetetlen ensemble tagokból álló
csoportokat tartalmaz, ez a kezdeti érték feltételek véletlen perturbációja miatt jön
létre. Ilyen a 11 tagú ALADIN-HUNEPS ensemble, amit az OMSZ álĺıt elő (lásd
1.3.1. fejezet), vagy pedig az 51 tagú European Centre for Medium-Range Weather
Forecast ensemble (ECMWF Directorate, 2012).

Az egymástól nem megkülönböztethető ensemble előrejelzéseket felcserélhetőnek
tekintjük. Ha az M darab ensemble tagot K darab felcserélhető tagokból álló cso-
portba osztjuk, jelölje fk,ℓ a k-adik csoport ℓ-edik tagját. A BMA előrejelző eloszlás
felcserélhető csoportokat tartalmazó ensemble esetén

p
(
y|fk,ℓ, k = 1, . . .K, ℓ = 1, . . . ,Mk) =

K∑

k=1

Mk∑

ℓ=1

ωkgk(y|fk,ℓ), (1.1.2)
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ahol az egy csoportba tartozó ensemble tagok ugyanolyan súlyt és paramétereket
kapnak.

A különböző időjárási mennyiségek esetén különböző eloszlásokat használnak. Hő-
mérséklet és tengerszint feletti nyomás előrejelzése esetén Raftery et al. (2005) normá-
lis eloszlást alkalmazott, a szélsebesség nemnegativitása és ferdesége miatt Slough-
ter et al. (2010) gamma eloszlást használt, majd Baran (2014) nullában csonḱıtott
normális eloszlást alkalmazva jav́ıtott ez előrejelzések pontosságán. Szélirány előre-
jelzésére Bao et al. (2010) Von Mises eloszláson, szélvektor esetén pedig Slough-
ter et al. (2013) kétváltozós normális eloszláson alapuló BMA modellt dolgozott ki.
Végezetül csapadékmennyiség előrejelzés esetén Sloughter et al. (2007) egy diszkrét-
folytonos gamma eloszlást alkalmazott.

1.1.2. Speciális BMA modellek

Normális BMA modell

Hőmérséklet és tengerszint feletti nyomás modellezésére Raftery et al. (2005) normális
eloszlást alkalmazott, ahol az (1.1.1) modellben a gk(y|fk) függvény egy µk = b0k +
b1kfk várható értékű és σ szórású normális eloszlás sűrűségfüggvénye. A paraméterek
ensemble tagoktól való függésére természetesen bármilyen más alak is elképzelhető,
de a modellalkotásnál törekedni kell a minél egyszerűbb modellek használatára, mert
nem elég egy jó előrejelzést megadni, azt az előrejelzést relat́ıve gyorsan is kell tudni
számolni.

A modell paramétereinek becslését a tanuló periódus alapján végezzük el, ahol
az affin alaknak köszönhetően a várható érték paramétereit b0k és b1k lineáris reg-
resszióval becsüljük meg, felhasználva a tényleges megfigyeléseket illetve az ensemble
előrejelzéseket. Az ωk súly, valamint a σ szórás paraméter becslésére maximum like-
lihood módszert alkalmazzuk. Az (1.1.1) BMA modell log-likelihood függvénye

ℓ(ω1, . . . , ωk, σ
2) =

∑

s,t

log p(yst|fkst) =
∑

s,t

log

[
K∑

k=1

ωkgk(yst|fkst)
]
, (1.1.3)

ahol fkst az s helyre és t időre vonatkozó k-adik ensemble előrejelzés. A log-likelihood
függvény fenti alakját az indolkolja, hogy bár az előrejelzendő időjárási mennyiségek
között valóban vannak tér- és időbeli összefüggések, itt azonban az ensemble előrejelzé-
sekre vonatkozó feltételes eloszlásukat vizsgáljuk. A tapasztalatok (lásd Raftery et

al. (2005)) azt mutatják, hogy ezek az összefüggések már benne vannak magukban
az ensemble előrejelzésekben, és a paraméterbecslések nem igazán érzékenyek arra,
feltesszük-e feltételes függetlenséget. A log-likelihood függvény maximuma analitikus
úton nem meghatározható, ezért azt EM-algoritmussal becsüljük meg (McLachlan
and Krishnan, 1997).

Vezessünk be a zkst nem megfigyelhető mennyiségeket, zkst = 1, ha az s helyen
és t időben a legjobb előrejelzést fk adta, különben zkst = 0. Így minden (s, t) párra
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a {z1st, . . . , zKst} közül pontosan egy értéke lesz 1, a többi 0. Így az yst tényleges
megfigyelésekhez és a zkst mennyiségekhez tartozó teljes log-likelihood függvény az
alábbi alakú

ℓC(ω1, . . . , ωk, σ
2) =

∑

s,t

K∑

k=1

zkst

[
log (ωk) + log

(
gk(yst|fkst)

)]
.

Az EM-algoritmus az E-lépés (expectation-step) és az M-lépés (maximization-
step) váltakozásából áll. Először meghatározza a kiinduló értékeket a becsülendő
paraméterekre. Az E-lépésben ẑkst új értékét adja meg a teljes log-likelihood függvény
feltételes várható értékének meghatározásával, melyhez a paraméterek előző lépésbeli
becslését használja fel. Az M-lépésben a paraméterek új becslését adja meg a log-
likelihood függvény maximumának meghatározásával, melyhez a ẑkst új értékét hasz-
nálja fel.

Megjegyezzük, hogy ẑkst értéke tetszőleges [0, 1]-beli értéket felvehet, továbbá

mindegy egyes (s, t) párra ẑkst ≥ 0,
∑K

k=1 ẑkst = 1.
A (1.1.1) BMA modellben az E-lépés (j)-edik iterációs lépése

ẑ
(j+1)
kst =

ω
(j)
k g(yst|fkst, σ(j))

∑K
i=1 ω

(j)
i g(yst|fist, σ(j))

, (1.1.4)

ahol g(yst|fkst) a BMA modellben fellépő megfelelő feltételes sűrűségfüggvény. Az

M-lépésben ẑ
(j+1)
kst -t felhasználva meghatározzuk a paraméterek új becslését

ω
(j+1)
k =

1

n

∑

s,t

ẑ
(j+1)
kst ,

ahol n a tényeges megfigyelések száma a tanuló periódusban (azaz az összes (s, t) pár).
Normális eloszlás esetén a szórás paraméterek becslésére van zárt alak

σ2(j+1) =
1

n

∑

s,t

K∑

k=1

ẑ
(j+1)
kst (yst − fkst)

2.

Az iteráció megállási feltétele, hogy a log-likelihood függvény maximuma, a pa-
raméterek vagy a ẑkst becslései egy iteráció után már csak kismértékben változnak. Az
E- és M-lépésekkel előálĺıtott paraméterek konvergálni fognak azokhoz az értékekhez,
ahol a log-likelihood függvény felveszi a lokális maximumát (Wu, 1983). A globális
maximumhoz való konvergencia sajnos nem garantálható, mivel ez az algoritmus na-
gyon érzékeny a kiinduló kezdeti érték feltételekre.

Gamma BMA modell

Szélsebesség modellezéséhez egy nemnegat́ıv, balra ferdült eloszlásra van szükség.
Kezdetben Haslett and Raftery (1989) csonḱıtott normális eloszlással modellezte a



1.1. MODELLEZÉSI ÉS UTÓFELDOLGOZÁSI TECHNIKÁK 7

szélsebesség négyzetgyökét, majd népszerű lett a Weibull eloszlás, habár Tuller and
Brett (1984) bebizonýıtotta, hogy a Weibull eloszlás alkalmazásához szükséges feltéte-
lek nem minden esetben teljesülnek. Sloughter et al. (2010) gamma eloszlást alkal-
mazott a nyers szélsebesség megfigyelésekre, és a szerzők azt tapasztalták, hogy ez
jobb előrejelzéseket ad mindenféle transzformáció nélkül. Ekkor az (1.1.1) modellben
gk(y|fk) az α-rendű β paraméterű gamma eloszlású sűrűségfüggvénye, azaz

gk(y|fk) =
1

βαk

k Γ(αk)
yαk−1exp(−y/βk).

A gamma eloszlás paraméterei az fk ensemble előrejelzések lineáris függvényeiként
állnak elő

µk = b0k + b1kfk és σ2
k = c0k + c1kfk,

ahol µk = αkβk a gamma eloszlás várható értéke és σk =
√
αkβk a szórása. A

modell egyszerűśıtése érdekében a szórás paramétereit választhatjuk konstansnak,
ı́gy csökkentve a becsülendő paraméterek számát, amivel gyorśıthatjuk az eljárást. A
továbbiakban legyen c0k = c0 és c1k = c1.

A modell a b0k és b1k várható érték paramétereit a normális modellhez hasonlóan
Sloughter et al. (2010) lineáris regresszióval becsüli meg, az ωk súly és c0, c1 szórás pa-
raméterek becslésére maximum likelihood módszert alkalmaz. A korábbiaktól eltérően
a c0 és c1 szórás paraméterekre nincs zárt alak, ı́gy őket a log-likelihood függvény nu-
merikus optimalizálással kell megbecsülni az ω(j) súlyok aktuális értékét felhasználva.

Csonḱıtott normális BMA modell

Követve Gneiting et al. (2006) és Thorarinsdottir and Gneiting (2010) ötletét, Ba-
ran (2014) egy nullában alulról csonḱıtott normális eloszlást alkalmazott szélsebesség
előrejelzésre. Ennek a N 0(µ, σ2)-tel jelölt eloszlásnak a sűrűségfüggvénye

g(x|µ, σ) =
1
σϕ((x − µ)/σ)

Φ(µ/σ)
, x ≥ 0, és g(x|µ, σ) = 0, különben, (1.1.5)

ahol ϕ és Φ a standard normális eloszlás sűrűség- és eloszlásfüggvényét jelöli. A
csonḱıtott normális eloszlás κ várható értéke és ̺ szórása a következő képletekkel
adható meg:

κ = µ+
σϕ(µ/σ)

Φ(µ/σ)
és ̺2 = σ2

(
1− µ

σ

ϕ(µ/σ)

Φ(µ/σ)
−
(
ϕ(µ/σ)

Φ(µ/σ)

)2)
. (1.1.6)

Tegyük fel, hogy a µ hely paraméter az ensemble előrejelzések lineáris függvénye-
ként áll elő. Ekkor a BMA előrejelző eloszlás
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p(y|fk, b0k, b1k, σk; k = 1, . . . ,K) =

K∑

k=1

ωkg(y|b0k + b1kfk, σk),

ahol g az (1.1.5) képletben definiált sűrűségfüggvény. A modell egyszerűśıtése érdeké-
ben a szórásokat tekintsük azonosnak, azaz σ1 = . . . = σK = σ, ezzel a becsülendő
paraméterek száma is csökken, ı́gy gyorsabb az eljárás.

A modell b0k és b1k várható érték, ωk súly, valamint σ szórás paramétereinek
becslésére maximum likelihood módszert alkalmazzuk (Baran, 2014). A módszernek
az az előnye, hogy az EM algoritmusban a σ szórás paraméter becslésére van zárt alak
(Lee and Scott, 2012), ezzel szemben Sloughter et al. (2010) gamma BMAmodelljében
a c0 és c1 szórás paraméterekre nincs, ı́gy numerikus optimalizálással kell őket meg-
határozni. A paraméterek becslése ezzel a modellel sokkal gyorsabban történik, de a
különbség az operat́ıv alkalmazás szempontjából elhanyagolható.

Diszkrét-folytonos BMA modell

A csapadékmennyiség előrejelzése több ok miatt is nehéz, ezért egy olyan speciális
eloszlásra van szükség, amely egyrészt nemnegat́ıv, másrészt pozit́ıv valósźınűséggel
vesz fel 0 értéket, illetve amikor nem 0 értékű, akkor erősen ferdült. Erre az időjárási
mennyiségre kifejlesztett diszkrét-folytonos BMA modell két részből áll. A diszkrét
rész annak az eldöntésére szolgál, hogy az adott helyen és időpontban van e csapadék,
ha van akkor a folytonos rész jelzi előre a csapadék mennyiségét egy gamma eloszlással
(Sloughter et al., 2007).

A csapadékmennyiség általánośıtott feltételes sűrűségfüggvénye

gk(y|fk) = P (y = 0|fk)Iy=0 + P (y > 0|fk)hk(y|fk)Iy>0,

ahol y csapadék előrejelzések harmadik gyökét jelöli, IA az A halmaz karakterisztikus
függvénye, azaz 1, ha az A esemény bekövetkezik és 0, ha nem. A pozit́ıv csapadék
valósźınűségét

logitP (y = 0|fk) = log
P (y = 0|fk)
P (y > 0|fk)

= a0k + a1kf
1/3
k + a2kδk,

logit modell adja meg, ahol δk = 1, ha fk = 0, különben 0 és a hk pedig gamma
eloszlás sűrűségfüggvénye, azaz

hk(y|fk) =
1

βαk

k Γ(αk)
yαk−1exp(−y/βk).

Itt jegyezzük meg, hogy a csapadék valósźınűségének logisztikus regresszióval
való modellezését Hamill et al. (2004) javasolta, az előrejelzések negyedik gyökét
használva prediktorként. Sloughter et al. (2007) tapasztalatai azt mutatták, hogy az
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Időjárási Tartomány gk Várható érték/ Szórás/
mennyiség hely skála
Hőmérséklet y ∈ R N (µk, σ

2
k) b0k + b1kfk σ2

Légnyomás y ∈ R N (µk, σ
2
k) b0k + b1kfk σ2

Szélsebesség y ∈ R
+ Γ(αk, βk) b0k + b1kfk c0 + c1fk

y ∈ R
+ N 0(µk, σ

2
k) b0k + b1kfk σ2

Csapadékmenny. y1/3 ∈ R
+ Γ(αk, βk) b0k + b1kf

1/3
k c0 + c1fk

1.1. táblázat. A különböző időjárási mennyiségek esetén alkalmazott BMA modellek
és a hozzájuk tartozó paraméterek összefoglalása.

előrejelzések köbgyöke jobb magyarázóképességgel b́ır és ők javasolták a δk indikátor
használatát is.

A gamma eloszlás paraméterei az eredeti ensemble előrejelzésektől az alábbiak
szerint függnek:

µk = b0k + b1kfk + b2kδk és σ2
k = c0 + c1fk

ahol µk = αkβk az eloszlás várható érték, σk =
√
αkβk pedig a szórás paramétere. A

BMA előrejelző eloszlás ekkor,

p(y|f1, . . . , fK) =
K∑

k=1

ωk

(
P (y = 0|fk)Iy=0 + P (y > 0|fk)gk(y|fk)Iy>0

)
,

ahol ωk annak a posteriori valósźınűsége, hogy a tanuló időszakban a k-ik tag adta a
legjobb előrejelzést.

A nulla csapadék valósźınűségének a0k, a1k és a2k paraméterek becslése logiszti-
kus regresszióval történik, felhasználva az ensemble előrejelzések köbgyökét és a δk
indikátor változót. A b0k, b1k és b2k várható érték paramétereket lineáris regresszióval
becslik az eredeti fk ensemble előrejelzések és a δk indikátor változó felhasználásával.
Az ωk súlyok és a c0, c1 szórás paraméterek becslése ismét az EM algoritmussal kom-
binált ML módszer alkalmazásával történik (Sloughter et al., 2007).

1.1.3. Ensemble Model Output Statistics

Az Ensemble Model Output Statistics (EMOS) (nem-homogén regressziós) módszer
egyetlen paraméteres eloszlást álĺıt elő, ahol a paraméterek az ensemble előrejelzések-
től függnek. Az EMOS előrejelző eloszlás általános alakja

y|f1, . . . , fK ∼ g(y|f1, . . . , fK),
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ahol y egy tetszőleges időjárási mennyiség, f1, . . . , fK pedig a hozzá tartozó megkü-
lönböztethető ensemble előrejelzés egy adott helyre és időre vonatkozóan.

Különböző időjárási mennyiségek esetén eltérő eloszlású EMOS modelleket al-
kalmazunk. A BMA módszerhez hasonlóan Gneiting et al. (2005) hőmérséklet és
tengerszint feletti nyomás előrejelzésre normális eloszlást választott. A szélsebesség
nemnegativitása és ferdesége miatt Thorarinsdottir and Gneiting (2010) csonḱıtott
normális eloszlást alkalmazott, majd Lerch and Thorarinsdottir (2013) általánośıtott
extrémérték eloszlást (GEV) használt, végül Baran and Lerch (2015, 2016) lognormá-
lis eloszlással és eloszlások keverékével jav́ıtott az előrejelezések pontosságán. Csa-
padékmennyiség előrejelzése esetén Scheuerer (2014) nullában balról cenzorált általá-
nośıtott extrémérték (GEV) modellt alkalmazott, majd Scheuerer and Hamill (2015)
cenzorált, eltolt gamma eloszláson alapuló többlépcsős modellt fejlesztett ki.

1.1.4. Speciális EMOS modellek

Normális EMOS modell

Gneiting et al. (2005) hőmérséklet és nyomás előrejelzéshez az alábbi regressziót
használta

y = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK + ε, és ε ∼ N (0, b0 + b1S
2),

ahol a0, . . . , aK ∈ R és b0, b1 ∈ R
+ a becsülendő paraméterek, S az ensemble szórása,

S2 =
1

K − 1

K∑

k=1

(fk − f̄)2,

valamin f̄ az ensemble átlaga, azaz

f̄ =
1

K

K∑

k=1

fk.

A normális EMOS előrejelző modell

y|f1, . . . , fK ∼ N (µ, σ2), (1.1.7)

melynek µ = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK várható értéke az ensemble előrejelzések, mı́g a
σ2 = b0 + b1S

2 szórásnégyzete az ensemble szórásnégyzetének affin függvényeként áll
elő.

Felcserélhető ensemble tagok esetén az M darab ensemble tagot osszuk K darab
csoportba, és fk,ℓ jelölje a k-adik csoport ℓ-edik tagját. Az EMOS előrejelző eloszlás

N
(
a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ aK

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK , b0 + b1S
2
)
, (1.1.8)
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ahol az egy csoportba tartozó ensemble tagok ugyanolyan várható érték paramétert
kapnak.

A modellben fellépő a0, . . . , aK várható érték és b0, b1 szórás paraméterek becslését
a tanuló periódus alapján végezzük el, egy megfelelő illeszkedési mutató (1.2 feje-
zet) optimalizálásával. Gneiting et al. (2005) a continuous ranked probability score
(CRPS; lásd 1.2 fejezet) minimalizálását javasolja.

Csonḱıtott normális EMOS modell

Szélsebesség előrejelzés esetén Thorarinsdottir and Gneiting (2010) nullában alulról
csonḱıtott normális eloszlást alkalmazott, azaz az EMOS előrejelző eloszlás

N 0(a0 + a1f1 + . . .+ aKfK , b0 + b1S
2),

ahol a hely paraméter az ensemble előrejelzések, a skála paraméter pedig az ensemble
szórásának affin függvényeként áll elő.

A b0, b1 skála paramétereknek nemnegat́ıvnak kell lenniük, továbbá az a0, . . . , aK
hely paramétereket válasszuk nemnegat́ıvnak (Gneiting et al., 2005). Az ismeretlen
paramétereket CRPS minimalizációs módszerrel becsüljük meg (lásd 1.2 fejezet).

Felcserélhető ensemble tagok esetén az EMOS előrejelző eloszlás

N 0
(
a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ aK

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK , b0 + b1S
2
)
,

ahol az egy csoportba tartozó ensemble tagok ugyanolyan hely paramétert kapnak.

Általánośıtott extrémérték EMOS modell

Scheuerer (2014) egy nullában balról cenzorált általánośıtott extrémérték eloszlású
EMOS modellt fejlesztett ki, mely képes a csapadékmennyiség előrejelzés nehézségeit
kezelni.

Az általánośıtott extrémérték (GEV) eloszlás eloszlásfüggvénye

G(y) =

{
exp(−(1 + ξ(y−µ

σ ))−1/ξ), ξ 6= 0,

exp(− exp(−(y−µ
σ ))), ξ = 0,

ahol 1 + ξ
(y − µ

σ

)
≥ 0,

valamint µ, σ, ξ a GEV eloszlás hely, skála és alak paramétere.
Ezt az eloszlást nullában balról cenzoráljuk, azaz minden nullánál kisebb érték

pontosan nulla lesz. Ebben az esetben az eloszlásfüggvény

G̃(y) =

{
G(y), y ≥ 0,

0, y < 0.
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Időjárási mennyiség Tartomány Eloszlás
Hőmérséklet y ∈ R Normális
Légnyomás y ∈ R Normális
Szélsebesség y ∈ R

+ Csonḱıtott normális
y ∈ R

+ Extrém érték
y ∈ R

+ Lognormális
Csapadékmennyiség y ∈ R

+ Cenzorált általánośıtott extrémérték
y ∈ R

+ Cenzorált, eltolt gamma

1.2. táblázat. A különböző időjárási mennyiségek esetén alkalmazott EMOS modellek
és a hozzájuk tartozó paraméterek összefoglalása.

A cenzorált eloszlás már nemnegat́ıv és pozit́ıv valósźınűséggel vesz fel nulla értéket,
ezáltal alkalmas csapadékmennyiség modellezésére.

A GEV modell ξ alak paraméterét konstansnak tekintjük, mı́g a µ hely és σ skála
paraméterek az ensemble előrejelzésektől függnek, nevezetesen

µ = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK , σ = b0 + b1MD,

ahol MD az ensemble előrejelzések különbségének az átlaga, azaz

MD =
1

K2

K∑

k,ℓ=1

|fk − fℓ|. (1.1.9)

A modell a0, . . . , am, b0, b1 és ξ paramétereinek becslését CRPS minimalizációs
módszerrel kapjuk meg (lásd 1.2 fejezet).

Felcserélhető ensemble esetén a modell µ hely és σ skála paraméterei szintén az
ensemble előrejelzésektől függnek, valamint az egy csoportba tartozó ensemble tagok
ugyanolyan hely paramétert kapnak, azaz

µ = a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ aK

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK , σ = b0 + b1MD.

1.1.5. Az R program

Az ensemble előrejelzések BMA módszerrel való statisztikai utófeldolgozására az R

program ensembleBMA programcsomagját használtuk (Fraley et al., 2009, 2011). Ez a
programcsomag részben tartalmazza a szükséges eloszlásokat: hőmérséklet és tenger-
szint feletti nyomás előrejelzésére normális eloszlások keverékét; szélsebesség előrejel-
zésére gamma eloszlások keverékét; csapadékmennyiség előrejelzésére pedig a folyto-
nos részhez szükséges gamma eloszlások keverékét. Szélsebesség esetén a csonḱıtott
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normális eloszlások keveréke még nincs beéṕıtve, ı́gy a témavezetőm által ı́rt saját
kódokat használtuk.

A modellező eljárás tudja kezelni a felcserélhető és nem felcserélhető ensemble
előrejelzések esetét is, továbbá hiányzó előrejelzéseket is figyelembe tud venni. Tar-
talmazza továbbá az illeszkedésvizsgálathoz szükséges legfontosabb mutatókat is. A
kapott eredményeket grafikai úton is megjeleńıti.

Az EMOS módszer esetén az R program ensembleMOS programcsomagját használ-
tuk, mely azonban csak hőmérséklet és tengerszint feletti nyomás előrejelzésére hasz-
nált normális eloszlású modellt tudja kezelni. A többi esetben témavezetőm saját
kódjait alkalmaztuk. Ezek közül a szélsebesség előrejelzésekre szolgáló csonḱıtott
normális EMOS modellekhez Thordis Thorarinsdottir, a csapadék előrejelzések ka-
librálásához használt általánośıtott extrémérték (GEV) EMOS modellhez pedig Mi-
chael Scheuerer kódjait is felhasználtuk.

1.2. Illeszkedési mutatók

A valósźınűségi előrejelzés célja az, hogy maximalizáljuk az előrejelző eloszlás pon-
tosságát, azaz az általunk meghatározott modell minél jobban illeszkedjen a tényleges
megfigyelésekre. Egy megfelelő illeszkedési mutató alkalmazásával a valósźınűségi
előrejelzéshez és a hozzá tartozó tényleges megfigyeléshez egy numerikus értéket tu-
dunk rendelni, ı́gy az illeszkedés mértékét számszerűśıteni tudjuk.

Legyen (Ω,A) mérhető tér, P pedig konvex valósźınűségi mértékek családja ezen
a téren. A konvexitás feltétel azt jelenti, hogy ha F,G ∈ P és α ∈ (0, 1), akkor
αF + (1 − α)G ∈ P . Egy Ω-n értelmezett R̄ = [−∞,∞] értéket felvevő függvényt
P-kvázi-integrálhatónak nevezünk, ha A-mérhető és minden F ∈ P valósźınűségi
mértékre nézve kvázi-integrálható. Egy valósźınűségi előrejelzésen tehát egy F ∈ P
valósźınűségi mértéket értünk. Illeszkedési mutatón egy olyan kibőv́ıtett valós értékű

S : P × Ω → R̄

függvényt értünk, melyre minden F ∈ P esetén S(F, ·) P-kvázi-integrálható. Azaz,
egy olyan S(F, x) függvény, mely numerikus értéket rendel a (F, x) előrejelzés-tényle-
ges megfigyelés párhoz.

Az S : P × Ω → R̄ illeszkedési mutatót valódinak nevezzük a P0 ⊆ P konvex
részhalmazra vonatkozóan, ha

∫
S(F, x)dF (x) = EF (S(F, x)) ≤ EF (S(G, x)) =

∫
S(G, x)dF (x)

minden F,G ∈ P0 esetén. Az S-et erősen valódi illeszkedési mutatónak nevezzük a
P0-ra vonatkozóan, ha a fenti képletben egyenlőség pontosan akkor áll, ha F = G.

A továbbiakban jelölje xst az s helyre és t időre vonatkozó tényleges megfigyelést,
pst illetve Pst az s helyre és t időre vonatkozó előrejelzés becsült sűrűség- és el-
oszlásfüggvényét, x̂st pedig legyen az előrejelző sűrűségfüggvény, vagy az ensemble
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alapján számı́tott pontbecslés (medián vagy átlag). Jelölje továbbá n a mintaelemszá-
mot, azaz az összes s ∈ S helyhez és t ∈ T időponthoz tartozó esetek számát.

Determinisztikus előrejelzések

A determinisztikus vagy pontelőrejelzések (medián, átlag/várható érték) tekinthetőek
úgy, mint a valósźınűségi előrejelzések azon speciális esetei, amikor a kapcsolódó
valósźınűségi mértékek egyetlen pontra koncentrálódnak. Pontelőrejelzések illesz-
kedésének vizsgálatára a leggyakoribb mutatók az átlagos abszolút eltérés (Mean Ab-
solute Error, MAE)

MAE =
1

n

∑

s,t

∣∣xs,t − x̂s,t

∣∣,

és az átlagos négyzetes eltérések négyzetgyöke (Root Mean Square Error, RMSE),
azaz

RMSE =

√
1

n

∑

s,t

(
xs,t − x̂s,t

)2
.

Mindkét mutató negat́ıv irányultságú, vagyis a kisebb értékek jelentik a jobb illesz-
kedést. MAE esetén az optimális pontelőrejelzés a medián, mı́g RMSE esetén az átlag
(Gneiting, 2011).

Valósźınűségi előrejelzések

Eloszlások illeszkedésének vizsgálatára az egyik legnépszerűbb mutató a logaritmikus

mutató (LogS; Good, 1952), mely csak abszolút folytonos eloszlások esetén alkalmaz-
ható. Egy tetszőleges F eloszlás és x valós szám esetén,

logS(F, x) = −logf(x),

ahol f az F eloszlás sűrűségfüggvénye. Ez egy valódi illeszkedési mutató, melynek
várható értéke éppen az F entrópiáját adja vissza (Gneiting and Raftery, 2007)

EF (logS(F, x)) = −
∫

log(f(x))f(x)dx

A LogS mutató az összes helyre és időre vonatkozó előrejelző eloszlás és a hozzájuk
tartozó tényleges megfigyelések logS értékeinek az átlaga, azaz

LogS =
1

n

∑

s,t

−log
(
ps,t(xs,t)

)
.

Feltételezve a tér- és időbeli függetlenséget, ennek minimuma éppen a paraméterek
maximum likelihood becslését adja vissza.
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Egy másik, szintén széleskörűen alkalmazott mutató a continuous ranked proba-

bility score (CRPS; Gneiting and Raftery, 2007), mely egy F eloszlásfüggvény és x
érték esetén

crps
(
F, x

)
=

∫ ∞

−∞

(
F (y)−Iy≥x

)2
dy = E|X − x| − 1

2
E|X −X ′|, (1.2.10)

ahol X és X ′ független, F eloszlású, véges várható értékű valósźınűségi változók.
Az (1.2.10) képlet jobb oldalán álló alak azt mutatja, hogy a crps értéke a vizsgált
időjárási mennyiséggel azonos mértékegységben adható meg. A nyers ensemble esetén
az előrejelző eloszlást az empirikus eloszlásfüggvény helyetteśıti. A crps egy erősen
valódi illeszkedési mutató, és ha F pontelőrejelzés, akkor ez éppen az abszolút eltérést
adja vissza (Gneiting and Raftery, 2007).

Az átlagos CRPS mutató az összes helyre és időre vonatkozó előrejelző eloszlás és
a hozzájuk tartozó tényleges megfigyelések crps értékeinek az átlaga, azaz

CRPS =
1

n

∑

s,t

crps
(
Ps,t, xs,t

)
. (1.2.11)

A CRPS mutató is negat́ıv irányultságú, vagyis a kisebb értékek jelentik a jobb
illeszkedést. A különböző eloszlások esetén zárt alakok adhatók meg a crps(F, x)
kiszámı́tására. Normális eloszlás esetén (Gneiting et al., 2005)

crps(N (µ, σ2), x) = σ
[x− µ

σ

(
2Φ
(x− µ

σ

)
− 1
)
+ 2ϕ

(x− µ

σ

)
− 1√

π

]
,

nullában alulról csonḱıtott normális eloszlás esetén pedig (Thorarinsdottir and Gnei-
ting, 2010)

crps(N 0(µ, σ2), x) =σΦ
(µ
σ

)−2[x− µ

σ
Φ
(µ
σ

)[
2Φ
(x− µ

σ

)
Φ
(µ
σ

)
− 2
]

+ 2ϕ
(x− µ

σ

)
Φ
(µ
σ

)
− 1√

π
Φ
(√

2
µ

σ

)]
,

ahol x ≥ 0. Nullában balról cenzorált általánośıtott extrém érték eloszlás esetén
(Scheuerer, 2014), ha ξ 6= 0

crps(GEV(µ, σ, ξ), x) = (µ− x)(1 − 2px) + µp20 − 2
σ

ξ

[
1− px − Γl(1− ξ,−logpx)

]

+
σ

ξ

[
1− p20 − 2ξΓl(1 − ξ,−2logp0)

]
,

ahol p0 = G(0), px = G(x) és Γl az alsó nem teljes gamma függvény (G a GEV
eloszlás eloszlásfüggvénye, lásd 1.1.4 fejezet).
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Végül az eltolt, nullában balról cenzorált gamma eloszlás esetén pedig Scheuerer
and Hamill (2015) alapján

crps(G0(k, θ, δ), x) = θk
(
1 + 2Gk,θ(δ)Gk+1,θ(δ)−G2

k,θ(δ)− 2Gk+1,θ(y + δ)
)

+ (x + δ)
(
2Gk,θ(x + δ)− 1

)
− θk

π
B(1/2, k + 1/2)

(
1−G2k,θ(2δ)

)
− δG2

k,θ(δ).

BMA esetén is lehet crps értéket számolni, normális eloszlások keverékére az alábbi
zárt alak adható meg

crps
( m∑

i=1

ωiN (µi, σ
2
i ), x

)
=

m∑

i=1

ωiA(x− µi, σ
2
i )−

1

2

m∑

i=1

m∑

j=1

ωiωjA(µi − µj , σ
2
i + σ2

j ),

ahol

A(µ, σ2) = 2σφ
(µ
σ

)
+ µ

(
2Φ
(µ
σ

)
− 1
)

jelöli a µ várható értékű és σ2 szórású normális eloszlású véletlen változó abszolút
értékének a várható értékét.

Itt jegyezzük meg, hogy a fent emĺıtett eloszlások crps mutatóinak zárt alakjai
implementálva vannak az R nyelv scoringRules csomagjában (Jordan et al., 2016).

Az EMOS modellek együtthatóit általában CRPS minimalizációs algoritmussal
határozzuk meg. Ebben az esetben numerikus módszerekkel azokat az együtthatókat
keressük, melyek minimalizálják az (1.2.11) kifejezést, ehhez az R program beéṕıtett
optim függvényét a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS; Byrd et al., 1995;
Press et al., 2007) vagy a Nelder-Mead (Nelder and Mead, 1965) algoritmussal alkal-
mazzuk. Az algoritmushoz szükséges kezdeti értékeket jól kell megválasztani, mert a
globális maximumhoz tartó konvergencia érzékeny a kiindulási feltételekre.

A CRPS mutató tulajdonképpen a Brier mutató (BS; Wilks, 2011) integráljaként
áll elő. Ez utóbbi arra az eseményre vonatkozik, hogy a megfigyelt x időjárási
mennyiség meghalad egy y küszöbértéket. Ha F (y) az xmennyiséghez tartozó előrejel-
ző eloszlás, akkor

BS(F, x; y) = (F (y)− Iy≥x)
2.

Nyilvánvalóan a BS mutató is negat́ıv orientáltságú. A 3.2 fejezet esettanulmányaiban
az egyes előrejelzések vizsgálatakor különböző küszöbértékeket tekintettünk (Csa-
padék esetén UWME: 0, 5, 15, 25, és 30 mm és ALADIN-HUNEPS: 0, 1, 5, 7 és
9 mm, melyek megközeĺıtőleg a nemnulla csapadék megfigyelések 45%-, 75%-, 85%-
és 90%-os kvantilisei) és összehasonĺıtottuk az összes helyre és időre vonatkozó F
előrejelző eloszlások és a hozzájuk tartozó x tényleges megfigyelések BS értékeinek az
átlagát.

A CRPS és BS mutatók valamely Fref referencia előrejelző eloszláshoz viszonýıtott
javulásának mértékét a continuous ranked probability skill score (CRPSS) és Brier
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skill score (BSS) mutatók alkalmazásával tudjuk mérni (Wilks, 2011; Friederichs and
Thorarinsdottir, 2012), ahol

CRPSS(F, x) = 1− CRPS(F, x)

CRPS(Fref , x)
és BSS(F, x; y) = 1− BSS(F, x; y)

BSS(Fref , x; y)
.

Ezek a mutatók már pozit́ıv orientáltságúak, vizsgálataink során (lásd 3.2 fejezet)
referenciának a nyers ensemble előrejelzéseket használtuk.

Megb́ızhatósági diagramokkal (Wilks, 2011) azon események valósźınűségét ha-
sonĺıtjuk össze, hogy egy előrejelzett mennyiség, melyet a nyers mintából vagy egy
tetszőleges modellből származó előrejelző eloszlásból kapunk, átlép-e egy adott kü-
szöbértéket. Ez a diagram az esemény megfigyelt gyakoriságának gráfját ábrázolja az
előrejelzési valósźınűségek függvényében, optimális esetben a gráf illeszkedik az egy-
ségnégyzet átlójára. Esettanulmányainkban ugyanazokat a köszöbértékeket használ-
tuk, mint a BS mutatónál (Csapadék esetén UWME: 5, 15, 25 és 30 mm és ALADIN-
HUNEPS: 1, 5, 7 és 9 mm), az egységnégyzet oldalát pedig 11 egyenlő részre osz-
tottuk, az osztópontok 0.05, 0.15, 0.25, . . .0.95. Követve Bröcker and Smith (2007)
és Scheuerer (2014) javaslatát, egy osztópont megfigyelt relat́ıv gyakorisága a megfe-
lelő valósźınűség átlagának függvényében van ábrázolva, továbbá az ábrákhoz belső
hisztogramokat is adtunk hozzá, melyek a különböző osztópontok gyakoriságát il-
lusztrálják. Mivel nagyobb mennyiségű csapadék ritkán fordulnak elő, az osztópontok
eloszlásának jobb kirajzolódása miatt a belső hisztogramok beosztását log 10-es skálán
vettük.

A Diebold-Mariano (DM; Diebold and Mariano, 1995) tesztet alkalmaztuk annak
a vizsgálatára, hogy a különböző utófeldolgozó modellekkel kapott illeszkedési mu-
tatók szignifikánsan különbözőek-e. A teszt az előrejelzési hibák közötti függőséget
vizsgálja, éppen ezért a közgazdaságtudományban széleskörűen alkalmazott. Te-
kintsünk két különböző modellből származó Ft és Gt valósźınűségi előrejelzést, va-
lamint egy megfelelő S illeszkedési mutatót. Ezen S mutató átlagos értékeit az egyes
előrejelzések esetén jelölje

S̄(Ft, xt) =
1

N

∑

t∈T

S(Ft, xt) és S̄(Gt, xt) =
1

N

∑

t∈T

S(Gt, xt),

ahol T tartalmazza a rendelkezésre állóN darab előrejelzést. A DM teszt próbastatisz-
tikája

tN =
√
N

S̄(Ft, xt)− S̄(Gt, xt)

σ̂N
,

ahol σ̂N jelöli a S̄(Ft, xt)−S̄(Gt, xt) különbségsorozat szórásának egy megfelelő becslé-
sét. A nullhipotézis (az előrejelző képességek között nincs különbség) mellett tN
aszimptotikusan standard normális eloszlású. A nullhipotézis elvetése esetén, ha a
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PIT−hisztogram − a

PIT érték
R

el
at

ív
 g

ya
ko

ris
ág

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

PIT−hisztogram − b

PIT érték

R
el

at
ív

 g
ya

ko
ris

ág

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

PIT−hisztogram − c

PIT érték

R
el

at
ív

 g
ya

ko
ris

ág

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

PIT−hisztogram − d

PIT érték
R

el
at

ív
 g

ya
ko

ris
ág

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

1.1. ábra. A PIT hisztogram jellemző alakjai

tN próbastatisztika negat́ıv értéket vesz fel, akkor a teszt az F előrejelző eloszlást
preferálja, pozit́ıv érték esetén pedig a G-t.

Eloszlások illeszkedésének vizsgálatára a széleskörűen alkalmazott probability in-

tegral transform (PIT; Raftery et al., 2005) hisztogramot használjuk. A PIT értéket
általában az előrejelző eloszlásfüggvényt a tényleges megfigyelés helyén kiértékelve
kapjuk, melyeket hisztogrammal ábrázolunk. Minél közelebb van ez a hisztogram az
egyenleteshez, annál pontosabb az előrejelző eloszlás. A 2.12 ábrán a PIT hisztogram
jellemző alakjait szemléltetjük. Az a) esetben egy jó illeszkedést láthatunk, vagyis a
hisztogram közel egyenletes eloszlást követ, ezzel szemben a b) esetben egy U-alakú
hisztogramot kaptunk, ami azt jelenti, hogy az előrejelző eloszlásnak nem elég nagy
a szórása. A c) eset pont az ellenkezőjét jelzi, az előrejelző eloszlásnak túl nagy a
szórása, a d) esetben pedig a hisztogram balra ferdült, ami arra enged következtetni,
hogy az előrejelző eloszlás várható értéke túl nagy. Csapadék előrejelzéskor a nulla
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csapadék esetén a PIT érték a [0, p0] intervallumon egyenletes eloszlásból vett érték,
ahol p0 a nulla csapadék előrejelzés valósźınűsége (Sloughter et al., 2007).

A nyers ensemble előrejelzések illeszkedésének vizsgálatára a verification rank

hisztogramot alkalmazzuk, mely a tényleges megfigyelés és az ensemble előrejelzések
egymáshoz viszonýıtott elhelyezkedését illusztrálja. A hisztogramot úgy kapjuk, hogy
minden egyes helyre és időre kiszámı́tjuk a tényleges megfigyelés rangját, azaz az en-
semble tagokkal közösen alkotott rangsorban elfoglalt helyét, majd a kapott rangokat
hisztogramon ábrázoljuk. Csapadék esetében a hisztogram késźıtése úgy módosul,
hogy nulla csapadék esetén egyenletesen választunk a {1, 2, . . . , k + 1} halmazból,
ahol k a nulla csapadékot előrejelző ensemble előrejelzések száma. Általában a K
tagú nyers ensemble előrejelzések kalibráltak, ha az általuk lefedett tartományban a
tényleges megfigyelések (K−1)/(K+1) része beleesik (UWME: 8 tag, ı́gy a nominális
(elvárt) lefedettség 7/9 = 77.78%, ALADIN-HUNEPS: 11 tag, 10/12 = 83.33%).

Mindezeken túl az előrejelző eloszlások kalibráltságát és élességét az (1−α)100%-
os (α ∈ (0, 1)) előrejelző intervallumok lefedettségével és átlagos szélességével tud-
juk vizsgálni. A lefedettség az alsó és a felső α/2-kvantilis közé esés aránya, α
választása pedig a nyers ensemble nominális lefedettségével van összhangban (UWME:
α = 0.222, ALADIN-HUNEPS: α = 0.1667). Egy kalibrált előrejelző eloszlás esetében
ez az arány közel (1 − α)100%. A legjobb előrejelző eloszlást ezek után úgy kapjuk
meg, hogy a kalibrált előrejelző eloszlások közül kiválasztjuk azt, amelyik a legszűkebb
előrejelző intervallumot szolgáltatja.

1.3. Adatok léırása

1.3.1. ALADIN-HUNEPS ensemble

Ensemble előrejelzések előálĺıtására az Országos Meteorológiai Szolgálat az Aire Li-
mitée Adaptation Dynamique Développement International - Hungary EPS (ALA-
DIN-HUNEPS) rendszert használja, mely a Météo France globális ARPEGE1 alapú
PEARP2 rendszerének egy dinamikus leskálázása (Horányi et al., 2006). Az Európa
kontinentális részét lefedő ALADIN modellt egy 8 km-es horizontális rácsfelbontással
futtatják. A rendszer egy 11 tagú ensemble előrejelzést álĺıt elő, melyek közül 10
perturbált kezdeti értékekkel van generálva, a tizenegyedik a kontroll tag, melyet
perturbálatlan kezdeti értékekkel késźıtenek (Horányi et al., 2011).

A hőmérséklet és szélsebesség adatállomány 10 magyarországi nagyváros (Mis-
kolc, Szombathely, Győr, Budapest, Debrecen, Nýıregyháza, Nagykanizsa, Pécs, Kecs-
kemét, Szeged) (1.2 ábra) 2 méter magasságban mért hőmérséklet (Kelvin), valamint
10 méter magasságban mért szélsebesség (m/s) előrejelzéseit, és a hozzájuk tartozó
tényleges megfigyeléseket tartalmazza. Az előrejelzési időszak 42 órás, ami azt jelenti,
hogy a modellt 18 UTC (egyezményes koordinált világidő) időpontban inicializálják

1Action de Recherche Petite Echelle Grande Echelle
2PEARP: Prévision d’Ensemble ARPege
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1.2. ábra. Az ALADIN-HUNEPS hőmérséklet és szélsebesség előrejelzések vizsgálatai
során használt magyarországi megfigyelőállomások térképe

(nyári időszámı́tás szerint ez este 8 óra, különben 7 óra), és két nap múlva délre
kapnak előrejelzést. A munkánk folyamán egy éves adatsorral (2012. április 1. és
2013. március 31.) dolgoztunk. Ez az adatbázis majdnem teljes volt, csak 6 napról
hiányoztak előrejelzések, ezeket a napokat kihagytuk a feldolgozásból.

A 1.3 ábrán a nyers hőmérséklet és szélsebesség ensemble verification rank hisztog-
ramja látható. Mindkét hisztogram erősen U alakú, az esetek többségében az ensemble
előrejelzések alul- vagy felülbecsülik a tényleges megfigyelést. Az ensemble tagok által
lefedett tartomány hőmérséklet esetén 60.61%-ban, szélsebesség esetén 68.52%-ban
tartalmazza a tényleges megfigyelést. Az elvárt (nominális) érték mindkét esetben
10/12, vagyis 83.33% lenne. Ezek alapján azt mondhatjuk, hogy az ensemble szórása
mindkét esetben kicsi, ı́gy a belőlük számolt előrejelzések nem lesznek kalibráltak,
utófeldolgozás szükséges.

A csapadék adatállomány ugyancsak 10 magyarországi nagyváros (Miskolc, Sop-
ron, Szombathely, Győr, Budapest, Debrecen, Nýıregyháza, Nagykanizsa, Pécs, Sze-
ged) 24 órás csapadékösszeg 42 órás ensemble előrejelzéseit tartalmazza (a modellt
szintén 18 UTC időpontban inicializálják), valamint a hozzájuk tartozó tényleges
megfigyeléseket a 2010. október 1-e és 2011. március 25-e közötti időszakban. Az
adatbázis szinte teljes, hiszen csupán két nap esetén hiányzott 3-3 ensemble előrejelzés,
ezeket a feldolgozás folyamán elhagytuk.

A 1.5 ábra bal oldalán a nyers ALADIN-HUNEPS csapadék ensemble verifica-
tion rank hisztogramja látható. Az ALADIN-HUNEPS ensemble lefedettsége 84.20%,
mely már nagyon közel van a nominális 83.33% értékhez, ı́gy ez a hisztogram egy jó
kalibrációt mutat.
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1.3. ábra. Verification rank hisztogram. 2 méter magasságban mért hőmérséklet
és 10 méter magasságban mért szélsebesség 11 tagú ALADIN-HUNEPS ensemble
előrejelzései 2012. április 1. és 2013. március 31. között

1.3.2. University of Washington mesoscale ensemble

A nyolc tagú University of Washington mesoscale enemble (UWME) Észak-Amerika
északnyugati csendes-óceáni partvidékét fedi le 12 km-es horizontális rácsfelbontással.
Az ensemble tagokat az ötödik generációs Pennsylvania State University-National
Center for Atmospheric Research (PSU-NCAR MM5, Grell et al. (1995)) mescos-
cale modell különböző futtatásaiból késźıtik, különböző időjárási központok kezdeti
és határ feltételeit felhasználva. A csapadék adatállományt a 152 állomáson (1.4
ábra) mért 48 órás előrejelzések és a hozzájuk tartozó tényleges megfigyelések al-
kotják. A modellt 0 UTC időpontban inicializálják (ez nyári időszámı́tás szerint
délután 5 órának felel meg, különben délután 4 óra), az előrejelzéseket a 2008-as
évre vizsgáltuk, de a paraméterek becsléséhez az előző év utolsó három hónapját is
hozzávettük. A hiányzó adatokat tartalmazó sorok elhagyása után 2008-ra 83 állomás
20522 előrejelzése maradt meg.

A 1.5 ábrán a nyers UWME csapadék ensemble verification rank hisztogramja
látható. Ez a hisztogram erősen ferde, a legtöbb esetben az ensemble előrejelzések
túlbecsülik a tényleges megfigyelést. A validáló megfigyelés mindössze az esetek
67.82%-ban esik az ensemble tagok által lefedett tartományba, mı́g az elvárt, azaz
az ensemble nominális lefedettsége 7/9 vagyis 77.78% lenne. Így a UWME csapadék
ensemble előrejelzés nem kalibrált, statisztikai utófeldolgozást igényel.
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1.4. ábra. University of Washington mesoscale enemble, Észak-Amerika északnyugati
csendes-óceáni partvidékén lévő 52 megfigyelő állomás
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1.5. ábra. Verification rank hisztogram. Bal oldal: ALADIN-HUNEPS csapadék
ensemble 2010. október 1. - 2011. március 25. Jobb oldal: A 8 tagú UWME
csapadék ensemble a 2008-as évre.



2. fejezet

ALADIN-HUNEPS ensemble

előrejelzések statisztikai

utófeldolgozása

2.1. Modellek

Az ALADIN-HUNEPS hőmérséklet és szélsebesség adataira különböző modelleket al-
kalmaztunk, majd meghatároztuk az adatokra legjobban illeszkedőt. Mindkét esetben
BMA és EMOS módszereket hasonĺıtottuk össze. Hőmérséklet esetén normális BMA
és normális EMOS modellt használtunk, szélsebesség esetén gamma BMA, csonḱıtott
normális BMA és csonḱıtott normális EMOS modellt illesztettünk. Ebben a fejezet-
ben először ezeket a modelleket részletezem, majd meghatározom az optimális tanuló
periódus hosszát, végül bemutatom a modellillesztés eredményeit.

Csoportośıtás

Az ALADIN-HUNEPS hőmérséklet és szélsebesség előrejelzései esetén az ensemble
tagok két különböző csoportośıtását alkalmaztuk. Az ensemble generálási módjából
természetesen adódó kétcsoportos modellben a 11 előrejelzést két csoportba osztottuk
(K = 2), az egyik csoportba az fc kontroll tag (M1 = 1), mı́g a másik csoportba a 10
felcserélhető fp,1, . . . fp,10 ensemble tag került (M2 = 10).

A 2.1 ábrán az ensemble előrejelzések fáklyadiagramja látható. A vastag folytonos
görbe a perturbálatlan kezdeti értékekkel kapott kontroll előrejelzéshez, a szaggatott
görbe a páros sorszámú ensemble előrejelzésekhez, mı́g a pontozott görbe a páratlan
sorszámú ensemble előrejelzésekhez tartozik. Az ábra jól mutatja, hogy az utóbbi két
csoport egymástól jól elkülönül. Ennek az lehet az oka, hogy a felcserélhető ensemble

23
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2.1. ábra. Az ALADIN-HUNEPS ensemble fáklyadiagramja. A vastag folytonos görbe
a kontroll tagé, a szaggatott görbe páros sorszámú ensemble tagoké, és a pontozott
görbe a páratlan sorszámú ensemble tagoké.

előrejelzéseket pozit́ıv (páratlan sorszámú tagok) illetve negat́ıv (páros sorszámú ta-
gok) perturbálással késźıtik. Összesen 5 véletlen perturbációt generálnak és az esetek
felében hozzáadják a kezdeti feltételekhez, a másik felében pedig kivonják belőlük.
Elméletileg ennek nem kellene az ábrán látható hatással járnia és az újabban vizsgált
előrejelzéseknél (az ALADIN-HUNEPS rendszert már többször is módośıtották, fi-
nomı́tották) már nincs is látható különbség a felcserélhető tagok között.

Ez az elkülönülés adta a háromcsoportos modell ötletét, ekkor az ensemble tagokat
három csoportba osztottuk (K = 3). Az első csoportba az fc kontroll tag (M1 = 1),
a másodikba a fp,2, fp,4, fp,6, fp,8, fp,10 páros sorszámú ensemble tagok (M2 = 5), mı́g
a harmadikba a fp,1, fp,3, fp,5, fp,7, fp,9 páratlan sorszámú ensemble tagok kerülnek
(M3 = 5).

Hőmérséklet

Hőmérséklet esetén az adatainkra a Raftery et al. (2005) által javasolt normális BMA
módszert alkalmaztunk. A (1.1.2) modell speciális alakja a kétcsoportos esetben
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p
(
y|fc, fp,1, . . . , fp,10; b0,c, b0,p, b1,c, b1,c, σ) = ωgc(y|fc, b0,c, b1,c, σ)+

+
1− ω

10

10∑

ℓ=1

gp(y|fp,ℓ, b0,p, b1,p, σ), (2.1.1)

ahol ω ∈ [0, 1] és g(y|f, b0, b1, σ) normális eloszlás sűrűségfüggvénye b0 + b1f várható
értékkel és σ2 szórásnégyzettel (Baran et al., 2014a). Ekkor a két csoportnak különbö-
zőek a várható érték paraméterei (b0,c, b1,c és b0,p, b1,p), viszont a szórás paraméterei
(σ) megegyeznek.

Ez a lineáris modell, amikor a várható érték paraméter az ensemble előrejelzések
affin függvényeként áll elő. Speciális esetként megvizsgáltuk az addit́ıv korrekciós
modellt, amikor b1,c = b1,p = 1, és a korrekció nélküli esetet, amikor b1,c = b1,p = 1
és b0,c = b0,p = 0.

A háromcsoportos esetben az (1.1.2) modell speciális alakja

p
(
y|fc, fp,1, . . . , fp,10; b0,c, b0,o, b0,e, b1,c, b1,o, b1,e, σ) = ωcgc(y|fc, b0,c, b1,cσ)+

+ ωo

5∑

j=1

go(y|fp,2j−1, b0,o, b1,o, σ) + ωe

5∑

j=1

ge(y|fp,2j, b0,e, b1,e, σ), (2.1.2)

ahol ωc, ωo, ωe ∈ [0, 1], ωc + 5ωo + 5ωe = 1, és a g a fentiekhez hasonlóan definiált
normális eloszlású sűrűségfüggvény. Hasonlóan a kétcsoportos esethez itt is meg-
vizsgáltuk a speciális eseteket, azaz az addit́ıv korrekciós modellt, amikor b1,c =
b1,o = b1,e = 1, és korrekció nélküli modellt, amikor b1,c = b1,o = b1,e = 1 és
b0,c = b0,o = b0,e = 0.

Az EMOS előrejelző eloszlás egyetlen parametrikus sűrűségfüggvényt álĺıt elő, ahol
a paraméterek az ensemble előrejelzések függvényeiként állnak elő. Hasonlóan a BMA
módszerhez, hőmérséklet esetén normális eloszlást használunk. Az (1.1.8) EMOS
előrejelző eloszlás speciális alakja a kétcsoportos esetben

N (a0 + a1fc + a2

10∑

i=1

fp,i, b0 + b1S
2), (2.1.3)

a háromcsoportos esetben pedig

N (a0 + a1fc + a2

5∑

i=1

fp,2i−1 + a3

5∑

i=1

fp,2i, b0 + b1S
2), (2.1.4)

ahol S2 jelöli az ensemble szórásnégyzetét.
A két különböző csoportośıtásra (a,c: kétcsoportos; b,d: háromcsoportos) és

módszerre (a,b: BMA; c,d: EMOS) illusztrációként tekintsük a 2.2 ábrát, ahol a
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2.2. ábra. Hőmérséklet előrejelzésre alkalmazott normális BMA lineáris korrekci-
óval (a és b) és EMOS modell (c és d) 2012. július 2-án Debrecenben. BMA
előrejelző eloszlás két- ill. háromcsoportos eset (fekete: együttes, piros: kontroll,
világos kék: felcserélhető, sötét kék: páros felcserélhető, zöld: páratlan felcserélhető),
EMOS előrejelző eloszlás két- ill. háromcsoportos eset (fekete), ensemble előrejelzések
(ugyanolyan sźınű körök, mint a BMA sűrűségfüggvények), BMA/EMOS medián
előrejelzés (fekete függőleges vonal), tényleges megfigyelés (narancssárga függőleges
vonal), alsó és felső decilis (szaggatott függőleges vonalak).

2012. július 2-án Debrecenre vonatkozó hőmérséklet előrejelzések és tényleges meg-
figyelések láthatóak. Az ábrán a két- illetve háromcsoportos BMA/EMOS előrejelző
eloszlás, a különböző csoportokhoz tartozó együttes sűrűségfüggvények, a tényleges
megfigyelés, az alsó és a felső decilis, valamint az ensemble előrejelzések láthatóak.
Ezen a napon az ensemble tagok szórása viszonylag nagy (terjedelem 2.368 K), ennek
ellenére mindegyik felülbecsli a tényleges megfigyelést (306.45 K), ahogy nyilvánvalóan
az ensemble medián (308.927 K) is. Ezzel szemben mind a kétcsoportos, mind pedig a
háromcsoportos esetben a BMA módszerrel kapott előrejelzés (306.524 K) viszonylag
közel van a tényleges értékhez. Az EMOS medián előrejelzés rosszabb eredményt ad,
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mint a BMA (306.92 K), de még ı́gy is pontosabb előrejelzést nyújt, mint az ensemble
medián.

Szélsebesség

Szélsebesség modellezésére egy nemnegat́ıv, balra ferdült eloszlásra van szükség, ezért
gamma eloszlású BMA módszert alkalmaztunk adatainkra. A (2.1.1) kétcsoportos
és a (2.1.2) háromcsoportos BMA modell szélsebesség esetén úgy módosul, hogy a
g(y|f, b0, b1c0, c1) gamma eloszlás sűrűségfüggvénye, b0+b1f várható érték és c0+c1f
szórás paraméterrel (Baran et al., 2013). A várható érték és a szórás paraméterek
is az ensemble előrejelzések affin függvényeiként állnak elő. Az egyes csoportoknak
különbözőek a várható érték paraméterei, viszont a szórás paraméterei minden esetben
megegyeznek.

Gamma eloszlás mellett a (1.1.5) definiált nullában alulról csonḱıtott normális
eloszlást alkalmazunk. Ekkor a (2.1.1) kétcsoportos és a (2.1.2) háromcsoportos mo-
dellben a g(y|f, b0, b1, σ) csonḱıtott normális eloszlás sűrűségfüggvénye b0 + b1f hely
és σ2 skála paraméterrel. Ekkor a csoportoknak különbözőek a hely paraméterei,
viszont a skála paraméterei megegyeznek.

Az EMOS módszer esetén nullában alulról csonḱıtott normális eloszlást alkal-
maztunk. Az (2.1.3) kétcsoportos és a (2.1.4) háromcsoportos EMOS előrejelző el-
oszlásban a normális eloszlást csonḱıtott normális eloszlással helyetteśıtjük.

2.2. Tanuló periódus választása

Először a BMA és EMOS modellekhez használt tanuló periódus hosszát határoztuk
meg, melyhez az előrejelzések mediánjainak MAE értékét, az előrejelzések átlagának
RMSE értékét, az előrejelző eloszlások CPRS értékeit, valamint a 83.33%-os előre-
jelző intervallumok lefedettségét és átlagos szélességét hasonĺıtottuk össze úgy, hogy a
tanuló periódust 10, . . . , 60 napnak választottuk. Annak érdekében, hogy az eredmé-
nyeink minden tanuló idő esetén egységesek legyenek, 62 napot elhagytunk a hőmér-
séklet és szélsebesség adatsorból, ı́gy 2012. június 1. és 2013. március 31.-e közötti
időre késźıtettünk előrejelzéseket. (6 napon hiányzott előrejelzés, ezeket már az elején
elhagytuk).

Hőmérséklet

Tekintsük először a kétcsoportos esetet. A 2.3 ábrán a BMA és EMOS előrejelző el-
oszlások CRPS értékei, a előrejelzések mediánjainak MAE értékei és az előrejelzések
átlagainak RMSE értékei vannak ábrázolva a tanuló peridus hosszának függvényében.
Megjegyezzük, hogy az EMOS módszer esetén az előrejelzések mediánja és átlaga
nyilvánvalóan egybeesik. Először is azt vehetjük észre, hogy az eredmények min-
den esetben nagyon hasonlóak, azaz a függvények kismértékben térnek el egymástól.
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2.3. ábra. Hőmérséklet előrejelzésre vonatkozó kétcsoportos modell esetén az előrejelző
eloszlások átlagos CRPS értékei, a BMA/EMOS előrejelzések mediánjainak MAE
értékei és a BMA/EMOS előrejelzések átlagainak RMSE értékei a tanuló periódus
hosszának függvényében (BMA: vonal és ◦; EMOS: szaggatott és ✷).

Az EMOS adja a legkisebb értékű illeszkedési mutatókat, és 32 nap után már nem
nagyon változik. BMA esetében a CRPS, MAE és RMSE 35 napnál veszi fel a mi-
nimumát, valamint ez a tanuló periódus hosszúság adja az EMOS modell CRPS és
RMSE értékének a minimumát is (lásd 2.1 táblázat). Az EMOSmodell MAE értéke 42
napnál veszi fel a minimumát, de a 35 naphoz tartozó érték sem tér el nagymértékben
tőle.

A 2.4 ábra a 83.33%-os előrejelző intervallumok átlagos szélességét és lefedettségét
mutatja a BMA és az EMOS módszer esetén. Az előzőekhez hasonlóan, 32 nap
után minden görbe enyhe növekedő trendet mutat. Az EMOS módszerrel keskenyebb
előrejelző intervallumokat kapunk, viszont a lefedettsége végig a nominális 83.33%-
alatt marad. Sajnálatos módon a BMA modell sem éri el a nominális értéket, de 35
nap után már nagyon közel van hozzá. A lefedettség 37 napnál éri el a maximumát.
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2.4. ábra. Hőmérséklet előrejelzésére alkalmazott kétcsoportos modellek különböző
hosszúságú tanuló periódusaihoz tartozó 83.33%-os BMA/EMOS előrejelző interval-
lumok átlagos szélessége illetve lefedettsége (BMA: vonal és ◦; EMOS: szaggatott és
✷).

Átl. CRPS MAE RMSE

opt. opt. 35. nap opt. opt. 35. nap opt. opt. 35. nap

nap érték érték nap érték érték nap érték érték

Két csoport

BMA 35 1.090 1.090 35 1.523 1.523 35 1.991 1.991

EMOS 35 1.067 1.067 42 1.484 1.487 35 1.949 1.949

Három csoport

BMA 35 1.090 1.090 35 1.523 1.523 36 1.990 1.990

EMOS 26 1.070 1.072 26 1.484 1.490 28 1.953 1.957

2.1. táblázat. Hőmérséklet esetén a tanuló periódus hosszának optimális hossza
az átlagos CRPS, MAE és RMSE értékekre vonatkozóan (Kelvinben adott), a
hozzájuk tartozó értékekkel, valamint a 35 nap hosszúságú tanuló periódushoz tartozó
értékekkel.
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2.5. ábra. Hőmérséklet előrejelzésre vonatkozó háromcsoportos modell esetén az
előrejelző eloszlások átlagos CRPS értékei, a BMA/EMOS előrejelzések mediánjainak
MAE értékei és a BMA/EMOS előrejelzések átlagainak RMSE értékei a tanuló
periódus hosszának függvényében (BMA: vonal és ◦; EMOS: szaggatott és ✷).

Az előrejelző intervallumok átlagos szélességét és lefedettségét összehasonĺıtva azt fi-
gyelhetjük meg, hogy ellentétesen viselkednek, azaz a szűkebb előrejelző intervallumok
rövidebb tanuló periódushoz tartoznak, mı́g a tanuló idő hosszának növelésével a le-
fedettség nő. Másrészről, 30 nap után az előrejelző intervallumok átlagos szélessége
ellaposodik. Ezek alapján a tanuló periódus hosszának egy ésszerű választása 30-40
nap között van.

Összességében azt mondhatjuk, hogy a kétcsoportos esetben egy 35 napos tanuló
periódus elfogadható választás mind a BMA mind pedig az EMOS modell esetében.
A háromcsoportos esetben hasonló következtetéseket vonhatunk le, a különböző illesz-
kedési mutatók esetén, a két utófeldolgozó módszernek az együttes viselkedése nagyon
hasonĺıt a kétcsoportos esethez (2.5 és 2.6 ábra). Az EMOS módszerrel kapjuk a leg-
kisebb CRPS, MAE és RMSE értékeket, továbbá ez adja a legkisebb lefedettséget a
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2.6. ábra. Hőmérséklet előrejelzésére alkalmazott háromcsoportos modellek különböző
hosszúságú tanuló periódusaihoz tartozó 83.33%-os BMA/EMOS előrejelző interval-
lumok átlagos szélessége illetve lefedettsége (BMA: vonal és ◦; EMOS: szaggatott és
✷).

legszűkebb előrejelző intervallumokkal. A BMA módszer esetén a CRPS és MAE 35
napnál veszi fel a minimumát, az RMSE pedig 36 napnál (de a 36 naphoz tartozó
érték nagyon közel van a minimumhoz, lásd 2.1 táblázat). Az EMOS módszer esetén
a CRPS, MAE és RMSE 26-28 nap között veszi fel a minimumát, de a 35 naphoz
tartozó értékek szintén nagyon közel vannak hozzá.

Az előrejelző intervallumok átlagos szélességét illetően, a rövidebb tanuló periódu-
sokhoz szűkebb intervallumok tartoznak. Az EMOS modell lefedettsége mindvégig
a nominális 83.33% alatt marad, mı́g a BMA esetén a lefedettsége 59 napnál veszi
fel a maximumát, mely már megközeĺıti a nominális értéket. Általában a rövidebb
tanuló periódusokat résześıtjük előnyben, ı́gy tekintsünk egy 35-38 nap közötti tanuló
periódust, ahol a BMA lefedettsége már elég nagy. Így a kétcsoportos modell esetén
alkalmazott 35 napos tanuló időt használhatjuk a háromcsoportos esetben is, mindkét
utófeldolgozó módszer esetén.
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Szélsebesség

Tekintsük először megint a kétcsoportos esetet. Általánosan megfigyelhető, hogy a
különböző illeszkedési mutatók görbéi ellaposodnak a tanuló idő növelésével (lásd 2.7
és 2.8 ábrák). Ez különösen a 25 napos tanuló idő átlépése után látszódik, ezért
egy legalább 25 napos tanuló periódus választását javasoljuk. Az is megfigyelhető,
hogy a különböző módszerek esetén az egyes illeszkedési mutatók értékei nem na-
gyon változnak a tanuló idő változtatásával. A csonḱıtott normális BMA módszer
szolgáltatja a legkisebb CRPS értékeket, mı́g a legjobb MAE és RMSE értékeket az
EMOS módszer adja. A CRPS mindhárom módszernél, az RMSE a gamma BMA
módszer esetén 43 napnál veszi fel a minimumát (lásd 2.2 táblázat). A csonḱıtott
normális BMA és az EMOS módszer esetén a MAE 59 napnál veszi fel a minimumát,
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2.7. ábra. Szélsebesség előrejelzésre vonatkozó kétcsoportos modell esetén az előrejel-
ző eloszlások átlagos CRPS értékei, a BMA/EMOS előrejelzések mediánjainak MAE
értékei és a BMA/EMOS előrejelzések átlagainak RMSE értékei a tanuló periódus
hosszának függvényében (gamma BMA: vonal és ◦; csonḱıtott normális BMA: pon-
tozott és ♦ EMOS: szaggatott és ✷).
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2.8. ábra. Szélsebesség előrejelzésére alkalmazott kétcsoportos modellek különböző
hosszúságú tanuló periódusaihoz tartozó 83.33%-os BMA/EMOS előrejelző interval-
lumok átlagos szélessége illetve lefedettsége (gamma BMA: vonal és ◦; csonḱıtott
normális BMA: pontozott és ♦ EMOS: szaggatott és ✷).

Átl. CRPS MAE RMSE

opt. opt. 43.nap opt. opt. 43.nap opt. opt. 43.nap

nap érték érték nap érték érték nap érték érték

Két csoport

g. BMA 43 0.755 0.755 47 1.069 1.069 43 1.415 1.415

cs.n. BMA 43 0.693 0.693 59 1.039 1.039 41 1.354 1.354

EMOS 43 0.735 0.735 59 1.032 1.032 29 1.349 1.349

Három csoport

g. BMA 43 0.756 0.756 42 1.069 1.069 42 1.394 1.394

cs.n. BMA 39 0.693 0.693 39 1.038 1.038 39 1.354 1.354

EMOS 43 0.736 0.736 28 1.033 1.033 43 1.350 1.350

2.2. táblázat. Szélsebesség esetén a tanuló periódus hosszának optimális hossza
az átlagos CRPS, MAE és RMSE értékekre vonatkozóan (m/s-ban adott), a
hozzájuk tartozó értékekkel, valamint a 43 nap hosszúságú tanuló periódushoz tartozó
értékekkel.
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2.9. ábra. Szélsebesség előrejelzésre vonatkozó háromcsoportos modell esetén az
előrejelző eloszlások átlagos CRPS értékei, a BMA/EMOS előrejelzések mediánjainak
MAE értékei és a BMA/EMOS előrejelzések átlagainak RMSE értékei a tanuló
periódus hosszának függvényében (gamma BMA: vonal és ◦; csonḱıtott normális
BMA: pontozott és ♦ EMOS: szaggatott és ✷).

de a 43 naphoz tartozó érték nem tér el ettől különösebben. Végül pedig a gamma
BMA módszer MAE értéke, a csonḱıtott normális BMA és EMOS módszerek RMSE
értékei rendre 47, 41 és 29 napnál veszik fel a minimumaikat, de a 43 naphoz tar-
tozó értékeik mindhárom esetben a második legkisebbek. Így a kétcsoportos esetben
minden módszer esetén 43 napos tanuló periódus választása ajánlott.

Az EMOS módszer adja a legkeskenyebb előrejelző intervallumokat és a lefe-
dettsége is nagyon közel van a nominális értékhez minden tanuló periódus esetén (lásd
2.8 ábra). A 83.33%-os előrejelző intervallumok a csonḱıtott normális BMA esetén
átlagosan szélesebbek, mint az EMOS módszerrel kapott megfelelő intervallumok, a
lefedettsége pedig 83.39% és 86.14% között változik. A gamma BMA módszerrel
kapjuk a legszűkebb előrejelző intervallumokat, viszont a lefedettsége sosem éri el
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2.10. ábra. Szélsebesség előrejelzésére alkalmazott háromcsoportos modellek különbö-
ző hosszúságú tanuló periódusaihoz tartozó 83.33%-os BMA/EMOS előrejelző inter-
vallumok átlagos szélessége illetve lefedettsége (gamma BMA: vonal és ◦; csonḱıtott
normális BMA: pontozott és ♦ EMOS: szaggatott és ✷).

a nominális 83.33%-os értéket. A maximális lefedettség 38 és 49 napnál van. Az
előrejelző intervallumok tekintetében a 43 napos tanuló periódus választása indokolt.

A háromcsoportos eset elemzésekor is hasonló eredményeket (2.9 és 2.10 ábra)
tapasztaltunk. A két csoportośıtási mód közötti legfontosabb különbség az, hogy a
csonḱıtott normális BMA módszerrel kapott MAE és RMSE értékek már kis eltérést
mutatnak az EMOS módszerrel kapott értékektől. A három csoportos esetben az
EMOS módszer CRPS és RMSE értéke 43 napnál éri el a minimumát, valamint ekkor
kapjuk a gamma BMA módszer CRPS értékének minimumát és a második legkisebb
MAE és RMSE értékeket (lásd 2.2 táblázat). Az utóbbi módszer MAE és RMSE
mutatók globális minimuma 42 napnál van. A csonḱıtott normális BMA esetén a
CRPS, MAE és RMSE mutatók 39 napnál veszik fel a minimumukat, de mivel a
görbék eléggé laposak a 43 naphoz tartozó értékek sem térnek el ettől nagyon. Ezek
alapján a háromcsoportos módszer esetén is egy 43 napos tanuló periódus használata
javasolt.

Ezen fejezet összefoglalásaként azt mondhatjuk, hogy a 11 tagú ALADIN-HUNEPS
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ensemble BMA és EMOS utófeldolgozó módszer előrejelző képességének összeha-
sonĺıtására, hőmérséklet esetén 35 napos, szélsebesség esetén egy 43 napos tanuló
periódust használtunk.

2.3. Eredmények

Ebben a fejezetben a 11 tagú ALADIN-HUNEPS hőmérséklet és szélsebesség en-
semble előrejelzésekre alkalmazott BMA és EMOS modellekkel (2.1 fejezet) kapott
eredményeimet mutatom be, a 2.2 fejezetben meghatározott tanuló periódust fel-
használva.

Hőmérséklet

Hőmérséklet ensemble esetén 35 napos tanuló periódussal normális BMA (lineáris,
addit́ıv és korrekció nélküli esetben) és normális EMOS módszert alkalmaztunk két-
illetve háromcsoportos esetben. A BMA módszer esetén alkalmazott különböző kor-
rekciós módszerek alkalmazása az előző rész eredményeit látva indokolt, a legjobb
illeszkedési mutatókkal a korrekció nélküli normális BMA módszer rendelkezik.

A 35 napos tanuló periódust használva ensemble előrejelzések, tényleges megfi-
gyelések és előrejelző sűrűségfüggvények 2012. május 7. és 2013. március 31. között
állnak rendelkezésünkre (az adatbázis első 35 napját elhagyva 323 nap marad). Ez
az időintervallum közel 4 héttel korábban indul, mint amit a tanuló periódus meg-
határozásához használtunk fel.

Első lépésként a modelljeinkkel készült előrejelzések kalibrációját vizsgáltuk meg
probability integral transform (PIT) hisztogramokkal (lásd 1.2 fejezet), mely jól mu-
tatja a nyers ensemble előrejelzések statisztikai utófeldolgozásának hasznosságát. A
2.11 ábrán láthatóak a normális BMA (lineáris, addit́ıv és korrekció nélküli esetben)
és a normális EMOS módszerek PIT hisztogramjai a két- illetve a háromcsoportos
esetben. Ezeket a 1.3 ábra bal oldalán látható nyers hőmérséklet ensemble veri-
fication rank hisztogramjával összehasonĺıtva azt mondhatjuk, hogy a statisztikai
utófeldolgozás minden módszer esetében jav́ıtott az előrejelzések pontosságán. Ezen
hisztogramok a lineáris és addit́ıv BMA módszer esetén közel egyenletesek, EMOS
módszernél kicsit rosszabbak, viszont a korrekció nélküli BMA módszer alkalmazásá-
val a PIT már túlkalibrálttá vált. Ezeket az álĺıtásokat konkrét vizsgálattal is meg
tudtuk erőśıteni, a 2.3 táblázat a PIT hisztogramok egyenletességérre alkalmazott
Kolmogorov-Szmirnov próba p értékeit tartalmazza. Mint látható, a lineáris és ad-
dit́ıv BMA módszer adja a legjobb PIT értékeket, az EMOS módszer is szintén jónak
mondható, viszont a korrekció nélküli BMA módszer adja a leggyengébb eredményt.
Megfigyelhető továbbá az is, hogy a háromcsoportos modell jobb mint a kétcsoportos.

Az 2.4 táblázat mutatja a BMA és EMOS módszerrel kapott valósźınűségi és
pontelőrejelzések értékeit, a nyers mintából számolt mutatók megfelelő értékeivel, a
2.5 táblázat pedig az előrejelzési képességet tesztelő Diebold-Mariano teszt eredménye-
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2.11. ábra. Normális BMA (lineáris, addit́ıv és korrekció nélküli esetben) és normális
EMOS módszerekkel kapott hőmérséklet előrejelzések PIT hisztogrammjai a két- és
a háromcsoportos esetben

BMA modell EMOS
lineáris addit́ıv korr. nélk. modell

Két csoport 0.1393 0.2405 2.2× 10−10 0.0062
Három csoport 0.2281 0.4617 4.1× 10−9 0.0093

2.3. táblázat. Hőmérséklet esetén alkalmazott előrejelző eloszlások PIT értékeinek
egyenletességére alkalmazott Kolmogorov-Szmirnov teszt p-értékei.

it mutatja. Látva ezeket az értékeket, megint megfigyelhető az utófeldolgozás je-
lentősége, az illeszkedési mutató értékei minden esetben jelentősen javultak a nyers
mintából számolt mutatókhoz képest, valamint a különböző módszerek CRPS és MAE
értékei szignifikánsan különbözőek. A CRPS, MAE és RMSE értékei csökkentek, a
83.33%-os előrejelző intervallumok lefedettsége nagymértékben nőtt, ezzel szemben
az élességük romlott, mert megnőtt az intervallumok átlagos szélessége (a 83.33%-
os előrejelző intervallumok 30% − 40%-kal szélesebbek mint a nyers mintáé). Ez a
jelenség az ensemble előrejelzések kis szóródásának a következménye, melyet a veri-
fication rank hisztogramon is láthattunk (1.3 ábra, bal oldal). Itt is megfigyelhető,
hogy a háromcsoportos modell jobb, mint a kétcsoportos. A különböző utófeldolgozó
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Átl. MAE RMSE El.int. Lefedettség
CRPS med. átl. med. átl. átl. szél. (%)

Két csoport
lin. BMA 1.082 1.510 1.510 1.979 1.977 5.138 83.00
add. BMA 1.103 1.540 1.533 2.003 1.987 5.515 84.21
k.nélk. BMA 1.113 1.554 1.544 2.017 2.001 5.719 84.80
EMOS 1.059 1.473 1.473 1.935 1.935 4.720 80.43

Három csoport
lin. BMA 1.080 1.508 1.506 1.977 1.973 5.137 83.28
add. BMA. 1.100 1.535 1.525 1.996 1.978 5.510 84.12
k.nélk. BMA 1.112 1.551 1.541 2.016 1.999 5.710 85.11
EMOS 1.059 1.469 1.469 1.931 1.931 4.752 80.53

Nyers ensemble 1.228 1.567 1.551 2.043 2.013 3.982 60.53

2.4. táblázat. Valósźınűségi előrejelzések átlagos CRPS értékei, medián és átlag
előrejelzések MAE és RMSE értékei, előrejelző intervallumok átlagos szélessége és
a 83.33%-os lefedettség hőmérséklet esetén (Kelvinben megadva).

Előrejelzés lin. BMA add. BMA k.n. BMA EMOS Ensemble
lin. BMA - -2.612 -3.392 2.848 -12.042

(0.009) (0.001) (0.004) (0.000)
add. BMA 2.164 - -1.991 5.149 -14.699

(0.031) (0.047) (0.000) (0.000)
k.n. BMA 2.805 1.617 - 5.304 -19.066

(0.005) (0.106) (0.000) (0.000)
EMOS -5.211 -5.488 -5.475 - -14.473

(0.000) (0.000) (0.000) (0.000)
Ensemble 3.403 2.401 1.820 6.078 -

(0.001) (0.016) (0.067) (0.000)

2.5. táblázat. Az előrejelző képességet tesztelő CRPS értékeken (felső háromszög)
és a medián előrejelző hibáin (alsó háromszög) alapuló Diebold-Mariano teszt
eredményei az ALADIN-HUNEPS hőmérséklet előrejelzések esetén (próbastatisztika
és p-értékek). A próbastatisztika negat́ıv/pozit́ıv értékei azt jelzik, hogy a sor/oszlop
fejlécében levő modell rendelkezik a jobb előrejelző képességgel, a félkövér számok
pedig a 0.05 szignifikancia szint alatti p-értéket jelölik.

módszereket összehasonĺıtva egyrészt megfigyelhető, hogy az EMOS adja a legkisebb
CRPS, MAE és RMSE értékeket, a legélesebb előrejelző intervallumokat, mind a két-
mind pedig a háromcsoportos esetben, viszont a lefedettsége jóval az elvárt 83.33%
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2.12. ábra. A fagy valósźınűségét ábrázoltuk Debrecen városra, 2012. december 01.
és 2013. február 28. között. A fekete görbe a lineáris BMA, a kék az addit́ıv BMA
és a piros a korrekció nélküli BMA módszerekkel kapott előrejelzéseket mutatják,
mı́g a zöld görbe a nyers ensemble előrejelzéseket mutatja. A v́ızszintes tengelyen a
függőleges vonalkák jelzik azokat a napokat, amikor ténylegesen fagy történt.

alatt van. Ugyanakkor a lineáris BMA módszer CRPS, MAE és RMSE értékei csak
kicsit rosszabbak ettől, és ez a módszer adja a legjobb lefedettséget. A PIT hisztogra-
mok eredményeit is figyelembe véve (2.11 ábra és 2.3 táblázat) megállaṕıtható, hogy
a négy módszer közül a normális BMA módszer lineáris korrekcióval adja a legjobb
illeszkedést.

A 2.12 ábrán egy példával illusztráltuk a statisztikai utófeldolgozás jelentőségét.
Az ábrán a fagy (annak a valósźınűsége, hogy a hőmérséklet 0 fok alatt lesz) valósźınű-
ségét ábrázoltuk Debrecen városra, 2012. december 1. és 2013. február 28. között. A
v́ızszintes tengelyen a függőleges vonalkák jelzik azokat a napokat, amikor ténylegesen
fagyott. A fekete görbe a lineáris BMA, a kék az addit́ıv BMA és a piros a korrekció
nélküli BMA módszerekkel kapott előrejelzéseket, mı́g a zöld görbe a nyers ensemble
előrejelzéseket mutatja. Ránézésre is látszik, hogy amikor ténylegesen fagy történt,
akkor a nyers ensemble nulla valósźınűséggel jelzett fagyot, mı́g a BMA módszerrel
kapott előrejelzések, rendre jól jelzik előre, hogy fagyni fog. Ez a példa is jól mutatja,
mennyire szükségszerű lenne a nyers ensemble előrejelzések statisztika utófeldolgozása
a hétköznapokban is.

Szélsebesség

A 11 tagú ALADIN-HUNPES szélsebesség ensemble esetén 43 napos tanuló periódus-
sal gamma BMA, csonḱıtott normális BMA és csonḱıtott normális EMOS módszert al-
kalmaztunk, két- illetve háromcsoportos esetben. Így ensemble előrejelzések, tényleges
megfigyelések és előrejelző sűrűségfüggvények 2012. május 15. és 2013. március 31.
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között állnak rendelkezésünkre (313 naptári nap).

Először a különböző utófeldolgozó módszerek 2.13 ábrán látható PIT hisztogramm-
jait hasonĺıtottuk össze a nyers szélsebesség ensemble verification rank hisztogramjával
(1.3 ábra, jobb oldal). A statisztikai utófeldolgozás eredménye jól látható, habár a
csonḱıtott normális BMA módszer túlkalibráltnak tűnik ez alapján. A 2.6 táblázatban
feltüntetett Kolmogorov-Szmirnov próba p-értékei alapján a csonḱıtott normális BMA
módszer adja a legrosszabb illeszkedést, mı́g a gamma BMA és EMOS modellek PIT
hisztogramjait egyenletesnek fogadhatjuk el. A BMA módszerek esetén a háromcso-
portos modell jobb, mint a kétcsoportos, mı́g az EMOS módszernél ez pont ford́ıtva
van.

Hasonló viselkedés figyelhető meg egyrészt a 2.7 táblázatnál is, ahol a BMA és
EMOS módszerekkel kapott valósźınűségi és pontelőrejelzések illeszkedési mutatóit
láthatjuk a nyers mintából számolt hasonló mutatók megfelelő értékeivel együtt, vala-
mint a 2.8 táblázatnál, ahol a Diebold-Mariano teszt eredményeit láthatjuk. Először a
valósźınűségi előrejelzéseket tekintve, melyek a CRPS mutató, a 83.33%-os előrejelzési
intervallumok átlagos szélessége illetve a lefedettség, a hőmérséklethez hasonló módon
az figyelhető meg, hogy az utófeldolgozással készült előrejelzések esetén a CRPS
értékek kisebbek, az előrejelzési intervallumok átlagosan szélesebbek és jobb lefe-
dettséget adnak, mint a nyers mintából számolt megfelelő értékek. Másrészt az alkal-
mazott modellekkel kapott CRPS és MAE értékek szignifikánsan különbözőek. Mind a
két- mind a háromcsoportos esetben a legkisebb CPRS értékeket a csonḱıtott normális
BMA módszer adja, mı́g az EMOS szolgáltatja a legszűkebb előrejelző intervallu-
mokat és a legjobb lefedettséget. A pontbecsléseket tekintve a csonḱıtott normális
BMA és EMOS előrejelző sűrűségfüggvényekkel kapott MAE és RMSE értékek ki-
sebbek mint, a nyers mintából számoltak. A gamma BMA módszer rosszabbnak
bizonyult, hiszen itt az illeszkedési mutató értékei növekedtek. Ennek egy lehetséges
magyarázata az, hogy a vizsgált időszakban (2012. május 15. és 2013. március 31.
közötti időszak) a nyers ensemble átlaga és mediánja is túlbecsülik a tényleges meg-
figyelést (az átlagos torźıtásuk (standard hibájuk) medián esetén: 0.0907 (0.0249) és
átlag esetén: 0.0972 (0.0244)). Ezt a kis torźıtást egy megfelelő torźıtás korrekcióval
el kell tüntetni. Másrészről úgy véljük, hogy a gamma BMA módszer nagyon egy-
szerű torźıtás korrekciója nem képes kezelni ezt a pontatlanságot, sőt még további
hibákat eredményezne. A két csoportos modell esetén a gamma BMA előrejelző el-
oszlás mediánjának és átlagának átlagos torźıtása −0.1935 és −0.1318, 0.025 és 0.0253
standard hibával, mı́g az EMOS módszer adja a legkisebb MAE és RMSE értékeket, a
torźıtásuk pedig −0.0735 és −0.0293, a standard hiba mindkét esetben 0.0242. Ilyen
módon az EMOS módszer képes a már létező torźıtást kompenzálni, hasonlóan a
csonḱıtott normális BMA módszer is, de a gamma BMA módszer sajnos nem tudja.
A két BMA módszer közötti különbséget az szolgáltatja, hogy a torźıtás korrekciós
algoritmusuk nagyon eltérő.

Összegzésképp elmondható, hogy a gamma BMA módszer felülmúlja a másik két
módszert a PIT értékek esetében, viszont ez a módszer adja a legnagyobb CRPS
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Three-group gamma BMA
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2.13. ábra. Gamma és csonḱıtott normális BMA, valamint csonḱıtott normális
EMOS módszerekkel kapott szélsebesség előrejelzések PIT hisztogrammjai a két- és
a háromcsoportos esetben

BMA modell EMOS
gamma cs. normális modell

Két csoport 0.1812 0.0023 0.1272
Három csoport 0.2085 0.0043 0.0967

2.6. táblázat. Szélsebesség esetén alkalmazott előrejelző eloszlások PIT értékeinek
egyenletességére alkalmazott Kolmogorov-Szmirnov teszt p-értékei.

értékeket, és a pontbecslések értékei is nagyon gyengék. Az EMOS és a csonḱıtott
normális BMA módszer MAE és RMSE értékei egymáshoz eléggé hasonlóak és jóval
kisebbek, mint a nyers mintából számolt megfelelő értékek. Az utóbbi két módszer
közül a csonḱıtott normális BMA adja a legkisebb CRPS értékeket, mı́g az EMOS
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Átl MAE RMSE El. int. Lefedettség
CRPS med. átl. med. átl. átl. szél. (%)

Két csoport
g. BMA 0.760 1.075 1.090 1.418 1.427 3.715 81.87
cs.n. BMA 0.698 1.045 1.047 1.369 1.363 3.762 85.46
EMOS 0.738 1.037 1.038 1.359 1.357 3.534 83.59

Három csoport
g. BMA 0.761 1.075 1.083 1.419 1.405 3.706 82.03
cs.n. BMA 0.698 1.044 1.046 1.370 1.364 3.750 85.08
EMOS 0.735 1.038 1.039 1.362 1.360 3.522 83.11

Nyers ensemble 0.803 1.069 1.055 1.398 1.373 2.884 68.22

2.7. táblázat. Valósźınűségi előrejelzések átlagos CRPS értékei, medián és átlag
előrejelzések MAE és RMSE értékei, előrejelző intervallumok átlagos szélessége és
a 83.33%-os lefedettség szélsebesség esetén (m/s-ban megadva).

Előrejelzés gamma BMA cs.n. BMA EMOS Ensemble
gamma BMA - 16.983 5.656 -5.365

(0.000) (0.000) (0.001)
cs.n. BMA -4.732 - -18.604 -17.452

(0.006) (0.000) (0.000)
EMOS -5.677 -2.285 - -12.661

(0.001) (0.022) (0.000)
Ensemble -0.501 2.895 4.344 -

(0.616) (0.004) (0.010)

2.8. táblázat. Az előrejelző képességet tesztelő CRPS értékeken (felső háromszög) és a
medián előrejelző hibáin (alsó háromszög) alapuló Diebold-Mariano teszt eredményei
az ALADIN-HUNEPS szélsebesség előrejelzések esetén (próbastatisztika és p-értékek).
A próbastatisztika negat́ıv/pozit́ıv értékei azt jelzik, hogy a sor/oszlop fejlécében
levő modell rendelkezik a jobb előrejelző képességgel, a félkövér számok pedig a 0.05
szignifikancia szint alatti p-értéket jelölik.

adja a legélesebb előrejelző intervallumokat, valamint a PIT hisztogramja is jobb,
ı́gy azt mondhatjuk, hogy a nyers szélsebesség ensemble előrejelzések esetén ennek a
módszernek van a legjobb előrejelző képessége.



3. fejezet

Csapadék előrejelzések

statisztikai utófeldolgozása

A csapadékmennyiség statisztikai utófeldolgozása jóval nehezebb, mint bármely más
időjárási mennyiségé, több okból kifolyólag. Először is a diszkrét-folytonos természete
megneheźıti, hogy találjunk egy megfelelő parametrizált modellt. Figyelembe kell
venni, hogy a nulla csapadéknak lehet pozit́ıv valósźınűsége, illetve pozit́ıv mennyiségű
csapadékot folytonos eloszlással kell modellezni. Másrészről, az előrejelzési bizonyta-
lanság a várható csapadékmennyiség terjedelmének függvényében nő. Végül pedig
a megfigyelések között sok a nulla érték, az ilyen esetek miatt hatalmas mennyiségű
adatállományra lenne igény.

Egy olyan nemnegat́ıv eloszlásra van szükségünk, mely pozit́ıv valósźınűséget en-
ged a nulla csapadéknak. Egy nullában balról cenzorált folytonos eloszlást fogunk
használni, melynek az is az előnye, hogy a nulla csapadék valósźınűsége az eredeti
eloszlásfüggvényből direkt módon számolható, ı́gy együtt kezelhetőek a nulla és a
pozit́ıv csapadékmennyiségű esetek is.

Scheuerer (2014) EMOS modellje egy cenzorált, általánośıtott extrém érték mo-
dellt használ fel, melynek paramétere biztośıtja a pozit́ıv ferdeséget és a véges várható
értéket. Ezzel szemben az általunk késźıtett EMOS módszer (Baran and Nemoda,
2016) egy cenzorált, eltolt gamma (CSG) eloszláson alapszik, mely Scheuerer and Ha-
mill (2015) összetett modelljének egy egyszerűśıtett továbbfejlesztése. Scheuerer and
Hamill (2015) egy háromlépéses eljárást javasol, ahol először egy CSG modellt illesz-
tenek a megfigyelések klimatológiai eloszlására. Ezek után az előrejelzéseket alkalma-
san módośıtva különböző ensemble jellemzőket számolnak, majd nem-homogén reg-
resszióval e jellemzőket összekapcsolják a CSG modellel. Az általunk javasolt modell
egyetlen lépésből áll, azonban a CSG EMOS itt magukat az ensemble előrejelzéseket
kalibrálja. Sajnos a megfelelő kódok hiányában a két módszer azonos adatokon való
összehasonĺıtását nem tudtuk megvalóśıtani.

43
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3.1. Cenzorált, eltolt gamma EMOS model

Tekintsünk a Γ(k, θ) k-adrendű θ paraméterű gamma eloszlást, amelynek sűrűségfügg-
vénye

gk,θ(y) :=

{
xk−1e−y/θ

θkΓ(k) , y > 0,

0, különben,
(3.1.1)

ahol Γ(k) jelöli a gamma függvény k-beli értékét. A gamma eloszlást paramet-
rizálhatjuk a µ > 0 várható értékével és σ > 0 szórásával az alábbi kifejezéseket
felhasználva

k = µ2/σ2 és θ = σ2/µ. (3.1.2)

Legyen δ > 0 és jelölje Γ0(k, θ, δ) az eltolt, nullában balról cenzorált (CSG) k-adrendű
θ skála- δ eltolásparaméterű gamma eloszlást, melynek eloszlásfüggvénye az alábbi
szerint definiálható

G0
k,θ,δ(y) :=

{
Gk,θ(y + δ), y ≥ 0,

0, különben,
(3.1.3)

ahol Gk,θ a Γ(k, θ) eloszlás eloszlásfüggvénye. Ez az eloszlás az origóhoz a Gk,θ(δ)
súlyt rendeli, általánośıtott sűrűségfüggvénye pedig

g0k,θ,δ(y) := Iy=0Gk,θ(δ) + Iy>0(1−Gk,θ(δ))gk,θ(y + δ).

Rövid számolással kapjuk a Γ0
k,θ,δ eloszlás κ várható értékét

κ = θk(1−Gk,θ(δ))(1 −Gk+1,θ(δ)− δ(1−Gk,θ(δ))
2, (3.1.4)

továbbá a (3.1.3) eloszlás qp (0 < p < 1) p-kvantilise egyenlő 0, ha p ≤ Gk,θ(δ),
egyébként pedig a Gk,θ(qp + δ) = p egyenlet megoldása.

A fent bevezetett CSG modellben az f1, f2, . . . , fK megkülönböztethető ensemble
tagok (például UWME, lásd 1.3.1 fejezet) az alapul szolgáló gamma eloszláshoz a

µ = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK és σ2 = b0 + b1f̄ , (3.1.5)

összefüggéssel kapcsolódnak, ahol f̄ jelöli az ensemble átlagát. Felcserélhető ensemble
esetén (például ALADIN-HUNEPS, lásd 1.3.2 fejezet) a (3.1.5) modell megfelelő
alakja

µ = a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ a1

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK és σ2 = b0 + b1f̄ . (3.1.6)

Megjegyezzük, hogy általában az EMOS modellek esetén a várható érték (hely)
paraméter az egyes ensemble előrejelzések affin függvényeként áll elő (Thorarinsdottir
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and Gneiting, 2010; Scheuerer, 2014; Baran and Lerch, 2015), a szórás paraméter
pedig az ensemble különféle jellemzőitől függhet. Esetünkben a variancia az ensemble
átlagának affin függvénye, melyhez hasonló esetet Sloughter et al. (2007) gamma
BMA modellje használ. Így a modellben az előrejelzésekben felmerülő bizonytalanság
az ensemble átlaggal arányosan nő. Vizsgálataink során a szórás paraméter különböző
előálĺıtásait is teszteltük. Megvizsgáltuk a

σ2 = b0 + b1S
2 és σ2 = b0 + b1MD

modelleket, ahol S2 az ensemble szórásnégyzete, MD pedig az ensemble előrejelzések
különbségeinek az átlaga (lásd (1.1.9) defińıció), valamint az eddigiek természetes
módośıtásait, a

σ2 = b0 + b1S
2 + b2f̄ és σ2 = (b0 + b1f̄)

2

modelleket, de a (3.1.5) és (3.1.6) paraméterezéssel kapott CSG EMOS modell felül-
múlja a fenti szórásokkal kapott CSG EMOS modelleket.

Követve Gneiting and Raftery (2005) valamint Scheuerer (2014) ötletét a (3.1.5)
és (3.1.6) modell a0, a1, . . . , aK ≥ 0 várható érték paramétereit és b1, b1 ≥ 0 szórás
paramétereit CRPS minimalizációs módszerrel becsültük meg. Megjegyezzük, hogy
az átlagos CRPS mutató minimalizálása mellett megvizsgáltuk a ML becslést is, de az
ı́gy kapott CSG EMOS modell előrejelző képessége csökkent, ı́gy ezeket az értékeket
fel sem tüntetjük.

3.2. Eredmények

A cenzorált, eltolt gamma EMOS modellt az UWME és az ALADIN-HUNEPS csa-
padék ensemble előrejelzéseken teszteltünk, és az eredményeket összehasonĺıtottuk
Scheuerer (2014) általánośıtott extrémérték EMOS modelljével (GEV EMOS) és Slo-
ughter et al. (2007) gamma BMA modelljével, valamint a nyers ensemble illeszkedési
mutatóival. Scheuerer (2014) javaslatait figyelembe véve, a GEV EMOS modell adott
napra vonatkozó paraméterbecslésekor a BFGS (lásd 1.2 fejezet) optimalizációs algo-
ritmusnál kezdeti értéknek az előző napra vonatkozó becslést használtuk fel. Így a
módszer előrejelző képessége valamelyest növekedett, viszont a mi adatainkra a CSG
EMOS modellben a rögźıtett kezdeti érték feltételek szolgáltattak jobb előrejelzéseket.
Esetünkben globális EMOS módszert tekintettünk (lásd Thorarinsdottir and Gneiting
(2010)), mely az összes állomásról származó ensemble előrejelzéseket és tényleges meg-
figyeléseket veszi figyelembe, majd a teljes adatsorra egyetlen paraméterhalmazt álĺıt
elő.

3.2.1. University of Washington mesoscale ensemble

Az UWME adatállományt különböző kezdeti és peremfeltételekkel generálják, ı́gy
ezek az ensemble tagok egymástól egyértelműen megkülönböztethetőek. Ezek alapján
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3.1. ábra. Az UWME csapadék előrejelzéseire vonatkozó CSG EMOS modell esetén
az előrejelző eloszlások átlagos CRPS értékei, és az előrejelzések mediánjainak MAE
értékei a tanuló periódus hosszának függvényében.

a CSG EMOS modellben szereplő gamma eloszlás várható értéke és szórása (3.1.5)
képlet alapján függ az ensemble tagoktól, ahol K = 8. Nyilvánvalóan a GEV EMOS
és a gamma BMA modellek (lásd 1.1.4 és 1.1.2 fejezet) esetében szintén a nem-
felcserélhető ensemble tagok esetét tekintettük.

A tanuló periódust 20, 25, . . . , 100 napnak tekintve, a CSG EMOS és a gamma
BMA modellek CRPS és MAE értékeinek részletes vizsgálatakor azt tapasztaltuk,
hogy mindkét mutató globális minimuma 70 napnál van, a 3.1 ábrán a CSG EMOS
modellel kapott CRPS és MAE mutatók értékei láthatók. Így a 2008-as évre vonat-
kozó UWME előrejelzések utófeldolgozása során 70 napos tanuló periódust választot-
tunk.

A 3.2 ábrán a nyers ensemble előrejelzések verification rank hisztogramja valamint
a CSG EMOS, GEV EMOS és gamma BMA modellek PIT hisztogramjai láthatóak,
egyértelműen mutatva a statisztikai utófeldolgozás előnyét. Sajnálatos módon a
Kolmogorov-Szmirnov teszt elveti a modellek PIT értékeinek egyenletességét, a legna-
gyobb p-értéket a GEV EMOS modell (5.562 ·10−3) adja. A kis p-értéket feltehetőleg
a nagy mintaelemszám miatt kapott numerikus problémák okozzák (lásd Baran et

al., 2013). A 3.1 táblázatban átlagos p-értéket adtunk meg, amiket úgy kaptunk,
hogy az átlagát vettük 10000 darab, egyenként 2500 elemű minta p-értékének. Ezek
az átlagok már szépen követik a 3.2 ábrán látható hisztogramok alakját.
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3.2. ábra. A nyers UWME verification rank hisztogramja, valamint a BMA és EMOS
utófeldolgozott előrejelzések PIT hisztogramjai a 2008-as évre.

Model CSG EMOS GEV EMOS Gamma BMA

Átlagos p-érték 0.154 0.310 0.044

3.1. táblázat. Kolmogorov-Szmirnov teszt p-értékei az UWME PIT értékeinek egyen-
letességére. Minden esetben egy 10000 darabból álló, darabonként 2500 elemű minta
p-értékének vettük az átlagát.

A 3.2 táblázat a valósźınűségi előrejelzések átlagos CRPS értékeit, a medián
előrejelzések MAE értékeit, valamint a 77.78% előrejelző intervallumok lefedettség és
átlagos szélességeit tartalmazza a két EMOS módszer, a gamma BMA modell, illetve
a nyers ensemble esetén. Ehhez kapcsolódik a 3.3 táblázat, mely a Diebold-Mariano
teszt eredményeit mutatja. Ezeket az eredményeket vizsgálva egyértelműen megfi-
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Előrejelzés CRPS MAE Lefedettség (%) Átl. szél.
CSG EMOS 2.252 3.019 80.46 8.350
GEV EMOS 2.283 3.033 79.91 8.683
Gamma BMA 2.357 3.220 83.44 9.515
Nyers ensemble 2.929 3.708 67.95 8.599

3.2. táblázat. Valósźınűségi előrejelzések átlagos CRPS értékei, a medián előrejelzések
MAE értékei, valamint a lefedettség és a 77.78% központi előrejelző intervallumok
átlagos szélességei az UWME adatsorra

Előrejelzés CSG EMOS GEV EMOS Gamma BMA Ensemble
CSG EMOS - -5.237 -4.909 -29.265

(0.000) (0.000) (0.000)
GEV EMOS 1.631 - -3.688 -26.845

(0.103) (0.000) (0.000)
Gamma BMA 5.648 5.892 - -15.556

(0.000) (0.000) (0.000)
Ensemble 21.967 20.504 9.076 -

(0.000) (0.000) (0.000)

3.3. táblázat. Az előrejelző képességet tesztelő CRPS értékeken (felső háromszög) és a
medián előrejelző hibáin (alsó háromszög) alapuló Diebold-Mariano teszt eredményei
az UWME esetén (próbastatisztika és p-értékek). A próbastatisztika negat́ıv/pozit́ıv
értékei azt jelzik, hogy a sor/oszlop fejlécében levő modell rendelkezik a jobb előrejelző
képességgel, a félkövér számok pedig a 0.05 szignifikancia szint alatti p-értéket jelölik.

Előrejelzés CRPSS Brier Skill Mutató
0 mm 5 mm 15 mm 25 mm 30 mm

CSG EMOS 0.231 0.393 0.243 0.268 0.248 0.237
GEV EMOS 0.221 0.403 0.219 0.252 0.239 0.235
Gamma BMA 0.196 0.419 0.231 0.240 0.196 0.188

3.4. táblázat. CRPSS és BSS értékek, referenciaként nyers UWME előrejelzéseket
használtuk.

gyelhető a statisztikai utófeldolgozás előnye. A különböző utófeldolgozó modellek
CRPS és MAE értékei egyrészt jelentősen csökkentek a nyers ensemble ugyanezen mu-
tatóihoz képest, másrészt nagymértékű fejlődést értünk el a lefedettség tekintetében
is. A két EMOS modell CRPS és MAE értékei között nincs nagy különbség, vi-
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3.3. ábra. A nyers ensemble, a CSG és GEV EMOS, valamint a gamma BMA
módszerekkel utófeldolgozott előrejelzések megb́ızhatósági diagramjai az UWME
adatsorra a 2008-as évre. A belső hisztogramok az egyes osztópontok log10-es skálán
vett gyakoriságát mutatják.

szont egyértelműen jobb előrejelzéseket adnak, mint a gamma BMA módszer. A CSG
EMOS modell szolgáltatja a szűkebb előrejelző intervallumot és majdnem tökéletes
lefedettséget biztośıt, mı́g a másik két módszer esetén kapott hasonló intervallumok
még a nyers mintához tartozótól is szélesebbek.

A statisztikai utófeldolgozás eredményességét mutatja továbbá a 3.4 táblázatban
látható CRPSS és BSS mutatók értéke és a 3.3 ábrán látható megb́ızhatósági diagra-
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mok is. A gamma BMA modell jelzi előre legjobban a pozit́ıv mennyiségű csapadék
valósźınűségét, mı́g az 5 mm-es küszöbértéket meghaladva az EMOS modellek te-
kinthetők jobbnak, viszont a CSG EMOS modell felülmúlja a GEV EMOS előrejelző
képességét. Így azt a következtetést lehet levonni, hogy az UWME adatállomány
esetén mindkét EMOS modell jobb előrejelzést szolgáltat, mint a nyers ensemble
vagy a gamma BMA modell, és az általunk késźıtett CSG EMOS modell előrejelző
képessége van olyan jó, mint a GEV EMOS modellé.

3.2.2. ALADIN-HUNEPS ensemble

A 11 tagú ALADIN-HUNEPS csapadék ensemble egy kontroll és 10 felcserélhető
tagból áll, ı́gy az ensemble tagok egy természetes csoportośıtását alkalmaztuk, azaz
az első csoportba a kontroll tag, mı́g a másodikba a 10 felcserélhető ensemble tag
került. Ily módon a CSG EMOS (3.1.6) modellben K = 2,M1 = 1 és M2 = 10, és ezt
a csoportośıtást alkalmaztuk a GEV EMOS és a gamma BMA modellnél is.

Először az optimális tanuló periódus hosszát határoztuk meg, amelyhez 20, 25, . . .
. . . , 100 nap hosszúságú tanuló periódusok átlagos CRPS és MAE értékeit hasonĺıtot-
tuk össze. Ahhoz, hogy össze tudjuk hasonĺıtani a különböző hosszúsághoz tartozó
eredményeket, minden esetben 2011. január 10. és 2011 március 25. közötti adatsort
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3.4. ábra. Az ALADIN-HUNEPS csapadék előrejelzéseire vonatkozó CSG EMOS
modell esetén az előrejelző eloszlások átlagos CRPS értékei, és az előrejelzések
mediánjainak MAE értékei a tanuló periódus hosszának függvényében.



3.2. EREDMÉNYEK 51
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3.5. ábra. A nyers ALADIN-HUNEPS verification rank hisztogramja, valamint a
BMA és EMOS utófeldolgozott előrejelzések PIT hisztogramjai a 2010.11.27. és
2011.03.25. közötti időszakra.

Model CSG EMOS GEV EMOS Gamma BMA

Átlagos p-érték 0.119 0.921 0.003

3.5. táblázat. Kolmogorov-Szmirnov teszt p-értékei az ALADIN-HUNEPS PIT érté-
keinek egyenletességére. Minden esetben egy 10000 darabból álló, darabonként 2500
elemű minta p-értékeinek vettük az átlagát.

tekintettünk. A tanuló periódus függvényében ábrázolva az átlagos CRPS és MAE
mutatók görbéit, azt tapasztaltuk, hogy mindkettőnek globális minimuma van 85
napnál, habár 55 napnál egy erős törés történik, azaz eddig a napig meredek csökkenés
látható, majd 55 nap után laposan tart ehhez a minimumhoz. Mivel általában a
minél rövidebb tanuló periódus a preferált, az ALADIN-HUNEPS csapadék ensemble
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Előrejelzés CRPS MAE Lefedettség (%) Átl. szél.
CSG EMOS 0.465 0.636 89.15 2.185
GEV EMOS 0.477 0.641 86.53 2.192
Gamma BMA 0.532 0.708 93.73 2.854
Nyers ensemble 0.485 0.640 84.24 2.436

3.6. táblázat. Valósźınűségi előrejelzések átlagos CRPS értékei, a medián előrejelzések
MAE értékei, valamint a lefedettség és a 77.78% központi előrejelző intervallumok
átlagos szélességei az ALADIN-HUNEPS adatsorra

Előrejelzés CSG EMOS GEV EMOS Gamma BMA Ensemble
CSG EMOS - -2.758 -3.978 -2.928

(0.006) (0.000) (0.003)
GEV EMOS 0.799 - -3.586 -1.177

(0.425) (0.000) (0.239)
Gamma BMA 2.682 2.697 - 2.498

(0.007) (0.007) (0.013)
Ensemble 0.246 -0.078 -2.109 -

(0.806) (0.939) (0.035)

3.7. táblázat. Az előrejelző képességet tesztelő CRPS értékeken (felső háromszög) és a
medián előrejelző hibáin (alsó háromszög) alapuló Diebold-Mariano teszt eredményei
az ALADIN-HUNEPS esetén (próbastatisztika és p-értékek). A próbastatisztika ne-
gat́ıv/pozit́ıv értékei azt jelzik, hogy a sor/oszlop fejlécében levő modell rendelkezik a
jobb előrejelző képességgel, a félkövér számok pedig a 0.05 szignifikancia szint alatti
p-értéket jelölik.

esetén 55 napos tanuló periódust használtunk, ami alapján ensemble előrejelzések és
tényleges megfigyelések 119 napra (2010 november 27. és 2011 március 25. között)
érhetők el (ezt az első 55 nap elhagyásával kaptuk). Ez összesen 1180 előrejelzést
jelent, mivel 2011. február 15-én 3 előrejelzés hiányzott, ı́gy ezt a napot kihagytuk a
feldolgozásból. Ez az időintervallum 6 héttel korábban indul, mint az, amit a tanuló
periódus optimális hosszának meghatározásához használtunk.

A 3.5 ábrán látható a nyers ensemble verification rank hisztogramja és az utófeldol-
gozott előrejelzések PIT hisztogramjai, amik jól illusztrálják az utófeldolgozás pozit́ıv
hatását. A két EMOS módszernél a Kolmogorov-Szmirnov próba elfogadja az egyenle-
tességet (3.5 táblázat), a gamma BMA modell viszont púpos alakú lett, amely túlzott
szórást jelez.

A két EMOS módszert tekintve hasonló eredményeket kaptunk, mint az UWME
esetén. A 3.6 táblázat az illeszkedési mutatók értékeit, a 3.7 táblázat pedig a Diebold-
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Előrejelzés CRPSS Brier Skill Mutató
0 mm 1 mm 5 mm 7 mm 9 mm

CSG EMOS 0.042 0.094 0.057 -0.011 -0.025 0.019
GEV EMOS 0.017 0.166 0.008 -0.022 -0.030 0.027
Gamma BMA -0.098 0.151 -0.070 -0.265 -0.136 -0.023

3.8. táblázat. CRPSS és BSS értékek, referenciaként nyers ALADIN-HUNEPS előre-
jelzéseket használtuk.

Mariano teszt eredményeit mutatja. A CSG és GEV EMOS módszerek MAE értékei
között nincs szignifikáns különbség, viszont a CSG EMOS adja a legkisebb CRPS
értékeket és a legélesebb 83.33%-os előrejelző intervallumokat. Emellett mindkét
EMOS módszer felülmúlja mind a nyers ensemble, mind pedig a gamma BMA mód-
szerrel kapott előrejelzéseket, annak ellenére, hogy a nyers ensemble előrejelzések sok-
kal pontosabbak, mint a BMA módszerrel kapott előrejelzések. Megjegyezzük, hogy
a gamma BMA modell nagy CRPS értéke és lefedettsége szinkronban van a 3.5 ábrán
látható PIT hisztogrammal.

Az ALADIN-HUNEPS ensemble jó előrejelző képessége látható egyrészt a 3.8
táblázatban, itt sok a negat́ıv BSS érték, valamint a 3.6 ábrán látható megb́ızhatósági
diagramokon is. Az UWME-hez hasonlóan a gamma BMA módszer jelzi előre leg-
jobban a pozit́ıv mennyiségű csapadékot, viszont magasabb küszöbértékek esetén a
CSG és GEV EMOS módszer, valamint a nyers ensemble előrejelzések adnak jobb
előrejelzést. A 3.6 ábrán láthatók gráfok hektikus viselkedése valósźınűleg a rövid
adatállománynak köszönhető, hiszen összesen 394 darab pozit́ıv mennyiségű csapadék
megfigyelés van, mely körülbelül egyharmada a megfigyeléseknek.

A PIT értékek egyenletességét és az illeszkedési mutatók értékeit figyelembe véve
(3.6 és 3.8 táblázat) összefoglalásként azt mondhatjuk, hogy az ALDIN-HUNEPS
csapdék előrejelzései esetén az általunk kifejlesztett új CSG EMOS modellnek van a
legjobb előrejelző képessége.
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3.6. ábra. A nyers ensemble, a CSG és GEV EMOS, valamint a gamma BMA
módszerekkel utófeldolgozott előrejelzések megb́ızhatósági diagramjai az ALADIN-
HUNEPS adatsorra a 2010.11.27. és 2011.03.25. közötti időszakban. A belső hisz-
togramok az egyes osztópontok log10-es skálán vett gyakoriságát mutatják.



Összefoglalás

Az időjárás előrejelzés célja az, hogy egy megb́ızható előrejelzést adjunk az atmoszféra
jövőbeli állapotáról, tényleges megfigyelések, korábbi előrejelzések, illetve az atmosz-
féra dinamikáját léıró matematikai modellek seǵıtségével. Ezek a modellek olyan
nemlineáris parciális differenciálegyenletekből állnak, melyeknek csak numerikus meg-
oldása van. A numerikus időjárás-előrejelzés (NWP) problémája az, hogy a megoldás
erősen függ a modell kezdeti érték paramétereitől.

Az előrejelzések bizonytalanságának csökkentése érdekében fejlesztették ki az en-
semble (együttes) előrejelzési technikát (Leith, 1974). Ezeket úgy késźıtik, hogy a
kezdeti érték feltételeket vagy a modell paramétereit kismértékben megváltoztatják
(perturbálják), és mindegyik változattal késźıtenek egy előrejelzést. Ezen ensemble-
együttes átlagát vagy mediánját felhasználva kapnak pontbecsléseket, melyekkel már
nagymértékben sikerül csökkenteni az NWP modellek előrejelzési hibáit. Napjainkban
minden fontosabb meteorológiai szolgálat üzemeltet valamilyen ensemble előrejelző
rendszert (Ensemble prediction system; EPS). Az esetek többségben az ensemble
előrejelzéseknek kicsi a szóródásuk, valamint a belőlük származó előrejelzések nem ka-
libráltak. Az ensemble előrejelzések pontosságát különböző utófeldolgozó módszerek-
kel sikerült jav́ıtani.

Ezen disszertáció témája különböző valósźınűségi időjárás modellek bemutatása,
illetve azok alkalmazása magyarországi adatokra. A dolgozat három részből tevődik
össze. Manapság a Bayesian model averaging (BMA; Raftery et al., 2005) és az En-
semble model output statistics (EMOS; Gneiting et al., 2005) a két legszéleskörűbben
alkalmazott statisztikai utófeldolgozó módszer, melyeket az 1.1. alfejezetben mutatok
be.

A BMA módszer egy olyan előrejelző eloszlást álĺıt elő, mely az egyes ensemble
tagokhoz tartozó sűrűségfüggvények keverékeként adódik. Legyen y egy tetszőleges
időjárási mennyiség, valamint legyen f1, . . . , fK a hozzá tartozó ensemble előrejelzés
egy adott helyre és időre vonatkozóan. Az y sűrűségfüggvényét jelölje gk(y|fk), feltéve,
hogy a tanuló időszakban a legjobb előrejelzést fk adta. A BMA előrejelző eloszlás
általános alakja

p
(
y|f1, . . . , fK) =

K∑

k=1

ωkgk(y|fk),

55
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ahol ωk annak a posteriori valósźınűsége, hogy a tanuló időszakban fk volt a legjobb
előrejelzés. Az ωk súlyok valósźınűségi eloszlást alkotnak, azaz egyrészt nemnegat́ıvak,
másrészt

∑K
k=1 ωk = 1. A modellek paramétereinek a becslését a tanuló periódus

alapján végezzük el, ami az előző n napra vonatkozó tényleges megfigyelésekből és
ensemble előrejelzésekből áll.

Az eddig bemutatott módszer akkor alkalmazható, amikor az ensemble előrejelzé-
sek egymástól egyértelműen megkülönböztethetőek, azaz mindegyik tag azonośıtható
és visszakövethető. Manapság a legtöbb EPS olyan előrejelzés családot generál, amely
statisztikailag megkülönböztethetetlen ensemble tagokból álló csoportokat tartalmaz,
ez a kezdeti érték feltételek véletlen perturbációja miatt jön létre. Az egymástól nem
megkülönböztethető ensemble előrejelzéseket felcserélhetőnek tekintjük. Ha az M
darab ensemble tagot K darab csoportba osztjuk, jelölje fk,ℓ a k-adik csoport ℓ-edik
tagját. A BMA előrejelző eloszlás felcserélhető ensemble csoportok esetén

p
(
y|fk,ℓ, k = 1, . . .K, ℓ = 1, . . . ,Mk) =

K∑

k=1

Mk∑

ℓ=1

ωkgk(y|fk,ℓ),

ahol az egy csoportba tartozó ensemble tagok ugyanolyan súlyt és paramétereket
kapnak.

A BMA modellel szemben az EMOS módszer egyetlen sűrűségfüggvényt álĺıt el,
amelynek paraméterei az ensemble tagoktól függnek. Az EMOS előrejelző eloszlás
megkülönböztethető ensemble előrejelzések esetén

y|f1, . . . , fK ∼ g(y|f1, . . . , fK),

ami például a hőmérséklet és légnyomás modellezésére használt normális eloszlás
esetén a következő előrejelző eloszlást eredményezi

y|f1, . . . , fK ∼ N (a0 + a1f1 + . . .+ aKfK , b0 + b1S
2),

ahol S az ensemble szórása,

S2 =
1

K − 1

K∑

k=1

(fk − f̄),

valamin f̄ az ensemble átlaga, azaz

f̄ =
1

K

K∑

k=1

fk.

A BMA módszerhez hasonlóan felcserélhető ensemble tagok esetén az egy cso-
portba tartozó ensemble tagok ugyanolyan hely paramétert kapnak.

A különböző időjárási mennyiségekhez különböző eloszlásokat alkalmazunk, ezek
részletesen megtalálhatók dolgozatom 1.1.2. és 1.1.4. alfejezetében.
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Az illeszkedésvizsgálat célja az, hogy megmutassuk, hogy az általunk vizsgált
előrejelző modell mennyire illeszkedik a tényleges megfigyelésekre. Az 1.2. alfeje-
zet tartalmazza az általunk használt összes illeszkedési mutató részletes léırását.

Végül a 1.3. alfejezetben található az általunk vizsgált adatsorok részletes léırása.
Az Országos Meteorológiai Szolgálat az ALADIN-HUNEPS rendszert használja, mely
egy 11 tagú ensemble előrejelzést álĺıt elő, ezek közül 10 perturbált kezdeti értékekkel
van generálva, a tizenegyedik a kontroll tag, melyet perturbálatlan kezdeti értékekkel
késźıtenek (Horányi et al., 2011). A hőmérséklet, szélsebesség és csapadék adatállo-
mány 10 magyarországi nagyváros előrejelzéseit, és a hozzájuk tartozó tényleges meg-
figyeléseket tartalmazza. Csapadék esetén egy másik adatsor is rendelkezésünkre állt,
ez a nyolc tagú University of Washington mesoscale enemble (UWME), mely Észak-
Amerika északnyugati csendes-óceáni partvidékét fedi le. Ezeket az ensemble tagokat
a PSU-NCAR MM5 mescoscale modell különböző futtatásaiból késźıtik különböző
időjárási központok kezdeti és határ feltételeit felhasználva (Grell et al., 1995), ı́gy
őket megkülönböztethetőnek tekintjük.

A 2. fejezetben az ALADIN-HUNEPS hőmérséklet és szélsebesség ensemble előre-
jelzések statisztikai utófeldolgozásának részletes léırása található. Mindkét adatállo-
mány esetén az ensemble előrejelzések két különböző csoportośıtását alkalmaztuk, az
első esetben a 11 előrejelzést két csoportba osztottuk; az egyik csoportba a kontroll
tag, mı́g a másik csoportba a 10 felcserélhető ensemble tag került. A másik esetben
az ensemble tagokat három csoportba osztottuk; az első csoportba a kontroll tag, a
másodikba a páros sorszámú ensemble tagok, mı́g a harmadikba a páratlan sorszámú
ensemble tagok kerültek. (Baran et al., 2013, 2014a,b)

A 2.1. alfejezetben az alkalmazott speciális modelleket mutatom be. Hőmérséklet
esetén normális BMA (Raftery et al., 2005) és normális EMOS (Gneiting et al.,
2005) modellt használtunk, szélsebesség esetén pedig gamma BMA (Sloughter et al.,
2010), csonḱıtott normális BMA (Baran, 2014) és csonḱıtott normális EMOS (Thor-
arinsdottir and Gneiting, 2010) modellt illesztettünk. Ezt követően mindkét esetben
meghatároztuk az optimális tanuló periódus hosszát. Hőmérséklet esetén 35 napos,
szélsebesség esetén 43 napot tanuló periódust használunk, ezen eredmények indoklását
a 2.2. alfejezet tartalmazza.

Végül a 2.3. alfejezetben összefoglaltam a kapott eredményeket megadva az adata-
inkra legjobban illeszkedő modellt, mely hőmérséklet esetén a normális BMA módszer
lineáris korrekcióval, szélsebesség esetén pedig a csonḱıtott normális EMOS modell
volt.

Az utolsó, 3. fejezetben az ALADIN-HUNEPS és UWME csapadék előrejelzések
statisztikai utófeldolgozása van részletezve. A csapadék előrejelzése jóval nehezebb,
mint bármely más időjárási mennyiségé, többek között azért, mert a nulla csapadék-
nak lehet pozit́ıv valósźınűsége, emellett a pozit́ıv mennyiségű csapadékot folytonos
eloszlással kell modellezni.

A 3.1. alfejezetben az általunk kifejlesztett új EMOS modellt mutatom be, mely
egy cenzorált, eltolt gamma (CSG) eloszláson alapszik. A Γ(k, θ) k-adrendű θ pa-
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raméterű gamma eloszlást parametrizálhatjuk a µ > 0 várható értékével és σ > 0
szórásával az alábbi kifejezéseket felhasználva

k = µ2/σ2 és θ = σ2/µ.

Az eltolt, nullában balról cenzorált k-adrendű θ skála- δ eltolásparaméterű gamma
eloszlás eloszlásfüggvénye az alábbi szerint definiálható

G0
k,θ,δ(y) :=

{
Gk,θ(y + δ), y ≥ 0,

0, különben,

ahol Gk,θ a Γ(k, θ) eloszlás eloszlásfüggvénye. A fent bevezetett CSG modellben
megkülönböztethető ensemble tagok (például UWME) az alapul szolgáló gamma el-
oszláshoz a

µ = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK és σ2 = b0 + b1f̄ ,

összefüggéssel kapcsolódnak, ahol f̄ jelöli az ensemble átlagát. Felcserélhető ensemble
esetén (például ALADIN-HUNEPS) a fenti modell megfelelő alakja

µ = a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ a1

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK és σ2 = b0 + b1f̄ .

A cenzorált, eltolt gamma EMOS modellt az UWME és az ALADIN-HUNEPS
csapadék ensemble előrejelzéseken teszteltünk, és az eredményeket összehasonĺıtottuk
Scheuerer (2014) általánośıtott extrémérték EMOS modelljével és Sloughter et al.

(2007) gamma BMA modelljével. A 3.2. alfejezet egyrészt az optimális tanuló
periódus hosszának meghatározását tartalmazza - ez az UWME ensemble esetén 70
nap, mı́g az ALADIN HUNEPS ensemble esetén 55 nap volt - másrészt itt találhatóak
a különböző modellek esetén kapott részletes eredmények. Mindkét adatsor esetén az
általunk kifejlesztett új CSG EMOS modellnek van a legjobb előrejelző képessége,
amit a különböző illeszkedési mutatók értékei támasztanak alá (Baran and Nemoda,
2016).



Summary

The aim of weather forecasting is to give a reliable prediction of the future state of
the atmosphere on the basis of present observations, prior forecasts and mathematical
models describing the dynamics of the atmosphere. These models consists of sets of
nonlinear partial differental equations which can only be solved numerically. The
problem with these numerical weather prediction models (NWP) is that the solutions
higly depend on the initial conditions.

Ensemble prediction systems (EPSs) were developped in order to represent the
uncertainty of forecasts based on observational data and numerical weather predic-
tion models. One can run these models with different initial conditions or change
model physics and produce an ensemble of forecasts with each version (Leith, 1974).
The ensemble mean or median on average gives better forecasts of a meteorological
quantity than a forecast of a NWP model. Recently all major weather prediction
centres have their own operational ensemble prediction systems, e.g. the Consortium
for Small-scale Modelling (COSMO-DE) EPS of the German Meteorological Service,
the Prévision d’Ensemble ARPEGE (PEARP) EPS of Méteo France or the EPS of
the independent intergovernmental European Centre for Medium-Range Weather Fo-
recasts (ECMWF). However it is often the case that the ensemble is under-dispersive
and in this way, uncalibrated, so that calibration is needed to account for this defici-
ency. By statistical post-processing of the raw ensemble one can correct the possible
bias and underdispersion of the original forecasts.

This dissertation describes different calibration method and their applications to
Hungarian data sets. It consists of three chapters, where the first gives an overview
of the existing methods and the datasets used for model verification. In Chapter 1.1
the Bayesian Model Averaging (BMA; Raftery et al., 2005) and the Ensemble model
output statistics (EMOS; Gneiting et al., 2005) methods are introduced, which are
probabily the most popular approaches in statistical calibration of ensemble forecasts
(Gneiting, 2014).

The BMA method generates calibrated and sharp predictive probability density
functions, which are weighted averages of individual PDFs corresponding to the en-
semble members. Let y be a future weather quantity of interest, and f1, . . . , fK be the
ensemble forecast for y. Denote by gk(y|fk) the conditional PDF of y corresponding
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to the kth ensemble member fk. The general BMA predictive PDF is defined as

p
(
y|f1, . . . , fK) =

K∑

k=1

ωkgk(y|fk),

where ωk is the posterior probability, that fk gives the best forecast in the training
period. The ωk weights form a probability distribution, so they are nonnegative and∑K

k=1 ωk = 1. The parameters of the model are estimated with the help of the
training data, which consists of ensemble forecasts and verifying observations from
the previous n days.

The method described so far, is for a situation where ensemble members came
from clearly distinguishable sources, that is each ensemble member can be identified
and tracked down. Currently most of the EPSs produce ensembles conataining groups
of statistically indistinguishable members which are obtained with the help of random
perturbations of the initial conditions. These ensemble members should be treated as
exchangeable. Suppose we have M ensemble members divided into K exchangeable
groups, and we denote by fk,ℓ the ℓth member of the kth group. In the case of groups
of exchangeable ensemble members the BMA predictive PDF is

p
(
y|fk,ℓ, k = 1, . . .K, ℓ = 1, . . . ,Mk) =

K∑

k=1

Mk∑

ℓ=1

ωkgk(y|fk,ℓ),

where the ensemble members within a given group get the same weight and parameter
value.

In contrast with the BMA method, the EMOS pedictive PDF is a single parametric
density where the parameters are functions of the ensemble members. The general
EMOS predictive PDF is

y|f1, . . . , fK ∼ g(y|f1, . . . , fK).

Particularly, in the case of temperature and pressure a normal distribution seems to
be a reasonable choice

y|f1, . . . , fK ∼ N (a0 + a1f1 + . . .+ aKfK , b0 + b1S
2),

where S2 denotes the ensemble variance

S2 =
1

K − 1

K∑

k=1

(fk − f̄),

and f̄ is the ensemble mean

f̄ =
1

K

K∑

k=1

fk.
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Similar to the BMA approach, in the case of exchangeable members, the ensemble
members within a given group get the same location parameters.

Different weather quantities require different predictive distributions, these models
are introduced in detail in Subsections 1.1.2 and 1.1.4.

The main aim of probabilistic forecasting is to access the maximal sharpness of
the predictive distribution subject to calibration. In order to check the overall per-
formance of the calibrated forecasts based on probability distribution functions, in
Subsection 1.2 we introduce various kind of scoring rules. To check the performance
of a probabilistic forecasts and a corresponding a point forecasts, we compare the mean
absolute errors, the root mean square errors, the mean continuous ranked probability
scores and the Brier score. Diebold-Mariano tests are applied for investigating the
significance of the differences in scores corresponding to the various post-processing
methods. Furthermore, one can investigate calibration and sharpness of a predictive
distribution with the help of the coverage and average width of the central prediction
intervals.

Finally, Subsection 1.3 contains the detailed description of the data sets to which
BMA and EMOS models are applied. The Hungarian Meteorological Service operates
the ALADIN-HUNEPS EPS, consisting of 11 members, 10 initialized from perturbed
initial conditions and one control member from the unperturbed analysis (Horányi et
al., 2011). The data set contains temperature, wind speed and precipitation ensemble
forecasts for 10 major cities in Hungary together with the corresponding validating
observations. In the case of precipitation another data set is available, the 8-member
University of Washington mesoscale ensemble (UWME), which covers the Pacific Nor-
thwest region of North America. The ensemble members are obtained from different
runs of the PSU-NCAR MM5 mesoscale model with initial and boundary conditions
from various weather centres (Grell et al., 1995), so we consider them as distinguis-
hable.

Chapter 2 contains the statistical post-processing of temperature and wind speed
ensemble forecasts of the ALADIN-HUNEPS system. For both data sets we consider
two different groupings of the ensemble members. In the first case we split the 11
member ensemble into two different groups, one contains the control member while
in the other are 10 exchangeable ensemble members. In the second case the odd and
even numbered exchangeable ensemble members form two separate groups (Baran et

al., 2013, 2014a,b).

In Subsection 2.1 the applied special models for temperature and wind speed
are introduced. For temperature we used normal BMA (Raftery et al., 2005) and
normal EMOS (Gneiting et al., 2005) models, whereas in case of wind speed gamma
BMA (Sloughter et al., 2010), truncated normal BMA (Baran, 2014) and truncated
normal EMOS (Thorarinsdottir and Gneiting, 2010) models are applied. Then in
both cases we determine the optimal lengths of training periods by comparing values
of different verification scores corresponding to different training period lengths. In
case of temperature a 45, whereas for wind speed a 43 day training period seems to
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be a reasonable choice. The detailed results are given in Subsection 2.2.
Finally, Subsection 2.3 contains the verification results corresponding to different

post-processing models. By examining these results, one can clearly observe the ob-
vious advantage of statistical post-processing. A comparison of the verification rank
histograms of the raw ensemble forecasts of temperature and wind speed and the
corresponding PIT histograms of all applied models, shows that post-processing sig-
nificantly improves the statistical calibration of the forecasts. This visual perception
is confirmed by the p-values of Kolmogorov-Smirnov tests for uniformity of the PIT
values. In each case the BMA and EMOS models distinguishing three exchangeable
groups of ensemble members slightly outperform their two-group counterparts. By
comparing the different scores we find that in case of temperature the normal BMA
model with linear bias correction, whereas for wind speed the truncated normal EMOS
model provides the best fit.

In Chapter 3 the statistical post-processing of precipitation data of ALADIN-
HUNEPS ensemble and UWME is given in detail. However, statistical calibration
of ensemble forecasts of precipitation is far more difficult than the post-processing
of the above mentioned weather quantities. First of all, precipitation has a discrete-
continuous nature with a positive probability of being zero, moreover larger expected
precipitation amount results in larger forecast uncertainty.

In Subsection 3.1 we introduce a new EMOS model, which is based on a censored
and shifted gamma distribution. The gamma distribution Γ(k, θ) with shape k > 0
and scale θ > 0 can be parametrized by its mean µ > 0 and standard deviation σ > 0
using expressions

k = µ2/σ2 and θ = σ2/µ.

Then the shifted gamma distribution left censored at zero (CSG) G0
k,θ,δ with shape

k, scale θ and shift δ can be defined with CDF

G0
k,θ,δ(y) :=

{
Gk,θ(y + δ), y ≥ 0,

0, otherwise,

where Γ(k, θ) is the CDF of a Gk,θ distribution. In the proposed CSG EMOS model
the distinguishable ensemble members (e.g. UWME) are linked to the mean µ and
variance σ2 of the underlying gamma distribution via equations

µ = a0 + a1f1 + . . .+ aKfK and σ2 = b0 + b1f̄ ,

where f̄ denotes the ensemble mean. In the case of exchangeable ensemble members
(e.g. ALADIN-HUNEPS) the above model has the form

µ = a0 + a1

M1∑

ℓ1=1

f1,ℓ1 + . . .+ a1

MK∑

ℓK=1

fK,ℓK and σ2 = b0 + b1f̄ .
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We tested the censored, shifted gamma EMOS model on ensemble forecasts of
precipitation accumulation of the ALADIN-HUNEPS ensemble and UWME, then we
compared the results with the generalized extreme value EMOS model of Scheuerer
(2014) and the gamma BMA model of Sloughter et al. (2007). In Subsection 3.2, we
determine the optimal length of the training period. In the case of UWME a 70, whe-
reas for ALADIN-HUNEPS a 55 day training period seems to be a reasonable choice.
Compared with the verification rank histogram of the raw ensembles, the correspond-
ing PIT histograms of the post-processed forecasts show a substantial improvement in
calibration. This can also be observed in skill scores and reliability diagrams. Finally,
we compare the different verification scores corresponding to different models, and
we find that for both data sets our new EMOS model (Baran and Nemoda, 2016)
provides the best fit.



64 SUMMARY



Irodalomjegyzék
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Horányi, A., Kertész, S., Kullmann, L. and Radnóti, G. (2006) The AR-
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2. Baran, S., Horányi, A., Nemoda, D., Probabilistic temperature forecasting with
statistical calibration in Hungary. Meteorol. Atmos. Phys. 124 (2014), no. 3-4,
129–142. (Impakt faktor: 1.049, Atmospheric Science: Q3)
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5. Probabilistic temperature forecasting in Hungary, Summer school on Weather
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