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Chapter 1

Introduction

The present work consists of four main topics related to the Blaschke functions
defined on two special locally compact totally disconnected non-Archimedian
normed fields: on the 2-adic (or arithmetic) field and on the 2-series (or logical,
dyadic) field. First, we introduce and investigate the effect of dyadic martingale
structure preserving transformations, or shortly DMSP transformations on func-
tion classes like the classes of UDMD systems, that of A, -measurable functions,
the dyadic function spaces LP(I), HP(I), and the Lipschitz classes Lip(c, I). Sec-
ondly, we establish the character system of the Blaschke group on the arithmetic
field. Then, we introduce the discrete Laguerre and the Malmquist-Takenaka
systems on these fields, that are constructed by the Blaschke functions and the
characters of the corresponding field. Both of the last mentioned are UDMD
product systems, thus complete and orthonormal, while in the second topic v,, 0y
possesses these properties. Finally, after several opportunities of defining 2-adic
sine and cosine functions follows the construction and investigation of 2-adic
Chebyshev polynomials. All of these are connected to DMSP transformations,
as they share essentially the type of the recursion.

We construct some orthogonal systems related to the Blaschke functions
or general dyadic martingale structure preserving functions and to the Walsh-
Paley system or to the characters of the 2-adic field. However, this work does
not claim to be a complete treatment of the subject. We have chosen to use the
methods of the product systems of UDMD systems.
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Chapter 2

Algebraic and topological
structure

This chapter follows the concepts, notations and propositions of Schipp and
Wade[17]. We recall some definitions and properties concerning the algebraic
and topological structure of the 2-series and 2-adic fields.

The set of bits is defined by A := {0,1}, and the set of bytes by: B :=
{a = (aj,j € Z) | a; € A and lim;_._ a; = 0}. The order of a byte z € B is
defined in the following way: For x # 6 := (0,5 € Z) let m(x) := n if and only
if ,, =1 and z; = 0 for all j < n, furthermore set 7(§) = +o0. The function:
||| ;== 27"@ for z € B\ {#}, and ||| := 0 is a non-Archimedian norm, that
leads us to a a non-Archimedian metric.

We consider the 2-series/logical/dyadic and 2-adic/arithmetical operations,

and recall, that (B, qOL, o) and (B, J.r, ) are non-Archimedian normed fields. We
use furthermore the intervals I, := {o € B : ||z|| £ 27"} for any n € Z and the
unit ball I :=1y = {a = (a;j,j € N)| a; € {0,1}} to construct dyadic martingale
structure. We consider a normalized Haar measure p with property p(I) = 1,
and the concept of UDMD systems is summarized.

The concept of UDMD systems is due to Schipp[16]. We recall, that (¢,,n €
N) is a UDMD sequence if and only if

On = TnGn, gn € L(An)a |gn| =1 (n € N)v (21)

and we call a system ¢ = (¢,,,, m € N) a UDMD product system, if it is a product
system generated by a UDMD systemn, i.e., there is a UDMD system (¢,,,n € N)
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such that for each m € N with binary expansion m = Z;io ijj (mj €Aje
N), the function ¢y, is obtained by: ¢y, = [[}Z, o7 (m € N).

The transformation method

If we consider the Fourier expansion with respect to a system given by the
composition of the character system and a measure preserving transformation,
then its partial sums and Cesaro means can be expressed by partial sums and
Cesaro means of Fourier series with respect to the characters. This will be
applied to discuss summability and convergence questions.

Let now {¢,,n € N} denote the character set of the studied additive group,
and consider a measure-preserving variable transformation 7' : I — I. Then,

JifoT du=f, fdp.

Definition 1 Let us define the T-Fourier coefficients of an f € L'(I), the T-
Fourier series ST f of f, the n-th partial sum and the T-Cesaro (or (T —C,1))
means of the T-Fourier series by

() = / f@)6u(T(@))dpz)  (neN),

e’} n—1
STf=Y fT(k)-¢soT, Spf=> fT(k)-¢xoT (neP),

k=0 k=0

1 n
olf=0and orf ::EZS,{f (n € P).
k=1

Proposition 1 For any f € L'(I), n € P hold

SEf=1[Su(foT ] oT, and
sz: [Un(foT_l)] oT,

where Sy, and o, stand for the corresponding notions with respect to the char-
acters {¢n,n € N} of the additive group.

Remark: On the complex field basically this method was used in terms of
the scalar products in Bokor-Schipp [3]. On the studied fields the presented
proposition enabled the author to handle a.e. convergence and summabilty
questions of Fourier series with respect to the discrete Laguerre and (v, oy,n €
N) systems in I. Simon [39] and I. Simon[40]. Professor F. Schipp claimed that
the proposition is also true for general measure-preserving transformations. We
will use the term ”transformation method” in this work to ease the explanations.



Chapter 3

Some useful functions

This chapter is devoted to some useful tools which are used in the next chapters.
First, we present the characters of the dyadic and 2-adic additive groups based
on the handbook of Schipp and Wade [17] and using the notion of the product
system. Then we give the notions and results regarding the (S, e)-valued expo-
nential function ¢. Then follows the definitions and properties of the respective
Blaschke functions. From that point on, this work contains the results of the

author.

The characters of (L—T—) can be written as the product system generated
by the Rademacher functions (r,,n € N),r,(z) := (=1)*" (z € I) to get the
Walsh-Paley functions w,(z) := (—1)23'+=08 T = H?io ri(z)" (x € I), where
n=732",n;2 €N (n; € A).

Consider €(t) := exp(2mit) (t € R). The character system (vy,, m € N) of

(L, —T—) is the product system generated by the functions (von (z),n € N), that is:
Om () = T152 o (vas ()™, where von () := € (% + Z552 +...)  (z€l).

The S-valued exponential function on I;: A 2-adic exponential function
is presented in Schipp [17], pp 59-60. We will use a similar one determined by

a slightly different base, starting from b; = e —T— es instead of e —T— ey. Let us use
the notation S := {z € S : 1 = 0}. By using the symbol of product, we mean

the arithmetical product. Consider the following base: by := e + ey, b, =

bp—10b,_1 (n > 2). The (S, o)-valued exponential function ¢ on I; is defined
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by
((z) == H b (w=(z,j€Z)€L). (3.1)

¢:1; — S is a continuous isomorphism and satisfies the functional equation

((z+y)=C((z)elly) (r,yel). (3-2)

The Blaschke functions
We will present the logical and arithmetical Blaschke functions, which were
introduced and studied in Simon[39] and Simon[40].

o

Definition 2 For a € Iy define the logical Blaschke function on (I,4,0) by:

B,(x) := (x—?—a)O(e—T—aox)_l __rhae (z €l). (3.3)

[e]
et+aox

B, is a bijection on the unit ball I and on the unit sphere S : =Sy = {z €
B | ||| = 1}, the inverse of B, is B;! = B,, and as
a 40— b

B,(By(z)) = Be(z) (xz €l), where c = ————— = B,(b) € I (3.4)

(o]

e+aob

holds for any a,b € Iy, the maps B, (a € I;) form a commutative group with
respect to the composition of functions and each element is of order 2.

Definition 3 For a € I; define the arithmetical Blaschke function on
(H,J—,O) as:

B,(x) := (x:a)o(e:aom)_l -t (z €l). (3.5)

.
ec—aelx

We state first, that the function is well-defined. Then,

Proposition 2 B, : I — 1 is a bijection for any a € 11 on I, and on S C 1 as
well.



Furthermore the inverse function is B;! = B,-. The composition of two
Blaschke functions is also a Blaschke function:

Fb
B, o By = B., where c= _eth el; (a,belh) (3.6)

et+aeb

and with the notation a <b := 2+t ¢ I, (a,b € I;) we have, that B, o B, =

e+aeb

Baa (a,b € I1). Thus the maps B, (a € I;) form a commutative group with
respect to the composition of functions.

Definition 4 We will call (B,0) the Blaschke group of the field (I, —7—7 o), where
B:={Bs,acl} (3.7)
and o denotes the composition of functions.

Proposition 3 [I. Simon[39]] To any given x € I,a € 1y, the byte y = By(x)
can be written on both fields in the recursive form

Yn :xn+an+fn(x0a"' ,.73”_1) (mOd 2) (38)

where the functions fp, : A" — A (n=1,2,---) depend on the bits of a.
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Chapter 4

Dyadic martingale structure
preserving transformations

This chapter is based on Simon[42], and here is concerned the argument trans-
formation given by the composition with a Blaschke function, and in general,
a dyadic martingale structure preserving transformation or shortly a DMSP-
transformation, and we deal with questions related to the effect of a DMSP-
tranformation on special function classes. We obtain, that composition with a
DMSP-function preserves the classes of UDMD systems, that of A,-measurable
functions, the dyadic function spaces LP(I), HP(I), and the Lipschitz classes
Lip(a,T). Then we give some examples of DMSP-transformations.

Definition 5 We call a function B : 1 — 1 a dyadic martingale structure
preserving function or shortly a DMSP-transformation if it is generated by
a system of bijections (9,,n € N), 9, : A — A, and an arbitrary system
(Mn,n € N*), n, 0 A" — A in the following way:

(B(@))o := Yo(x0),
(B(x)),, == 9n(zn) + mu(z0,21,...,2p—1) ( mod2) (neN").

The notion of the DMSP-transformation refers mostly to the function, but at
times to the composition with the given DMSP-transformation, which is obvious
from the context.
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Proposition 4 For each generating systems (¥,,n € N) and (n,,n € N*), the
generated DMSP-transformation B is a bijection on I and its inverse function,
B~ is also a DMSP-transformation.

Proposition 5 Composition of DMSP-functions is also a DMSP-function.

The question, which function systems can be transformed by a DMSP-
transformation into a UDMD system, has a simple answer: exactly the UDMD
systems. The following lemma is needed to see this.

Lemma 1 [I. Simon[42]] a) Let B : 1 — 1 be a DMSP-transformation. Then,
for each n € N we have

rn 0 B =1y - hy with some hy, € L(Ay), |hn| = 1. (4.1)

b) L(A,,) is invariant under any DMSP-transformation.

Theorem 1 [I. Simon[{2]] Let B : I — I be a DMSP-transformation. The
function system (fn,n € N) is a UDMD system on 1 if and only if (fnoB,n € N)
1s a UDMD system on 1.

Theorem 2 [I. Simon[{3]] Let (B, : I — I,n € N) be a system of DMSP-
transformations. The function system (fn,n € N) is a UDMD system on 1, if
and only if (fn o Bp,n € N) is a UDMD system on 1.

As UDMD systems are taken into UDMD systems by a DMSP-
transformation, the so-called transformation method presented in Chapter 2
implies that theorems concerning the a.e. convergence and (C, 1)-summation of
Fourier series with respect to the character system are also preserved by this
kind of transformation.

The question is in the following, whether function classes LP(I) (0 < p < o0)
and HP(I) (0 < p < o0) are invariant under a DMSP-transformation. For the
answer it is essential that this transformation is measure-preserving.

Lemma 2 [I. Simon[{2]] Let B : 1 — 1 be a DMSP-transformation and n € N.
Then
B(I,(x)) = I,(B(x)) (x €. (4.2)
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Proposition 6 [I. Simon[42]] DMSP-transformations B : I — 1 are measure-
preserving. Hence,

[roBdu=[san  (rerim), (4.3)
I I

Theorem 3 [I. Simon[42]] A DMSP-transformation preserves LP(I)(0 < p <
o0) and the dyadic Hardy space HP(I) (0 < p < o0). Moreover,

1F o Bllp = [lfllp (0 <p <o), (4.4)
1f o Bllae = |l (0 <p < 00). (4.5)

Remark 2. As a consequence, follows that
1
If e Bllzmo = sup 1 (Enlf = EnfI?)? o Bllos = I fllBa0-
ne

Thus the space of dyadic bounded mean oscillation (BMO) and the space of
dyadic vanishing mean oscillation (VMO) are also preserved under a DMSP-
transformation.

Recall, that for @ > 0 the function class Lip(a,B) denotes the collection of
functions f : I — R which satisfy

If(y) = f(@)] < cplz,y)® (x,y€B)

for some constant ¢ € R which depends only on f.

Theorem 4 [I. Simon[42]] A DMSP-transformation preserves Lip(ca,l) (o >
0).

Examples of DMSP-functions:
Some examples of DMSP-functions are presented on the fields (B, —T—, o) and

L]
(B, 4+, e): the translations, dilatations, the function resulting the multiplicative
inverse B(z) = ! = 1, a generalization of ¢ and the Blaschke functions, as

well.
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Chapter 5

The characters of the
Blaschke group

In this chapter we will see that the Blaschke group (B, o) of the field (I, J.r, o) is
a topological group and we will construct its characters. After determining the
type of the recursion we will discuss summability and convergence questions.
This chapter is based on Simon[40].

5.1 The construction of the characters of the
Blaschke group

We make it clear first, that the group of the Blaschke functions, the so-called
Blaschke group (B, o) of the field (I, +, e) is a topological group, and we deter-

mine its characters. The operation z ay = —2t& (z,y € 1) determined by
et+zey

the composition B, o B, = B, leads to the functional equation of the tangent
function tan. This gives the idea of this chapter, where the characters of the
Blaschke group of the 2-adic group are constructed by means of a tangent-like
function.

The map B : (I,<) — (B,0), a+— B, is a continuous isomorphism, hence in
order to establish the characters of (B, o), it is sufficient to define the character

group of (I;,<). Furthermore, the characters of (I, 4.—) are already known: the

13
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functions (v,,n € N).
Thus we have to give a continuous isomorphism from the additive group
L]

(I, +) onto (I3,<), that is a function v satisfying the equation

w@i@z—?ﬂiﬂ@L(
e+ (z) e y(y)

These thoughts can be interpreted as the solution of the functional equation of
tan on the local field.

z,y €1h).

Definition 6 Define tangent-like function on (I, —T—) by
2= e (5.1)
((z) +e
We collect in a lemma the properties that are needed for our subsequent
study.

Lemma 3 [I. Simon[{0]] For any a,b € B,z € I} and y € I, the following
holds:

i) a—T—a:el o 1) C2(x):C(elo:r)
pele o etugg
bip 0 e—y

Lemma 8 iii) shows, that the tangent-like function v is closely related to
tan: namely v(z) = tan(e_; e z) (z € Iy).

Theorem 5 [I. Simon[{0]] The function ~ defined in (13.1) is a continuous

isomorphism from (I, —T—) onto (Iy,<).

Theorem 6 [I. Simon[40]] The characters of the group (I1,<) are the functions
vpoy ! (neN).

Corollary 1 [I. Simon[40]] The characters of the Blaschke group (B,o) are the
functions
vpoy toB™l (neN),

where (B,o) denotes the Blaschke group of the arithmetic field (]I,J.r,o), and
B : (I ,4) — (B, o) represents the function a— B,.
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5.2 Recursion
We show that v(z) can be obtained by a simple recursion, and therefore:

Proposition 7 [I. Simon[{0]] The functions v, o y~(n € N), the characters
of (I1,<) form a UDMD product system.

As (v, oy~ n € N) is a UDMD product system, the discrete Fourier co-
efficients with respect to this system can be computed with the Fast Fourier
Algorithm. See Schipp-Wade[17], pp. 106-111 about the FFT Algorithms.

5.3 (C,1) summability and a.e.convergence of
the Gamma-Fourier series

As a consequence of its recursion form, the function v is a bijection on I, (),
(x € I1,n € N), v(I,(z)) = I.(y(x)), therefore the variable transformation
~ is measure preserving. This follows also by the fact, that v is a DMSP-
transformation presented in Chapter 4. Thus,

fovdu= [ 1. (5.2)

Hl ]Il

Definition 7 The Gamma-Fourier coefficients of an f € L (1) with respect to
the system (v, oy~ 1, m € N) are defined by

Fi(m) = : f@)om(y(@)du(z)  (m€N).

Define the Gamma-Fourier series of an f € L'(I1) and the n-th partial sums of
the Gamma-Fourier series S7 by

Sf = FIk) w0,
k=0

n—1
Sy =3 Fi(k)-vkoy ! (neP)
k=0

Furthermore define the Gamma-Cesaro (or (G—C, 1)) means of S7f by oof :=0
and

1 n
Tfi=— i P).
Un nkX::lSkf (nE )
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The counterparts of the Carleson-Hunt theorem on the a.e. convergence of
Fourier series of an f € LP(R) (p > 1) and of the Lebesgue’s theorem about the
(C,1)-summability for f € L!(R) hold for the Gamma-Fourier series of an f €
LP(Iy) (p > 1) and f € L(I), respectively. The first one is a direct consequence
of the general result of Schipp [37](Theorem 4) on the a.e. convergence of Fourier
series with respect to any UDMD product system of an f € LP(R) (p > 1). The
second one is a consequence of the general result of Gat[9](Theorem 15) for
Vilenkin-like systems, a generalization of UDMD product systems, thus also of
(v, oy 1, n € N). However, these can be obtained directly using results on
expansion with respect to the character system (v,,n € N) and applying the
transformation method presented in Paragraph 10.

Theorem 7 On the field (]I17—T—7o) we have
a) SYf — f a.e. asn — oo for any f € LP(I;)(p > 1);
b) 67 f — f a.e. asn — oo for any f € L*(Iy).

Remark 4. As v, oy is a UDMD product system, the general theorems for
UDMD systems and Vilenkin-like systems imply also norm convergence of the
Fourier series with respect to this system:

lim 83, f — fllg =0, (f € LU(L). (1 < g < o0) (5.3)
Tim_[[S7,f ~ fllg = 0. (f € LA(I), (1 < g < o0) (5.4)
Tim o7~ flly =0, (f € L} (I). (5.5)

Moreover, (13.4) and (13.5) holds for ¢ = co when f is continuous on I.



Chapter 6

Discrete Laguerre functions
on local fields

6.1 Introduction

This chapter is devoted to the construction of discrete Laguerre functions on
both local fields. The role of the power function of the classical system is taken
by the characters of the corresponding field, and their composition with Blaschke
functions build the dyadic discrete Laguerre systems. After the model of the
classical system, we introduce discrete Laguerre systems as the composition of
the respective additive characters of the local fields and the Blaschke functions.
We have shown in Chapter 3, that the bits of the values of the Blaschke functions
B, can be obtained with recursion using the bits of the variable and the bits of
the parameter a. As a consequence of this recursion follows, that the systems
in question are UDMD product systems, as well. As a consequence, results
regarding UDMD systems are valid for the discrete Laguerre systems. Paragraph
6.4 deals with the a.e. convergence and (C,1)-summability of the Fourier series
with respect to these systems using some basic results of Schipp[15] and G&t[7)
on the a.e. convergence and (C,1)-summability of the Fourier series with respect
to the characters of the dyadic and 2-adic field.

17
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6.2 Discrete Laguerre functions on the dyadic
(or 2-series) field

Definition 8 Define the logical discrete Laguerre functions associated to B,
with parameter a € I; by

L\ (2) := wi(Ba(z)) (k€ N,z el). (6.1)

For a € T; counsider the functions r, o B, (z € I, n € N). (Here o stands
for function-composition.) The logical discrete Laguerre system (L,(Ca), keN)is
the product system generated by (r,, o By,n € N):

L (@) = [ lra(Ba(a)]*".
n=0

Theorem 8 [I. Simon[39]] For each a € Iy the functions (1,0 By, n € N) form
a UDMD system on 1.

Corollary 2 [I. Simon/[39]] The logical discrete Laguerre-system (L,(f), k e N)
is a UDMD product system generated by (r,, o By,n € N), consequently it is
complete and orthonormal.

6.3 Discrete Laguerre functions on the 2-adic
field

Definition 9 Let us define the arithmetical discrete Laguerre functions asso-
ciated to B, in the following way:

L\ (2) := vy (Ba(x)) (ke N,z €l). (6.2)

For a € I; and n € N consider the functions ve» o B, on I. The arithmetical
discrete Laguerre system (L,(Ca), k € N) is the product system generated by (van o
By,n € N):

—+oo
L (@) = [] oo (Ba(@))™ (@ €1).

Jj=0

Theorem 9 [I. Simon[39]] For each a € Iy and n € N the functions ven 0 B,
form a UDMD system on 1.
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Corollary 3 [I. Simon[39]] The discrete Laguerre-system (ng),m €N)isa
UDMD product system generated by (vanoB,,n € N), consequently it is complete
and orthonormal.

6.4 (C,1)-summability and a.e. convergence of
Laguerre-Fourier series

Let now B, and Lg{l) denote the respective Blaschke functions and discrete

Laguerre functions on the studied fields (]I,:t—,o) and (H,—T—,o) (a € I;). The
variable transformation T : I — I, T'(x) := B,(x) is measure preserving, hence,

/}If °© By dp = /Hfdu. (6.3)

Definition 10 Let us define the Laguerre-Fourier coefficients of an f € L(I)
by
o) = [f@L @dua)  (ne )
I

Furthermore the Laguerre-Fourier series S f of an f € LY(I) and the n-th
partial sum Sﬁa)f of the Laguerre-Fourier series S\ is defined by

oo

S@f =3 f@ k)L,
k=0
n—1 -

S@f =3 f@ORLY  (neP).
k=0

Let us define the Laguerre-Cesaro (or (L — C, 1)) means of S f by aéa)f =0

and
n

1
() p._ = (a)
oy f ng Sy f (n eP).

k=1

The counterparts of the Carleson-Hunt theorem on the a.e. convergence of
Fourier series of an f € LP(R) (p > 1) and of the Lebesgue’s theorem about the
(C,1)-summability for f € L'(R) hold for the Laguerre-Fourier series of an f €
LP(I) (p > 1) and f € L'(I), respectively. The first one is a direct consequence of
the general result of Schipp [37](Theorem 4) on the a.e. convergence of Fourier
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series with respect to any UDMD product system of an f € LP(R) (p > 1).
The second one is a consequence of the general result of G&t[9](Theorem 15)
for Vilenkin-like systems, a generalization of UDMD product systems, thus also
of (Lg{l), n € N). However, these can be obtained using previous special results
on expansion with respect to character systems (w,,n € N) and (v,,n € N),
respectively, and using the transformation method presented in Paragraph 10.

Theorem 10 On both fields (I, —T—7O) and (]I,-T—7O) we have

a) S,(l“)f — f a.e. asn — oo for any f € LP(I),p > 1;
b) aﬁl“)f — f a.e. asn — oo for any f € L*(I).
Remark 5. As discrete Laguerre systems (L%a), n € N) are UDMD product

systems, also the norm convergence of the Fourier series with respect to them
is valid:

dim 1557 f = flly = 0, (f € L), (1 < ¢ < 0) (6.4)
Jim IS5V F = fllg =0, (f € LY(D), (1 < g < o0) (6.5)
dim (ol f = flly = 0. (f € L'(D). (6.6)

Moreover, (14.5) and (14.6) holds for ¢ = oo when f is continuous on I.



Chapter 7

Malmquist-Takenaka
functions

The complex variants of the Malmquist-Takenaka systems play an important
role in system identification. In this chapter are presented the construction of
the analogue of these functions on both studied local fields using the generator
system of the corresponding characters and the Blaschke functions. These will
be UDMD product systems, thus also complete orthonormal systems, which
equals the discrete Laguerre system for identical parameters a,, = a (n € N).
Properties of these systems, Fourier expansion and summability questions are
presented. This chapter is based on Simon [41].

7.1 Malmquist-Takenaka systems on the dyadic
and arithmetic field

Definition 11 To any given system of bytes (a; € 11,4 € N) define the logical
Malmgquist-Takenaka functions (w,ip),k € N) with parameters p = (ag, a1, ...)

on the 2-series field (I, —T—, o) as the product system generated by

(‘pn,an =Tpo Banan € N) (71)
That is, v (@) = T1 [ra (B, @) (@ 1),
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Remark 6. In the recursion form y, = z,+f7"(zo,...,Tn—1) of y = B,, ()
presented in (11.8) the functions f7* : A™ — A depend on the parameter a,, €
I;. As we need here different bytes a,, in our construction, we use upper indices
to indicate the applied byte. Now, from all these functions

belonging to a1 :  fi  fa ... f}
belonging to as :  fZ f2 ... f2
belonging to a.,, : fi* f& ... f¢

we will use only the elements from the diagonal, the f]'-s, like in the Cantor’s
diagonal argument.

Theorem 11 [I. Simon[41]] For every parameter-sequence (a; € 11,7 € N) the
functions (¢n,q,, n € N) defined in (15.1) form a UDMD system on L.

Corollary 4 [I. Simon[41]] The logical Malmquist-Takenaka system ( ,(Cp), ke
N) is a UDMD product system, consequently it is a complete orthonormal system

on (I, —T—70).

Definition 12 Let us define the arithmetical Malmquist-Takenaka functions
(\I/,(Cp),k EN) with parameters p = (ag,a1,...) (an, € I1,n € N) on the 2-
adic field (I, ;, o) in the following way: the system (W,&p), ke N) is the product
system generated by

(q)n,an ‘= Uzn O Ban, n e N) . (72)

That is, e ( )= loj (V95 (B, (z ))]nj (€ (I, +,e)).

Theorem 12 [I. Simonf[41]] For any (a, € I, n € N) the functions
(Pnq,, n€N) defined by (15.2) form a UDMD system on L.

Corollary 5 [I. Simon[{1]] The arithmetical Malmquist-Takenaka functions
(\Il,(f),k € N) form a UDMD product system, consequently it is a complete or-

thonormal system on (I, J.r, o).
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Proposition 8 Particularly, using the same parameters a, = a € I; (n € N)
the Malmquist-Takenaka functions \I/%p ) (z) equal the discrete Laguerre functions

lea)(x) on fields (]I,J.r,o) and (H,Jor,o).

Clearly, with the special parameters a,, = 6 (n € N), this system is not
else, than the additive character system of the corresponding field. That is,
Malmquist-Takenaka systems are a generalization of the character system of
the corresponding additive group, as well.

7.2 Summability and convergence questions

Let now denote by (\Ifép ), k € N) the Malmquist-Takenaka system on the corre-
sponding field, that is, we handle them at once in this section.

Definition 13 Let a,, € I;(n € N) form a parameter sequence p = (ag,as, .. .).
The Malmquist- Takenaka-Fourier coefficients f®) of an f € LY(I) with param-

eter sequence p, the n-th partial sum Sflp)f of the Malmquist-Takenaka-Fourier
series SWP) f, and the Malmgquist-Takenaka-Cesaro (or MT — (C,1)) means of
S®) f are defined by

Fom) = [ 1@ @) (n e,

SWf =" FR ke (neP),

k=0

1 n
Uép)fzanndaﬁf’)f::EE S,(Cp)f (n € P).
k=1

Properties of UDMD product systems are valid for the Malmquist-Takenaka

systems (\Il,(f ),k € N) on the corresponding fields, thus applying general the-

orems on convergence and summability of Schipp [37](Theorem 4) and of
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G4t[9](Theorem 15), the following holds:

Tim [[S5f = fllg =0, (f € L9(D),1 < g < o), (7.3)
Jim (IS F = fllg =0,(f € LI(D),1 < ¢ < 0), (7-4)
Tim [loPf = fllg =0, (f € L'D), (7.5)
SPff  ae  (felXD), (7.6)
SPf . f  ae  (feLil),qg>1), (7.7)
cPf—f  ae  (feLD). (7.8)

Moreover, (15.4) and (15.5) holds for ¢ = oo when f is continuous on I. (15.6)
holds a.e. and also at every point of continuity of f.



Chapter 8

Construction of 2-adic
Chebyshev polynomials

8.1 Introduction

This Chapter is based on [43]. Chebyshev polynomials play an important role
for example in approximation theory. In classical analysis the Chebyshev poly-
nomials of the first and second kind can be expressed through the identities

sin [(n + 1) arccos z]

T, (x) = cos(narccosx); Up(z) = (x € [-1,1], n > 0),

sin(arccos )
where the cosine and sine functions can be given by means of the exponential
function: cosz = em'geﬂm and sinx = . Each of the Chebyshev polyno-
mials of the first and second kind form an orthogonal system with respect to a

specific weight function.
In this chapter we will construct some analogies of the Chebyshev polynomi-

i

et —e”

als on the 2-adic field (T, —7-7 o) using several kinds of 2-adic cosine and sine func-
tions. We present two opportunities to construct 2-adic trigonometric functions
expressed by the additive characters (v,,n € N) or by the S-valued exponential
functions, which is in connection with the multiplicative characters. In this way
we will obtain first two DMSP-transformations of (v,,n € N), which will yield
a UDMD product system, thus complete and orthonormal. Then follow further
types of Chebyshev polynomials, which also fulfil orhogonality.

25
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Throughout this chapter forx € I'let n-z ==z :L T 4.— e 4.— x if n € N*, and
—_————
n times
let 0-z:=60. Note, that 2-x =x+z=cjex (z€l)and 2" -z =e, 0z (z €
I,n eN).

The S-valued exponential function on I: Recall the base defined in
Chapter 3: by :=e + e3, by :==bp_1 ®b,—1 (n > 2). The difference between the
following function and that one presented in Chapter 3 is the domain. Consider
S := Ly(e + e1). Define the S-valued exponential function on I by: ((x) :=
152,07 (x = (zj,j € N) €.

J=1"J

8.2 2-adic sine and cosine functions

Definition 14 Define the 2-adic cosine and sine function on I as follows:

cosz = (((2) + (7)) semr  (ze),

sinz := ({(z) — {(z7))®e_y (x €.

Definition 15 To any n € N define the 2-adic COS,, and SIN,, functions
on I as follows:

Up () + v (™)

COS, (z) := 5 (x €1),
SIN,(z) := % (z €1).

Addition formulas for the 2-adic trigonometric functions defined above hold,
cos and C'OS,, are even and sin and SIN,, are odd. Furthermore

cos(z ¥ y) ¥ cos(z : y) =cosx ecosy eey.
COSp (2 + 1) + COSp(z — y) = COSn(2)COS, (y).

Thus cos and sine (as COS,, and SIN,, also) satisfy the so-called d’Alembert
equation and sine-cosine functional equation investigated in Sahoo[l14] and
Staetker[44].

As the inverse function of cos is needed in the chosen construction of Cheby-

shev polynomials, we determine now the set, on which cos is bijective: S, thus
we consider its restriction on S, and we determine the range also: ST.
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Notation 1 Consider the following sets of bytes

S := Ig(e + 61), Sh = Ig(@) =e —T— I3, St .= 16(6 —T— es —T— 65).

Theorem 13 [I. Simon[43]] a) The function cos takes S to ST. Specially, cos :
S ¢ S — St is a bijection.
b) The function cos takes I to St.

Notation 2 Let us denote the inverse of cos : S — st by arccos, which has
domain ST.

Lemma 4 [I. Simonf43]] f(t) := cos(e_4 ®t) is a DMSP-function on Sy =
I (eq —T— es), and also on Sy \ Sy = Is(eq).

Remark: Similarly, sin: S — Is(e+ e2) is a bijection, and z +— sin(z) ee_o
is a DMSP-function on S.

Theorem 14 [I. Simon[43]] The systems (v2COS,,,n € N), (v/2SIN,,,n € N)
are orthogonal and for n € N* also orthonormal.

8.3 The 2-adic Chebyshev polynomials

It seems at first sight to have exaggerated in the following definitions by using
k twice, but the first one ensures that the system will be a UDMD product
system, and the second one belongs to the nature of Chebyshev polynomials.

Definition 16 Define the 2-adic Chebyshev polynomials of the first
kind as the product system of ti(x) := wvor+e (cos[(2k + 1) arccos(z)]) (z €
Stk € N), that is,
To(x) := H [vgr+s (cos[(2k + 1) arccos(x)])]™* (xeShneN). (81)
k=0

Definition 17 Define the 2-adic Chebyshev polynomials of the second kind as
the product system of uy(z) := vorts (sin[(2k 4 1) arccos(z)]) (z € ST,k € N),
that is
Un(x) := H [Vgkts (sin[(2k + 1) arccos(z)])]™* (reSh,neN). (82)
k=0
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Lemma 5 [I. Simon[/3]] The functions x — cos((2n + 1)arccosz) (z € ST)
and x +— e3 e sin((2n + 1) arccosz) (x € ST) are DMSP-functions on ST for any
newz.

Theorem 15 [I. Simon[43]] The 2-adic Chebyshev polynomials of the first and
second kind (T,,,n € N) and (U,,n € N) are complete and orthonormal systems.

Consider shift operations:
S:1— St S(x) ::xoeg—T—e—T—eg—T—%,

S':S—1, §x):= [t —e—e1]ee_s.

Remarks: 1) Like for any UDMD product systems, Fourier series of any
f e LP(I) (p > 1) with respect to systems (T},,n € N) and (U,,n € N) converges
a.e. to f, which is a consequence of Theorem 4 in Schipp [37]. Furthermore
(C,1)-summability of any f € L'(I) with respect to these systems also holds,
which is a consequence of Theorem 15 in G&t[9] stated for Vilenkin-like systerms,
a generalization of UDMD product systems.

2) The 2-adic Chebyshev polynomials of the first and second kind can be
defined also on I by using a shift operation:

ﬁ(m) = H [var+e (cos[(2k + 1) arccos(S(z))])]™* (x €e,n eN),
k=0

Uvn(x) = H [Vorts (sin[(2k + 1) arccos(S(z))])]"™* (r €l,n eN).
k=0

Definition 18 Define the 2-adic Chebyshev polynomials of the third and fourth
kind by

T, (z) := COS,[S (arccos(S(z))] (z €I,n €N), (8.3)
Uy, (z) := SIN,[S’ (arccos(S(z))] (z €I,n € N). .

Theorem 16 [I. Simon[43]] The 2-adic Chebyshev polynomials of the third and
fourth kind (T,,,n € N), (U,,n € N) are orthogonal systems in L*(I).

Theorem 17 [I. Simon[{3]] The subsystems (Ton,n € N), (Uan,n € N) form
UDMD systems on 1.



Chapter 9

Bevezeto

Ez a dolgozat négy f6 témat olel fel, melyek a Blaschke fliggvények két lokalisan
kompakt nem-Archimédeszi normélt testen értelmezett valtozataval kapcso-
latosak: a 2-adikus (vagy aritmetikai) és a 2-soros (vagy logikai, diadikus) testen.
Eloszor a diadikus martingdl struktirat megérz6, azaz DMSP-transzfomacidok
hatésat vizsgaljuk olyan fiiggvényosztdlyokra, mint az UDMD rendszereké, az
A,-mérhetd fiiggvényeké, a diadikus LP(I), HP(I) fliggvényosztélyok, illetve a
Lip(a, I) Lipschitz-osztély. Majd meghatdrozzuk a Blaschke csoport karakter-
rendszerét, majd bevezetjiik a diszkrét Laguerre és a Malmquist-Takenaka
fliggvényeket a Blaschke fliggvények és a megfelel6 additiv csoportok karakterei
segitségével. Ez utébbi két rendszer UDMD szorzatrendszer és ortonormaélt,
mig a masodik téma esetén a konstrukciéban fellép6 v, o y-rél mondhatjuk
el ugyanezt. Végil pedig 2-adikus Chebyshev polinomokat konstrudlunk
kiilonb6z6 2-adikus trigonometrikus fiiggvény segitségével, melyeket ugyanc-
sak értelmeziink és vizsgalunk. Mindezek kapcsolatosak a diadikus martingal
strukturat megérzo transzformécidkkal, hiszen ezek rekurzids el6allitdasainak
lényegében azonos a tipusa.

A Blaschke fiiggvénnyel vagy altaldnosabb diadikus martingdl struktirat
megorzé fliggvényekkel és az adott testek karaktereivel kapcsolatos ortogonélis
rendszerek konstrukcigjat és vizsgalatat tartalmazza a mi. Ugyanakkor ez a
munka nem vallalkozik a téma teljes leirdsara. A szorzatrendszerek és UDMD
rendszerek modszerét valasztottuk vizsgalatunkhoz.
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Chapter 10

Algebrai és topologiai
struktira

Ez a fejezet koveti a Schipp-Wade[17] kézikonyv ezen értekezésben hasznalt
fogalmait és allitdsait. Felelevenitjitk a diadikus/2-soros és 2-adikus testek al-
gebrai és topoldgiai struktarajaval kapcsolatos definiciékat és tételeket.

A := {0,1} jelolje a bitek halmazdit, B := {a = (a;,j € Z) | a; €
Aés lim;._a; = 0} pedig a bdjtok halmazdt. Egy = € B bajt rendje
a kovetkez8: ha x # 6 := (0,5 € Z), akkor legyen w(x) := n pontosan
akkor, ha z, = 1és 2; = 0 (j < n), tovdbbd legyen m(f) = +oo. Az
|z]| ;== 27"®) haz € B\ {6}, és ||0]| :== O egy nem-Archimédeszi norma, ami
egy nem-Archimédeszi metrikdhoz vezet.

Tekintjiik a 2-soros/logikai/diadikus és 2-adikus/aritmetikai miiveleteket, és
megemlitjiik, hogy (B, —T—7 o) és (B, —T—, o) nem-Archimédeszi normélt testek. Tek-
intjiik a diadikus intervallumokat: I, := {x € B : |jz|| £ 27"}, ahol n € Z.
Legyen I := Iy = {a = (a;,j € N)| a; € {0,1}}. Ezek meghataroznak egy
diadikus martingél struktirat. Egy p normalizalt Haar mértéket tekintiink,
melyre p(I) = 1, és &ttekintjiik az UDMD rendszerek fogalmét, melyet F.
Schipp[16] vezetett be, és beldtta, hogy (¢,,n € N) pontosan akkor UDMD
rendszer, ha

bn = Tngn, gn € L(A,), |gn| =1 (n €N). (10.1)

A Y = (Ym,m € N) egy UDMD szorzat-rendszer, ha egy UDMD rendszer
altal generalt szorzat-rendszer, azaz 1étezik olyan (¢,,n € N) UDMD rendszer,
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hogy ha m € N binaris kifejtése m = 3772, m;29 (m; € A,j € N), akkor:
Ym = Hoio ¢;n] (m €N).

A transzformaciés mddszer

Ha a karakter-rendszernek egy mértéktarté transzforméacioja szerinti Fourier
sorfejtést vizsgaljuk, akkor ezek részletosszegeit és Cesaro kozepeit kife-
jezhetjiik a karakterek szerinti Fourier sor részletosszegei és Cesaro/Fejér kozepei
segitségével, mely kifejezést Osszegezhetdségi és konvergencia-vizsgalatoknal al-
kalmazunk.

Jelolje {¢n,n € N} a vizsgélt additiv csoport karakter-rendszerét, és legyen
T : 1 — [ egy mértéktarté argumentum-transzformacié. Ekkor fH foT du =

fﬂfdu.

Definicié 1 Egy f € L'(1) figgvény T-Fourier egyiitthatéi, T-Fourier sora,
a T-Fourier sor n-edik részletosszege és T-Cesaro kozepe alatt a kovetkezoket
értjuk:

ﬁmw=lﬂ@%aummw (neN),

[e’e) n—1
STf= fT(k)-dpoT, Spf:=> [T(k)-¢roT (neP),
k=0

k=0

1 n
ol f:=0¢és UYTLJC:EZSEJE (neP).
k=1

Allitas 1 Minden f € L'(I), n € P esetén fenndllnak a kivetkezik:
SEf=1[Su(foT )] oT, és (10.2)
opf=lon(foT )] oT, (10.3)

ahol S,, és o, az additiv csoport {¢,,n € N} karakterei szerinti Fourier sor
megfeleld fogalmas.

Megjegyzés: A Bokor-Schipp [3] alapvetden ilyen Gsszefliggéseket is hasznal
a komplex testen skalaris szorzatokkal kifejezve. A vizsgalt testeken a fenti
allitds szolgélt a diszkrét Laguerre és (v, oy, n € N) rendszerek szerinti Fourier
sorok m.m. konvergencia és Osszegezhet6ségi kérdéseinek vizsgalatdban. (I. Si-
mon [39] és I. Simon[40].) Schipp Ferenc professzor ur hivta fel a figyelmemet
arra, hogy az allitas igaz altalanosabban, tehat mértéktartd transzformacidkra.
Az értekezésben a ”transzforméciés modszer” elnevezést az egyszeriibb megfo-
galmazasok kedvéért hasznéljuk.



Chapter 11

Néhany hasznos fuggvény

Ezt a fejezetet a kovetkezd vizsgaldodasokban hasznalt eszkozok bemutatasara
ill. értelmezésére szenteljiik. Elobb bemutatjuk a diadikus és 2-adikus ad-
ditiv csoportok karaktereit a Schipp-Wade [17] kézikonyvben taldlhaté médon,
a szorzat-rendszerek fogalmat hasznalva. Majd az (S, e )-értékii ¢ exponencislis
fiiggvény bemutatasaval folytatjuk. Ezt koveti a megfelel6 Blaschke fliggvények
értelmezése és tulajdonsagai. Ettol kezdve a szerz6 eredményeit tartalmazza az
értekezés.

Az (I, i) karakterei az (r,,n € N),r,(z) := (=1)" (z € I) Rademacher
fiiggvények szorzatrendszerei, melyeket Walsh-Paley fliggvényeknek neveziink:
wy (x) = (—1)=50 5% = T[22 ry(2)™ (x € 1), ahol n = 3272 n;29 €N (n, €
A).

Legyen €(t) := exp(2nit) (t € R). Az (H,—T—) karakter-rendszere, (v, m €
N) a (van(z),n € N) fiiggvények dltal generdlt szorzat-rendszer: wv,,(x) =
H;’;O(vy (z))™, ahol vgn (z) :=€ (% + "2+ +...) (z €l).

Az S-értékii exponencidlis fuggvény [;-en: Egy 2-adikus exponencidlis
fiiggvény taldlhaté a Schipp [17], pp 59-60 konyvben, mellyel lényegében azonos
exopnencialis fiiggvényre van sziikségiink, de mésik bazissal: b, = e —T— e a
e + e helyett. Legyen S := {z € S: z; = 0}. Az aldbbiban a szorzat jele

(]
az aritmetikai szorzdsra vonatkozik. Tekintsiik a kovekezd bdzist: by := e +
€a, by :=byp_10b,_1 (n > 2). Az (S, e)-értékli exponenciilis fiiggvény az
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I;-en a kovetkezéképpen értelmezett:

¢(z) == Hbf-j (= (xj,j €Z) el). (11.1)
j=1
¢ L — S egy folytonos izomorfizmus, tovadbba eleget tesz az aldbbi
fliggvényegyenletnek:
((z+y)=C(z)elly) (z,yeh) (11.2)

A Blaschke fiiggvények
A logikai és aritmetikai Blaschke fiiggvények bevezetése és vizsgilata a
Simon[39] és Simon[40] cikkekben taldlhato.

Definicié 2 Az a € 1y paraméteri logikai Blaschke fligguény (H,—T—,O)-n a
kovetkezbképpen van értelmezve:

B,(z) := (azjra)o(eiaox)fl = ﬁim (x €1). (11.3)
et+aox

B, egy bijekcié az I-n és S := {x € B | ||z|| = 1}-en, a B, inverze 6nmaga:
B, ! = B,, tovabb4 mivel
a+tb
B, (By(x)) = Be(z) (x €l), ahol c = ———— = B,(b) € I (11.4)

o]

e+aob

teljesiil minden a, b € Iy-re, a B, (a € I1) leképezések egy kommutativ csoportot
alkotnak a fliggvény-kompoziciora nézve, melyben az elemek rendje 2.

Definicié 3 Az a € I; paraméterd aritmetikai Blaschke figgvény (I, —T—,o)-n a
kovetkezdképpen értelmezett:

Ba(z) = (z—a)e(e~aex) =2 (zel). (11.5)

Belatjuk, hogy ez a fliggvény jol értelmezett.
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Allitds 2 B, : 1 —1 egy bijekcio minden a € I esetén az I-n és S-en is.

Az inverz fiiggvénye: B;! = B,-. Két Blaschke fiiggvény kompozicidja is
Blaschke fiiggvény:

b
B, o By = B, aholc:ci; el (a,bely), (11.6)
et+aeb
mely a a<b = 2t ¢ I, (a,b € 1) jeloléssel azt jelenti, hogy B, o By =

et+aeb
Baw (a,b € ;). Ezért a B, (a € 1) leképezések egy kommutativ csoportot

alkotnak a fliggvény-kompoziciéra nézve.

Definicié 4 Az (H,—T—,O) testen tekintett  Blaschke csoport alatt a (B,0)
strukturdt értjik, ahol
B:={Bs,acli} (11.7)

és o fugguénykompoziciot jelol.

Allitas 3 [I. Simon[39]] Adott x € T,a € 1, esetén a y = Ba(z) bdjt mindkét
tekintett testen az aldbbi rekurziés alakkal rendelkezik:

Yn = Tp + ap + fr(zo,  ,Tn—1) (mod 2) (11.8)

ahol az fn : A" — A (n=1,2,---) fliggvények az a paramétertdl is figgnek.
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Chapter 12

Diadikus martingal
struktirat megorzo
transzformaciok

Ez a fejezet az I. Simon[42]-en alapul és a diadikus martingdl struktirat
meg6rzd transzforméaciok hatdsat vizsgalja specialis fliggvényosztalyokra vagy
fiiggvény-rendszerekre. Kideriilt, hogy a DMSP-fiiggvényekkel valé kompozivid
megdrzi az UDMD rendszerek osztalyat, az A,-mérhetd fliggvények terét, az
LP(T), HP(I) diadikus fliggvény-osztalyokat és a Lipschitz-fliggvények Lip(a,T)
osztalyat. Ezutdn néhany példat adunk DMSP-fliggvényre, megemlitve tobbek
kozott a Blaschke fliggvényeket.

Definicié 5 Azt mondjuk, hogy B : 1 — 1 egy diadikus martingdl struktirdt
megdrzd figguény, vagy réviden DMSP-transzformdcid, ha bijekcick (¥U,,n €
N), 9, : A — A rendszere és egy tetszbleges (n,,n € N*), n, : A" — A rendszer
generalja a kévetkezdképpen:

(B(2))o := Yo(x0),
(B(x)),, :=n(zn) + nn(zo,z1,. .., 2p—1) ( mod2) (neN¥).

A DMSP-transzformécié fogalma tobbnyire a fiiggvényre vonatkozik, de
idonként a vele valé kompoziciét tekintjik, ami a szOvegOsszefiiggésbol
egyértelmiien kidertil.
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Allitas 4 Minden, a definicié szerint meghatdrozott (9,,n € N) és (n,,n €
N*) generdtor-rendszerbél szdrmazé DMSP-transzformdcid egy bijekcid T-n, és
inverz figguénye is DMSP-transzformdcio.

Allités 5 DMSP-transzformdaciok kompozicidja is DMSP-transzformdcio.

Mely fiiggvény-rendszerek DMSP-transzformaltja eredményez UDMD rend-
szert? Latni fogjuk, hogy pontosan az UDMD rendszereké. Ehhez sziikséges az
alabbi segédtétel:

Lemma 6 [I. Simon[/2]] a) Legyen B : 1 — 1 egqy DMSP-transzformdcid.
Ekkor minden n € N esetén

3h, € L(Ap), |hn| =1 dgy, hogy rn 0 B =1y - hy. (12.1)

b) Az A, -mérhetd figguények L(A,) tere invaridns a DMSP-transzformdcidval
szemben.

Tétel 1 [I. Simon[{2]] Legyyen B : 1T — 1 eqy DMSP-transzformdcid. Az
(fn,n € N) akkor és csak akkor UDMD rendszer I-n, ha (fn, o B,n € N) is
UDMD rendszer I-n.

Tétel 2 [I. Simon[43]] Legyen (B, : I — I,n € N) DMSP-transzformdcidk
egy rendszere. Az (fn,n € N) akkor és csak akkor UDMD rendszer I-n, ha
(fn o Bn,n € N) is UDMD rendszer I-n.

Mivel a DMSP-transzformaciék megérzik az UDMD rendszerek osztalyat, a
2. Fejezetben bemutatott transzformaciés mdédszerbol kovetkezik, hogy az ere-
deti karakter-rendszerek szerinti Fourier sorok m.m. konvergencidjira és (C, 1)-
szummacidjara vonatkozo tételek is megérzé6dnek DMSP-transzformécié soran.

Az LP(I) (0 < p < o0) és HP(I) (0 < p < o0) fliggvény-osztalyok DMSP-
transzforméciéval szembeni invariancidjanak vizsgalatdhoz sziikséges, hogy ez a
transzformécié mértéktarto legyen.

Lemma 7 [I. Simon[}2]] Legyen B : 1 — I eqy DMSP-transzformdcid ésn € N.
Ekkor
B(I(2)) = I(B(z)  (z€]T). (122)
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Allitas 6 [I. Simon[42]] Barmely B : 1 — 1 DMSP-transzformdcié mértéktartd,
i9y

/foB dp = /fd,u (f € LY(I)). (12.3)
I I

Tétel 3 [I. Simon[/2]] Birmely B DMSP-transzformdcié megdrzi az LP(I)(0 <
p < o0)-t és a HP(I) (0 < p < o0) diadikus Hardy teret. Tovdbbd,

1f o Bllp = Ilfllp (0 <p <o), (12.4)
If © Bllz» = [[fllz» (0 <p < o0). (12.5)

Megjegyzés 2. Kovetkezésképpen,
1
1f o Bllsmo = SUEH (Enlf = Eaf1?)? 0 Blloo = Il BMoO-
ne

Ezért a korlatos diadikus kozép oszcillacioju fiiggvények BMO tere és a
eltiing diadikus kozép oszcillacidji fliggvények VMO tere is meg6rzédik DMSP-
transzformaciék soran.

EmlékeztetSiil: a > 0 esetén a Lip(a,B) fiiggvényosztdly olyan f : I — R
fiiggvények halmaza, melyekre fennall, hogy

If(y) = f(@)] < cplz,y)* (z,y€B)

valamely ¢ € R konstanssal, mely f-hez tartozik.

Tétel 4 [I. Simon[42]] A DMSP-transzformdcick megdrzik a Lip(a,T) (o > 0)
teret.

Példak DMSP-fiiggvényekre:

Megemlitiink néhany DMSP-fiiggvényt a (B, —T—, o) és (B, —7—7 ) testen: a tran-
szlaciot, a dilataciot, a reciprok-képzést, a ¢ egy altaldnositdsat és a Blaschke
fliggvényeket.
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Chapter 13

A Blaschke csoport
karakterei

Ebben a fejezetben az (]I,—T—,O) test (B,o) Blaschke csoportjardl beldtjuk,
hogy topoldgikus csoport és meghatarozzuk a karaktereit. Majd egy rekurzid
meghatarozasa utan osszegezhetbségi és konvergencia kérdéseket targyalunk. Ez
a fejezet a Simon[40] cikken alapul.

13.1 A Blaschke csoport karaktereinek kon-
strukcidja

L]
Miutdn az (I, +, e) test (B,0) Blaschke csoportjardl beldtjuk, hogy topolégikus
csoport, ratériink a karakterek meghatdrozasara. A B, o By, = B,q kompozicid
altal meghatdrozott = <y := —<t% (2,9 € I;) miivelet a tangens fiiggvény

et+zey
fliggvényegyenletéhez vezet. Ez képezi a konstrukcié alapotletét, melynek

kovetkeztében a 2-adikus test Blaschke csoportjanak karaktereit tangens-szerti
fliggvények segitségével allitjuk elo.

A B: (I1,49) — (B,0), a— B, leképezés egy folytonos izomorfizmus, ezért
a (B, o) karakter-rendszerének meghatédrozdsahoz elegendd az (Iy,<) karakter-

rendszerét meghatarozni. Ugyanakkor az (Hl,—T—) karaktereit mar ismerjiik:
(vn,n € N).
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Ezért most a célunk megadni egy folytonos izomorfizmust az (I, —T—)—rél az
(I, <)-re, vagyis egy olyan v fiiggvényt, mely eleget tesz a kovetkez6 egyenletnek:

Aoty = LD FW
e+ (z) e y(y)

Ez az Gt ugy tekinthetd, mint a tan fiiggvény fliggvény-egyenletének megoldasa
a vizsgalt lokélis testen.

z,y €1h).

Definicié 6 A tangens-szerd -y figguényt a kovetkezéképpen értelmezzik (I, —T—
)-en:
== e (13.1)
((x) +e

Az alabbi segédtétel a tovabbiakhoz sziikséges allitdsokat tartalmazza:

Lemma 8 [I. Simon[{0]] Minden a,b € B,x € I; és y € I esetén:

i)a—T—a:eloa iii) (*(z) = ((e1 @ 7)

) e+y6§.

e:y

Lemma 8 #74) szerint a 7 tangens-szer(i fliggvény fogalma kozel 4ll a tan-hoz:
~v(z) =tan(e_; o z) (x € Iy).

Tétel 5 [I. Simon[/0]] Az (13.1)-ben értelmezett v figguény egy folytonos

izomorfizmus (I, —T—)-ré’l (Iy,<)-re.

Tétel 6 [I. Simon[40]] Az (I1,<) csoport karakterei a kévetkezdk:
vpoy ™t (neN).

Kovetkezmény 1 [I. Simon[40]] A (B,o) Blaschke csoport karakterei a
kovetkezok:
vpoy toB™' (neN),

ahol (B,0) az (1, J.r, o) aritmetikai test Blaschke csoportja, és B : (I1,<) — (B, 0)
a kévetkezd figguény: a — B,.
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13.2 Rekurzid

Megmutatjuk, hogy ~(z) rekurziéval szdmolhat6 z-bél, és ezért:

Allitas 7 [I. Simon[40]] A v,y (n € N) figguények, az (Iy,<) csoport karak-
terei UDMD szorzatrendszert alkotnak.

Mivel (v, oy~ !,n € N) egy UDMD szorzatrendszer, ezen rendszer szerinti
diszkrét Fourier egytitthaték a Gyors Fourier Algoritmussal (FFT) szédmolhatok.
Az FFT algoritmusrdl sz6l6 részletekrol bévebben: Schipp-Wade[17], pp. 106-
111.

13.3 Gamma-Fourier sorok (C,1)-6sszegezhetdsége
és m.m. konvergenciaja

A rekurziés eldéllitasanak kovetkeztében - egy bijekcié I, (x)-en, tovébba
Y(In(x)) = Li(y(x)) (x € I1,n € N), ezért a v argumentum-transzformdcié
mértéktatd. Ez kovetkezik abbdl is, hogy ~v egy DMSP-transforméci6 a 4. Fe-
jezetben bemutatott fogalommal. Igy,

foydu= [ fdpu. (13.2)
I i

Definicié 7 Egy f € LY(Iy) figgvény (v, o v~1,m € N) rendszerre
vonatkozo Gamma-Fourier egyiitthatoit, Gamma-Fourier sordt, illetve annak
n-edik részletdsszegét a kovetkezdképpen értelmezziik:

Fim)i= | f@on(y @)dutz)  (meN)
§7f =Y Fik) oo,
k=0
n—1 .
Spf =3 Fik)-veoy ! (nEP)
k=0
Ertelmezzik az S7 f Gamma-Cesaro (vagy (G—C, 1)) kézepét a kivetkezéképpen:

oof =0 és

ol f ;:%Zs,jf (n eP).
k=1
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A Carleson-Hunt tétel egy f € LP(R) (p > 1) fiiggvény Fourier sordnak m.m
konvergenciajardl, illetve a Lebesguenek az f € L'(R) (C,1)-6sszegezhetdségérdl
52616 tételének megfelelsi érvényesek az f € LP(I) (p > 1) illetve f € L'(I;)
Gamma-Fourier soraira. Az el6bbi eredmény Schipp Fe renc egy &altalanos
tételének ( [37], 4. Tétel) kovetkezménye, mely egy f € LP(R) (p > 1) tetsz6leges
UDMD rendszer szerinti Fourier sordnak m.m. konvergencidjardl szél. A
masodik megfelelé allitds Gat Gyorgy Vilenkin-szerti rendszerekre, UDMD
rendszerek dltaldnositdsaira vonatkozé tétel ( [9], 15 Tétel) kévetkezménye.
Ugyanakkor ezen tételek adédnak kozvetleniil a (v,,n € N) karakter-rendszer
szerinti Fourier sorokra kimondott tételekbdl is a 10. Fejezetben bemutatott
transzformécids médszer segitségével.

Tétel 7 Az (I, —T—, o) testen fenndllnak az aldbbiak:
a) SYf — f m.m., amint n — oo (f € LP(Iy), p > 1);
b) o f — f m.m, amint n — oo (f € L*(I})).

Megjegyzés 4. Mivel v, oy egy UDMD szorzat rendszer, az UDMD rend-
szerekre és Vilenkin-szeri rendszerekre fennalld altaldnos tételek biztositjak a
(vm 0y~ m € N) rendszerre vonatkozé Fourier sorok norma konvergencijat:

Jim 153, £ = flly =0, (f € L*(1). (1 q < ) (13.3)
Jdim S35 = fllg = 0,(F €L9(T)), (1 < g < ) (13.4)
Jim o7 f = flly =0, (f € L'(1), (1.5

Tovabbd, (13.4) és (13.5) fenndll ¢ = oo-re is, ha f folytonos I-n.



Chapter 14

Diszkrét Laguerre
fuggvények lokalis testeken

14.1 Bevezeto

Ez a fejezet diszkrét Laguerre fliggvények konstrukcidjat tartalmazza mindkét
lokélis testen. A klasszikus rendszerben szereplé hatvanyfiiggvény szerepét
a megfelel6 test additiv karakterei veszik at, melyek Blaschke fliggvényekkel
tekintett Osszetétele alkotja a diadikus diszkrét Laguerre rendszereket. A
3 Fejezetben latottak szerint a B, Blaschke fiiggvények bitjei rekurziéval
szamolhatdk. Kovetkezésképpen a vizsgalt rendszerek UDMD szorzatrendsz-
erek. fgy az azokra érvényes eredmények itt is fenndllnak. Ezen rendszerek
szernti Fourier sork (C,1)-0sszegezhetsége és m.m. konvergencidja a Schipp[15]
és G4t[7] karakterek szerinti Fourier sorok hasonlé kérdéseirdl szdl6 tételek
kovetkezménye, melyet a transzforméacios modszer eszkozével lattunk be.

14.2 Diszkrét Laguerre fliggvények a diadikus/2-
soros/logikai testen

Definicié 8 Az a € 1; paraméterii B,-hoz tartozo logikai diszkrét Laguerre
fiigguényeket a kovetkezoképpen értelmezziik:

L\ (z) := wi(Ba(x)) (k€ N,z €l). (14.1)
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Az a € T; esetén tekintsik az r, o B, (z € I, n € N) fiiggvényeket. (Itt
o fiiggvény-kompoziciét jelent.) Ekkor (Lfca), k € N) az (r, o Bs,n € N) 4ltal
generalt szorzatrendszer:

Tétel 8 [I. Simon[39]] Minden a € Iy esetén az (r, o By, n € N) egqy UDMD
rendszert alkot I-n.

Kovetkezmény 2 [I. Simon[39]] Az (L,(Ca),k € N) logikai diszkrét La-
guerre rendszer az (rp, o By,n € N) dltal generdlt UDMD szorzatrendszer,
kovetkezésképpen teljes ortonormdlt rendszert alkot.

14.3 A 2-adikus diszkrét Laguerre fliiggvények

Definicié 9 Az a € 1 paraméterd By-hoz tartozo aritmetikai diszkrét Laguerre
figguényeket a kovetkezoképpen értelmezzik:

L\ (z) := vp(Ba(x)) (ke N,z €l). (14.2)

Az a € 1} paraméterek és n € N esetén tekintsiik a von o B, fiiggvényeket
[-n. Ekkor (Lgca), k € N) a (van 0 By, n € N) altal generalt szorzatrendszer:

+oo
L(x) = [] low (Ba(@)]® (2 € D).
§=0

Tétel 9 [I. Simon[39]] Minden a € I; és n € N esetén a van o B, fiiggvények
UDMD rendszert alkotnak I-n.

Kovetkezmény 3 [I. Simon[39]] Az (L,(ﬁ),m € N) aritmetikai diszkrét La-
guerre rendszer a (vagn o By,n € N) dltal generdlt UDMD szorzatrendszer,
kovetkezésképpen teljes ortonormdlt rendszert alkot.
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14.4 Laguerre-Fourier sorok (C,1)-6sszegezhetbsége
és m.m. konvergenciaja

Ebben a részfejezetben B, és L&a) jeloli a megfelelé Blaschke fliiggvényt és

diszkrét Laguerre figgvényt az (]I,—T—,O) ill. (]L—T—p) testen, és a € I;. A
T:I1—1, T(z):= By(z) argumentum-transzformdcié mértéktarts, igy

/Hf o B, dp = /Hfdu. (14.3)

Definicié 10 Egy f € LY(I) figgvény (Lg{l),n € N) rendszerre vonatkozd
Laguerre-Fourier egyutthatoit, Laguerre-Fourier sordt, illetve annak n-edik
részletosszegét a kovetkezoképpen értelmezzik:

) = [ F@L @inte) ()

SOf =Y FOkLyY,
k=0

n—1
S@f=3 f@mrLy  (nePp).
k=0

Ertelmezzik az S f Laguerre-Cesaro (vagy (L—C, 1)) kézepét a kvetkezéképpen.:
(a) .
oy f:=0¢és

1 n
(ll) —— (a) P
alf: nkE:1Sk f (neP).

A Carleson-Hunt tétel egy f € LP(R) (p > 1) fuggvény Fourier sordnak m.m
konvergencidjardl, illetve a Lebesguenek az f € L*(R) (C,1)-6sszegezhetdségérsl
sz616 tételének megfeleléi érvényesek az f € LP(Iy) (p > 1) illetve f € L*(I)
Laguerre-Fourier soraira. Az el6bbi eredmény Schipp Ferenc egy altaldnos
tételének ( [37], 4. Tétel) kovetkezménye, mely egy f € LP(R) (p > 1) tetszOleges
UDMD rendszer szerinti Fourier sordnak m.m. konvergencidjardl szél. A
masodik megfelel dllitdas Gat Gyorgy Vilenkin-szerd rendszerekre, UDMD rend-
szerek altaldnositdsaira vonatkozé tételének ( [9], 15. Tétel) kovetkezménye.
Ugyanakkor ezen tételek adédnak kozvetlenil a (w,,n € N) ill. (v,,n € N)
karakter-rendszer szerinti Fourier sorokra kimondott tételekbdl is a 10. Fe-
jezetben bemutatott transzforméciés mddszer segitségével.
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Tétel 10 A (H,—T—, o) és (JL—T—,O) lokdlis testek mindegyikén teljestil, hogy

a) S’ff)f — f m.m., amint n — oo (f € LP(I),p > 1);
b) ol f — f m.m., amint n — oo (f € L}(I)).
Megjegyzés 5. Mivel az (Lg{l), n € N) diszkrét Laguerre rendszerek UDMD

szorzatrendszerek, ezért a szerintiik vett Fourier sorokra norma konvergencia
teljesiil:

Tim |55 f = fllg =0, (f € L(), (1 < g < 0) (14.4)
im [ISE0f — fllg =0, (f € L), (1 < ¢ < o) (14.5)
dim ot f — fllg =0, (f € L}(T). (14.6)

Tovabbd, (14.5) és (14.6) fenndll a ¢ = co esetre is, ha f folytonos I-n.
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Malmquist-Takenaka
fuggvények

A komplex testen értelmezett Malmquist-Takenaka rendszerek fontos szerepet
jatszanak a jelfeldolgozasban. Ebben a fejezetben ezen fiiggvények analogon-
jainak konstrukcidja szerepel a két vizsgalt lokalis testen azok additiv karak-
tereinek generatorrendszere és a Blaschke fliggvények segitségével. Ily moédon
UDMD szorzatrendszerekhez jutunk, melyek a diszkrét Laguerre rendszerek
altaldnositasai. Fzt az értelmezett Malmquist-Takenaka rendszerek Fourier
sordnak vizsgdlata koveti. Ez a fejezet a Simon [41] cikken alapul.

15.1 Malmquist-Takenaka rendszerek a diadikus
és aritmetikai testen

Definicié 11 Adott (a; € I,i € N) bdjtsorozat esetén a p = (ag,as,...)

]
paramétert (w,gp),k € N) Malmquist-Takenaka figgvényeket az (I,4,0)-n
értelmezzik a kovetkezd rendszer szorzatrendszereként:

(¢n,a, =75 0 Ba,,n € N). (15.1)
Pontosabban, w,(cp)(x) = [ [rn(Ba, (@) (z ).
n=0

Megjegyzés 6. Az y = B, (z) bijt az y, = xn + [ (x0,...,Tn-1)
el6éllitdsban, a (11.8)-ben bemutatott rekurzids elééllitasdban, az f" : A™ — A
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fliggvények az a,, € I; paraméterekhez tartoznak. Mivel itt kiillonb6z6 a.,
béjtokat haszndlunk a konstrukcidhoz, fels6 index jelzi a paramétert. Most
mindezen fliggvényekbdl:

ai-hez tartozé :  fi fF ... f}
as-hez tartozé : f2 f2 ... f?
am-hez tartozé : fi* fr ... f7

a f6atlo6 elemeit fogjuk hasznalni, az f;’-eket, mint a Cantor-féle 4tlds eljarasban.

Tétel 11 [I. Simonf[{1]] Tetszdleges (a; € I1,i € N) paraméter-sorozatra a
(15.1)-beli (on,a,, n € N) figguények UDMD rendszert alkotnak I-n.

Kovetkezmény 4 [I. Simon[41]] A (w,gp), k € N) logikai Malmquist-Takenaka
rendszer UDMD szorzatrendszer, kovetkezésképpen teljes ortonormdlt rendszer

(H7 _T_7 O) -n.

Definicié 12 Ertelmezziik a p = (ag,a1,...) (a, € I1,n € N) paraméterd ar-
itmetikai Malmquist-Takenaka fligguények (\I/,(f), ke N) rendszerét az (1, —T—, o)
2-adikus testen a kovetkezoképpen: legyen (\Ill(f), ke N) a

(q)n,an 1= V2n O Ban, n e N) . (15.2)

figguények dltal generdlt szorzatrendszer.

[v3: (Ba, (2))] ™ (x € (I +,9)).

18

Pontosabban, ¥” (x) =

7=0

Tétel 12 [I. Simon[{1]] Tetszéleges (an € 11, n € N) paraméter-sorozat esetén
a (15.2)-ben értelmezett (P, 4, n € N) egqy UDMD rendszer az I-n.

Kovetkezmény 5 [I. Simonf[/1]] A (\Il,(cp),k € N) aritmetikai Malmquist-
Takenaka figgvények UDMD szorzat-rendszert alkotnak, mely kovetkezésképpen

teljes ortonormdlt rendszer (I, —T—, ®)-n.
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Allitss 8 Specidlisan, azonos a, = a € Iy (n € N) paraméterek esetén
a U (x) Malmgquist-Takenaka figgvények éppen az L;‘“(z) diszkrét Laguerre
fliggvények az (1, —T—, o) és (I, —T—, o) testeken.

Nyilvanval6éan, az a, = 6 (n € N) esetén ez a rendszer nem mds, mint a
megfelel6 test additiv karakter-rendszere. A Malmquist-Takenaka rendszerek
tehdt mind a diszkrét Laguerre, mind pedig a karakter-rendszer dltaldnositasai.

15.2 (")sszegezhet('iségi és konvergencia kérdések

Most jelolje (‘l/,(f ), k € N) a Malmquist-Takenaka rendszert a megfelel testen,
tehdt ebben a részben egyszerre targyaljuk a két kiilonboz6 testre értelmezett
fogalmakat.

Definicié 13 Tekintsik az a, € I1(n € N) bdjtok dltal alkotott p = (ag,as,...)
paraméter-sorozatot.  Egy f € LY (I) figguény p-hez tartozé Malmquist-
Takenaka-Fourier egyutthatoi, Malmquist-Takenaka-Fourier sordnak mn-edik
részletosszegei és Malmquist- Takenaka-Cesaro (vagy MT — (C,1)) kézepeit a
kovetkezéképpen értelmezziik:

FOm) = [ F@) ¥ @)dutz) (e N),

SPf=3 Ok (neP),
k=0

1 n
=0 mdodfi= S TST (neP)
k=1

UDMD szorzat-rendszerek tulajdonsigai fenndllnak a megfeleld testeken
értelmezett (\I/ép ),k € N) Malmquist-Takenaka rendszerekre, ezért konver-
gencidrdl és Osszegezhetséerol szol6 Schipp [37](Tétel 4) és Gat[9)(Tétel 15)
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altalanos tételek alapjan fenndll az alabbi:

Jim (S5 f = fllg =0, (f € L(I),1 < g < o), (

Jim [P~ fllg =0,(f € LII), 1 < g < 00), (

lim ol f = flly =0, (f € LY(D)), (

SV f  mm. (felD), (1

SPf . f mm.  (feLiI),q>1), (

o f—f  mm.  (f€LND). (
(

fenndll m.m. és f minden folytonossagi pontjaban.



Chapter 16

2-adikus Chebyshev
polinomok konstrukcidja

16.1 Bevezeto

A fejezet a [43]-on alapul. A Xklasszikus Chebyshev polinomok fontos sze-
repet jatszanak példaul az approximécié-elméletben. Az elsé- és masodrendi
klasszikus Chebyshev polinomok a trigonometrikus fliggvények segitségével is
kifejezhetok:

sin [(n 4 1) arccos ]

T, (x) = cos(narccosx); Up(z) = (r € [-1,1], n>0),

sin(arccos z)

ahol a cos és sin fliggvények megadhaték az exponencidlis fiiggvényekkel: cosx =
% és sinx = €= Az els6- és mésodfaji Chebyshev polinomok orto-
gonalis rendszert alkotnak bizonyos sulyfliggvényekre nézve.

Ebben a fejezetben a Chebyshev polinomok 2-adikus analogonjainak kon-
strukcidja talalhato kiilonb6z6 szinusz és koszinusz fliggvényekkel kifejezve. Két
lehet6séget mutatunk be 2-adikus trigonometrikus fliggvények konstrukciéjara:
a (vp,n € N) additiv karakterek, illetve az S-értéki exponencialis fliggvények
segitségével, mely kapcsolatban &all a multiplikativ karakterekkel. Ily mddon
el6bb a (v, n € N) rendszer két DMSP-transzformécidjat kapjuk, mely UDMD
szorzat-rendszert alkot, igy teljes ortonormélt rendszer. Ezt olyan Chebyshev
polinomok konstrukciéja koveti, melyek ugyancsak ortogonalis rendszert alkot-
nak.
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Egy = € I bajt esetén jelolje n -z :=x —T— x —T— —T— x ha n € N*, és legyen
—_———

n-szer

0-z:=86.
Az S-értékii exponencialis fiiggvény [-n: Emlékeztetiink a 3. Fe-
°
jezetben bemutatott bazisra: by := e + es, by :=by,_10b,_1 (n > 2). Az aldbbi
fliggvény és a 3. Fejezetben értelmezett k6zott pusztdn az értelmezési tartomany
~ [ ] ~
kiilonbozik. Legyen S := Ir(e + e1). Az S-értékil exponencidlis fiiggvényt a

kovetkezoképpen értelmezziik I-n: ¢(z) := [172, 077" (¢ = (z;,5 € N) € I).

16.2 2-adikus szinusz és koszinusz fiiggvények

Definicié 14 A 2-adikus koszinusz és szinusz fiigguényeket a kévetkezéképpen
értelmezzik 1-n:

+ e

cosx := (C(z) + {(x7))ee_ (x €1,
sinz := ({(z) — {(z7))oe_ (x €1).

Definicié 15 Minden n € N esetén értelmezzik a 2-adikus COS,, és SIN,,
figguényeket az 1-n a kévetkezdképpen:

008, (x) = o)t oaleT)

5 (x €1,
SIN,(z) = %ﬁ’”(f) (z €1).

Addiciés formuldk teljesiilnek a fent értelmezett 2-adikus trigonometrikus
fliggvényekre, tovabba cos és COS,, paros fliggvények, sin és SIN, pedig
paratlanok. Tovabba

cos(z ¥ y) ¥ cos(z : Yy) =cosx ecosy eey.
COSn(z +y) + COSn(z — y) = COSp(z)COS, (y).

Ezért a cos és sin (illetve COS, és SIN,) fuggvények eleget tesznek
az ugynevezett d’Alembert -féle fiiggvényegyenletnek és a szinusz-koszinusz
fiiggvényegyenletnek, melyeket t6bbek kozott Sahoo[l4] és Staetker[44]
vizsgaltak.

Mivel a cos fiiggvény inverzére van sziikségiink a Chebyshev polinomok
valasztott konstrukcidiban, meghatarozzuk az 1 legb&vebb részhalmazait,
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melyeken a cos fiiggvény bijektiv: S és S \ S. A cos fliggvény S-ra valé
lesziikitésének meghatérozzuk a képtartomanyat is: ST.
Tekintsiik a bajtok kévetkezé halmazait:

S:= I2(€ + 61), Sh = 13(6) =€ —T— I[g, ST = Iﬁ(e -T— €3 —T— 65).

Tétel 13 [I. Simon[43]] a) A cos figgvény S-rél St-ra képez. Tovdbbd, cos :
S cS— St egy bijekcio.
b) A cos fiigguény I-t SP-re képezi.

Jeloljiik a cos : S — St inverzét arccos-al, melynek értelmezési tartomanya
St.

Lemma 9 [I. Simon[43]] f(t) := cos(e_4 ot) egy DMSP-fiigguény Sy = Is(eq ¥
e5)-on €s Sy \ Sy = Ig(eq)-on is.

Hasonléan, sin : S — I3(e + es) bijekcid, és x +— sin(z) e e_5 egy DMSP-
fliggvény S-en.

Tétel 14 [I. Simon[43]] A (vV2COS,,n € N), (vV2SIN,,n € N) rendszerek
ortogondlisak és n € N* esetén ortonormdlt is.

16.3 A 2-adikus Chebyshev polinomok

Els6 ranézésre tulzdsnak tlinhet az alabbi definiciéban kétszer szerepeltetni k-t,
de az els6 azt biztositja, hogy UDMD szorzat-rendszert kapjunk, mig a masodik
a Chebyshev polinomok természetéhez tartozik.

Definicié 16 A 2-adikus els6faju Chebyshev polinomokat értelmezzik a
tx () := vorse (cos[(2k + 1) arccos(z)]) (z € ST,k € N) szorzat-rendszereként:

Tn(x) = H [vgk+s (cos[(2k + 1) arccos(x)])]"™* (xeSh,neN). (16.1)
k=0

Definicié 17 A 2-adikus mdsodfaji Chebyshev polinomokat értelmezzik az
ug () 1= vorys (sin[(2k + 1) arccos(z)]) (z € ST, k € N) szorzat-rendszereként:

Un(z) := H [var+s (sin[(2k + 1) arccos(z)])]™* (xeShneN). (16.2)
k=0
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Lemma 10 [I. Simon[43]] Az x — cos ((2n + 1) arccosz) és x — e3 esin((2n +
1) arccos z) fiiggvények DMSP-fiigguények az St-on minden n € 7 esetén.

Tétel 15 [I. Simon[43]] A (T,,n € N) és (U,,n € N) 2-adikus Chebyshev
polinomok rendre teljes ortonormalt rendszert alkotnak.

Tekintsiik az alabbi eltolas-operdtorokat:
S:1—St, S(z) :zxoeg—T—e—T—eg—T—%,

S":S—1, S'z) =[x —e—e]oes.

Megjegyzés: 1) Mint minden UDMD szorzat-rendszer esetén, egy f €
Lr(I) (p > 1) fuggvény (T,,n € N) illetve (U,,n € N) rendszer szerinti
Fourier sora m.m. konvergdl f-hez, ami a Schipp [37], 4. Tétel kovetkezménye.
Tovébba egy f € L(I) fiiggvény ezen rendszer szerinti Fourier soraira (C,1)-
Osszegezhet6ség is teljesiil, ami a Gat[9] Vilenkin-szer(i rendszerekre kimondott
15. Tételének kovetkezménye.

2) A 2-adikus els6- és masodfaju Chebyshev polinomok I-n is értelmezhetdek
a fent emlitett eltoldsoperdtorok hasznalataval:

To(z) = H [var+s (cos[(2k + 1) arccos(S(z))])]"™* (x €I,n eN),
k=0

(7;(:5) : H [Vor+s (sin[(2k + 1) arccos(S(z))])]"™* (x €,neN).
k=0

Definicié 18 A 2-adikus harmad- és negyedfaji Chebyshev polinomokat a
kovetkezéképpen értelmezziik:

T.(x) := COS,[S' (arccos(S(x))] (z €el,neN),

I (16.3)
Up(x) :== SIN,[S'(arccos(S(x))] (z €I,n € N).

Tétel 16 [I. Simon[/3]] A (T,,,n € N),(U,,n € N) 2-adikus harmad- és ne-
gyedfajii Chebyshev polinomok ortonormdlt rendszert alkotnak L?(T)-ben.

Tétel 17 [I. Simonf43]] A (Ton,n € N), (Ugn,n € N) részrendszerek UDMD

rendszerek I-n.
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