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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatomban harom igen kiilonb6z6 informatikai rendszer sztochasztikus modelljét
és azok vizsgalatat fogom ismertetni. Latni fogjuk, hogy ezen a kiilénb6z6 problémak
modellezése és hatékonysagi vizsgalata soran egy oriasi, matematikusok altal megalapo-
zott és kifejlesztett eszkoztarat kapunk, amely segitségével sok korabbi eredmény egysze-

riien felhasznalhato.

A legjobb példa erre a Google két alapitdojanak, Sergey Brinnek és Lawrence Pagenek a
kilencvenes évek végén sziiletett Gtlete arra a kérdésre, hogy hogyan kellene a weblapokat
valamilyen jol meghatirozott szisztéma szerint fontossagi sorrendbe rakni. Szamos ko-
rabbi mennyiségbeli mérték utan kitaldltdk a Google PageRank algoritmusat, amely a
weblapok egy mingségbeli sorrendjét adja meg. A modszer lényege, mint az dolgozatom
els6 fejezetében lathato, a Web mogott meghiizodo linkstruktiran valod véletlen szorfolés
megfeleltetése egy Markov-lancnak. Ezen megfeleltetés utan mar konnyen meghatarozhatoak
a egyensilyi eloszlas létezésének a feltételei, majd ezt biztositva szamos ismert mod-
szer all rendelkezésre a stacionarius eloszlas kiszdmolésara, ami éppen a Google sorrend-

alkotasaban felhasznalt PageRank értékekkel egyezik meg.

A masodik fejezetben a modell bevezetése utan latni fogjuk és megérthetjiik annak
az okat, hogy az Aloha protokoll esetén a kihasznaltsag miért is 18%, mig a réselt Aloha
protokollnél 36%), valamint, hogy miért valik instabilla a réselt Aloha, amint a csomopon-

tok szama egyre ng.



Az utols6 fejezetben az unicast és a multicast kommunikacié modelljeit ismertetem,
valamint a gyakorlati életbsl hozott adatok segitségével egy kézzel foghatd Gsszehason-
litast kapunk a hatékonysagbeli kiilonbségre. Erdemes megjegyezni, hogy az unicast
esetében felhasznalhato volt a mar ismert M /M /1/ K véges befogadoképességii rendszernél

meghatarozott stacionarius eloszlas.

Témavalasztdsom annak volt koszonhetd, hogy igazan érdekelnek a valodi gyakor-
lati problémék mogott meghtizodé matematikai modellek, valamint azonfajta kivancsisag,
hogy milyen formé&ban alkalmazhatoak az alkalmazott esetleg a tiszta matematika eszkozei
a valo életben felbukkano kérdések soran. Dolgozatom megirasakor fontos szerepet jat-
szott, hogy minden egyes fejezetben egy rovid bevezetés utdn betekintést nyerjiink a
"kulisszak mogé", megismerkedve ezzel a mélyen meghtizodé modellekkel és azok haszna-

val.

Nem célom a Markov-lancok altalanos bevezetésének, az élmélet megalapozasdnak
targyalésa, igy az elkovetkezendGekben feltételezem, hogy az olvaso tisztdban van a mind
a diszkrét mind a folytonos idejii Markov-lancok fogalmaval, valamint ismer olyan fo-
galmakat, mint d&tmenetvaldsziniiség, atmenetvaloszintiség matrix, sztochasztikus matrix,

stacionarius eloszlas, Poisson-folyamat.



2. fejezet

Google PageRank

2.1. Bevezetés

A fejezetben a Google PageRank algoritmuséarél, valamint a Web PageRank altal is
hasznalt modelljérdl lesz sz6. A felhasznalo kérésének kiszolgalasara a keresémotorok
els6nek végrehajtanak egy keresést, hogy megkapjanak minden olyan oldalt, amely tar-
talmazza a felhasznélo altal megadott kifejezést. A Word Wide Web hatalmas méretének
koszonhetGen, ez az elsé lépés oriasi mennyiségi weblapot szolgaltathat eredményiil,
olyannyira, hogy egy kifejezésre sokezer taldlat is gyakori. A lapok listdjanak csokkentése

céljabol a keres6motorok valamilyen rendezést alkalmaznak.

A kovetkezGkben a Google két alapitoja, Sergey Brin és Larry Page altal kifejlesztett,
link-alapi rangsorolé rendszerrel, a Google PageRankkel fogok foglalkozni. A PageRank
1998-as kitalalasa el6tt mar nagy irodalma volt a tudomanyos publikaciok analizisének,
amelyekben valamilyen fontossag kiszamitasa volt a cél, azonban a weblapok egy sokkal
heterogénebb, viltozatosabb kozeget alkotnak mint a tudoméanyos publikiciok. A lelkiis-
meretesen feliilvizsgalt publikacidokhoz képest a weblapok burjanzanak mindenféle minGségel-
lenérzés és publikalasi koltség nélkiil. Egy egyszeri programmal, gyorsan oOridsi szamu
weblap készithets, amelyek egyes weblapok értékelését merében atalakithatjak, igy webes
kornyezetben olyan rendszerre van sziikség amely valamilyen értelemben robosztus és nem

felel konnyedén ilyen manipulélasok hataséra.



Ha a weblapoknéal, hasonl6an mint a publikacioknal, az oldalra mutato6 linkek szamat
szamolnank, az eredmény szamos esetben eltérne attol amit dltalaban varnank. A PageRank
nem csak azt veszi szamba, hogy hany link mutat az egyes oldalra, hanem azt is, hogy
azokat a linkeket tartalmazo oldalak mennyire "fontosak".

A PageRank és a mogotte 1évE sztochasztikus modell a Web link struktirat hasznalja fel

arra, hogy a lapokat "fontossagi" sorrendbe allitsa.

2.2. A web Markov modellje

A World Wide Web hiperlink struktiraja tekintheté gy, mint egy iranyitott graf N
csucesal. A webgrafon minden cstcs egy bizonyos weblapot, mig az ezeket Osszekots
élek a lapok kozotti linkeket reprezentaljak. Vegyiink egy par weblapot, amelynek graf
és méatrix reprezentacidja az alabbi dbrakon taldlhato, hogy lathato legyen a PageRank

mogott meghizodo otlet.

P 0 Py Py
0 Py P P
o 0 0 0
0 Ps 0 O

Psi P, 0 0 O

o o O O

Béarmely graf topologiaja meg van hatarozva a cstcsmatrixa altal. Egy értelmes
kritérium a weblapok fontossagnak meghatarozasahoz a weblap meglatogatasinak szama,
amely pontosan ahhoz fog vezetni, hogy problémankat egy diszkrét ideji Markov-lanccal
modellezziik, ahol az &tmenetvaldszintiség matrix 6sszhangban van a webgraf csticsmatrixa-

val.

Az atmenetvaloszintségmatrix F;; eleme azzal a valdszintséggel egyezik meg, hogy
az i-edik laprol (i-edik allapotbol) a j-edik lapra (j-edik allapotba) lépiink. A si[n| annak
a valoszintiségével fog megegyezni, hogy az n-edik idGpillanatban a k-adik oldal van megla-
togatva. A stacionarius eloszlasban a 7y, értéke a latogatasok szamanak id6hanyadaval fog

megegyezni, azaz, hogy atlagoson milyen valoszintiséggel lesz egy adott weblap meglato-



gatva. Pontosan ez a 7, érték fog megfelelni a Google altal hasznélt fontossag mértékének.
Maga az otlet egyszer, de még meg kell mutatni, hogy hogyan szdmithatéak ki a P;;
értékek, valamint hogy létezik a m; stacionarius eloszlas. Biztositva, hogy létezik a sta-
cionarius eloszlas, és hogy ez hogyan szamithato ki , 7;-k kiszamitasa tobb milliard weblap

esetén szamos gyakorlati problémat vet fel.

A kovetkezSkben fel lesz téve, hogy ha egy adott i-edik weblapon allunk akkor minden

kiilonb6z6 linkre kattintas valoszintisége megyegyezik, azaz egyenls valoszintiséggel 1épilink

tovabb barmilyen linkelt weblapra. Az el6bbi azt jelenti, hogy F;; = d%- ahol d; jeloli az
i-edik lapon lévé linkek szamat, azaz az i-edik oldal kozvetlen szomszédjainak a szamat.

Az el6bbi matrix a kovetkezéképpen modosul.

EREEEEY
00442
P=100000
001 0 0
|3 3 00 0|

Az egyenletesség feltévése a legtobb esetben a legjobb médszer ami hasznalhato ha nincsen
addicionalis informaci6. Ha példaul elérhets olyan informécio, hogy a véletlen szorfélé
kétszer akkora valoszintiséggel megy a negyedik lapra a kettesrdl, mint a tobbire akkor a
masodik sor a kovetkezGképpen alakul: ( 00 i % i ) Ha szimplan a cstcsmatrixot
hasznaljuk, mint a P 4&tmenetvaldszinliség matrix alatt meghiizodo struktirat, akkor nem
biztosithatd, hogy P sztochasztikus matrix. Vegyiik példaul a példankban lathato har-
madik csicsot, amely nem tartalmaz egyetlen kimend linket sem. Az ilyen csticsokat 16g6
(dangling) cstucsoknak nevezziik. Példanak okaért szaimos weblap mutathat egy olyan
fontos dokumentumra az interneten, amely 6nmaga nem tartalmaz egyetlen kimeng lin-
ket sem.

Ha az oldalhoz tartoz6 sor P-ben csupa nulla elemeket tartalmaz akkor az megsérti
a sztochasztikus matrixok alaptulajdonsagat, mégpedig azt, hogy a sortsszegnek 1-nek
kell lennie azaz, hogy Z;‘:l P;; = 1. Hogy helyrehozzuk a sztochasztikus matrixtol valo
eltérését, egy olyan v nemnulla vektorral kell kicseriilniink amelyre ||v|[; = 1. A legegysze-

riibb megoldast most is, ha egyenlGen osztjuk el az értékeket. Ezeket utan a matrix a



kovetkezs alakot Olti:

_1 ll_
0303 3
1 1 1
003 3 3
P11 111
5 5 5 5 5
00100

1 1
| 12000

A problama az, hogy még ezen modositasok sem biztositjak a stacionarius eloszlas 1étezését.
A kovetkezs tétel biztositja, hogy milyen féltételek mellett 1étezik egy Markov-lancnak

stacionarius eloszléasa:

1. Tétel. Ha eqy irreducibilis Markov-ldnc Ay, Ao, . .. dllapotai visszatérd, gyakori aperi-
odikus dllapotok, akkor létezik a
nlgrolo Pj(:) = Tk

//////

tamdnak vdrhato értékének reciprokdval eqyenld. A Py szamok pozitivak és eleget tesznek a

(e e}
=Y P
j=1
eqyenletrendszernek €s a
(e e}
Sno
j=1
feltételnek. Az eldbbi eqyenletrendszernek nincs mds az utobbi feltételnek megfeleld megolddsa.

Mint tudjuk, egy irreducibilis Markov-lanc esetén barmely allapotboél elérheté barmely
méasik allapot. Kiilonleges természetének koszonhetGen a World Wide Web szinte biz-
tosan reducubilis Markov-lanchoz vezet. Irreducibilis matrix elGéallitasahoz Brin és Page

a kovetkezdvel valtoztatassal allt els:
(2.1) P=aP+(1—-a)——

ahol 0 < o < 1 az tgynevezett csillapitasi (damping) faktor, u.u” egy N x N méatrix amely
minden eleme 1, P pedig az elsbb megadott nulla sor nélkiili matrix. A P sztochasztikus
matrix és a v.u’ sztochasztikus perturbacios matrix linearis kombinacioja biztositja, hogy
P egy irreducubilis sztochasztikus matrix. Minden egyes cstics kozvetleniil csatlakozik

minden mésik csicshoz, amely a Markov-lancot olyan irredecibilis Markov-lancca teszi,



amelynek allapotai visszetérdek, gyakori, aperiodikus allapotok.

u.uT

+— matrixot lecseréljiik egy wv! métrixra, ahol v

Egy kis altalanositashoz vezet, ha a
egy valoszintiségi vektor, ahol még meg kell azt kovetelniink, hogy v minden egyes kompo-
nense nemnulla, hogy biztositva legyen az elérhetdség. Brin és Page a v’ vektort perszo-
nalizacios (personalization) vektornak nevezte, amely lehetGséget ad az egyenletességtél

valo eltérésre. Ezen lépések utan megérkeztiink a Brin és Page Markov atmenetval6szintig-

méatrixhoz, amely a kovetkezs:

(2.2) P=aP+(1-a)w’.
T _ 1 4 6 4 1 4 _ 4 4
= = £ 2 = =2 =z n
v 16 16 16 16 16 o5 o 5esete

1 19 3 19 67

80 60 40 60 240

1 1 41 19 67

80 20 120 60 240

p — 1 1 3 1 1

P 16 4 8 4 16

4 1 7 1 1

80 20 8 20 80

3 95 3 1 1

L 80 20 40 20 80 |

Ha a most targyalt megoldasi menet lenne implementalva, akkor a kiindulési, nagyon
ritka P matrix le lenne cserélve a stirt P méatrixra, amely a targyhelyigényt drasztikusan
megemelné. Ennél hatékonyabb egy specidlis  vektort definidlasa, amelynél r; =1 ha a
j-edik sor nulla sor, egyébként nulla. Ekkor P = P + rv” a rank-one véltoztatésa P-nek
és igy

P=aP+r")+ 1 -a)uv” =aP+ (ar+ (1 - a)u)”.

2.2.1. A PageRank vektor kiszamitasa

A 7 stacionarius eloszlés kielégitia m = P egyenletrendszert, de ahelyett, hogy megoldanank
az egyenletrendszert Brin és Page azt javasolta, hogy m a m = limy_., s[k] formula segit-

T

ségével legyen kiszamolva. Egy s[0] kezdeti vektorbol kiindulva (legtobbszor s[0] = %)
az sk + 1] = s[k;]f’ iteraciot ismételve m-szer kapjuk a megoldast, ahol m elég nagy
ahhoz, hogy ||s[m] — 7|| < e, ahol € egy elgirt tolerancia. Ha valaki jobban szemiigyre

veszi az el6bbi egyenletet, akkor lathato, hogy ez a modszer a m = P sajatvektor feladat
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megoldasa hatvanymodszer segitségével. MielGtt a modszer iterdciojanak konvergenciajat

vizsgalnank, el6szor vizsgaljuk meg az s[k + 1] = s[k] P iteraciot.
slk + 1] = s[k]P = s[k](aP + (ar + (1 — a)u)o")

Mivel s[k]u = 1,
s[k + 1] = as[k]P + ((ask]r + (1 — a))v”.

Az el6bbi formulabol az kévetkezik, hogy csak s[k] és a rendkiviil ritka P méatrix szorzatat
kell kiszamolni, igy a 15,]3 matrixok sehol sincsenek kiszdmolva vagy letarolva. Ez azért
fontos mert a weblapok oridsi szama (2004-ben 4.3 millidird weblap volt beindexelve a
Google altal) rendkiviili tarhelybeli és sebességbeli problémékat vetne fel. Mivel a P
ritka matrix-szal torténik a szamolds, ez azt jelenti, hogy minden vektor-matrix szorzas
kiszamithato nnz(P) flop alatt, ahol nnz(P) a nemnulla elemek szaima P-ben. Mivel a
linkek atlagos szama oldalanként 3-10, igy O(nnz(P)) ~ O(n). Megjegyzends még, hogy
a hatvany modszer esetén minden egyes iteracional elegends egyetlen vektort letarolni (az

aktudlisat), mig mas modszereknél, tobb vektor tarolasa sziikséges.

2.2.2. A modell kozelebbrél
Az « csillapitéasi faktor

Brin és Page a szamolasoknal o = 0.85 értéket hasznal, amely utan felmeriilhet az em-
berben, hogy miért pont annyit, mas érték esetleg sokat valtoztatna a sorrenden vagy
gyorsabb konvergencidt biztositani-e. A kovetkez§ részekben lathatd, hogy megvan a
maga oka a 0.85-nek, mégpedig a konvergencia sebessége. Ezen értékkel a 2004-es ada-
tokra tamaszkodva 114 iteracio elégséges 7 = 107° tolerancia szint mellett. Osszehason-
litasképp, 0.99 esetén ugyanekkora tolerancia szinttel 1833 iteracidra lenne sziikség. Egy
4.3 millardszor 4.3 milliardos ritka matrix esetén minden iteracié szamit és a Googlenél
néhany szaz iteracional tobb nem megengedett.

Azon feltételezés, hogy a 0.85 jol modellezi a webezs viselkedését, is kozrejatszhatott a
megfelel§ érték kivalasztasaban, mivel a 0.85 érték azt is feltételezi, hogy egy véletlen szor-
fol6 az esetek 5/6 részében valamely oldalon elhelyezett linkre kattint kovetve ezzel a Web

struktirdjat (ezt fejezi ki az aP rész), mig a fentmaradé 1/6 részben 14j cimet ad meg a
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T rész). 0.99 esetén nem-

bongészésavban, agymond "teleportal" (ezt fejezi ki az (1 —a)uv
csak a konvergencia gyorsasaga sokkal alacsonyabb, de sokkal nagyobb hangsulyt is kap a
Web struktirdja a "teleportalashoz" képest. A 0.99-re kapott PageRank vektor merében
més lehet mint a 0.85-re kapott, bar lehet, hogy valésabb értéket ad. Mint kisérletek

kimutattak, kiilonb6z6 o értékekre igen kiilonb6z6 érdemények alakulhatnak ki. Ezen

kiilénbségek nem a lista elején, hanem egyre inkabb lefelé haladva a listan keriilnek eld.

A vT perszonalizicios vektor

Mint lattuk a 2.1 egyenlet utan be lett vezetve a v? perszonalizicios vagy "teleportalo"
vektor. Mivel vT valdsziniiségi vektor pozitiv elemekkel, igy minden oldal elérhetd lesz
minden oldalr6l igy megmarad a Markov-lanc irreducibilitdsa. Az u” — o” véltoztatés-
sal azt értiik el, hogy a teleportacios valoszintiségek nem egyenletesen vannak elosztva. Igy
ezen vektorral az befolyasolhato, hogy egy véletlen sz6rfél6 milyen valoszintséggel fog egy
adott oldalra teleportalni. Fontos megjegyezni, hogy ezen véaltoztatds nem befolyasolja
a hatvany modszer jo tulajdonsagait. Tehat ahhoz, hogy a PageRank vektor személyre

szabott legyen, csupan a v? vektort kell modositani.

A Googlenek szandékaban allt, hogy kiilonféle perszonalizacios vektorokat hasznéljon
kiilonb6z6 osztalyba sorolt felhasznélok szamara. Példaul az egyik osztaly tagjai ha nem
linket kovetnek hanem teleportalnak, akkor valoszintibb, hogy sport oldalra ugranak mig
egy masik csoport tagjai pedig ilyenkor inkdbb hirekr6l szol6 oldalakra ugranak. Ezen
kétféle mod két kiilonbozG vektorral megoldhatd, habar az eddigi kulcsszo fiiggetlen
és felhasznalo fiiggetlen PageRanket felhasznalo fiigg6vé és szamolésigényesebbé teszi.
Mindazonéltal ezen eszkoz segitségével a Google eredményeket ért el a spammel§ link-
farmokkal szemben. Ezen link farmok azt a célt szolgaljak, hogy becsapva a keresGcégeket
a klienseket a rangsorokban el6rébb juttatjak.

Vegyiik a kovetkezd példat: egy cég ugy dont, hogy iizleti tevékenyégének egy részét
az interneten bonyolitja és ehhez csindltat maganak egy sajat weboldalt, majd felkér egy
keres6motor optimalizdlassal foglalkozo céget, hogy javitson az oldala besorolasin. Ezen
javitashoz az egyik ut a link farm hasznalata. Tudvan, hogy egy oldal PageRankje ng,

ha magas PageRanki oldal mutat r4, a link farm az altala birtokolt magas PageRanki

12



oldalarol az iigyfél oldalara fog linkelni. Ezen optimalizaléssal foglalkozo cégek szamos
osszekapcsolt oldalt tartanak fent kiilonb6z6 fontos és kozkedvelt téméakkal kapcsolatban,
amelyek magas PageRankkel birnak. A Googlenek sikeriilt a vT vektor megvaltoztatésaval

ezen egyértelmitien karos farmok miikodését meggatolni.

Tarolasi kérdések

Ha a Web kis részeinek megfelel6 P matrix befér a memoridba, akkor a PageRank
kiszamitasa a megszokott modon térténhet, viszont szamos esetben ezen métrix nem fér el
a memoridban, igy a kutatoknak ilyenkor valamilyen 1j 6tlettel kell el6rukkolni a tarolés-
sal és implementalassal kapcsolatban. Ilyen esetekben vagy Osszetomoritik a sziikséges
adatokat annyira, hogy a tomoritett valtozat mar belefér a memoriaba és utdna valami-
lyen triikkds megoldassal implementaljak a PageRank egy modositasat az dsszetomoritett

adatokon, vagy az adatokat tomoritetleniil hagyjak és a szamitasok egy I/0O hatékony

T sz

Azon P matrixok esetén, amelyek beférnek a memoridba, is ajanlott néhany mod-
szert bevetni, hogy csokkenjen a szamolasi koltség az egyes iteraciokban. Erre egy példa,
amikor a P matrix D~G alakban van elGéllitva, ahol a D diagonalis méatrixban a f64tls-
beli elemek az egyes sorokban taldlhatdé nemnulla értékek szama, ami tulajdonképpen az
oldalon 1év6 linkek szaméval egyezik meg, mig a G matrix a nullakat és egyeseket tartal-
maz6 szomszédsagi matrix. Ezen atalakitas segitségével a hatvanymodszerbeli iterdciok-
ban 1év6 matrix-vektor szorzéas koltsége csokkenthets nnz(P) — n-nel, ahol nnz(P) a P

méatrixban talalhaté nemnulla elemek szaméat jeloli.

A teljes Web esetén ahelyett, hogy a matrix vagy annak tomoritett valtozata lenne
letarolva, inkdbb a P vagy G matrix oszlopai szerinti szomszédsagi lista van. A métrix
egyes oszlopaiban taladlhatéak meg az oldalra mutat6 linkek, ami a PageRank esetében
fontosabb, mint az sorok, amelyekben az oldalrél indulé linkekrdl van informacio. Mivel
minden iteraci6 soran az s[k|P vektor-matrix szorzasnal a P matrix oszlopaira van sziik-

ség, 1gy az oszlopok gyors elérése alapvetGen fontos az algoritmus hatékonysagahoz.
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A kezdeti példa reprezentacioja:

Csomopont  Bejovs linkek

1 5

2 1,5
3 2,4
4 1,2
5 1,2

A lista méretének csokkentésére is vannak kiilonbozs eljarasok. A rés modszer (gap
technique) azt hasznalja ki, hogy a linket tartalmazo és a linkelt oldal altalaban lexiko-
grafikusan igen kozel helyezkedik el egyméashoz, igy legtobbszor elég kis értékeket letarolni,
amelyek az oldalak indexei kozotti kiilonbségeket reprezentaljak. A hivatkozési modszer
(reference encoding technique) esetén pedig az oldalokon 1év6 linkek kozotti hasonlosag
felhasznalasaval csokkenthetd a tarigény. Ez azt jelenti, hogy ha az a és b weblapokon elhe-
lyezkedd linkek kozott vannak egyezdk, akkor b0-nél elég az a listajat hivatkozni, valamint
a nem megyez6 linkeket még kiilon feltiintetni. A hivatkozas a kivetkezdk szerint torténik:
a b oldalnal sorba kell venni a listajat és el kell késziteni egy bitvektort, amiben egyes
érték szerepel ha az a listdban 1év6 oldal linkelve van 0-r6l is, mig ellenkez& esetben nulla

szerepel. Ezen atalakitis az alabbi abraval szemléltethetd:

Adjacency List

X 5|7 (12|89 | 101 | 190 | 390

reference encode
y 5|6 |12 |50 [101 | 190 ‘1010110‘ ‘ 6|50 ‘
y in terms of x

2.1. abra. Hivatkozasi modszer, Abra: [1]
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2.2.3. A mobdszer konvergenciija

1. Lemma. Ha a P sztochasztikus mdtriz sajatértékei {1, Ao, A3, ..., A\p}, akkor a
P=aP+ (1 —a)uw? (T tetszéleges valdsziniségi vektor) mdtriz sajdtértékei

{1, ), As, ..., A\, }.
Bizonyitds: Kiindulva az ismert sajatérték egyenletbdl kapjuk, hogy
det(P — M) = det(aP — M\ + (1 — a)uv’)

= det((aP — A)(I + (aP — XI)" (1 — a)uv™)

= det(aP — M) det(I + (1 — a)(aP — XI)'uv?)
valamint felhasznélva, hogy

det(I +cd”) =1+d"c,

amely a kovetkezd matrix azonossaghol kovetkezik

I 0 I+cd ¢ I 0 I c
dr 1 0 1 —dr 1 0 1+d'c

kovetkezik, hogy
det(P — M) = det(aP — A\I)(1 +v" (1 — a)(aP — XI) " u)

Mivel a P méatrix sztochasztikus matrix és igy a sordsszegeket egyenlGek eggyel kapjuk,
hogy Pu = u, igy (aP—AI)u = (a—\)u, amib6l kovetkezik, hogy (aP — M)~ 'u = (o — X) " u.
Ezt felhasznalva

l—a p l—a 1-A
oa— A a—A  a—A

L+v"(1—a)(aP = A)tu=1+

mivel vTu = 1, hiszen v valoszintségi vektor, igy

11—
a— A

det(P — \I) = det(aP — \I)

Felhasznélva, hogy barmely g(z) polinom esetén g(A) sajatértékei: g(A1), ..., g(\,), valamint

a karakterisztikus polinom

det(g(A) = AI) = [ J(a() = N)

k=1
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kapjuk, hogy

n A n
det(P — AT) = [T (ad — A = 1= N T = V),
kHl . — = )]I[z( k=)

amelybdl lathato, hogy P sajatértékei {1, aly, ads, ..., a\,}.

[

Felhasznalva, hogy egy Markov-lanc konvergenciajanak sebességét a stacionarius elosz-
lashoz az abszolit értékben mésodik legnagyobb sajatérték hatarozza meg, valamint
az el6z6 lemmét, kapjuk, hogy o megfelel6 kivilasztasaval gyorsithatd a konvergencia.
Erdekes megjegyezniink, hogy a konvergencia gyorsitasahoz szamos modszert kitalaltak
a kutatok, ugy mint az egyes iteraciokban val6é szamolés idejének csokkentésére, vagy az

Ossziteracioszam csokkentésére.

Iteracion beliili munka csokkentése

Az egyik ilyen iranyt modszert Kamvar fejlesztette ki és a neve alkalmazkod6 PageRank
(adaptive PageRank). A modszer csokkenti az iteraciokban befektett munkat azzal, hogy
jobban "szemiigyre veszi" az elemeket a szamolt vektorban. Ez annyit tesz, hogy egyes
oldalak gyorsabban konvergalnak a PageRank értiikiikh6z mint masok, igy azokat az al-
kalmazkod6 modszer "lezarja", és nem hasznalja a kés6ébbi szamitasokban. Ezen modszer
17%-o0s gyorsitast eredményezett, viszont van egy szépséghibaja mégpedig, az hogy a mod-
szer konvergenciaja nincs bebizonyitva, csak kis adathalmazokon lett megmutatva.

A masik médszert Chris Lee és kollégai fejlesztették ki a Stanford egyetemen, amelynek
az Otlete az, hogy a csomopontokat 16g6 és nemlogd csoportba osztja, és az utobbin végez
szamolasokat. Mivel tudjuk, hogy a 16g6 csomépontokb6l csupa azonos sorok lesznek
képezve, igy a felhaszndlt matrix mérete erGsen csokkenthetd.

A PageRank egy 322 milli6 linket tartalmazo adatbazisbol koriilbeliil 52 iteracié volt
sziikséges a konvergencidhoz, mig fél adatbazis esetén 45 iteraciora. Mint lathattuk, o
megfelel§ kivalasztasaval gyorsithato az eljaras, de azt is el kell fogadni, hogy a 2.2 egyenlet
megvaltoztatja a webgraf igazi sajatossagait. Brin és Page modszere arra, hogy meglegyen
a kivant irreducibilitas modositja a webgraf igazi természetét még akkor is, ha a "kap-
csolat erGssége" rendkiviil alacsony: % ha v! = % Ahelyett, hogy 0sszekétnénk minden

egyes csucsot, létezik egy masik megoldas is az irreducibilitas eléréséhez, Langvillet6l
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Convergence of PageRank Computation
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2.2. abra. Konvergencia teljes és fél adatbazis esetén, Abra: [2]

és Meyert6l, amely kevésbé valtoztatja meg a webgrafot. Modszeriik abbol &ll, hogy
készitenek egy édlcstcspontot (dummy node) amely minden csiicsponttal dssze van kotve

és amelyhez minden csicspont csatlakozik.

2.3. A PageRank vektor frissitése

Lassunk néhany adatot azzal kapcsolatban, hogy hogyan valtoznak a weblapok. Egyes
kutatok kimuttak 2000-ben, hogy a sajat adatbéazisukban lévé honlapok 40%-a valto-
zott egy héten beliil, mig a .com végzoédéstiek 23%-a naponta. Vegyilink példaul egy
hirekkel foglalkozo6 oldalt, ahol a f6oldalon taldlhato linkek 6rarol orara valtoznak. Ugyan
a PageRank ilyen gyakorisaggal nem frissithetd, torekedni kell a naprakészségre.

Ismert, hogy egy iteracio akar tobb napig is eltarthat, valamint, hogy havonta frissitik
az értéket és a nullarol szamoljék Gjra. Szamos kutato foglalkozik a PageRank frissitésével,
valamint azzal a kérdéssel, hogy a régebbi szamolasi eredmények felhasznélhatoek-e vala-
milyen modon az Gj szamités esetében. A Google egy szovivGje egy 2002-es konferencian
elmondta, hogy az adott havi vektor kiszamitasat az el6z6 havival kezdve semmilyen gyor-

sulast nem hozott.

A probléma a kovetkez6: adott a régei P Markov-matrix és a stacionérius m vektor,
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valamint az Gj P matrix és talaljuk meg az 6j 7 vektort. Egy intuitiv probalkozas, hogy
kezdGvektortként m, valasztjuk remélve, hogy ha P kozel van P-hez akkor a stacionarius
vektorok is kozel lesznek. Hacsak tényleg nincs a két vektor igen kozel egyméshoz, akkor

ezen kezdévektorbeli triikk semmilyen el6relépést nem nytjt.

2.4. Numerikus szamitas

A kovetkezd matlab forraskod a [3] oldalon érhets el kiilonb6z6 példaadatbazisokkal

egylitt.

function [pi,time,numiter]=pagerank(pi0,H,v,n,alpha,epsilon);

o

PAGERANK computes the PageRank vector for an n—by-—n Markov

0P

matrix H with starting vector pi0 (a row vector),

0P

scaling parameter alpha (scalar), and teleportation

% vector v (a row vector). Uses power method.

oo

EXAMPLE: [pi, time,numiter]=pagerank (pi0,H,v,900,.9,1e-8);

0P

% INPUT: pi0 = starting vector at iteration 0 (a row vector)
% H = row—normalized hyperlink matrix (n—by-—n sparse matrix)
% v = teleportation vector (l-by-—n row vector)

oe

n = size of P matrix (scalar)

o

alpha = scaling parameter in PageRank model (scalar)

oo

epsilon = convergence tolerance (scalar, e.g. le—38)

0P

o

OUTPUT: pi = PageRank vector

% time = time required to compute PageRank vector

o

numiter = number of iterations until convergence

0P

o

The starting vector is usually set to the uniform vector,

0P

pil0=1/n*ones(1l,n).

0P

NOTE: Matlab stores sparse matrices by columns, so it is faster

o

to do some operations on H', the transpose of H.
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% get "a" vector, where a(i)=1, if row i is dangling node

% and 0, o.w.

rowsumvector=ones (1l,n) +«H';
nonzerorows=find (rowsumvector) ;
zerorows=setdiff (l:n,nonzerorows); l=length(zerorows) ;

a=sparse (zerorows,ones(1l,1),ones(1,1),n,1);

k=0;
residual=1;
pi=pi0;

tic;

while (residual > epsilon)
prevpi=pi;
k=k+1;
pi=alpha*pi*H + (alphax (pi*a)+l—alpha)*v;
residual=norm(pi—prevpi,1l);
end
numiter=k;

time=toc;
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3. fejezet

Réselt Aloha

3.1. Bevezetés

Az Aloha protokoll egy egyszeri példaja a tobbes hozzaférésii kommunikicids séma-
nak, amelynek direkt leszarmazottjaként van szamon tartva az Ethernet. Az Alohét,
amely egyébként hellot jelent hawaii nyelven, a hetvenes évek elején taldltdk ki, hogy
csomag kapcsolt radios kommunikiciot nytdjtson egy kozponti szamitogép és a kiilon-
b6z6 campusokon 1év6 adatterminalok kozott a Hawaii egyetemen. A réselt Aloha egy
diszkrét idejd verzidja a sima Aloha protokollnak, ahol minden egyes tovabbitott csomag-
nak ugyanakkora a hossza és ahol minden egyes csomagnak egy idérésre van sziiksége a
tovabbitashoz. A kovetkez6kben a [4]-ben megtalalhato modellt és hatékonysagi elemzést
fogom bemutatni.

Vegyiink egy N csomoépontbol allo halozatot, amelyben a csomoépontok egy kozos
kommunikacios csatornéan keresztiil kommunikalni a réselt Aloha protokollt hasznélva.
Legyen az A beérkezési folyamat minden egyes csomopontnal a Poisson-folyamat. Tegyiik
fel, hogy ezen Poisson-folyamatok fiiggetlenek egymastol és minden egyes csomdpontnal
% az intenzitas, tehat az Osszintenzitas az N csomopontbol allo rendszernél .

A réselt Aloha protokollnal a csomopont az Gjonnan érkezett csomagot a kovetkezd
id6résben tovabbitja. Ha két csomoépont ugyanabban az idérésben tovabbit csomagot,
akkor iitkozés kovetkezik be, és ezt azt eredményezi, hogy a csomagokat tjra kell kiildeni.

Azt a csomoépontot, amelynek a csomagjat tjra kell kiildeni, backlogged csomépontnak
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nevezziilk. Még ha egy 1j csomag érkezik is a backlogged csomoéponthoz akkor is az
ujrakiildendé lesz az els6 tovabbitando, valamint az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy
az ujonnan érkezdket eldobjuk, hogy figyelmen kiviil hagyhassuk a csomépontoknal 1évs
varakozasi sort. Ha a backlogged csomépontok tjra tovabbitanak a kdvetkezd idérésben a
csomagokat, akkor biztos, hogy megint iitkdzés lépne fel, ezért a backlogged csomdpontok
véletlen szamu id6rést varnak, hogy tovabbitsak a csomagokat. Az egyszertiség kedvéért
még feltessziik azt, hogy p, annak a valoszintisége, hogy sikeres tovabbitas torténik a
kovetkezG idGrésben. Ezen p, érték minden egyes backlogged csomoépontnal és minden
egyes id6résnél megegyezik. Az iitkozés és a sikeres tovabbités kozotti idérések szama

geometriai eloszlast kovet p, paraméterrel, tehat

(31) P(Tr:k):pr(l_pr)k_17 k=1,2,...

3.2. A Markov-lanc

A réselt Aloha egy diszkrét ideji Xy € {1,2,..., N} Markov-lancot alkot, ahol a j allapot
azt jelzi, hogy az N csomoépontbol hany darab backlogged csomoépont, k pedig a k-adik
idorést jeloli. A j darab backlogged csomopontbol minden egyes csomopont tovabbitani
fog egy csomagot a kovetkezG idGrésben p, valosziniiséggel, valamint a tébbi N — j darab
csomopont is biztosan tovabbitani fog Gjonnan érkezé csomagot, feltéve, hogy az aktualis
idérésben érkezett 1j csomag. Az utobbi esemény p, = P(A > 0) = 1 — P(A = 0)
valoszintiséggel kovetkezik be. Ha feltessziik, hogy a beérkezési folyomat Poisson-folyamat,

akkor

(3.2) Pa=1—exp <—%)

azonban a kovetkez6 szamitasok altalanos esetben is igazak.
Annak a valoszintisége, hogy a kivetkezs idérésben a j allapotban n darab backlogged

csomoOpont tovabbit Gjra csomagot, binomialis eloszlasi, mégpedig

(33) i) = (D)o =y

n
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Hasonl6an, annak a valosziniisége, hogy n darab nem backlogged csomoépont tovabbit a j

allapotban

3. N G A i

Egy csomag akkor és csak akkor lesz sikeresen tovabbitva ha pontosan egy Gjonnan érkezett
és nulla backlogged vagy pontosan egy backlogged és nulla Gjonnan érkezett tovabbit. A

sikeres tovabbitasnak a valoszintisége a j allapotban idérésenként:

(3.5) ps(J) = ui(4)bo(j) + uo(5)b1(5)

A Pj ;4. dtmenetvaloszintiség

um(J); 2<m<N—j
(36) P = uy () (1 = bo(j)) m =1

u1(7)bo(j) +uo(7)(1 = bi(j)) m=0

uo(7)b1(5) m = —1

A j allapot, ami j darab backlogged csomopontot jelol, atugrik a j — 1-edik allapotba, ha
nem lett Gjonnan érkezé csomag kiildve és pontosan egy sikeres ujratovabbitéas volt. A j
allapot marad a j allapotban, ha egy tijonnan érkezett csomag kiildése tortént és back-
logged csomopont nem tovabbitott Gjra, valamint akkor ha nincs 1j csomag tovabbitasa,
és vagy nulla vagy legalabb egy tjratovabbitas tortént. A j allapotbol a 7 + 1 allapotba
keriiliink, ha pontosan egy 1j csomag tovabbitasa és legalabb egy tjratovabbitas tortént.
Végiil, a j-b6l j+m-be lépiink, ha n darab nem backlogged csomoépont tovabbit egyszerre
fiiggetleniil attol, hogy backlogged csomopont tjratovabbit-e, vagy nem.

A megfelel6 Markov-lanc a kovetkez6 abraval szemléltethetd:
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Az P atmenetvalosziniiség matrix a kdvekezd struktiuraja:

Py Foi Py BPyn
Plo Pl]_ P12 .« e .« e PlN
p_ 0 P21 P22 P2N
0 0 ... Pvyn-2 Pnoin-i Pnon
0 0o ... 0 Py n-1 Py N

Amikor N — o0, a réselt Alohanak egy kiilonos jellemzGje van, mégpedig, hogy nem
létezik a 7 stacionérius eloszlas. Habar kis N-ekre a stacionérius eloszlas kiszamolhato,
amint N ng, a réselt Aloha instabilla valik. A varhato kiilonbség a backlogged csomoépon-

tok szamaban idSegységenként
(3.7) E(Xyr1 = Xp| X = j) = (N = j)pa — ps(4),

amely megegyezik az 1j érkez6k atlagos szamanak és a varhato sikeres tovabbitasok szama-
nak kiilonbségével. Az el6bbi eredmény bizonyitasa a kovetkezd:

N—j

. P(Xpp1 — Xp =1, X,
E(Xpi1 — Xe| Xy = j) = Y IP(Xpyr — Xp, = 1| X = j) Zz bt X: — k=J)
I=—1 I=—1

 P(Xp1 = j+1,X
. k41 = k=
_lz_:ll P(Xr =) lz_:ll it = —uo(5)b1(J) +ur(4)(1 — bo(y +Zlul
= — (uo(j)b1(j )+ul( )bo(4)) + le = (N = j)pa — ps(J)

=1

————
EBi(N—j,pa)=(N—j)pa
Ezen E(X 11 — Xi| Xy, = j) értéket gyakran driftnek nevezik. Ha a drift pozitiv minden

egyes k idorésre, akkor a Markov-lanc atlagosan magasabb allapotok felé 1ép, amely a

fenti abran valamilyen jobbra lépéssel egyezik meg. Mivel ps(j) < 1 és p, = 1 —exp(— )

Mivel a drift végtelenbe tart, ez at jelenti, hogy &atlagosan a backlogged csomépontok

szama korlatlanul ng, ami azt sugallja, hogy a Markov-lanc tranziens, ha N — oo.
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3.3. A réselt Aloha hatékonysaga

A kovetkezGkben a j allapotban 1év§ sikeres tovabbités valosziniségét fogjuk tanulmanyozni.

ps(j) = ua(f)bo(s) + uo(j)b1(j)

= (N — j)pa(l - pa)Nijil(l - pr)j + jpr(1 _pr)jil(l _pa)Nij
(N_j)pa jpr N—j ;
— 1—p )N =91 = p,)?
T | (1) (1 )

Kis p, és p, értékekre, a j allapotban 1év6 sikeres tovabbitas valosziniisége kozelithets

Taylor-sorba fejtés segitségével. Mivel (1—z)* = e*0172) = ¢72*(140(1)) és <= = z + o(2?)

ps(i) = (N = J)pa+ jpr + o(p; + p)]e” NPt (1 4 o(1))

= [(N = j)pa+ e (8211 1 (1))
Hasonl6an annak a valdsziniisége, hogy nem volt egyetlen tovabbitis sem

Pro(j) = uo(4)bo(j) = (1 — p, )7 (1 — po)N 7

= e*[(N*j)paJrjpr}(l +0(1))

Igy alacsony p, és p, esetén a sikeres tovabbitas, és a nulla darab csomag tovabbitasanak

valoszintisége a j allapotban jol kozelitheté a kovetkezGkkel:

ps(j) =~ t(j)e"V

Prolj) =~ e 'V

ahol t(j) = (N—7)ps+jp, az jonnan érkez6 csomagok és tjratovabbitasok varhato szama,
azaz a tovabbitasi kisérleteknek teljes intenzitasa a j allapotban. A ¢(j)-t nevezik nyujtott
forgalomnak és G-vel jelolik. Ahogy a fenti analizis mutatja kis p, és p, értékekre pg(j) és
Pno(7) jOl kozelithets t(j) paramétert Poisson-eloszlassal. Tovabba ps(j) interpretalhato a
j allapotbol valo tavozas intenzitdsanak vagy teljesitménynek. Sgraiona = Ge™¢, amelynek
G = t(j) = 1 esetén van maximuma. A réselt Aloha legalabb kettd csomopont esetén
vett Nraone hatékonysaga az a maximalis id6hdnyad, amely sordan a csomagok tovabbitasa
sikeres, amely max p,(j) = ¢!, igy NrAl0ha = 36%.

A sima Aloha esetén, ahol a csomoépontok tetsz6leges idGpontban kezdhetik meg a

tovabbitast és nem csak az id6rés elején, csak fele olyan hatékonyan teljesit mint a réselt
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Aloha, igy npaona = 18%. Emlékezziink arra, hogy feltettiik, hogy minden csomag
ugyanolyan hosszi és mindegyiknek egy id6rés sziikséges a tovabbitdsahoz. Az Alohanal
egy t id6pontban kiildott csomag akkor lesz sikeresen tovabbitva, ha nincs mésik kiildott
csomag a (t — 1,t + 1) idGintervallumban. Ez pontosan két iddérésnek felel meg, ami
magyarazatot ada arra, hogy npajone = %HRAzoha miért igaz. Ezen megfigyelés azt is meg-
mutatja, hogy pno(j) ~ e~2!0) mivel a sikeres idGintervallum alatt atlagosan kétszer annyi
j csomag és kétszer annyi Gjratovabbitas torténik, mint a réselt Aloha esetén. Az S tel-
jesitmény koriilbeliil megegyezik a tovabbitasok teljes intenzitasanak (G) p,o(7)-vel vett

szorzataval, gy Spaione = Ge 2C.

3.3.1. A réselt Aloha egy speciilis esete

A kovetkezSkben azon valtoztatassal éliink a réselt Aloha protokollhoz képest, hogy ebben
az esetben ha n darab csomag iitkozik, abbol egy sikeresen megérkezik. Feltételezziik azt
is, hogy minden csomagnak egyenls valosziniisége (1/n) van arra, hogy az érkezzen meg
sikeresen. Ezen modositott valtozat (Aloha with ideal capture effect) ismertetése és a
tobbi Alohéaval valo Gsszehasonlitasa [5] alapjan torténik. Az érkezés ebben az esetben is
A paramétert Poisson-folyamat alapjan torténik. Hozza kell tenniink, hogy az intenzitéas,
mint ahogyan azt az el6z6 részben lattuk, nem csak az 0j beérkezésekbdl jon, hanem az
ujrakiildésekbdl is. Ezért A helyett A intenzitast hasznalunk a kdévetkezékben, igy ¢ id6
alatt a G nyujtott forgalom At.

Mo Aloha €rtéket az iitkozott csomagok szamanak a reciprokanak Poisson stulyokkal vett
osszegeként fogjuk kiszamitani, a kovetkezGek szerint

o Sc Aloha . > 1 (At)n At e M > (At)l . e M > (At)l
fleAloha = AT = Zn—i—l o ¢ TN Z 0 At Z /]

0 =1 =0
efAt B 1— efAt B 1— efG
Y

—G
Scaloha =1—¢

Amint az a fenti képletbdl lathato, ha G ng, S tart 1-hez, valamint ha G kdzel van

nulldhoz (G — 0), akkor S is kozel van hozza. Az is észrevehetd, hogy nincsenek stabil-
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itasi problémak, ami annak kdszonhetd, hogy idedlis esetet tételeztiink fel. Gyakorlatban
el6fordulhat, hogy a legerGsebb jellel rendelkezG csomag megérkezik, de ez csak nagyon
specidlis szituaciokban igaz.

Osszehasonlitas

Ahogyan az el6bbi részekbdl kideriilt:

(3.9) S Aloha = Ge™ ¢
(3.10) SRAloha = GG_G
(311) SCAloha =1- G_G

Ezek a kovetkezs abran szemléltethetSek:

1 T T T T T T T
09f |
08} |
Aloha
0.71 Réselt Aloha|
—— CAloha
06 O (0.5,0.18) I
» 05l O (1,0.36) |
04t -
0.3f |
02t |
01t |
0 1 1 1 1 1
0 05 1 15 25 3 35 4

DN+

3.1. 4bra. Aloha protokollok kihasznaltsagi 6sszehasonlitasa
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4. fejezet

Unicast és Multicast kommunikacid

4.1. Bevezetés

Az unicast azon kommunikéci6 leirasara szolgél, ahol az informécié egyik pontbol egy
mésik pontba van kiildve. Ebben az esetben pontosan egy kiildé és pontosan egy fogado
van. Az unicast tovabbitas, ahol egy csomag egyetlen forrasbol egy meghatarozott cimre
van kiildve, még mindig a dominans formaja LAN esetén a tovabbitasnak. Minden LAN
és az IP halozatok is tamogatjak a unicast modot, valamint a legtobb felhasznalod ismer
standard unicast alkalmazésokat, igy mint példaul a http, smtp, ftp, telnet, amelyek a
TCPt hasznéljak szallitasi protokollként.

A multicast azon kommunikacié leirasara szolgal, ahol az informéacio egy vagy tobb
pontbol, pontok egy halmazaba keriil kiildésre ezzel egy tobb-tobbes kapcsolatot kiépitve.
Ebben az esetben lehet egy vagy tobb kiildg, valamint az informécié el van osztva fogadok
egy halmazanak. Példanak hozhaté multicast alkalmazasarara egy vided szerver, amely
TV adast nyujt a felhasznalok szaméara. Magas minGségi videok szimultan nytjtasa sok
felhasznal6 esetén kimeriti a kapacitast, még akkor is, ha nagy a hasznélt savszélesség és
erds vided klipp szerver van hasznalatban. A multicast kommunikicié hasznalata szig-
nifikinsan csokkentheti ezen terheket rengeteg felhasznélo esetén.

Az IP multicast csomagformatum megegyezik az unicast formatummal annyi eltérés-
sel, hogy a célcimek egy speciélis osztalya van hasznalva (IPv4 D osztaly), amely egy
specialis multicast csoportot cimez. Mivel a TCP csak az unicastot tamogatja, a multi-

castot hasznalo alkalmazasoknak UDPt kell alkalmazniuk.
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A multicast cimzés implementalhaté mind WAN mind LAN koérnyezetben. WAN
esetén, mint példaul az Internetnél minden routernek az Gton tdmogatnia kell a multicast
cimzést azzal, hogy implemental valamilyen multicast protokollt. Altalaban a multicast
routing protokoll esetében fel van tételezve, hogy az 1t sordn minden router tamogatja
a multicast cimzést, amely nem egy realisztikus feltételezés. A Multicast Backbone java-
solt egy alternativ implementéaciot, amelynél csak arra van sziikség, hogy a perem (edge)
routereknek kell tAmogatnia a multicastot, mig a tébbinek nem sziikséges.

LAN esetén a multicast kozvetleniil telepithetd a haldzati kartyak driverének fris-
sitésével, hogy megértsék a multicast keretet. Problémak léphetnek fel multicast vezetéknélkiili
LAN esetén valo telepitése soran, koszonhetGen a vezetéknélkiiliség sajatossagainak, agy
mint savszélességi korlat, csatorna interferencia.

Barki aki multicast informéaciot szeretne kapni, tudnia kell a multicast cimet. Ezutéan
kiildeni fog egy kérést a lokalis multicast routere felé, hogy csatlakozni kivan a multicast
csoportba. Ha a csatlakozési folyamat sikeres volt, a csoport minden tagja képes lesz
megkapni ugyanazt az informéaciot a kiildot6l a multicast csoportcimen keresztiil. A mul-
ticast routerek ki fogjak valasztani az utat a hasznalt routing algoritmusuk alapjan, majd
eldontik, hogy replikaljak-e az adatokat egy vagy tobb interfész felé.

0 4 8 16 31

Version | Type Unused Checksum

Group Address

4.1. 4bra. IGMP iizenet formatum

Az Internet Group Management Protocol (IGMP) az Internet Protocol (IP) tamo-
gatasara van definidlva, hasonléan mint az ICMP unicast kommunikaci6é esetében. Az
IGMP a multicast routerek egyméskozotti és a hosztokkal val6 informéacidcserére szolgal.
A csoport IP cime D osztalyt, 224.0.0.0-t61 239.255.255.255-ig. Két fajta IGMP iizenet
létezik: Report és Query. A Reportot a hoszt kiildi, hogy csatlakozni szeretne a multicast
csoporthoz, mig a Queryt a lokélis router kiildi rendszeresen, hogy felfedezze és fenttartsa

a multicast csoport tagsagot.
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4.1.1. Multicast vezetéknélkiili LAN felett

A vezetéknélkiili LAN manapség igen elterjedt, a vézetéknélkiili végfelhasznalok szama
drasztikus megnétt koszonhetSen a kivitelezés egyszeriiségének valamint a kolcséghatékonysaga-
nak. A vezetéknélkiili felhasznalok szokasai megegyeznek a vezetékes felhasznalokéval, igy
6k is ugyaniugy hasznalnak multicastos alkalmazéisokat, amelynél a tiszta siker nem garan-
talhato vezetéknélkiili LAN esetén.

Az IEEE 802.11 a defacto szabvany a vezetéknélkiili LANhoz. A mobile hostnak
(MH) az alap szolgaltatas halmazban (basic service set, BSS) 6ssze kell lennie kapcsolva
egy hozzaférési ponttal (access point), hogy a hélozati szolgaltatasokhoz hozzaférjen. Az
MH mas hosztokkal csak a hozzaférési ponton keresztiil tud kommunikélni, amely igy hid

is a vezetékes haldzathoz, mint a 4.1.1 abran is lathato.

Atjire w _\\)) pm

Szerver

Vezetékes liilozat

- T
- —
b AP |- .,
=
e \

/ . = N
[\ A = )
\ s
L&l =
S~ - \@.\ -

Vezetéknélkiili LAN esetén val6 multicast hasznalatnal a multicast szerver helye je-
lentds. Ha a multicast szerver a BSS-en beliil helyezkedik el, akkor a szerver kozvetlentil
kiild multicast kereteket az APnak unicast cimzést hasznalva, majd az AP tovabbkiildi a
kapott keretet a csoport minden tagjanak a csoport multicast cimét hasznalva. Az unicast
keretek a kiild6t6l nyugtazva kell, hogy legyenek, hogy elkeriiljék az djrakiildést, azon-
ban a multicast keretek az APt6l a tagoknak nincsenek nyugtézva. Ezért nem torténik
ujrakiildést, amely megbizhatatlanna teszi a multicast kommunikaciot. Ha a multicast
szerver a BSS-en kiviil helyezkedik el akkor minden keret a kiild6t6l az APn keresztiil
multicast keretformatummal lesz kiildve, igy az el6bb emlitett megbizhatatlansag meg-

marad. Ezen probléma orvosolasara szamos megbizhaté multicast protokollt taldltak ki.
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4.1.2. Unicast és multicast id6diagramm

Az A és B mobile hosztok ugyanazon adat streamet kérik egy BSSen kiviil helyezkeds
szervertGl. Unicast kommunikacio esetén B-nek tekintélyes id6t kell varnia mig az elsG
keret megérkezik, mig multicast esetén B-nek kevesebbet kell varnia, amely egy nagyon

fontos tulajdonsag és jol kivehets a mellékelt abran is.

Unicast Communication Multicast Communication
MH AP GW Server MH AP GW Servel
A quest A quest
AT quest AC J@\i
(¥ (B
Fequest Fequest

RIT RIT

tire tirme

@ o)
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4.2. A sztochasztikus modell

Az alabbiakban a [6] cikkben taladlat6 modellt és eredményeket ismertetem. Legyen M
a megengedett é16 stream médidk szama (példaul TV csatorna), mig N a szimultan kért
sessionok szama. M (t) sztochasztikus folyamat jelolje a ¢ idGpillanatban megengedett é16
stream médiak szamat, az N(t) sztochasztikus folyamat pedig jelolje a ¢ id6pillanatban

szimultan kért sessionok szaméat. A késébbiekben feltessziik a kovetkezdket:
e A ¢l6 stream médiak kéréseinek érkezése Poisson-folyamat szerinti
o M(t) és N(t) fiiggetlen

e nincsen interferencia vagy rejtett allomés jelenség

4.2.1. Unicast kommunikacid

Legyen M és N a Markov-lanc két allapotvaltozdja, az érkezési intenzitas legyen \ és
minden session szamara a tavozasi intenzitas legyen u. Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy

minden session atlagos i ideig lesz kiszolgalva.
A A A A
EEOECES -

Legyenek P, ; = lim;_,o, P(M(t) =i, N(t) = j) a stacionarius allapotban 1év6 valoszintségek,
és legyen A\, az érkezési és tavozasi intenzitas az ¢, j allapotban. Ha a rendszer tétlen,
akkor a legbaloldalibb allapotban van, amelyre M, N = 0,0. Ha egy 4j kérés érkezik be
és 0 < i =j < N, akkor eggyel jobbra lépiink, azaz az (i,j) allapotbol az (i + 1,5 + 1)
allapotba 1épilink. Ha a session ugy dont, hogy tavozik vagy abbahagyja a vételt és
i = j > 0 akkor a rendszer az (i, j) allapotbol az (i — 1,j — 1) allapotba keriil. A lényeg
abban rejlik az unicast esetében, hogy ha 4j kérés érkezik fliggetleniil attol, hogy egy mar
sugarzott vagy nem sugarzott streamet kér, 4j adat sessiont kell létrehozni. Az elGbbibdl
kovetkezik, hogy minden allapotra igaz, hogy M = N. Amint a megengedett streamelt

médidk vagy konkurens sessionok elérik a maximumot, a tovabbi session kérelmek elu-
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tasitasra keriilnek. Ezekbdl kovetkezik, hogy

A, ham=n=0,1,2...,N—-1

)\m,n =

0, egyébként

Hmn =M, ham=n=12... N

Allapotegyenletek

A+ p)Pj = APi_1jo1 — pPii1j1 =0
ha0<i=j<N
)\Po,o - MP1,1 =0
hai=j=0
uPy N — APy 1 n-1 =0
hai=M,j=N

Valamint a normalizal6 feltétel:

Ezen Markov-lanc ismerds lehet sorbanallas elméletbdl hiszen ez éppen a M/M/1/K
véges befogadoképességii rendszerrel egyezik meg. Igy hasznaljuk fel esetiinkben a ott

tanultakat, mégpedig, hogy

k
%(A) ha k < N
lLL ) =

0, egyébként

4.2.2. Multicast kommunikacio

Multicast esetében a modell bonyolultabbé valik, ahogy az a kévetk6z6kbaol ki fog deriilni.
Hasonloan az unicast esethez, a rendszer tétlenségét a (0,0) allapot jelzi. Az elsé kérés
beérkezésekor a rendszer az (1, 1) allapotba lép az unicast esettel megegyezden, azonban ha
a kovetkezd kérés az aktiv streamhez valo csatlakozast kéri (amelynek p. a valoszintisége),
az M, N = 1,2 allapotba lépiink, tehat (i,j) — (i,7 + 1). Ha a kérés egy 0j streamért
érkezik (ennek valoszintisége 1—p,), akkor az M, N = 2,2 allapotba lépiink, tehat (i, j) —
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(1+1,7+1) alakt a valtozas. A kozbenss atmenetek hasonloan zajlanak, mindaddig amig
a megengedett el6 streamek vagy konkurens sessionok el nem érik maximumukat. Ha
valamely session tavozik vagy megéllitja a fogadast, akkor meg kell kiilonboztetni, hogy
az az utolso session az adott streamhez vagy nem. Legyen p,, annak a valoszintisége, hogy
az adott session nem az utols6. Ebben az esetben (i,7) — (4,7 — 1) 1épés torténik. Ha az
adott session az utolsé volt a streamnél (aminek 1 — p,, a valoszintisége) akkor az (i, j)
allapotbol a (i — 1,7 — 1) allapotba ugrunk. Ha elérnénk a megengedett streamek vagy

kokurens sessionok maximumaét, akkor az 1j sessiontk blokkolva lesznek.

A kovetkez6 tablazatban lathatoak a Markov-lanc nemnulla d&tmenetvaloszintiségei:
Pi+1,j+1i,j)=x  i=j=0

P(Z+1a]+1|za]):)‘(1_pc) iE[l,M—l],jE[l,N—l]

P(i,j—1i,j) = p i=1,j¢€[l,N]
P(i,j — 1]i,5) = ppm i€[2,M],j€[2,N]

ahol, p. annak a val6szintisége, hogy egy MH csatlakozik egy multicast csoporthoz, mig
pm annak a valoszintsége, hogy egy MH kilép a multicast csoportbol, de nem az utolso6

session a csoportban.
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Allapotegyenletek

()\ + M)Pz‘,j - )\(1 - pc)Pi—l,j—l - Apcpi,j—l - Mpmpz‘,j+1 - M(l - pm)Pz‘+1,j+1 =0

hal<i<y
hai=7=0
hai=7=1
hai=17=

<N
)\PO,O — /LPLl =0
(A4 p)Pra— APy — pPrg — piPas =0
Py N — ApePin_1=0
N

A+ )P — ApePsj1 — P ji1 — (1 — pr) Pt ja

hai=11<j<N

MPZ'J o )‘(1 - pc)Pz‘fl,j—l - )\pcPi,j,l =0

hal<i<M,j=N

hal<i=j

A+ )P — N1 =pe)Picij1 — ppm P ji1 — pPig1j41 =0
<M

(A+ 1) Prrj — M1 —pe) Prr—1j—1 — ApePrj—1 — pPmPraji1 =0

hai=MM < j <N

uPy N — M1 —po)Py_in-1 =0

hat=j53=N

Normalizalo feltétel:
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4.3. Hatékonysagi vizsgalat

Az el6z6 részben feallitott modellt vizsgalata fog torténni M = 1 esetén. Az egyszeriiség
kedvéért minden egyes streamelt medidnak 1 Mbps sziikséges, valamint, hogy a maximalis

konkurens sessionok szdma 5.

4.3.1. Egy streamelt média, M =1
Unicast

Ebben az esetben egyetlen session van engedélyezve és minden més session blokkolva lesz.
Az dtmenetdiagramm a kovetkezG dbran lathato.

A stacionarius megoldéas:

4.2. abra. Unicast, M =1

Multicast

Habar ebben az esetben is csak egyetlen stream médiank van, itt egészen addig nem
keriilnek blokkolasra a kérelmek amig a maximalis konkurens sessionok szamét el nem

érjik, ami esetiinkben 2 és 5.

4.3. abra. Multicast, M = 1,N =2
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)‘(1 _ pc) )\(1 - pc) )‘(1 _ pc) )‘(1 - pc)

4.4. dbra. Multicast, M =1,N =5

M =1 és N = 2 esetén a stacionarius allapotbeli valosziniiségek

2 2
p A A"pe
Poo =13 5 Pii=— 5 D00 =13 5
Ape + A+ p Npe+ AL+ 1 Ape + A+
.o
2
4.4. Osszegzés
3 ’,\u'lcaﬂ_Mﬂ I [ Furicast =3
I‘ 'f
f” 'fJ‘
e / muticast M=3 _25 /
T [ T /
g / - g ’/‘
g 4 H /
%z s H /
H S ricast, M=2 e 33 et =2
% i mulicast, M=2 a % s
2 r ¥ ° o Z i J
. A 7 15| ; RS et
- i
v r e maticast, M<2 @
S rrulticast, M=1 r s G
W = S ‘_,"' IR . O macast, M=t
1 3 ) 4 5 1 2 3 4 s
Number of Sessions Number of Sessions
26
1l 24l
22}
Eooms| g
2 2
= §1s
i i
@ a6
& om £
g £
3 514-
12}
0985/
14
I 08
1 2 [ s 1 2 [ s

Numbar u1 Sessions Numbar u1 Sessions

Abrak: [6]
A kovetkezSkben néhany numerikus példat fogunk bemutatni, ezzel szemléltetve az uni-

cast és multicast kozotti hatékonysagi kiilonbséget. A session tavozasi intenzitéas = 1/30

perc, amely 30 perces atlagos session id6t jelent, valamint legyen az beérkezési intenzitas
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A = 2 kérés percenként. A fenti dbrakon lathato az atlagos savszélesség sessiononként.
Unicast esetén az atlagos savszélesség M = 1,2, 3 esetében egyszertien 1,2,3. Mig mul-
ticast esetén kiilon lathatd, hogy mi valtozik ha annak a valdszintiségét, hogy a kérés
egy méar meglévo streamhez akkor csatlakozni p. = 0.5-re és p. = 0.9-re. p. = 0.5 esetén,
amint noveljiik a streamek szamat, multicast esetében gy csokken az adtlagos sdvszélesség
az unicasthoz képest, koszonhetGen annak, hogy tobb session is ugyanazt kapja anélkiil,
hogy tobb sessionnek lenne elkiildve kiilon. p. = 0.9 esetén ez a kiilonbség méginkibb
kiélez6dik. Ezen adatokbol kivehets, hogy minél nagyobb annak a valosziniisége, hogy
az 1j kérés csatlakozik egy régihez, anndl kevesebb lesz a sziikséges savszélesség ses-
siondnként, valamint, hogy a mobile hosztok viselkedése nagyban befolyésolja a rendszer
hatékonysagat, hiszen nem mindegy, hogy egy méar hasznalt streamhez csatlakozik az 1j
session vagy nem. Egy masik fontos aspektus az 6sszehasonlitdsban, hogy multicast esetén
mivel atlagosan kevesebb savszélesség kell egy sessionnek, igy tobben tudnak csatlakozni

a megengedett streamekhez, igy kevesebb kérés is lesz visszautasitva.
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5. fejezet
(")sszegzés

Dolgozatom soran lathattuk, hogy milyen jelentGs eszkoztarat kindl a Markov-lancok
elmélete, amely felhasznalasanak talan legékesebb példaja a Google "lelke" a PageRank
algoritmus és mogotte allo6 modell. Remélem, hogy dolgozatom tanulményozasa utan
az olvaso is és arra a megallapitasra jut, hogy akiilonb6z§ rendszerek milyen jol mod-
ellezhetGek Markov-lancok segitségével, valamint, hogy milyen kézzel foghato eredmények

érhetGek el azok hatékonysagi vizsgalataval (gondoljunk csak a két Aloha kihasznaltasagara).

Erdekesnek talaltam, hogy milyen régi, alapvetd problémak keriilnek més megvilagitasba
a gyakorlati problémak soran, amelyeknek {6 okozoja a rendszerek oridsi mérete. Gon-
doljunk csak a PageRank vektor meghatirozasahoz elméletben egy Markov-lanc 1étezé
stacionarius eloszlasdnak a kiszamitasa a feladat, de egy tobb milliardszor tobb milliardos
méatrix esetén a megszokott modszerek sokszor nem miikddnek, igy a kutatoknak 1j, adott

probléméra szabott megoldasokkal kell elgallniuk.

Végezetiil fontosnak tartom megjegyezni és kihangsilyozni, hogy egzakt eredmények
a matematika és oriasi eszkoztara nélkiil nem szerezhetGek barmilyen informatikai rendsz-
erekkel kapcsolatos problémarol is legyen sz6. Ugy gondolom utébbi allitasomat sikeriilt

szakdolgozatommal alatamasztani.
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