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1. Bevezetés

A koordináta-rendszerek olyan eszközök, melyek lehetővé teszik
számunkra azt, hogy egy geometriai alapelem helyzetét egyértelmű-
en meghatározzuk a térben. Miközben a Descartes-féle derékszögű
koordináta-rendszer talán a leggyakrabban használt és tárgyalt rend-
szer, léteznek olyan problémák is, melyek vizsgálata és megoldása egy
alternatív koordináta-rendszerben sokkal egyszerűbb. Ezen dolgozat-
ban tárgyalt megoldások és eredmények alapjául egy olyan koordináta-
rendszer szolgál, melyben egy geometriai objektum pozícióját egy po-
litóp helyzetéhez viszonyítva tudjuk definiálni. A szóban forgó rend-
szer koordinátáit baricentrikus koordinátáknak nevezzük, melyek fo-
galmát először Möbius definiálta 1827-ben [1]. Wachspress 1975-ben
publikált úttörő munkájától [2] kezdve a baricentrikus koordináták
általánosításra kerültek tetszőleges sokszögekre a síkban, és általá-
nos politópokra magasabb dimenziókban. Ennek köszönhetően ma
már gyakran használatosak különböző adatok lineáris interpoláció-
jára, háromszöghálók paraméterezésére, kép- és modelldeformációra,
valamint végeselem módszerek esetén.

Az általánosított baricentrikus koordináta-módszerek néhány tu-
lajdonságukban eltérnek egymástól és különböző típusú sokszögek
esetén eltérően viselkednek, ezért összehasonlításuk gyakran felmerül
a szakirodalomban [3]. A doktori iskolában való kutatásom kezdetén,
a jelenleg ismert vizsgálatokhoz képest, egy részletesebb szempont-
rendszer alapján elvégeztem a koordináta-módszerek összehasonlítá-
sát.

A baricentrikus koordináta-módszerek gyakran használatosak alak-
zat- és képdeformációra, mely alkalmazások használatakor elengedhe-
tetlen a deformálandó képet körülvevő sokszög háromszögelése. Mivel
a háromszögelés meghatározása nem triviális, nagymértékben befo-
lyásolja a deformációs végeredményt, így ezen irányú kutatásainkban
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megvizsgáltuk a különböző háromszögelési technikákat a baricentri-
kus koordinátákon alapuló deformációs módszerek vonatkozásában.
Továbbá kidolgoztunk egy olyan megoldást, mely az eddigi módsze-
reknél jobb eredményeket biztosít bizonyos feltételek teljesülése ese-
tén.

A képdeformációs alkalmazások analógiájára a baricentrikus koor-
dináta-módszerek a háromdimenziós térben is alkalmazhatóak defor-
mációra. Ebben az esetben a manipulációt a modellt burkoló ketrec-
modell biztosítja. Ezen ketrecmodell meghatározása nagyon sok eset-
ben manuálisan történik, azonban az elmúlt években néhány mód-
szer automatizálta ezt a folyamatot [4, 5, 6]. Kutatásunk egyik célja-
ként fogalmaztuk meg egy olyan módszer létrehozását, mely az eddigi
módszereknél gyorsabban és hatékonyabban képes egy tetszőleges há-
romdimenziós modellhez ketrecmodellt létrehozni.

A virtuális valóság eszközök rohamos fejlődésével egyre nagyobb
igény jelentkezik azokra a megoldásokra, melyek segítségével egy való-
di személy alteregója, virtuális mása könnyen elkészíthető. Az elmúlt
években számos olyan, az MPEG-4 szabványt támogató, deformáció-
alapú módszer [7, 8] jelent meg, melyek az előbb említett problémá-
ra nyújtanak megoldást. Azonban kutatásink során megállapítottuk,
hogy a létező rendszerek, a használt deformációs módszereik korlátai
miatt, bizonyos esetekben nem tudnak kielégítő deformációs eredmé-
nyeket biztosítani. Ezért ezen területhez kapcsolódó kutatásunkban
egy olyan módszer létrehozásával foglalkoztunk, mely egy fejmodell
MPEG-4 szabványosítási folyamatát végzi el és az valósághűbb ered-
ményeket produkál a létező rendszereknél, köszönhetően a baricent-
rikus koordinátákon alapuló deformációnak.

A dolgozat első fejezetében bemutatásra kerülnek a használt ma-
tematikai eszközök, ezt követően a baricentrikus koordináta-módszer-
ek összehasonlítása és elemzése során elért eredményeket ismertetem.
A dolgozat 3. fejezetében kerülnek közlésre a baricentrikus koordiná-
tákon alapuló deformációs alkalmazások területén elvégzett kutatása-
ink eredményei, melyeket függelékként elhelyezett szemléltető ábrák
és mérési eredmények egészítenek ki.
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2. Matematikai háttér

Ebben a fejezetben ismertetésre kerülnek azok az alapvető matemati-
kai fogalmak, melyek a dolgozatban bemutatott és ismertetett ered-
mények alapjaiul szolgáltak. A fejezetben közölt definíciók és elméle-
tek nem képezik részét a szerző új eredményeinek, azonban kutatá-
sunk pontos céljának és eredményeinek megfogalmazása érdekében a
Hormann és Sukumar által szerkesztett könyv [9] alapján összefogla-
lásra kerültek.

2.1. Baricentrikus koordináták

A baricentrum a csillagászatban egy olyan pontot jelöl két vagy több
égitest között, melyben gravitációs erejük kiegyensúlyozza egymást.
Ez a pont nem más mint az objektumok által alkotott rendszer tö-
megközéppontja, amely körül az égitestek keringenek. Geometriai vo-
natkozásban, a koordináták egy új rendszerét, a baricentrum és ba-
ricentrikus koordináták fogalmát A. F. Möbius német matematikus
határozta meg 1827-ben [1].

A probléma jól szemléltethetősége érdekében tekintsünk először
egy a v1, v2 és v3 nem kollineáris pontokkal adott T háromszöget
az euklideszi síkon, ekkor bármely p ∈ T pont a háromszöget há-
rom részháromszögre osztja. A p pont baricentrikus koordinátái a
részháromszögek Ai területeinek és az eredeti háromszög A terüle-
tének az arányai alapján meghatározhatóak a következő összefüggés
segítségével (lásd 1. ábra):

p = b1(p)v1 + b2(p)v2 + b3(p)v3, (2.1)
ahol

bi(p) = Ai
A
, i = 1, 2, 3. (2.2)
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1. ábra. Egy háromszög p belső pontjának a baricentrikus koordi-
nátáinak a meghatározásához használt jelölések

Hasonló módon, egy T tetraéder bármely p ∈ T pontja a tetraédert
négy résztetraéderre osztja, a p pont baricentrikus koordinátái pe-
dig a térfogatok arányaival kiszámíthatóak. Ezen elv alapján a bari-
centrikus koordináták meghatározása általánosítható a v1, . . . ,vd+1
csúcsokkal adott d dimenziós szimplexekre az alábbi módon:

p =
d+1∑
i=1

bi(p)vi, (2.3)

ahol

bi(p) = Vi(p)
V

, i = 1, . . . , d+ 1, (2.4)

továbbá Vi(p) a megfelelő d-szimplex térfogata, míg a V = V1(p) +
+ · · · + Vd+1(p) az eredeti d-szimplex térfoga, amely nem függ a p
ponttól.
A bi(p), (i = 1, . . . , d+ 1) függvényeket a p ponthoz tartozó baricent-
rikus koordinátáknak nevezzük.
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2.2. Általánosított baricentrikus koordináták

Az elmúlt években számos olyan törekvés látott napvilágot, amely
általánosította a baricentrikus koordináták fogalmát tetszőleges poli-
tópokra. Kutatásunk során, mi a sokszögek és a poliéderek vonatko-
zásában foglalkoztunk a baricentrikus koordinátákkal, így szükséges-
nek tartom az általánosított baricentrikus koordináták fogalmának
a bevezetését Hormann és Sukumar munkája [9] alapján az alábbi
módon.

2.2.1. Definíció. Legyen P egy politóp, mely a v1, . . . ,vn ∈ Rd

csúcsokkal adott, ahol n ≥ d + 1, a politóp belső pontjainak a zárt
halmaza pedig legyen P̄ . A b = [b1, . . . , bn] : P̄ → Rn függvényeket
általánosított baricentrikus koordinátáknak nevezzük, ha az alábbi fel-
tételeket kielégítik:

n∑
i=1

bi(p) = 1, ∀p ∈ P̄ (2.5)

és

n∑
i=1

bi(p)vi = p, ∀p ∈ P̄ . (2.6)

Az n = d+1 esetben a baricentrikus koordináta-függvények meghatá-
rozása egyértelmű, az egyetlen függvény, amely a 2.2.1. definícióban
ismertetett feltételeket kielégíti, az a (2.4)-es egyenletben definiált
bi függvény. Az n > d + 1 feltétel teljesülése esetén azonban a bi
függvények meghatározása már nem egyértelmű, ennek köszönhető-
en számos általánosítása jelent meg a baricentrikus koordinátáknak.

A 2.2.1. definícióban ismertetett feltételeken kívül további nem
kötelező, de elvárt tulajdonságok is megfogalmazhatóak a bi függvé-
nyekre,
• nemnegativitás : bi(p) ≥ 0, ∀p ∈ P̄ , (2.7)
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• Lagrange-tulajdonság : bi(vj) =

0, ha i 6= j

1, egyébként,
(2.8)

• linearitás : bi lineáris az élek és a lapok mentén, (2.9)

• folytonosság : bi ∈ C∞. (2.10)

Megjegyezzük, hogy a (2.4)-es egyenletben megadott bi függvény az
n = d + 1 teljesülése esetén az előbb felsorolt (2.7)–(2.10) tulajdon-
ságok mindegyikét kielégíti.

Az általánosított baricentrikus koordinátáknak két nagy csoport-
ját különböztetjük meg. Egyfelől beszélhetünk zárt alakkal rendelke-
ző módszerekről, amelyek általában olyan w = [w1, . . . , wn] : P → Rn

súlyfüggvényeken alapulnak, melyek kielégítik a

n∑
i=1

wi(p)(vi − p) = 0, ∀p ∈ P (2.11)

egyenlőséget. Ezeket a súlyfüggvényeket homogén koordinátáknak is
szokás nevezni, ugyanis normalizálásuk után az általánosított bari-
centrikus koordinátákat kapjuk:

bi(p) = wi(p)
W (p) , W (p) =

n∑
j=1

wj(p), i = 1, . . . , n. (2.12)

Másfelől megkülönböztetünk olyan koordináta-módszereket is, me-
lyek különböző numerikus módszerek felhasználásával állíthatók elő.

2.2.1. Kétdimenziós baricentrikus koordináták

Ebben az alfejezetben a teljesség igénye nélkül szeretnék bemutatni
olyan kétdimenziós általánosított baricentrikus koordináta-módsze-
reket, melyekre a kutatásunk során kiemelt figyelmet fordítottunk
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néhány jellegzetes tulajdonságuk miatt. Az alfejezetben tárgyalt ko-
ordináta-módszerek mindegyike egyszerű P sokszögeken értelmezett,
melyeknek vi csúcsai az óramutató járásával ellentétesen adottak,
továbbá feltesszük, hogy a csúcsok indexelése ciklikus, azaz vi+kn =
= vi, ahol i ∈ {1, . . . , n} és k ∈ Z.

Wachspress-koordináták

Wachspress volt az első, aki munkájában [2] ajánlotta a baricentrikus
koordináták általánosítását az n > 3 csúccsal rendelkező sokszögek
esetén. Később Meyer és mtsai. [10] ezen Wachspress-koordináták egy
egyszerűbb megadási módját javasolták az alábbi módon:

wi = ctg γi−1 + ctg βi
r2
i

, i = 1, . . . , n, (2.13)

ahol γi−1 és βi szögek, míg ri = ||vi − p|| (lásd 2. ábra).

2. ábra. Az általánosított baricentrikus koordináta-módszereknél
használt jelölések a P sokszög esetén
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Szigorúan konvex sokszögek esetén, minden wi súlyfüggvényre telje-
sül, hogy wi(p) > 0, bármely p ∈ P esetén, továbbá ezen Wach-
spress-koordináták kielégítik a (2.7)–(2.10) tulajdonságok mindegyi-
két. Fontos jellemzőjük még, hogy affin invariánsak, azonban nem
konvex sokszögek esetén a módszer nem jól definiált, azaz a koordi-
náták akár negatív értékeket is felvehetnek.

Diszkrét harmonikus koordináták

A diszkrét harmonikus koordinátákat [11, 12] az alábbi módon válasz-
tott súlyfüggvényekkel tudjuk definiálni :

wi = ctg βi−1 + ctg γi, i = 1, . . . , n, (2.14)

ahol βi−1 és γi szögek (lásd 2. ábra).
Érdekes tulajdonság, hogy a diszkrét harmonikus és a Wachspress-

koordináták húrsokszögek esetén megegyeznek, egyéb szigorúan kon-
vex sokszögek tekintetében a diszkrét harmonikus koordináták a (2.8)–
(2.10) tulajdonságokat teljesítik. Nem konvex sokszögek esetén nem
jól definiáltak, a koordináták akár negatívak is lehetnek.

Középérték koordináták

Az általánosított baricentrikus koordináták talán egyik legnépsze-
rűbb típusa a középérték koordináták [13], melyet az alábbi súlyfügg-
vényekkel definiálhatunk:

wi = tg (αi−1/2) + tg (αi/2)
ri

, i = 1, . . . , n, (2.15)

ahol αi−1 és αi szögek, míg ri = ||vi − p|| (lásd 2. ábra).
A középérték koordináták jól definiáltak egyszerű sokszögeken,

egymásba ágyazott egyszerű sokszögeken és mindenhol a síkban, to-
vábbá kielégítik a (2.8)-as és a (2.9)-es tulajdonságot. A koordináták
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pozitívak bármely négyszög belsejében és folytonosak is, kivéve a sok-
szög csúcsaiban.

2.2.2. Háromdimenziós baricentrikus koordináták

A háromdimenziós általánosított baricentrikus koordináta-módsze-
rek nagyon sok esetben a hozzájuk tartozó kétdimenziós koordináták
egyértelmű kiterjesztései, így a háromdimenziós módszerek a kétdi-
menziós módszerek tulajdonságait is öröklik.

A leggyakrabban említett módszerek három dimenzióra történő
általánosításai, mint például a Wachspress-, a diszkrét harmonikus,
a középérték és a harmonikus koordináta-módszer részletesen megta-
lálható a szakirodalomban [14, 15, 16, 17]. Az előbbiekben említett
módszerek közül talán a legnépszerűbb és a mi kutatásunk során is a
leggyakrabban használt a középérték koordináták, így ezen módszer
magasabb dimenzióra történő kiterjesztésének a módját részletezzük
bővebben Hormann és Sukumar munkája [9] alapján.

Középérték koordináták

Floater, Kós és Reimers [16], illetve Ju, Schaefer és Warren [18] egy-
mástól függetlenül általánosították három dimenzióra a középérték
koordinátákat háromszöglapokkal határolt tetszőleges poliéderekre.

Legyen P egy v1, . . . ,vn csúcsokkal és az f1, . . . , fm háromszögla-
pokkal adott poliéder, továbbá legyen fk =

[
vk1,vk2,vk3

]
a P egy lapja.

Az fk háromszöglap p középpontú egységgömbre való vetítésével egy
Tk gömbháromszöget kapunk. A háromdimenziós középérték koordi-
náták súlyfüggvényei az fk háromszöglap vkj csúcsaira vonatkozóan a
következő módon definiálhatóak:

wkj =
ekj − ekj−1 cosαkj+1 − ekj+1 cosαkj−1

rkj sinαkj+1 sinαkj−1
, j = 1, . . . , 3,

k = 1, . . . ,m,
(2.16)

9



ahol αkj szögek, ekj gömbi ívhosszak, míg rkj = ||vkj −p|| (lásd 3. ábra).

3. ábra. A p középpontú egységgömbre vetített fk háromszöglap

2.3. Baricentrikus koordináták alkalmazásai

Az általánosított baricentrikus koordináták legfontosabb felhasználá-
si területe az interpoláció. A probléma úgy fogalmazható meg, hogy
ha tekintjük az f1, . . . , fn ∈ Rd vektorokat a v1, . . . ,vn csúcsokban,
akkor keressük azt az f : P̄ → Rd függvényt, amely az alábbi módon
definiálható:

f(p) =
n∑
i=1

bi(p)fi. (2.17)

Ezt az f függvényt baricentrikus interpolációs függvénynek nevezzük.
A (2.5)-ös és a (2.6)-os tulajdonságokból következik, hogy az f

affin függvény lesz, míg a (2.8)-as tulajdonság miatt a függvény in-
terpolálni fogja a vi csúcsokban adott fi vektorokat, továbbá, ha a
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bi koordináták teljesítik a (2.9)-es tulajdonságot, akkor az f a P élei
mentén is lineáris lesz.

Az általánosított baricentrikus koordináták leggyakoribb interpo-
lációs alkalmazásai a színinterpoláció és a képdeformáció.

2.3.1. Színinterpoláció

Legyen adott egy P sokszög, melynek vi csúcsaiban tekintsük az
fi ∈ [0, 1]3 RGB színértékeket. Ezen színértékek a P sokszög belsejé-
ben interpolálhatóak a (2.17)-es egyenlet segítségével (lásd 4. ábra).

Megjegyezzük, hogy bizonyos koordináta-módszerek esetén az in-
terpolált RGB színérték az érvényes [0; 1] intervallumon kívülre is
eshet, ebben az esetben a közelített értéket 0-ra, illetve 1-re kerekít-
jük.

4. ábra. Színinterpoláció egy sokszög belsejében a középérték
koordináta-módszer felhasználásával

2.3.2. Alakzat- és képdeformáció

Legyen adott egy I kép, melyet a v1, . . . ,vn csúcsaival adott P sok-
szög határol, továbbá tekintsünk egy v′1, . . . ,v′n csúcsaival adott P ′
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sokszöget. A (2.17)-es összefüggés segítségével az I kép deformálható,
ha feltesszük, hogy fi = v′i, azaz

f(p) =
n∑
i=1

bi(p)v′i. (2.18)

Tegyük fel, hogy az eredeti I kép olyan, hogy I : P̄ → C, ahol P̄ a po-
ligon belső pontjainak a zárt halmaza, míg C egy tetszőleges színtér,
továbbá a deformált kép I ′ legyen, olyan, hogy I ′ : P̄ ′ → C. Ebben az
esetben a deformált kép a következő összefüggéssel határozható meg:

I ′(f(p)) = I(p). (2.19)

Megjegyezzük, hogy a gyakorlatban ezt a deformációt nem az eredeti
kép minden egyes képpontján szokás végrehajtani, hanem egy a sok-
szöghöz meghatározott háromszögelés csúcsain (vertexein). Ebben az
esetben a következő módon fogalmazható át a probléma.

Legyen adott egy P sokszög a v1, . . . ,vn csúcsokkal és a sokszög
egy T háromszögelése a tj vertexekkel, továbbá tekintsük az eredeti I
képet a T háromszögelés textúrájának. A P sokszög vi csúcsainak a
v′i pozíciókba való mozgatásával az eredeti kép deformálódni fog, és a
háromszögelés tj vertexeinek az új t′j pozíciói a (2.18)-as összefüggés
átírásával határozhatóak meg:

t′j =
n∑
i=1

bi(tj)v′i. (2.20)

Mivel az I képet a T háromszögelés textúrájának tekintettük, ezért
a P sokszög újrapozicionálásával az I ′ deformált képet kapjuk ered-
ményül (lásd 5. ábra). Az I ′ kép képpontjainak a meghatározása a
textúrázásból adódóan textúrafilterezési módszerekkel [19] valósítha-
tó meg.
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Fontos megjegyezni, hogy a deformált kép erősen függ az eredeti
P sokszögtől, az új, deformált P ′ sokszögtől, a háromszögeléstől és a
használt koordináta-módszertől is, mivel a bi koordináták az eredeti
P sokszögre vonatkozóan kerülnek meghatározásra, melyek a későbbi
deformációk alatt nem változnak.

5. ábra. Képdeformáció a középérték koordináta-módszerrel. Bal ol-
dalon fent az eredeti I kép∗ a határoló P sokszöggel, jobb oldalon
fent a sokszög a T háromszögeléssel, míg lent a deformált I ′ kép.

2.3.3. Modelldeformáció

A modelldeformációs módszerek az alakzat- és képdeformációs alkal-
mazások három dimenzióra történő kiterjesztései. Tekintsünk egy M
háromdimenziós modellt, melyet egy a vi csúcsaival adott P ⊂ R3

ún. ketrecmodell határol. A P ketrec vi csúcsainak a v′i pozíciókba
való mozgatásával az eredeti M modell deformálódni fog a P ′ ⊂ R3

deformált ketrecmodell tekintetében (lásd 6. ábra). A (2.18)-as képlet
átírásával az alábbi módon határozható meg a modelldeformáció:

∗Forrás: https://www.freepik.com/free-vector/seamless-backgroun
d-design-with-green-chameleon_6609305.htm#page=1&query=lizard&pos
ition=14 Elérés időpontja: 2021. március 2.
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p′ =
n∑
i=1

bi(p)v′i, (2.21)

ahol p′ a p ∈M modellpont új pozíciója, míg bi(p) a p pont három-
dimenziós általánosított baricentrikus koordinátája a vi ketrecpontra
vonatkozóan.

6. ábra. Modelldeformáció a középérték koordináta-módszerrel. Bal
oldalon az eredeti M modell a határoló P ketrecmodellel, míg jobb
oldalon a deformált modell a P ′ ketreccel.
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3. Koordináta-módszerek vizsgálata

Ahogyan a bevezetésben is említésre került, az általánosított bari-
centrikus koordináták a 2. fejezetben bemutatott tulajdonságaik mi-
att napjainkban nagyon népszerűek mind a számítógépes grafika,
mind a képfeldolgozás területén.

Az általánosított koordináta-módszerek kétdimenziós esetben kü-
lönböző típusú sokszögek esetén eltérően viselkednek és más tulaj-
donságokkal rendelkeznek, így a koordináta-módszerek vizsgálata és
összehasonlítása igen népszerű probléma manapság. Floater, Hor-
mann és Kós munkájukban [3] már kitértek a koordináta-módszerek
kontúrvonalakkal történő összehasonlítására, azonban mélyebb analí-
zis nélkül tették mindezt. Kontúrvonal alatt értjük a P sokszög azon
pontjait, melyeknek egy vi csúcshoz tartozó baricentrikus koordiná-
ta értékei megegyeznek. Ebből kifolyólag a koordináta-módszerek az
említett kontúrvonalakkal történő összehasonlítása csak egy felszínes
képet ad a módszerek hasonlóságáról, illetve eltéréseiről.

Így célom volt a Wachspress-, a diszkrét harmonikus és a középér-
ték koordináta-módszerek vizsgálata és viselkedéseik összehasonlítása
n oldalú, konvex sokszögek esetén a kontúrvonalak mintázata alapján.
Az összehasonlítás kiindulópontját a kontúrvonalak görbületfüggvé-
nyei jelentették, így részletesebb következtetések fogalmazhatók meg
a korábban említett munkához képest. A fejezet további részében a
már publikált eredményeim [20] szintézisére törekszem.

3.1. Kontúrvonalak meghatározása

Annak érdekében, hogy a különböző koordináta-módszerek kontúrvo-
nalainak a görbületfüggvényeit összehasonlítsuk, szükséges ezen kon-
túrvonalak hatékony meghatározása. Mivel ezek kifejezésére nem lé-
tezik zárt alak, így egy vi csúcs esetén egy bi ∈ [0; 1] baricentrikus
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koordináta-értékhez tartozó kontúrvonal alatt a P sokszög azon bel-
ső pontjait értjük, melyek bi baricentrikus koordinátái a vi csúcsra
vonatkozóan megegyeznek vagy egy bizonyos, előre definiált határ-
értéknél kisebbek. Ily módon a P sokszög belső pontjainak egy hal-
mazát kapjuk, melyen egy görbeillesztési eljárást elvégezve megha-
tározhatjuk a választott bi baricentrikus koordináta-értékhez tartozó
kontúrvonalat a vi csúcsra vonatkozóan (lásd 7. ábra).

7. ábra. A kék pixelek jelölik azokat a belső pontokat, melyek bi ba-
ricentrikus koordinátái a [0,3; 0,32] intervallumba esnek a vi csúcsra
vonatkozóan, piros színnel az illesztett görbe látható

Számos görbeillesztési módszer létezik a szakirodalomban [21],
ezek közül talán az egyik legnépszerűbb eljárás a polinomillesztés,
mely kutatásom alapjául is szolgált. A legjobban illeszkedő polinom
meghatározásának a feladata a legkisebb négyzetek módszerével a
következő módon fogalmazható meg.

Adott az (xi, yi), (i = 1, . . . , n) pontok halmaza, amit az

f(x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0 (3.1)
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m-edfokú polinommal közelítünk, ahol az n ≥ m+ 1 feltétel teljesül.
Célunk azon legjobban közelítő f(x) függvény megválasztása, amely-
re a

n∑
i=1

[yi − f(xi)]2 =

=
n∑
i=1

[
yi −

(
amx

m
i + am−1x

m−1
i + · · ·+ a1xi + a0

)]2 (3.2)

mennyiség minimális legyen. Az ismeretlen a0, a1, a2, . . . , am együtt-
hatók meghatározásával a keresett f(x) függvény előállítható, a szó-
ban forgó kontúrvonal pedig az y = f(x) explicit alakban felírható.

3.2. Kontúrvonalak görbületfüggvénye

Miután meghatároztuk a különböző baricentrikus koordináta-értékek-
hez tartozó kontúrvonalakat, szükséges az f(x, y) = 0 implicit alak
előállítása a fentebb említett explicit alakból, hogy a görbe egy tet-
szőleges x0 pontjában a görbület könnyen meghatározható legyen az
alábbi módon:

κ(xo) = f ′′(x0)
(1 + f ′(x0)2)3/2 . (3.3)

Ha a kontúrvonalak minden egyes pontjában meghatározzuk a görbü-
letet, a kapott értékek egy görbületfüggvény grafikonjával vizualizál-
hatóak. Ezáltal a kontúrvonalak karakterisztikája, jellemzői könnyen
kiértékelhetőek és nagyszerű alapot biztosítanak az összehasonlítás-
hoz.

3.3. Görbületfüggvények és inflexiós pontok

Ebben az alfejezetben áttekintjük az elért eredményeket és kitérünk
a vizsgált koordináta-módszerek előnyeire és hátrányaira is egyaránt.
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A kutatás során a Wachspress-, a diszkrét harmonikus és a középér-
ték koordináták viselkedése került összehasonlításra konvex, n oldalú
sokszögek esetén. Minden esetben egy vi csúcshoz tartozó különbö-
ző bi baricentrikus koordináta-értékek kontúrvonalai és a hozzájuk
tartozó görbületfüggvényei kerülnek kiértékelésre.

Az első példában (lásd 8. ábra) a v1 csúcshoz tartozó kontúrvona-
lakat szabályos ötszög esetén vizsgálhatjuk meg. Megfigyelhető, hogy
a Wachspress- és a diszkrét harmonikus koordináták minden esetben
megegyeznek, ugyanis a koordináta-módszerek húrsokszögek esetén
azonosak [3].
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8. ábra. Bal oldalon a baricentrikus koordináta-módszerek kontúr-
vonalai fentről lefelé haladva a b1 = 0,8, a b1 = 0,4 és a b1 = 0,1
értéknél a v1 csúcs esetén, szabályos sokszögben, míg jobb oldalon
a kontúrvonalak görbületfüggvényei láthatóak

Mindemellett, amikor a kontúrvonalak közel helyezkednek el a v1
csúcshoz, akkor a koordináta-módszerek kontúrvonalai nagyon ha-
sonlóak egy körívhez, ezt a szinte konstans görbületfüggvény is alá-
támasztja. Távolabbi kontúrvonalak esetén viszont a középérték ko-
ordináták nemkívánatos inflexiós pontokat generál.

Ahogy a 9. ábrán is látszik, minél nagyobb a szabályos sokszög
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9. ábra. Bal oldalon a baricentrikus koordináta-módszerek kontúr-
vonalai a b1 = 0,25 értéknél a v1 csúcs esetén, szabályos nyolc-
(fent) és tizenkétszögben (lent), míg jobb oldalon a kontúrvonalak
görbületfüggvényei láthatóak

megfelelő v1 csúcsában a belső szög, annál nagyobb az eltérés a közép-
érték és a másik kettő egybeeső koordináta-módszer között. Továbbá
itt is elmondható az, hogy a Wachspress- és a diszkrét harmonikus
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koordináta-módszerek által generált kontúrvonalak sokkal közelebb
állnak egy körívhez, ahogy az a görbületfüggvényen is látszik.

Megállapítható, hogy míg a középérték koordináták inflexiós pon-
tokat generál szabályos és húrsokszögeken, addig a Wachspress- és a
diszkrét harmonikus koordináta-módszer nem (lásd 10. és 11. áb-
ra). Így feltételezhető, hogy a Wachspress- és a diszkrét harmonikus
koordináta-módszer hullámzáscsökkentő tulajdonsággal rendelkezik
húrsokszögek esetén, míg a középérték koordináták nem. A hullám-
záscsökkentő tulajdonság a szabadformájú görbék jellemzője, mely
azt mondja ki, hogy a görbét bármely hipersík legfeljebb annyi pont-
ban metszi, mint a kontrollpoligonját. A mi esetünkben a sokszög
veszi át a kontrollpoligon szerepét (lásd 11. ábra).
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10. ábra. Bal oldalon a baricentrikus koordináta-módszerek kontúr-
vonalai a b1 = 0,25 értéknél a v1 csúcs esetén, húrsokszögben, míg
jobb oldalon a kontúrvonalak görbületfüggvényei láthatóak

Szabálytalan konvex sokszögek esetén a koordináta-módszerek szig-
nifikánsan eltérő kontúrvonalakat produkálnak. AWachspress-koordi-
náta-módszer kontúrvonalai azokat a vj csúcsokat közelítik, ahol a
hozzátartozó Cj háromszög területe – amit az adott vj és a szomszé-
dos vj−1, vj+1 csúcsok definiálnak – nagyobb. Érdemes megvizsgálni
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11. ábra. Bal oldalon a baricentrikus koordináta-módszerek kontúr-
vonalai a b1 = 0,15 (lent) értéknél a v1 csúcs esetén, húrsokszögben,
míg jobb oldalon a kontúrvonalak görbületfüggvényei láthatóak. Az
e egyenes segítségével a hullámzáscsökkentő tulajdonság figyelhető
meg. A sárga és barna pontok jelölik az egyenes és a sokszög, illetve
az egyenes és a középérték módszer kontúrvonalának a metszéspont-
jait.

a kontúrvonalakhoz tartozó görbületfüggvényeket is, ugyanis a gör-
bék viselkedését remekül leírják. A 12. ábra felső sokszögénél a v4
csúcshoz tartozó C4 háromszög területe nyilvánvalóan nagyobb, mint
a többi háromszög területe, így a kontúrvonal főként ezt a csúcsot
közelíti, míg a görbület a [0,5; 0,8] intervallumon minden kétséget ki-
záróan növekszik. Hasonló módon a 12. ábra alsó sokszögénél a C3 és
a C5 háromszög területe közel megegyező, így a kontúrvonal azonos
mértékben közelíti a v3 és a v5 csúcsot, továbbá mivel a C4 három-
szög területe minimális, a kontúrvonal középső része ellaposodik és
egyenesként kezd el viselkedni. A görbületfüggvény szintén jellemzi
a kontúrvonal ezen viselkedését, mivel a [0,1; 0,4] és a [0,6; 0,9] in-
tervallumon a görbe hasonlóan viselkedik, míg az x = 0,5 értéknél a
görbület nagysága közel nulla.
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12. ábra. Bal oldalon a baricentrikus koordináta-módszerek kontúr-
vonalai a b1 = 0,25 értéknél a v1 csúcs esetén, szabálytalan konvex
sokszögekben, míg jobb oldalon a kontúrvonalak görbületfüggvényei
láthatóak

A diszkrét harmonikus koordináták kontúrvonalai közelítik a vi
csúcsot, ha a βi−1 és a γi szög tompaszög (lásd 2. ábra). Így például
a 12. ábra felső sokszögénél ellentétesen viselkedik, mint aWachspress-
koordináta-módszer, mivel a v2 és a v5 csúcsnál a sokszög belső szö-
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gei tompaszögek. Továbbá a harmonikus koordináta-módszer gyakran
generál inflexiós pontokat szabálytalan sokszögeken.

A középérték koordináta-módszer sokkal robusztusabb, kevésbé
érzékeny a szabálytalan sokszögekre, mint a többi módszer (lásd 12.
ábra). Ezt a megfigyelést alátámasztják a középérték koordináta-
módszer hasonló kontúrvonalai és görbületfüggvényei is.

3.4. Koordináta-módszerek mintázata

A következő példák a három különböző koordináta-módszer kontúr-
vonalainak mintázatát mutatják be. A kontúrvonalakat jelölő sávok-
hoz a [0; 1] intervallumból tartoznak baricentrikus koordináta-értékek
0,05 lépésközzel a vi csúcsra vonatkozóan.

A 13. ábra esetében a három különböző módszer szignifikánsan
eltérő mintázatot produkál. A Wachspress-koordináta-módszer gene-
rálja a legegyenletesebb eloszlását a sávoknak, ez az, amit naívan
elvárunk egy ilyen típusú alakzat esetén.

13. ábra. Baricentrikus koordináta-módszerek kontúrvonalainak
mintázata egy szabálytalan sokszögben a v1 csúcsra vonatkozóan
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Észrevehető az is, hogy a középérték koordináta-módszerhez tarto-
zó mintázatok utolsó sávjai egyértelműen vastagabbak, mint a többi
módszeré, miközben a diszkrét harmonikus koordináta-módszer elté-
rően viselkedik, ugyanis a felső sávok a kijelölt vi csúcsot közelítik
(lásd 13. és 14. ábra). Ez a viselkedés annak köszönhető, hogy a vi
csúccsal szomszédos csúcsokhoz tartozó belső szögek tompaszögek,
ugyanis, ha βi−1 + γi > π (lásd 2. ábra), akkor a sokszögnek lehetnek
olyan belső pontjai, melyeknek baricentrikus koordinátái negatívak a
vi csúcsra vonatkozóan [3].

14. ábra. Baricentrikus koordináta-módszerek kontúrvonalainak
mintázata egy közel szabályos sokszögben a v1 csúcsra vonatkozóan

Továbbá, ha egy közel szabályos sokszöget tekintünk (lásd 14. áb-
ra), akkor megfigyelhető, hogy míg a Wachspress-koordináta-módszer
közel hasonlóan viselkedik, mint a 13. ábrán, addig a másik két mód-
szer eltérően és szinte egyenletes mintázatot generálnak ebben az
esetben.

3.5. Koordináta-módszerek affin kombinációja

Ahogy az előző alfejezetekben kitértünk rá, minden általánosított ba-
ricentrikus koordináta-módszernek vannak előnyei és hátrányai egy-

24



aránt. Például a diszkrét harmonikus koordináta-módszer a Dirichlet-
energia [22] minimalizálásán alapszik, mégis szokatlan és szabálytalan
mintázatát produkálja a kontúrvonalaknak. Minden alkalmazásban a
felhasználónak kell eldöntenie, hogy melyik módszer illeszkedik a leg-
jobban az adott problémára. Erre megoldást kínálva, definiáljuk a
baricentrikus koordináták affin kombinációját a következő módon.

3.5.1. Definíció. Tekintsünk egy konvex P sokszöget a síkban, amely
a v1, . . . ,vn csúcsokkal adott, továbbá legyenek bW és bH a P sok-
szöghöz tartozó Wachspress-, illetve diszkrét harmonikus koordináta-
függvények. Ezen koordináta-függvények bA =

[
bAi , . . . , b

A
n

]
: P̄ → Rn

affin kombinációja a

bAi = (1− λ) bWi + λbHi , (3.4)

ahol λ ∈ [0; 1] egy szabad paraméter.

Az új koordináták pedig bármely p ∈ P̄ pont esetén kielégítik
a 2.2.1. definícióban említett (2.5)-ös

n∑
i=1

bAi (p) =
n∑
i=1

(
(1− λ)bWi (p) + λbHi (p)

)
=

= (1− λ)
n∑
i=1

bWi (p) + λ
n∑
i=1

bHi (p) =

= (1− λ) + λ = 1

(3.5)

és (2.6)-os

n∑
i=1

bAi (p)vi =
n∑
i=1

(
(1− λ)bWi (p)vi + λbHi (p)vi

)
=

= (1− λ)
n∑
i=1

bWi (p)vi + λ
n∑
i=1

bHi (p)vi =

= p− λp + λp = p

(3.6)

tulajdonságokat.
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Az affin kombináció egy eszköz arra, hogy a különböző koordi-
náta-módszerek előnyeit kombináljuk. A λ szabad paraméter megvá-
lasztása flexibilitást ad számunkra a két módszer súlyozásában, ami
különböző típusú affin kombinációk létrehozását eredményezi. Továb-
bá egyfajta kompromisszumot biztosít az egyenletes mintázat és az
energiaminimalizáció között, ahogy a 15. és a 16. ábrán is látszik.

15. ábra. A Wachspress- és a diszkrét harmonikus koordináta-
módszer affin kombinációjának kontúrvonalai a λ = 0,22, a λ = 0,5
és a λ = 0,83 paraméterértéknél egy szabálytalan sokszögben, a v1
csúcsra vonatkozóan

3.6. Összegzés

A fejezetben tárgyalt általánosított baricentrikus koordináta-módsze-
rekről elmondható, hogy szabályos és húrsokszögek esetén a Wach-
spress- és a diszkrét harmonikus koordináták megegyeznek és ren-
delkezhetnek a hullámzáscsökkentő tulajdonsággal, miközben a kö-
zépérték koordináták nem kívánatos inflexiós pontokat generálhat. A
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16. ábra. A Wachspress- és a diszkrét harmonikus koordináta-
módszer (fent) affin kombinációjának mintázata (lent) a λ = 0,12, a
λ = 0,5 és a λ = 0,81 paraméterértéknél egy szabálytalan sokszög-
ben, a v1 csúcsra vonatkozóan

példák segítségével belátható, hogy a sokszög belső szögei nagymér-
tékben befolyásolják a módszerek közötti eltérést. Minél nagyobb egy
adott csúcshoz tartozó belső szög, annál nagyobb az eltérés a közép-
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érték és a többi koordináta-módszer kontúrvonalai között az adott
csúcsra vonatkozóan.

Szabálytalan konvex sokszögek esetén a három különböző koordi-
náta-módszer a kontúrvonalak eltérő mintázatát produkálja. Általá-
nosan elmondható, hogy a Wachspress-koordináták közelíti a sokszög
oldalait a legnagyobb mértékben, ugyanakkor egyenletes eloszlását
biztosítja a kontúrvonalakhoz tartozó sávoknak, míg a diszkrét har-
monikus koordináták sok esetben nem az elvárt módon viselkedik,
mivel negatív koordinátákat generál. Megállapítható, hogy a közép-
érték koordináták a legrobusztusabb a szabálytalan sokszögekben.

Annak érdekében, hogy a különböző baricentrikus koordináták
hátrányait leküzdjük, definiáltuk a módszerek affin kombinációját,
melyben a λ szabad paraméter további rugalmasságot ad számunkra
az előnyök és a hátrányok súlyozásában.
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4. Deformációs módszereket támogató fej-
lesztések

Az általánosított baricentrikus koordináták egyik legfontosabb alkal-
mazási területe az interpoláció, mely segítségével különböző kép- és
modelldeformációs módszereket definiálhatunk (lásd 2.3. alfejezet).
Kutatásunk során az előbb említett felhasználási területeken folytat-
tunk vizsgálódásokat és fejlesztettünk azokat támogató algoritmu-
sokat. Ebben a fejezetben a témában elért eredményeink kerülnek
bemutatásra.

4.1. Képdeformációhoz használt háromszögelési
technikák

Ahogyan már említettük az általánosított baricentrikus koordináták
az interpolációs tulajdonságaik miatt a színinterpoláció mellett a kép-
deformációs alkalmazásokban is előszeretettel használatosak. Mind-
amellett, hogy egyszerűen és hatékonyan számolhatóak, sima defor-
mációs eredményeket biztosítanak.

A baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformáció esetén a de-
formációt a képet körülvevő sokszög háromszögelése biztosítja. Azon-
ban ezen háromszögelés meghatározása nem egyértelmű, mivel befo-
lyásolja a deformációs eredményeket. Manapság az ilyen típusú kép-
deformációs algoritmusok a grafikus processzorra (GPU-ra) imple-
mentáltak és egyenletes háromszögelést (pl. Delaunay-háromszögelés)
használnak [23]. Ha a használt egyenletes háromszögelés több ezer
belső pontot tartalmaz, akkor a legtöbb esetben sima deformációt
kapunk, azonban nem egyenletes háromszögelés használatával csök-
kenthetjük a belső pontok számát, ezzel pedig a számítási időt és
költségeket is redukálhatjuk (lásd 17. ábra). Továbbá fontos megje-
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gyezni azt, hogy a deformációs eredmény függ a kezdeti és a deformált
sokszögtől, az alkalmazott koordináta-módszertől és a használt há-
romszögeléstől is.

17. ábra. Bemeneti képek egyenletes (balra) és nem egyenletes (jobb-
ra) háromszögelési technikával felosztott határoló sokszögekkel

Az említett háromszögelési technikák (egyenletes és nem egyen-
letes) eltérő eredményeket szolgáltatnak és a részletes összehason-
lításuk még nem történt meg a szakirodalomban ezen a területen.
Ezért ezen kutatásunk kiemelt célja volt az, hogy meghatározzunk
egy olyan nem egyenletes háromszögelési módszert, mely hasonló-
an sima és pontos deformációkat eredményez, viszont a háromszö-
gek számának a redukálásával számítási időt és költséget tud csök-
kenteni. Továbbá elvégeztük alapos vizsgálatukat és összevetésüket
az általánosított baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformáci-
ós módszerek tükrében. Összehasonlításuk során figyelembe vettük a
bemeneti képet, az azt határoló sokszöget – amit sok esetben a fel-
használó határoz meg –, illetve az alkalmazott koordináta-módszert.
Mindezek mellett megvizsgáltuk azt is, hogy a különböző textúrafilte-
rezési algoritmusok hogyan tudják növelni a deformációs eredmények
minőségét. A következőekben tárgyalt eredmények a Tóth és Kunkli
2020-ban publikált cikke [24] alapján kerülnek bemutatásra.
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4.1.1. Háromszögháló létrehozása

Amint a 2.3.2. alfejezetben részletesen bemutatásra került, a ba-
ricentrikus koordinátákon alapuló képdeformációs alkalmazásokban
egy kép deformációja az azt határoló sokszög háromszögelésével kerül
a leggyakrabban definiálásra. A sokszög csúcsainak a manipulálásával
a háromszögelés pontjainak az új pozíciója a (2.20)-as összefüggéssel
meghatározható, és mivel a bemeneti képet a háromszögelés textúrá-
jaként tekintjük, a kép deformálódni fog.

Ebből kifolyólag a baricentrikus koordinátákon alapuló képdefor-
mációs alkalmazások elengedhetetlen feladata egy kétdimenziós há-
romszögháló meghatározása. E háromszögháló pontosan a kezdeti
sokszög által határolt területet fedi le, illetve bizonyos, a felhasználó
által definiált feltételeket teljesít. A kutatásunkban vizsgált egyenle-
tes és nem egyenletes háromszögelések esetében két feltételt fogalmaz-
tunk meg, melyek a háromszögek alakjára és méretére vonatkoztak.
A háromszögek alakjára vonatkozó feltétel egy B felső korlát, mely
a háromszög köré írható kör sugara és a legrövidebb él aránya. Míg
a háromszögek méretére vonatkozó feltétel egy S felső korlát, mely a
háromszögek leghosszabb élének a hossza. A kezdeti sokszög által ha-
tárolt terület háromszögelésére Shewchuk algoritmusát [25] használ-
tuk, mely egy Delaunay-háromszögelés finomításán alapszik. Az algo-
ritmus egy kényszerfeltételekkel definiált Delaunay-háromszögelésbe
addig szúr be új pontokat, míg a meghatározott feltételek nem telje-
sülnek.
4.1.1. Definíció. Egy T háromszögelés Delaunay-háromszögelés, ha
minden T -beli e élhez létezik egy C kör az alábbi tulajdonságokkal:

• az e él végpontjai a C kör körvonalán helyezkednek el, és

• a C kör belsejében más T -beli pont nem helyezkedik el.

4.1.2. Definíció. Legyen G egy egysíkú egyenes vonalú vonal gráf
(Planar Straight Line Graph, röviden: PSLG) [26]. A G egy T há-
romszögelését kényszerfeltételekkel definiált háromszögelésnek (const-
rained triangulation) nevezzük, ha az tartalmazza a G összes élét a
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háromszögelés részeként. Ezen éleket rögzített éleknek (constrained
edges) nevezzük.

4.1.3. Definíció. A G egy kényszerfeltételekkel definiált Delaunay-
háromszögelése (constrained Delaunay triangulation, röviden: CDT)
[27] alatt egy olyan kényszerfeltételekkel definiált háromszögelését ért-
jük aG pontjainak, mely annyira Delaunay-háromszögelés, amennyire
csak lehetséges.

Ahogy a fenti definíciókból is látszik, ha a deformációhoz hasz-
nált kezdeti sokszög éleivel definiáljuk G-t, akkor Shewchuk algo-
ritmusával egy egyenletes háromszögeléssel létrehozott kétdimenziós
háromszöghálót tudunk meghatározni. Míg a nem egyenletesen há-
romszögelt kétdimenziós háromszögháló létrehozásához további rög-
zített éleket, illetve pontokat kell megadnunk a kezdeti sokszög által
határolt területről és megfelelő feltételeket kell definiálnunk.

A háromszögek alakjára és méretére vonatkozó feltételek módosí-
tásával a háromszögháló létrehozásakor szabályozható a háló pontja-
inak a száma. A B =

√
2 kezdőértékkel garantálható, hogy Shewchuk

algoritmusa végrehajtható, de a B értékének a növelésével a három-
szögek száma változtatható. Hasonló módon az S felső korlát módo-
sítása hatással lesz a konstruált háromszöghálóra (lásd 18. ábra).

18. ábra. Egy kezdeti sokszöghöz létrehozott háromszöghálók kü-
lönböző feltételekkel
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4.1.2. Saját, nem egyenletes háromszögelési technikánk

Az általánosított baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformáci-
ós módszerekhez általunk létrehozott adaptív, nem egyenletes három-
szögelés alapötlete az, hogy a hálót alkotó háromszögeket a bemeneti
kép és a használt koordináta-módszer figyelembevételével helyezzük
el. Így a deformáció után is megőrizhető a bemeneti kép kontúrjának
a simasága, illetve csökkenthető a háromszögek száma a háromszög-
hálóban, ezzel pedig redukálható a számítási idő. Továbbá a bemeneti
képet határoló kezdeti sokszög pozíciója sem lesz hatással a deformá-
ciós eredmények minőségére.

Az algoritmusunk bemenete egy tetszőleges alakzatot tartalmazó
I bemeneti kép és az azt határoló P kezdeti sokszög, amit általában a
felhasználó határoz meg egy grafikus felhasználói felület segítségével.

Kontúr meghatározása

A kezdeti sokszög meghatározása után az algoritmusunk Suzuki és
Abe módszerével [28] kontúrkeresést hajt végre a bemeneti képen.
Ahhoz, hogy pontos eredményeket kapjunk, célszerű a bemenetet
bináris képpé konvertálni egy küszöbölő eljárással vagy egy Canny
élkereső módszerrel.

A kontúrkeresés eredményeképpen egy C = {(xt, yt)}Nt=1 ponthal-
mazt kapunk, ahol N a kontúrpontok számát jelöli (lásd 19. ábra).

min

max

19. ábra. Bal oldalon a bemeneti kép, a bináris kép és a megta-
lált kontúr. Jobb oldalon a kontúron vizualizált görbület. Pirossal
jelöltük azokat a részeket, ahol a görbület értéke nagyobb.
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Görbületszámítás

Ezt követően az algoritmusunk a bemeneti alakzat kontúrjának egy
pontbeli κt görbületét határozza meg. A görbület a görbe egy adott
pontbeli, egységhosszú érintővektorának az irányváltozását, illetve az
irányváltozás nagyságát jellemzi, mely az alábbi módon számolható:

κ(t) = ||r
′(t)× r′′(t)||
||r′(t)3||

. (4.1)

Azonban a diszkrét világban, csakúgy mint a mi esetünkben, sza-
kaszoknak egy sorozataként reprezentált az alakzat kontúrja, ezért a
görbületet nem paraméterhez, hanem a C ponthalmazunk pontjaihoz
rendeljük. Így a kontúr ct ∈ C pontbeli κ̂t görbülete a ct pontban
találkozó szakaszok egymáshoz viszonyított változása az érintővektor
irányában:

κ̂t = ∠ ((ct − (ct−1 − ct)) , ct, ct+1) = θt, (4.2)

ahol t egy pozíció a kontúron (lásd 20. ábra).

20. ábra. A diszkrét görbület meghatározásához használt jelölések
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A görbület értéke nagyobb, ha az egymással szomszédos szaka-
szok közötti változás mértéke nagy, míg konstans értéket vesz fel, ha
a kontúr egy egyenest közelít. A görbületértékek felhasználásával a
kontúr mintavételezése szabályozható. Kisebb értéknél kevesebb, míg
nagyobb görbületértéknél több pont mintavételezésével biztosítható,
hogy a háromszögháló élei megfelelően kövessék a bemenetként meg-
adott alakzatot. Megjegyezzük, hogy az algoritmusunk lehetővé teszi,
hogy a diszkrét görbület számításakor különböző nagyságú lépéskö-
zöket használjunk, így a kontúr zaja csökkenthető.

Deformációs hatás számítása

Ahogyan korábban is említettük, a deformációs eredmények minősé-
ge nem csupán a kezdeti és a manipulált határoló sokszögtől függ,
hanem a használt koordináta-módszertől is (lásd 21. ábra). Ezért az
algoritmusunk meghatározza a P kezdeti sokszög legközelebbi csú-
csának a hatását a ct ∈ C pontban:

F (ct) = w(ct)∑n
k=1 wk(ct)

. (4.3)

Ezen értékekkel eldönthető, hogy a bemeneti kép, mely részei fog-
nak jobban deformálódni a kezdeti sokszög egy csúcsának a manipu-
lálásakor. Ahogy a 21. ábra különböző soraiban látszik, ugyanolyan
kezdeti sokszögek, de eltérő koordináta-módszerek mellett a deformá-
ciós hatás változik, ezt mutatja az alakzat különböző színű kontúr-
ja. Érdemes azt is megfigyelni a 21. ábra első és második oszlopának
az összevetésével, hogy ugyanazon koordináta-módszer, de különböző
kezdeti sokszögek esetén a deformációs hatás szintén eltérő. Továb-
bá végeztünk egy deformációs tesztet mindkét koordináta-módszer,
mindkét kezdeti sokszögével, a vi, illetve v̂i csúcsait a sokszögeknek
eltoltuk az azonos d távolságra lévő v′i, illetve v̂′i pozíciókban. Ezen
deformációk eredményeinek az összehasonlítása a 21. ábra harmadik
oszlopában látható. Ez azt igazolja számunkra, hogy a deformációs
eredmény erősen függ a kezdeti sokszög pozíciójától.
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21. ábra. A középérték (felül) és a maximum entrópia (alul)
koordináta-módszer deformációs hatása különböző kezdeti sokszö-
gek (1. és 2. oszlop) esetén. Minél nagyobb a hatása a deformáció-
nak, annál pirosabb a kontúr. A különböző kezdeti sokszöggel vég-
zett deformációk eredményeinek az összehasonlítása a 3. oszlopban
látható. Mindkét esetben az 1. oszlopban látható kezdeti sokszög
produkálta az erősebb deformációt.

Kontúr mintavételezése

Algoritmusunk egyik legfontosabb része, hogy meghatározzuk a kon-
túr azon pontjait, melyek a nem egyenletes háromszögeléssel létre-
hozott háromszögháló alapját adják. Az algoritmus a korábbiakban
kalkulált κ̂t és F (ct) érték figyelembevételével mintavételezi a C kon-
túrt az alábbi módon:

r =

r1, ha κ̂t > ∆κ̂ és F (ct) > ∆F
r2, egyébként,

(4.4)

ahol r1 és r2 mintavételezési gyakoriság változó, továbbá

C ′ = {(xt, yt) ∈ C | t (mod r) = 0}, (4.5)
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ahol r a mintavételezési arány, ∆κ̂ és ∆F alsó korlát.
A szabadformájú görbék mintavételezésére számos módszer léte-

zik [29]. Általános működési elvük az, hogy meghatározzák a görbe
azon pontjait, melyek bizonyos feltételeket kielégítenek (pl. görbü-
let, ívhossz, paraméterezés vagy komplexitás). Ezen módszerek közül
a legnépszerűbbek az egyenletes mintavételezésen alapuló algoritmu-
sok, melyek azonban nagyon sok esetben nem elég pontosak. Ezenkí-
vül léteznek adaptív megoldások (ún. nem egyenletes mintavételezés)
is, melyek a mintavételezés gyakoriságát megemelik a görbe azon ré-
szein, ahol pl. a görbület nagy. Ezen módszerek sokkal hatékonyabb
közelítéseit adják egy-egy görbének.

Algoritmusunk nem egyenletes módon mintavételezi a bemeneti
kép kontúrját a korábban meghatározott értékek figyelembevételével
(lásd 22. ábra). Ezzel a célunk az, hogy a mintavételezés gyakoriságát
növeljük azokon a részeken, ahol a görbület értéke nagy vagy a kezde-
ti sokszög közel helyezkedik el a bemeneti kép kontúrjához, miközben
az egyéb részeken csökkenthető a mintavételezett pontok száma. Ter-
mészetesen egyéb feltételek is megfogalmazhatóak a mintavételezésre
vonatkozólag az adaptív módszernek köszönhetően.

A (4.4)-es összefüggésben az r1 változót 4-re, az r2-t 20-ra, a ∆F -t
0,7-re, míg a ∆κ̂-t pontosan a kontúr átlagos görbületének az értékére
állítottuk. Így, a kontúr minden negyedik pontját mintavételezzük
azokon a részeken, ahol a görbület nagyobb, mint az átlag, illetve a
deformációs hatás nagyobb, mint 0,7. Viszont, ha a feltételek nem
teljesülnek, akkor minden 20. pontja kerül kiválasztásra a kontúrnak.
Megjegyezzük, hogy ezen értékek erősen függenek a bemeneti kép
felbontásától. Kutatásunkban Full HD képekkel dolgoztunk, azonban,
ha az algoritmust nagyobb méretű képekkel szeretnénk használni,
akkor az r1 és r2 értéket arányosan növelnünk kell.

Fontosnak tartjuk megemlíteni, hogy a (4.4)-es összefüggésben
használt r1 és r2 változó, illetve ∆κ̂ és ∆F alsó korlát értéke szaba-
don módosítható, így a kontúr közelítésének a finomsága egyszerűen
csökkenthető vagy növelhető.
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22. ábra. A bemeneti kép kontúrjának a mintavételezése középér-
ték (felül) és metrikus (alul) koordináta-módszer használata ese-
tén, megegyező kezdeti sokszögek mellett. Bal oldalon a bemeneti
kép kontúrja a görbület és a deformációs hatás értékeinek alap-
ján vizualizált, míg jobb oldalon a kontúr mintavételezett pont-
jai vannak kékkel jelölve. Az alsó képpár esetében a mintavétele-
zés gyakoriságát a vi csúcs közelében növeltük, mivel a metrikus
koordináta-módszer deformációs hatása nagyobb, mint a középér-
ték koordináta-módszeré.

Miután a bemeneti kép kontúrjának a mintavételezése megtör-
tént, a mintavételezett pontokat a kezdeti sokszög által határolt te-
rülethez generálandó háromszögháló rögzített pontjainak tekintjük.
Így a deformáció alapjául szolgáló nem egyenletes háromszögeléssel
létrehozott háromszögháló a 4.1.1. alfejezetben tárgyalt módon lege-
nerálható. A B és S felső korlát megfelelő meghatározásával pedig a
generált háromszögháló tetszőlegesen finomítható.
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Lyukak a háromszöghálóban

A nem egyenletes háromszögelés másik előnye az egyenletessel szem-
ben, hogy képes lyukakat kezelni a háromszöghálóban (lásd 23. ábra).
Így a felhasználónak lehetősége van arra, hogy lyukakat – amelyek
egyszerű Hi sokszögek – definiáljon a kezdeti sokszög belsejében. Eb-
ben az esetben az algoritmusunk a Hi sokszögek éleit rögzített élek-
ként tekinti a kényszerfeltételekkel definiált Delaunay-háromszögelés-
ben.

23. ábra. Bal oldalon a bemeneti kép a hozzá generált háromszög-
hálóval, mely lyukat tartalmaz, míg jobb oldalon a deformáció ered-
ménye

Ez a megoldás nagyon hasznos lehet akkor, ha olyan képeket vagy
alakzatokat szeretnénk deformálni, melyek logót, szöveget vagy olyan
területeket tartalmaznak, melyek nem sérülhetnek a deformáció kö-
vetkeztében.

Nem egyenletes háromszögelési technikánk lépései

Algoritmusunk működése az alábbi lépésekkel foglalható össze:

1. Az I bemeneti kép, a P kezdeti sokszög és a Hi lyukak megha-
tározása.
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2. A bemenet C = {(xt, yt)}Nt=1 kontúrjának a meghatározása.

3. A kontúr κ̂t görbület értékeinek a meghatározása.

4. A kontúr F (ct) deformációs hatás értékeinek a meghatározása.

5. A kontúr mintavételezése a κ̂t és az F (ct) érték tekintetében.

6. A kétdimenziós háromszögháló legenerálása kényszerfeltételek-
kel definiált Delaunay-háromszögeléssel a C ′ és aHi segítségével.

Algoritmusunk utolsó lépése után egy olyan nem egyenletes há-
romszögeléssel létrehozott kétdimenziós háromszöghálót kapunk, mely-
ben a háromszögek élei követik a bemeneti kép kontúrját. Továbbá
a háromszögháló azon részein, ahol a bemeneti kép kontúrjának a
görbülete és a kezdeti sokszög deformációs hatása nagyobb, az algo-
ritmusunk több háromszöget helyez el, míg az egyéb részeken mini-
malizálja a háromszögek számát.

4.1.3. A képdeformáció minőségének javítása

Az általánosított baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformáci-
ós alkalmazások a legtöbb esetben az OpenGL [30] függvénykönyv-
tárat használják a megjelenítésre. Korábban említettük, hogy a meg-
jelenítés alapja az, hogy a bemeneti képet a kezdeti sokszög által
meghatározott háromszögháló textúrájának tekintjük. Annak érde-
kében, hogy az OpenGL ki tudja rajzolni a háromszöghálót a hozzá-
rendelt textúrával, egy mintavételezési eljárást hajt végre, mely során
a háromszögháló pontjait a textúrához rendeli a textúrakoordináta-
értékek alapján. A mintavételezési eljárás eredményei texelek, melyek
a textúraként definiált kép színinformációkat is tartalmazó pixelei, se-
gítségükkel egy pixel végleges színe megállapítható. Azonban gyakran
előfordul, hogy egy számított textúrakoordináta tört értéket vesz fel,
így az OpenGL-nek meg kell határoznia, hogy az adott textúrakoor-
dinátához melyik texel tartozzon. Ezt az eljárást textúrafilterezésnek
nevezzük.
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Egy kép deformálása közben általában rengeteg transzformációt
hajtunk végre, így a textúra filterezési algoritmust megfelelően kell
megválasztanunk. A leggyakrabban használt módszerek a GL_NEAREST
és a GL_LINEAR, de ezek nem tudnak jó képminőséget biztosítani min-
den esetben, például, ha a deformálandó képen skálázás transzfor-
mációt hajtunk végre. A GL_NEAREST interpoláció annak a pixelnek
a színinformációját használja, melynek a középpontja a legközelebb
van a textúrakoordináta értékéhez, így az eredménykép mozaikos (ún.
pixeles) lesz. A GL_LINEAR (vagy más néven bilineáris) interpoláció
a legközelebbi négy pixel színét közelíti, így ez a módszer sokkal si-
mább, elmosottabb képet eredményez, ahol az egyes pixelek nehezen
kivehetők.

A GLSL (OpenGL Shading Language) programozási nyelv segít-
ségével ún. shadereket írhatunk, melyekben saját filterező módszere-
ket tudunk definiálni. Annak érdekében, hogy növeljük a deformáci-
ós eredmények minőségét, egy általánosított bikubikus interpolációs
módszert [31] implementáltunk az alábbi egyenlettel :

F (p′, q′) =
2∑

m=−1

2∑
n=−1

F (p+m, q+n)RC{(m−a)}RC{−(n−b)}, (4.6)

ahol az F (p, q) az interpolálandó F (p′, q′) textúrakoordinátához leg-
közelebb elhelyezkedő pixel, az a és b koordinátatávolságokat jelöl,
míg RC(x) bikubikus interpolációs függvény (lásd 24. és 25. ábra).

1

Háromszög
B-spline
Harang
Catmull-Rom

24. ábra. Vizualizált interpolációs függvények
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25. ábra. A bikubikus interpolációhoz használt jelölések

Miközben a GL_LINEAR interpoláció a legközelebbi négy pixelt hasz-
nálja egy textúrakoordinátához tartozó pixel meghatározásához, ad-
dig a bikubikus interpoláció a legközelebbi tizenhat pixelt. Így egy
olyan textúrafilterező algoritmus használatával, melyben bikubikus
interpolációt használunk, tovább növelhető a deformációs eredmények
minősége (lásd 26. ábra).

(a) GL_NEAR (b) GL_LINEAR (c) háromszög

(d) B-spline (e) harang (f) Catmull-Rom

26. ábra. Különböző interpolációs függvényekkel definiált textúra-
filterező algoritmusok közötti különbség
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4.1.4. Elért eredmények

Implementáció

Az egyenletes és a nem egyenletes háromszögelési technikák prototí-
pusát C++ programozási nyelven implementáltuk egy Intel Core i7
4,4 GHz-es processzorral és 16 GB memóriával rendelkező személyi
számítógépen. A nem egyenletes háromszögelés esetében a bemene-
ti kép kontúrjának a meghatározásához Suzuki és Abe algoritmusát
[28] használtuk, mely az OpenCV függvénykönyvtárban [32] is el-
érhető. A kezdeti sokszögekhez meghatározott kétdimenziós három-
szöghálók generálásához egy kényszerfeltételekkel definiált Delaunay-
háromszögelést [27] alkalmaztunk, mind az egyenletes, mind a nem
egyenletes háromszögelés esetén. Ezen módszer egy implementációja
megtalálható a CGAL függvénykönyvtárban [33].

Validáció és összehasonlítás

Az implementált algoritmusokat számos bemeneti képen kipróbáltuk,
az egyenletes, illetve nem egyenletes háromszögeléssel kapott defor-
mációs eredményeket pedig összehasonlítottuk egymással (lásd 27.
ábra). A középérték [13], a maximum entrópia [34], a Poisson [35]
és a blended [36] általánosított baricentrikus koordináta-módszereket
használtuk az összehasonlításhoz. Megállapítottuk, hogy az előbbiek-
ben említett koordináta-módszerek esetén, mind az egyenletes, mind
a nem egyenletes háromszögelési technika megfelelően működik.

A bemutatott nem egyenletes háromszögelési technika a bemeneti
kép külső kontúrját veszi csak figyelembe. Azonban amikor egy ke-
vésbé részletes rajzfilmfigurát vagy egy olyan képet szeretnénk defor-
málni, amely nagy összefüggő területeket tartalmaz, akkor a módszer
megfelelő deformációs eredményeket produkál, amellett, hogy megőr-
zi a bemeneti kép kontúrjának a simaságát. Továbbá, ha az algorit-
must futtató platform vagy eszköz grafikus erőforrása limitált vagy
csak számítási kapacitást szeretnénk spórolni a háromszögek számá-
nak a csökkentésével, akkor a nem egyenletes háromszögelési technika
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27. ábra. Bemeneti képek egyenletes (a, f), illetve nem egyenletes (c,
h) háromszögelési technikával felosztott határoló sokszögekkel, illet-
ve deformációs eredményeik (b, g és d, i) a középérték koordináták
használatával. A referenciaként szolgáló deformációs eredmények (e,
j) az utolsó oszlopban láthatóak.
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használata szintén indokolt lehet.
Másfelől, ha a baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformáci-

ós módszer egy GPU-s implementációja rendelkezésünkre áll, illetve
az erőforrásunk lehetővé teszi a háromszögek számának a megnö-
velését akár több ezer darabig, akkor az egyenletes háromszögelési
technika is kellően sima deformációs eredményeket produkál.

Az algoritmusok validációja érdekében a bemeneti képek egy pi-
xel alapú deformációját is elvégeztük (lásd 27. ábra). Ez egyfajta
referenciaként szolgál a deformációs eredmények összehasonlításakor,
ugyanis ebben az esetben a bemeneti kép minden egyes pixelét de-
formáltuk. Azaz az előszámítási fázisban meghatároztuk a pixelek
baricentrikus koordinátáit a kezdeti sokszög vonatkozásában, a de-
formációs fázisban pedig minden egyes pixelnek új pozíciót számol-
tunk. A bemeneti kép skálázásakor ez lyukakat produkálhat, ugyanis
keletkezhetnek olyan régiók a deformált képen, melyeket nem fednek
pixelek, de egy – az előző alfejezetben tárgyalt – filterező algoritmus-
sal ezek a lyukak megfelelően kitölthetőek.

Egy-egy deformációs teszt végrehajtásakor az egyenletes és a nem
egyenletes háromszöghálóval kapott eredményeket a pixel alapú de-
formációval meghatározott referenciaeredményekkel vetettük össze.
Az eredmények összehasonlítása érdekében megmértük a háromszög-
hálók és a baricentrikus koordináták számítási idejét, illetve a defor-
mációs eredmények SSIM (Structural Similarity Index) [37] értékét is
a referenciaeredményhez viszonyítva. Az SSIM értéket gyakran hasz-
nálják két kép (X és Y) közötti hasonlóság definiálására az alábbi
formulával :

SSIM(x,y) = [l(x,y)]α · [c(x,y)]β · [s(x,y)]γ, (4.7)

ahol x és y ablakok az X és Y képeken, megegyező pozícióban. Az
l(x,y), a c(x,y) és az s(x,y) a luminancia-, a kontraszt-, illetve a
struktúra-összehasonlító függvény. Míg az α, β, γ > 0 paraméter se-
gítségével szabályozható az adott komponens fontossága. Az SSIM 0
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és 1 közötti értéket vehet fel, a vizsgált két kép megegyezése esetén
az értéke 1.

Az egyenletes és a nem egyenletes háromszögelési technikák össze-
hasonlítása folyamán kapott mérési eredményeket a 4.1. táblázat fog-
lalja össze. A kígyó bemeneti kép esetén a két különböző háromszöge-
lés közel megegyező számú háromszöget tartalmaz, illetve a számítási
idők is megegyeznek, azonban a nem egyenletes háromszögeléssel ka-
pott deformációs eredmény SSIM értéke nagyobb. A cseresznye be-
meneti kép esetén, az egyenletes háromszögelés több mint 16 ezer
háromszöget tartalmaz, ennek megfelelően a háromszögelés számítá-
si ideje jelentősen megnőtt, azonban a deformációs eredmények SSIM
értéke megegyezik.

Kígyó Cseresznye
E NE E NE

Háromszögek száma 340 335 16185 715
SSIM 0,956 0,959 0,984 0,984
Háromszögelés
számítási ideje (s) 0,001 0,001 0,563 0,003

Koordináták
számítási ideje (s) 0,001 0,001 0,012 0,003

E - egyenletes, NE - nem egyenletes

4.1. táblázat. Az egyenletes és a nem egyenletes háromszögelési tech-
nika összehasonlítása

Az egyenletes és nem egyenletes háromszögelési technika összehason-
lításával kapcsolatban további ábrák és mérési eredmények találha-
tóak meg az A. függelékben.

4.1.5. Összegzés

A fejezetben részletesen bemutattuk és összehasonlítottuk az egyen-
letes és a nem egyenletes háromszögelési technikát az általánosított
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baricentrikus koordinátákon alapuló képdeformációs módszerek te-
kintetében. Saját, nem egyenletes háromszögelési technikánkról el-
mondható, hogy az a háromszögháló létrehozásakor figyelembe veszi
a kezdeti sokszöget és a használt koordináta-módszert is, továbbá ké-
pes lyukakat kezelni. A nem egyenletes háromszögeléssel létrehozott
háromszögháló élei követik a bemeneti kép kontúrját – ellentétben az
egyenletes háromszögeléssel –, így a deformáció után is megőrizhető
a bemenet kontúrjának a simasága. A saját, nem egyenletes három-
szögelési módszerünkkel a számítási idő csökkenthető a háromszögek
számának a minimalizálásával, míg az egyenletes háromszögelés hasz-
nálata esetén a háromszögszámot jelentősen növelni kell a hasonlóan
sima eredmény elérése érdekében. Mérési eredményeink alapján kije-
lenthető, hogy az általunk létrehozott, nem egyenletes háromszögelési
technika hatékonyabb és pontosabb deformációs eredményeket pro-
dukál, mint az egyenletes háromszögelés, azokban az esetekben, ami-
kor kevesebb háromszöggel generálunk háromszöghálót. Ugyanakkor
fontos megjegyezni azt, hogy a deformációs eredmények függnek a
deformált kezdeti sokszögtől, ugyanis a baricentrikus koordináták a
kezdeti sokszög vonatkozásában kerülnek meghatározásra, melyek az
előszámítási fázis után már nem változnak.
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4.2. Deformációs ketrec generálása

4.2.1. Irodalmi áttekintés és motiváció

Napjainkban egy realisztikus, valósághű animációs jelenet elkészítése-
kor alapvető elvárás, hogy részletes, minél nagyobb felbontású három-
dimenziós modelleket használjunk. Azonban ezen modellek közvetlen
manipulációja idő- és számításigényes feladat, ezért a különböző mo-
delldeformációs módszerek használata elterjedt a területen.

Az előbbiekben említett alkalmazások egy csoportját a ketrecala-
pú deformációs technikák (lásd 2.3.3. alfejezet) alkotják, melyek az
általánosított baricentrikus koordinátákon alapszanak. Ezen módsze-
rek amellett, hogy képesek valós időben működni, egy leegyszerűsí-
tett, zárt, az eredeti modellt metszések nélkül burkoló háromszögelt
modellt (ún. ketrecmodell) használnak a manipulációhoz. Általában
két fő fázisból áll a működésük. Az előszámítási fázisban az eredeti
modell pontjainak a baricentrikus koordinátáit szükséges meghatá-
rozni a burkoló modell tekintetében. A deformációs fázisban pedig
lehetőségünk van a bemenet valós idejű manipulációjára.

A deformációhoz elengedhetetlen ketrecmodelleket gyakran a fel-
használó készíti el manuálisan, ami rendkívül fárasztó és időigényes
feladat. A legrosszabb esetben ez akár több órás folyamat is lehet.
Továbbá, ha az eredeti modell topológiája kellően komplex, akkor a
ketrec elkészítése nagyon sok esetben kivitelezhetetlen manuálisan.
Napjainkban olyan módszerek jelentek meg a probléma megoldására,
melyek az említett ketreceket képesek automatikusan meghatározni.

A Deng, Luo és Miao által közölt módszer [4] kétdimenziós ké-
pekhez, illetve háromdimenziós háromszögelt modellekhez képes au-
tomatikusan ketreceket generálni. A megoldás két lépésből áll : első
lépésben az eredeti modell kerül egyszerűsítésre egy tizedelő algorit-
mus segítségével, így meghatározva egy durva ketrecmodellt, majd
a második lépésben az önmetszések eltávolítása történik a ketrecből
Delaunay-felbontás felhasználásával. Az algoritmus eredménye egy
durva ketrecmodell, mely csúcsszáma a felhasználó által meghatároz-
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ható és amely burkolja az eredeti bemeneti modellt. A módszer hát-
ránya, hogy az eredményül kapott ketrec nem tudja minden esetben
pontosan követni a bemeneti modell kiálló részeinek a csatlakozásait.
Továbbá a szerzők elmondása szerint a kívánt deformáció nem mindig
valósítható meg pontosan a generált ketreccel.

Xian, Lin és Gao egy továbbfejlesztett OBB (oriented bounding
box) fát használtak a bemeneti modell ketrecének a meghatározásá-
hoz [5]. A kezdeti OBB meghatározása főkomponens-analízis (PCA)
segítségével történik, amely a bemeneti modell csúcsain kerül végre-
hajtásra. Ezután iteratív módon minden egyes olyan OBB darabo-
lásra kerül, mely nem elégíti ki a megállási feltételt. Ha a befoglaló
dobozok nem darabolhatóak tovább, akkor egy bináris OBB fa ke-
rül meghatározásra, melyből Boole-algebrai műveletekkel a végleges
ketrecmodell meghatározható. Az algoritmus negatívuma, hogy az
eredményül kapott ketrec nagymértékben függ a bemeneti modell
kezdeti voxelizációjától, melyet nehézkes megfelelően meghatározni.

A Sacht, Vouga és Jacobson által létrehozott algoritmus [6] a be-
menetként kapott modellek egy hierarchiáját generálja olyan módon,
hogy biztosítja az egymás után következő modellpárok közötti burko-
lást metszés nélkül. Az algoritmus két egymást követő modell esetén
– ahol az egyiket bemeneti, míg a másikat ketrecmodellnek tekintjük
– a következő módon működik. Az első lépésben egy távolságmini-
malizálási problémát old meg a módszer, ugyanis a bemeneti modell
kerül zsugorításra mindaddig, míg az összes csúcsa a durvább, azaz a
ketrecmodell belsejében nem helyezkedik el. Ez a folyamat azonban a
nagy görbületű felületrészeket tartalmazó modellek esetén nem min-
den esetben sikeres. A módszer a következő lépésben a zsugorított
modell csúcsait transzformálja vissza az eredeti pozícióikba, miköz-
ben optimalizálja a burkoló modell csúcsainak a pozícióját úgy, hogy
a két modell közötti távolság minimális legyen metszések nélkül. Ez a
transzformáció nem megoldható egyetlen lépésben, ugyanis ez számos
modellek közötti metszést indukálna párhuzamosan. Ezért a szerzők
ezt iteratívan valósítják meg egy energiafüggvény minimalizálásával.
Az előbb említett lépéseket végrehajtva minden egyes egymást köve-
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tő modellpáron, háromszögelt modellek sorozatát kapjuk, de ezúttal
minden modell burkolja a megelőzőt metszések nélkül. A módszer
hátránya a számítási időigény, ugyanis a minimalizálási probléma
megoldása mindkét fázisban rengeteg iterációs lépést követel. Továb-
bá a metszésdetektálást – ami nagymértékben növeli a futási időt –
minden lépésben végre kell hajtani. A negatívumok közé sorolható az
is, hogy az algoritmus első lépése nem megoldható, ha az eredeti és
a ketrecmodell között túl nagy a kezdeti távolság.

Manapság a burkolási probléma egy gyakran kutatott terület, és
hatékony megoldása nagyon nehéz feladat a deformációs ketrecet ge-
neráló algoritmusok körében. Annak igazolása, hogy egy ketrecmo-
dell minden esetben burkolja a bemeneti modellt, szinte lehetetlen
feladat. Az előbbiekben említett módszerek metszéseket detektálnak
és heurisztikus megoldásokat használnak, mert a problémára egzakt,
elméleti megoldás nem adható.

Ahogyan a leírtakból következik, a korábban bemutatott megol-
dások sok esetben nem elég hatékonyak, mivel gyakran numerikus
módszereket használnak, melyek a számítási idő sokszoros megnöve-
kedéséhez vezethetnek. Továbbá az is előfordulhat, hogy nem képesek
kellően részletes ketrecmodellek meghatározására bizonyos bemeneti
modellek esetén. Ezért ezen irányú kutatásainkban a kiemelt célunk
egy olyan, az eddigi módszereknél gyorsabban számolható algoritmus
létrehozása volt, mely háromdimenziós háromszögelt modellekhez ké-
pes ketrecmodelleket meghatározni automatikusan. Az algoritmus a
baricentrikus koordinátákon alapszik, továbbá lehetőséget ad a fel-
használónak, hogy meghatározza a ketrecmodell csúcsszámát köze-
lítőlegesen, illetve a bemeneti modell és a ketrec közötti távolságot.
A következőekben bemutatott algoritmus Tóth és Kunkli 2018-ban
megjelent publikációja [38] alapján kerül ismertetésre.

4.2.2. Saját ketrecgeneráló algoritmus

Az algoritmus bemenete egy M = (V, F ) általános háromdimenziós
háromszögelt modell, ahol V ∈ Rn×3 a csúcsok, míg F ∈ {1, . . . , n}m×3
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a háromszöglapok egy halmaza. Amennyiben a bemeneti modellhez
létezik a meghatározott csúcsszámú burkoló ketrec, akkor a módszer
kimenete egy háromdimenziós háromszögelt ketrecmodell lesz, mely
metszések nélkül burkolja a bemeneti modellt.

Egyszerűsítés

Az első opcionális lépésben a felhasználó meghatározhatja a ketrec-
modell csúcsszámának a nagyságát. Ebben az esetben az algoritmus
egyszerűsíti a bemeneti modellt egy tizedelőmódszerrel (lásd 28. áb-
ra). Kutatásunkban a Garland és Heckbert által közölt modellegy-
szerűsítő algoritmust [39] használtuk, mely csúcspárok összehúzásán
alapszik, de tetszőleges modelltizedelő algoritmus használható. Ha a
felhasználó nem határozza meg a ketrecmodell kívánt csúcsszámát,
akkor az algoritmus a második lépéssel folytatja a működését. A to-
vábbiakban az eredményül kapott egyszerűsített modellre vagy az
egyszerűsítés elhagyása esetén az eredeti modell egy másolatára kez-
deti ketrecmodellként hivatkozunk.

28. ábra. Bal oldalon az eredeti, részletes bemeneti modell, míg az
egyszerűsített kezdeti ketrecmodell a jobb oldalon látható
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A deformációs ketrec meghatározása

Az algoritmus a második lépésben a kezdeti ketrecmodell csúcsaihoz
új pozíciókat határoz meg. Az alapötlet a következő: ha a kezdeti
ketrecmodell egy csúcsa nagy görbületű felületrészen helyezkedik el,
akkor annak új pozíciója távolabb lesz a felülettől meghatározva, mint
a kis görbületű felületrészeken elhelyezkedő csúcsoké. Így nagyobb
esély van a későbbi lehetséges metszések elkerülésére.

Egy vi kezdeti csúcs új pozíciójának a meghatározásához szüksé-
ges a csúcsot tartalmazó háromszöglapok pij pontjának a definiálása
az alábbi módon:

pij = me1 + me2 + cij + vi
4 , (4.8)

ahol me1 és me2 a vi csúcsban találkozó élek felezőpontja, míg cij az
aktuális háromszöglap súlypontja (lásd 29. ábra).

A vi csúcsot tartalmazó háromszöglapok pij pontjának a kiszá-
mítása után meg kell határozni a via pontot az alábbi módon:

via = 1
n

n∑
j=1

pij, (4.9)

ahol n a vi csúcsot tartalmazó háromszöglapok száma.
Ezután a vi kezdeti csúcs v′i új pozíciója az alábbi módon hatá-

rozható meg:

v′i = vi + d(vi,via) · n (vi) , (4.10)

ahol n (vi) olyan kifelé mutató felületi normális a vi csúcsban, melyre
||n (vi) || = 1, továbbá d(vi,via) a vi és a via pont közötti távolság
(lásd 29. ábra).
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29. ábra. Bal oldalon egy a vi csúcsot tartalmazó háromszöglap és
a pij pontjának a meghatározásához szükséges jelölések, míg jobb
oldalon a vi csúcs v′i új pozíciója

Megjegyezzük, hogy a pij pont tekinthető az me1, az me2, a cij és
a vi ponttal adott sokszög baricentrumának is. Így, ha w1, w2, w3 és
w4 súlyt helyezünk el a sokszög csúcsaiban, akkor a pij pont pozíci-
óját változtathatjuk a háromszöglapon. Átírva a (4.8)-as egyenletet,
szabályozhatjuk a vi és a v′i pont közötti távolságot:

pij = w1me1 + w2me2 + w3cij + w4vi, (4.11)

ahol w1 + w2 + w3 + w4 = 1.
Az algoritmus előbb említett tulajdonságából pedig következik,

hogy a felhasználó szabadon meghatározhatja a bemeneti és a ket-
recmodell közötti távolságot. Ez fontos szerepet játszik a modelldefor-
mációban (lásd 30. ábra), ugyanis ezzel a távolsággal szabályozható
a deformáció mértéke.

A metszések eltávolítása

Miután az algoritmus a kezdeti ketrecmodellből meghatározta az ere-
deti modellt burkoló ketrecet, az utolsó lépésben eltávolítja a lehet-
séges metszéseket. A ketrecmodell egy éle vagy egy háromszöglapja
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30. ábra. Különböző súlyokkal számolt pij pontok. Bal oldalon:
wi = 1

4 , i ∈ {1, 2, 3, 4}, míg jobb oldalon: w1 = 2
20 , w2 = 2

20 ,
w3 = 15

20 és w4 = 1
20 .

metszheti a bemeneti modellt. Mindkét esetben lokálisan kerül meg-
oldásra a metszés, de eltérő módon (lásd 31. ábra).

Az első esetben a metsző éllel szomszédos háromszöglapokat oszt-
ja fel az algoritmus négy új háromszöglappá egy új csúcs beszúrásával.
Ezen új csúcsnak a pozícióját úgy határozhatjuk meg, hogy a szóban
forgó háromszöglapok csúcsainak az átlagából kapott csúcsot a nor-
málvektora mentén eltoljuk addig, míg a metszés meg nem szűnik.

A másik esetben a metsző háromszöglapot egy új csúcs beszúrá-
sával darabolja az algoritmus. Az új csúcs a metsző háromszöglap
csúcsainak az átlaga, amit addig tolunk a normálvektora mentén,
amíg a metszés meg nem szűnik.

31. ábra. Bal oldalon egy metsző él és megoldása, míg jobb oldalon
egy metsző háromszöglap és megoldása látható
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Az algoritmus mindkét esetben iteratívan működik, így minden
lépésben ellenőrizhető, hogy a metszés megszűnt-e már. A megoldás
nagy előnye, hogy a metszések lokálisan kerülnek javításra egyetlen
új csúcs beszúrásával további metszéseket nem indukálva. Ezenkívül
a ketrecmodell csúcsainak a pozíciója nem változik, így az eredeti
modell és a ketrec közötti távolság változatlan marad. A metsző élek
és háromszöglapok megszüntetése után egy olyan ketrecet kapunk,
mely az eredeti modellt metszések nélkül burkolja.

Korlátozások

Ahogyan korábban említettük, nem bizonyítható, hogy tetszőleges
bemeneti modellhez létezik tetszőleges csúcsszámú burkoló ketrec.
Jelenleg ez egy megoldatlan problémája ennek a területnek. Így az
algoritmusunk bizonyos esetekben nem képes a megfelelő ketrec ge-
nerálására, csakúgy, mint a már létező módszerek.

A módszerünk megáll, ha a metszések javítása közben az iteráci-
ók száma meghaladja az előre definiált korlátot. Továbbá, ha a fel-
használó által kívánt ketreccsúcsszám olyan alacsony, hogy a tizedelő
algoritmus csonkolja a bemeneti modell kiálló részeit (lásd 32. ábra).

32. ábra. Egy bemeneti modell és az egyszerűsítés utáni kezdetleges
ketrecmodell pirossal jelölve. Az alacsony csúcsszám miatt a tizedelő
algoritmus csonkolja a modell kiálló részeit.
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4.2.3. Elért eredmények

Algoritmusunkat különböző topológiájú modelleken próbáltuk ki, a
CAD modellektől kezdve az animációs karakterekig, és elmondható,
hogy a generált ketrecmodellek alkalmasak modelldeformációs célok-
ra. A felhasználó meghatározhatja a ketrecmodell csúcsszámának a
nagyságát, illetve a bemeneti modell és a ketrec közötti távolságot.
A ketrec csúcsszámának a csökkentésével a számítási idő rövidíthe-
tő, illetve megkönnyíthető az interaktív deformáció. Míg a modellek
közötti távolság variálásával a deformációra lehetünk hatással. A de-
formáció érzékenyebb lesz, ha a távolságot minimalizáljuk, azaz egy-
forma súlyokat használunk a (4.11)-es egyenletben. A robusztusabb
deformáció érdekében pedig a távolság növelése a cél, azaz a legkisebb
súlyt a vi, a legnagyobbat pedig a cij csúcshoz kell elhelyeznünk.

Fontosnak tartottuk algoritmusunk összevetését a szakirodalom
jelenlegi meghatározó módszereivel. Így algoritmusunkat összehason-
lítottuk a Sacht, Vouga és Jacobson által publikált módszerrel [6]
(lásd 33. ábra). A méréseket egy Intel Core i7 4,4 GHz-es processzor-
ral és 16 GB memóriával rendelkező személyi számítógépen végeztük,
a kapott eredményeket pedig a 4.2. táblázat foglalja össze. Jól látha-
tó, hogy az általunk bemutatott algoritmus minden bemeneti modell
esetén szignifikánsan gyorsabb volt, továbbá a Sacht-féle módszer az
Angel Lucy modell esetén nem tudott ketrecet generálni.

Modell Bemenet (L) Ketrec (L) Sacht-féle Saját
Hand 8 808 600 16 s 1 s
Handles 47 104 1 500 30 s 17 s
Gargoyle 13 500 2 500 28,5 s 6 s
Armadillo 12 000 3 000 35 s 7 s
Angel Lucy 50 000 10 000 - 129 s
L - háromszöglapok száma

4.2. táblázat. Algoritmusunk összehasonlítása a Sacht-féle módszer-
rel. Az utolsó két oszlop a futásidőket jelöli másodpercben.
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Az algoritmusunk további kimenetei és működésének megértését se-
gítő ábrái megtalálhatóak a B. függelékben.

33. ábra. A felső sorban a Sacht, Vouga és Jacobson által közölt
módszer kimenetei, míg az alsó sorban a mi algoritmusunk ered-
ményei. A bemeneti modellek szürkével, míg a ketreceik pirossal,
drótvázként megjelenítve. Az utolsó oszlopban látható az előbbiek-
ben említett Angel Lucy modell, mely esetén a Sacht-féle módszer
nem tudott ketrecet generálni. Az összehasonlításhoz használt mo-
dellek elérhetőek: http://www.cs.columbia.edu/cg/nested-ca
ges/nested-cages-supplemental-data.zip. Elérés időpontja:
2021. március 2.
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4.3. MPEG-4 szabványnak megfelelő fejmodellek

4.3.1. Irodalmi áttekintés és motiváció

Napjainkban számos kommunikációs csatorna létezik az ember és a
gép között, ezeket általában billentyűzettel, egérrel vagy érintőkijel-
zővel vezéreljük. Azonban az elmúlt években a virtuális valóság esz-
közök robbanásszerű fejlődésének köszönhetően ezen eszközeink már
hanggal és különböző gesztusokkal is irányíthatóak. Az említett in-
terakciót sokkal emberközelibbnek érezhetjük, ha egyszerű karakteres
üzenetek helyett egy virtuális avatárt látunk, aki beszél hozzánk a
kommunikáció ideje alatt. Ebből kifolyólag a virtuális avatárok hasz-
nálata nagyon gyakori az ember-gép interakcióban és vélhetően a jö-
vőben is fontos szerepet fognak majd betölteni [40].

Egy valódi vagy egy kitalált személy avatárjának az elkészítésekor
a legtöbb esetben szükséges egy tetszőlegesen létrehozott háromdi-
menziós modell animációra való előkészítése. Erre számos megoldás
létezik a komplex, manuális paraméterezéstől [41, 42] kezdve az au-
tomatikus mozgásrögzítéses módszerekig [43]. Ezen megoldások által
készített avatárok legfőbb problémái az újrafelhasználhatóság és a
hordozhatóság. Továbbá, mivel a felhasználásuk a legtöbb esetben
különböző, a konverzió az egyes módszerek kimenetei között szinte
megoldhatatlan feladat.

Az említett problémák megoldása érdekében olyan ajánlások és
szabványok jelentek meg, mint például a FACS (Facial Action Co-
ding System) [44] vagy az MPEG-4 [45], mely tartalmazza az emberi
fej és test egységes animálásának a kódolási alapelveit. Az utóbbi
gyakran használatos az arcanimációt megvalósító alkalmazások kö-
rében, ugyanis a segítségével a beszédanimáció is kellően részletesen
és valósághűen létrehozható. Az MPEG-4 szabvány használatával ga-
rantálható az is, hogy egy szabványos modellen bármilyen, a szabvány
szerint kódolt animáció lejátszható, ezzel biztosítva a hordozhatósá-
got és az újrafelhasználhatóságot. Számos olyan megoldás létezik [46,
47, 48, 49], mely segítségével MPEG-4 szabvány alapú arcanimációt
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játszhatunk le vagy egy arcmodell szabvány szerinti paraméterezését
végezhetjük el manuálisan.

Egy arcmodell paraméterezése erősen függ a tekintett háromdi-
menziós modell topológiájától. Egy viszonylag egyszerű, csupán né-
hány száz csúcsot tartalmazó modell esetén ez a folyamat könnyen el-
végezhető manuálisan a felhasználó által. Azonban egy részletes, több
ezer csúcsot tartalmazó modell esetén a manuális kalibráció rengeteg
időt követel, így az nem praktikus feladat. Egy létező paramétere-
zés új modellre történő adaptációja pedig sajnos nem megoldható.
Ezért az elmúlt években olyan módszerek jelentek meg, melyek a
szabványosítás folyamatának a felgyorsítását, illetve megkönnyítését
hivatottak támogatni. A Sheng és mtsai. által publikált módszer [50]
a szabványosítás folyamatában nyújt segítséget parciális differenciál-
egyenletek felhasználásával, azonban nem támogatja az előbbiekben
említett MPEG-4 szabványt.

Az utóbbi években az MPEG-4 szabványt támogató, deformáció-
alapú módszerek is megjelentek. Az Escher, Pandzic és Thalmann
által ajánlott módszer [7] egy fejmodell MPEG-4 szabványosításában
nyújt segítséget egy generikus modell felhasználásával. Miután ezen
a modellen a szabvány által az animációhoz szükséges tartópontok
meghatározásra kerültek, az algoritmus Dirichlet-féle szabadformá-
jú deformációs (DFFD) módszerrel deformálja a generikus modellt,
hogy az közelítse a bemenetként megadott jellemzőket, ezzel személy-
re szabva az említett modellt. A Lavagetto és Pockaj által bemutatott
módszer [8] szintén a kalibrációs folyamatot hivatott segíteni. A tar-
tópontokat alapul véve radiális bázisfüggvényeket (RBF) használnak
egy semleges arckifejezéssel bíró arcmodell deformálásához. Ugyan-
akkor elmondható, hogy a fentebb említett megoldások a használt
deformációs módszerek (RBF és szabadformájú deformáció) korlátai
miatt nem tudnak kielégítő eredményeket produkálni (lásd 34. ábra).

Az előzőekben említett problémák és korlátok tudatában ezen te-
rülethez kapcsolódó kutatásunk legfőbb célja volt, hogy megalkos-
sunk egy olyan módszert, mely az MPEG-4 szabványosítási folya-
matot megkönnyíti, a felhasználó által elkövethető hibák számát mi-

59



34. ábra. Bal oldalon a bemeneti modell, középen a szabadformájú
deformációs módszerrel kapott eredmény, míg jobb oldalon az álta-
lunk is használt ketrecalapú deformációs módszer kimenete látható

nimalizálja, illetve a korábbi módszerek eredményeinél valósághűbb
kimeneteket produkál. Az általunk ajánlott félautomata módszer egy
általános modell deformálásával közelíti a bemenetként megadott fej-
modellt. Mivel az általános modellen az MPEG-4 paraméterek már
előre meghatározottak, a modell kalibrációs folyamat egy az egyben
kihagyható. Az általános modell manipulációját ketrecalapú deformá-
ciós technikával végzi az algoritmusunk. Amellett, hogy ez a deformá-
ciós módszer realisztikusabb eredményeket produkál, mint a korábbi
módszerek által használt deformációs megoldások, képes valós időben
is működni. Algoritmusunk a 2018-ban megjelent publikációnk [51]
alapján kerül bemutatásra.

4.3.2. Arcanimáció az MPEG-4 szabvánnyal

A mozgóképszakértők csoportja (Moving Picture Experts Group, to-
vábbiakban: MPEG) 1999 márciusában mutatta be az MPEG-4 szab-
ványt ISO szabványként, mely a hang- és a képjelek tömörítése mel-
lett arcanimáció kódolásával is foglalkozik. Manapság ez az egyetlen
széles körben elfogadott szabvány az arcanimációt megvalósító alkal-
mazások körében, továbbá az ipar is nagy hangsúlyt fordít rá [52]. A
szabvány részletesen definiálja mindazon paramétereket, melyekkel
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irányítható egy emberi arcmodell animációja. Az MPEG-4 szabvány
84 tartópontot (Feature Point, továbbiakban: FP) definiál a sem-
leges arcmodellen (lásd 35. ábra), melyek mindegyikéhez tetszőleges
számú hatásköri pont megadása is szükséges. Ezen tartópontok <cso-
port>.<index> formában adottak, ahol a csoport az arc különböző
részeit jelöli, mint például a szemek, az áll vagy a száj, míg az index
egy egyszerű címke.
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35. ábra. Az MPEG-4 szabvány által meghatározott tartópontok
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A valósághű arckifejezéseket a szabvány által megadott 68 darab
arcmozgást leíró paraméter (Facial Animation Parameter, további-
akban: FAP) határozza meg. Egy-egy FAP pontosan leírja, hogy a
semleges állapotban lévő arcmodellen egy tartópontnak hogyan kell
elmozdulnia a kívánt arckifejezés eléréséhez. A FAP-ok univerzális pa-
raméterek, de a használatuk előtt kalibrálni kell őket, ami azt jelenti,
hogy az általuk leírt elmozdulás nagyságát az adott emberi archoz
kell igazítani. Ezen kalibráció a szabvány által meghatározott arc-
animációs paraméteregységekkel (Face Animation Parameter Unit,
továbbiakban: FAPU) végezhető el. A FAPU-k az emberi arcra jel-
lemző alapvető távolságokat definiálják, mint például a szemgolyók
távolsága, az orr hossza vagy a száj szélessége. Ezek alapján elmond-
ható, hogy egy háromdimenziós arcmodell MPEG-4 szabvány szerin-
ti animálásához elegendő csupán a modellhez tartozó tartópontok és
arcanimációs paraméteregységek meghatározása. A szabvány koráb-
ban említett tulajdonságait figyelembe véve a kutatók előszeretettel
alkalmazzák az MPEG-4 szabványt különböző projektekben, mint
például fizikai és pszichoszociális kezelések támogatására kifejlesztett
rendszerekben [53] vagy beszédszintetizáló megoldásokban [54].

4.3.3. Saját módszerünk a fejmodell-kalibráció támogatásá-
ra

Ahogy korábban is említettük, egy fejmodell MPEG-4 szabvány sze-
rinti manuális kalibrációja hosszas, fárasztó feladat, ugyanis szüksé-
ges a 84 tartópont és a hozzájuk tartozó hatásköri pontok meghatá-
rozása a modellen. Ezért egy olyan félautomata módszert terveztünk
meg, mely egy háromdimenziós modell szabványosítását elvégzi. Az
algoritmusunk egy előre szabványosított általános modellt manipu-
lál egy ketrecalapú deformációs technikával úgy, hogy az közelítse a
bemeneti fejmodellt. Így a modell kalibrációs folyamatot nem kell
elvégeznie a felhasználónak, ezzel pedig csökkenthetjük is a szabvá-
nyosításból származó esetleges hibák számát.
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Általános modell

Annak érdekében, hogy valósághű beszédanimációt kapjunk, az álta-
lános modellnek szükséges teljesítenie néhány feltételt. A nagy gör-
bületű felületrészeken kellően részletesnek kell lennie, míg az egyéb
részeken tartalmazhat nagyobb poligonlapokat. Természetesen, ha a
célunk egy mesebeli animációs karakter létrehozása, akkor egy kevés-
bé részletes általános modell praktikusabb. Mindezek mellett az alsó
és felső ajaknak el kell egymástól különülniük, hogy a beszéd animál-
ható legyen. Rendszerünkbe az általános modellt (lásd 36. ábra) az
Xface nevű, nyílt forráskódú alkalmazásból [46] integráltuk. A mo-
dellt MPEG-4 szerint szabványosítottuk és módosítottuk a kinézetét,
hogy egy semlegesebb arcot kapjunk, továbbá eltávolítottuk a hajat,
a nyelvet és a fogakat, ezzel megkönnyítve a későbbi deformációt. Az
így létrehozott általános modell a hozzá tartozó FDP (Face Defini-
tion Parameter) fájllal szabadon deformálható, az eredmény pedig
felhasználható egy tetszőleges MPEG-4 szabvány alapú arcanimációs
alkalmazásban.

36. ábra. Az általunk használt általános modell, mely 5 570 csúcsot
és 11 032 háromszöglapot tartalmaz
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Bemeneti modell

A bemeneti modell bármilyen emberi fejmodell lehet a háromdimen-
ziós rekonstrukciókból származó realisztikus modellektől kezdve egé-
szen az animációs karakterekig. Az általános modellhez képest a be-
meneti modell akár kisebb részletességű is lehet vagy akár rekonst-
rukciós hibákat is tartalmazhat.

Az általános modell deformációja

Az általános modell manipulációját egy ketrecalapú deformációs mód-
szerrel, a harmonikus koordináták módszerével [17] végzi az algorit-
musunk. Ahogy azt a 2.3.3. alfejezetben részletesen tárgyaltuk egy
háromdimenziós modell ilyen típusú deformációjához egy topológi-
ailag flexibilis ketrecmodellre van szükség. Ezért mind az általános,
mind a bemeneti modellhez burkoló ketrecmodelleket kell meghatá-
rozni (lásd 37. ábra).

37. ábra. Az általános modellhez definiált ketrecmodell. A kék csú-
csok jelölik azokat az emberi arcra jellemző pontokat, melyeket ma-
nuálisan kell meghatároznia a felhasználónak, míg a fekete csúcsokat
az algoritmusunk automatikusan számolja.
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Ezután, ha az általános modellt úgy manipulálja az algoritmusunk,
hogy eltolja a ketrecének pontjait a hozzá tartozó (azonos indexű)
bemeneti modell ketrecpontjainak a pozíciójába, akkor az általános
modell közelíteni fogja a bemeneti modellt, ugyanakkor továbbra is
meg fog felelni az MPEG-4 szabványnak.

A ketrecmodellek meghatározása

A ketrecmodell automatikusan generálódik, de ehhez a felhasználó-
nak 56 darab pozíciót meg kell határoznia a fejmodellen (lásd 37.
ábra). A megjelölendő pontokat az MPEG-4 szabvány tartópontjai-
ból származtattuk, ugyanis egy emberi fejmodell karakterisztikája a
segítségükkel megfelelően leírható.

A deformációhoz használt harmonikus koordináták módszerének
feltétele, hogy a deformálandó modell minden egyes pontja a ketrecen
belül helyezkedjen el, ezért további 12 darab segédpontot használ az
algoritmusunk a ketrecmodell definiálásához. Ezek a pontok a modell
minimális és maximális koordináta-értékeiből kerülnek automatiku-
san meghatározásra. Ehhez fontos azt rögzíteni, hogy a modell szeme-
ire illeszthető egyenes merőleges legyen az y és z tengelyre, továbbá
az origó a modell tömegközéppontjában helyezkedjen el.

Miután megadtuk az említett pontokat, az algoritmus egy há-
romszögelést végez el rajtuk, ezzel létrehozva a ketrecmodellt. A há-
romszögelés (lásd 37. ábra) bármely modell esetén egységes, így ga-
rantálható a bemeneti és az általános modell ketrecpontjai közötti
megfeleltetés. Majd egy skálázást elvégezve a ketrecen az algoritmus
megszünteti a bemeneti modell és a ketrec közötti metszéseket.

A ketrecmodellek továbbfejlesztése

Algoritmusunk szempontjából a harmonikus koordináták módszeré-
nek két fontos tulajdonsága emelhető ki. Az egyik, hogy a deformáció
minősége függ a ketrecmodell csúcsainak a számától. Azaz a csúcsok
számának a növelésével simább, szebb deformációt kaphatunk, ami
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lényeges azokon a területeken, ahol az arcanimáció központi szere-
pet tölt be. Így, egy területfelosztásos (subdivison) technikát alkal-
mazunk a ketrecen, ezzel növelve a csúcsszámot. A használt séma a
következő: minden iterációs lépesben egy eredeti háromszöglap élei
középpontjának az összekötésével új háromszöglapok kerülnek meg-
határozásra. Fontos megjegyezni, hogy ez a séma a ketrec csúcsainak
az eredeti pozícióját nem változtatja.

A deformációs módszer másik fontos tulajdonsága, hogy a fejmo-
dell és a ketrec közötti távolság csökkentésével a deformáció hatékony-
sága növelhető. Ezen említett távolság csökkentése céljából pedig a
következőket végezzük el. Félegyeneseket definiálunk a modell origó-
jából a ketrec csúcsain keresztül, majd az általános modell esetén,
a ketrec csúcsait iterációnként egy azonos hosszúságú vektorral moz-
gatjuk el a hozzá tartozó félegyenesen mindaddig, amíg a modell még
a ketrecen belül helyezkedik el metszések nélkül. A bemeneti modell
esetén a ketrec csúcsainak az új pozíciója a hozzá tartozó félegyenes
és a fejmodell metszéspontja lesz. Így a kapott ketrec metszeni fogja
a bemeneti modellt, de ez ebben az esetben nem probléma, mivel a
deformációt csak az általános modellen kell végrehajtani, a bemeneti
modell ketrece egyfajta referenciaként szolgál a számunkra.

A bemutatott távolságcsökkentő technika nemkívánatos eredmé-
nyeket produkálhat a fülek körül, legfőképp akkor, ha azok nagyon
részletesek. Ez abból következik, hogy a meghatározott metszéspon-
tok nem egyenletesen helyezkednek el ezeken a területeken, így a ket-
rec struktúrája változhat. A probléma megoldására a modell füleihez
közel elhelyezkedő ketreccsúcsoknak a pozícióját a modell minimá-
lis, illetve maximális x koordináta-értékeiből határozzuk meg. Így a
továbbiakban a sima deformáció a fülek környékén is megvalósítható.

Az említett módosítások végrehajtása után egy olyan ketrecet ka-
punk, mely a fejmodell kisebb felületi változásait is megfelelően lekö-
veti, illetve minden szükséges feltételt kielégít. Az új ketrec, melyen
két iterációnyi subdivision került végrehajtásra, megközelítőleg 1 500
csúcsot és 3 000 poligonlapot tartalmaz, de az alkalmazott deformá-
ciós módszer továbbra is képes valós időben működni (lásd 38. ábra).
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38. ábra. Az új ketrecmodell, két iterációnyi subdivision és a távolság
csökkentése után

A fejmodell kalibrációját támogató módszerünk lépései

Algoritmusunk kizárólag az első két lépésben igényel felhasználói in-
terakciót, a többiben teljesen automatikusan működik. A futtatása
előtt egy általános modellel és a hozzátartozó ketreccel, illetve a meg-
felelő FDP fájllal kell rendelkeznünk.

1. Egy személy vagy egy fiktív karakter háromdimenziós fejmo-
delljének az elkészítése.

2. A szükséges pontok megjelölése a fejmodellen.

3. A ketrecmodell generálása háromszögeléssel a megjelölt és a
segédpontok felhasználásával.

4. Skálázás a generált ketrecen a metszések megszüntetése végett.

5. Két iterációnyi subdivision végrehajtása a ketrecen.
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6. Távolság minimalizálása a fejmodell és a ketrec között.

7. Az általános modell ketrecpontjainak eltolása a hozzájuk tar-
tozó fejmodell ketrecpontjainak a pozíciójába.

Az algoritmusunk megértését segítő folyamatábra megtalálható a C.
függelékben.

Fontos megjegyezni, hogy az általános modell deformációja erősen
függ a felhasználó által az algoritmus második lépésében megjelölt
pontoktól. Mindemellett a bemeneti és a deformált általános modell
méretei eltérhetnek egymástól, ezt a modellek befoglaló dobozainak
a méretei alapján az algoritmus javítja. A kalibrációs folyamat végére
egy olyan deformált általános modellt kapunk, mely kellően hasonlít
a bemenetként megadott fejmodellre, és az MPEG-4 szabvány szerinti
arcanimációhoz szükség szabványpontok már definiáltak rajta (lásd
39. ábra).

39. ábra. Bal oldalon az általános, míg jobb oldalon a deformált
általános modell látható. A kék pont jelöli az 5.4-es MPEG-4 tar-
tópontot, míg a fehér pontok annak hatásköri pontjait jelölik.

68



4.3.4. Elért eredmények

Implementáció

Algoritmusunkat Python szkriptként implementáltuk, mely Blender
[55] kiegészítőként telepíthető. A szabadon felhasználható, Standar-
dize Me [56] (lásd 40. ábra) nevet kapó szkript a teljes MPEG-4
kalibrációs folyamatot támogatja. Azaz az említett első két manuális
lépésben a felhasználó betölthet egy tetszőleges modellt és jelölheti
rajta a ketrecgeneráláshoz szükséges pontokat, majd a kalibrációs fo-
lyamat további lépéseit a szkript teljesen automatikusan végrehajtja.

40. ábra. A Standardize Me kiegészítőnk felhasználói felülete

Az algoritmusunk tesztelésére bemenetként használt háromdimen-
ziós modellek három különböző forrásból származtak. Készítettünk
saját háromdimenziós fejmodell-rekonstrukciókat egy Microsoft Ki-
nect szenzorral, generáltunk fejmodelleket a MakeHuman [57] nyílt
forráskódú modellező szoftverrel, illetve a fotóalapú rekonstrukciók
készítésére alkalmas Autodesk® 123D Catch® [58] alkalmazást is hasz-
náltuk. Algoritmusunkat megközelítőleg húsz különböző modellen pró-
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báltuk ki, melyek az előzőleg említett forrásokból származtak. Össze-
vetve ezeket a rendszereket, elmondható, hogy a MakeHuman szoft-
verben generált modellek adták a legjobb eredményeket, ugyanis kel-
lően részletesek voltak, így a ketrecek generálásához megjelölendő
pontok meghatározása hiba nélkül, könnyen elvégezhető volt. A Ma-
keHuman alkalmazás azt is lehetővé tette a számunkra, hogy kü-
lönböző rasszokba tartozó fejmodelleket generáljunk, így a tesztelés
folyamán erre is hangsúlyt fektettünk. A másik két rekonstrukciós
megoldással készített bemeneti modellek sokszor vagy nem voltak
elég részletesek, vagy rekonstrukciós hibákat tartalmaztak. Így a fel-
használásuk előtt ezen hibákat javítanunk kellett, a részletességük
növelése érdekében pedig subdivision módszereket is alkalmaztunk.

Validáció

A bemeneti és a deformáció után kapott modellek összehasonlítása
fontos szerepet játszott az algoritmusunk fejlesztésében. Az említett
modellek közötti különbségek mérésére és vizualizálására a Meshlab
[59] alkalmazást használtuk, melyben az alábbi formulákkal defini-
álható „egyoldalú” és „kétoldalú” Hausdorff-távolságokat (one-sided
and two-sided Hausdorff distances) mértünk:

h(A,B) ≡ max
a∈A

(
min
b∈B

d(a,b)
)
, (4.12)

H(A,B) ≡ max(h(A,B), h(B,A)), (4.13)

ahol A az eredmény modell, B a bemeneti modell, míg d(a,b) az a
és b pont közötti euklideszi távolságot jelöli. Mérési eredményeinket
a 4.3. táblázat foglalja össze.

Eredményeink validálása érdekében a BU-3DFE (Binghamton Uni-
versity 3D Facial Expression) adatbázist [60] is felhasználtuk, mely-
ben valós személyek különböző arckifejezésekkel rekonstruáltak. Egy-
egy személy arckifejezése alapján FAP fájlokat készítettünk, majd a
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Standardize Me kiegészítőnkkel elvégeztük az MPEG-4 kalibrációs
folyamatot ugyanezen személy semleges fejmodelljén. Így az eredmé-
nyül kapott deformált általános modellen a létrehozott FAP fájlokat
lejátszottuk és összehasonlítottuk a rekonstruált arckifejezéssel (lásd
41. ábra).

Min. 1,1×10−5 4,5×10−5 0,3×10−5 6,6×10−5 0,4×10−5

Max. 3,4282 1,2055 1,5712 1,2969 2,0151
Átlag 0,3783 0,2621 0,3083 0,2894 0,2989
Szórás 0,3175 0,1283 0,1762 0,1710 0,1959
Hausdorff 3,4282 1,6747 3,4446 1,9193 3,6731

4.3. táblázat. Az eredmény és a közelített bemeneti modellek közöt-
ti összehasonlítás. A táblázat utolsó sora a „kétoldalú” Hausdorff-
távolságokat mutatja, míg az egyéb sorok értékeit az „egyoldalú”
Hausdorff-távolságokból határoztuk meg. Az utolsó két rekonstruk-
ció esetén a modellek hátsó részeit levágtuk a pontos mérések vé-
gett. A jobb összehasonlíthatóság érdekében a modellek magasságai,
balról jobbra, a következőek: 24,5233, 23,1186, 24,3174, 25,3531 és
23,5528.

4.3.5. Összegzés

A fejezetben részletesen bemutatott MPEG-4 kalibrációt támogató
félautomata algoritmusunkról elmondható, hogy csupán a ketrecge-
neráláshoz szükséges pontok megjelölésekor követel felhasználói inter-
akciót. Ez a lépés egy meglehetősen részletes fejmodell (≈3500 csúcs,
≈7000 poligonlap) esetén körülbelül 8 percet jelent. A többi lépés
teljesen automatikusan kerül végrehajtásra.

Algoritmusunk a harmonikus koordináták módszerét használja,
hogy az általános modell deformálásával közelítse a bemeneti fejmo-
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dellt. Lényeges különbség az előző módszerekhez képest, hogy nem
kell a felhasználónak az MPEG-4 szabványpontokat definiálnia a fej-
modellen, ezért esetleges kalibrációs hibák nem befolyásolják a be-
szédanimáció minőségét. Úgy gondoljuk, hogy algoritmusunk más
beszédanimációhoz használt paraméterezési technikával (pl. FACS)
is működőképes lenne.

Validációs méréseink alapján kijelenthető, hogy a kapott eredmé-
nyek kellően hasonlítanak a bemeneti modellekhez, kisebb eltérések
csak a szemek, az orr és a nyak területén fordulhatnak elő.

41. ábra. Felül egy személy semleges arckifejezésű rekonstrukció-
ja és az ezen rekonstrukció alapján készített MPEG-4 szabványos
fejmodellünk. Alul ugyanezen személy boldog arckifejezésű rekonst-
rukciója és a fejmodellünk az ezen arckifejezés alapján generált FAP
fájllal.

Algoritmusunk további összehasonlító ábrái és szemléletes kimenetei
megtalálhatóak a C. függelékben.
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5. Összefoglalás

A dolgozatban részletesen bemutatásra kerülnek azon kutatási
eredményeink és módszereink, melyek az általánosított baricentrikus
koordinátákon alapuló deformációs technikák vizsgálata közben fel-
merült problémákra adott válaszként jöttek létre.

Az elmúlt években a baricentrikus koordináták elméleti szakiro-
dalma nagymértékben kibővült, illetve számos komputergrafikai al-
kalmazás építőköveként is rendszeresen megjelennek a kedvező tulaj-
donságaik miatt. Jól látható, hogy a különböző baricentrikus koordiná-
ta-módszerek kutatása az utóbbi időben központi szerepet tölt be a
számítógépes grafika területén.

A 2017-ben megjelent publikációban [20] a Wachspress-, a diszkrét
harmonikus és a középérték koordináta-módszerek összehasonlítását
végeztem el n oldalú konvex sokszögek esetén, a kontúrvonalak min-
tázata alapján. Mivel az összehasonlítás során vizsgáltam a kontúr-
vonalak görbületfüggvényeit is, így az eddig ismert eredményeknél [3]
részletesebb következtetéseket tudtam megfogalmazni. Továbbá a ba-
ricentrikus koordináta-módszerek hátrányainak kiküszöbölése érdeké-
ben definiáltam a módszerek affin kombinációját, mely segítségével
két különböző módszer tulajdonságai a felhasználó által tetszőlegesen
súlyozhatóak.

A baricentrikus koordináták gyakran képezik kép- és modelldefor-
mációs alkalmazások alapját. A képdeformációs alkalmazások eseté-
ben az eredeti képet körülvevő kezdeti sokszög háromszögelése biz-
tosítja a deformációt. A 2020-ban publikált cikkünkben [24] meg-
vizsgáltuk a kezdeti sokszög háromszögelésének lehetőségeit. Mérési
eredményeink alapján elmondhatjuk, hogy a kezdeti sokszög egyenle-
tes, kellően sok háromszöget tartalmazó háromszögelésével sima de-
formációs eredményeket kapunk. Ugyanakkor, ezen kutatásunkban
létrehozott nem egyenletes háromszögelési technikánk használatával
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erőforrást és számítási időt tudunk megtakarítani, miközben nagyon
sok esetben hasonlóan sima és valósághű deformációs eredményeket
kapunk.

Az általánosított baricentrikus koordinátákon alapuló modellde-
formációs módszerek esetében, az ún. ketrecmodell felelős a mani-
pulációért. Ezen ketrecmodell hatékony meghatározása komoly szá-
mításokat igénylő folyamat, a létező rendszerek [4, 5, 6] a legtöbb
esetben különböző numerikus módszereket használnak. A 2018-ban
publikált munkánkban [38] egy olyan algoritmust fejlesztettünk ki,
mely egy tetszőleges háromdimenziós modellhez képes automatikusan
meghatározni az említett ketrecmodellt. Mérési eredményeink alap-
ján kijelenthető, hogy az általunk bemutatott módszer szignifikánsan
gyorsabb futási időket produkál a létező rendszerekkel szemben.

Manapság már egyre gyakoribb és természetesebb, hogy az ember-
gép kommunikációban virtuális avatárokat is használunk. Egy-egy
ilyen avatár elkészítésekor elkerülhetetlen lépés a modell felkészíté-
se az animációra. A feladat megoldására már léteznek az MPEG-
4 szabványt támogató, deformációalapú rendszerek [7, 8], azonban
az általuk használt deformációs technikák hátrányai és korlátai mi-
att sok esetben nem tudnak elegendően valósághű modelleket gene-
rálni. A 2018-ban megjelent publikációnkban [51] egy, az MPEG-4
szabványt támogató félig automatikus algoritmusunkat mutattuk be,
mely egy tetszőleges modell animációra felkészítő kalibrációját ké-
pes elvégezni. Módszerünk a harmonikus koordinátákat használja a
modell deformációjára. Validációs méréseink alapján pedig elmond-
ható, hogy algoritmusunk valósághűbb eredményeket produkál, mint
a létező rendszerek.
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6 Summary

In this dissertation, I present our results and algorithms, which
deal with some actual problems of deformation techniques based on
the generalized barycentric coordinates.

In the last years, the theoretical basis of the barycentric coordi-
nates has been well-developed, and these coordinates are frequently
used as building blocks of different applications. It is clearly visible
that the research of the barycentric coordinate methods is a hot topic
in computer graphics.

My research of the barycentric coordinates began with comparing
the Wachspress, the discrete harmonic, and the mean value coordi-
nate methods for convex, n-sided polygons using the patterns of the
contour lines [20]. Because the contour lines’ curvature functions
were investigated, our comparison is much more detailed than find-
ings in the previous works [3]. Moreover, to overcome the drawbacks
of these methods, the affine combination of two different barycentric
coordinate functions was introduced, giving extra flexibility to the
user.

The generalized barycentric coordinates are frequently used for
image and model deformation. In cage-based image deformation ap-
plications, the source polygon’s triangulation—which wraps the input
image—is necessary. However, the determination of that triangula-
tion is not always trivial because it can influence the deformation.
Therefore, we investigated the effects of the different triangulation
methods in the aspect of the cage-based image deformation tech-
niques [24]. According to our results, we can say that in those cases,
when a GPU implementation of the cage-based image deformation
methods is available, and we can use a huge number of triangles, the
uniform triangulation method is recommended. However, in those
cases when the graphical resources of the used device or platform are
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limited, or the computation cost is important for us, our introduced
non-uniform triangulation method can produce better results.

The 3D model deformation techniques based on the barycen-
tric coordinates usually work with a coarser, simplified mesh—called
cage—to manipulate a model. Nowadays, some methods [4, 5, 6] can
automatically generate cages, but these approaches usually operate
with numeric methods, increasing the computation time. Therefore,
we created a simply computable and freely customizable algorithm
which can define cages automatically for 3D triangulated meshes [38].
Based on our comparison results, we can say that our algorithm can
produce significantly faster computation time than the existing algo-
rithms.

Nowadays, the usage of virtual avatars is very common in human-
computer interaction, and their role will be important in the future.
Those approaches which create avatars are usually based on two
phases. In the first one, they create the 3D model of the avatar,
while the model calibration for facial animation is executed in the
second phase. For calibrating a model, there are some deformation
based approaches [7, 8] which support the MPEG-4 standard, but
they cannot produce realistic enough results because of the limita-
tions of their used deformation methods. Therefore, we introduced a
semi-automatic method that supports the MPEG-4 standard, and it
can calibrate a model for facial animation [51]. Our algorithm uses
the harmonic coordinates method for the deformation of the model.
Based on our measurements, we can say that our solution produces
more realistic deformation results than the existing methods.
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A. Képdeformációhoz használt háromszö-
gelési technikák összehasonlításának ki-
menetei

Cápa Kardhal
Koordináta-módszer E NE E NE

Háromszögek száma
középérték 33 035 375 617 298
Poisson 33 035 375 617 298
maximum entrópia 33 035 387 617 316

SSIM
középérték 0,978 0,973 0,986 0,987
Poisson 0,978 0,973 0,986 0,987
maximum entrópia 0,977 0,973 0,987 0,987

Háromszögelés
számítási ideje (s)

középérték 2,341 0,001 0,002 0,001
Poisson 2,341 0,001 0,002 0,001
maximum entrópia 2,351 0,001 0,002 0,001

Koordináták
számítási ideje (s)

középérték 0,026 0,001 0,003 0,001
Poisson 0,254 0,003 0,003 0,001
maximum entrópia 0,291 0,003 0,003 0,001

E - egyenletes, NE - nem egyenletes

A.1. táblázat. Az egyenletes és a nem egyenletes háromszögelési
technika összehasonlítása
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42. ábra. Bemeneti képek egyenletes (a, f), illetve nem egyenletes (c,
h) háromszögelési technikával felosztott határoló sokszögekkel, illet-
ve deformációs eredményeik (b, g és d, i) a középérték koordináták
használatával. A referenciaként szolgáló deformációs eredmények (e,
j) az utolsó oszlopban láthatóak.
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43. ábra. Bemeneti képek egyenletes (a, f), illetve nem egyenletes
(c, h) háromszögelési technikával felosztott határoló sokszögekkel,
illetve deformációs eredményeik (b, g és d, i) a Poisson koordináták
használatával. A referenciaként szolgáló deformációs eredmények (e,
j) az utolsó oszlopban láthatóak.
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44. ábra. Bemeneti képek egyenletes (a, f), illetve nem egyenletes
(c, h) háromszögelési technikával felosztott határoló sokszögekkel,
illetve deformációs eredményeik (b, g és d, i) a maximum entró-
pia koordináták használatával. A referenciaként szolgáló deformá-
ciós eredmények (e, j) az utolsó oszlopban láthatóak.
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B. Saját ketrecgeneráló algoritmus kime-
netei

45. ábra. Bemeneti modellek szürkével és a hozzájuk generált ket-
recmodellek pirossal, drótvázként megjelenítve

46. ábra. A Stanford Bunny mint bemeneti modell és a különböző
csúcsszámmal generált ketrecei. A csúcsok száma balról jobbra: 143,
448 és 805.
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47. ábra. Bemeneti modellek és ketrecek különböző súlyokkal: w1 =
= w2 = w3 = w4 = 1

4 (balra), illetve w1 = w2 = 2
100 , w3 = 95

100 és
w4 = 1

100 (jobbra)

48. ábra. A Stanford Bunny modellhez generált ketrec felhasználása
a modelldeformációban
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C. A fejmodell-kalibrációt támogató mód-
szerünk folyamatábrája és kimenetei

49. ábra. A fejmodellek MPEG-4 kalibrációját megvalósító félig au-
tomatikus algoritmusunk. Minden egyes részábra az aktuális lépés
eredményét mutatja. Kizárólag az első két lépés manuális, a fel-
használónak meg kell határoznia egy bemeneti modellt és a szüksé-
ges pontokat jelölnie kell rajta. A további lépések automatikusak;
az algoritmus a fejmodellhez tartozó ketrecet a 3–6. lépésben gene-
rálja. Ezután az általános modell ketrecpontjait eltolja a hozzájuk
tartozó fejmodell ketrecpontjainak a pozíciójába. Mivel a harmoni-
kus koordináták módszerét alkalmazza az algoritmus az általános
modellen, így az a bemeneti modellt közelíteni fogja.
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50. ábra. Bemeneti modellek (balra) és a kalibrációs folyamat után
kapott eredmények (jobbra). A használt textúrák a Karolinska Di-
rected Emotional Faces (KDEF) adatbázisból [61] származnak. Az
utolsó példa esetén a haj egy külön modell, így az manuálisan lett
hozzáadva az eredménymodellhez.
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