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7. FEJEZET

A kombinatorika, valószínűség és statisztika témakörök ta-
nításának szakmódszertana

BALLA Éva – HERENDINÉ KÓNYA Eszter –
PAULOVITS György

„A matematika annyira komoly szakterület, hogy egyetlen alkalmat sem
szabad elmulasztanunk arra, hogy szórakoztatóbbá tegyük.”

(Pascal)

A kétszintĦ érettségi 200ő-ös bevezetése során a középiskolai mate-
matikatanárok számos új kihívással kellett, hogy szembesüljenek. Amel-
lett, hogy az érettségi rendszere, szerkezete gyökeresen megváltozott,
jelentĘs tartalmi változásokhoz is alkalmazkodniuk kellett. A korábban
középponti jelentĘségĦ anyagrészek szerepe jócskán csökkent, az elméleti
anyagrészek számonkérése kikerült a középszintĦ érettségi látókörébĘl.
Új, gyakorlatibb jellegĦ témakörök, feladattípusok jelentek meg, illetve
korábban periférikusan oktatott fejezetek váltak jóval hangsúlyosabbá.
Mindez a gyakorló, már hosszabb ideje a pályán lévĘ pedagógusok min-
dennapi munkájába is nehezen épült be, de láthatóan a pályát éppen kez-
dĘ, az egyetemekrĘl frissen kikerült fiatal kollégák sem mindig tudnak
mit kezdeni ezekkel az új, a középiskolában még általuk sem tanult téma-
körökkel, illetve az új szemlélettel. Amellett, hogy sokan eléggé el nem
ítélhetĘ módon szinte azonnal lemondtak a definíciók, tételek, bizonyítá-
sok rendszeres tanításáról, valamint számonkérésérĘl – pedig sok szem-
pontból ez adja a matematika lényegét! – nehezen alakul ki a megnöveke-
dett jelentĘségĦ témakörök – a kombinatorika, valószínĦség-számítás és a
statisztika – oktatásának helye és módszertana. Az sem segíti ezt a folya-
matot, hogy a különbözĘ tankönyvek a tanulási folyamat más és más he-
lyén képzelik el ezen témakörök oktatását, s abban is jelentĘsen eltérnek,
hogy milyen mélységben dolgozzák fel a vonatkozó ismeretanyagot. Ta-
nulmányunkban megmutatjuk, hogyan, illetve milyen mélységben érde-
mes e fejezetekkel foglalkozni a középszintĦ érettségire felkészülĘ cso-
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portokban. A bemutatott feladat-típusok számos példatárban fellelhetĘk
(ezekre utalunk az Irodalomjegyzékben), ugyanakkor az idézett példák
többsége a szerzĘk saját feladata.

1. Kombinatorika

A kombinatorika megalapozása már kisiskolás korban elkezdĘdik. Ál-
talános iskolában a kombinatorikával egyszerĦbb alkalmazások szintjén
gyakran találkoznak a gyerekek. Az ilyen jellegĦ feladatokban egy véges
halmaz elemeibĘl valamilyen szabály szerint kell kiválasztani az eleme-
ket, létrehozni a feltételeknek megfelelĘ elrendezéseket, felírni, felrajzolni
az összes lehetĘséget. Középiskolában 9-10. évfolyamon kibĘvítjük a
kombinatorikai ismereteiket, ekkor már többnyire nem a konstrukciók
megadása, hanem a lehetséges esetek számának meghatározása a feladat.
A kombinatorikai fogalmak, tételek tanítása, a kombinatorikai ismeretek
rendszerezése általában a 10-11. évfolyam feladata.

Kilencedik évfolyamon többnyire egyszerĦ összeszámlálási feladatok-
kal, illetve sorba rendezésekkel foglalkozunk. Ekkor még a fogalmakat
nem tanítjuk, az esetek számának meghatározását felsorolással, ábrázolás-
sal, vagy az egyes helyeken elĘforduló lehetĘségek számát feltüntetĘ áb-
rákkal oldjuk meg.

Példa: Az A városból B városba egy földút és két aszfaltút vezet, B vá-
rosból C városba 2 földút és 3 aszfaltút. a.) Hányféle úton juthatunk el A-
ból C-be B-n keresztül? b.) EbbĘl hány útvonal halad végig aszfaltozott
úton?

Megoldás:(1) Jelöljük az A-B utakat f, a1, a2,-vel, a B-C utakat F1, F2,
A1, A2, A3-mal. Felsorolhatjuk az összes útvonalat: fF1, fF2, …a2A3, illetve
kiválaszthatjuk a  b.) kérdésnek megfelelĘ lehetĘségeket.

(2) A-ból B-be összesen 3 út vezet, B-bĘl C-be 5. Űármelyik A-B úthoz
bármelyik B-C út választható, így összesen 35=15 útvonal van. Hasonló-
an végig gondolva 23=6 aszfaltozott útvonalat számolhatunk össze.

(3) Szemléltessük gráffal! Az eltérĘ fajta utakat különbözĘ színnel je-
lölve, az 1. ábráról mindkét kérdésre leolvasható a válasz.
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1. ábra

Megjegyzés: A kombinatorikában és a valószínĦség-számításban is
sokszor gondot okoz, hogy az egyes lehetĘségeket mikor kell szorozni,
illetve mikor összeadni. A fenti feladatban a szorzást kellett használni,
amit az 1. ábrával is szemléltethetünk. Általában ha egy A dolgot n-
féleképpen, egy másik, az elĘzĘtĘl független B dolgot k-féleképpen vá-
laszthatunk, akkor az „A és B” dolgot együttesen nk-féleképpen választ-
hatjuk meg.

Példa: A 0, 1, 2, 3 számjegyek felhasználásával hány darab négyjegyĦ
számot készíthetünk, ha (1) minden számjegy különbözĘ, (2) lehetnek
egyforma számjegyek is? (Juhász et al. 2010: 29), (3) Ezek között hány
páros szám van?

Megoldás: (1) Az elsĘ helyiértéken nem állhat 0, de a többi számjegy
bármelyike szerepelhet, ez 3 lehetĘség. A második helyen is 3 lehetĘség
van, mert nem használhatjuk az ezres helyiértéken álló számot. A harma-
dik helyre a maradék 2 szám bármelyike kerülhet, az utolsó helyre a ma-
radék 1. Az összes lehetĘség: 3321=18.

(2) Az elsĘ helyiértéken nem állhat 0, a többi helyiértékre bármelyik
számjegy kerülhet. A lehetĘségek száma: 3444=192.

(3) Páros számot akkor kapunk, ha az utolsó jegy páros. Ha a jegyek
különbözĘk, két esetet vizsgálunk. Ha az utolsó jegy 0, akkor az elsĘ
helyre 3-féle választásunk van, majd minden egyes helyiértékre eggyel
kevesebb, ez 321=6 szám. Ha az utolsó jegy 2-es, akkor az elsĘ helyre
csak 1-es vagy 3-as kerülhet, a következĘ helyre már a 0 is, de az ezres
helyiértékre került szám már nem, majd a következĘ helyre a kimaradt
jegy, ez 221=4 szám. Összesen 6+Ő=10 páros számot kaptunk. Ha a
számjegyek ismétlĘdhetnek, az elsĘ helyre 3-féle szám kerülhet (0 nem),
a második és harmadik helyre 4-féle, az utolsó helyre 2-féle (0 vagy 2).
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Ez 3442=96 szám.Az eredményt megkaphatjuk úgy is, hogy ez az ösz-
szes ilyen négyjegyĦ szám (192 db) fele, hiszen az utolsó helyiérték dönti
el a párosságot, és a felhasználható 4 számjegybĘl 2 volt páros.

Megjegyzések: Az (1) esetnek megfelelĘ számokat fel is soroltathatjuk.
Űár hasonló feladatokkal szép számban találkozhattak már ekkorra a di-
ákjaink, többeknek gondot okoz az összes lehetĘség felsorolása. Meg kell
mutatnunk, hogy a felsorolásnál is szükség van valamilyen szisztémára,
hogy ne hagyjunk ki semmit.A feladat (3) részének elsĘ felében az esetek
szétválasztásánál azt használtuk fel, hogy ha egy A dolog n-féleképpen,
egy másik, az elĘzĘtĘl független B dolog k-féleképpen lehetséges, akkor
az „A vagy B” dolog együttesen n+k-féleképpen fordulhat elĘ.

A sorba rendezéseken belül 10. évfolyamon már az ismétléses permu-
tációk is elĘfordulnak, és gyakoroljuk a kiválasztási és sorba rendezési
feladatok megoldását is. A 11. évfolyamon tanulók sorrendi kérdésekre
(permutációk), kiválasztásra és sorba rendezésre (variációk), kiválasztásra
(kombinációk) is látnak kellĘ számú példát. Ha korábban még nem hatá-
roztuk meg a – példákon keresztül megismert – kombinatorikai fogalma-
kat, ekkor definiáljuk is ezeket. A kiszámításukra vonatkozó tételeket –
konkrét példák gondolatmenetét követve – könnyen igazolhatjuk. Ekkorra
elvárható, hogy tanulóink képesek legyenek a különbözĘ feladattípusok-
nak az elkülönítésére, illetve a mintapéldák és a megismert módszerek
alapján az egyszerĦ feladatok megoldására.

Permutáció (sorba rendezés)

Definíció: n különbözĘ elem (ismétlés nélküli) permutációján az n
elem egy sorrendjét értjük.

Tétel: n különbözĘ elem összes permutációinak a száma n!
Definíció: Ha az n elem között van olyan, amely többször is elĘfordul,

az n elem egy sorrendjét ismétléses permutációnak nevezzük.

Tétel: Ha az n elem között n1, n2, …nk egyforma van, akkor ezek is-

métléses permutációinak száma
!...!!

!

21 knnn
n
 .

Példák: (1) Hányféle sorrendben léphet a terembe egymás után egy
osztály 30 tanulója? (2) Hányféle sorrendben léphet a terembe egymás



A KOMŰINATORIKA, VALÓSZÍNĥSÉG ÉS STATISZTIKA TANÍTÁSA

23ő

után egy osztály 16 fiú és 1Ő lány tanulója, ha elĘbb a lányok lépnek a
terembe?

(3) Hányféle sorrendben léphet a terembe egymás után egy osztály 16
fiú és 1Ő lány tanulója, ha a tanulókat csak nemük szerint különböztetjük
meg (személy szerint nem)?

Megoldás: (1) Ismétlés nélküli permutáció: 30! (2) !16!1Ő  (3) Ismétlé-

ses permutáció: 
!1Ő!16

!30


Megjegyzés: Tanulságos lehet, hogy egy-egy feltétel beiktatásával,
megváltoztatásával az eredeti kombinatorikai feladattól eltérĘ típusú vagy
nehézségĦ feladatot hozhatunk létre.

Példák:(1) Egy baráti társaság 8 tagja moziba megy, egy sorban egy-
más mellé kapnak jegyet. Hányféle sorrendben ülhetnek le a helyükre?

(2) Hányféle sorrendben ülhet le a moziban a 8 ember, ha Űence Anna
mellé szeretne ülni?

(3) Hányféle sorrendben ülhet le a moziban a 8 ember, ha Anna nem
szeretne Űence mellé ülni?

(Ő) Hányféle sorrendben ülhet le a baráti társaság 8 tagja egy kínai ét-
terem kör alakú asztalához? (KülönbözĘ sorrendnek számít, ha bárkinek
bármelyik oldalán más a szomszédja.)

Megoldás: (1) 8! = Ő0320 (2) 100802!7   (3) Számoljunk a komp-
lementer esettel! 302Ő02!7!8   (Ő) űiklikus permutáció:  ő0Ő0!7!1 n .

Példa: Egy sakkversenyen az egyik játékosnak 8 parti lejátszása után 6
pontja van. GyĘzelemért 1 pont, döntetlenért 0,5 pont, vereségért 0 pont
jár. Hányféleképpen jöhetett létre ez a végeredmény, ha a mérkĘzések
sorrendjét is figyelembe vesszük?

Megoldás: ElĘször azt kell megadnunk, hogyan lehet 6 pontja 8 játsz-
mából (esetek szétválasztása):

ő,0Ő1Ő01ő,021ő02166  . ElsĘ esetben 6 nyert és 2
vesztett játszmája van, második esetben 5 nyert, 2 döntetlen és 1 vesztett
játszmája van, a harmadik eset 4 nyertes és 4 döntetlen játszmát jelent.



ŰALLA ÉVA – HERENDINÉ KÓNYA ESZTER – PAULOVITS GYÖRGY

236

Ezeket rendre 28
!2!6

!8  , 168
!2!ő

!8   és 70
!Ő!Ő

!8   féle sorrendben

érhette el. Az eredmény tehát 28 + 168 + 70 = 266- féleképpen jöhetett létre.

Variáció (kiválasztás és sorbarendezés)

Definíció: Ha n különbözĘ elembĘl kiválasztunk k elemet úgy, hogy
számít a kiválasztás sorrendje, és bármely elem legfeljebb egyszer vá-
lasztható ( nk 0 ), akkor az n elem egy (k-ad osztályú) ismétlés nélküli
variációját kapjuk.

Tétel: n elem k-ad osztályú ismétlés nélküli variációinak száma:

     121  knnnn   !!
kn

n


Definíció: Ha n különbözĘ elembĘl kiválasztunk k elemet úgy, hogy
számít a kiválasztás sorrendje, és bármely elem többször is választható,
akkor az n elem egy (k-ad osztályú) ismétléses variációját kapjuk.

Tétel: n elem k-ad osztályú ismétléses variációinak száma kn .

Példa: Egy 30 fĘs osztály tagjai között 3 különbözĘ ajándékot sorsol-
nak ki. A sorsolás úgy történik, hogy minden tanuló nevét ráírják egy-egy
cédulára, a cédulákat egy dobozba teszik, majd ezek közül véletlenszerĦ-
en húznak ki hármat egymás után. Hányféle módon történhet az ajándé-
kok kiosztása, ha a cédulákat az egyes húzások után a) nem teszik vissza,
b) visszateszik?

Megoldás: 30 elembĘl 3-at választunk ki, mivel az ajándékok külön-
bözĘek, ezért számít a kiválasztás sorrendje: variációról van szó. a) Űár-
melyik nevet csak egyszer húzhatják: ismétlés nélküli variáció,

2Ő360282930   eset. b) Űármely név többször is szerepelhet: ismétlé-
ses variáció, 2700030 3   féle lehetĘség.

Példa: Hányféleképpen tölthetĘ ki egy totószelvény? (13 + 1 mérkĘ-
zésre tippelhetünk, mindegyik tipp 1 vagy 2 vagy x lehet.)

Megjegyzés: Klasszikus példa az ismétléses variációra. A megoldás: 314.
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3. Kombináció (kiválasztás)

Definíció: Ha n különbözĘ elembĘl kiválasztunk k elemet úgy, hogy
nem számít a kiválasztás sorrendje, és bármely elem legfeljebb egyszer
választható ( nk 0 ), akkor az n elem egy (k-ad osztályú) ismétlés nél-
küli kombinációját kapjuk.

Tétel: n elem k-ad osztályú ismétlés nélküli kombinációinak szá-

ma  !!
!

knk
n

k
n





Definíció: Ha n különbözĘ elembĘl kiválasztunk k elemet úgy, hogy

nem számít a kiválasztás sorrendje, és bármely elem többször is választ-
ható, akkor az n elem egy (k-ad osztályú) ismétléses kombinációját kap-
juk.

Tétel: n elem k-ad osztályú ismétléses kombinációinak száma




 
k
kn 1

.

Megjegyzés: Az ismétléses kombináció fogalma és kiszámítási módja
csak kiegészítĘ anyag. Az ismétlés nélküli kombinációk számát az ismét-
lés nélküli variációk számából egyszerĦen megkaphatjuk, ha a már kivá-
lasztott k elem különbözĘ sorrendjeit (melyek száma k!) csak egyszer
vesszük figyelembe, vagyis az ismétlés nélküli variációk számát osztjuk
k!-sal. Az ismétlés nélküli kombináció fogalmát és számítási módját a
valószínĦség-számításban a visszatevés nélküli mintavételnél használjuk.

Példa: Egy 30 fĘs osztály tagjai között 3 egyforma ajándékot sorsol-
nak ki. A sorsolás úgy történik, hogy minden tanuló nevét ráírják egy-egy
cédulára, a cédulákat egy dobozba teszik, majd ezek közül véletlenszerĦ-
en húznak ki hármat egymás után. Hányféle módon történhet az ajándé-
kok kiosztása, ha a cédulákat az egyes húzások után a) nem teszik vissza,
b) visszateszik?

Megoldás: 30 elembĘl 3-at választunk ki, mivel az ajándékok egyfor-
mák, ezért nem számít a kiválasztás sorrendje: kombinációról van szó. a)
Űármelyik nevet csak egyszer húzhatják: ismétlés nélküli kombináció,
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Ő060
3

30 



 eset. b) Űármely név többször is szerepelhet: ismétléses

kombináció, Ő960
3

1330 


 
 féle lehetĘség.

Példa: Az ötös lottón 90 számból 5-öt sorsolnak ki. Hányféle kimene-
tele lehet a sorsolásnak?

Példa: Hány metszéspontja lehet a síkon n általános helyzetĦ egyenes-
nek?

Példa: Hány darab k elemĦ részhalmaza van egy n elemĦ halmaznak?

Megjegyzés: A fentiek klasszikus példák az ismétlés nélküli kombiná-
cióra. Mindegyik feladatot átfogalmazhatjuk a következĘ módon: Hány-
féleképpen választhatunk ki n elem közül k elemet (nem számít a sor-
rend)? A kombinációval való számolásnak ez a tipikus kérdése.

Ő. A Pascal-háromszög

Többnyire a kombinatorikai fejezetek bevezetĘjében szoktak szerepel-
ni olyan leszámlálási feladatok, amelyekben arra kell választ adni, hány-
féle módon lehet bizonyos útvonalakon meghatározott pontokba eljutni,
betĦs ábrákból hányféleképp lehet szavakat kiolvasni. Az ilyen fajta fela-
datok megoldására érdemes visszatérni a variációk, kombinációk kiszá-
mítási módjának megismerését követĘen.

Példa: Hányféleképp olvasható ki a „matematika”és a „feladat” szó az
alábbi 2. ábrából, ha minden lépésben csak jobbra és lefelé lehet haladni?

M A T E M A F E L A D A T

A T E M A T E L A D A T

T E M A T I L A D A T

E M A T I K A D A T

M A T I K A D A T

A T

T
2. ábra
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Megoldás: Mindkét feladatban megkaphatjuk a Pascal-háromszög egy-
egy részletét, ha a betĦk helyére írjuk azokat a számokat, amelyek az
adott betĦhöz vezetĘ útvonalak számát adják meg (3. ábra).

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 2 3 Ő ő 6 1 2 3 Ő ő 6

1 3 6 10 1ő 21 1 3 6 10 1ő

1 Ő 10 20 3ő ő6 1 Ő 10 20

1 ő 1ő 3ő 70 126 1 ő 1ő

1 6

1
3. ábra

A példa négyzetes elrendezésĦ feladatának megoldásához a következĘ
gondolatmenetet is használhatjuk. Összesen 9 lépést kell tennünk, ebbĘl
5-öt jobbra és 4-et lefelé. A lépéssorozatot a kezdĘbetĦkkel leírva minden
egyes, 5 darab J és 4 darab L betĦbĘl álló betĦsorozat (kölcsönösen egy-
értelmĦen) megad egy kiolvasási lehetĘséget, vagyis annyiféleképp ol-
vasható ki a szó, ahány ilyen jelsorozat létezik. Ezt ismétléses permutáci-

óval számolhatjuk ki: 126
!Ő!ő

!9  . Másik megközelítés, hogy a 9 lépésbĘl

azt az 5-öt (4-et) kell kiválasztanunk, amikor jobbra (lefelé) lépünk. Az

összes ilyen kombináció száma: 



ő
9

.

A háromszög alakú elrendezésnél is megadhatjuk a fent említett mó-
dokon minden egyes szóvégi T betĦnél, hogy hányféle útvonalon jutot-

tunk oda. Így a 












6
6

,
2
6

,
1
6

,
0
6   számokat kapjuk, melyek összege

adja a megoldást. Ennél az elrendezésnél is célt érhetünk a kiolvasások és
a megfelelĘ jelsorozatok kölcsönösen egyértelmĦ hozzárendelésével. Itt
mindig választhatunk, hogy jobbra vagy lefelé lépünk, így egy olyan 6
elemĦ jelsorozat tartozik egy kiolvasáshoz, amelyben mindegyik betĦ
lehet J vagy L. Most tehát variációval van dolgunk, az összes lehetĘség:
26 = 64.
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Megjegyzés: A fenti példákkal bevezethetjük, illetve - ha a halmazok
vagy algebra témakörben már szóba került - átismételhetjük a Pascal-
háromszöggel (4. ábra) kapcsolatos ismereteket.

4. ábra

A Pascal-háromszög alapórán nem tartozik a kötelezĘ anyaghoz, de
sokoldalú használata, érdekes tulajdonságai miatt érdemes gyengébb cso-
portokban is érinteni. A fenti példa megoldásában a Pascal-háromszögnek
a részhalmazok számával kapcsolatban már említett tulajdonsága bukkan

elĘ: az n. sorban álló számok összege n

n
nnn

2
10










  , amely

állítás egyben a binomiális tételnek is következménye. Akár formális le-

vezetéssel, akár az 



k
n

 binomiális együttható jelentését használva iga-

zolható a Pascal-háromszög további két tulajdonsága.

Tétel: 








kn
n

k
n

és 







 




1
11

k
n

k
n

k
n

Nknkn  ,,11

Megjegyzés: A fenti összefüggések a Pascal-háromszög szimmetriáját
és képzési módját fejezik ki, ezért a szemlélet alapján is könnyen megért-
hetĘk. A tételek bizonyítása, a Pascal-háromszög további tulajdonságai-
nak vizsgálata lehet szorgalmi feladat.







































































ő
ő

Ő
ő

3
ő

2
ő

1
ő

0
ő

Ő
Ő

3
Ő

2
Ő

1
Ő

0
Ő

3
3

2
3

1
3

0
3

2
2

1
2

0
2

1
1

0
1

0
0
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ő. Összetett kombinatorikai feladatok

A kombinatorikai feladatok nehézségét sokszor az adja, hogy nehezen
ismerhetĘ fel a feladat típusa, vagy a feladatokban nem tisztán az egyik
típus szerepel. A megoldás ellenĘrzése sem lehetséges, pl. az egyenletek-
nél megismert módon. Nézzünk ezekre is néhány példát!

Példa: Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 számjegyekbĘl hány olyan négyjegyĦ számot
készíthetünk, amelyben szerepel az 1-es számjegy?

Megoldás: (1) (hibás) Ha az elsĘ helyen szerepel az 1-es, a többi hely-
re 6-féle számot írhatunk, ez 2166 3   eset. Ha a második jegy az 1-es,
akkor az elsĘ, harmadik és negyedik helyre is 6 szám kerülhet, ami szin-
tén 2166 3   eset. Ugyanígy járhatunk el, ha a harmadik vagy a negyedik
helyen áll az 1-es. Összesen tehát 86Ő6Ő 3   ilyen szám van.

(2) Az elĘbbi megoldásban ugyanazokat az eseteket többször is meg-
számoltuk, pl. az 1514-et két esetbe is beszámoltuk: amikor az elsĘ he-
lyen, és amikor a harmadik helyen áll az 1-es. Ezeket az átfedéseket kikü-
szöböljük. Az elĘforduló 1-esek száma szerinti eseteket különböztetünk
meg. Ha 1 darab 1-es van a számban, az 4 helyre kerülhet, a többi
helyiértéken pedig csak a többi 5 számjegy szerepelhet, ez ő00őŐ 3 
eset. Ha 2 darab 1-es van a számban, ezek helyét a 4 hely közül 6

2
Ő 



féleképp választhatjuk, a maradék két helyre csak a többi 5 szám kerülhet,
ez 1ő0ő6 2   eset. Ha 3 darab 1-es van a számban, ezek Ő-féle helyre ke-
rülhetnek, a Ő. számjegy ő-féle lehet, ez Ő . ő = 20 eset. Ha Ő darab 1-es van a
számban, ez 1 eset. Összesen 500 + 150 + 20 + 1 = 671 ilyen szám van.

(3) Az esetek szétválasztása történhet aszerint, hogy azt vizsgáljuk, a
számban melyik helyen áll elĘször (balról) az 1-es. Ha az elsĘ jegy 1-es, a
többi 6-féle lehet, ez 2166 3   eset. Ha csak a második helyen szerepel
elĘször az 1-es, akkor a legnagyobb helyiértéken csak a többi 5 szám áll-
hat, az 1-es mögött bármelyik, ez 1806ő 2   eset. Ha az elsĘ 1-es a har-
madik helyen áll, akkor az elĘtte levĘ két helyen csak 5-féle számjegy
állhat, az utolsó helyre bármelyik szám kerülhet, ez 1ő06ő 2   eset. Vé-
gül, ha csak az utolsó helyen áll 1-es, 12őő 3   lehetĘség. Összesen 216
+ 180 + 150 + 125 = 671 ilyen szám létezik.
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(Ő) Rövidebb a megoldás, ha az összes eset számából levonjuk a szá-
munkra kedvezĘtlen, ám könnyen számolható esetek számát. Összesen

Ő6  négyjegyĦ számot képezhetünk, ezek közül Őő  nem tartalmazza az 1-
est (ekkor csak a többi számjegyet használtuk). A keresett számokból
tehát 671ő6 ŐŐ  darab van.

Megjegyzés: A komplementer leszámlálás módszere a kombinatorikai
és a valószínĦség-számítási feladatokban is jól használható eszköz. Érde-
mes a módszer bemutatása elĘtt a kitĦzött feladatnak egy hosszabb meg-
oldási módját is végignézni, hogy világossá váljon a módszer elĘnye.

Példa: Egy százlábú reggel véletlenszerĦ sorrendben húzza fel a lábai-
ra a zoknicskáit és a cipĘcskéit. Hányféle sorrendben veheti fel a százlábú
a zoknijait és cipĘit (feltéve, hogy a százlábú is zoknira húzza a cipĘjét)?

Megoldás: Számozzuk meg a százlábú lábait. Minden lábára zokni,
majd cipĘ is kerül, így egy lehetséges öltözködési sorrendet megadunk
azzal, hogy 1-tĘl 100-ig minden egész számot kétszer felsorolunk vala-
milyen sorrendben. Tehát 200 elemet állítunk sorba, vagyis ismétléses

permutációval számolhatunk. A sorrendek száma:  100!2
!200 .

Példa (Kosztolányi et al., 200Ő: 3ő): Az 52 lapos francia kártya cso-
magban 4-féle színĦ lap van, és minden színbĘl 13-féle figura. Hányféle-
képpen kaphat az elsĘ játékos 5 olyan lapot, amelyikben (1) nincs két
egyforma figura; (2) pontosan két egyforma figura van; (3) valamelyik
figurából négy darab van (póker)?

Megoldás: (1) A 13 különbözĘ figurából 5-féle van a kezünkben, ez





ő

13
-féle módon lehet, és mindegyik figurát 4 szín közül választhatjuk,

ami összesen: 1317888Ő
ő

13 ő 



lehetĘség.

(2) A két egyforma figurát a 13 közül 13-féleképp választhatjuk meg, a

színére 



2
Ő

 lehetĘség van. A többi három lap a maradék 12 figura közül
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



3

12
-féleképp kerül ki, mind 4-féle színben. A lehetĘségek száma:

10982Ő0Ő
3

12
2
Ő

13 3 





 .

(3) A 13 figurából az egyformákat 13-féleképp választhatjuk, melléjük
kerül még egy másik figura, ami 12-féle lehet, és ez bármely színben elĘ-
fordulhat. A póker tehát 62ŐŐ1213  esetben fordul elĘ.

A középiskolai matematikatanítás során kombinatorikai problémák
elĘfordulhatnak különbözĘ fejezetekben: a halmazelméletben, a számel-
méletben, a geometriában, a gráfelméletben. A kombinatorika ismeretére
kell alapoznunk a valószínĦség-számítás tanításakor. A kombinatív ké-
pesség ugyanakkor mindennapi gondolkodásunkban is alapvetĘ szerepet
játszik, hiszen a különbözĘ lehetĘségek számbavétele nélkülözhetetlen
feltétele a helyes döntéseknek.

6. Valószínűség-számítás

A valószínĦség-számítás megalapozása már az általános iskolában
megkezdĘdik, a legkülönbözĘbb kombinatorikai feladatok megoldásával.
A középiskolában a 9. és a 10. évfolyamon kibĘvítjük, rendszerbe foglal-
juk a kombinatorikára vonatkozó ismereteinket. Emellett a 9. évfolyam
elején a halmazalgebra, majd a Űoole-algebra tárgyalása is segíti az ese-
ményalgebra késĘbbi bevezetését, azaz a valószínĦség-számítás megala-
pozását. A témakör tárgyalása azonban hagyományosan a 11-12. évfo-
lyamra esik.

E tárgyalás során mindenekelĘtt tisztáznunk kell a véletlen tömegjelen-
ség fogalmát, bár erre klasszikus matematikai egzaktságú definíciót nem
tudunk adni. Elmagyarázzuk, hogy a kísérlet a véletlen tömegjelenség
egyszeri megfigyelése, vagy elĘidézése. Mindezeket és a további fogal-
mak nagy részét is példákkal kell alátámasztanunk – akár úgy is, hogy a
nagy klasszikushoz, a kockadobáshoz folyamodunk: minden diákkal ho-
zatunk egy-egy szabályos dobókockát, és azzal szemléltetjük az általunk
elmondottakat. Ez a gyakorlati megközelítés segíthet az esemény, elemi
esemény, eseménytér, lehetetlen esemény és biztos esemény fogalmának
kialakításában is.
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Definíció: Az esemény egy véletlen tömegjelenséggel kapcsolatos kí-
sérlet egyik lehetséges kimenetele.

Így szoktuk definiálni az eseményt, de ezzel a meghatározással azon-
nal gondjaink is adódhatnak, hiszen a lehetetlen eseményt is eseménynek
tekintjük, pedig az éppen nem következik be a kísérlet során.

Definíció: Az elemi esemény olyan esemény, ami az adott kísérlet so-
rán csak egyféleképpen fordulhat elĘ.

Definíció: Az eseménytér egy adott véletlen tömegjelenségre vonatko-
zó elemi események összessége. Jele: H. (A szakirodalomban gyakran Ω
szerepel, de talán célszerĦ itt is az egyszerĦbb, illetve a halmazelméleti
jelölésrendszerhez igazodó szimbólumot választani.)

Példa: Egy dobozban 4 piros, 3 fehér és 5 zöld golyó van. Visszatevés
nélkül kihúzunk a dobozból egymás után két golyót. Írjuk fel az ese-
ményteret!

Megjegyzés: Azt, hogy a különbözĘ színĦ golyók aktuális száma nem
játszik szerepet az eseménytér felírásában, a tanulók általában nem látják,
megzavarja Ęket a megoldás szempontjából felesleges adatsor. Az ese-
ménytér:  zzzpzfpzpppffzfpffH ,,,,,,,. ; célszerĦ arra biztatni a
diákokat, hogy az egyes elemi eseményeket valamilyen rendszerben, pél-
dául lexikografikus sorrendben írják le, hogy biztosan ne hagyjanak ki
egyet sem. Számos ilyen feladat fekete és fehér golyókkal dolgozik, de
ezekben feleslegesen megnehezíti a leírást az azonos kezdĘbetĦ.

Az eseménytér meghatározása után az eseményekre már elegendĘ e
halmaz részhalmazaiként hivatkozni. Ahhoz, hogy ezt megtehessük, itt is
szükségünk van a tartalmazási reláció megfelelĘjére.

Definíció: Legyen A és B egy eseménytér két eseménye. Azt mondjuk,
hogy A maga után vonja B-t, ha  A csak azokban az esetekben következik
be, ha B is bekövetkezik. Jele BA  .

Definíció: A lehetetlen esemény olyan esemény, ami az adott véletlen
tömegjelenség megfigyelése során nem következhet be. Jele: Ø vagy  .

Definíció: A biztos esemény olyan esemény, ami az adott véletlen tö-
megjelenség megfigyelése során mindenképpen bekövetkezik. Jele: I. (A
biztos eseményt egy-egy konkrét véletlen tömegjelenséggel kapcsolatban
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sokféleképpen megadhatjuk, talán emiatt alakult ki ez a jelölés. Űárho-
gyan is adjuk meg, a halmazelméleti analógiák következetes alkalmazása
miatt itt tulajdonképpen a H eseménytérrĘl – alaphalmazról – van szó. )

Jól kell látnunk – és láttatnunk – tehát az analógiát a halmaz- és a
Űoole-algebrával. Miután az eseményalgebra megadásakor már jócskán
túl vagyunk az elĘzĘ két algebrához tartozó ismeretek átadásán, könnyen
hivatkozhatunk a tanulók akkor megszerzett tudására. A mĦveletek elne-
vezése, megfogalmazása azonban más, és a jelölésük is. Ez utóbbi nem
egyértelmĦ: a tankönyvek, példatárak egy része a halmazelméleti jelölé-
seket veszi át ( , ), másik részük a számok között használatos mĦveleti
jelek mellett teszi le a voksot ( , ).Mi ez utóbbi megoldást választjuk, de
mindenki a saját tanítási gyakorlatában következetesen kell, hogy hasz-
nálja az általa elĘnyben részesített változatot – a diákok figyelmét azon-
ban mindenképpen érdemes felhívni erre a jelölésbeli kettĘsségre.

Definíció: Legyen adott a H  eseménytér, és legyen HA  tetszĘleges
esemény. Ekkor az A esemény ellentett eseménye az a H -beli esemény,
ami akkor következik be, ha A nem. Jele: A .

Definíció: Legyen adott a H  eseménytér, és legyenek
HBA , tetszĘleges események. Ekkor az A és a B események össze-

ge  BA   az az esemény, ami akkor következik be, ha A  vagy
B teljesül.

Definíció: Legyen adott a H  eseménytér, és legyenek
HBA , tetszĘleges események. Ekkor az A és a B események szorza-

ta  BA   az az esemény, ami akkor következik be, ha A  és B is teljesül.

A definíciók mellett mindenképen ki kell térnünk a legfontosabb tulaj-
donságokra, mindenekelĘtt a kommutativitásra, az asszociativitásra és a
két disztributív törvény teljesülésére, továbbá a nagyon jól használható de
Morgan-azonosságokra. Ki kell térnünk a különbség definiálására is, amit
persze megtehetünk az eddigi mĦveletek segítségével is
( A \ BAB  ), továbbá az egymást kizáró események fogalmára, ami a
halmazelmélet „diszjunkt halmazok” fogalmával analóg (  BA Ø ).A
mĦveletek rögzítését, begyakorlását példákkal érdemes segítenünk.

Példa: Egy diák vonattal Űudapestre utazik. Legyen A  az az esemény,
hogy az út során zenét hallgat, B  az, hogy internetezik, C  pedig az, hogy
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olvas. Írja le szövegesen, mit jelentenek az alábbi események:
(1) CBA  ,(2) CBA  ,(3) BA  ,(Ő) CABA  !

Megjegyzés: Az (1) megfogalmazása egyszerĦ: „A diák vagy zenét
hallgat, vagy internetezik, vagy olvas.” Itt arra érdemes felhívni a figyel-
met, hogy a vagy ebben az esetben természetesen megengedĘ értelmĦ. A
(2)-t sem nehéz megadni: „A diák zenét hallgat és internetezik, de nem
olvas.” Itt a „de” kötĘszó használata érdemel figyelmet és magyarázatot.
A (3) pont megválaszolása már nagyobb körültekintést igényel: a kissé
nehézkes „Nem igaz az, hogy a diák zenét hallgat vagy internetezik.” el-
fogadása mellett hívjuk fel a figyelmet a de Morgan-azonosság alkalma-
zásával érvényesíthetĘ „A diák nem hallgat zenét és nem is internetezik.”
alakra! A (Ő) válasz megadása az elĘzmények ismeretében nem nehéz: „A
diák vagy nem hallgat zenét, vagy nem internetezik, vagy zenét hallgat, de
nem olvas.”

Példa: Legyen az eseménytér a koordináta-rendszer azon pontjainak
halmaza, amelyek yx,  koordinátáira Ő,0  yx teljesül. VéletlenszerĦen
jelöljük meg e ponthalmaz egyik pontját!  Legyen az A esemény az, hogy
e pont koordinátáira teljesül az     Ő221 22  yx összefüggés, a B
esemény pedig az, hogy a koordinátákra igaz az 0 yx egyenlĘtlenség!
Ábrázoljuk a következĘ mĦveleteknek megfelelĘ ponthalmazokat: a.)

BA  b.) BA  c.) B \ A !

Megjegyzés:Az A és a B eseményeknek megfelelĘ ponthalmazok kö-
zös koordináta-rendszerben történĘ ábrázolása (5. ábra) után (Geo-
Gebrában vagy interaktív táblán is akár) a megfelelĘ területek jelölhetĘk
– vigyáznunk kell azonban a határvonalak jelölésére! Fel kell ismernünk
– és érdemes azonos átalakításokkal igazolni is – hogy a (2) és a (3) pont-
nak megfelelĘ ponthalmaz azonos!
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5. ábra

Ezt a példát természetesen akkor célszerĦ kitĦzni, ha a koordináta-
geometria fejezet tárgyalása után foglalkozunk az eseményalgebrával. Ott
azonban nagyon hasznos lehet: egyrészt visszautal a korábban megtanult
ismeretekre, másrészt elĘkészíti a geometriai valószínĦség feldolgozását.
Külön érdemes odafigyelni az egyes alpontok megoldása során a határvo-
nalak pontjaira, azok tudatos ábrázoltatására.

A fentiek mellett a szokásos kockadobás, pénzfeldobás, kártyahúzás
feladataiból is érdemes válogatnunk a gyakorlás során.

A valószínűség fogalmának megközelítése két irányból történhet: ta-
pasztalati és axiomatikus úton. A legcélszerĦbbnek az tĦnik, ha mindket-
tĘt megbeszéljük a diákokkal, segítve ezzel a fogalom elmélyítését.

A tapasztalati megközelítéshez megint jó a kockadobásos gyakorlatok-
hoz fordulni: néhány ilyen kísérlet elvégzése után tisztázhatjuk a gyakori-

ság(k, nk 0 ) és a relatív gyakoriság fogalmát 


  10
n
k

, s a diákok

kísérleti eredményeit összevetve bevezethetĘ „az esemény valószínűsége
az az érték, ami körül az adott esemény relatív gyakorisága ingadozik”
meghatározás. Ezt azután kiegészíthetjük az elméleti definícióval.

Definíció: Legyen adott a H eseménytér. Az eseménytérhez tartozó
események halmazán értelmezett P valós értékĦ függvényt valószínűség-
nek nevezzük, ha
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(1)   HAAP  ,0 -ra
(2)   1HP
(3)        BAHBABPAPBAP ,,, Ø esetén.
E két megközelítés egymást kiegészítve adhatja meg a diákok számára

azt a valószínĦség-fogalmat, amit aztán sikerrel használhatnak feladat-
megoldásaik során is.

Nem szabad megfeledkeznünk a tulajdonságok megemlítésérĘl, ame-
lyek közül a két legfontosabbat számtalanszor használnunk kell a késĘb-
biek során.

Tulajdonságok:
(1)         HBABAPBPAPBAP  ,, esetén;

(2)     HAAPAP  ,1 – ra.
A továbbiakban a középiskolában elsĘsorban az úgynevezett klasszi-

kus valószínĦségi mezĘn dolgozunk, ahol a lehetséges kimenetelek száma
véges és mind azonos valószínĦségĦ. A klasszikus valószínĦségi mezĘn
egy esemény valószínĦsége megadható az esemény szempontjából kedve-
zĘ esetek és az összes eset hányadosaként:

számaesetösszes
számaesetekkedvezőP 

Számos példán keresztül kell elmélyítenünk ezt a kiszámítási módot,
ügyelve a fokozatosság elvére, illetve figyelve arra, hogy mind a kedvezĘ,
mind az összes eset kiszámítása többnyire kombinatorikai eszközöket
igényel, így mindenképpen célszerĦ ezeket feleleveníteni. Mindezt az
ismert tankönyvek, példatárak alapján nem könnyĦ megtervezni, hiszen
ezek egy része a kombinatorikai, illetve a valószínĦség-számítással kap-
csolatos feladatokat nem a leglogikusabb, didaktikailag legmegfelelĘbb
sorrendben közli.

Példa: Egy debreceni űOMENIUS-találkozón 12 magyar, 6 francia, 8
német és 4 spanyol diák vesz részt, más nem. VéletlenszerĦen kiválasztva
egy diákot, mi annak a valószínĦsége, hogy ez a diák (1) magyar; (2) nem
spanyol; (3) japán; (Ő) európai?

Megjegyzés: MindenekelĘtt azt kell tisztázni, hogy az összes eset eb-
ben a feladatban 30, hiszen ennyien vannak a találkozón. A kedvezĘ ese-
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tek száma az (1) feladatrészben 12, így a keresett valószínĦség





10
Ő

30
12P . A(2) pontban az ellentett esemény valószínĦségének ki-

számítására vonatkozó képlet használatát is megmutathatjuk:

30
26

30
Ő1 P . A (3) a lehetetlen  0P , míg a (Ő) a biztos eseményre

mutat példát: 1
30
30 P .

Példa: Egy szabályos dobókockával egyszer dobva, mi a valószínĦsége
annak, hogy a dobott szám (1) prím; (2) 3-nál nem kisebb; (3) egyjegyĦ?

Megjegyzés: Az elĘzĘ feladathoz hasonló módon számolhatunk, de
ügyeljünk az (1) részben a prímszám fogalmának helyes használatára




 
6
3P , a (2) pontban a „nem kisebb” feltételre 


 

6
ŐP . A(3)-ban újra

felismertethetjük a biztos eseményt  1P .
Példa: Egy csomag francia kártyából – amelyben 4 szín mindegyiké-

bĘl 13-13 különbözĘ figura található – véletlenszerĦen kihúzva egy lapot,
mi annak a valószínĦsége, hogy a kihúzott lap (1) a treff ász; (2) treff; (3)
ász; (Ő) nem kĘr?

Megjegyzés: Az elĘzĘ feladatokhoz hasonlóan dolgozhatunk; az ered-

mények: (1)
ő2
1P ; (2)

Ő
1

ő2
13 P ; (3):

13
1

ő2
Ő P ; (Ő)

Ő
3

ő2
131 P .

A fenti feladatokhoz még semmilyen kombinatorikai ismeret nem
szükséges, csupán a számítási mód elmélyítését szolgálják ügyelve arra,
hogy a diák lásson példát a lehetetlen és a biztos eseményre, illetve az
esemény ellentettjének kiszámítására. Emellett azt is bevéshetjük a segít-
ségükkel, hogy a valószínĦség értéke mindig 0 és 1 közötti szám.

A korábbi példák módosításával már olyan feladatokat adhatunk meg,
ahol a kedvezĘ esetek, illetve összes eset megadása kombinatorikai meg-
fontolásokat igényel.

Példa: Egy debreceni űOMENIUS-találkozón 12 magyar, 6 francia, 8
német és 4 spanyol diák vesz részt, más nem. VéletlenszerĦen kiválasztva
két diákot, mi annak a valószínĦsége, hogy a két diák (1) spanyol; (2)
azonos nemzetiségĦ?
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Megjegyzés: MindenekelĘtt rá kell vezetnünk a diákokat, hogy mind a
kedvezĘ, mind az összes eset megadása az ismétlés nélküli kombináció
eszközével történhet. Az (1) rész megoldása így egyszerĦen adódik:

1Őő
2

Ő3ő
6

2
30
2
Ő










P . Felmerülhet a diákokban, hogy miért nem vettük

figyelembe a kiválasztás sorrendjét. A válaszunk az lehet, hogy a feladat
szövegében semmi nem utal arra, hogy figyelembe kellene vennünk. Ha
következetesen, azaz a számláló és a nevezĘ kiszámításakor is figyelembe
vennénk, azaz mindkét helyen az ismétlés nélküli variáció elvét követ-
nénk, a megoldásunk akkor is ugyanezt az eredményt ad-

ná 


 


1Őő
2

3029
3ŐP . A(2) pont megoldása során elĘször tisztázzuk,

hogy az „azonos nemzetiségĦ” ebben az esetben azt jelenti, hogy mind-
kettĘ vagy magyar, vagy francia, vagy német, vagy spanyol. A „vagy”
kötĘszó használata segítheti a diákokat abban, hogy a felismerjék: a ked-
vezĘ eseteket össze kell adnunk. Így az eredmény:

Ő3ő
11ő

2
30

2
Ő

2
8

2
6

2
12



















P

Példa: Egy szabályos dobókockával kétszer dobva, mi a valószínĦsége
annak, hogy a dobott számok (1) összege prím; (2) szorzata prím; (3) ösz-
szege 9-nél kisebb?

Megjegyzés: E feladat megoldása során – különösen a gyengébb tanu-
lók számára – hasznos lehet, ha egyszerĦen felrajzoljuk egy 6x6-os mátrix
elemeiként a lehetséges dobásokat, és az így kialakult táblázatból vá-
lasztjuk ki a kedvezĘ eseteket.
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1. táblázat

Az 1. táblázatból kiolvasható az (1) rész megoldása (a kedvezĘ esetek

a táblázat kiemelt értékei, 
36
1őP  ), valamint a (3) ponté (a kedvezĘ ese-

tek a körülhatárolt terület számai, 
36
26P ).

A (2) esetben még táblázatot sem szükséges készítenünk, hiszen vé-
giggondolhatjuk, hogy a prímek közül csupán a 2, 3, 5 állhat elĘ dobott
pontok szorzataként, és mindegyik kétféleképpen. Így a keresett valószí-

nĦség: 
6
1

36
6 P

Példa: Egy csomag francia kártyából – amelyben 4 szín mindegyikébĘl
13-13 különbözĘ figura található – véletlenszerĦen kihúzva 8 lapot, mi annak
a valószínĦsége, hogy a kihúzott lapok közül 4 treff, 2 pedig ász?

Megjegyzés: E feladat megoldása során meg kell értetnünk a diákok-
kal, hogy a kedvezĘ lehetĘségek összeszámlálása során fontos megkülön-
böztetnünk két esetet:

(1) ha ugyanis kihúztuk a treff ászt, akkor mellé még 3 treffet kell ki-
választanunk a maradék 12 treff közül, 1 ászt a maradék 3 ász kö-
zül, illetve 3(!) további lapot a fennmaradó 36(!) egyéb lap közül;

(2) ha viszont nincs a kezünkben a treff ász, akkor 4 treffet választha-
tunk a 12(!) ilyen színĦ lap közül, 2 ászt a 3 nem treff ász közül, és
2 további lapot a fennmaradó 36 lap közül.

Ezek után még feltehetĘ az a kérdés is, hogy vajon összeadni, vagy
összeszorozni kell-e az így kiszámolt két számot. Űiztosan lesz, nem is
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egy olyan diák, aki szorozni szeretné a megfelelĘ értékeket. űélszerĦ
ilyenkor megint az összeadásVAGY-mĦvelet, illetve szorzásÉS-
mĦvelet analógiára hivatkozni: ha az esetek közé értelmesen a „vagy”
kötĘszó illeszthetĘ, akkor az összeadást, egyébként pedig a szorzást kell
választani.

A végeredmény tehát: 00127,0

8
ő2

2
36

2
3

Ő
12

3
36

1
3

3
12

























P

TĦzzünk ki olyan feladatokat is, amelyek során az eseményalgebra
mĦveleteit használtathatjuk!

Példa: Helyezzük el egy dobozban a 0, 2, 3, 5, 5, 6 számokat tartalma-
zó kártyákat, majd egyesével kivéve a dobozból, rakjuk Ęket egymás
mellé! Legyen A az az esemény, hogy így 4-gyel osztható hatjegyĦ szá-
mot kapunk, B pedig az, hogy az így kapott szám 5-tel osztható. Határoz-
zuk meg a következĘ események valószínĦségét: BABABA  ,, !

Megjegyzés: Amellett, hogy ezzel a példával gyakorolhatjuk az ese-
ményalgebra mĦveleteit és azonosságait, valamint a valószínĦségre vo-
natkozó tulajdonságokat, ismét ráirányíthatjuk a figyelmet az esetszétvá-
lasztás fontosságára, hiszen másképpen kell számolnunk azokban az ese-
tekben, amikor a szám 0-ra végzĘdik (az 5-tel oszthatóság esetén) vagy az
utolsó két pozíció valamelyikén 0 áll (ha a 4-gyel oszthatóság eseteit
akarjuk számba venni), és másképpen, ha ezek nem teljesülnek. Fontos
felismertetni a feladatmegoldás célszerĦ lépéseit is: a  AP  és a  BP
kiszámítása után érdemes a  BAP  -vel foglalkozni, hiszen a       BAPBPAPBAP   és az BABA   azonosság segít-
ségével a másik két kérdés könnyen megválaszolható. Ezen megfontolá-
sok alapján tehát elĘször kiszámoljuk az összes esetet: ismétléses permu-

tációval ez 360
!2
!6  . A4-gyel osztható számok végzĘdései alapján három

csoportot különíthetünk el:
(1) az elsĘbe a 20 és a 60 végĦ számok tartoznak, ilyenbĘl összesen

2Ő
!2
!Ő2  van;
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(2) a másodikba a 32 és a 36 végĦek, ezek száma összesen

18
!2
!3

!2
!Ő2 


  ;

(3) a harmadikba az 52-re és az 56-ra végzĘdĘek, amelyekbĘl
36!332   van.

A B esemény egyszerĦbben kezelhetĘ:

(1) a 0-ra végzĘdĘ esetek száma 60
!2
!ő  ,

(2) az 5-re végzĘdĘeké pedig 96!ŐŐ  .

Így  
60
13

360
78 AP ,  

60
26

360
1ő6 BP .

Az BA   a 20 és 60 végĦ számokat jelenti, tehát  
60
Ő

360
2Ő  BAP .

EbbĘl  
12
7

60
3ő

60
Ő

60
26

60
13  BAP ,

   
1ő
1Ő

60
ő6

60
Ő1  BAPBAP

A fenti példa egyébként határeset: a kerettanterv inkább csak emelt
szinten várja el, hogy a diákok ennyire otthon legyenek az eseményalgeb-
rában. De eddig is láthattuk: ugyanazt a feladatot többféleképpen megfo-
galmazva, vagy a megoldást többféle úton elképzelve e képzeletbeli ha-
tárvonalnak hol egyik, hol másik oldalán sétálunk. Jó példa az elĘbb el-
mondottakra a nevezetes eloszlások kérdésköre. A kétszintĦ érettségi be-
vezetésekor úgy tĦnt a gyakorló középiskolai tanárok számára, hogy a
hipergeometrikus és a binomiális eloszlás csupán emelt szinten fog meg-
jelenni az érettségi követelmények közt. Aztán néhány év múlva tapasz-
talhatták – több, a középszinten kitĦzött feladat kapcsán is – hogy érde-
mes megismertetni ezeket diákjaikkal. Ezen feladatok többsége persze
tisztán kombinatorikus megfontolások alapján is megoldható – de hát a
diákok egy része számára nagyon fontos, hogy legyen elméleti fogódzó,
legyen „séma” az ilyen feladatok megoldására. Persze nem képleteket
akarunk tanítani – a matematika lényege veszne el, ha ezt tennénk – még-
is sokat segítünk a „séma” megmutatásával a tanulóknak. Nézzünk mind-
erre néhány példát.
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Példa: Egy 16 fĘs diákcsoport minden tagja véletlenszerĦen, egyenlĘ
eséllyel indul tanítás után moziba, tanulni, illetve a sportolni. Mennyi
annak a valószínĦsége, hogy közülük valaki tanulni indul?

Megjegyzés: A megoldás során fel kell ismertetnünk, hogy könnyebb
az ellentett esemény („senki sem indul tanulni”) valószínĦségét kiszámol-
ni. A diákok többsége azonban ezzel is elakad: nem ismerik fel, hogy
mind az összes eset, mind a kedvezĘ esetek kiszámítása az ismétléses
variáció elvén történhet. Segíthetjük ezt a felismerést azzal, hogy M,T,S
feliratú kártyákkal modellezzük az eseményt. Az összes eset megadásá-
hoz mindenki tetszés szerint választhat a – megfelelĘen sok példányban
létezĘ – háromféle kártya közül (ez 163 -féle módon történhet), az ellentett
esemény kedvezĘ eseteinek összeszámlálásához viszont mindenki csak az
M és az S feliratú kártyák valamelyikét veheti el (e lehetĘségek száma

162 ). Így a feladat végeredménye: 998ő,0
3
21 16

16 P .

MielĘtt rátérnénk a binomiális eloszlással történĘ megoldásra, meg-
említjük, hogy ha emelt szinten már tárgyaltuk az események független-

ségének témakörét, akkor a következĘ gondolatmenetet is követhetjük: 
3
2

annak a valószínĦsége, hogy egy diák nem tanulni indul. Az egyes diákok
ilyen irányú választása független egymástól, és mivel független esemé-
nyek valószínĦsége összeszorzódik, így a „senki sem indul tanulni” való-

színĦsége 
16

3
2 


P .

A visszatevéses mintavétel, azaz a binomiális eloszlás képlete is jól il-
leszthetĘ a problémára.

Tétel: Annak a valószínĦsége, hogy egy n-szer elvégzett kísérletsoro-
zat során egy p valószínĦségĦ esemény éppen k-szor fordul elĘ:

    knk pp
k
n

kP 


 1 .

A fenti példánkban 0,
3
1,16  kpn , azaz a „senki sem indul ta-

nulni” valószínĦsége most is 
16160

3
2

3
2

3
1

0
16 











P .
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A visszatevés nélküli mintavétel, vagyis a hipergeometrikus eloszlás
feladatai tulajdonképpen képlet nélkül, „józan ésszel” is megoldhatók.

Példa: Mi annak a valószínĦsége, hogy a hatoslottón éppen 4 találatot
érünk el? (A hatoslottón 6 számot kell 45 közül eltalálni.)

Megjegyzés: Az összes eset: 



6
Őő

. A kedvezĘ esetek összeszámolása

során azt kell figyelembe vennünk, hogy a 4 találat úgy áll elĘ, hogy a 6

kihúzott szám közül 4-et találunk el 


 



Ő
6

, ÉS a 39 nem kihúzott szám

közül is bejelölünk 2-t 


 



2

39
. Így a keresett valószínĦség:

00136,0

6
Őő

2
39

Ő
6













P .

Egy ilyen bevezetĘ feladat alkalmat ad a számunkra, hogy ismertessük
a visszatevés nélküli mintavételre vonatkozó összefüggést.

Tétel: Legyen adott N számú elem, közülük legyen K valamilyen
szempontból kitüntetett. Annak a valószínĦsége, hogy a N elem közül n-et
kiválasztva a kiválasztottak közt éppen k darab kitüntetett legyen:
















n
N

kn
KN

k
K

P .

Mindkét nevezetes eloszlás használatára nagyon jó feladatokat találunk
az újabb példatárakban. A diákok számára azonban olykor annak eldönté-
se okoz gondot, hogy egy adott feladat esetén melyik képletet kell hasz-
nálni. Ha a szövegbĘl egyértelmĦen kiderül, hogy visszatevéssel vagy
anélkül vesszük a mintát, akkor persze nincs gond. Ha nem derül ki, ak-
kor azzal segíthetünk, hogy rámutatunk: ha az összes elem száma adott,
akkor a többnyire a hipergeometrikus, ha nem, akkor pedig a binomiális
eloszlás célszerĦbb választani.
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Példa: Egy városban a kutatások szerint a középiskolás diákok 5%-a
küzd tanulási nehézségekkel. Megvizsgálva 20 véletlenszerĦen kiválasz-
tott diákot, mi a valószínĦsége annak, hogy közülük (1) pontosan ketten;
(2) legalább hárman küzdenek ilyen nehézséggel?

Megjegyzés: A binomiális eloszlás szerint az (1) részben most
2,20,0ő,0  knp , így a keresett valószínĦség

1887,09ő,00ő,0
2
20 182 


P . A (2)pontban nyilván érdemesebb az

ellentett esemény („legfeljebb ketten”) valószínĦségét kivonni 1-

bĘl: 07őő,09ő,00ő,0
2
20

9ő,00ő,0
1
20

9ő,01 18219120 





P .

Azt is megmutathatjuk, hogy elég nagy N elemszám esetén e két el-
oszlás megfelelĘ értékei jól közelítik egymást. Ha tehát például feltételez-
zük, hogy az adott városban N=10000 középiskolás él, akkor kiszámít-
hatjuk, hogy közülük nagyjából K=500-an küzdenek tanulási nehézsé-
gekkel. Így az (1) részben hipergeometrikus eloszlással számolva

1888,0

20
10000

18
9ő00

2
ő00













P  adódik, ami valóban jól közelíti a korábban

kapott értéket. Sajnos, az ilyen számítások elvégzése esetén hátrányba
kerülnek azok a diákok, akik a számológépükkel nem tudnak binomiális
együtthatókkal számolni. Figyelnünk kell erre is idejekorán, ha a szülĘk
számológép-vásárlási tanácsot kérnek tĘlünk!

Ezekkel a feladatokkal, mint említettük, már az emelt szintĦ tananyag
határmezsgyéjén sétálgattunk. Emelt szinten emellett nem feledkezhetünk
el a feltételes valószínűségről, a Bayes-tételről, a teljes valószínűség téte-
léről, a valószínűségi változó várható értékéről, szórásáról és a nagy
számok törvényéről sem.
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7. Statisztika

A statisztikai ismeretek oktatása csupán néhány éve került be az alap-
és a középfokú matematika kerettantervekbe.  A mindennapi életben, gaz-
dasági, közvélemény-kutatási tárgyú elemzésekben rendkívül gyakran ta-
lálkozik az átlagember adathalmazokkal, ábrázolásukkal, feldolgozásuk-
kal, így indokolt volt a témakör beemelése az iskolai oktatásba. Az ilyen
irányú ismeretek átadásában a matematika tanárának mindenképpen cél-
szerĦ együttmĦködni az informatika, illetve az esetlegesen az iskolában
megjelenĘ gazdasági alapozó tantárgyak oktatóival, elkerülendĘ a feles-
leges párhuzamosságokat.

A témakör alapozása már az általános iskola alsó tagozatán megkezdĘ-
dik: ekkor – például meteorológiai – adatokat gyĦjtenek, grafikonon ábrá-
zolják azokat, kiszámolják a terjedelmüket. A felsĘ tagozaton folytatódik
az adatgyĦjtés, és rendszerezés, megismerik a diákok a módusz és a
medián, valamint az átlag fogalmát, diagramokat készítenek, elemeznek.

A középiskolában mindenekelĘtt táblázatba rendezett adatok különbö-
zĘ diagramokon történĘ megjelenítésével foglalkozunk. A számtalan di-
agramtípus közül az oszlop-, a kör és a vonaldiagramot részesítjük elĘny-
ben. Az oszlop-(illetve a sáv-)diagram az adatok összehasonlítását, nagy-
ságrendi viszonyait láttatja. A kördiagram a százalékos megoszlás bemu-
tatására kiválóan alkalmas, míg a vonaldiagram például az idĘbeli válto-
zásokat szemlélteti jól. Mindegyik esetben nagyon fontos az arányos áb-
rázolás, a tengelyek megfelelĘ beosztása és feliratozása – mindezt az in-
formatika órákon, az Excel program alkalmazása során is begyakorolhat-
ják diákjaink, de persze ezt a programot, vagy más csomagokat a mate-
matika órán is segítségül hívhatjuk. A pontos ábrázolás mellett fontos a
részletszámítások megfelelĘ megjelenítése is.

Példa: Az alábbi, 2. táblázatban egy középiskola diákjainak lakóhely
szerinti megoszlását látjuk. Készítsünk kördiagramot, illetve oszlopdiag-
ramot az adatok alapján!

Lakóhely Debreceni Űejáró Kollégista AlbérlĘ
Diákok
száma 1ő0 230 80 Ő0

2. táblázat
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Lakóhely szeriŶti ŵegoszlás

ϭϱϬ

ϮϯϬ

ϴϬ

ϰϬ

DeďreĐeŶi

Bejáró

Kollégista

Alďérlő

Megjegyzés: A kördiagram (6. ábra) készítéséhez meg kell határoz-
nunk, hogy az egyes adatokhoz hány fokos középponti szögĦ körcikk
tartozik. Mivel diákok összlétszáma 500 fĘ, így az egyes értékek:

6. ábra

Debreceni:  108360
ő00
1ő0  Űejáró:  6,16ő360

ő00
230 

Kollégista:  6,ő7360
ő00
80  AlbérlĘ:  8,28360

ő00
Ő0 

Ki kell térnünk arra, hogy a 150, 230, 80, 40 értékeket az egyes adatok

gyakoriságának, a 
ő00
Ő0;

ő00
80;

ő00
230;

ő00
1ő0  hányadosokat pedig a relatív

gyakoriságuknak nevezzük, a valószínĦség-számítás fogalmaival szink-
ronban. Az ábrázoláshoz feltétlenül szükséges körzĘ és szögmérĘ, bár
ezek használatára néha nem könnyĦ rávenni a diákokat. A6. ábrán nem
tüntethetjük fel a középponti szög nagyságát, hiszen ez felesleges adat,
csupán a számadatokat, vagy a százalékos megoszlást.

A megfelelĘ oszlopdiagram készítése során a korábban már leírtak sze-
rint kell eljárnunk. Itt a vonalzó használatára kell rábírnunk a diákokat (7.
ábra).
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Lakóhely szeriŶti ŵegoszlás

ϭϱϬ

ϮϯϬ

ϴϬ
ϰϬ

Ϭ

ϱϬ

ϭϬϬ

ϭϱϬ

ϮϬϬ

ϮϱϬ

DeďreĐeŶi Bejáró Kollégista Alďérlő

7. ábra

A diagramok adatainak feldolgozását célzó feladatokat is ki kell tĦz-
nünk.

Példa: A Űethlen Gábor Sportegyesület éves bevételeinek megoszlását
tartalmazza a következĘ kördiagram (8. ábra). Tudjuk, hogy a bérleti díj-
ból származó bevétele 600.000 forint volt, és a hozzá tartozó körcikk 36˚-
os. Az emléktárgyak eladásából származó bevétel összege 1,2 millió fo-
rint, a bérletek értékesítésébĘl származó bevétel középponti szöge pedig
144˚. Határozzuk meg

(1) a bérletekbĘl származó bevételt;

(2) a jegyekhez tartozó összeget és középponti szöget;

(3) a teljes bevételt!
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A BGSE bevételei

Bérletek

Jegyek 

Eŵléktárgyak

Bérleti díj

8. ábra

Megjegyzés: A (3) kérdésre tudunk elĘször válaszolni. EgyszerĦ egye-
nes arányossággal kiszámítható, hogy a teljes bevétel 6 millió forint




 360
36

000.600
. Az (1)-re adandó válasz akár ebbĘl az adatból is meg-

adható 


  forintmillióŐ,2
360
1ŐŐ6 . Mivel az emléktárgyakhoz tartozó

szög 72˚-os, így a jegyekre 360˚-36˚-72˚-144˚=108˚-os szög marad, így a
jegybevétel értéke 1,8 millió forint ((2) kérdés).

A továbbiakban fel kell elevenítenünk a – korábban már megismert –
középértékek fogalmát.

Definíció: Adathalmaz móduszán a leggyakrabban elĘforduló értékét
értjük.

Amennyiben a vizsgált adathalmaz számokból áll, megadhatjuk a kö-
vetkezĘ fogalmakat is.

Definíció: Páratlan elemszámú adathalmaz mediánja a rendezett minta
középsĘ eleme, páros elemszám esetén pedig a rendezett minta két közép-
sĘ elemének számtani közepe.
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Definíció: Az nxxx ,..., 21  n elemĦ adathalmaz számtani közepe

n
xxx

x n...21  .

Példa:30 családban vizsgáltuk meg a gyermekek számát. A következĘ
adatsort kaptuk (3. táblázat):

2 1 2 2 2 2 0 1 3 1 1 0 Ő 2 2 1 0 3 ő 1 0 0 2 2 1 3 3 2 0 6

3. táblázat

Határozza meg a fenti adatsor móduszát, mediánját, és az átlagos
gyermekszámot!

Megjegyzés: MindenekelĘtt célszerĦ az adatokat egy újabb, úgyneve-
zett gyakorisági táblázatba rendezni (4. táblázat):

Gyermekszám 0 1 2 3 Ő ő 6
űsaládok száma 6 7 10 Ő 1 1 1

4. táblázat

A fenti táblázatból jól látszik, hogy az adatsor módusza2, átlaga pedig

8,1
30

6őŐ3Ő2101706  . A medián most a 15. és a 16.

elem átlaga, azaz 2
2

22  . A diákok elsĘsorban ez utóbbi meghatározá-

sában szoktak tévedni, elfeledkeznek ugyanis a minta rendezésérĘl.

Példa: Egy hatelemĦ adatsor elemei 1; 3; 4; 9; 11 és x. Mekkora lehet
az x értéke, ha az adatsor mediánja megegyezik az átlagával?

Megjegyzés: Az átlag értéke 
6

28 x . A medián értéke azonban attól

függ, hol helyezkedik el a rendezett mintában x. Ez alapján három esetet
kell megkülönböztetnünk:

(1) ha 3x , akkor 7
2

Ő3
6

28  xx , és ez benne van az

alaphalmazban;
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(2) ha 93  x , akkor 8
2

Ő
6

28  xxx , ez is megfelel a fel-

tételnek;

(3) ha 9x , akkor pedig 11
2

9Ő
6

28  xx , ez is megoldás.

A középértékek mellett a szóródási mutatók meghatározásával is kell
foglalkoznunk, hiszen a középértékek nem mindig mutatják jól az adat-
halmaz szerkezetét. Adathalmazunk továbbra is számokat tartalmaz.

Definíció: Az adatsor terjedelme a legnagyobb és legkisebb értékének
különbsége.

Definíció: Legyen az nxxx ,..., 21  n elemĦ adathalmaz számtani közepe

x . Ekkor az adathalmaz szórása:     
n

xxxxxxD n
22

2
2

1 ...  .

Definíció: Legyen adott az a szám, továbbá az nxxx ,..., 21  n elemĦ
adathalmaz. A adathalmaz a-tól való átlagos abszolút eltérése:

 
n

axaxax
aS n  ...21 .

Példa: Az iskolai kosárlabda foglalkozás résztvevĘinek testmagasságát
tartalmazza az alábbi táblázat(5. táblázat):

Magasság(cm) 188 191 193 19Ő 199 201
FĘ 2 3 1 2 2 1

5. táblázat

Állapítsa meg az adathalmaz terjedelmét, szórását, továbbá a medián-
tól való átlagos abszolút eltérését!
Megoldás:A terjedelem értéke: 201 – 188 = 13 cm. A szóráshoz elĘször
az átlagot kell kiszámítanunk:

cmő,193
11

201199219Ő219319131882 x , majd ennek

segítségével a szórást:
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            23,Ő
11

201199219Ő219319131882
222222

 xxxxxxD .

A medián értéke 193, így a harmadik keresett érték:

  Őő,3
11

193201193199219319Ő219319319319131931882
193 S

Példa: Adjon meg egy-egy olyan négyelemĦ adathalmazt, amelynek
átlaga 4, továbbá (1) módusza 2; (2) mediánja 3; (3) szórása 0!

Megjegyzés: Az ilyen típusú feladatok általában határozatlanságuk mi-
att okoznak gondot a diákok többségének, továbbá a fogalmak pontos
ismeretét, valamint kreativitást követelnek tĘlük. MindenekelĘtt azt kell
észrevenni, hogy a négy szám összege mindegyik esetben 16 kell, hogy
legyen. Egy-egy lehetséges adatsor:

(1) 2; 2; 5; 7
(2) 2; 3; 3; 8
(3) 4; 4; 4; 4 (itt természetesen ez az egyetlen lehetséges megoldás).

A statisztika témakörnek a középiskolai tananyagban nincs még szilárd
helye: a tankönyvek, tanmenetek a leggyakrabban a 10., továbbá a 11.
évfolyam végére helyezik a statisztikát – ennek viszont sokszor az a kö-
vetkezménye, hogy idĘhiány miatt kevesebbet foglalkozunk vele az el-
várhatónál. A témakörre visszautalhatunk a valószínĦség-számítás tanítá-
sakor a mintavétellel kapcsolatos problémáknál, illetve kiaknázhatjuk a
két fejezet analógiáját a valószínĦségi változó várható értékével, szórásá-
val kapcsolatos fogalmak és feladatok tárgyalása során is.

8. Összegzés

Tanulmányunkban három olyan matematika témakör tanításának kér-
déseivel foglalkoztunk, melyek csupán az utóbbi tíz évben váltak a kö-
zépiskolai matematika tananyag szerves részévé. A kétszintĦ érettségi
mint kimeneti szabályozó eszköz biztosítja ugyan, hogy ezek a témakörök
tárgyalásra kerülnek a matematika órákon, ám tapasztalatunk szerint ta-
nításuk megtervezéséhez és kivitelezéséhez nem minden esetben áll ele-
gendĘ szakmódszertani ismeret, gyakorlat a matematikatanárok rendelke-
zésére. E témakörök ismereteinek apróbb fejezetekre tagolása, az egyes
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évfolyamok tananyagába való „szétszórása” nem könnyíti meg a tanárok
munkáját. A „hagyományos” nagy témaköröktĘl (algebra, geometria) el-
térĘen a vizsgált három tematikai egység tanítása nem feltétlenül igényli a
szigorúan spirális felépítést, egy-egy téma egy-egy tanév anyagába építve
is teljes egészében tanítható lenne, s a többi tanévben a már elsajátított
ismeretek felszínen tartására figyelhetnénk.

Munkánkban egy lehetséges feldolgozási módot mutattunk be a három
– egyébként szorosan összefüggĘ – anyagrész tanításához. Hangsúlyt he-
lyeztünk az elsajátítandó elméleti ismeretek strukturált bemutatására és a
típusfeladatok részletes tárgyalására is. A példákat követĘ megjegyzések
a továbbgondolásra és a lehetséges kapcsolódási pontokra hívják fel a
figyelmet.

A kombinatorika, valószínĦség-számítás, statisztika tanítása a fogal-
mak, eljárások sablon-szerĦ alkalmazásánál többrĘl szól. A gyakran hét-
köznapi kontextusba ágyazott problémák a szövegértés képessége mellett
a matematikai modellalkotás képességét is fejlesztik. A feladatok megol-
dásának kulcsa sokszor az, hogy fel kell ismerni a látszólag teljesen kü-
lönbözĘ feladatokban az azonos matematikai tartalmat. Ez esetenként a
probléma átfogalmazását is igényli, ami a tanulók kreativitását fejleszti.
Ugyancsak a kreativitást fejlesztjük, ha egy-egy feladatnak több megoldá-
si módját megismertetjük, és képessé tesszük tanítványainkat arra, hogy
eldöntsék, az adott esetben melyiket célszerĦ választani. A többfélekép-
pen megoldott feladat a megoldás ellenĘrzését is jelenti, hiszen a vég-
eredményeknek mindegyik esetben meg kell egyezni.

A vizsgált témakörök nem csupán egymással, hanem a többi matema-
tikai témakörrel is szorosan összekapcsolhatók. A feladatok ezért sokszor
tartalmilag is komplexek. A számelméleti, geometriai, halmazelméleti,
logikai témájú problémákkal találkozunk a leggyakrabban. A belsĘ kon-
centráció mellett a tantárgyak közötti koncentrációra is jó lehetĘség nyí-
lik. A matematika órákon támaszkodhatunk (és egyúttal megerĘsíthetjük)
az informatika órán elsajátított táblázatkezelĘi ismeretekre, de történelmi,
földrajzi témájú statisztikai feladatokkal is foglalkozhatunk. A kísérlete-
zés és a játék nélkülözhetetlen eleme a tanulásnak. A valószínĦségi kí-
sérletek, a páros játékok hozzájárulnak a véletlen, a gyakoriság, a relatív
gyakoriság, a valószínĦség fogalmának elmélyítéséhez.

A matematika tanári munkának alapvetĘ követelménye a világos fo-
galmazás, a pontos és egyértelmĦ kérdésfeltevés és a szakkifejezések kor-
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rekt használata. Mindez az általunk tárgyalt témakörökre fokozottan igaz.
Elég egy szó elhagyása vagy megváltozatása például egy kombinatorikai
feladatban ahhoz, hogy az teljesen más értelmet nyerjen. A tanulók egyé-
ni gondolkodásmódjának megértése és továbbgondolása ugyancsak nyil-
vánvaló elvárás egy tanártól. Tekintettel azonban arra, hogy a kombinato-
rikai, valószínĦségi problémák tág teret nyújtanak az egyéni gondolkodási
stratégiák kialakításához, ez esetünkben sokszor nem is egyszerĦ. Tanul-
mányunkkal ezt a fajta munkát kívánjuk segíteni.
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