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7. FEJEZET

A kombinatorika, valosziniiség és statisztika témakorok ta-
nitasanak szakmodszertana

BALLA Eva — HERENDINE KONYA Eszter —
PAULOVITS Gyorgy

., A matematika annyira komoly szakteriilet, hogy egyetlen alkalmat sem
szabad elmulasztanunk arra, hogy szorakoztatobba tegyiik.”
(Pascal)

A kétszintli érettségi 2005-0s bevezetése soran a kozépiskolai mate-
matikatanarok szamos uj kihivéssal kellett, hogy szembesiiljenek. Amel-
lett, hogy az érettségi rendszere, szerkezete gydkeresen megvaltozott,
jelentds tartalmi valtozasokhoz is alkalmazkodniuk kellett. A korabban
kozépponti jelentdségli anyagrészek szerepe jocskan csokkent, az elméleti
anyagrészek szamonkérése kikeriilt a kozépszintli érettségi 1atokorébol.
Uj, gyakorlatibb jellegii témakorok, feladattipusok jelentek meg, illetve
korabban periférikusan oktatott fejezetek valtak joval hangsulyosabba.
Mindez a gyakorld, mar hosszabb ideje a palyan 1évé pedagogusok min-
dennapi munkdjaba is nehezen épiilt be, de lathatéan a palyat éppen kez-
do, az egyetemekrdl frissen kikeriilt fiatal kollégdk sem mindig tudnak
mit kezdeni ezekkel az uj, a kozépiskolaban még altaluk sem tanult téma-
korokkel, illetve az 1 szemlélettel. Amellett, hogy sokan eléggé el nem
itélhetd modon szinte azonnal lemondtak a definiciok, tételek, bizonyita-
sok rendszeres tanitasarol, valamint szamonkérésérdl — pedig sok szem-
pontbol ez adja a matematika Iényegét! — nehezen alakul ki a megnoveke-
dett jelentdségli témakorok — a kombinatorika, valoszinliség-szamitas és a
statisztika — oktatdsanak helye €¢s mddszertana. Az sem segiti ezt a folya-
matot, hogy a kiilonb6z6 tankonyvek a tanulasi folyamat mas €s mas he-
lyén képzelik el ezen témakorok oktatasat, s abban is jelentdsen eltérnek,
hogy milyen mélységben dolgozzék fel a vonatkozo ismeretanyagot. Ta-
nulmanyunkban megmutatjuk, hogyan, illetve milyen mélységben érde-
mes e fejezetekkel foglalkozni a kdzépszintli érettségire felkésziilo cso-
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portokban. A bemutatott feladat-tipusok szdmos példatarban fellelhetOk
(ezekre utalunk az Irodalomjegyzékben), ugyanakkor az idézett példak
tobbsége a szerzOk sajat feladata.

1. Kombinatorika

A kombinatorika megalapozasa mér kisiskolas korban elkezdddik. Al-
talanos iskolaban a kombinatorikaval egyszeribb alkalmazasok szintjén
gyakran taldlkoznak a gyerekek. Az ilyen jellegli feladatokban egy véges
halmaz elemeibdl valamilyen szabaly szerint kell kivalasztani az eleme-
ket, létrehozni a feltételeknek megteleld elrendezéseket, felirni, felrajzolni
az Osszes lehetOséget. Kozépiskolaban 9-10. évfolyamon kibdvitjik a
kombinatorikai ismereteiket, ekkor mar tobbnyire nem a konstrukcidok
megadasa, hanem a lehetséges esetek szamanak meghatarozasa a feladat.
A kombinatorikai fogalmak, tételek tanitdsa, a kombinatorikai ismeretek
rendszerezése altalaban a 10-11. évfolyam feladata.

Kilencedik évfolyamon tobbnyire egyszerli 6sszeszamlalasi feladatok-
kal, illetve sorba rendezésekkel foglalkozunk. Ekkor még a fogalmakat
nem tanitjuk, az esetek szamanak meghatarozasat felsorolassal, abrazolas-
sal, vagy az egyes helyeken el6fordulo lehetdségek szamat feltiintetd ab-
rékkal oldjuk meg.

Példa: Az A varosbol B varosba egy foldut és két aszfaltut vezet, B va-
rosbol C varosba 2 foldut és 3 aszfaltut. a.) Hanyféle aton juthatunk el 4-
bol C-be B-n keresztiil? b.) Ebbdl hany utvonal halad végig aszfaltozott
uton?

Megoldas:(1) Jeloljik az A-B utakat f, a;, a»-vel, a B-C utakat F, F>,
A, Az, Az-mal. Felsorolhatjuk az 6sszes utvonalat: fF;, fF>, ...a»A43, illetve
kivalaszthatjuk a b.) kérdésnek megteleld lehetdségeket.

(2) A-bol B-be dsszesen 3 Ut vezet, B-bol C-be 5. Barmelyik 4-B tthoz
barmelyik B-C 1t vélaszthatd, igy dsszesen 3-5=15 tvonal van. Hasonlo-
an veégig gondolva 2-3=6 aszfaltozott Gtvonalat szdmolhatunk 6ssze.

(3) Szemléltessiik graffal! Az eltérd fajta utakat kiilonb6zo szinnel je-
16lve, az 1. abrdrol mindkét kérdésre leolvashato a valasz.
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1. abra

Megjegyzés: A kombinatorikdban és a valoszinliség-szamitasban is
sokszor gondot okoz, hogy az egyes lehetdségeket mikor kell szorozni,
illetve mikor Osszeadni. A fenti feladatban a szorzast kellett hasznalni,
amit az /. dbrdval is szemléltethetiink. Altaldban ha egy 4 dolgot n-
féleképpen, egy masik, az el6zotdl fliggetlen B dolgot k-féleképpen va-
laszthatunk, akkor az ,,4 és B” dolgot egyiittesen n-k-féleképpen valaszt-
hatjuk meg.

Példa: A 0, 1, 2, 3 szamjegyek felhasznalasaval hany darab négyjegyii
szamot készithetlink, ha (1) minden szdmjegy kiilonb6z6, (2) lehetnek
egyforma szamjegyek is? (Juhasz et al. 2010: 29), (3) Ezek kozott hany
paros szam van?

Megoldas: (1) Az elsd helyiértéken nem allhat 0, de a tobbi szamjegy
barmelyike szerepelhet, ez 3 lehetdség. A masodik helyen is 3 lehetdség
van, mert nem hasznalhatjuk az ezres helyiértéken 4ll6 szamot. A harma-
dik helyre a maradék 2 szam barmelyike keriilhet, az utolsé helyre a ma-
radék /. Az 6sszes lehetoség: 3-3-2-1=18.

(2) Az elsd helyiértéken nem allhat 0, a tobbi helyiértékre barmelyik
szamjegy keriilhet. A lehetéségek szdma: 3-4-4-4=192.

(3) Paros szamot akkor kapunk, ha az utolsé jegy paros. Ha a jegyek
kiilonbozok, két esetet vizsgalunk. Ha az utolsé jegy 0, akkor az elsd
helyre 3-féle valasztdsunk van, majd minden egyes helyiértékre eggyel
kevesebb, ez 3-2-1=6 szam. Ha az utolso jegy 2-es, akkor az elsd helyre
csak /-es vagy 3-as keriilhet, a kdvetkezd helyre mar a 0 is, de az ezres
helyiértékre keriilt szdm mar nem, majd a kovetkezd helyre a kimaradt
jegy, ez 2-2-1=4 szam. Osszesen 6+4=10 paros szamot kaptunk. Ha a
szamjegyek ismétlodhetnek, az elsé helyre 3-féle szdm keriilhet (0 nem),
a masodik és harmadik helyre 4-féle, az utolsé helyre 2-féle (0 vagy 2).
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Ez 3-4-4-2=96 szam.Az eredményt megkaphatjuk gy is, hogy ez az 6sz-
szes ilyen négyjegyll szdm (/92 db) fele, hiszen az utols6 helyiérték donti
el a parossagot, ¢és a felhasznalhat6 4 szamjegybdl 2 volt paros.

Megjegyzések: Az (1) esetnek megfeleld szamokat fel is soroltathatjuk.
Bar hasonlé feladatokkal sz€p szamban talalkozhattak mar ekkorra a di-
akjaink, tobbeknek gondot okoz az dsszes lehetdség felsorolasa. Meg kell
mutatnunk, hogy a felsorolasnal is sziikség van valamilyen szisztémara,
hogy ne hagyjunk ki semmit. A feladat (3) részének els6 felében az esetek
szétvalasztasanal azt hasznaltuk fel, hogy ha egy 4 dolog n-féleképpen,
egy masik, az el6z6tdl fiiggetlen B dolog k-féleképpen lehetséges, akkor
az ,,A vagy B” dolog egylittesen n+k-féleképpen fordulhat eld.

A sorba rendezéseken beliil 10. évfolyamon mar az ismétléses permu-
taciok is elofordulnak, és gyakoroljuk a kivalasztasi és sorba rendezési
feladatok megoldéasat is. A 11. évfolyamon tanulok sorrendi kérdésekre
(permutacidk), kivalasztasra €s sorba rendezésre (variaciok), kivalasztasra
(kombinaciok) is latnak kell6 szdmu példat. Ha kordbban még nem hata-
roztuk meg a — példakon keresztiil megismert — kombinatorikai fogalma-
kat, ekkor definialjuk is ezeket. A kiszamitdsukra vonatkozo tételeket —
konkrét példak gondolatmenetét kovetve — konnyen igazolhatjuk. Ekkorra
elvarhatd, hogy tanuloink képesek legyenek a kiilonboz6 feladattipusok-
nak az elkiilonitésére, illetve a mintapélddk és a megismert modszerek
alapjan az egyszerl feladatok megoldasara.

Permutacio (sorba rendezés)

crer

elem egy sorrendjét értjiik.
Tétel: n kiilonb6zo elem 0sszes permutacioinak a szama n/

Definicio: Ha az n elem kozott van olyan, amely tobbszor is eléfordul,
az n elem egy sorrendjét ismétléses permutdcionak nevezzik.

Tétel: Ha az n elem kozott n;, ny, ...n; egyforma van, akkor ezek is-
!
métléses permutdcidinak szama— -
m . I’lz!' nk'
Példak: (1) Hanyféle sorrendben Iéphet a terembe egymas utdn egy
osztaly 30 tanuloja? (2) Hanyféle sorrendben I€phet a terembe egymas
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utan egy osztaly 16 fia és 14 lany tanuldja, ha elobb a lanyok Iépnek a
terembe?

(3) Hanyféle sorrendben léphet a terembe egymés utan egy osztaly 16
fia és 14 lany tanuldja, ha a tanulokat csak nemiik szerint kiilonbdztetjiik
meg (személy szerint nem)?

Megoldas: (1) Ismétlés nélkiili permutacié: 30! (2) 14!-16!(3) Ismétlé-
30!
16!-14!

Megjegyzés: Tanulsagos lehet, hogy egy-egy feltétel beiktatasaval,
megvaltoztatasaval az eredeti kombinatorikai feladattol eltérd tipusa vagy
nehézségli feladatot hozhatunk 1étre.

ses permutacio:

Példak:(1) Egy barati tarsasag 8§ tagja moziba megy, egy sorban egy-
mas mellé kapnak jegyet. Hanyféle sorrendben iilhetnek le a helyiikre?

(2) Hanyféle sorrendben tilhet le a moziban a § ember, ha Bence Anna
mellé szeretne iilni?

(3) Hanyféle sorrendben {ilhet le a moziban a 8§ ember, ha Anna nem
szeretne Bence mellé iilni?

(4) Hanyféle sorrendben iilhet le a barati tarsasag § tagja egy kinai ét-
terem kor alaka asztaldhoz? (Kiilonbozd sorrendnek szamit, ha barkinek
barmelyik oldalan mas a szomszédja.)

Megoldas: (1) 8! = 40320 (2) 7!-2=10080 (3) Szdmoljunk a komp-
lementer  esettel!  8-7!-2=30240 (4) Ciklikus permutacio:
(n—1)!=7!= 5040.

Példa: Egy sakkversenyen az egyik jatékosnak & parti lejatszasa utan 6
pontja van. Gy6zelemért / pont, dontetlenért 0,5 pont, vereségért () pont

jar. Hanyféleképpen johetett 1étre ez a végeredmény, ha a mérkdzések
sorrendjét is figyelembe vessziik?

Megoldas: E16szor azt kell megadnunk, hogyan lehet 6 pontja & jatsz-
mabol (esetek szétvalasztasa):
6=6-1+2-0=5-1+2-05+1-0=4-1+4-0,5. Els6 esetben 6 nyert és 2
vesztett jatszmaja van, masodik esetben 5 nyert, 2 dontetlen és / vesztett
Jjatszmaja van, a harmadik eset 4 nyertes €s 4 dontetlen jatszmat jelent.
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| |
' g B g es
621 5121 T

¢rhette el. Az eredmény tehat 28 + 168 + 70 = 266~ féleképpen johetett 1étre.

Ezeket rendre =70 féle sorrendben

Variacio (kivalasztas és sorbarendezés)

Definicio: Ha n kiilonb6z6 elembdl kivalasztunk k elemet ugy, hogy
szamit a kivalasztas sorrendje, €s barmely elem legfeljebb egyszer va-
laszthat6 (0 < k£ < n), akkor az n elem egy (k-ad osztaly0) ismétlés nélkiili

......

.....

n

(n — k)!
Definicio: Ha n kiilonb6zo elembdl kivalasztunk & elemet ugy, hogy
szamit a kivalasztds sorrendje, és barmely elem tobbszor is valaszthato,

......

n-(n—l)-(n—2)-K (n—k+1)=

Tétel: n elem k-ad osztalyu ismétléses variacidinak szama n" .

Példa: Egy 30 10s osztaly tagjai kozott 3 kiilonbozd ajandékot sorsol-
nak ki. A sorsolas ugy torténik, hogy minden tanuld nevét rairjak egy-egy
céduldra, a céduldkat egy dobozba teszik, majd ezek koziil véletlenszeri-
en hiznak ki hdrmat egymdas utan. Hanyféle modon torténhet az ajandé-
kok kiosztasa, ha a cédulakat az egyes hiizasok utdn a) nem teszik vissza,
b) visszateszik?

Megoldas: 30 elembdl 3-at valasztunk ki, mivel az ajandékok kiilon-
bozbek, ezért szamit a kivalasztas sorrendje: variaciorol van szo6. a) Bar-
melyik nevet csak egyszer hizhatjak: ismétlés nélkiili variacio,
30-29-28 =24360 eset. b) Barmely név tobbszor is szerepelhet: ismétleé-
ses variacid, 30° = 27000 féle lehetdség.

Példa: Héanyféleképpen tolthetd ki egy totoszelvény? (13 + 1 mérkd-
zésre tippelhetiink, mindegyik tipp 1 vagy 2 vagy x lehet.)

Megjegyzés: Klasszikus példa az ismétléses variaciora. A megoldas: 3%,
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3. Kombinacié (kivalasztas)

Definicio: Ha n kiilonb6zo elembdl kivalasztunk & elemet ugy, hogy
nem szamit a kivalasztds sorrendje, és barmely elem legfeljebb egyszer
valaszthat6 (0 < k£ < n), akkor az n elem egy (k-ad osztalyl) ismétles nél-

crer

Tétel: n elem k-ad osztalyu ismétlés nélkiili kombinacidinak sza-

ml e

Definicio: Ha n kiillonb6z6 elembdl kivalasztunk k elemet ugy, hogy
nem szamit a kivalasztds sorrendje, €s barmely elem tobbszor is valaszt-

hato, akkor az n elem egy (k-ad osztalyl) ismétléses kombindcidjat kap-
Juk.

Tétel: n elem k-ad osztalya ismétléses kombinacidinak szama

¥l

Megjegyzés: Az ismétléses kombinacido fogalma €s kiszamitasi modja
csak kiegészitd anyag. Az ismétlés nélkiili kombinaciok szamat az ismét-
1és nélkiili variaciok szamabol egyszeriien megkaphatjuk, ha a mar kiva-
lasztott k& elem kiilonboz6 sorrendjeit (melyek szama k/) csak egyszer
vessziik figyelembe, vagyis az ismétlés nélkiili variacidk szamat osztjuk
k!-sal. Az ismétlés nélkiili kombinacid fogalmat és szamitasi modjat a
valoszinliség-szamitasban a visszatevés nélkiili mintavételnél hasznaljuk.

Példa: Egy 30 fos osztaly tagjai kozott 3 egyforma ajandékot sorsol-
nak ki. A sorsolas ugy torténik, hogy minden tanuld nevét rairjak egy-egy
céduléra, a céduldkat egy dobozba teszik, majd ezek koziil véletlenszeri-
en hiznak ki hdrmat egymdas utan. Hanyféle modon torténhet az ajandé-
kok kiosztasa, ha a cédulakat az egyes hiizasok utdn a) nem teszik vissza,
b) visszateszik?

Megoldas: 30 elembdl 3-at valasztunk ki, mivel az ajandékok egyfor-
mak, ezért nem szdmit a kivalasztas sorrendje: kombindciordl van szd. a)
Barmelyik nevet csak egyszer huzhatjdk: ismétlés nélkiili kombinacio,
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(3 j =4060 eset. b) Barmely név tobbszor is szerepelhet: ismétléses

., ., [30+3-1 . L
kombinacio, 3 =4960 f¢le lehetdség.

Példa: Az 6t6s lotton 90 szdmbol 5-6t sorsolnak ki. Hanyféle kimene-
tele lehet a sorsolasnak?

Példa: Hany metszéspontja lehet a sikon » altalanos helyzetii egyenes-
nek?

Példa: Hany darab k elemil részhalmaza van egy n elemii halmaznak?

Megjegyzés: A fentiek klasszikus példak az ismétlés nélkiili kombina-
ciora. Mindegyik feladatot atfogalmazhatjuk a kovetkezé6 modon: Héany-
féleképpen valaszthatunk ki n elem koziil £ elemet (nem szamit a sor-
rend)? A kombindcioval valé szdmolasnak ez a tipikus kérdése.

4. A Pascal-haromszog

Tobbnyire a kombinatorikai fejezetek bevezetdjében szoktak szerepel-
ni olyan leszadmlélasi feladatok, amelyekben arra kell valaszt adni, hany-
féle modon lehet bizonyos utvonalakon meghatarozott pontokba eljutni,
betilis abrakbol hanyféleképp lehet szavakat kiolvasni. Az ilyen fajta fela-
datok megoldéasara érdemes visszatérni a variaciok, kombinaciok kisza-
mitasi modjanak megismerését kovetden.

Példa: Hanyféleképp olvashato ki a ,,matematika”és a ,,feladat” sz6 az
alabbi 2. abrabol, ha minden lépésben csak jobbra és lefelé lehet haladni?

MATEMA F EL ADAT
A T EMAT ELADAT
T EMA T I L ADAT
EMATTI K A DAT
MATTITI KA D AT

AT

T

2. dbra
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Megoldas: Mindkét feladatban megkaphatjuk a Pascal-haromszog egy-
egy részletét, ha a betlik helyére irjuk azokat a szamokat, amelyek az
adott betith6z vezetd Gtvonalak szamat adjak meg (3. dbra).

1 1.1 1 1 1 1 1.1 1 1 11
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
1 3 6 10 15 21 1 3 6 10 15
1 4 10 20 35 56 1 4 10 20
I 5 15 35 70 126 I 5 15

1 6

1

3. abra

A példa négyzetes elrendezésii feladatanak megoldasahoz a kovetkezd
gondolatmenetet is hasznalhatjuk. Osszesen 9 1épést kell tenniink, ebbdl
5-0t jobbra és 4-et lefelé. A lépéssorozatot a kezddbetiikkel leirva minden
egyes, 5 darab J és 4 darab L betiibdl all6 betlisorozat (kolcsondsen egy-
értelmiien) megad egy kiolvasasi lehetdséget, vagyis annyiféleképp ol-
vashato ki a sz0, ahany ilyen jelsorozat létezik. Ezt ismétléses permutéci-

!
oval szdmolhatjuk ki: % =126 . Masik megkozelités, hogy a 9 1épésbol
azt az 5-0t (4-et) kell kivalasztanunk, amikor jobbra (lefel¢) 1épiink. Az
9
0sszes ilyen kombinacié szama: (5] .

A haromszog alaku elrendezésnél i1s megadhatjuk a fent emlitett mo-
dokon minden egyes szdvégi T betlinél, hogy hanyféle utvonalon jutot-

, 6) (6) (6 6
tunk oda. Igy a (0} (J, (2}1( (J szamokat kapjuk, melyek 0sszege

adja a megoldast. Ennél az elrendezésnél is célt érhetiink a kiolvasasok €s
a megfeleld jelsorozatok kolcsondsen egyértelmii hozzarendelésével. Itt
mindig valaszthatunk, hogy jobbra vagy lefel¢ lépiink, igy egy olyan 6
elemi jelsorozat tartozik egy kiolvasdshoz, amelyben mindegyik betii
le6het J vagy L. Most tehat varidcioval van dolgunk, az 9sszes lehetdség:
2° =64.
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Megjegyzés: A fenti példakkal bevezethetjiik, illetve - ha a halmazok
vagy algebra témakorben mar szoba keriilt - atismételhetjiik a Pascal-
haromszoggel (4. dbra) kapcsolatos ismereteket.

4. abra

A Pascal-hdromszog alaporan nem tartozik a kotelez6 anyaghoz, de
sokoldalil hasznalata, érdekes tulajdonsagai miatt érdemes gyengébb cso-
portokban is érinteni. A fenti példa megolddsaban a Pascal-haromszognek
a részhalmazok szdmaval kapcsolatban mar emlitett tulajdonsadga bukkan

n n n
eld: az n. sorban 4ll6 szamok Osszege {0j+(lj+K +( j: 2", amely
n
allitas egyben a binomialis tételnek is kdvetkezménye. Akar formalis le-
n
vezetéssel, akar az (kj binomialis egyiitthatd jelentését hasznalva iga-

zolhat6 a Pascal-haromszog tovabbi két tulajdonséaga.

n n n n—1 n—1
Tétel: = és = + n—-1>k>1, nkeN
k n—k k k k-1

Megjegyzés: A fenti 0sszefliggések a Pascal-haromszdg szimmetridjat
¢s képzési modjat fejezik ki, ezért a szemlélet alapjan is konnyen megért-
hetdk. A tételek bizonyitasa, a Pascal-haromszog tovabbi tulajdonsagai-
nak vizsgalata lehet szorgalmi feladat.
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5. Osszetett kombinatorikai feladatok

A kombinatorikai feladatok nehézségét sokszor az adja, hogy nehezen
ismerhetd fel a feladat tipusa, vagy a feladatokban nem tisztan az egyik
tipus szerepel. A megoldas ellendrzése sem lehetséges, pl. az egyenletek-
nél megismert moédon. Nézziink ezekre is néhany peldat!

Példa: Az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl hany olyan négyjegyli szamot
készithetiink, amelyben szerepel az /-es szamjegy?

Megoldas: (1) (hibas) Ha az els6 helyen szerepel az /-es, a tobbi hely-
re 6-féle szamot irhatunk, ez 6° =216 eset. Ha a masodik jegy az I-es,
akkor az elsd, harmadik ¢és negyedik helyre is 6 szam kertilhet, ami szin-
tén 6° =216 eset. Ugyanigy jarhatunk el, ha a harmadik vagy a negyedik
helyen 4ll az I-es. Osszesen tehat 4-6° = 864 ilyen szdm van.

(2) Az elobbi megoldasban ugyanazokat az eseteket tobbszor is meg-
szamoltuk, pl. az 1574-et két esetbe is beszamoltuk: amikor az elsd he-
lyen, és amikor a harmadik helyen all az /-es. Ezeket az atfedéseket kikii-
szoboljiikk. Az eléforduld 7-esek szama szerinti eseteket kiilonboztetiink
meg. Ha [/ darab /-es van a szadmban, az 4 helyre keriilhet, a tobbi
helyiértéken pedig csak a tobbi 5 szamjegy szerepelhet, ez 4-5° =500

4
eset. Ha 2 darab /-es van a szamban, ezek helyét a 4 hely koziil {J =6

féleképp valaszthatjuk, a maradék két helyre csak a tobbi 5 szam keriilhet,
ez 6-57 =150 eset. Ha 3 darab /-es van a szamban, ezek 4-féle helyre ke-
rilhetnek, a 4. szamjegy 5-féle lehet, ez 4 - 5 =20 eset. Ha 4 darab 1-es van a
szamban, ez / eset. Osszesen 500 + 150 + 20 + 1 = 671 ilyen szdm van.

(3) Az esetek szétvalasztasa torténhet aszerint, hogy azt vizsgaljuk, a
szamban melyik helyen all el6szor (balrdl) az /-es. Ha az els6 jegy /-es, a
tobbi 6-féle lehet, ez 6° =216 eset. Ha csak a masodik helyen szerepel
eldszor az I-es, akkor a legnagyobb helyiértéken csak a tobbi 5 szam all-
hat, az /-es mogott barmelyik, ez 5-6> =180 eset. Ha az els6 /-es a har-
madik helyen all, akkor az eldtte levé két helyen csak 5-féle szdmjegy
allhat, az utolso helyre barmelyik szam keriilhet, ez 5 -6 =150 eset. Vé-
giil, ha csak az utolsé helyen all /-es, 5° =125 lehetdség. Osszesen 216
+ 180 + 150 + 125 = 671 ilyen szam létezik.
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(4) Rovidebb a megoldés, ha az Osszes eset szamabol levonjuk a sza-
munkra kedvezdtlen, 4m kdnnyen szdmolhatd esetek szamat. Osszesen
6* négyjegyll szamot képezhetiink, ezek koziil 5* nem tartalmazza az I-
est (ekkor csak a tobbi szamjegyet hasznaltuk). A keresett szamokbol
tehat 6* —5* = 671 darab van.

Megjegyzés: A komplementer leszdmlalas modszere a kombinatorikai
és a valoszinliség-szamitasi feladatokban is jol hasznalhatd eszkoz. Erde-
mes a modszer bemutatésa elott a kittizott feladatnak egy hosszabb meg-
oldéasi modjat is végignézni, hogy vildgossa valjon a modszer elonye.

Példa: Egy szazlabu reggel véletlenszerli sorrendben huzza fel a labai-
ra a zoknicskait és a cipdcskéit. Hanyféle sorrendben veheti fel a szdzlaba
a zoknijait és cipdit (feltéve, hogy a szazlabu is zoknira huizza a cipdjét)?

Megoldas: Szamozzuk meg a szazlabu labait. Minden labara zokni,
majd cip0 is kertiil, igy egy lehetséges 0ltozkddési sorrendet megadunk
azzal, hogy /-t6] 100-ig minden egész szamot kétszer felsorolunk vala-
milyen sorrendben. Tehat 200 elemet allitunk sorba, vagyis ismétléses

200!

(2!)100 ’

Példa (Kosztolanyi et al., 2004: 35): Az 52 lapos francia kartya cso-
magban 4-féle szinli lap van, és minden szinbdl 73-féle figura. Hanyféle-
képpen kaphat az els6 jatékos 5 olyan lapot, amelyikben (1) nincs két
egyforma figura; (2) pontosan két egyforma figura van; (3) valamelyik
figurabol négy darab van (poker)?

Megoldas: (1) A 13 kiilonbozd figurabdl 5-féle van a keziinkben, ez

permutacioval szamolhatunk. A sorrendek szama:

13
(5 j-féle modon lehet, ¢s mindegyik figurat 4 szin koziil valaszthatjuk,

13
ami ¢sszesen: ( s j -4 =1317888 lehetdség.

(2) A két egyforma figurat a /3 koziil /3-féleképp valaszthatjuk meg, a

4
szinére (J lehet6ség van. A tobbi harom lap a maradék /2 figura koziil
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12
(3j-féleképp keriil ki, mind 4-féle szinben. A lehetdségek szama:

4 (12)
13| _ || -4 =1098240.
2) 3

(3) A 13 figurabol az egyformakat /3-féleképp valaszthatjuk, melléjiik
keriil még egy masik figura, ami /2-féle lehet, és ez barmely szinben eld-
fordulhat. A poker tehat 13-12-4 = 624 esetben fordul elo.

A kozépiskolai matematikatanitds soran kombinatorikai problémak
el6fordulhatnak kiilonb6zo fejezetekben: a halmazelméletben, a szamel-
méletben, a geometridban, a grafelméletben. A kombinatorika ismeretére
kell alapoznunk a valdszinliség-szamitas tanitdsakor. A kombinativ ké-
pesség ugyanakkor mindennapi gondolkodasunkban is alapvetd szerepet
jatszik, hiszen a kiilonb6z6 lehetoségek szambavétele nélkiilozhetetlen
feltétele a helyes dontéseknek.

6. Valosziniliség-szamitas

A valoszinliség-szamitds megalapozasa mar az altalanos iskolaban
megkezdddik, a legkiilonboz6bb kombinatorikai feladatok megoldasaval.
A kozépiskolaban a 9. és a 10. évfolyamon kibdvitjiik, rendszerbe foglal-
juk a kombinatorikdra vonatkozo ismereteinket. Emellett a 9. évfolyam
elején a halmazalgebra, majd a Boole-algebra targyalasa is segiti az ese-
ményalgebra késObbi bevezetését, azaz a valoszinliség-szamitds megala-
pozéasat. A témakor targyaldsa azonban hagyoméanyosan a 11-12. évfo-
lyamra esik.

E targyalas soran mindenekeldtt tisztdznunk kell a véletlen tomegjelen-
ség fogalmat, bar erre klasszikus matematikai egzaktsagu definiciot nem
tudunk adni. Elmagyardzzuk, hogy a kisérlet a véletlen tomegjelenség
egyszeri megfigyelése, vagy eldidézése. Mindezeket és a tovabbi fogal-
mak nagy részét is példakkal kell alatamasztanunk — akar ugy is, hogy a
nagy klasszikushoz, a kockadobdshoz folyamodunk: minden didkkal ho-
zatunk egy-egy szabalyos dobokockat, és azzal szemléltetjiik az altalunk
elmondottakat. Ez a gyakorlati megkozelités segithet az esemény, elemi
esemény, eseménytér, lehetetlen esemény ¢és biztos esemény fogalmanak
kialakitdsaban is.
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Definicio: Az esemény egy véletlen tomegjelenséggel kapcsolatos ki-
sérlet egyik lehetséges kimenetele.

fgy szoktuk definialni az eseményt, de ezzel a meghatarozassal azon-
nal gondjaink is adédhatnak, hiszen a lehetetlen eseményt is eseménynek
tekintjiik, pedig az éppen nem kovetkezik be a kisérlet soran.

Definicio: Az elemi esemény olyan esemény, ami az adott kisérlet so-
ran csak egyféleképpen fordulhat eld.

Definicio: Az eseménytér egy adott véletlen tomegjelenségre vonatko-
76 elemi események Osszessége. Jele: H. (A szakirodalomban gyakran Q
szerepel, de talan célszerii itt is az egyszerlbb, illetve a halmazelméleti
jelolésrendszerhez igazodo szimbolumot valasztani.)

Példa: Egy dobozban 4 piros, 3 fehér €s 5 zold goly6 van. Visszatevés
nélkiil kihtizunk a dobozbdl egymas utdn két golyot. Irjuk fel az ese-
ményteret!

Megjegyzés: Azt, hogy a kiilonboz6 szinii golydk aktudlis szdma nem
jatszik szerepet az eseménytér felirdsaban, a tanulok altalaban nem latjak,
megzavarja Oket a megoldas szempontjabol felesleges adatsor. Az ese-

ménytér: H :{ 1. 1o, fz, pf, pp, pz, zf ,zp,zz}; célszeri arra biztatni a
didkokat, hogy az egyes elemi eseményeket valamilyen rendszerben, pél-
daul lexikografikus sorrendben irjak le, hogy biztosan ne hagyjanak ki
egyet sem. Szdmos ilyen feladat fekete és fehér golyokkal dolgozik, de
ezekben feleslegesen megneheziti a leirast az azonos kezddbetii.

Az eseménytér meghatarozasa utdn az eseményekre mar elegendd e
halmaz részhalmazaiként hivatkozni. Ahhoz, hogy ezt megtehesstik, itt is
sziikségiink van a tartalmazasi relaci6 megfeleldjére.

Definicio: Legyen A €és B egy eseménytér két eseménye. Azt mondjuk,
hogy A maga utdn vonja B-t, ha A csak azokban az esetekben kovetkezik
be, ha B is bekovetkezik. Jele 4 < B.

Definicio: A lehetetlen esemény olyan esemény, ami az adott véletlen
tomegjelenség megfigyelése soran nem kdvetkezhet be. Jele: g vagy { }

Definicio: A biztos esemény olyan esemény, ami az adott véletlen to-
megjelenség megfigyelése soran mindenképpen bekdvetkezik. Jele: 1. (A
biztos eseményt egy-egy konkrét véletlen tomegjelenséggel kapcsolatban
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sokféleképpen megadhatjuk, talan emiatt alakult ki ez a jelolés. Barho-
gyan is adjuk meg, a halmazelméleti analogiak kovetkezetes alkalmazéasa
miatt itt tulajdonképpen a H eseménytérrdl — alaphalmazrél — van sz9. )

Jol kell latnunk — és lattatnunk — tehat az analo6giadt a halmaz- és a
Boole-algebraval. Miutan az eseményalgebra megaddsakor mar jocskan
tal vagyunk az el6z6 két algebrahoz tartozo ismeretek ataddsan, konnyen
hivatkozhatunk a tanulok akkor megszerzett tudasara. A miiveletek elne-
vezése, megfogalmazdsa azonban mas, és a jelolésiik is. Ez utobbi nem
egyértelmii: a tankonyvek, példatarak egy része a halmazelméleti jelole-
seket veszi at (M, ), masik résziik a szdmok kozott hasznalatos miiveleti

jelek mellett teszi le a voksot (-,+ ).Mi ez utobbi megoldast valasztjuk, de

mindenki a sajat tanitdsi gyakorlatdban kovetkezetesen kell, hogy hasz-
nalja az altala eldnyben részesitett valtozatot — a didkok figyelmét azon-
ban mindenképpen érdemes felhivni erre a jelolésbeli kettdsségre.

Definicio: Legyen adott a H eseménytér, €s legyen 4  H tetszdleges
esemény. Ekkor az 4 esemény ellentett eseménye az a H -beli esemény,
ami akkor kovetkezik be, ha 4 nem. Jele: 4.

Definicio: Legyen adott aH  eseménytér, ¢&s legyenek
A, B c H tetszlleges események. Ekkor az A4és a B események oOssze-
gg(A+B) az az esemény, ami akkor kovetkezik be, ha A vagy
B teljesiil.

Definicié: Legyen adott aH  eseménytér, ¢és legyenek
A, B c H tetszlleges események. Ekkor az A4¢és a B események szorza-

ta(A- B) az az esemény, ami akkor kovetkezik be, ha 4 és B is teljesiil.

A definiciok mellett mindenképen ki kell térniink a legfontosabb tulaj-
donsdgokra, mindenekeldtt a kommutativitasra, az asszociativitisra €s a
két disztributiv torvény teljesiilésére, tovabba a nagyon jol haszndlhato de
Morgan-azonossagokra. Ki kell térniink a kiilonbség definialasara is, amit
persze  megtehetiink az  eddigi miveletek  segitségével is
(A\B = A-B), tovabba az egymdst kiziré események fogalmara, ami a
halmazelmélet ,,diszjunkt halmazok™ fogalmaval analég (A-B =0 ).A
miveletek rogzitését, begyakorlasat példakkal érdemes segitentink.

Példa: Egy diak vonattal Budapestre utazik. Legyen A az az esemény,
hogy az ut soran zenét hallgat, B az, hogy internetezik, C pedig az, hogy

245



BALLA EVA — HERENDINE KONYA ESZTER — PAULOVITS GYORGY

olvas. Irja le szovegesen, mit jelentenek az alabbi események:
()A+B+C (2)A4-B-C (3)4+ B (4) A+ B+ AC!

Megjegyzés: Az (1) megfogalmazasa egyszerl: ,, 4 didk vagy zenét
hallgat, vagy internetezik, vagy olvas.” Itt arra érdemes felhivni a figyel-
met, hogy a vagy ebben az esetben természetesen megengedd értelmii. A
(2)-t sem nehéz megadni: ,,4 diak zenét hallgat és internetezik, de nem
olvas.” Itt a ,,de” kot0szo hasznalata érdemel figyelmet ¢s magyarazatot.
A (3) pont megvalaszolasa mar nagyobb koriiltekintést igényel: a kissé
nehézkes ,, Nem igaz az, hogy a diak zenét hallgat vagy internetezik.” el-
fogadasa mellett hivjuk fel a figyelmet a de Morgan-azonossag alkalma-
zéasaval érvényesithetd ,, 4 diak nem hallgat zenét és nem is internetezik.”
alakra! A (4) valasz megadésa az eldzmények ismeretében nem nehéz: ,, 4
didk vagy nem hallgat zenét, vagy nem internetezik, vagy zenét hallgat, de
nem olvas.”

Példa: Legyen az eseménytér a koordinata-rendszer azon pontjainak
halmaza, amelyek x,y koordinataira 0 < x, y < 4teljesiil. Véletlenszerlien
jeloljiik meg e ponthalmaz egyik pontjat! Legyen az 4 esemény az, hogy
e pont koordinataira teljesiil az 1< (x—2)* +(y - 2)* < 4 osszefiiggés, a B
esemény pedig az, hogy a koordinatakra igaz az x — y > 0 egyenl6tlenség!
Abrazoljuk a kovetkezd miiveleteknek megfeleld ponthalmazokat: a.)
A-B b)A+B  c)B\A!

Megjegyzés:Az A és a B eseményeknek megfeleld ponthalmazok ko-
z0s koordinata-rendszerben torténd abrazolasa (5. dbra) utan (Geo-
Gebraban vagy interaktiv tablan is akdr) a megfeleld teriiletek jelolhetok
— vigyaznunk kell azonban a hatarvonalak jelolésére! Fel kell ismerniink

— és érdemes azonos atalakitdsokkal igazolni is — hogy a (2) és a (3) pont-
nak megfelelé ponthalmaz azonos!
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! Az (1) pont megoldasa a legsotetebb
- Nt szlrke teriilet, a hatarvonalaival egyltt

A (2) és (3) megoldasa a négyzet
legvildgosabb szlrkével jelzett pontjai; a
hatarvonalak kozil csak azok a pontok
tartoznak hozza, amelyek a hatarolo
negyzetoldalak kdrvonalaktdl kilénbdzd

ol e = pontjaieés nem esnek az y=x egyenesre sem
|o 1 2 3 -
5. dbra

Ezt a példat természetesen akkor célszerli kitlizni, ha a koordinata-
geometria fejezet targyaldsa utan foglalkozunk az eseményalgebraval. Ott
azonban nagyon hasznos lehet: egyrészt visszautal a kordbban megtanult
ismeretekre, masrészt elokésziti a geometriai valoszinliség feldolgozasat.
Kiilon érdemes odafigyelni az egyes alpontok megoldésa soran a hatarvo-
nalak pontjaira, azok tudatos abrazoltatasara.

A fentiek mellett a szokasos kockadobas, pénzfeldobas, kartyahuzés
feladataibol is érdemes valogatnunk a gyakorlas soran.

A valdsziniiség fogalménak megkdzelitése két iranybol torténhet: ta-
pasztalati €s axiomatikus uton. A legcélszerlibbnek az tlinik, ha mindket-
tot megbeszéljiik a diakokkal, segitve ezzel a fogalom elmélyitését.

A tapasztalati megkdzelitéshez megint j6 a kockadobasos gyakorlatok-
hoz fordulni: néhany ilyen kisérlet elvégzése utan tisztazhatjuk a gyakori-

sag(k, 0 <k <n) és arelativ gyakorisag fogalmat (O <—<1}, s a didkok
n

kisérleti eredményeit Gsszevetve bevezethetd ,, az esemény valdszintisége

az az erték, ami koriil az adott esemény relativ gyakorisaga ingadozik”

meghatarozas. Ezt azutdn kiegészithetjiik az elméleti definicioval.

Definicio: Legyen adott a H eseménytér. Az eseménytérhez tartozod
események halmazan értelmezett P valos értékli fliggvényt valoszinitiség-
nek nevezziik, ha
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(1) P(4)20, VAcH _,
) P(H)=1
(3) P(4+B)=P(4)+P(B), YV AL BC H, A-B= 0 esetén.

E két megkdzelités egymast kiegészitve adhatja meg a didkok szamara
azt a valoszinliség-fogalmat, amit aztan sikerrel hasznalhatnak feladat-
megoldasaik soran is.

Nem szabad megfeledkezniink a tulajdonsagok megemlitésérdl, ame-
lyek koziil a két legfontosabbat szamtalanszor hasznalnunk kell a késéb-
biek soran.

Tulajdonsagok:
) P(A+B)=P(4)+ P(B)-P(4-B), ¥ A,B  H esetén;

@) PA)+Pla)=1, v Ac H-ra

A tovéabbiakban a kdzépiskolaban elsdsorban az tigynevezett klasszi-
kus valdszintiségi mezdn dolgozunk, ahol a lehetséges kimenetelek szama
véges ¢és mind azonos valdszinliségii. A klasszikus valoszinliségi mezén
egy esemény valdszinlis€ge megadhatd az esemény szempontjabdl kedve-
70 esetek €s az Osszes eset hanyadosaként:

P kedvezo esetek szama

osszeseset szama

Szamos példan keresztiil kell elmélyiteniink ezt a kiszamitasi modot,
igyelve a fokozatossag elvére, illetve figyelve arra, hogy mind a kedvezd,
mind az 0Osszes eset kiszadmitasa tobbnyire kombinatorikai eszkozoket
igényel, igy mindenképpen célszerli ezeket feleleveniteni. Mindezt az
ismert tankonyvek, példatarak alapjan nem konnyli megtervezni, hiszen
ezek egy része a kombinatorikai, illetve a valdszinliség-szamitassal kap-
csolatos feladatokat nem a leglogikusabb, didaktikailag legmegfelel6bb
sorrendben kozli.

Példa: Egy debreceni COMENIUS-talalkozon /2 magyar, 6 francia, 8
német €s 4 spanyol didk vesz részt, mas nem. Véletlenszerien kivalasztva
egy didkot, mi annak a valdszinlisége, hogy ez a didk (1) magyar; (2) nem
spanyol; (3) japan; (4) europai?

Megjegyzés: Mindenekeldtt azt kell tisztazni, hogy az dsszes eset eb-
ben a feladatban 30, hiszen ennyien vannak a taldlkozon. A kedvezd ese-
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tek szama az (1) feladatrészben 72, igy a keresett valdsziniiség

12( 4
= (— —j A(2) pontban az ellentett esemény valdszintiségének ki-

“300 10
szamitasara  vonatkozd  képlet haszndlatait is megmutathatjuk:
P=1 —% = % A (3) a lehetetlen (P = 0), mig a (4) a biztos eseményre

mutat példat: P = 30 =1.
30

Példa: Egy szabalyos dobokockéaval egyszer dobva, mi a valoszinlisége
annak, hogy a dobott szam (1) prim; (2) 3-ndl nem kisebb; (3) egyjegyti?

Megjegyzés: Az elozo feladathoz hasonldé modon szamolhatunk, de
igyeljiink az (1) részben a primszam fogalmanak helyes haszndlatara

4
(P = %) , a (2) pontban a ,,nem kisebb” feltételre (P = gj . A(3)-ban Gjra

felismertethetjiik a biztos eseményt (P = l).

Példa: Egy csomag francia kartydb6l — amelyben 4 szin mindegyiké-
bol 13-13 kiilonb6zo figura talalhatd — véletlenszertien kihuzva egy lapot,
mi annak a valoszinlisége, hogy a kihtizott lap (1) a treff asz; (2) treff; (3)
asz; (4) nem kor?

Megjegyzés: Az eloz6 feladatokhoz hasonloan dolgozhatunk; az ered-

1 13 1 4 1 13 3

mények: (1)P=—;2)P=—=—;3):P=—=—; 4 P=1—-—=—.

yek: (1) 52() 52 4() 52 13() 52 4

A fenti feladatokhoz még semmilyen kombinatorikai ismeret nem

sziikséges, csupan a szamitdsi mod elmélyitését szolgaljak tligyelve arra,

hogy a didk lasson példat a lehetetlen és a biztos eseményre, illetve az

esemény ellentettjének kiszamitdsara. Emellett azt is bevéshetjiik a segit-
ségiikkel, hogy a valdszintiség értéke mindig 0 €s 1 kozotti szam.

A korabbi példdk modositasaval mar olyan feladatokat adhatunk meg,
ahol a kedvezd esetek, illetve 0sszes eset megaddsa kombinatorikai meg-
fontolasokat igényel.

Példa: Egy debreceni COMENIUS-talalkozon /2 magyar, 6 francia, 8
német €s 4 spanyol didk vesz részt, mas nem. Véletlenszertien kivalasztva
két didkot, mi annak a valdszinlisége, hogy a két diak (1) spanyol; (2)
azonos nemzetiségii?
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Megjegyzés: Mindenekel6tt ra kell vezetniink a didkokat, hogy mind a
kedvezd, mind az 0sszes eset megadasa az ismétlés nélkiili kombinacid
eszkozével torténhet. Az (1) rész megoldasa igy egyszeriien adodik:

iy

30\ 435 145
2

figyelembe a kivalasztas sorrendjét. A véalaszunk az lehet, hogy a feladat
szovegében semmi nem utal arra, hogy figyelembe kellene venniink. Ha
kovetkezetesen, azaz a szamlalo €s a nevezd kiszdmitasakor is figyelembe
vennénk, azaz mindkét helyen az ismétlés nélkiili variacio elvét kovet-
nénk, a megoldasunk akkor 1is ugyanezt az eredményt ad-

. Felmeriilhet a didkokban, hogy miért nem vettiik

4. 2
na P=—3=— . A(2) pont megolddsa soran el6szor tisztazzuk,
29-30 145

hogy az ,,azonos nemzetiségli” ebben az esetben azt jelenti, hogy mind-
kettd vagy magyar, vagy francia, vagy német, vagy spanyol. A ,,vagy”
kotdszo hasznalata segitheti a diakokat abban, hogy a felismerjék: a ked-
vez6  eseteket  Ossze  kell adnunk. gy az  eredmény:

ERERHR
S

Példa: Egy szabalyos dobokockaval kétszer dobva, mi a valoszinlisége

annak, hogy a dobott szamok (1) dsszege prim; (2) szorzata prim; (3) 0sz-
szege 9-nél kisebb?

pP=

Megjegyzés: E feladat megoldasa soran — kiilondsen a gyengébb tanu-
16k szaméra — hasznos lehet, ha egyszertien felrajzoljuk egy 6x6-0s matrix
elemeiként a lehetséges dobésokat, ¢és az igy kialakult tablazatbol va-
lasztjuk ki a kedvezd eseteket.
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1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 3 4 5 6 7 g
3 4 5 6 7 8 9
4 5 6 7 8 9 10
5 6 7 3 9 10 11
6 i g | 9 10 11 12

1. tablazat

Az 1. tablazatbol kiolvashato az (1) rész megoldasa (a kedvezd esetek

. . 1 .
a tablazat kiemelt értekei, P = % ), valamint a (3) ponté (a kedvezd ese-

tek a kortilhatarolt teriilet szamai, P = % ).

A (2) esetben még tablazatot sem sziikséges késziteniink, hiszen vé-
giggondolhatjuk, hogy a primek koziil csupan a 2, 3, 5 allhat el dobott
pontok szorzataként, és mindegyik kétféleképpen. Igy a keresett valoszi-

v 6 1
niség: P=—=—
36

Példa: Egy csomag francia kartyabol — amelyben 4 szin mindegyikébol
13-13 kiilonboz0 figura talalhato — véletlenszertien kihtizva § lapot, mi annak
a valoszintisége, hogy a kihtuzott lapok koziil 4 treft, 2 pedig asz?

Megjegyzés: E feladat megoldéasa soran meg kell értetniink a didkok-
kal, hogy a kedvezd lehetdségek 0sszeszamlaldsa sordn fontos megkiilon-
boztetniink két esetet:

(1) ha ugyanis kihtuztuk a treff &szt, akkor mellé még 3 treffet kell ki-

valasztanunk a maradék /2 treff koziil, / aszt a maradék 3 asz ko-
ziil, illetve 3(!) tovabbi lapot a fennmarad6 36(!) egyéb lap kozil;

(2) ha viszont nincs a keziinkben a treff asz, akkor 4 treffet valasztha-
tunk a 72(!) ilyen szinti lap koziil, 2 4szt a 3 nem treff asz koziil, és

2 tovabbi lapot a fennmaradé 36 lap koziil.
Ezek utan még feltehetdé az a kérdés is, hogy vajon Osszeadni, vagy
0sszeszorozni kell-e az igy kiszamolt két szdmot. Biztosan lesz, nem is
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egy olyan didk, aki szorozni szeretné a megfeleld értékeket. Célszerti
ilyenkor megint az Osszeadas~VAGY-miivelet, illetve szorzas~ES-
miivelet analogidra hivatkozni: ha az esetek kozé értelmesen a ,,vagy”
kotdszo illeszthetd, akkor az Osszeadast, egyébként pedig a szorzést kell

valasztani.
12)3Y 36 12 3Y36
SLEELLE)
52
Y
Tilizzlink ki olyan feladatokat is, amelyek soran az eseményalgebra
miiveleteit hasznaltathatjuk!

A végeredmény tehat: P =

~ 0,00127

Példa: Helyezziik el egy dobozban a 0, 2, 3, 5, 5, 6 szdmokat tartalma-
z0 kartyakat, majd egyesével kivéve a dobozbdl, rakjuk Oket egymas
mellé! Legyen A az az esemény, hogy igy 4-gyel oszthato hatjegyli sza-
mot kapunk, B pedig az, hogy az igy kapott szam 5-tel oszthat6. Hataroz-

zuk meg a kovetkezé események valdszintiségét: 4+ B, A4- B, A+ B!

Megjegyzés: Amellett, hogy ezzel a példaval gyakorolhatjuk az ese-
ményalgebra miiveleteit és azonossagait, valamint a valoszinliségre vo-
natkozé tulajdonsagokat, ismét rairanyithatjuk a figyelmet az esetszétva-
lasztas fontossagara, hiszen masképpen kell szamolnunk azokban az ese-
tekben, amikor a szdm 0-ra végzddik (az 5-tel oszthatdsag esetén) vagy az
utols6 két pozicid valamelyikén 0 all (ha a 4-gyel oszthatosag eseteit
akarjuk szamba venni), és masképpen, ha ezek nem teljesiilnek. Fontos
felismertetni a feladatmegoldas célszerti 1épéseit is: aP(4) és a P(B)

kiszamitasa utan érdemes a P(A . B) -vel foglalkozni, hiszen a
P(A+B)=P(4)+ P(B)-P(4-B) és az "A+B=A-B azonossag segit-
ségével a masik két kérdés konnyen megvalaszolhat6. Ezen megfontola-
sok alapjan tehat el8szor kiszamoljuk az Osszes esetet: ismétléses permu-

!
tacioval ez % =360. A4-gyel oszthatd szamok végzddései alapjan harom

csoportot kiilonithetiink el:
(1) az els6be a 20 ¢és a 60 végli szamok tartoznak, ilyenbdl osszesen

|
2-i = 24 van;
2!
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(2) a masodikba a 32 ¢és a 36 végliek, ezek szdma Osszesen

| |
21 2

(3) a harmadikba az 52-re és az 56-ra végzddoek, amelyekbdl
2-3-3!=36 van.

A B esemény egyszerlibben kezelhetd:

!
(1) a 0-ra végz0do esetek szama i' =60,

(2) az 5-re végzddoeke pedig 4-4!=96.

‘ 78 13 156 26
Igy PlA)=——=—, P(B)=—-=—.
&y P4) 360 60 () 360 60
. o . C 24 4
Az A-B a 20 és 60 végii szamokat jelenti, tehat P(4-B)= 360 60"

Ebbél P(4+B)=0 420 4 _35_T
60 60 60 60 12

P(A+B)=pP(dB)=1-~=-20_1¢

60 60 15
A fenti példa egyébként hatareset: a kerettanterv inkdbb csak emelt
szinten varja el, hogy a didkok ennyire otthon legyenek az eseményalgeb-
réban. De eddig is lathattuk: ugyanazt a feladatot tobbféleképpen megfo-
galmazva, vagy a megoldast tobbféle uton elképzelve e képzeletbeli ha-
tarvonalnak hol egyik, hol masik oldalan sétalunk. J6 példa az elébb el-
mondottakra a nevezetes eloszlasok kérdéskore. A kétszintli érettségi be-
vezetésekor gy tlint a gyakorld kozépiskolai tanarok szamara, hogy a
hipergeometrikus €s a binomidlis eloszlas csupan emelt szinten fog meg-
jelenni az érettségi kovetelmények kozt. Aztan néhany év mulva tapasz-
talhattak — tobb, a kdzépszinten kitlizott feladat kapcsan is — hogy érde-
mes megismertetni ezeket didkjaikkal. Ezen feladatok tobbsége persze
tisztan kombinatorikus megfontoldsok alapjan is megoldhaté — de hat a
didkok egy része szamara nagyon fontos, hogy legyen elméleti fogddzo,
legyen ,,séma” az ilyen feladatok megolddsara. Persze nem képleteket
akarunk tanitani — a matematika Iényege veszne el, ha ezt tennénk — még-
1s sokat segitiink a ,,séma” megmutatdsaval a tanuloknak. Nézziink mind-

erre néhany példat.
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Példa: Egy 16 f6s diakcsoport minden tagja véletlenszeriien, egyenld
eséllyel indul tanitds utdn moziba, tanulni, illetve a sportolni. Mennyi
annak a valoszinlisége, hogy koziiliik valaki tanulni indul?

Megjegyzés: A megoldas soran fel kell ismertetniink, hogy konnyebb
az ellentett esemény (,,senki sem indul tanulni”) valosziniiségét kiszamol-
ni. A diakok tobbsége azonban ezzel is elakad: nem ismerik fel, hogy
mind az 0sszes eset, mind a kedvezd esetek kiszamitasa az ismétléses
variacio elvén torténhet. Segithetjiik ezt a felismerést azzal, hogy M, T,S
felirattl kartyadkkal modellezziik az eseményt. Az 0sszes eset megadasa-
hoz mindenki tetszés szerint valaszthat a — megfelelden sok példanyban
létez6 — haromféle kartya koziil (ez 3'°-féle modon torténhet), az ellentett
esemény kedvezd eseteinek Gsszeszamlalasdhoz viszont mindenki csak az

M ¢és az S felirati kartydk valamelyikét veheti el (e lehetdségek szama
16

2'%). igy a feladat végeredménye: P =1 3 s 0,9985.

Mieldtt ratérnénk a binomidlis eloszlassal torténd megoldasra, meg-
emlitjiikk, hogy ha emelt szinten mar targyaltuk az események fiiggetlen-

N ey 2
ségének témakorét, akkor a kovetkezd gondolatmenetet is kdvethet;jiik: 3

annak a valoszinlisége, hogy egy didk nem tanulni indul. Az egyes didkok
ilyen irdnyu vélasztisa fliggetlen egymastol, és mivel fliggetlen esemé-
nyek valoszinlisége 6sszeszorzodik, igy a ,,senki sem indul tanulni” valo-

2 16
szinlisége P = (Ej .

A visszatevéses mintavétel, azaz a binomidlis eloszlas képlete is jol il-
leszthetd a problémara.

Tétel: Annak a valoszintsége, hogy egy n-szer elvégzett kisérletsoro-
zat soran egy p valoszinliségli esemény ¢€ppen k-szor fordul eld:

)= [} o0

A fenti példankban n =16, p = %, k=0, azaz a ,,senki sem indul ta-

16 1 0 2 16 2 16
nulni” valoszintisége most is P = (—j (—j = (—j .
0A3)\3 3
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A visszatevés nélkiili mintavétel, vagyis a hipergeometrikus eloszlas
feladatai tulajdonképpen képlet nélkiil, ,,j6zan ésszel” is megoldhatok.

Példa: Mi annak a valosziniisége, hogy a hatoslotton éppen 4 talalatot
ériink el? (A hatoslotton 6 szamot kell 45 koziil eltalalni.)

45
Megjegyzés: Az Osszes eset: ( 6 j A kedvezd esetek Osszeszdmolasa
soran azt kell figyelembe venniink, hogy a 4 talalat tigy all eld, hogy a 6

6 ,
kihtuzott szam kozil 4-et talalunk el [[4}], ES a 39 nem kihtzott szam

39 ,
kozil 1s bejelolink 2-t [[2D Igy a keresett valoszinliség:

(6j(39j

4) 2

P="2"70,00136.
45

Egy ilyen bevezetd feladat alkalmat ad a szdmunkra, hogy ismertessiik
a visszatevés nélkiili mintavételre vonatkozo 6sszefiiggést.

Tétel: Legyen adott N szaml elem, kozilik legyen K valamilyen
szempontbol kitiintetett. Annak a valdszintisége, hogy a N elem koziil n-et
kivalasztva a kivalasztottak kozt éppen k darab kitiintetett legyen:

Y

Mindkét nevezetes eloszlas hasznalatdra nagyon jo feladatokat talalunk
az Ujabb példatarakban. A didkok szdmara azonban olykor annak eldonté-
se okoz gondot, hogy egy adott feladat esetén melyik képletet kell hasz-
nalni. Ha a szovegbdl egyértelmiien kideriil, hogy visszatevéssel vagy
anélkiil vessziik a mintat, akkor persze nincs gond. Ha nem dertil ki, ak-
kor azzal segithetiink, hogy rdmutatunk: ha az 0sszes elem szama adott,
akkor a tobbnyire a hipergeometrikus, ha nem, akkor pedig a binomialis
eloszlas célszeriibb valasztani.
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Példa: Egy varosban a kutatdsok szerint a kdzépiskolas didkok 5%-a
kiizd tanulasi nehézségekkel. Megvizsgalva 20 véletlenszertien kivalasz-
tott didkot, mi a valoszinlisége annak, hogy koziilikk (1) pontosan ketten;
(2) legalabb harman kiizdenek ilyen nehézséggel?

Megjegyzés: A binomialis eloszlas szerint az (1) részben most
p =0,05, n=20, k =2, 1igy a keresett valosziniiség

20
P= ( 5 j .0,05%-0,95" ~ 0,1887 . A (2)pontban nyilvan érdemesebb az
ellentett esemény (,,legfeljebb ketten) valdszintiségét kivonni /-
1. _ 20 20 1 19 20 2 18
bol: P=1-0,95" — | 0,05 -0,95" - 5 -0,057-0,95" = 0,0755.

Azt 1s megmutathatjuk, hogy elég nagy N elemszam esetén e két el-
oszlas megfeleld értékei jo1 kozelitik egymast. Ha tehat példaul feltételez-
zik, hogy az adott varosban N=10000 kdzépiskolas €1, akkor kiszamit-
hatjuk, hogy koziiliik nagyjabol K=500-an kiizdenek tanulasi nehézsé-
gekkel. gy az (1) részben hipergeometrikus eloszlassal szamolva

(500} (9500}

2 18 : : . :

P= ~ (0,1888 adodik, ami valoban jol kdzeliti a korabban
10000

)
kapott értéket. Sajnos, az ilyen szamitasok elvégzése esetén hatranyba
keriilnek azok a didkok, akik a szamologépiikkel nem tudnak binomialis
egyltthatokkal szdmolni. Figyelniink kell erre is idejekoran, ha a sziilok
szamologép-vasarlasi tanacsot kérnek toliink!

Ezekkel a feladatokkal, mint emlitettiik, mar az emelt szintli tananyag
hatdrmezsgyéjén sétalgattunk. Emelt szinten emellett nem feledkezhetiink
el a feltételes valosziniiségrol, a Bayes-tételrol, a teljes valosziniiség téte-
léerdl, a valosziniiségi valtozo varhato értékerol, szordsarol és a nagy
szamok torvényérol sem.

256



A KOMBINATORIKA, VALOSZINUSEG ES STATISZTIKA TANITASA

7. Statisztika

A statisztikai ismeretek oktatasa csupan néhany éve keriilt be az alap-
¢és a kozépfokll matematika kerettantervekbe. A mindennapi életben, gaz-
dasagi, kozvélemény-kutatési targyu elemzésekben rendkiviil gyakran ta-
lalkozik az atlagember adathalmazokkal, dbrdzolasukkal, feldolgozasuk-
kal, igy indokolt volt a témakor beemelése az iskolai oktatasba. Az ilyen
iranyt ismeretek atadasaban a matematika tanaranak mindenképpen cél-
szerli egyiittm{ikodni az informatika, illetve az esetlegesen az iskolaban
megjelend gazdasagi alapoz6 tantargyak oktatoival, elkeriilendd a feles-
leges parhuzamossagokat.

A témakor alapozasa mar az altalanos iskola als6 tagozatan megkezdo-
dik: ekkor — példaul meteoroldgiai — adatokat gytijtenek, grafikonon abra-
zoljak azokat, kiszamoljak a terjedelmiiket. A felsé tagozaton folytatodik
az adatgylijtés, €és rendszerezés, megismerik a didkok a modusz és a
median, valamint az atlag fogalmat, diagramokat készitenek, elemeznek.

A kozépiskolaban mindenekel6tt tablazatba rendezett adatok kiilonbo-
z0 diagramokon torténd megjelenitésével foglalkozunk. A szamtalan di-
agramtipus koziil az oszlop-, a kor €s a vonaldiagramot részesitjiik elony-
ben. Az oszlop-(illetve a sav-)diagram az adatok 6sszehasonlitasat, nagy-
sdgrendi viszonyait lattatja. A kordiagram a szézalékos megoszlas bemu-
tatasara kivaldan alkalmas, mig a vonaldiagram példaul az idébeli valto-
zéasokat szemlélteti jol. Mindegyik esetben nagyon fontos az aranyos ab-
razolas, a tengelyek megfeleld beosztasa és feliratozdsa — mindezt az in-
formatika ordkon, az Excel program alkalmazasa soran is begyakorolhat-
jék didkjaink, de persze ezt a programot, vagy mas csomagokat a mate-
matika oran is segitségiil hivhatjuk. A pontos &brazolas mellett fontos a
részletszamitasok megfeleld megjelenitése is.

Példa: Az alabbi, 2. tablazatban egy kozépiskola didkjainak lakohely
szerinti megoszlasat latjuk. Készitsiink kordiagramot, illetve oszlopdiag-
ramot az adatok alapjan!

Lakohely Debreceni Bejaro Kollégista Albérld

Didkok 150 230 80 40
Szama

2. tablazat
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Megjegyzés: A kordiagram (6. abra) készitéséhez meg kell hataroz-
nunk, hogy az egyes adatokhoz hany fokos kozépponti szdgli korcikk
tartozik. Mivel didkok 6sszlétszama 500 {0, igy az egyes értékek:

Lalgghely szerinti megoszlas

Debreceni
Bejaroé
[l Kollégista
M Albérlé

6. abra

230

500
40

500
Ki kell térniink arra, hogy a 150, 230, 80, 40 értékeket az egyes adatok
150 230 80 40

500" 500" 500 500
gvakorisaguknak nevezzik, a valoszinliség-szamitds fogalmaival szink-
ronban. Az é4brazolashoz feltétleniil sziikséges korzd és szogmérd, bar
ezek hasznélatara néha nem konnyli rdvenni a didkokat. A6. dbrdn nem
tiintethetjiik fel a kdzépponti szog nagysagat, hiszen ez felesleges adat,
csupan a szamadatokat, vagy a szazalékos megoszlast.

A megfelel6 oszlopdiagram készitése soran a korabban mar leirtak sze-
rint kell eljarnunk. Itt a vonalz6é hasznalatara kell rabirnunk a didkokat (7.
dbra).

Debreceni: %-360° =108°  Bejaro: -360° =165,6°

Kollégista: %-360° =57,6° Albérls: -360° = 28,8°

gvakorisaganak, a hanyadosokat pedig a relativ
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Lakohely szerinti megoszlas

250 >
200
150
150 -
100 80
50 - l 40
0 - T T -_\

Debreceni Bejard Kollégista Albérlé

7. abra

A diagramok adatainak feldolgozasat c€lzd feladatokat is ki kell tiiz-
niink.

Példa: A Bethlen Gabor Sportegyesiilet éves bevételeinek megoszlasat
tartalmazza a kovetkezd kordiagram (8. dbra). Tudjuk, hogy a bérleti dij-
bol szarmazo bevétele 600.000 forint volt, és a hozza tartozo6 korcikk 36 -
os. Az eml¢ktargyak eladasabol szarmazo bevétel 0sszege 1,2 millio fo-
rint, a bérletek értékesitésébdl szarmazd bevétel kozépponti szoge pedig
144°. Hatarozzuk meg

(1) a bérletekbdl szarmazo bevételt;
(2) a jegyekhez tartozd osszeget €s kozépponti szoget;

(3) ateljes bevételt!
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A BGSE bevételei

i Bérletek

M Jegyek

E Emléktargyak
[ Bérleti dij

8. dabra

Megjegyzés: A (3) kérdésre tudunk eldszor valaszolni. Egyszert egye-
nes aranyossaggal kiszamithato, hogy a teljes bevétel 6 millio forint

(600.000

-360). Az (1)-re adand6 valasz akar ebbdl az adatbol is meg-

144 - ) :

adhato (6 360 =24 mllh(')formtj. Mivel az emléktargyakhoz tartozo
sz0g 72 °-os, igy a jegyekre 360°-36°-72°-144°=108 -0s sz0g marad, igy a
jegybevétel értéke 1,8 millio forint ((2) kérdés).

A tovabbiakban fel kell eleveniteniink a — kordbban mar megismert —
kozépértékek fogalmat.

Definicio: Adathalmaz moduszan a leggyakrabban eléforduld értékét
értjiik.

Amennyiben a vizsgalt adathalmaz szamokbdl all, megadhatjuk a ko-
vetkezo fogalmakat is.

Definicio: Paratlan elemszamu adathalmaz medidnja a rendezett minta
kozépso eleme, paros elemszam esetén pedig a rendezett minta két kdzép-
sO elemének szamtani kdzepe.
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Definicio: Az x,,x,,.x, n elemii adathalmaz szdmtani kozepe

_ XX, +x,

= |

n
Példa:30 csaladban vizsgaltuk meg a gyermekek szamat. A kovetkezd
adatsort kaptuk (3. tablazat):

2(112121212({0|1|3]1{1(0|4]2|2|1(0(3|5({1|0(0(2]|2|1(3(3(2]|0]|6

3. tablazat
Hatarozza meg a fenti adatsor mdduszat, medianjat, ¢és az atlagos
gyermekszamot!

Megjegyzés: Mindenekel6tt célszerli az adatokat egy jabb, ugyneve-
zett gyakorisagi tdblazatba rendezni (4. tablazat):

Gyermekszam 0 1 2 3 4 5 6
Csaladok szama 6 7 10 4 1 1 1

4. tablazat

A fenti tablazatbol jol latszik, hogy az adatsor modusza2, atlaga pedig
6-0+7-1+10-2+4-3+4+5+6

30 =1,8. A median most a /5. és a /6.

elem atlaga, azaz = 2. A didkok els6sorban ez utdbbi meghataroza-

saban szoktak tévedni, elfeledkeznek ugyanis a minta rendezésérol.

Példa: Egy hatelem( adatsor elemei I, 3, 4; 9; 11 és x. Mekkora lehet
az x értéke, ha az adatsor medianja megegyezik az atlagaval?

+ X

2 .
Megjegyzés: Az atlag értéke 8 . A median értéke azonban attol

fiigg, hol helyezkedik el a rendezett mintaban x. Ez alapjan harom esetet
kell megkiilonbdztetniink:

2 4
(1) ha x<3, akkor 8+x:3+ — x=-7, és ez benne van az

alaphalmazban;
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28+x x+4

(2) ha 3<x<9, akkor — x =38, ez is megfelel a fel-

tételnek;

(3) ha x> 9, akkor pedig 2o - 49

— x =11, ez is megoldas.

A kozépértékek mellett a szorodasi mutatok meghatarozasaval is kell
foglalkoznunk, hiszen a kozépértékek nem mindig mutatjak jol az adat-
halmaz szerkezetét. Adathalmazunk tovabbra is szamokat tartalmaz.

Definicio: Az adatsor terjedelme a legnagyobb és legkisebb értékének
kiilonbsége.

Definicio: Legyen az x,,x,,..x, neleml adathalmaz szamtani kdzepe

x . Ekkor az adathalmaz szérdsa:

D:J(x,_;)2+(x2_;)2+...+(x,,_;)2 |

n

Definicio: Legyen adott az a szam, tovabba az x,,x,,..x, n elemi
adathalmaz. A adathalmaz a-t6!/ valo datlagos abszolut eltérése:
X, —al+|x, —al+..+\x —a
R e )

n
Példa: Az iskolai kosarlabda foglalkozas résztvevdinek testmagassagat
tartalmazza az alabbi tablazat(5. tablazat):

Magassag(cm) 188 191 193 194 199 201
Fo 2 3 1 2 2 1

5. tablazat

Allapitsa meg az adathalmaz terjedelmét, szorasat, tovabba a median-
tol valo atlagos abszolut eltérését!

Megoldas: A terjedelem értéke: 201 — 188 = 13 cm. A szérashoz el6szor

az atlagot kell kiszamitanunk:
ol 2-188+3-191+193;—12-194+2-199+201 1935 cm, majd ennek

segitségével a szorast:
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=423

b \/2(188 —x) #3091 -] + (193] l+12(194 —xf +2099—x) + (201 —xf
A median értéke 793, igy a harmadik keresett értek:

5(193)= 2/188-193+3[191-193+(193-193 1+12194—193 +2199-193+[201-193 _ 145
Példa: Adjon meg egy-egy olyan négyelemii adathalmazt, amelynek

atlaga 4, tovabba (1) mddusza 2; (2) medidnja 3; (3) szorasa 0!

Megjegyzés: Az ilyen tipusu feladatok altaldban hatarozatlansaguk mi-
att okoznak gondot a didkok tobbségének, tovabba a fogalmak pontos
ismeretét, valamint kreativitast kovetelnek toliikk. Mindenekelott azt kell
¢szrevenni, hogy a négy szam Osszege mindegyik esetben /6 kell, hogy
legyen. Egy-egy lehetséges adatsor:

(1) 2;2,5,7
(2)2, 3,38
(3) 4, 4; 4, 4 (itt természetesen ez az egyetlen lehetséges megoldas).

A statisztika témakornek a kozépiskolai tananyagban nincs még szilard
helye: a tankonyvek, tanmenetek a leggyakrabban a 10., tovabba a 11.
¢vfolyam végére helyezik a statisztikat — ennek viszont sokszor az a ko-
vetkezménye, hogy idéhidny miatt kevesebbet foglalkozunk vele az el-
varhatonal. A témakorre visszautalhatunk a valoszinliség-szamitas tanita-
sakor a mintavétellel kapcsolatos problémaéknal, illetve kiaknazhatjuk a
két fejezet analogiajat a valosziniiségi valtozo varhato értékével, szorasa-
val kapcsolatos fogalmak és feladatok targyaldsa soran is.

8. Osszegzés

Tanulmdnyunkban harom olyan matematika témakor tanitdsanak kér-
déseivel foglalkoztunk, melyek csupan az utdbbi tiz évben valtak a ko-
zépiskolai matematika tananyag szerves részéveé. A kétszintli érettségi
mint kimeneti szabalyoz6 eszkoz biztositja ugyan, hogy ezek a témakorok
targyalasra keriilnek a matematika 6rdkon, am tapasztalatunk szerint ta-
nitdsuk megtervezéséhez és kivitelezéséhez nem minden esetben all ele-
gendd szakmodszertani ismeret, gyakorlat a matematikatanarok rendelke-
zésére. E témakorok ismereteinek aprobb fejezetekre tagolasa, az egyes
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¢vfolyamok tananyagaba vald ,,sz€étszordsa” nem konnyiti meg a tanarok
munkajat. A ,,hagyomanyos” nagy témakoroktol (algebra, geometria) el-
tér0en a vizsgalt harom tematikai egység tanitdsa nem feltétlentiil igényli a
szigoruan spiralis felépitést, egy-egy téma egy-egy tanév anyagaba épitve
is teljes egészében tanithato lenne, s a tobbi tanévben a mar elsajatitott
ismeretek felszinen tartasara figyelhetnénk.

Munkdankban egy lehetséges feldolgozasi moédot mutattunk be a harom
— egyebként szorosan Osszefliggd — anyagrész tanitdsahoz. Hangsulyt he-
lyeztiink az elsajatitando elméleti ismeretek strukturalt bemutatisara és a
tipusfeladatok részletes targyalasara is. A példakat kdvetd megjegyzések
a tovabbgondolasra ¢s a lehetséges kapcsolodasi pontokra hivjak fel a
figyelmet.

A kombinatorika, valoszinliség-szamités, statisztika tanitdsa a fogal-
mak, eljarasok sablon-szerli alkalmazasanal tobbrdl szol. A gyakran hét-
koznapi kontextusba agyazott problémak a szovegértés képessége mellett
a matematikai modellalkotas képességét is fejlesztik. A feladatok megol-
dasanak kulcsa sokszor az, hogy fel kell ismerni a latszolag teljesen kii-
16nb6z6 feladatokban az azonos matematikai tartalmat. Ez esetenként a
probléma atfogalmazasat is igényli, ami a tanulok kreativitdsat fejleszti.
Ugyancsak a kreativitast fejlesztjiik, ha egy-egy feladatnak tobb megolda-
si modjat megismertetjiik, €és képessé tessziik tanitvanyainkat arra, hogy
eldontsék, az adott esetben melyiket célszerli valasztani. A tobbfélekép-
pen megoldott feladat a megoldas ellendrzését is jelenti, hiszen a vég-
eredményeknek mindegyik esetben meg kell egyezni.

A vizsgalt témakorok nem csupdn egymassal, hanem a tobbi matema-
tikai témakorrel is szorosan Osszekapcsolhatok. A feladatok ezért sokszor
tartalmilag 1s komplexek. A szamelméleti, geometriai, halmazelméleti,
logikai témaji problémakkal talalkozunk a leggyakrabban. A belsé kon-
centracid mellett a tantargyak kozotti koncentraciora is jo lehetdség nyi-
lik. A matematika 6rakon tdmaszkodhatunk (€s egyuttal megerdsithet;iik)
az informatika Ordn elsajatitott tablazatkezeldi ismeretekre, de torténelmi,
foldrajzi témaju statisztikai feladatokkal is foglalkozhatunk. A kisérlete-
z€s ¢€s a jaték nélkiilozhetetlen eleme a tanulasnak. A valoszinliségi ki-
sérletek, a paros jatékok hozzajarulnak a véletlen, a gyakorisag, a relativ
gyakorisag, a valoszinliség fogalmanak elmélyitéséhez.

A matematika tanari munkédnak alapveté kovetelménye a vilagos fo-
galmazas, a pontos ¢és egyértelmil kérdésfeltevés €s a szakkifejezések kor-
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rekt hasznalata. Mindez az altalunk targyalt témakorokre fokozottan igaz.
Elég egy sz6 elhagyasa vagy megvaltozatasa példaul egy kombinatorikai
feladatban ahhoz, hogy az teljesen mas értelmet nyerjen. A tanulok egyé-
ni gondolkodasmddjanak megértése és tovabbgondolasa ugyancsak nyil-
vanvalo elvaras egy tanartdl. Tekintettel azonban arra, hogy a kombinato-
rikai, valosziniiségi problémak tag teret nyjtanak az egyéni gondolkodasi
stratégidk kialakitdsdhoz, ez esetlinkben sokszor nem is egyszerii. Tanul-
manyunkkal ezt a fajta munkat kivanjuk segiteni.
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