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Bevezetés

A klasszikus kétértékii logikaban:
1. pontosan két igazsagértek 1étezik: az Igaz és a Hamis (kizart harmadik elve),
2. minden allitasrol egyértelmiien el lehet donteni, hogy Igaz vagy Hamis,
3. anyelv barmely mondatanak igazsagértékét a mondat részeinek igazsagértékei

hatarozzék meg.

A tobbértekll logikdk cafoljak ezeket. Megjelenik egy harmadik érték, amelyet sokan
sokféleképpen értelmeznek. A harmadik érték a ,,lehetséges”, vagy a ,,hatarozatlan” kifejezést
hordozza magaban. Jel6lésben is eltérnek a kiilonbozd logikak. Példaul: 0, Y4, 1 vagy F, I, T.

A 20. szdzad elején meriiltek fol olyan problémaék, amik megkérddjelezték az arisztotelészi

logikat.

Korai motivéciok:
- vannak olyan allitdsok, amik nem rendelkeznek valodi igazsagértékkel,
hatarozatlanok,
- anyelvben lehetnek olyan mondatok, amik nem fejeznek ki allitast, példaul a jovore
vonatkoz6 mondatok,

- személyes meggydzddés, valami ,kicsit igaz”, példaul: Esik az eso.

Tovéabbgondolva ezt az elvet eljuthatunk az n-értékii, majd a végtelen értékii logikahoz is. A
szemléletmdd hasonld a haromértékiihoz. Az n-értékli logika estén az igazsagértékek egyik
lehetséges halmazat tigy kaphatjuk meg, hogy a [0, 1] zart intervallumot n egyenld részre
felosztjuk: {0, 1/(n-1), 2/(n-1), ..., (n-2)/(n-1), 1}, ahol 0 a hamis értek, és felfel¢ haladva
egyre ,,igazabb” értékeket kapunk.

Modern hasznalat:
- nem determinisztikus folyamatok elmélete,

- Post algebrak (t6bbértékii halmazok).



Lukasiewicz 1920 és 1922 kozott dolgozta ki logikai rendszerét. Tole fliggetleniil Post is
ebben az idében jutott hasonld eredményekhez. Ok készitették az elsé publikalt leirdsokat a
tobbértéki logikai rendszerrdl.

Majdnem husz évvel késébb Bochvar és Kleene, kiilon - kiilon, kidolgoztak sajat tobbértéki

logikai rendszeriiket egyedi konnektivumokkal.



Lukasiewicz tobbértékii rendszere

Az arisztotelészi logikat tagadja, és a nem-euklideszi geometridhoz hasonlitja logikajat.

Elutasitja a kizart harmadik torvényét. A harmadik érték: ’lehetséges’, jelolés: V2.

Lukasiewicz 3-értékii logikaja (1920)

A 3-értékt logikai rendszere két konnektivumon alapul, melyek bazist alkotnak: o és —,

amelyek az implikaciot és a negaciot jelolik. Ezek igazsagtablai a kovetkezok:

S0 w1 p | —p
01 1 1 01
Bl 1 1 A2
110 % 1 110

A 0 a ’hamis’, 1 az ’igaz’ ¢és 2 a ’lehetséges’ értéket jelenti. A negaciot tiikrozéskeént
értelmezi. Mivel {o, —} bazis, ezrét a kifejezhetd veliik a tobbi konnektivum:

* pvae (o949

* PAqE =(=pV—q)

* pP=q=(P>9PA(@DD)

Megjegyzés: a klasszikus logikabol ismert pvq < (—p D q) allitas nem teljesiil 3 érték esetén!
Nézziik meg hogyan jutott Lukasiewicz a fenti tablazathoz? Nem igazan hatarozott a kritikus
pontban. Csak azt mondja, hogy a ,.kivant eredmény” eléréséhez erre van sziikség. Ebben az

esetben a ,,kivant eredmény” nem mas, mint hogy a (p D p) tautologia legyen.

Def: Egy formulat 3-értékli rautoldgianak neveziink, ha mindig az 1 értéket veszi fel.

Az 1 értéket kitiintetett értéknek nevezziikk



Tekintsiik az igazsagértékeket a klasszikus igazsagértékek halmazainak:
0={F}, 1={T},2={T,F}
A cél az, hogy a klasszikus értékek minden egyes halmaza azoknak az értékeknek a halmazat

reprezentalja, amelyeket a kijelentés a jovOben felvehet.

> iy {TFy (T} p —p
(L U A C N Fy | TS
{T,F} | {T, F} {T} {T, F} | {T, F}
Ty | Fy ATF (T} Ty | {F}

Hogyan tolthetd ki a hidnyzé elem? A reprezentacio szerint {T, F} kellene oda. Ebben az

esetben azonban nem lenne tautologia a (p © p) formula.

Lukasiewicz kritika nélkiil atvesz két elvet a klasszikus logikabol:
1. Principia Mathematica elve: a logikat az axiomak, a helyettesités és a modus ponens
segitségével kell felépiteni.

2. Az dsszetett allitdsok értékét részei értékének fliggvényeként kell megadni.

Bizonyithat6, hogy Lukasiewicz 3-értékii logikdjaban az alabbi sémak tautologiak:

I. Ao(BoA)

2. (AoB)o(Bo2(C) (A0
3. (Ao-A)DA)DA
4. (FA>—-B)o(B>2A)

Tétel: (Wajsberg, 1931)

L; axiomatizalhato a fenti sémak, a helyettesitési szabaly és a modus ponens segitségével.



Lukasiewicz n-értékii, végtelen értékii logikaja (1922)

Az n-értékii logika estén az igazsagértékek halmaza:

L= {0, 1/(n-1), 2/(n-1), ..., (n-2)/(n-1),1}

A végtelen értékii logika esetén:
Ln={s/w:0<s<w,s,we N,w=0}

Ez a definici6 valojaban a [0, 1] intervallumon értelmezett raciondlis szamok halmazat adja.

A kituntetett érték mindkét esetben az 1.

A konnektivumok értelmezése:
* |-p/=1-]p|
* [poq/=min(l,1-|p[+]q))
* |pAg/=min(pl,[q])
* |pvqgl=max(|p|,|q))
* |p=q/=1-abs(lp[-]q)

Lukasiewicz igazsagszabalyai esetén a {0, 1} halmaz zart barmely konnektivumra nézve, és a
bevezetett konnektivumok ezen a halmazon ugyanigy miikodnek, mint a klasszikus

igazsagértékelések, ezért Taut, < Taut, minden n-re.

Lindenbaum tétel:

Vn, m > 2 esetén teljesiil, hogy Taut, < Taut,, akkor €s csak akkor, ha m-1 | n-1.



Post tobbértékii rendszere (1921)

Post m-értékii rendszerét a {0, 1, ..., m-1} értékhalmazon definialta. Kitiintetett érték az m-1.
Két operatort vezet be a halmazon:

- diszjunkcid: [p v q| = max (|p|, |q]),

- negacio: |-p| = [p| + 1 (mod m).

Megjegyzés: a negacidt 1éptetésként, eltolasként értelmezi.

Az m =2 esetben a rendszer megegyezik a klasszikus logikaval, de ha m > 2, akkor a rendszer

nem tartalmazza a klasszikus logikat, nem konzervativ bovitése.

A kizart harmadik torvényének megfeleldje tautologia: [p v —p v ——p Vv ... V —...=p| =m-1

Konnektivumai (v, —) bazist, és funkcionalisan komplett rendszert alkotnak.

f: {0,1, ..., m-1}™ — {0,1, ..., m-1}.

Példaul m = 4 esetén a kovetkez0 igazsagtablakat kapjuk:

vi0o 1 23 P|=p|——p | =D | pV=pPVo—pV—D
0]0 1 2 3 1| 2 3 3
11123 12| 3 0 3
2012 2 2 3 213 0 1 3
313333 310 1 2 3

A fenti tablazatbol jol lathato, hogy a kizart harmadik elvének Post logikdjaban megfeleld

formula tautologia lesz, mivel mindig a kitiintetett elemet (m-1 = 3) veszi fel.



Bochvar tobbértékii rendszere (1939)

A klasszikus logika és a halmazelmélet paradoxonjainak a megoldasara torekedett.

Russell paradoxon: a ’rendes halmazok’ elmélet. Legyen R = {X | X halmaz, X ¢ X}.
Vizsgaljuk meg, hogy ekkor az R halmaz rendes halmaz-e:

- ha R rendes, akkor teljesiil rd, hogy R ¢ R, tehat R € R lenne,

- ha R nem rendes, akkor R € R teljesiil, vagyis R ¢ R.

Erre a paradoxonra keres megoldast Bochvar uigy, hogy kétféle konnektivumot vezet be.

Bels6 konnektivumok
Konzervativ altalanositasai a klasszikus logika konnektivumainak. A harmadik érték az I, ami
a hatarozatlansagot, az értékhianyt jeloli. Az egyetlen kitlintetett érték a T, igy a rendszerben

nincsenek tautologiak.

AT I F p|—p
‘T[T 1 F ‘T|[F

I 1 I
FIF I F F|T

Kiils6 konnektivumok
e Ap: ’allitas operator’, jelentése: ’p igaz’.
* ~pS-—Ap
e p&qeApAaAq

p | Ap p|~p & T I F
T[T T|F T|T F F
I |F 1| T 1 |F F F
F|F F|T F|F F F

A kiils6é konnektivumok az allitasok igazsagértékei kozotti kapcsolatot jelenitik meg.
Bochvar tobbértékii rendszerében |p| = |—p| pontosan akkor teljesiil, ha |p| = I. Ekkor a Russell

paradoxon mar nem paradoxon tobbé.



Kleene tobbértéki rendszere

A hatarozatlansagot akarja bevezetni a logikai rendszerbe. Az eredeti motivacio a rekurziv
fiiggvények elméletébdl szarmazik.

Egy olyan gépet kell elképzelni, amely arra szolgal, hogy bizonyos kérdésekre igaz vagy
hamis valaszt adjon. Specialis esetekben viszont eldfordulhat, hogy a gép nem ad véalaszt.
Lehet példaul, hogy végtelen ciklusba keriil, vagy egy szamitasi folyamat felemészti
eréforrasait, és ezekben az esetekben a gép valasza nem definialt.

Bochvarral ellentétben az erds Kleene rendszerben egy Osszetett mondatnak akkor is lehet
valodi igazsagértetke (F vagy T), ha valamely komponensei nem rendelkeznek
1gazsagértékkel, azaz definialatlanok.

A harmadik érték a hatdrozatlansag, definialatlansag: I.

Eros konnektivumok (1938)

AT 1 F v|T 1 F S|T 1 F
‘T|T I F TITTT T[T 1 F
1|1 1 F I|T 1 1 I [T I 1
F|F F F FIT1 F FITTT

Megjegyzés: konjunkcio és diszjunkcid esetén hasonlit Lukasiewicz 3-értékii logik4jara, ha az

értékeket atkonvertaljuk a kovetkezd modon: F=0,1="1, T=1.

[=pl=1-p|
[p A g = min (|p|, |q])

Ip v q = max (|pl, [q])
p>q< —pVq,ekkor[p>qgl=max(l-]p|,q)

Az erés Kleene rendszerben nincsenek tautologidk, mert ha minden bemenet hatarozatlan,

akkor a kimenet is az lesz.

10



Gyenge konnektivumok (1952)

AT 1 F v|T 1 F S|T I F
‘T[T I F T[T I T ‘T|T I F
1[I I 1 1[I I 1 1|1 I 1
F|F 1F FIT1F FITIT

A gyenge Kleene rendszerben megjelenik a rekurzid. Ha egy szamoldsi folyamat soran fellép

a determindlatlansag, akkor az egész eljaras determinalatlanna valik.

Megjegyzés: Bochvar belsd konnektivumaira hasonlit.

11



A matrix modszer

A tovabbiakban egy rogzitett altalanos nulladrendi nyelven olyan L = (LC, Pr, Form)
rendezett harmast értiink, amelyre teljesiilnek a kdvetkezdk:
- LC={— * (,) } logikai konstansok halmaza,
- Pr={p,q,1,p1, qi 11, ...} allitdAsparaméterek nem lires, megszamlalhato halmaza,
- Form az a halmaz, amely eleget tesz a kovetkezoknek:
o Prc Form,
o ha A € Form, akkor —A € Form,

o ha A, B € Form, akkor (A * B) € Form.

Def: Az L nyelv madtrixan egy (U, D) rendezett part értiink, melyre teljesiil, hogy
- U=, 19 6%) egy absztrakt algebra,

- D c A, az A kitiintetett elemeinek nem {ires halmaza.

Példa: Lukasiewicz 3-értékii rendszere esetén

- A={0,%,1},

- D={1},

- hx)=—x,

- bhx,y)=x>Dvy.

Az L nyelv egy (U, D) matrixra vonatkozd interpretaciojan egy g: Pr — A fliggvényt értiink.
Az interpretacio general egy értékelést az L nyelven:

- Hap e Pr, akkor |p| = g(p).

- Ha A € Form, akkor |-A| = fi(|A]).

- HaA, B € Form, akkor |A * B| = f3(|A], |B)).

Def: Legyenek U; = (A4, fi’, £2°) és Uy = (A, 117, £,7) absztrakt algebrdk. Ekkor az (U;, Dy)
részmatrixa az (U,, D,) matrixnak, ha

- AcCA,

- 117, £ az f)”, illetve az f,” fiiggvényeknek az A halmazra valo leszlikitései.

A klasszikus logika matrixa az 6sszes eddigi 3-értéki logika matrixanak részmatrixa.

12



Kovetkezményrelacio

Def: Legyen I', A < Form, I', A véges. A kévetkezménye a I" halmaznak az M matrixra nézve,
r |=M A, ha teljesiil a kdvetkezd: ha minden M matrixra tAmaszkodd g interpretacio esetén, ha

|A| € D minden A e I" formulara, akkor |B| € D valamely B € A formulara.
Def: Az A formula tautolégia az M métrixra nézve, ha 0 fu A (Fu A).

Az L nyelv barmely matrixa esetén teljesiilnek a kdvetkezok:
1. HaT N A#0, akkor T fy A.
2. HaT fw A, akkor I' U X fy A U TT (bdvitési tulajdonsag).
3. Hal, A |=M AésT |=M A, A, akkor I |=M A (metszet tulajdonsag).

Def: A kévetkezményrelacio egy olyan relacid, amely teljesiti a fenti harom tulajdonsagot.

Def: Absztrakt kovetkezményrelacionak nevezzik azokat a véges formulahalmazok kozotti
relaciokat, amelyek teljesitik az alabbi tulajdonsagokat:

I. Hal nA#0, akkor T | A.

2. HaT | A, akkor I' U T | A U T (bévitési tulajdonsag).

3. Hal,L A |- AésT |-A, A, akkor I' |-A (metszet tulajdonsag).

Def: Ha egy absztrakt |- kovetkezményrelacid egybeesik egy M matrix 4ltal definialt |=M

kovetkezményrelacioval, akkor M a |-k6vetkezményreléci(') karakterisztikus matrixa.

A |=M kovetkezményrelacio tulajdonségai:

1. Uniformitas: HaT [ A, akkor T'> F A’, ahol T *, A’ Gigy keletkezik -bol és A-bol,
hogy a benniik szereplé formuldkban valamely Aallitdsparamétert ugyanazzal a
formuléaval helyettesitjiik.

2. [I-prim: Egy kovetkezményrelaciot '—-primnek neveziink, ha formulak barmely véges

A halmaza esetén, amennyiben I” |= A agy ' |= A valamely A € A esetén.

13



Tétel: Ha |= egy uniform kovetkezményrelacio, akkor van karakterisztikus matrixa.

Biz: Elészor megmutatjuk, hogy barmely véges ©, A formulahalmazok esetén, amelyekre
nem igaz, hogy ©® |= A, van olyan M(®, A) matrix, ahol |= c |=M, de nem igaz, hogy ©® |=M A.
Ahhoz, hogy ilyen matrixot talaljunk, legyen |=1 kovetkezményrelacido @-prim kiterjesztése a
|= kovetkezményreldcionak ugy, hogy © |=1 A nem teljesiil. Definiadljuk az M = M(O, A)
matrixot a kovetkezd mdodon: a matrix elemei legyenek az L nyelv formulai, ahol p+q = (p*q),
f(p) = — p. Az M Kkitlintetett elemei azok a p formulak, melyekre ® |=1 p igaz, igy kovetkezik,
hogy © |=M A nem teljesiil. Ahhoz, hogy M érvényes legyen a |= kovetkezményreléciora,
feltessziik, hogy I1 |= Y, és van olyan g értekelés, melyre g(IT) < D. Egy értékelés annyit
jelent, mint a helyettesités IT%, =%, igy az uniformitas tulajdonsdg miatt, ha T1¢ f; X&, akkor
I8 | 28 Mivel q € TT% ezért @ Fy p, és a metszet szabaly miatt kapjuk, hogy ® [ 2% Mivel
a |=1 kovetkezményrelacido ®-prim, © |=1 p igaz kell, hogy legyen minden p € Z%-ra, tehat
legalabb egy Z-beli formula felveszi a kitlintetett elemet.

Ahhoz, hogy taldljunk egy M karakterisztikus matrixot a |= kovetkezményrelaciohoz,
elegendd venni a szorzatat az 0sszes M(®, A) matrixnak, ahol ® |= A nem teljesiil, mivel egy
szekvent akkor és csak akkor tartalmazza a IT;c; M; szorzatmatrixot, ha minden M; matrixot

tartalmaz.

14



Lukasiewicz véges értéki kovetkezményrelacidja

Lukasiewicz m+1—-értékill logikdjdban (L 1-ben) az igazsagértékek halmaza: {0,1, ..., m}.

A konnektivumok értelmezése:

Ip 2 q|=Ip| + |q|, ahol x + y =4.r X — y, ha X >y, egyébként 0.
[=p| =m =+ [p|

pvq<e(p>q)>q, ekkor [p v q) =min (|p|, |q])
pAq<(pVvq), ekkor [p A q| =max ([pl.|q[)

Példaul L, igazsagtablazata a kovetkezo:

>0 1 2 3
0/0 1 2 3
1{0 0 1 2
210 0 01
3/0 0 0 O

A fenti tablazatban 0 a ’legigazabb’ és m = 3 a ’leghamisabb’ érték.

Def: Ha k € {0, ..., m}, akkor legyen Jx(x) = 0, ha x = k; egyébként m. Egy fliggvényt, melyet

a {0, ..., m} halmazon értelmeziink £,,:;-definidlhatonak nevezziik, ha kifejezheté a negacio

¢és az implikacid segitségével.

Lemma: Barmely k € {0, ..., m} esetén Ji L,;-definidlhato.

Legyen |—m+1 az a legszlikebb uniform kovetkezményrelacid, amely Vx, y, z € {0, 1, ..., m}

esetén tartalmazza a kovetkezd szekvenseket:
L FIo®), 10 ., Jn(p)
p) Jyp) | haxzy
- 1P). 1@ Flysp )

. Jop) Fp
- p | Jo(p)

2.
3
4. J(p) FImr(=p)
5
6

15



Tétel: > |—m+1 ® akkor és csak akkor, ha X |=m+1 O.

Biz: (teljesség)

Ha nem teljesiil, hogy X |—m+1 0, akkor van olyan |— kovetkezményreldcio, amely X-
prim kiterjesztése |—m+1-nek ¢s amelyre nem igaz, hogy X |— 0.

Legyen a g az L+ nyelv egy olyan interpretald fliggvénye, amelyre teljesiil, hogy
g(p) = k akkor és csak akkor, ha |-Jk(p). 1. és 2. éltal a g fliggvény jol definialt.

3. és 4. segitségével bebizonyithat, hogy barmely A € Form esetén X |—m+1 J(A)
akkor ¢és csak akkor, ha g(A) = k.

5. és 6. segitségével belathatjuk, hogy ® egyetlen eleme sem veszi fel a kitiintetett
értéket.

6. segitségével megmutathato, hogy ¥ minden eleme a kitiintetett értéket veszi fel.

Egy hagyomanyos axiomatikus felépitése t;-nak (Wajsberg, 1931):

L. (P29 >((q>1)>(p>1)
2. ((p>—q)>(q>p)
3. (p>—p)>p)>p

Lindenbaum tétel:

|=m C |=n (azaz |=Il kiterjesztése |=m-nek) akkor ¢€s csak akkor, han — 1 osztdja m — 1-nek.

Biz: Eldszor vegyiikk az m < n esetet. Legyen ¢ <> ¢y = (¢ > y) A (y = ¢). Minden g

értékelés esetén L,—ben g(o <> ) = |g(p) — g(vy)|, ahol x| az x abszolut érteke. Ha k> 1,

akkor legyen Oy az Osszes p; <> pj (1#), 0< 1,j <k) alaka formula diszjunkcioja. A oy egy

tautologidja L,,—nek akkor és csak akkor, ha m < k. Ha k, vagy annél kevesebb igazsagérték

van, akkor legalabb két kiilonboz6 valtozd ugyanazt az értéket vesz fel Ox-ban, igy ok a 0

értéket veszi fel. Ha tobb mint k igazsagérték van, akkor egyszerien minden valtozohoz

kiilonbozo értéket rendel.

Ha m > n , akkor megmutatjuk, hogy |=m+1 c |=n+1 akkor és csak akkor, ha n osztja m-et. Ha

m= qn, akkor az t,+; matrixa izomorf az .+ egyik részmatrixaval az f: x — gx leképezésen

at, igy |=m+1 - |=r1+1-
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Lukasiewicz végtelen értékii kovetkezményrelacioja

A [0,1] intervallum racionalis szamain definidlt végtelen értékii logika:

In={s/w:0<s<w,s,we N, w0}

Tétel: Legyen R az o és a — miiveletek altal definialt matrix. Ekkor R karakterisztikus

matrixa a |=w kovetkezményrelacionak.

Biz: Legyenek vy, ..., v, raciondlis szdmok a [0, 1] intervallumon, ahol y; = a;/b;, és legyen k a
b; —k legkisebb kozos tobbszorose. Az o és a — operatorok alkalmazédsa az R matrixon csak
olyan raciondlis szamokat allit eld, amelyek kifejezhetéek c/k alakban, igy az R legkisebb
részmatrixa, amely tartalmazza a vy, ..., v, elemeket, véges. Ebbol kovetkezik, hogy = |=R ®

akkor és csak akkor, ha |=M O teljesiil az R minden M véges részmatrixa esetén.
Megjegyzés: A |=(0 kovetkezményrelacionak nincs véges karakterisztikus matrixa.

Minden tautoldgia bizonyithato a kovetkez6 axidoma sémak:

l. po(q>op)

2. p29>(gqo)>(p>o1)
3. (o> >@a>p)>p)
4. (-p>—=q)>(qQ>p)

5. (P29 >(@>p)>(>p)

tovabba a helyettesitési szabaly és a 'modus ponens’ segitségével.
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Kleene kdvetkezményrelacioja

Vegyiik a A és a — operatorokat alapul. Ekkor a t6bbi (erds) konnektivum definicidja:

e pvqge —(—pA—q)

* p>qe=—pVv(q

e p=q&(PAQV(=PATQ)

Legyen |—K az a legszlikebb uniform kovetkezményrelacid, amely tartalmazza a kovetkezd

szekvenseket:
ph—p |p.—p k| —pkp
pAq Fep —p F— (A Q)
pAq feq —q = (A Q)
p.q fkprq —(p A q) bk —p,q

Belathatd, hogy |—K p A q akkor és csak akkor, ha X |—K pésX |—K q, tovabba X |—K —(pAQ)
akkor ¢és csak akkor, ha |—K —p, —q.

Jelolje |=K a Kleene logika matrixa altal meghatarozott kovetkezményrelaciot.
Tétel: © |—K > akkor és csak akkor, ha ® |=K 2.

Biz: Indirekt tegyiik fel, hogy © |—K > nem teljesiil. Akkor van olyan |— kovetkezményrelacio,
amely O—prim kiterjesztése |—K-nak, ¢s amelyre nem igaz, hogy ©® |— 2.
Definialjuk a g fiiggvény értékeit a kvetkezé modon:
- g(p)=T,ha © |p,
- g(p)=F,ha © |,
- g(p) =1 egyébként.
Ez a hozzéarendelés konzisztens, mert ha © |—p és O |— —p, akkor ® |— > teljesiil a bovités és

metszet szabaly miatt.
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Bochvar kovetkezményrelacioja

Jelolje |=B a Bochvar logika matrixa altal meghatarozott kovetkezményrelacidt. Az egyetlen

kitiintetett elem: T.

Tétel: > |=B ©® akkor és csak akkor, ha van olyan ®’, hogy ® < 0, és O’ kielégiti a
kovetkezd feltételeket:
> |=®’ a klasszikus logika értelmében helyes.

- A ©’ minden allitdsparamétere el6fordul Z—ban.
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Véges axiomatizalhatosag

Az eddigi véges matrixok altal generalt kdvetkezményreldciok végesen axidmatizalhatok

voltak: véges sok séma + véges sok levezetési szabaly.

Kérdés: V véges matrix altal generalt kovetkezményrelacio végesen axidmatizalhato-e?

(Valasz: NEM!)

Wronski (1979): A kovetkezé 3-értekli matrix altal generalt kovetkezményrelacid nem

axiomatizalhatd végesen. Az egyetlen kitiintetett elem a 2.

01 2
0(2 0 2
112 2 2
212 2 2
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Funkcionalis komplettség

Def: Egy logikai matrix funkciondlisan komplett, ha barmely M halmazon definialt f(d)
fliggvény kifejezhetd egy ¢o(p) formuldval (azaz, megadhatd véges sok allitdsparaméter és az

értelmezett konnektivumok segitségével). d= (i, 1o, ..., i), 1; € M, €s p= (p1, p2, ..., P), Pj € Pr
Def: Legyen F az M = {0, 1, ..., m} halmazon definialt fliggvények egy tetszéleges halmaza.
A konstansokat 0 argumentumu fiiggvényeknek tekintjiik. Az N < M halmazt F-zdrmak

nevezziink, ha N zart az F halmazba tartozé fliggvények alkalmazéasara nézve.

Def: Az X < M halmaz F-lezdrtja az a legsziikebb F-zart halmaz, amely tartalmazza az X

halmazt. Jelolés: Fcp(X)

Tétel: Post m+1-értékii logik4ja funkcionalisan komplett.
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Definialhato fiiggvények

Def: Legyen M = {0, 1, ..., m} és F az M halmazon definialt fiiggvények olyan halmaza,
melyre teljesiil, hogy min, max, Jx € F, ha k € M. Ekkor az M halmazon definialt n-valtozos

fiiggvényt F-definidlhatonak nevezziik, ha f(x) € Fer({X1, X2, ... Xa}) minden x € M™ esetén.

Em+1-ben definialhato fiiggvények

Lukasiewicz logikai rendszerei nem funkcionalisan komplettek. Ha egy formuldban szerepld
allitasparaméterek csak a klasszikus igazsagértékeknek megteleld 0-t, illetve m-et veszik fel,
akkor a formula is csak ezen értékek valamelyikét veheti fel.

L; ugy teheté kompletté, hogy hozzavessziik azt a fliggvényt, amely mindig az /2 értéket veszi

fel. Valdjaban barmely nem definialhato fiiggvény felvétele kompletté teszi 1.3-at
Def: Az m-értékli konnektivumoknak az S halmazat prekomplettnek nevezziik, ha nem
funkciondlisan komplett, de barmely S-ben nem definidlhaté fliggvény hozzaadasaval

funkcionalisan kompletté valik.

Kovetkezmény: Az t.,.; konnektivumai akkor és csak akkor alkotnak prekomplett halmazt,

ha m primszam. P¢éldaul ¢ prekomplett, de £.; nem az.

Lemma: Legyen F az L, -definialhat6 fliggvények halmaza. Ha X < {0, 1, ..., m} F-lezart,
akkor ged(x, y) € X minden x, y € X esetén. (gcd = legnagyobb k6z6s osztd)

Biz: Minden x, y € X esetén, ha x >y, akkor x—y € X. Igy a kivonas ismétlésével kapott (x/y)
osztds maradéka is benne van X—ben. Az Euklideszi algoritmus, amely a legnagyobb kozos

0sztot hatdrozza meg, a maradék kiszamitasanak ismétlését végzi. Tehat ged(x, y) € X.
Tétel: Az M = {0, 1, ..., m}halmazon definidlt n-argumentumu f fiiggvény akkor és csak

akkor L, 1—definidlhato, ha barmely a rendezett n-es esetén gcd({a, ay, ..., a,, m}) osztdja

f(a)-nak.
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Biz: A feltétel sziikségszerlisége abbol a ténybdl kdvetkezik, hogy ha x és y oszthato K-val,
akkor x-y is oszthat6 vele. Elegendd azt belatni, hogy csak az Lpi-lezart halmazok
jellemzésére van sziikség.

- Legyen Xk a k tobbszoroseinek halmaza M-ben. Most megmutatjuk, hogy az L.,+i-
lezart halmazok pontosan azok az Xy halmazok, ahol k az m osztdja. Kdnnyen
belathatd, hogy Xy zart k-ra nézve.

- Viszont ha X egy L,+1-lezart halmaz, akkor legyen k = gcd(X). Az el6z6 lemma miatt
k € X. Mivel m benne van minden t.,,;,-lezart halmazban és k osztdja m-nek, ezért m
= gk. Most legyen y = pk a k egy tobbszorése M-ben. Ekkor y=m — (q—p)k, igy y €
X, tehat X = Xj.

Az b 1—definidlhato fiiggvények jellemzése az L., 1—lezart halmazok leirasabol kovetkezik.
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Fiiggelék

ManyValuedLogic.exe

A diplomamunka elméleti anyaganak szemléltetésére készitettem egy nagyon egyszeriien
kezelhetd programot. A felhaszndlonak nem kell a kiilonb6zd logikai jelek, allitasparaméterek
¢és azok értékeinek begépelésével bajlodnia. Gombok segitségével kényelmesen €s gyorsan

kivalaszthatja a kivant elemeket.

A program miikodése és hasznalata

A program logikailag hdrom kiilonallo részbdl epiil fel. Kezdetben csak az els6 rész aktiv.

Tobbérték logikak

Formula

Logikai jelek: Paraméterek:
Lo ) [e] (]

1. abra A program inditdsa utan

Ebben a részben a formula beolvaséasa, és szintaktikai ellendrzése torténik meg. A logikai
jelek és az allitdsparaméterek kiilon gombokon vannak. A kivalasztott elem megjelenik a
legfelsd szovegmezdben. Hatrany, hogy mindig csak a formula végéhez tudunk hozzafiizni

egy Ujabb karaktert, igy a javitas kicsit koriilményes.
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Tobbérték logikak

Formula

I"Iv_'[MA_'P]

Logik ai jelek: Paraméterek: k.
Lo b Lo &) Tiirlés

2. abra A formula bevitele

A Torlés gomb az egész eddigi formulat kitorli, mig a <— gomb csak az utolso karakterét. Az
OK gombra kattintva megtorténik a szintaktikai ellendrzés. Hiba esetén figyelmeztetést

kapunk, és visszatérhetilink a formula szerkesztéséhez.

Hiba! 3

L=

@ Hibas formulal

3. abra Hiba

Ha a formula helyes volt, akkor a szerkesztd ablak inaktivva valik, és kovetkezik a masodik
szakasz. Valasztanunk kell a lehetséges logikak koziil, hogy melyik szerint értékelddjon ki a
megadott formula. Egy lenyilo lista tartalmazza ezeket.

A Vissza gombbal tudunk véaltoztatni a formulan, ha mégis meggondolnank magunkat.
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Tobbérték logikak

I"Iv_'[MA_'P]
Lok Ak

v
Flazzzikis logika -
Bachva
Fleene erds

Kleene geenge
Lukaziewicz [3 érték)
Luk azigwicz [n érték]
Fozt [m érék]

4. abra Logikak listaja

8 Tobbérteki logikak

Nv_‘[MA_‘P]

Lok Ak,

Kleene erds [v]
Igazségtablak:

5. abra Logika kivalasztasa
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Bochvar és Kleene esetében természetesen 3-értékii logikakrol van szd, azonban Lukasiewicz

n-értékii és Post m-értékii logikai esetén meg kell adni az értékek darabszamat is.

¥ Tobberteki logikak

NV_'[M.-’\._'P]

Lok Ak,

Fost [m érték) | Entgkek | 62
|gazsaatablak:

6. abra m érték megadasa

Az Igazsagtablak felirat mellett taldlhatdo négy gomb, amelyekkel az adott miivelet tablazatat

lehet megnézni egy kiilon ablakban. P1 Lukasiewicz 4-értékii logikajaban az implikacié a kov:

Lukasiewicz (4 ertek) ]

> 1] 143 243 1
0 1 1 1 1
143 243 1 1 1
243 143 243 1 1
1 1] 143 243 1

7. abra Igazsagtabla
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Az Tovabb gombra kattintva eljutunk a harmadik szakaszhoz. A paraméterekhez kiilon —
kiilon értékeket rendelhetiink hozzd. A listaban csak azok a valtozok jelennek meg, amik
eléfordulnak a megadott formuldban. Ha egy paraméternek nem adunk értéket, akkor az

alapértelmezés szerint hamis lesz (0 vagy F). A lehetséges értékek halmaza fligg a logikatol.

¥ Tobberteki logikak

NV_'[M.-’\._'P]

Fleene erds

Figrtékelés

Paraméterek: Ertékek:
.

b -

N

FI

8. abra Paraméter lista
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Tobbérték logikak

I"Iv_'[MA_'P]

kleene erds

Figrtékeles

Paramétersk:; Ertékek:

M [v] F [v [ Yiszza ]
r
T

9. abra Lehetséges értékek — Kleene logikajaban

8 Tobbérteki logikak

Nv_‘[MA_‘P]

Lukasiewicz [n érték] III

Figrtékelés
Faraméterek: Ertékek:
M [v] 1] [v [ Yizzza ]
] 2
113
243
]

10. abra Lehetséges értékek — Lukasiewicz 4-értékii logikajaban
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Az Eredmény gomb hatdsara megtorténik a formula kiértékelése. Az eredmény mindig egy uj
ablakban jelenik meg. Itt 14thatd, hogy mi volt az eredeti formula, melyik logikat valasztottuk

ki, az egyes paraméterekhez milyen értékeket rendeltiink hozza, ¢és végiil az eredmény.

Formula

MabivD |
FParaméterelk: M=0 M=1 0O=1

Logika: Klazszikuz logika Eredméry: 1

11. abra Eredmény — Klasszikus

Faormula

Ma(liv0) |
Paraméterek: k=F M=l 0O=T

Logika: Kleene erds Eredmérny: F

12. abra Eredmény — Kleene

A Vissza gomb segitségével valtoztatni tudunk a logikédn. Ha egy szintet visszalépiink, akkor
ugyanazt a formulat megnézhetjiik egy masik logikaban.

Az Ujra gombra kattintva el6lrdl kezdhetjiik az egész folyamatot.
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A program megvaldsitasa

A ManyValuedLogic program C# nyelven késziilt.
A nyelv konnyen kezelhetd, kényelmes fejlesztokornyezettel rendelkezik tobbek kozott a
Form alkalmazasok készitésé¢hez. Nagyon hasonlit a Java—hoz, objektumorientalt eszkdzoket

tartalmaz, melyek lehetdvé teszik példaul az osztalyok szarmaztatasat.

A Parse osztalyban 1évé metodusok végzik a formula szintaktikai ellendrzését. Van olyan
kozottiik, amely megkeresi a f6 konnektivumot és visszatérési értékben megadja, hogy az
adott formula mely indexén talalhatd, illetve jelzi, ha nem taldl benne ilyet. Ebben az esetben
csak atomi formular6l lehet sz6. A f6 konnektivum 4&ltal elvalasztott részformulakat
megvizsgalja rekurzivan. Negacio esetén persze csak egy részformula marad.

A logikai 0sszekoto jelek erdsorrendje csokkendleg: —, A, v, D. Fontos megjegyezni, hogy itt

a konjunkci6 erdsebb, mint a diszjunkcio.

A FormulaTree osztaly egy formulafat épit fel a szintaktikailag helyes formuldbol. A fa
bejarasaval torténik meg a kiértékelés. (EvaluateFormula metddus)
Ebben taldlhato az a metddus, amely megadja, hogy a formuldaban milyen paraméterek

fordulnak el6.

Az Evaluator egy absztrakt Ososztaly, ennek a leszdrmazottai tartalmazzak a kiilonb6z6
logikék szerinti kiértékelést. Minden leszarmazott osztaly megvalosit két absztrakt Evaluate
metddust. Az egyiknek 2 paramétere van, egy konnektivum és egy érték, a masiknak 3
paramétere van, egy konnektivum, és két érték, ezek a kétoperandusti miiveletek (konjunkcio,
diszjunkcid, implikacio). Mindegyik kiértékeld képes visszaadni az adott logikéban felvehetd

értékek listajat.

A FormTable osztaly az igazsagtablak dinamikus kezelését végzi. A tablazat cellai valdjaban
gombok, amelyek a .Net Button osztalyabol szarmaznak, lehetové téve az egyedi igények
egyszerl beallitdsat. A Form példanyositdsakor meg kell adni a felépitéséhez sziikséges

informéciokat: a kért logika kiértékeld objektumat, és a kivalasztott konnektivumot. Ezek
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alapjan épiil fel a tablazat, és a Form mérete bedllitodik a tdblazatnak megfeleléen. Ez az

ablak nem tlinik el, tobb is készithetd beldle, és hasznalhato stigdként.

A FormLogic osztaly valdsitja meg a program lényegét. Az eszkozok (gombok, listak, stb.)

értékeinek, tulajdonsagainak beallitasa és az események hozzarendelése mind itt torténik meg.
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