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1. fejezet

Bevezetés

A valószín¶ségszámítás és sztochasztikus kalkulus egyik legnagyobb alkalma-
zási területe a pénzügyi matematika. Mindhárom terület hatalmas fejl®désen esett
át az elmúlt évtizedekben. A határid®s ügyletek, opciók a közgazdasági ismeretek
dinamikusan fejl®d® része és több, ezen eszközöket leíró, matematikai modellel ta-
lálkozhatunk. A modellillesztésnél felmerül® statisztikai kérdések vizsgálata azon-
ban nem túl gyakori. Így ezen dolgozatban ezzel a kérdéskörrel foglalkozunk. Egy
általános, határid®s kamatlábfolyamatokat leíró modell a folytonos idej¶ Heath-
Jarrow-Morton (HJM) modell. Ezen HJM modell diszkrét idej¶ verziójának vélet-
len folyamat helyett véletlen mez®vel meghajtott általánosított esetét vizsgáljuk,
melyet Gáll, Pap és Zuijlen javasolt diszkrét id®ben [11]. A véletlen mez® beve-
zetésével rugalmasabb kamatlábmodellek alkothatók, mint a klasszikus modellek
esetén, amelyeket egyetlen folyamat hajt meg. Továbbá a véletlen mez®s kamatláb-
modellek ötlete a folytonos idej¶ kamatlábmodellek irodalmában merült fel el®ször,
azonban az ezekhez tartozó pénzügyi kalkulussal kapcsolatban jelentkez® bizonyos
problémák azt sugallják, hogy a diszkrét idej¶ megközelítés ezen problémákban is
segíthet és így akár a folytonos idej¶ modellek fejl®déséhez is hozzájárulhat.

A dolgozatban paraméterbecslés aszimptotikáját tanulmányozzuk különböz®
szituációkban, statisztikai kísérletsorozat viselkedését vizsgáljuk és statisztikai tesz-
telésr®l is esik szó. A felépítés a következ®.

Az 2. fejezetben összefoglaljuk a HJM-típusú kamatlábmodelleket, a szükséges
alapfogalmakat, illetve megadjuk az általunk tanulmányozott, Gáll, Pap és Zuijlen
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2 1. FEJEZET. BEVEZETÉS

által bevezetett, arbitrázsmentes (lásd [6]), Gauss-típusú autoregresszív mez®vel
meghajtott diszkrét idej¶ határid®s kamatlábmodellt.

A 3. fejezetben maximum likelihood becslések konzisztenciájával foglalkozunk
függ® minta esetén. Felelevenítjük Heijmans és Magnus [15] gyenge konzisztenciá-
val kapcsolatos eredményeit, amik arra sarkalltak minket, hogy hasonlóan jól hasz-
nálható feltételeket találjunk er®s konzisztenciára. Majd bemutatjuk az általunk
kidolgozott feltételrendszert a maximum likelihood becslés er®s konzisztenciájára
szintén függ® minta esetén.

A 4. fejezetben leellen®rizzük az er®s konzisztencia el®z® fejezetbeli elégséges
feltételét a kamatlábmodellünkben, és több esetben bizonyítjuk az autoregressziós
paraméter maximum likelihood becslésének er®s konzisztenciáját. Továbbá össze-
foglaljuk az R [24] statisztikai programcsomag segítségével készített szimulációs
eredményeinket, ahol az autoregressziós paraméter maximum likelihood becslésé-
nek aszimptotikus viselkedését vizsgáljuk.

Kísérletsorozatok vizsgálatánál fontos kérdés a lokális aszimptotikus norma-
litás vizsgálata és a kísérletsorozatok konvergenciája egy határkísérlethez. Az 5.
fejezetben bizonyítjuk, hogy a kamatlábmodellhez kapcsolódó kísérletsorozat az
autoregressziós paraméter több értéke esetén is lokálisan aszimptotikusan normá-
lis. Ennek f® el®nye, hogy egyben aszimptotikusan optimális próbát is tudtunk
konstruálni van der Vaart [28] munkája alapján.

Az ebben a doktori értekezésben található eredmények alapját a [2], [3], [4]
és [5] munkáim jelentik. Ezek, a [2] munka kivételével, közös publikációk témave-
zet®mmel, Pap Gyula (Szegedi Tudományegyetem) professzorral.



2. fejezet

El®zmények

Ezen fejezetben egy áttekintést adunk a HJM modellekr®l, bevezetjük a szük-
séges alapvet® pénzügyi matematikai fogalmakat és részletezzük az általunk tanul-
mányozott modellt.

2.1. Kamatlábmodellek, történeti megjegyzések

Az irodalomban több megközelítést találhatunk a kamatlábstruktúrák formali-
zálására, és ebb®l a kötvények és más kamatlábfügg® pénzügyi eszközök származ-
tatására. Egy ilyen áttekintést találhatunk [22]-ben.

Az általunk vizsgált modell Heath, Jarrow és Morton megközelítésén alap-
szik [14]. Az említett szerz®hármas megadott egy határid®s kamatlábmodellt, majd
ebb®l származtatták a kötvényárakat. Kés®bb sok szerz® vizsgált hasonló modelle-
ket, különböz® paraméterezésekkel. Az alap Heath-Jarrow-Morton (HJM) modellt
a következ®képpen foglalhatjuk össze.

Jelölje f(t, x) a pillanatnyi kamatlábat a t id®pontban x lejáratig hátralév®
id®vel, ahol t, x∈R+. Kiemelnénk, hogy mi az úgynevezett Musiela paramétere-
zést követjük (b®vebben lásd [20]), ahol x nem a lejárati id®t, hanem a lejáratig

hátralév® id®t jelöli. A HJM modellben a határid®s kamatlábakat leíró sztochasz-
tikus di�erenciálegyenlet

dtf(t, x) = α(t, x)dt+β(t, x)dW (t), (2.1)

3



4 2. FEJEZET. EL�ZMÉNYEK

ahol {W (t)}t∈R standard Wiener folyamat (mely lehet egy, illetve általánosabb
esetben több (véges) dimenziós).

A kamatlábfolyamat ismeretében megadható a kötvényár. Ha P (t, s) jelöli a
kamatszelvény nélküli kötvényt a t id®pontban s lejárati id®vel, akkor a Heath,
Jarrow és Morton által javasolt kötvényár:

P (t, s) = exp

{
−
∫ s−t

0

f(t, u)du

}
, 06 t6 s.

A (2.1) által megadott {f(t, x)}t∈R+ határid®s kamatlábmodell minden x> 0

esetén ugyanazzal a Wiener folyamattal van meghajtva. Ha például azt az esetet te-
kintjük, mikor β(t, x) determinisztikus, akkor minden kamatlábat ugyanaz a hatás
éri, ami nem t¶nik túl valóságh¶nek. Emiatt természetes általánosítása a modell-
nek, ha véletlen mez®t vezetünk be véletlen folyamat helyett. Egy ilyen modellben
a különböz® lejárati idej¶ kamatlábak különböz® folyamattal lehetnek meghajtva.
A folytonos idej¶ modell ilyen általánosítását Kennedy [18] vezette be. Kés®bb
Goldstein [12], továbbá Santa-Clara és Sornett [25] is vizsgáltak ilyen modelleket.
A f® gondolatot a következ®képpen foglalhatjuk össze. Legyen {Z(t, s)}t,s∈R+ egy
véletlen mez®, és minden rögzített x∈R+ esetén legyen a határid®s kamatlábfo-
lyamatot megadó di�erenciálegyenlet

dtf(t, x) = α(t, x)dt+β(t, x)Z(dt, x), (2.2)

ahol minden s ∈ R+ esetén {Z(t, s)}t,s∈R+
egy alkalmas szemimartingál, és α

meg β eleget tesznek a megfelel® regularitási feltételeknek, hogy a fenti di�eren-
ciálegyenlethez tartozó integrálok létezzenek.

Egy ilyen (véletlen mez® által hajtott) általánosított (2.2) modellt véletlen me-

z®s modellnek fogunk nevezni szemben a szakirodalom korábbi, a fenti értelemben
egyszer¶bb (nem véletlen mez®s) (2.1) modelljeivel, amelyeket klasszikusnak fo-
gunk nevezni. A f® feladat egy ilyen modell de�niálásánál a megfelel® meghajtó
folyamat vagy mez® kiválasztása. Bár a leggyakrabban alkalmazott meghajtó folya-
mat a klasszikus modellek esetén a Brown-mozgás (ld. pl. [14]), ennél általánosabb
modellek is ismertek a szakirodalomban. Schmidt [26] például a Brown mozgás egy
természetes alternatíváját, nevezetesen az Ornstein-Uhlenbeck folyamatot javasol-
ta, amelyet úgy is tekinthetünk, mint a diszkrét idej¶ AR(1) folyamat analógja.

A HJM modell (lásd [14]), továbbá a fent említett [18], [12], [25] munkákban ta-
nulmányozott modellek folytonos idej¶ek. Találhatunk azonban a klasszikus HJM
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modell diszkrét idej¶ verziójával kapcsolatos munkákat is, lásd például Heath,
Jarrow és Morton [13], Jarrow [16] vagy Pliska [23] munkáit. A klasszikus diszkrét
idej¶ HJM-típusú modelleket a következ®képpen foglalhatjuk össze.

Jelölje fk,` a határid®s kamatlábat a k id®pontban ` lejáratig hátralev®
id®vel, azaz fk,` a [k+`, k+`+1) intervallumon érvényes (k, `∈Z+). Feltesszük,
hogy az f0,` (` ∈ Z+) kezdeti értékek ismertek. Ekkor a határid®s kamatlábak a
következ®képpen vannak megadva:

fk+1,` = fk,`+αk,`+βk,`(Sk+1−Sk), (2.3)

ahol {Sk, αk,`, βk,`}k∈Z+
adaptált egy adott {Fk}k∈Z+

sz¶réshez minden `∈Z+

esetén.
Ha a [k, k+1) periódusban értelmezett kamatlábra bevezetjük az rk := fk,0

jelölést (k ∈ Z+), akkor a szokásos diszkontáló tényez®

Dk := exp

−
k−1∑
j=0

rj

 , k ∈ Z+.

A folytonos idej¶ modellhez hasonlóan a kamatlábfolyamat ismeretében megad-
ható a kötvényár. Ha Pk,` jelöli a kamatszelvény nélküli kötvényt a k id®pontban
` lejárati id®vel, akkor a javasolt kötvényár:

Pk,` = exp

−
`−k−1∑
j=0

fk,j

 , 06 k 6 `,

ahol Pk,k := 1.
A folytonos esethez hasonlóan diszkrét esetben is ésszer¶ és praktikus elvárás,

hogy a határid®s kamatlábak véletlen mez®vel legyenek meghajtva. Ilyen modellt
vezetett be (2.2) analógiájára Gáll, Pap és Zuijlen (lásd [11]). Az általuk javasolt
határid®s kamatlábstruktúra az

fk+1,` = fk,`+αk,`+βk,`(Sk+1,`−Sk,`) (2.4)

dinamikát követik, ahol {Sk,`}k,`∈Z+
egy véletlen mez® és {Sk,`, αk,`, βk,`}k∈Z+

adaptált egy adott {Fk}k∈Z+ sz¶réshez minden ` ∈ Z+ esetén.
Kutatásaink során nagyrészt ezen Gáll, Pap és Zuijlen [11] által javasolt mo-

dellt vizsgáltuk, mikor a határid®s kamatlábakat egy térbeli autoregressziós típu-
sú Gauss véletlen mez® hajtja meg (részletesen lásd a 2.2. alfejezetet). A Gauss
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jelz® arra utal, hogy a mez® véges dimenziós eloszlásai normálisak. A modell leg-
f®bb tulajdonsága az, hogy a különböz® lejáratig hátralev® id® különböz® értékei-
hez tartozó határid®s kamatlábak különböz® diszkrét idej¶ folyamatokkal lehetnek
meghajtva, ennélfogva különböz® piaci változások lehetnek hatással a különböz®
határid®s kamatlábak folyamatára.

Egy fontos elvárás a pénzügyi matematikában, hogy kizárjuk az arbitrázs, koc-
kázatmentes pro�t, lehet®ségét. Felidézzük az ehhez kapcsolódó de�níciókat (b®-
vebben lásd [7]).

Legyen (Ω,F ,P) valószín¶ségi mez® egy {Fn}n∈Z+ �ltrációval.

2.1. De�níció. Jelölje βni (06i6N, N∈Z+) a kötvények darabszámát az n-edik

id®pontban n+i lejárati id®vel, σ(βni )⊂Fn (06i6N). A piacon egy π pénzügyi
stratégia alatt a πn = (βn0 , β

n
1 , . . . , β

n
N ), n ∈ Z+ portfóliók sorozatát értjük. Egy

ilyen stratégia portfóliójának értéke az n id®pontban Xπ
n =

∑N
i=0 β

n
i Pn,n+i.

2.2. De�níció. Egy π stratégiát ön�nanszírozónak nevezzük, ha el®rejelezhet®,

azaz σ(βni )⊂Fn−1, (06 i6N) és Xπ
n−1 =

∑N
i=0 β

n
i Pn−1,n+i.

Ez azt jelenti, hogy az (n−1)-edik id®pontban kiválasztott πn portfólió összeál-
lításánál nincs se plusz befektetésünk, se kivét, azaz csak az (n−1)-edik id®pontban
rendelkezésre álló Xπ

n−1 =
∑N
i=0 β

n−1
i Pn−1,n+i t®két használjuk fel.

2.3. De�níció. Egy π ön�nanszírozó stratégiát arbitrázsnak, vagy arbitrázs-
stratégiának nevezünk, ha valamely rögzített K ∈ Z+ esetén

� P(Xπ
0 = 0) = 1,

� P(Xπ
n > 0) = 1, n= 1, . . . ,K,

� P(Xπ
K > 0)> 0.

Az arbitrázsmentességgel ekvivalens tulajdonságként szokták emlegetni azt,
hogy a piacon létezik egy ekvivalens martingálmérték.

2.4. De�níció. Az (Ω,F ,P) valószín¶ségi mez®n értelmezett P∗ mértéket

ekvivalens martingálmértéknek nevezzük, ha

� P∗ és P ekvivalensek, azaz a nullmérték¶ halmazok megegyeznek mindkét

mérték szerint,
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� a {DkPk,`}06k6` diszkontált kötvényár folyamat martingál a P∗ mér-

ték szerint az {Fn}n∈Z+
�ltrációra nézve minden ` ∈ Z+ esetén, azaz

E∗(DkPk,`|Fk) =Dk−1Pk−1,` (06 k 6 `).

Könnyen megmutatható, hogy egy ön�nanszírozó stratégia {DnX
π
n}n∈Z+

disz-
kontált folyamata martingál egy P∗ ekvivalens martingálmérték szerint. Így,
Xπ

0 = 0 feltétel mellett n ∈ Z+ esetén E∗Xπ
n = 0, tehát nem következhet be

egyszerre P(Xπ
K > 0) = 1 és P(Xπ

K > 0)> 0 valamely rögzített K-ra, azaz nincs
arbitrázslehet®ség.

Gyakorta a modellek egy ekvivalens martingál mérték alatt vannak felírva. Így
a modellek nyilván kizárják az arbitrázs lehet®ségét. Megjegyezzük, hogy nem fel-
tétlenül szükséges így megadnunk a modellt ahhoz, hogy no-arbitrázs modellekhez
jussunk. Mindamellett ezen megközelítés elég gyakori a kötvények piacán, mivel
könnyen kezelhet®ek. Viszont statisztikai kérdések szempontjából ez a megközelí-
tés nem könnyen kezelhet®. Az arbitrázsmentességet viszont mi is szeretnénk, hogy
teljesüljön, ezért feltesszük az alábbi tulajdonság teljesülését.

2.5. Tulajdonság. A {DkPk,`}06k6` diszkontált kötvényár folyamat martingál

a valódi P mérték szerint minden ` ∈ N esetén.

Ezen feltétel mellett a modell �martingál� modell, azaz teljesül az arbitrázs-
mentesség.

2.2. Diszkrét idej¶ HJM típusú kamatlábmodellek

Az alábbiakban az általunk vizsgált diszkrét idej¶ autoregressziós mez®vel meg-
hajtott HJM-modell részletes leírását adjuk meg.

Legyen (Ω,F ,P) egy valószín¶ségi mez®, és de�niáljuk rajta az {Fk}k∈Z+

sz¶rést a következ®képp: F0 :={∅,Ω} a triviális σ-algebra és legyen k∈N esetén

Fk := σ(ηi,j : 16 i6 k és j > 0),

ahol ηi,j ∼N (0,1) független valószín¶ségi változók minden i, j ∈ Z+ esetén.

Tekintsünk minden % ∈ R esetén egy {S(%)
k,`}k,`∈Z+ térbeli autoregressziós

típusú Gauss véletlen mez®t (leped®t) a következ®képpen megadvaS
(%)
k,` = S

(%)
k−1,`+%S

(%)
k,`−1−%S

(%)
k−1,`−1 +ηk,`,

S
(%)
k,−1 = S

(%)
0,` = S

(%)
0,−1 := 0,

k ∈ N, ` ∈ Z+.
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A ∆1S
(%)
k,` = S

(%)
k+1,`−S

(%)
k,` di�erenciaoperátor bevezetése mellett (k, ` ∈ Z+)

∆1S
(%)
k,`+1 = %∆1S

(%)
k,` +ηk+1,`+1,

azaz
{

∆1S
(%)
k,`

}
`∈Z+

egy AR(1) autoregressziós folyamat % együtthatóval.
Más alakban felírva a meghajtó mez®t

S
(%)
k,` =

k∑
i=0

∑̀
j=0

%`−jηi,j ,

ahonnan látható, hogy {S(%)
k,`}k∈Z+ adaptált az {Fk}k∈Z+ �ltrációra nézve min-

den ` ∈ Z+ esetén, és a mez® véges dimenziós eloszlásai normálisak.
Ekkor %∈R esetén az {f (%)

k,` }k,`∈Z+
diszkrét idej¶ határid®s kamatlábmodellt

leíró sztochasztikus di�erenciaegyenlet

f
(%)
k+1,` = f

(%)
k,` +αk,`+βk,`∆1S

(%)
k,` , k, ` ∈ Z+,

ahol {αk,`}`∈Z+ drift tag és {βk,`}`∈Z+ volatilitás Fk�mérhet® valószín¶ségi

változók minden k ∈ Z+ esetén, továbbá az {f (%)
0,` }`∈Z+

kezdeti értékek ismert
valós számok.

Egy ilyen modellre Gáll, Pap és Zuijlen [11] olyan elégséges feltételt is leveze-
tett, amely mellett a piacok kizárják az arbitrázs lehet®ségét, azaz teljesül a 2.5
Tulajdonság. Az ilyen típusú feltételeket gyakran drift feltételeknek is nevezik a
kamatlábmodellek irodalmában, mert ilyen feltételek mellett a drift tag (αk,`,
k, `∈Z+) meghatározható a modell egyéb tulajdonságai által. Továbbá, feltettük,
hogy a volatilitás determinisztikus, sem az id®t®l sem a lejáratig hátralev® id®t®l
nem függ, azaz βk,` := β (k, ` ∈ Z+).

Ekkor Gáll József disszertációja [6] alapján a 2.5. Tulajdonság által biztosított
arbitrázsmentesség az {f (%)

k,` : k, ` ∈ Z+} (% ∈ R) véletlen Gauss mez® által meg-
hajtott diszkrét idej¶ határid®s kamatlábmodellben a következ®re egyszer¶södikf

(%)
k,` −f

(%)
k−1,`+1−%(f

(%)
k,`−1−f

(%)
k−1,`) = βηk,`+β2G`(%), k, ` ∈ N,

f
(%)
k,0−f

(%)
k−1,1 = βηk,0 +β2G0(%), k ∈ N,

(2.5)

ahol

G`(%) :=
1

2

2∑̀
j=0

%j .



2.2. DISZKRÉT IDEJ� HJM TÍPUSÚ KAMATLÁBMODELLEK 9

Használni fogjuk még az alábbi ekvivalens alakokat is (k ∈ N, ` ∈ Z+) :

f
(%)
k,` −f

(%)
k−1,`+1 =

∑̀
j=0

%`−j
(
βηk,j+β2Gj(%)

)
, (2.6)

f
(%)
k,` −f

(%)
0,`+k =

`+k∑
i=`+1

i−1∑
j=0

%i−1−j(βη`+k−i+1,j+β2Gj(%)
)
. (2.7)

Bevezetve a ♦% és ♦̃% módosított di�erencia operátor jelöléseket

♦% xk,` :=

{
xk,`−xk−1,`+1−%(xk,`−1−xk−1,`), ha k, ` ∈ N,
xk,0−xk−1,1, ha k ∈ N, `= 0,

(2.8)

♦̃% xk,` := xk,`−x0,k+`−%(xk,`−1−x0,k+`−1), ha k, ` ∈ N, (2.9)

a fenti (2.5) arbitrázsmentes modell felírható az alábbi rövidebb alakban is

♦% f
(%)
k,` = βηk,`+β2G`(%), (2.10)

vagy a kezdeti értékek segítségével az alábbi ekvivalens alakban

♦̃% f
(%)
k,` =

`+k−1∑
j=`

(
βη`+k−j, j +β2Gj(%)

)
. (2.11)

Az {f (%)
k,` : k, ` ∈ Z+} térbeli autoregressziós mez®vel meghajtott kamatlábfo-

lyamatot stabilnak, instabilnak vagy felrobbanónak nevezzük, ha |%|< 1, |%|= 1,
vagy |%|> 1.
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3. fejezet

Konzisztencia

Ezen fejezetben összefoglaljuk a maximum likelihood (ML) becslés konziszten-
ciájával kapcsolatos fogalmakat, felidézzük Heijmans és Magnus [15] munkájából
az ML becslés gyenge konzisztenciájára vonatkozó feltételeket függ® minta ese-
tén, majd bemutatjuk az ennek hatására általunk kidolgozott, ML becslés er®s
konzisztenciájára vonatkozó feltételrendszert szintén függ® minta esetén.

3.1. Az ML becslés konzisztenciája

El®ször de�niáljuk a statisztikai kísérlet fogalmát.

3.1. De�níció. Statisztikai kísérlet alatt egy
(
X,X , {Pθ : θ ∈ Θ}

)
hármast

értünk, ahol

� (X,X ) mérhet® tér,

� {Pθ : θ ∈Θ} valószín¶ségi mértékek családja

� Θ paramétertér az Rp nyílt részhalmaza.

A Θ halmazt paramétertérnek, egy x ∈ X elemet meg�gyelésnek, egy

T :X →Θ mérhet® függvényt statisztikának nevezünk.

Legyen (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez® és minden θ ∈ Θ esetén legyen
ξ(θ) : Ω→ Rd egy olyan valószín¶ségi változó (minta), hogy az

(
Rd,B(Rd)

)
-n

11
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értelmezett Pθ eloszlása abszolút folytonos a Lebesgue mértékre nézve. Jelölje
L : Rd → [0,∞), x 7→ L(x; θ) a ξ(θ) s¶r¶ségfüggvényét (likelihoodfüggvényét).
Ekkor a loglikelihood függvény Λ(x; θ) := logL(x; θ) ∈ [−∞,∞), x ∈ Rd, ahol
legyen log 0 :=−∞.

Tekintsünk egy
(
Rd,B(Rd), {Pθ : θ ∈ Θ}

)
statisztikai kísérletet. Statisztikai

kísérlet paraméterbecslésénél a f® feladat egy T :Rd→Θ statisztika megtalálása a
θ0∈Θ igazi (de ismeretlen) paraméterérték becslésére a ξ(θ0) minta alapján úgy,
hogy T jó legyen abban az értelemben, hogy a T (ξ(θ0)) :=T ◦ξ(θ0) valószín¶ségi
változó közel van θ0-hoz.

3.2. De�níció. Az
(
Rd,B(Rd), {Pθ : θ ∈ Θ}

)
statisztikai kísérletben a θ pa-

raméter x ∈ Rd mintán alapuló maximum likelihood becslése egy θ̂(x) ∈ Θ

érték, melyre

L(x; θ̂(x)) = sup
θ∈Θ

L(x; θ). (3.1)

Azt mondjuk, hogy létezik mérhet® maximum likelihood becslése a paraméter-

nek az
(
Rd,B(Rd), {Pθ : θ∈Θ}

)
statisztikai kísérletben, ha létezik egy θ̂ :Rd→Θ

mérhet® függvény (statisztika) úgy, hogy (3.1) teljesül minden x ∈ Rd esetén.

Egy statisztikai kísérletben nem feltétlenül létezik ML becslés, és ha létezik
sem feltétlenül egyértelm¶. Ha θ̂ : Rd → Θ egy mérhet® függvény, akkor θ̂ ◦
◦ξ(θ) : Ω→Θ valószín¶ségi változó (mérhet® függvény) minden θ ∈Θ esetén. A
következ® lemma elégséges feltételt ad a mérhet® ML becslés létezésére.

3.3. Lemma. (Jennrich [17, Lemma 2]) Ha minden x∈Rd esetén a θ 7→L(x; θ)

függvény folytonos Θ-n, akkor az x 7→ supθ∈Θ L(x; θ) függvény mérhet® Rd-n.
Ha ezen kívül Θ kompakt, akkor létezik mérhet® maximum likelihood becslése a

paraméternek a
(
Rd,B(Rd), {Pθ : θ ∈Θ}

)
statisztikai kísérletben.

Legyen dn ∈ N (n ∈ N), és minden n ∈ N és θ ∈ Θ esetén legyen ξ
(θ)
n :

Ω→ Rdn egy valószín¶ségi változó, melynek Pn,θ eloszlása abszolút folytonos a
Lebesgue mértékre nézve, a s¶r¶ségfüggvénye Ln :Rdn→ [0,∞), x 7→Ln(x; θ) és a
loglikelihood függvénye Λn(x; θ) := logLn(x; θ), x ∈ Rdn . Tekintsük a statisztikai
kísérletek

(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ : θ ∈Θ}

)
n∈N sorozatát.

3.4. De�níció. Legyen Tn : Rdn → Θ egy mérhet® függvény minden n ∈ N
esetén.
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A (Tn)n∈N sorozatot a θ0 ∈Θ igazi paraméterérték gyengén konzisztens

becslésének nevezzük, ha n→∞ esetén

Tn(ξ(θ0)
n )

P−→ θ0,

azaz bármely ε > 0 esetén

lim
n→∞

P
(
|Tn(ξ(θ0)

n )−θ0|> ε
)

= 0;

illetve er®sen konzisztens becslésnek nevezzük, ha n→∞ esetén

Tn(ξ(θ0)
n )→ θ0 P-majdnem biztosan (P-m.b. )

azaz

P
(

lim
n→∞

Tn(ξ(θ0)
n ) = θ0

)
= 1.

Ökonometriai vizsgálatokban az ML becsléseket gyakran tekintik gyengén kon-
zisztensnek, ami indokolt, de egyáltalán nem triviális. A probléma f® oka, hogy a
meg�gyelések általában nem függetlenek és nem azonos eloszlásúak. Sajnos a kon-
zisztens ML becslések irodalmában csak kis részt találhatunk, ami függ® meg�gye-
lésekkel foglalkozik. Heijmans és Magnus [15, (1986)] adnak egy összefoglalást ar-
ról, kik foglalkoztak ezzel a kérdéssel. Eszerint gyakorlatilag minden, az ML becslés
konzisztenciájára feltételt adó cikk, Cramer [1, (1946)] vagy Wald [29, (1949)] meg-
közelítésén alapul. Majd az említett szerz®páros Wald független, azonos eloszlású
eredményének a függ® mintára való általánosításaként a korábbiaknál gyengébb és
könnyebben ellen®rizhet® feltételeket adnak. Felidézzük két fontosabb állításukat,
melyek a kés®bbiek során motiváló hatással voltak ránk.

A θ∈Θ pont N környezete alatt a Θ olyan nyílt részhalmazát értjük, mely
tartalmazza θ-t.

3.5. Tétel. (Heijmans és Magnus [15, Theorem 1]) Tegyük fel, hogy

(i) a Θ⊂ Rp paramétertér kompakt,

(ii) minden (rögzített) n ∈ N és x ∈ Rdn esetén a θ 7→ Ln(x; θ) likelihood

függvény folytonos Θ-n.

Ekkor a θ0∈Θ igazi paraméterértéknek létezik θ̂n mérhet® ML becslése. Továbbá

egy tetsz®leges {θ̂n}n∈N becsléssorozat akkor és csak akkor gyengén konzisztens,

ha
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(iii) minden θ∈Θ\{θ0} esetén létezik egy N(θ, θ0) környezete a θ-nak, hogy

lim
n→∞

P

[
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
< 0

]
= 1.

Heijmans és Magnus az er®s konzisztenciára is kimondanak egy feltételt, de
bizonyítás nélül. Ezt a hiányt pótoljuk a következ® alfejezetben (lásd 3.7. Tétel
(ii)⇒ (iii) ága).

Másik tételükben egy kn normalizáló függvényt vezetnek be, mely nem csak
n hatványa, hanem függhet θ-tól és kissé szigorúbb, viszont könnyebben ellen®-
rizhet®bb feltételeket adnak.

3.6. Tétel. (Heijmans és Magnus [15, Theorem 2]) Tegyük fel, hogy

(i) a Θ⊂ Rp paramétertér kompakt,

(ii) minden (rögzített) n ∈ N és x ∈ Rdn esetén a θ 7→ Ln(x; θ) likelihood

függvény folytonos Θ-n,

(iii) minden θ ∈Θ\{θ0} esetén létezik egy kn(θ, θ0) nemnegatív, nem véletlen

sorozat, mely függhet θ-tól és θ0-tól, lim inf
n→∞

kn(θ, θ0)> 0 és teljesül, hogy

1

kn(θ, θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ; θ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
P−→−1, ha n→∞,

(iv) minden θ∈Θ\{θ0} esetén létezik egy N(θ, θ0) környezete a θ-nak, hogy

lim
n→∞

P

[
1

kn(θ, θ0)
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ)

)
< 1

]
= 1.

Ekkor a θ0 ∈ Θ igazi paraméterértéknek létezik θ̂n mérhet® ML becslése, és

minden {θ̂n}n∈N becsléssorozat gyengén konzisztens.

Míg a 3.5 tétel (iii) feltétele a loglikelihood hányados lokális viselkedésére kon-
centrál, addig a 3.6 tétel (iv) része a normalizált loglikelihood hányados visel-
kedését vizsgálja. Heijmans és Magnus javaslata szerint a normalizáló tényez® a
Kullback-Leibler információval áll kapcsolatban, nevezetesen

kn(θ, θ0) =−E
(

Λn(ξ(θ0)
n ; θ)−Λn(ξ(θ0)

n ; θ0)
)
,

ha a várható érték létezik. A standard független, azonos eloszlású esetben kn(θ, θ0)

az n pozitív kitev®j¶ hatványa lesz, általános esetben azonban nem.
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3.2. Er®s konzisztencia függ® minta esetén

A 3.1 alfejezetben felidéztük Heijmans és Magnus [15] eredményeit a ML becslés
gyenge konzisztenciájáról függ® minta esetén, és említettük, hogy kimondtak egy
er®sebb feltételt az er®s konzisztenciára is, azonban bizonyítás nélkül. Ez az állítás
megtalálható a következ® tételünkben ((ii) ⇒ (iii) ág).

3.7. Tétel. (Fülöp, Pap [4, Theorem 1.4]) Tegyük fel, hogy a Θ⊂Rp paramétertér

kompakt, és minden n∈N és x∈Rdn esetén a θ 7→Ln(x; θ) likelihood függvény

folytonos Θ-n. Legyen θ0 ∈Θ. Tekintsük a következ® állításokat:

(i) létezik egy (kn)n∈N pozitív valós számsorozat, melyre lim inf
n→∞

kn > 0, és

minden θ ∈ Θ\{θ0} esetén létezik a θ-nak N(θ, θ0) környezete, továbbá

I(θ, θ0) mennyiség úgy, hogy infφ∈N(θ,θ0) I(φ, θ0)> 0, és

lim
n→∞

sup
φ∈N(θ,θ0)

∣∣∣∣ 1

kn

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
+I(φ, θ0)

∣∣∣∣= 0 P-m.b.

(3.2)

(ii) minden θ ∈Θ\{θ0} esetén létezik a θ-nak N(θ, θ0) környezete, melyre

lim sup
n→∞

sup
φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
< 0 P-m.b. (3.3)

(iii) a θ0 ∈ Θ mérhet® maximum likelihood becsléseinek minden (θ̂n)n∈N so-

rozata er®sen konzisztens;

(iv) a θ0 minden N környezete esetén

lim sup
n→∞

[
sup

φ∈Θ\N
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)− sup
φ∈N

Λn(ξ(θ0)
n ;φ)

]
6 0 P-m.b. (3.4)

Ekkor (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (iv).

A 3.3. Lemma alapján minden n∈N esetén létezik a paraméternek θ̂n : Rdn →Θ

(nem feltétlenül egyértelm¶) mérhet® ML becslése az
(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ :θ∈Θ}

)
statisztikai kísérletben.
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Továbbá szintén a 3.3. Lemma alapján sup
φ∈N(θ,θ0)

Ln(ξ
(θ0)
n ;φ) egy [0,+∞]

érték¶ valószín¶ségi változó, és így sup
φ∈N(θ,θ0)

Λn(ξ
(θ0)
n ;φ) is egy [−∞,+∞] érték¶

valószín¶ségi változó. Továbbá

sup
φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
=

(
sup

φ∈N(θ,θ0)

Λn(ξ(θ0)
n ;φ)

)
−Λn(ξ(θ0)

n ; θ0)

majdnem mindenütt értelmezett, mivel P
(

Λn(ξ
(θ0)
n ; θ0) =−∞

)
= 0, hiszen

P
(
Ln(ξ(θ0)

n ; θ0) = 0
)

=

∫
{x∈Rdn :Ln(x;θ0)=0}

Ln(x; θ0) dx= 0.

Megjegyezzük, hogy (3.3) és (3.4) a következ® alakba is írható

lim sup
n→∞

1

Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0)

sup
φ∈N(θ,θ0)

Ln(ξ(θ0)
n ;φ)< 1 P-m.b. (3.5)

és

lim sup
n→∞

supφ∈Θ\N Ln(ξ
(θ0)
n ;φ)

supφ∈N Ln(ξ
(θ0)
n ;φ)

6 1 P-m.b. (3.6)

Bizonyítás (3.7 tétel) : (i) ⇒ (ii) Vegyük észre, hogy

1

kn
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
6 sup

φ∈N(θ,θ0)

∣∣∣∣ 1

kn

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
+I(φ, θ0)

∣∣∣∣− inf
φ∈N(θ,θ0)

I(φ, θ0),

így (i)-b®l következik, hogy 1 valószín¶séggel

lim sup
n→∞

1

kn
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
6 − inf

φ∈N(θ,θ0)
I(φ, θ0)< 0.

Ekkor, azon 1 valószín¶ség¶ halmazon, ahol a fenti egyenl®tlenség teljesül, ∀δ1>0

esetén ∃n0 ∈ N, hogy n > n0 esetén

1

kn
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
6 −δ1 < 0,
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továbbá lim infn→∞ kn > 0 miatt ∃δ2 > 0, hogy n > n0 esetén kn > δ2 > 0,
így n > n0 esetén

kn

( 1

kn
sup

φ∈N(θ,θ0)

(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

))
6 −δ1δ2 < 0.

Ebb®l következik (ii).
(ii) ⇒ (iii) Egy H ⊂ Θ részhalmaz esetén tekintsük a majdnem biztosan

de�niált

Sn(H) :=
1

Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0)

sup
φ∈H

Ln(ξ(θ0)
n ;φ),

valószín¶ségi változót. (ii) szerint minden θ ∈ Θ \ {θ0} esetén létezik a θ-nak
N(θ, θ0) környezete, hogy

lim sup
n→∞

Sn(N(θ, θ0))< 1 P-m.b. (3.7)

Meg kell mutatnunk, hogy a θ0 minden N környezete esetén elég nagy n-re a
maximum likelihood becslés majdnem biztosan ezen környezetbe esik. Pontosab-
ban, minden N környezet esetén létezik egy Ω0 ∈A egy valószín¶ség¶ esemény
(P(Ω0) = 1) úgy, hogy minden ω ∈Ω0 esetén létezik egy n0(N,ω) ∈ N küszöb-
szám, hogy n> n0(N,ω) esetén θ̂n

(
ξ

(θ0)
n (ω)

)
∈N . A Θ\N halmaz kompakt

(mivel zárt és Θ kompakt) és⋃
θ∈Θ\N

N(θ, θ0)⊃Θ\N

egy nyílt lefedése Θ\N -nek. Ekkor létezik véges részlefedés is, azaz létezik véges
sok θ1, . . . , θr ∈Θ\N pont, melyekre

r⋃
k=1

N(θk, θ0)⊃Θ\N.

Ekkor

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n ;φ)6 sup

φ∈
⋃r
k=1N(θk,θ0)

Ln(ξ(θ0)
n ;φ)

= max
16k6r

sup
φ∈N(θk,θ0)

Ln(ξ(θ0)
n ;φ).
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Idézzük fel, hogy P (Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0)>0)=1, így ezen egyenl®tlenség mindkét oldalát

Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0) -al osztva azon a halmazon, ahol ez nem nulla

1

Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0)

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n ;φ)6 max

16k6r
Sn(N(θk, θ0)) P-m.b.

Következésképpen (3.7) szerint

lim sup
n→∞

1

Ln(ξ
(θ0)
n ; θ0)

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n ;φ)6 lim sup

n→∞
max

16k6r
Sn(N(θk, θ0))

= max
16k6r

lim sup
n→∞

Sn(N(θk, θ0))< 1

majdnem biztosan. Így minden ω ∈Ω0 esetén létezik egy n0(N,ω) ∈ N küszöb-
szám, hogy n> n0(N,ω) esetén

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n (ω);φ)< Ln(ξ(θ0)

n (ω); θ0).

Minden n∈N és x∈Rd esetén a sup
φ∈Θ\N

Ln(x;φ)<Ln(x; θ0) egyenl®tlenség

alapján θ̂n(x) ∈N , mivel θ̂n maximum likelihood becslés. Következésképpen

θ̂n(ξ(θ0)
n (ω)) ∈N minden ω ∈ Ω0 és n> n0(N,ω) esetén,

azaz megkaptuk (iii)-t.
(iii) ⇒ (iv) Minden N környezet esetén (iii) szerint létezik egy Ω0 ∈A egy

valószín¶ség¶ esemény (P(Ω0) = 1) úgy, hogy minden ω ∈Ω0 esetén létezik egy
n0(N,ω) ∈ N küszöbszám, hogy θ̂n

(
ξ

(θ0)
n (ω)

)
∈N , ha n> n0(N,ω). Így

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n (ω);φ)6 sup

φ∈N
Ln(ξ(θ0)

n (ω);φ), ha n> n0(N,ω).

Következésképpen θ0 minden N ′ környezete esetén, melyre N ′ ⊂ N kapjuk,
hogy minden ω ∈ Ω0 és n> n0(N,ω) esetén

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n (ω);φ)6 sup

φ∈N ′
Ln(ξ(θ0)

n (ω);φ).

Az N ′ környezet θ0 pontra sz¶kítése által és �gyelembe véve a θ 7→ Ln(x; θ)

likelihood függvény folytonosságát Θ-n, minden ω∈Ω0 és n> n0(N,ω) esetén

sup
φ∈Θ\N

Ln(ξ(θ0)
n (ω);φ)6 Ln(ξ(θ0)

n (ω); θ0),
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így minden ω ∈ Ω0 esetén

lim sup
n→∞

sup
φ∈Θ\N

(
Ln(ξ(θ0)

n (ω);φ)−Ln(ξ(θ0)
n (ω); θ0)

)
6 0.

Ezzel megkaptuk (iv)-t.

Az (i) feltétel a loglikelihoodok különbségére ad egy majdnem biztos kifejtést
φ-ben egyenletesen, azaz

Λn(ξ(θ0)
n ;φ)−Λn(ξ(θ0)

n ; θ0) =−I(φ, θ0)kn+o(kn) P-m.b.

egyenletesen φ-ben az N(θ, θ0) környezetben, ha n→∞. A Heijmans és Magnus
által javasolt normalizáló tényez® analógiájaképp I(φ, θ0)kn-re a Kullback-Leibler
információ f® tagja a természetes választás, azaz

E
(
Λn(ξ(θ0)

n ;φ)−Λn(ξ(θ0)
n ; θ0)

)
=−I(φ, θ0)kn+o(kn).

A fenti tétel f® el®nye, hogy ezen (i) feltétel sok esetben ellen®rizhet®, és így
egy hasznos eszközt kapunk az ML becslés er®s konzisztenciájának ellen®rzésére
függ® minta esetén.
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4. fejezet

Er®s konzisztencia a
HJM-típusú modellben

Ezen fejezet f® célja a 2.2 alfejezetben bemutatott (2.5) arbitrázsmentes, diszk-
rét idej¶ HJM-típusú véletlen autoregressziós mez®vel meghajtott határid®s ka-
matlábfolyamat %∈R autoregressziós paraméterének statisztikai vizsgálata. Ehhez
vegyünk alapul egy mintát, majd vizsgáljuk meg, hogy a mintaelemszám növelé-
sével mit mondhatunk a becslés viselkedésér®l. Mivel az fk,` határid®s kamatláb
függ a k id®t®l és az ` lejáratig hátralev® id®t®l, így a mintánk is kétdimen-
ziós lesz. A mintaelemszám növelését viszont többféleképpen is érthetjük. Els®
vizsgálataink alkalmával mindkét id®tényez®vel tartottunk a végtelenbe. Kés®bb
azonban a lejáratig hátralev® id® fels® korlátját lerögzítettük, hisz természetesen
felmerül® akadály, hogy nem állnak rendelkezésünkre adatok tetsz®legesen hosszú
lejáratig hátralev® id®vel. Azaz a második esetben minden id®pontban a határid®s
kamatlábak ugyanolyan lejáratig hátralev® id®kkel rendelkeznek.

Legyenek K,L és {Kn, Ln : n ∈ N} pozitív egészek. Az általunk tanulmá-
nyozott esetek

(i) f (%)
nn := {f (%)

k,` : 16k6Kn, 06`6Ln}, ahol Kn = nK+o(n) és Ln = nL+o(n)

ha n→∞,

(ii) f
(%)
n := {f (%)

k,` : 16k6Kn, 06`6L}, ahol Kn = nK+o(n) ha n→∞, L �x.

21
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Ezekre a következ® fejezetekben úgy hivatkozunk, hogy n2-tel illetve n-nel arányos
minták.

A következ® alfejezetekben az autoregressziós paraméter ML becslésének er®s
konzisztenciáját bizonyítjuk a 3.7. Tételre támaszkodva. Mivel a bizonyítás menete
nem függ a volatilitástól, a számítások egyszer¶sítése végett feltesszük, hogy β :=1

a 4.1. és 4.2. alfejezetekben.

4.1. Er®s konzisztencia n2-tel arányos minta esetén

Tekintsük el®bb azt az esetet, mikor a mintát mindkét irányban növeljük, az-
az a mintaelemszám n2-tel arányos. Ekkor bebizonyítjuk az ML becslés er®s
konzisztenciáját stabil és mindkét instabil esetben is.

4.1. Tétel. (Fülöp, Pap [5, Theorem 1]) Legyenek K,L ∈ N és legyenek

{Kn, Ln∈N :n∈N}, ahol Kn=nK+o(n) és Ln=nL+o(n), ha n→∞. Legyen

%0 ∈ [−1,+1], és válasszuk úgy az a, b ∈R határokat, hogy −1< a< b <+1 és

%0 ∈Θ, ahol

Θ :=


[−1, b], ha %0 =−1,

[a, b], ha |%0|< 1,

[a,+1], ha %0 = +1.

Minden n ∈ N esetén legyen %̂n egy az f
(%0)
nn := (f

(%0)
k,` )16k6Kn, 06`6Ln min-

tán alapuló tetsz®leges mérhet® ML becslése az igazi %0 paraméternek. Ekkor a

(%̂n)n∈N sorozat egy er®sen konzisztens becslése %0-nak.

Bizonyítás. A 3.7. Tétel (i)⇒ (iii) részéb®l és a 4.1. Állításból következik.

4.2. Állítás. (Fülöp, Pap [5, Proposition 1]) Legyen {Kn, Ln : n∈N}, a, b∈R,
Θ és %0, mint a 4.1. Tételben. Ekkor

sup
%∈[a,b]

∣∣∣rn,%0 (ΛKn,Ln

(
f (%0)
n ; %0

)
−ΛKn,Ln

(
f (%0)
n ; %

))
−I(%, %0)

∣∣∣→ 0 P-m.b.

(4.1)



4.1. ER�S KONZISZTENCIA n2-TEL ARÁNYOS MINTA ESETÉN 23

ha n→∞, ahol

rn,%0 :=


n−3, ha %0 =−1,

n−2, ha |%0|< 1,

n−6, ha %0 = +1,

és

I(%, %0) :=



(1+%)2

4 KL2, ha %0 =−1,

(%0−%)2
2(1−%20)

KL+ (%0−%)2(2−%0−%)2
8(1−%0)4(1−%)2 (KL+ 1

2K
2), ha |%0|< 1,

(1−%)2
40 KL5 + (1−%)2

8 ( 1
2K

2L4 + 2
3K

3L3+

+ 5
12K

4L2 + 2
15K

5L+ 1
54K

6), ha %0 = +1.

Továbbá minden % ∈ [a, b] \ {%0} és % minden N környezete esetén, melyre

%0 /∈N (ahol N az N lezártját jelöli) teljesül, hogy infφ∈N I(φ, %0)> 0.

Bizonyítás. Tekintsük az f (%) = (f
(%)
k,` )16k6K, 06`6L mintát. Az (2.10) egyenlet

alapján f
(%)
k,` -t kifejezhetjük az f

(%)
k,`−1, f

(%)
k−1,`, f

(%)
k−1,`+1 és ηk,` segítségével.

Az f
(%)
k,L esetben viszont nem használhatjuk ugyanezt az elvet, ugyanis f

(%)
k−1,L+1

nem eleme a mintának, így ekkor a (2.11) egyenletet alkalmazzuk, mely szerint
f

(%)
k,L kifejezhet® az f

(%)
k,L−1 korábbi mintaelem, az f

(%)
0,k+L−1, f

(%)
0,k+L kezdeti

értékek valamint az η1,L+k−1, η2,L+k−2, . . . , ηk,L véletlenek segítségével. Követve
a [6, Lemma 3.1] bizonyításában található gondolatmenetet, a mintára vonatkozó
loglikelihood függvény

ΛK,L(x ; %, β) =−K(L+1)

2
log(2πβ2)− 1

2
log(K!) (4.2)

− 1

2β2

K∑
k=1

L−1∑
`=0

(
♦% xk,`−β2G`(%)

)2− 1

2β2

K∑
k=1

1

k

(
♦̃% xk,L−β2

L+k−1∑
`=L

G`(%)

)2

,

ahol x:=(xk,`)16k6K, 06`6L∈RK(L+1), és x0,` :=f0,` ha `> 1. Ebb®l következik
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a β = 1 feltevésünk mellett, hogy

ΛKn,Ln
(
f (%0)
n ; %0

)
−ΛKn,Ln

(
f (%0)
n ; %

)
=

1

2

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

[(
♦% f

(%0)
k,` −G`(%)

)2−(♦%0 f
(%0)
k,` −G`(%0))2

]
+

1

2

Kn∑
k=1

1

k

[(
♦̃% f

(%0)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%)
)2

−
(
♦̃%0 f

(%0)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%0)
)2
]
,

ahol ♦%0 és ♦̃%0 a (2.8) és (2.9)-ben bevezetett rövidítések.
Fejezzük ki ezen mennyiségeket az {ηk,` : 1 6 k 6 Kn, 0 6 ` 6 Ln+Kn−k}

valószín¶ségi változók segítségével. (2.10) és (2.11) alapján

♦%0 f
(%0)
k,` −G`(%0) = ηk,`, ♦̃%0 f

(%0)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%0) =

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j .

Továbbá a

♦% f
(%0)
k,` −G`(%) =

(
♦%0 f

(%0)
k,` −G`(%0)

)
−
(
♦%0 f

(%0)
k,` −♦% f

(%0)
k,` +G`(%)−G`(%0)

)
felbontás alapján, felhasználva az ♦%0 f

(%0)
k,` −♦% f

(%0)
k,` = (%−%0)(f

(%0)
k,`−1− f

(%0)
k−1,`)

összefüggést és (2.6)-t, kapjuk a

H`(%, %0) :=G`(%)−G`(%0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 Gi(%0).

determinisztikus rész különválasztásával, hogy

♦% f
(%0)
k,` −G`(%) = ηk,`−H`(%, %0)−(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i.

Hasonlóan levezethet® (2.7) segítségével, hogy

♦̃% f
(%0)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%) =

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

−
Ln+k−1∑
`=Ln

(
H`(%, %0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`, i

)
.
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Ekkor a loglikelihood-ok különbségének alábbi alakját kapjuk

ΛKn,Ln
(
f (%0)
n ; %0

)
−ΛKn,Ln

(
f (%0)
n ; %

)
=−M (%, %0)

n +
1

2
A(%, %0)
n ,

ahol az M
(%,%0)
n és A

(%,%0)
n valószín¶ségi változók a következ®ek

M (%, %0)
n :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`

(
H`(%, %0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i

)

+

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
H`(%, %0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`, i

)
,

A(%, %0)
n :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
H`(%, %0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i

)2

+

Kn∑
k=1

1

k

(
Ln+k−1∑
`=Ln

(
H`(%, %0)+(%−%0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`, i

))2

.

Tehát (4.1) igazolásához elegend® megmutatnunk, hogy

sup
%∈[a,b]

rn,%0

∣∣∣M (%, %0)
n

∣∣∣→ 0 P-m.b., (4.3)

sup
%∈[a,b]

rn,%0

∣∣∣A(%, %0)
n −EA(%, %0)

n

∣∣∣→ 0 P-m.b., (4.4)

sup
%∈[a,b]

∣∣∣rn,%0EA(%, %0)
n −2I(%, %0)

∣∣∣→ 0 (4.5)

ha n→∞.
Vizsgáljuk el®bb (4.5)-t. A(%, %0)

n várható értéke % ∈ R esetén

EA(%, %0)
n :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

[
H`(%, %0)2 +(%−%0)2

`−1∑
i=0

%
2(`−i−1)
0

]

+

Kn∑
k=1

1

k

(Ln+k−1∑
`=Ln

H`(%, %0)

)2

+(%−%0)2
Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%
2(`−i−1)
0

 .
Mivel % ∈ [a, b] esetén

G`(%) =
1

2

2∑̀
i=0

%i =
1−%2`+1

2(1−%)
,
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és

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 Gi(%0) =

1

2

(
`−1∑
i=0

%i0

)2

=


(1−(−1)`)2

8 , ha %0 =−1,

(1−%`0)2

2(1−%0)2 , ha |%0|< 1,

`2

2 , ha %0 = +1,

kapjuk, hogy minden % ∈ [a, b] esetén

H`(%, %0) =



1−%2`+1

2(1−%) −
1
2 +(%+1) (1−(−1)`)2

8

= 1
2(1−%) + %−1

4 −
%+1

4 (−1)`+O(|%|2`) =O(1), ha %0 =−1,

1
2(1−%)−

1
2(1−%0) + %−%0

2(1−%0)2 +O
(
|%|2`+1

1−|%|

)
+O(|%0|`)

= (%−%0)(2−%0−%)
2(1−%0)2(1−%) +O(|%|2`)+O(|%0|`), ha |%0|< 1,

1−%2`+1

2(1−%) −
2`+1

2 −(1−%) `
2

2

=−(1−%) `
2

2 +O(`), ha %0 = +1,

(4.6)

H`(%, %0)2 =


O(1), ha %0 =−1,
(%−%0)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 +O(|%|2`)+O(|%0|`), ha |%0|< 1,

(1−%)2 `4

4 +O(`3), ha %0 = +1,

és

Ln+k−1∑
`=Ln

H`(%, %0) =


O(k), ha %0 =−1,
k(%−%0)(2−%0−%)

2(1−%0)2(1−%) +O(|%|2Ln)+O(|%0|Ln), ha |%0|< 1,

− 1−%
2

∑Ln+k−1
`=Ln

`2 +O(k(Ln+k)), ha %0 = +1,

(
Ln+k−1∑
`=Ln

H`(%, %0)

)2

=


O(k2), ha %0 =−1,
k2(%−%0)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 +O(k|%|2Ln)+O(k|%0|Ln), ha |%0|< 1,

(1−%)2
4

(∑Ln+k−1
`=Ln

`2
)2

+O(k2(Ln+k)3), ha %0 = +1.
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Továbbá

`−1∑
i=0

%
2(`−i−1)
0 =


1

1−%20
+O(|%0|2`), ha |%0|< 1,

`, ha |%0|= 1,

Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%
2(`−i−1)
0 =


k

1−%20
+O(|%0|2Ln), ha |%0|< 1,

k(2Ln+k−1)
2 , ha |%0|= 1,

(4.7)

így % ∈ [a, b] esetén

EA(%, %0)
n =



(1+%)2
Kn∑
k=1

Ln−1∑̀
=0

`+O(n2) = (1+%)2KL2

2 n3 +O(n2)

= 2I(%, %0)n3 +O(n2), ha %0 =−1,(
KL+ K2

2

)
(%0−%)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 n2 + KL(%0−%)2
1−%20

n2 +O(n)

= 2I(%, %0)n2 +O(n), ha |%0|< 1,

(1−%)2
4

Kn∑
k=1

Ln−1∑̀
=0

`4 + (1−%)2
4

Kn∑
k=1

1
k

(
Ln+k−1∑
`=Ln

`2

)2

+O(n5)

= (1−%)2
4

KL5

5 n6 + (1−%)2
4 (K

2L4

2 + 2K3L3

3 +

+ 5K4L2

12 + 2K5L
15 + K6

54 )n6 +O(n5)

= 2I(%, %0)n6 +O(n5), ha %0 = +1,

amib®l következik (4.5).
Folytassuk (4.4) vizsgálatával. Tekintsük az alábbi felbontást % ∈ R esetén

A(%, %0)
n −EA(%, %0)

n =2(%−%0)
(
a(1)
n (%, %0)+a(2)

n (%, %0)
)

+(%−%0)2
(
a(3)
n (%0)+a(4)

n (%0)
)
,

ahol

a(1)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

H`(%, %0)

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i,

a(2)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

Hj(%, %0)

Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`,i
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=

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

Hj(%, %0)

k∑
`=1

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 η`,i,

a(3)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i

)2

−E

(
`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i

)2
 ,

a(4)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

1

k

(Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`,i

)2

− E

(
Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`,i

)2


=

Kn∑
k=1

1

k

( k∑
`=1

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 η`,i

)2

− E

(
k∑
`=1

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 η`,i

)2
 .

Megvizsgáljuk az egyes tagokat egyenként. Kezdjük a
(1)
n (%, %0)-el. Bevezetjük a

ξ
(1)
k,`,n :=

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i ∼N

(
0,

`−1∑
i=0

%2i
0

)
.

valószín¶ségi változókat. A |%0|= 1 instabil esetekben a

H`(%, %0) =

O(1), ha %0 =−1,

O(`2), ha %0 = +1
(4.8)

aszimptotika szerint

a(1)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 O(1)ξ

(1)
k,`,n, ha %0 =−1,∑Kn

k=1

∑Ln−1
`=0 O(`2)ξ

(1)
k,`,n, ha %0 = +1,
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és a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|a(1)
n (%, %0)|6


√∑Kn

k=1

∑Ln−1
`=0 O(1)

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

, ha %0 =−1,√∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 O(`4)

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

, ha %0 = +1.

Alkalmazva a 4.6. Lemmát, α= 3 és λ= 4 választással, |%0|= 1 esetén

n−3
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

((
ξ

(1)
k,`,n

)2

−E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2
)
→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.9)

Mivel E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

= `, így

n−3
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→ KL2

2
, ha n→∞.

és ekkor

n−3
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→ KL2

2
P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve, hogy

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(1) =O(n2) és
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(`4) =O(n6), (4.10)

kapjuk, hogy |%0|= 1 instabil esetekben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.11)

A |%0|< 1 stabil esetben a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség önmagában nem ele-
gend®. A H`(%, %0) (4.6) aszimptotikája alapján

|a(1)
n (%, %0)|6 |%−%0|(2−%0−%)

2(1−%0)2(1−%)

∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ξ
(1)
k,`,n

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|2`+ |%0|`)ξ(1)
k,`,n

∣∣∣∣∣ .
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Alkalmazva a 4.8. Lemmát α= 2 és λ= 0 választással |%0|< 1 esetén

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ξ
(1)
k,`,n→ 0 P-m.b. ha n→∞.

A Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|2`+ |%0|`)ξ(1)
k,`,n

∣∣∣∣∣ 6
√√√√Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O (|%|4`+ |%0|2`)
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

.

Alkalmazva a 4.6 Lemmát, α= 2 és λ= 0 választással, a |%0|< 1 stabil esetben

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

((
ξ

(1)
k,`,n

)2

−E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2
)
→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.12)

Mivel E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

=
∑`−1
i=0 %

2(`−i−1)
0 , így (4.7) alapján

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→ KL

1−%2
0

ha n→∞,

és ebb®l

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→ KL

1−%2
0

P-m.b. ha n→∞.

Mivel
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|4`+ |%0|2`) =O(n), (4.13)

így a |%o|< 1 stabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.14)

Következzen a
(2)
n (%, %0) vizsgálata. Bevezetve a

ξ
(2)
k,`,n :=

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 ηl,i ∼N

(
0,

Ln+k−`−1∑
i=0

%2i
0

)
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valószín¶ségi változókat a

Ln+k−1∑
`=Ln

H`(%, %0) =


O(k), ha %0 =−1,

O(k), ha |%0|< 1,

O(k(Ln+k)2), ha %0 = +1

(4.15)

aszimptotika szerint

a(2)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

1
k O(k)

∑k
l=1 ξ

(2)
k,`,n, ha %0 =−1,∑Kn

k=1
1
k O(k)

∑k
l=1 ξ

(2)
k,`,n, ha |%0|< 1,∑Kn

k=1
1
k O(k(Ln+k)2)

∑k
l=1 ξ

(2)
k,`,n, ha %0 = +1.

A Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|a(2)
n (%, %0)|6



√∑Kn
k=1

1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 ξ

(2)
k,`,n

)2

, ha %0 =−1,√∑Kn
k=1

1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 ξ

(2)
k,`,n

)2

, ha |%0|< 1,√∑Kn
k=1

1
kO(k2(Ln+k)4)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 ξ

(2)
k,`,n

)2

, ha %0 = +1.

A |%0|< 1 stabil esetben alkalmazva a 4.9. Lemmát α= 2 és λ= 0 választással

n−2
Kn∑
k=1

1

k

( k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2

−E

(
k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

(4.16)

Mivel E
(∑k

`=1 ξ
(2)
k,`,n

)2

=
∑k
`=1

∑Ln+k−`−1
i=0 %2i

0 , így (4.7) alapján

n−2
Kn∑
k=1

1

k
E

(
k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2

→ 0 ha n→∞,

melyb®l

n−2
Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.
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Tehát a |%0|< 1 stabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.17)

A |%0|= 1 instabil esetekben tekintsük az alábbi átírást

Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2

= n

Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
`=1

1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2

.

A 4.9. Lemmát 1√
n
ξ

(2)
k,`,n-re alkalmazva α= 2 és λ= 0 választással

n−2
Kn∑
k=1

1

k

( k∑
`=1

1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2

−E

(
k∑
`=1

1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

(4.18)

Mivel E
(∑k

`=1
1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2

=
∑k
`=1

∑Ln+k−`−1
i=0

1
n =O(k), így

n−2
Kn∑
k=1

1

k
E

(
k∑
`=1

1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2

→ 0 ha n→∞,

melyb®l

n−2
Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
`=1

1√
n
ξ

(2)
k,`,n

)2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve

Kn∑
k=1

k−1O(k2) =O(n2) és
Kn∑
k=1

k−1O(k2(Ln+k)4) =O(n6), (4.19)

következik, hogy |%0|= 1 esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.20)

Instabil esetben (4.9), stabil esetben (4.12) alapján

rn,%0a
(3)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.21)
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Instabil esetben (4.16), stabil esetben (4.18) alapján

rn,%0a
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.22)

A (4.11), (4.14), (4.17), (4.20), (4.21) és (4.22) eredményeket összegy¶jtve teljesül
a (4.4)-beli konvergencia.

Következzen (4.3) igazolása. Tekintsük az M
(%, %0)
n -t alábbi felbontását %∈R

esetén

M (%, %0)
n =

(
m(1)
n (%, %0)+m(2)

n (%, %0)
)

+(%−%0)
(
m(3)
n (%0)+m(4)

n (%0)
)
,

ahol

m(1)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

H`(%, %0)ηk,`,

m(2)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

Hj(%, %0)

Ln+k−1∑
`=Ln

ηLn+k−`,`

=

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

Hj(%, %0)

k∑
`=1

η`,Ln+k−`,

m(3)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i,

m(4)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j,j

Ln+k−1∑
`=Ln

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηLn+k−`,i

=

Kn∑
k=1

1

k

k∑
j=1

ηj,Ln+k−j

k∑
`=1

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 η`,i.

Megvizsgáljuk az egyes tagokat egyenként. Kezdjük m
(1)
n (%, %0)-al. A |%0| = 1

instabil esetben a H`(%, %0) (4.8)-as aszimptotikája szerint

m(1)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 O(1)ηk,`, ha %0 =−1,∑Kn

k=1

∑Ln−1
`=0 O(`2)ηk,`, ha %0 = +1.
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A Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|m(1)
n (%, %0)|6


√∑Kn

k=1

∑Ln−1
`=0 O(1)

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 η2

k,` , ha %0 =−1,√∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 O(`4)

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 η2

k,` , ha %0 = +1.

Alkalmazva a 4.6. Lemmát α= 2 és λ= 0 választással

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(η2
k,`−Eη2

k,`)→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Mivel

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

Eη2
k,`→KL ha n→∞,

így

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

η2
k,`→KL P-m.b. ha n→∞. (4.23)

Figyelembe véve (4.10)-et a |%0|= 1 instabil esetekben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |m(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.24)

A |%0|< 1 stabil esetben a H`(%, %0) (4.6)-os aszimptotikája szerint

|m(1)
n (%, %0)|6 |%−%0|(2−%0−%)

2(1−%0)2(1−%)

∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|2`+ |%0|`)ηk,`

∣∣∣∣∣ .
Alkalmazva a 4.8. Lemmát α= 2 és λ= 0 választással

n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`→ 0 P-m.b. ha n→∞.

A Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján∣∣∣∣∣
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|2`+ |%0|`)ηk,`

∣∣∣∣∣ 6
√√√√Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(|%|4`+ |%0|2`)
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

η2
k,`.
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Figyelembe véve a (4.13) és (4.23) eredményeket, a |%0|< 1 stabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |m(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.25)

Következzen m
(2)
n (%, %0) vizsgálata. A (4.15) aszimptotika szerint

m(2)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

1
k O(k)

∑k
l=1 η`,Ln+k−`, ha %0 =−1,∑Kn

k=1
1
k O(k)

∑k
l=1 η`,Ln+k−`, ha |%0|< 1,∑Kn

k=1
1
k O(k(Ln+k)2)

∑k
l=1 η`,Ln+k−`, ha %0 = +1,

melyb®l a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|m(2)
n (%, %0)|6



√∑Kn
k=1

1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 η`,Ln+k−`

)2

, ha %0 =−1,√∑Kn
k=1

1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 η`,Ln+k−`

)2

, ha |%0|< 1,√∑Kn
k=1

1
kO(k2(Ln+k)4)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
`=1 η`,Ln+k−`

)2

, ha %0 = +1.

Alkalmazva a 4.9. Lemmát α= 2 és λ= 0 választással

n−2
Kn∑
k=1

1

k

( k∑
`=1

η`,Ln+k−`

)2

−E

(
k∑
`=1

η`,Ln+k−`

)2
→0 P-m.b. ha n→∞.

Mivel E
(∑k

`=1 η`,Ln+k−`

)2

= k, így

n−1
Kn∑
k=1

1

k
E

(
k∑
`=1

η`,Ln+k−`

)2

→K ha n→∞,

melyb®l

n−2
Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
`=1

η`,Ln+k−`

)2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve (4.19)-et, mind a |%|<1 stabil, mind a |%|=1 instabil esetekben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |m(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.26)



36 4. FEJEZET. ER�S KONZISZTENCIA A HJM-TÍPUSÚ MODELLBEN

Következzen m
(3)
n (%0) vizsgálata. Vezessük be a következ® valószín¶ségi vál-

tozókat

ζ
(3)
k,`,n :=

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i ∼N

(
0,

`−1∑
i=0

%2i
0

)
.

Alkalmazva a 4.7. Következményt a |%| < 1 stabil esetben α = 2 és λ = 0

választással, és a |%|= 1 instabil esetekben α= 3 és λ= 4 választással

n−3
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
ηk,` ζ

(3)
k,`,n−Eηk,` ζ

(3)
k,`,n

)
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Mivel ηk,` és ζ
(3)
k,`,n függetlenek minden k ∈ N esetén, így

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

Eηk,` ζ
(3)
k,`,n = 0,

amib®l következik, hogy mind a |%|< 1 stabil, mind a |%|= 1 instabil esetekben

rn,%0m
(3)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.27)

Végül következzen m
(4)
n (%0) vizsgálata. Bevezetve a

ξ
(4)
k,`,n := η`,Ln+k−` ∼N (0,1),

ζ
(4)
k,`,n :=

Ln+k−`−1∑
i=0

%Ln+k−`−i−1
0 η`,i ∼N

(
Ln+k−`−1∑

i=0

%2i
0

)

valószín¶ségi változókat

m(4)
n (%0) =

Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

( k∑
`=1

ζ
(4)
k,`,n

)
.

Alkalmazva a 4.10. Következményt α= 2 és λ= 0 választással a |%|< 1 stabil
esetben

rn,%0m
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.28)
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Instabil esetben a

m(4)
n (%0) =

√
n

Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

( k∑
`=1

1√
n
ζ

(4)
k,`,n

)
.

átírás alapján, alkalmazva a 4.10. Lemmát a ξ
(4)
k,j,n és 1√

n
ζ

(4)
k,`,n valószín¶ségi

változókra α= 2 és λ= 0 választással a |%|= 1 instabil esetekben

rn,%0m
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.29)

A (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), (4.28) és (4.29) eredményeket összegy¶jtve kapjuk
(4.3)-t. Ezzel igazoltuk a (4.1) állítást.

4.2. Er®s konzisztencia n-el arányos minta esetén

Mint említettük, felmerült a kérdés, vajon hogyan viselkedik a ML becslés, ha
a lejáratig hátralev® maximális id®t lerögzítjük, és csak a meg�gyelési id®pontok
számával tartunk a végtelenbe. Ekkor az egyik instabil esetben, nevezetesen %=−1

esetén, nem sikerült bizonyítanunk az er®s konzisztenciát (az ellenkez®jét sem). De
az is érdekes eredmény, hogy %=+1 instabil esetben teljesül, mert instabil esetben
általában csak gyenge konzisztencia várható. Meglep® módon, azon esetekben, ahol
sikerült bizonyítanunk az er®s konzisztenciát, a skálázó tényez®k megegyeznek az
n2-tel arányos mintánál kapott skálázó tényez®kkel, tehát nem csökkentek.

4.3. Tétel. (Fülöp [2, Theorem 4.1.]) Legyenek K,L ∈ N és legyenek {Kn ∈
∈ N : n ∈ N}, ahol Kn = nK+ o(n) ha n→∞. Legyen %0 ∈ (−1,+1], és

válasszunk úgy az a, b ∈ R határokat, hogy −1< a < b <+1 és %0 ∈Θ, ahol

Θ :=

{
[a, b], ha |%0|< 1,

[a,+1], ha %0 = +1.

Minden n ∈ N esetén legyen %̂n egy, az f
(%0)
n := (f

(%0)
k,` )16k6Kn, 06`6L min-

tán alapuló, tetsz®leges mérhet® ML becslése az igazi %0 paraméternek. Ekkor a

(%̂n)n∈N sorozat egy er®sen konzisztens becslése %0-nak.

Bizonyítás. A 3.7. Tétel (i)⇒ (iii) részéb®l és a következ® állításból következik.
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4.4. Állítás. (Fülöp [2, Proposition 4.2.]) Legyenek K,L, {Kn : n∈N}, a, b, Θ

és %0 mint a 4.3. Tételben. Ekkor

sup
%∈[a,b]

∣∣∣rn,%0 (ΛKn,L

(
f (%0)
n ; %0

)
−ΛKn,L

(
f (%0)
n ; %

))
−I(%, %0)

∣∣∣→ 0 P-m.b. (4.30)

ha n→∞, ahol

rn,%0 :=

{
n−2, ha |%0|< 1,

n−6, ha %0 = +1,

I(%, %0) :=


(%0−%)2(2−%0−%)2
16(1−%0)4(1−%)2 K

2, ha |%0|< 1,

(1−%)2
432 K6, ha %0 = +1.

Továbbá minden % ∈ [a, b] \ {%0} és % minden N környezete esetén, melyre

%0 6∈N (ahol N az N lezártját jelöli) teljesül, hogy infφ∈N I(φ, %0)> 0.

Bizonyítás. A 4.1. Állítás bizonyítása alapján (4.30) igazolásához elegend® leel-
len®riznünk a (4.3), (4.4) és (4.5) konvergenciákat Ln := L, n ∈ N esetén.

Foglalkozzunk el®ször (4.5) bizonyításával. A H`(%, %0)-lal kapcsolatos aszimp-
totikák megváltoznak, nevezetesen tetsz®leges % ∈ [a, b] esetén

H`(%, %0) =

{
(%−%0)(2−%0−%)
2(1−%0)2(1−%) +O(|%|2`)+O(|%0|`) =O(1), ha |%0|< 1,

−(1−%) `
2

2 +O(`) =O(1), ha %0 = 1,
(4.31)

H`(%, %0)2 =


(%−%0)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 +O(|%|2`)+O(|%0|`) =O(1), ha |%0|< 1,

(1−%)2 `4

4 +O(`3) =O(1), ha %0 = 1,

és

L+k−1∑
`=L

H`(%, %0) =


k(%−%0)(2−%0−%)

2(1−%0)2(1−%) +O(1) =O(k), ha |%0|< 1,

− 1−%
2

(
(L+k)3

3 − L3

3

)
+O(k2)

=− 1−%
6 k3 +O(k2) =O(k3), ha %0 = 1,

(4.32)

(
L+k−1∑
`=L

H`(%, %0)

)2

=

k
2 (%−%0)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 +O(k), ha |%0|< 1,

k6 (1−%)2
36 +O(k5), ha %0 = 1.
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Következésképpen % ∈ [a, b] esetén

EA(%, %0)
n =



K2

2
(%0−%)2(2−%0−%)2

4(1−%0)4(1−%)2 n2 +O(n)

= 2I(%, %0)n2 +O(n), ha |%0|< 1,

(1−%)2
4

K6

54 n
6 +O(n5)

= 2I(%, %0)n6 +O(n5), ha %0 = 1,

ami maga után vonja (4.5)-t.
Folytassuk (4.4) igazolásával. Ehhez használjuk a korábbi

A(%, %0)
n −EA(%, %0)

n =2(%−%0)
(
a(1)
n (%, %0)+a(2)

n (%, %0)
)
+(%−%0)2

(
a(3)
n (%0)+a(4)

n (%0)
)

felbontást (% ∈ R), melynek tényez®i a

ξ
(1)
k,`,n :=

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i ∼N

(
0,

`−1∑
i=0

%2i
0

)
,

ξ
(2)
k,`,n :=

L+k−`−1∑
i=0

%L+k−`−i−1
0 η`,i ∼N

(
0,

L+k−`−1∑
i=0

%2i
0

)

valószín¶ségi változók bevezetése után a következ® egyszer¶bb alakba írhatóak

a(1)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

H`(%, %0)ξ
(1)
k,`,n

a(2)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

1

k

L+k−1∑
`=L

H`(%, %0)

k∑
j=1

ξ
(1)
k,j,n,

a(3)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

[(
ξ

(1)
k,`,n

)2

−E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2
]
,

a(4)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

1

k

( k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2

−E

(
k∑
`=1

ξ
(2)
k,`,n

)2
 .

Kezdjük a
(1)
n (%, %0) vizsgálatával. A H`(%, %0) (4.31)-beli aszimptotikája és

a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján a |%0| < 1 stabil és a %0 = 1 instabil
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esetben egyaránt

|a(1)
n (%, %0)|6

√√√√Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

O(1)

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

.

Alkalmazva a 4.13. Lemmát α= 1 mellett

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

((
ξ

(1)
k,`,n

)2

−E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2
)
→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.33)

Mivel

E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

=


1−%2`0
1−%20

, ha |%0|< 1,

`, ha %0 = 1,

és így

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

E
(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→

K
(

L
1−%20

− 1−%2L0
(1−%20)2

)
, ha |%0|< 1,

KL2

2 , ha %0 = 1,

n→∞ esetén, (4.33) alapján

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

(
ξ

(1)
k,`,n

)2

→

K
(

L
1−%20

+
1−%2L0

(1−%20)2

)
, ha |%0|< 1,

KL2

2 , ha %0 = 1,
P-m.b. ha n→∞.

Mivel
∑Kn
k=1

∑L−1
`=0 O(1) = O(n), így mind a |%0| < 1 stabil, mind a %0 = 1

instabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.34)

Következzen a
(2)
n (%, %0) vizsgálata. Tekintve a (4.32)-beli aszimptotikát

a(2)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

1
k O(k)

∑k
j=1 ξ

(2)
k,j,n, ha |%0|< 1,∑Kn

k=1
1
k O(k3)

∑k
j=1 ξ

(2)
k,j,n, ha %0 = 1,

melyb®l a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|a(2)
n (%, %0)|6


√∑Kn

k=1
1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
j=1 ξ

(2)
k,j,n

)2

, ha |%0|< 1,√∑Kn
k=1

1
kO(k6)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
j=1 ξ

(2)
k,j,n

)2

, ha %0 = 1.
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A 4.15. Lemma alkalmazása el®tt le kell ellen®riznünk a sup
j6k6Kn

E(ξ
(2)
k,j,n)8 <∞

feltételt.

E(ξ
(2)
k,j,n)8 = 105

(
L+k−j−1∑

i=0

%2i
0

)4

=

105

(
1−%2(L+k−j)

0

1−%20

)4

, ha |%0|< 1,

105(L+k−j)4, ha %0 = 1.

Ezek szerint a stabil esetben teljesül a feltétel, az instabil esetben azonban más
módszerhez kell folyamodnunk.
Tekintsük el®bb a |%0|< 1 stabil esetet. A 4.15. Lemma alapján α= 2 mellett

n−2
Kn∑
k=1

1

k


 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2

−E

 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2
→ 0 P-m.b. (4.35)

ha n→∞. Mivel

E

 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2

=

k∑
j=1

E
(
ξ

(2)
k,j,n

)2

=

k∑
j=1

L+k−j−1∑
i=0

%2i
0 =

k∑
j=1

1−%2(L+k−j)
0

1−%2
0

=O(k),

így

n−2
Kn∑
k=1

1

k
E

 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2

→ 0, ha n→∞,

amib®l (4.35) alapján

n−2
Kn∑
k=1

1

k

 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve
Kn∑
k=1

k−1O(k2) =O(n2), (4.36)

kapjuk, hogy a |%0|< 1 esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.37)
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A %0 = 1 instabil esetben a következ® átalakítást hajtsuk végre

Kn∑
k=1

1

k

 k∑
j=1

ξ
(2)
k,j,n

2

= n

Kn∑
k=1

1

k

 k∑
j=1

1√
n
ξ

(2)
k,j,n

2

.

Ekkor teljesül a

sup
k,j,n∈N

E

(
1√
n
ξ

(2)
k,j,n

)8

= sup
j6k6Kn∈N

105
(L+k−j)4

n4
<∞

feltétel és alkalmazhatjuk a 4.15. Lemmát a 1√
n
ξ

(2)
k,j,n valószín¶ségi változókra

α= 2 választása mellett:

n−2
Kn∑
k=1

1

k


 k∑
j=1

1√
n
ξ

(2)
k,j,n

2

−E

 k∑
j=1

1√
n
ξ

(2)
k,j,n

2
→ 0 P-m.b. (4.38)

ha n→∞. Mivel E
(∑k

j=1
1√
n
ξ

(2)
k,j,n

)2

=
∑k
j=1

∑L+k−j−1
i=0

1
n = 1

nO(k2), így

n−2
Kn∑
k=1

1

k
E

 k∑
j=1

1√
n
ξ

(2)
k,j,n

2

= n−2
Kn∑
k=1

1

k
O

(
k2

n

)
→ 0,

ha n→∞, és (4.38) alapján

n−2
Kn∑
k=1

1

k

 k∑
j=1

1√
n
ξ

(2)
k,j,n

2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve
Kn∑
k=1

k−1O(k6) =O(n6), (4.39)

kapjuk, hogy a %0 = +1 instabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |a(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.40)
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A stabil és a %0 = +1 instabil esetben (4.33) alapján

rn,%0a
(3)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.41)

Továbbá a stabil esetben (4.35) alapján, az instabil esetben pedig (4.38) alapján

rn,%0a
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.42)

A (4.34), (4.37), (4.40), (4.41), és (4.42) konvergenciákból következik (4.4).

Végül következzen (4.3) ellen®rzése. Ehhez használjuk a korábbi

M (%, %0)
n =

(
m(1)
n (%, %0)+m(2)

n (%, %0)
)

+(%−%0)
(
m(3)
n (%0)+m(4)

n (%0)
)

felbontást (% ∈ R), melynek tényez®i a

ζ
(3)
k,`,n :=

`−1∑
i=0

%`−i−1
0 ηk,i ∼N

(
0,

`−1∑
i=0

%2i
0

)
,

ξ
(4)
k,j,n := ηj,L+k−j ∼N (0,1),

ζ
(4)
k,`,n :=

L+k−`−1∑
i=0

%L+k−`−i−1
0 η`,i ∼N

(
0,

L+k−`−1∑
i=0

%2i
0

)

valószín¶ségi változók bevezetése után a következ® egyszer¶bb alakba írhatóak

m(1)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

H`(%, %0)ηk,`,

m(2)
n (%, %0) :=

Kn∑
k=1

1

k

L+k−1∑
`=L

H`(%, %0)

k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n,

m(3)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

ηk,`ζ
(3)
k,`,n,

m(4)
n (%0) :=

Kn∑
k=1

1

k

(
k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

)(
k∑
`=1

ζ
(4)
k,`,n

)
.
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Kezdjük az m
(1)
n (%, %0) vizsgálatával. A H`(%, %0) (4.31)-beli aszimptotikája és

a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján a |%0| < 1 stabil és a %0 = 1 instabil
esetben egyaránt

|m(1)
n (%, %0)|6

√√√√Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

O(1)

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

η2
k,`.

Alkalmazva a 4.13. Lemmát α= 1 mellett

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

(η2
k,`−Eη2

k,`)→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Mivel

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

Eη2
k,`→KL ha n→∞,

így

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

η2
k,`→KL P-m.b. ha n→∞.

Mivel
∑Kn
k=1

∑L−1
`=0 O(1) = O(n), így mind a |%0| < 1 stabil, mind a %0 = 1

instabil esetben

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |m(1)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.43)

Következzen m
(2)
n (%, %0) vizsgálata. Tekintve a (4.32)-beli aszimptotikát

m(2)
n (%, %0) =


∑Kn
k=1

1
k O(k)

∑k
j=1 ξ

(4)
k,j,n, ha |%0|< 1,∑Kn

k=1
1
k O(k3)

∑k
j=1 ξ

(4)
k,j,n, ha %0 = 1,

melyb®l a Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|m(2)
n (%, %0)|6


√∑Kn

k=1
1
kO(k2)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
j=1 ξ

(4)
k,j,n

)2

, ha |%0|< 1,√∑Kn
k=1

1
kO(k6)

∑Kn
k=1

1
k

(∑k
j=1 ξ

(4)
k,j,n

)2

, ha %0 = 1.
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Alkalmazva a 4.15. Lemmát α= 2 mellett

n−2
Kn∑
k=1

1

k


 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

2

−E

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

2
→ 0 P-m.b.

ha n→∞. Mivel E
(∑k

j=1 ξ
(4)
k,j,n

)2

= k, így

n−1
Kn∑
k=1

1

k
E

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

2

→K ha n→∞,

és ekkor

n−2
Kn∑
k=1

1

k

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

2

→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Figyelembe véve a (4.36) és (4.39) aszimptotikákat, a |%0|< 1 stabil és a %0 = 1

instabil esetben egyaránt

sup
%∈[a,b]

rn,%0 |m(2)
n (%, %0)| → 0 P-m.b. ha n→∞. (4.44)

Következzen m
(3)
n (%0) vizsgálata. Mind a stabil, mind a % = +1 instabil

esetben alkalmazhatjuk a 4.14. Következményt α= 1 mellett:

n−1
Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

(
ηk,` ζ

(3)
k,`,n−Eηk,` ζ

(3)
k,`,n

)
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Mivel ηk,` és ζ
(3)
k,`,n minden k ∈ N esetén függetlenek

Kn∑
k=1

L−1∑
`=0

Eηk,` ζ
(3)
k,`,n = 0,

és így a |%0|< 1 stabil és a %0 = 1 instabil esetben egyaránt

rn,%0m
(3)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.45)
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Végül következzen m
(4)
n (%0) vizsgálata. Itt újra külön kell kezelnünk a két

esetet.
A |%0|< 1 stabil esetben a 4.16. Következmény alapján, α= 2 mellett

n−2
Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

( k∑
`=1

ζ
(4)
k,`,n

)
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

A %0 = +1 instabil esetben a 4.16. Következményt a ξ
(4)
k,j,n és 1√

n
ζ

(4)
k,`,n való-

szín¶ségi változókra alkalmazva α= 2 mellett

n−2
Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξ
(4)
k,j,n

( k∑
`=1

1√
n
ζ

(4)
k,`,n

)
→ 0 P-m.b. ha n→∞.

Így a |%0|< 1 stabil és a %0 = 1 instabil esetben egyaránt teljesül, hogy

rn,%0m
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞. (4.46)

A (4.43), (4.44), (4.45) és (4.46) konvergenciákból következik (4.3). Ezzel igazoltuk
a (4.30) állítást.

4.5. Megjegyzés. A %0 = −1 instabil esetben az eddig alkalmazott módszer-
rel nem jön ki az er®s konzisztencia. Ennek oka, hogy a (4.5) konvergencia n−2

skálázótényez®vel teljesül, viszont ez a skálázótényez® mind (4.4), mind (4.3) iga-
zolásához kevésnek bizonyult. Az

rn,%0a
(2)
n (%, %0, ) rn,%0 |m(1)

n (%, %0)|, rn,%0m
(4)
n (%0)→ 0 P-m.b. ha n→∞

konvergenciákat nem tudtuk bizonyítani. A 4.1. Állításban az I(%, %0) mennyiség
%0 =−1 esetbeli értékéb®l látszik, hogy az n-el arányos minta esetén (ahol Ln =

= L, n ∈ N) a nagyságrend különbözik az n2-tel arányos eset nagyságrendjét®l.

4.3. Szimulációk

Ebben az alfejezetben a % paraméter becslésének empirikus viselkedését vizs-
gáljuk szimulációk segítségével. Megvizsgáljuk az ML becslések konvergenciáját és
normalitását, bár utóbbira nincsenek elméleti eredményeink. A szimulációkat és
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becsléseket az R [24] statisztikai programcsomag segítségével végeztük.

Kk-1 k

L

1

kk-1

l
l-1

l+1

K

L

Kk

L+k
L+k-1

L
L-1

1. ábra 2. ábra 3. ábra

Becsléseinket egy K×L méret¶ {fk,` : 16 k 6 K, 16 `6 L} minta alap-
ján végezzük, melyet az arbitrázsmentes modellünk (lásd (2.10), (2.11)) alapján
generáltunk adott β volatilitás és {f0,` : `> 0} kezdeti értékek esetén. A (2.10)
egyenlet alapján az fk,` határid®s kamatláb 3 korábbi id®ponttól függ, plusz egy
véletlen változótól (lásd 2. ábra). A téglalap tetején azonban ezt az összefüggést
nem használhatjuk, mivel az fk−1,L+1 nincs benne a mintában, így ebben az eset-
ben a (2.11) egyenlet alapján egy korábbi mintaelem, két kezdeti érték és véletlen
változók segítségével tudjuk fk,L-et generálni (lásd 3. ábra).

A határid®s kamatlábak kezd®értékeire fk,0 := 0.03 (06 k 6 K+L), a vola-
tilitásra β = 0.2 rögzített értéket vettünk. Mivel az a valóságh¶bb eset, mikor a
lejáratig hátralev® id®t nem tudjuk tetsz®legesen nagyra választani, arra töreked-
tünk, hogy az n-nel arányos mintanövekedést szimuláljuk az n2 helyett.

A maximum likelihood becslések a (4.2) loglikelihood függvény maximumhe-
lyei, mely az ismeretlen % paraméter magas fokú polinomja. Emiatt nem tudunk
explicit megoldást adni %̂-ra, csak numerikus eljárással tudjuk megkapni a becs-
léseinket. Ehhez az R beépített optim függvényét használtuk, mely a Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) módszeren alapul.

El®ször a stabil esetet teszteltük % = −0.6 valódi paraméterértékkel. Gene-
ráltunk egy 100×20 méret¶ mintát és ennek egyre növekv® részmintáiból szá-
moltattuk az ML becslést. A 4. ábrán az ML becslés változása látható miközben
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a becsléshez használt részminta mérete 5×L, 6×L, . . . , 100×L és L = 20. 20
ilyen számolást lefuttatva láthatjuk, hogy az ML becslések sorozata a valódi pa-
raméterértékhez tart. A 2. ábrán egyetlen sorozatot látunk egy nagyobb minta,
K = 5, . . . ,150 és L= 30 esetén. Ez már sokkal több id®t igényl® számolás, egy
átlagos laptopon (Intel Core2Duo T9400 processzor, 2x2GB DDR3 memória) több
óráig tart.
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Ezután 200-szor generáltunk 80×40-es mintát és ebb®l becsültük az ML becs-
lést. Minden becslésb®l levontuk a valódi paraméterértéket és osztottuk a becslések
mintából számolt szórásával. A 3. ábrán ezen standardizált becslések hisztogramját
láthatjuk, és a standard normális eloszlás haranggörbéjét.

Az ábra alapján a hisztogram jól illeszkedik a standard normális eloszlás s¶r¶-
ségfüggvényére. Teszteltük a normalitást Kolmogorov-Szmirnov és Shapiro-Wilk
próbával is :

Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0527, p-value = 0.6356.

Shapiro-Wilk normality test: W = 0.9935, p-value = 0.5345.

A nagy p-érték tisztán jelzi a becslések normalitását. Így mondhatjuk, hogy a
stabil esetben az ML becslések az elméleti eredményeknek megfelel®en viselkednek,
konzisztensek és aszimptotikusan normálisak.

A %= +1 instabil esetben az ábrák és eredmények az alábbiak:
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Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0421, p-value = 0.8694.

Shapiro-Wilk normality test: W = 0.9916, p-value = 0.3058.

Illetve a %=−1 instabil esetben kapott ábrák és eredmények:
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Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0529, p-value = 0.6315

Shapiro-Wilk normality test: W = 0.973, p-value = 0.0006713

Azt mondhatjuk, hogy az %= +1 esetben az ML becslés az elméleti eredmé-
nyeknek megfelel®en viselkedik, azaz konzisztens, és a 9. ábra azt sugallja, hogy
a %=−1 esetben is teljesül a konzisztencia, habár ezt elméleti eredménnyel még
nem tudjuk alátámasztani.

Úgy t¶nik, hogy a %= +1 esetben (mindkét próba alapján) az ML becslés
aszimptotikusan normális szemben a %=−1 esettel, ahol a Shapiro-Wilk pró-
ba alapján elvetjük a normalitást (érzékenyebb a ferdeségre, mint a Kolmogorov-
Smirnov próba).

4.4. Függelék A

Az er®s konzisztencia esetén a 4.2. Következmény bizonyításánál nagy számok
er®s törvényei típusú állításokat használtunk nem független minta esetén. Hasonló
állításokat találhatunk [10] és [6] munkákban, azonban ezeknél kissé általánosabb
esetekre volt szükségünk. A Függelék A-ban található lemmák az n2-tel arányos
mintára vonatkoznak, míg a Függelék B az n-nel arányos mintára vonatkozó
állításokat foglalja össze.
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4.6. Lemma. Legyenek K,L ∈ N, és legyenek {Kn, Ln ∈ N : n ∈ N}, ahol

Kn=nK+o(n) és Ln=nL+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,`,n :k, `, n∈
∈ N} olyan valószín¶ségi változók, hogy minden n ∈ N esetén a {ξk,`,n : ` ∈ N}
halmazok különböz® k ∈ N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,`,n : ` ∈ N), k ∈
∈ N σ-algebrák függetlenek), és Eξ8

k,`,n = O(`λ) valamely λ> 0 esetén (azaz

supk,`,n∈N `
−λEξ8

k,`,n <∞). Ekkor minden α > (7+λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

Ln∑
`=1

(
ξ2
k,`,n−Eξ2

k,`,n

)
→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Elegend® megmutatnunk, hogy minden ε > 0 esetén

∞∑
n=1

P(|ζn|> εnα)<∞,

ahol

ζn :=

Kn∑
k=1

Ln∑
`=1

(
ξ2
k,`,n−Eξ2

k,`,n

)
.

A Markov-egyenl®tlenség alapján P(|ζn|>εnα)6 ε−4n−4αEζ4
n, így elegend® meg-

mutatnunk, hogy Eζ4
n =O(n4α−1−δ) valamely δ > 0 esetén.

Eζ4
n =

Kn∑
k1, k2, k3, k4 = 1

Ln∑
`1, `2, `3, `4 = 1

Eζk1,`1,nζk2,`2,nζk3,`3,nζk4,`4,n,

ahol ζk,`,n := ξ2
k,`,n−Eξ2

k,`,n. A Cauchy-Schwarz egyenl®tlenség alapján

|Eζk1,`1,nζk2,`2,nζk3,`3,nζk4,`4,n|6
(
Eζ4
k1,`1,nEζ

4
k2,`2,nEζ

4
k3,`3,nEζ

4
k4,`4,n

)1/4
.

Továbbá

Eζ4
k,`,n = E(ξ2

k,`,n−Eξ2
k,`,n)4 6 23

(
Eξ8
k,`,n+(Eξ2

k,`,n)4
)
6 16Eξ8

k,`,n =O(`λ).

Így kapjuk, hogy

Eζk1,`1,nζk2,`2,nζk3,`3,nζk4,`4,n =O
(

(`1`2`3`4)λ/4
)
.
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Mivel a feltétel szerint a {ζk,`,n : ` ∈ N}, k ∈ N, halmazok függetlenek minden
n ∈ N esetén, és Eζk,`,n = 0 minden k, `, n ∈ N esetén, így

Eζ4
n =

Ln∑
`1, `2, `3, `4 = 1

(
Kn∑
k=1

Eζk,`1,nζk,`2,nζk,`3,nζk,`4,n

+6
∑

16 k1<k2 6 Kn

Eζk1,`1,nζk1,`2,nζk2,`3,nζk2,`4,n


=

Ln∑
`1, `2, `3, `4 = 1

Kn∑
k=1

O
(

(`1`2`3`4)λ/4
)

+
∑

16 k1<k2 6 Kn

O
(

(`1`2`3`4)λ/4
)

=

Kn∑
k=1

(
Ln∑
`=1

`λ/4

)4

+
∑

16 k1<k2 6 Kn

(
Ln∑
`=1

`λ/4

)4

=O(n6+λ).

Következésképpen Eζ4
n =O(n4α−1−δ) ha δ := 7+λ

4 −α > 0.

4.7. Következmény. Legyenek K,L∈N, és legyenek {Kn, Ln∈N :n∈N}, ahol

Kn =nK+o(n) és Ln =nL+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,`,n, ζk,`,n :

k, `, n∈N} olyan valószín¶ségi változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,`,n, ζk,`,n:

`∈N} halmazok különböz® k∈N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,`,n, ζk,`,n :`∈N),

k∈N, σ-algebrák függetlenek), és E(ξ8
k,`,n+ζ8

k,`,n)=O(`λ) valamely λ> 0 esetén

(azaz supk,`,n∈N `
−λE(ξ8

k,`,n+ζ8
k,`,n)<∞). Ekkor minden α > (7+λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

Ln∑
`=1

(ξk,`,nζk,`,n−Eξk,`,nζk,`,n)→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Mivel

ξk,`,nζk,`,n−Eξk,`,nζk,`,n =
1

4

[{
(ξk,`,n+ζk,`,n)2−E(ξk,`,n+ζk,`,n)2

}
−
{

(ξk,`,n−ζk,`,n)2−E(ξk,`,n−ζk,`,n)2
}]
,

így a {ξk,`,n + ζk,`,n : k, `, n ∈ N} és {ξk,`,n− ζk,`,n : k, `, n ∈ N} valószín¶ségi
változókra alkalmazva a 4.6. Lemmát, kapjuk az állítást.
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4.8. Lemma. Legyenek K,L∈N, és legyenek {Kn, Ln ∈N :n∈N}, ahol Kn =

= nK+o(n) és Ln = nL+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,`,n : k, `, n∈
∈ N} olyan valószín¶ségi változók, hogy minden n ∈ N esetén a {ξk,`,n : ` ∈ N}
halmazok különböz® k ∈ N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,`,n : ` ∈ N), k ∈
∈ N σ-algebrák függetlenek), és Eξ4

k,`,n = O(`λ) valamely λ> 0 esetén (azaz

supk,`,n∈N `
−λEξ4

k,`,n <∞). Ekkor minden α > (7+λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

Ln∑
`=1

(ξk,`,n−Eξk,`,n)→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Hasonló a 4.6. Lemma bizonyításához.

4.9. Lemma. Legyen K∈N, és legyenek {Kn∈N :n∈N}, ahol Kn=nK+o(n)

ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan valószín¶ségi változók,

hogy minden n ∈ N esetén a {ξk,j,n : k ∈ N} halmazok különböz® j ∈ N esetén

függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n : k ∈ N), j ∈ N σ-algebrák függetlenek), és Eξ8
k,j,n =

=O(jλ) valamely λ> 0 esetén (azaz supk,j,n∈N j
−λEξ8

k,j,n<∞). Ekkor minden

α > (7+3λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

k−1


 k∑
j=1

ξk,j,n

2

−E

 k∑
j=1

ξk,j,n

2
→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Nyilván k∑
j=1

ξk,j,n

2

−E

 k∑
j=1

ξk,j,n

2

=

k∑
j1=1

k∑
j2=1

(ξk,j1,nξk,j2,n−Eξk,j1,nξk,j2,n).

Mint a 4.6. Lemma bizonyításában, elegend® megmutatnunk, hogy
∞∑
n=1

n−4αEζ4
n<

<∞, ahol

ζn :=

Kn∑
k=1

k−1
k∑

j1=1

k∑
j2=1

ζk,j1,j2,n

és

ζk,j1,j2,n := ξk,j1,nξk,j2,n−Eξk,j1,nξk,j2,n.
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Ekkor

Eζ4
n =

Kn∑
k1, k2, k3, k4 = 1

(k1k2k3k4)−1×

×
k1∑

j1, j2 = 1

k2∑
j3, j4 = 1

k3∑
j5, j6 = 1

k4∑
j7, j8 = 1

Eζk1,j1,j2,nζk2,j3,j4,nζk3,j5,j6,nζk4,j7,j8,n.

Mint a 4.6. Lemma bizonyításában, megmutatható, hogy

Eζk1,j1,j2,nζk2,j3,j4,nζk3,j5,j6,nζk4,j7,j8,n =O
(

(j1j2j3j4j5j6j7j8)λ/2
)
.

Az {ξk,j,n : k ∈ N}, j ∈ N halmazok függetlensége miatt

Eζk1,j1,j2,nζk2,j3,j4,nζk3,j5,j6,nζk4,j7,j8,n = 0

ha a {j1, j2}, {j3, j4}, {j5, j6}, {j7, j8} halmazok közül valamelyik diszjunkt a
másik háromtól. Következésképpen

k1∑
j1, j2 = 1

k2∑
j3, j4 = 1

k3∑
j5, j6 = 1

k4∑
j7, j8 = 1

Eζk1,j1,j2,nζk2,j3,j4,nζk3,j5,j6,nζk4,j7,j8,n =O(n6+3λ).

Mivel
∑n
k=1 k

−1 = O(log n), így Eζ4
n = O

(
n6+3λ(log n)4

)
, tehát n−4αEζ4

n =

=O
(
n6+3λ−4α(log n)4

)
, ahol 6+3λ−4α <−1, azaz

∑∞
n=1 n

−4αEζ4
n <∞.

4.10. Következmény. Legyen K ∈ N, és legyenek {Kn ∈ N : n ∈ N}, ahol

Kn = nK+o(n) ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n, ζk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan

valószín¶ségi változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,j,n, ζk,j,n :k∈N} halmazok

különböz® j ∈ N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n, ζk,j,n : k ∈ N), j ∈ N σ-

algebrák függetlenek), és E(ξ8
k,j,n+ζ8

k,j,n) =O(jλ) valamely λ> 0 esetén (azaz

supk,j,n∈N j
−λE(ξ8

k,j,n+ζ8
k,j,n)<∞). Ekkor minden α > (7+3λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξk,j,n

( k∑
`=1

ζk,`,n

)
−E

 k∑
j=1

ξk,j,n

( k∑
`=1

ζk,`,n

)→ 0

P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Hasonló a 4.7. Következmény bizonyításához.
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4.11. Lemma. Legyen K ∈N, és legyenek {Kn ∈N : n∈N}, ahol Kn = nK+

+ o(n) ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan valószín¶ségi

változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,j,n : k ∈N} halmazok különböz® j ∈N
esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n : k ∈ N), j ∈ N σ-algebrák függetlenek), és

Eξ4
k,j,n =O(jλ) valamely λ> 0 esetén (azaz supk,j,n∈N j

−λEξ4
k,j,n<∞). Ekkor

minden α > (3+λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

k−1
k∑
j=1

(ξk,j,n−Eξk,j,n)→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Hasonló a 4.9. Lemma bizonyításához.

4.12. Lemma. Legyen K ∈N, és legyenek {Kn ∈N : n∈N}, ahol Kn = nK+

+ o(n) ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan valószín¶ségi

változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,j,n : k ∈N} halmazok különböz® j ∈N
esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n : k ∈ N), j ∈ N σ-algebrák függetlenek), és

Eξ4
k,j,n =O(jλ) valamely λ> 0 esetén (azaz supk,j,n∈N j

−λEξ4
k,j,n<∞). Ekkor

minden α > (7+λ)/4 esetén

n−α
Kn∑
k=1

k∑
j=1

(ξk,j,n−Eξk,j,n)→ 0 P-m.b., ha n→∞.

Bizonyítás. Hasonló a 4.9. Lemma bizonyításához.

4.5. Függelék B

A 4.4. Következmény bizonyításánál az alábbi, nem független mintára vonat-
kozó, nagy számok er®s törvényei típusú állításokat használtuk. Ezek szintén ana-
lógiát mutatnak a [10] meg [6] munkákban található és az el®z® alfejezetbeli lem-
mákkal, viszont n2 helyett n-nel arányos mintára vonatkoznak.

4.13. Lemma. Legyenek K,L ∈ N, és legyenek {Kn ∈ N : n ∈ N}, ahol Kn =

= nK+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,`,n : k, n ∈N, 16 `6 L}} olyan

valószín¶ségi változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,`,n : 16 `6L} halmazok

különböz® k∈N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,`,n : 16 `6L), k∈N σ-algebrák
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függetlenek), és M8 := sup
k,n∈N, 16`6L

Eξ8
k,`,n <∞. Ekkor

n−α
Kn∑
k=1

L∑
`=1

(
ξ2
k,`,n−Eξ2

k,`,n

)
→ 0 P-m.b., ha n→∞

minden α > 3/4 esetén.

Bizonyítás. A bizonyítás hasonló a 3.15. Lemma bizonyításához [6]-ban, illetve
az el®z® alfejezetbeli 4.6. Lemma bizonyításához.

4.14. Következmény. Legyenek K,L∈N, és legyenek {Kn ∈N : n∈N}, ahol

Kn = nK+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,`,n, ζk,`,n : k, n∈N, 16 `6L}
olyan valószín¶ségi változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,`,n, ζk,`,n :16`6L}
halmazok különböz® k ∈N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,`,n, ζk,`,n : 16 `6L),

k ∈ N σ-algebrák függetlenek), és sup
k,n∈N, 16`6L

E(ξ8
k,`,n+ζ8

k,`,n)<∞. Ekkor

n−α
Kn∑
k=1

L∑
`=1

(ξk,`,nζk,`,n−Eξk,`,nζk,`,n)→ 0 P-m.b., ha n→∞

minden α > 3/4 esetén.

Bizonyítás. Hasonló a 4.7. Következmény bizonyításához.

4.15. Lemma. Legyen K ∈N, és legyenek {Kn ∈N : n∈N}, ahol Kn = nK+

+ o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan valószín¶ségi

változók, hogy minden n ∈ N esetén a {ξk,j,n : k ∈ N} halmazok különböz® j ∈
∈N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n : k ∈N), j ∈N σ-algebrák függetlenek), és

sup
j6k6Kn

Eξ8
k,j,n <∞. Ekkor

n−α
Kn∑
k=1

k−1


 k∑
j=1

ξk,j,n

2

−E

 k∑
j=1

ξk,j,n

2
→ 0 P-m.b., ha n→∞

minden α > 7/4 esetén.

Bizonyítás. A bizonyítás hasonló a 3.19. Lemma bizonyításához [6]-ban, illetve
az el®z® alfejezetbeli 4.9. Lemma bizonyításához.
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4.16. Következmény. Legyen K ∈ N, és legyenek {Kn ∈ N : n ∈ N}, ahol

Kn = nK+o(n), ha n→∞. Legyenek továbbá {ξk,j,n, ζk,j,n : k, j, n ∈ N} olyan

valószín¶ségi változók, hogy minden n∈N esetén a {ξk,j,n, ζk,j,n :k∈N} halmazok

különböz® j∈N esetén függetlenek (azaz a σ(ξk,j,n, ζk,j,n :k∈N), j∈N σ-algebrák

függetlenek), és supj6k6Kn E(ξ8
k,j,n+ζ8

k,j,n)<∞. Ekkor

n−α
Kn∑
k=1

k−1

 k∑
j=1

ξk,j,n

( k∑
`=1

ζk,`,n

)
−E

 k∑
j=1

ξk,j,n

( k∑
`=1

ζk,`,n

)→ 0

P-m.b., ha n→∞ minden α > 7
4 esetén.

Bizonyítás. Hasonló a 4.14. Következmény bizonyításához.
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5. fejezet

Lokális aszimptotikus
normalitás

Ebben a fejezetben betekintést nyerünk a kísérletsorozatok konvergenciájával
kapcsolatos alapfogalmak körébe, majd a kamatlábmodellünkhöz tartozó statiszti-
kai kísérletsorozat lokális aszimptotikus normalitását (LAN) bizonyítjuk, ami a kí-
sérletsorozat konvergenciáját is maga után vonja. Határértékszámítással nagyobb
betekintést nyerhetünk a statisztikai kísérletek struktúrájába. Nem csak becslé-
sek vagy próbák lehetnek aszimptotikusan normálisak, hanem gyakran statisztikai
modellek egész sorozata tart egy normális meg�gyelésen alapuló modellhez.

A statisztikai problémák viszonylag kis számához létezik egzakt, optimális meg-
oldás. Például a Neyman-Pearson elmélet bizonyos exponenciális modellek csa-
ládjában ad optimális (egyenletesen leger®sebb) próbát; a Rao-Blackwell elmélet
szerint a torzítatlan becslések közül bizonyos becslések minimális szórásúak. A
Crámer-Rao korlát a torzítatlan becslések szórására vonatkozó fontos és általános
eredmény, de gyakran nem ad túl éles határt. Ha az egzakt optimalitás nem ad
eredményt, mert a probléma nehezen kezelhet®, vagy nincs optimális eljárás, akkor
segíthet az aszimptotikus optimalitás elmélete. A fejezet végén [28, Theorem 15.4]
alapján aszimptotikusan optimális próbát konstruálunk.

59
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5.1. Lokális aszimptotikus normalitás

Egy statisztikai kísérletsorozat LAN, ha a likelihood hányados folyamatai ha-
sonlóak ahhoz, amit a normális eloszlás hely paraméterére kapunk, azaz ha a like-
lihood hányados folyamat bizonyos kvadratikus kifejtési alakot vesz fel. Tekintsük
át a szükséges fogalmakat és állításokat.

5.1. De�níció. Legyenek P és Q valószín¶ségi mértékek az (X,X ) mérhet®

téren. Ekkor Q abszolút folytonos részének P-re vett Radon-Nikodym deriváltja

dQ

dP
:X → [0,∞).

A statisztikában a Radon-Nikodym derivált elterjedtebb neve a likelihood há-
nyados. Úgy tekintünk rá, mint dQ

dP : Ω → [0,∞) valószín¶ségi változóra az
(Ω,F ,P) valószín¶ségi mez®n és vizsgáljuk a P szerinti eloszlását.

5.2. De�níció. Az
(
X,X , {Pθ : θ ∈ Θ}

)
statisztikai kísérlet θ0 ∈ Θ pontra

vonatkoztatott likelihood hányados folyamata(
dPθ
dPθ0

)
θ∈Θ .

Ha (X,X ,P) valószín¶ségi mez®, (Y,Y) egy mérhet® tér, akkor jelölje a
ξ :X → Y mérhet® leképezés eloszlását L(ξ | P) :

L(ξ | P)(B) := P(ξ ∈B), B ∈ Y.

Minden n∈N esetén legyen dn∈N és tekintsük az
(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ :θ∈Θ}

)
statisztikai kísérletet. Jelölje ξ

(θ)
n : Ω→Rdn (n∈N) valószín¶ségi vektorváltozók

egy sorozatát. Ekkor a ξ
(θ)
n = oPn,θ (1) rövidítés alatt azt értjük, hogy ∀ε > 0

esetén
Pn,θ(|ξ(θ)

n |> ε)→ 0, ha n→∞.

5.3. De�níció. Az
(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ : θ∈Θ}

)
n∈N statisztikai kísérletsorozatot

lokálisan aszimptotikusan normálisnak (LAN) nevezzük a θ ∈Θ (Rp nyílt

részhalmaza) pontban, ha léteznek olyan

� rn,θ ∈ Rp×p nemszinguláris mátrixok, n ∈ N, r−1
n,θ→ 0,
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� Iθ ∈ Rp×p, pozitív szemide�nit, szimmetrikus mátrix,

� ∆n,θ : Rdn → Rp, n ∈ N, mérhet® függvények,

hogy minden hn→ h esetén, ahol hn, h ∈ Rp, n ∈ N, teljesül, hogy

log
dPn, θ+r−1

n,θhn

dPn,θ
= h>∆n,θ−

1

2
h>Iθ h+oPn,θ

(1), (5.1)

L(∆n,θ|Pn,θ)→N (0, Iθ), ha n→∞. (5.2)

5.4. Példa. Tekintsünk a LAN teljesülésére egy példát, az ismételt mintavétel
esetét egy �sima� paraméter¶ modellben.

Legyen minden θ ∈ R esetén Pθ abszolút folytonos valószín¶ségi mérték
(R,B(R)) -en, amelynek létezik f(., θ) s¶r¶ségfüggvénye, és minden x∈R esetén
log f(x, θ) kétszer folytonosan di�erenciálható θ szerint. Legyen X1, X2, . . . , Xn

független minta Pθ eloszlásból. Ekkor az együttes eloszlás Pn,θ := Pθ× . . .×Pθ,
melynek s¶r¶ségfüggvénye

∏n
i=1 f(xi, θ).

Mutassuk meg, hogy (Rn,B(Rn), {Pn,θ : θ∈R}) LAN rn =
√
n skálázóténye-

z®vel, ha hn→ h.
Bizonyítás: Taylor-sorfejtéssel kapjuk az alábbi közelítést:

log
dPn,θ+hn/

√
n

dPn,θ
(X1, . . . , Xn) = log

∏n
i=1 f(Xi, θ+hn/

√
n)∏n

i=1 f(Xi, θ)

=

n∑
i=1

[
log f(Xi, θ+hn/

√
n)− log f(Xi, θ)

]
≈ hn

1√
n

n∑
i=1

∂ log f(Xi, θ)

∂θ
+
h2
n

2

1

n

n∑
i=1

∂2 log f(Xi, θ)

∂2θ
.

A Pn,θ mérték szerint az Xi : Rn → R, (X1, . . . , Xn) 7→ Xi valószín¶ségi
változók függetlenek, azonos eloszlásúak, és L(Xi |Pn,θ)=Pθ. Ezért a ∂ log f(Xi,θ)

∂θ

i = 1, . . . , n változók is független, azonos eloszlásúak. Várható értékük a Pn,θ
mérték szerint

En,θ

(
∂ log f(Xi, θ)

∂θ

)
=

∫
R

∂ log f(x, θ)

∂θ
f(x, θ)dx=

∫
R

∂f(x, θ)

∂θ
dx

=
∂

∂θ

∫
R
f(x, θ)dx= 0,
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szórásnégyzetük a Pn,θ mérték szerint

Varn,θ

(
∂ log f(Xi, θ)

∂θ

)
= En,θ

[(
∂ log f(Xi, θ)

∂θ

)2
]

=: Iθ,

ahol Iθ a Fisher információs mennyiséget jelöli. A központi határeloszlás-tétel
szerint ekkor

L (∆n,θ|Pn,θ) = L

(
1√
n

n∑
i=1

∂ log f(Xi, θ)

∂θ

∣∣∣∣∣Pn,θ
)
→N (0, Iθ), ha n→∞.

Továbbá

En,θ

(
∂2 log f(X1, θ)

∂θ2

)
= En,θ

[
∂

∂θ

(
1

f(X1, θ)

∂f(X1, θ)

∂θ

)]
= En,θ

[
1

f(X1, θ)

∂2f(X1, θ)

∂θ2
−
(

1

f(X1, θ)

∂f(X1, θ)

∂θ

)2
]

=−En,θ

[(
∂ log f(X1, θ)

∂θ

)2
]

=−Iθ,

mivel

En,θ

(
1

f(X1, θ)

∂2f(X1, θ)

∂θ2

)
=

∫
R

∂2f(x, θ)

∂θ2
dx=

∂2

∂θ2

∫
R
f(x, θ) dx= 0.

Így a nagy számok gyenge törvénye alapján

1

n

n∑
i=1

∂2 log f(Xi, θ)

∂θ2

Pn,θ−→ En,θ

(
∂2 log f(Xi, θ)

∂θ2

)
=−Iθ.

Tehát bármely ε > 0 esetén

Pn,θ

(∣∣∣∣log
dPn,θ+hn/

√
n

dPn,θ
−hn∆n,θ−

1

2
h2
nIθ

∣∣∣∣> ε

)
→ 0, ha n→∞.
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5.5. De�níció. Azt mondjuk, hogy az (Xn,Xn, {Pn,θ : θ ∈Θ})n∈N statisztikai
kísérletsorozat konvergál az (X,X , {Pθ :θ∈Θ}) statisztikai kísérlethez n→∞
esetén, ha ∀H ⊂Θ véges halmaz és ∀θ0 ∈Θ esetén

L
((

dPn,θ
dPn,θ0

)
θ∈H

∣∣∣∣Pn,θ0)→L(( dPθ
dPθ0

)
θ∈H

∣∣∣∣Pθ0) , ha n→∞,

azaz a
(

dPn,θ
dPn,θ0

)
θ∈Θ

likelihood hányados folyamatok Pn,θ0 szerinti véges di-

menziós eloszlásai konvergálnak a
(

dPθ
dPθ0

)
θ∈Θ

likelihood hányados folyamat Pθ0

szerinti véges dimenziós eloszlásaihoz n→∞ esetén. Jelölés:

(Xn,Xn, {Pn,θ : θ ∈Θ})n∈N ⇒ (X,X , {Pθ : θ ∈Θ}).

5.6. Tétel. (v.d.Vaart [28, 9.5.Corollary]) Legyen Θ ⊂ Rp nyílt részhalmaz,(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ : θ ∈ Θ}

)
n∈N LAN a θ pontban rn,θ skálázó mátrixszal és

Iθ nemszinguláris mátrixszal. Ekkor(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ+r−1

n h : h ∈ Rd}
)
n∈N ⇒

(
R,B(R), {N (h, I−1

θ ) : h ∈ Rd}
)
.

A fenti tétel értelmében a paraméter átskálázása után a lokális aszimptotikus
normalitásból következik a kísérletsorozatok konvergenciája egy Gauss kísérlethez.
Az átparaméterezést egy �x θ0 köré végezzük, melyet ismertnek tekintünk.

5.7. Megjegyzés. Az 5.4. Példához kapcsolódóan legyen h =
√
n(θ− θ0) a

lokalizációs paraméter, és átírjuk Pn,θ eloszlást Pn,θ0+h/
√
n alakba. Ezzel kapunk

egy h paraméter¶ kísérletet. Ha θ=θ0+h/
√
n /∈ Θ, akkor Pn,θ0+h/

√
n eloszlást

tetsz®legesen választjuk. Ekkor a {Pθ0+h/
√
n : h ∈ Rk} és {N (h, I−1

θ0
) : h ∈ Rk}

kísérletek nagy n-re hasonló statisztikai tulajdonságokkal rendelkeznek.

5.2. LAN a kamatlábmodellben

Legyenek K,L∈N, legyenek {Kn, Ln ∈N :n∈N}, ahol Kn =nK+o(n) és
Ln=nL+o(n), ha n→∞. Minden n∈N és %∈R esetén legyen Pn,% az f

(%)
nn :=

=
(
f

(%)
k,`

)
16k6Kn, 06`6Ln

minta eloszlása az
(
RKn(Ln+1),B(RKn(Ln+1))

)
mérhet®

téren. Ekkor igazoltuk a kapcsolódó kísérletsorozat lokális aszimptotikus norma-
litását stabil és instabil esetben. Mivel a bizonyítás menetét nem befolyásolja, a
számítások egyszer¶sítése végett itt is feltettük, hogy β = 1.
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5.8. Tétel. (Fülöp, Pap [3, Theorem 3.1.])

Az
(
RKn(Ln+1),B(RKn(Ln+1)), {Pn,% : % ∈ R}

)
n∈N

statisztikai kísérletsorozat

minden % ∈ [−1,1] esetén LAN, ahol

rn,% =


n2, ha %=−1,

n, ha |%|< 1,

n3, ha %= +1,

I% =


1
4

∫K
0

(∫ L
0
t2dt

)
ds+ 1

4

∫K
0

1
s

(∫ L+s

L
tdt
)2

ds, ha %=−1,

KL
(

1
(1−%)4 + 1

1−%2

)
+ K2

2(1−%)4 , ha |%|< 1,

9
4

∫K
0

(∫ L
0
t4dt

)
ds+ 9

4

∫K
0

1
s

(∫ L+s

L
t2dt

)2

ds, ha %= +1,

és xn := (xk,`)16k6Kn, 06`6Ln ∈ RKn(Ln+1) esetén

∆n,%(xn) = r−1
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

(
♦% xk,`−G`(%)

)(
G′`(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1 ♦% xk,i

)

+r−1
n,%

Kn∑
k=1

1

k

(
♦̃% xk,Ln−

Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%)

)

×
Ln+k−1∑
`=Ln

(
G′`(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1Gi(%)

)
,

ahol x0,` := f0,` (` ∈ N).

A ♦%, ♦̃% módosított di�erenciaoperátor jelölések az (2.8) és (2.9) egyenle-
tekben vannak bevezetve.

Bizonyítás. Meg kell mutatnunk, hogy (5.1) és (5.2) teljesülnek. Feltehetjük,
hogy a (Kn)n∈N és (Ln)n∈N sorozatok szigorúan növekv®ek.

Az f
(%)
nn minta (4.2)-ben megadott loglikelihood függvénye alapján (β = 1
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esetén)

log
dPn, %+r−1

n,%hn

dPn,%

(
f (%)
nn

)
= ΛKn,Ln

(
f (%)
nn ; %+r−1

n,%hn
)
−ΛKn,Ln

(
f (%)
nn ; %

)
=−1

2

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

[(
♦%+r−1

n,%hn
f

(%)
k,` −G`(%+r−1

n,%hn)
)2−(♦% f

(%)
k,` −G`(%))2

]
− 1

2

Kn∑
k=1

1

k

[(
♦̃%+r−1

n,%hn
f

(%)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%+r−1
n,%hn)

)2

−
(
♦̃% f

(%)
k,Ln
−
Ln+k−1∑
`=Ln

G`(%)
)2
]
.

A (2.10), (2.6) és (2.11) formulák alkalmazásával kifejezzük ezt a mennyiséget az
{ηk,` : 16 k 6Kn, 06 `6 Ln+Kn−k} valószín¶ségi változók függvényeként

log
dPn, %+r−1

n,%hn

dPn,%

(
f (%)
nn

)
=M (%)

n −
1

2
A(%)
n

alakban, ahol az M
(%)
n és A

(%)
n valószín¶ségi változók a következ®képpen adottak

M (%)
n :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`

(
Hn,`(%)+r−1

n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηk,i

)

+

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
Hn,`(%)+r−1

n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηLn+k−`, i

)
,

A(%)
n :=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
Hn,`(%)+r−1

n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηk,i

)2

+

Kn∑
k=1

1

k

(
Ln+k−1∑
`=Ln

(
Hn,`(%)+r−1

n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηLn+k−`, i

))2

és

Hn,`(%) :=G`(%+r−1
n,%hn)−G`(%)+r−1

n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1Gi(%).
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A következ® gondolat az, hogy Hn,`(%)-ban a G`(%+r−1
n,%hn)−G`(%) különbséget

a Taylor-sorfejtés alapján kicseréljük r−1
n,%hnG

′
`(%)-ra. Ekkor

Hn,`(%)+r−1
n,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηk,i ≈ r−1
n,%hnζ

(%)
k,` ,

ahol

ζ
(%)
k,` :=G′`(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1Gi(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1ηk,i.

Nyilván ζ
(%)
k,0 = 0, és M

(%)
n ≈ hnM̃ (%)

n , A(%)
n ≈ h2

nÃ
(%)
n , ahol

M̃ (%)
n := r−1

n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`ζ
(%)
k,` +r−1

n,%

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `,

Ã(%)
n := r−2

n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
ζ

(%)
k,`

)2
+r−2

n,%

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

.

Következésképpen (5.1) és (5.2) igazolásához elegend® leellen®riznünk, hogy

L(M̃ (%)
n |Pn,%)−→N (0, I%), (5.3)

Ã(%)
n

P−→ I%, (5.4)

M (%)
n −hnM̃ (%)

n
P−→ 0, (5.5)

A(%)
n −h2

nÃ
(%)
n

P−→ 0, (5.6)

M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

P−→ 0. (5.7)

Következzen (5.3) igazolása a központi martingál határeloszlás-tétel (lásd [27, The-
orem 1 (541. old.) és Theorem 3 (543. old.)]) segítségével. El®ször írjuk fel M̃

(%)
n

-t martingál-di�erenciák összegeként. Rögzített n∈N esetén de�niáljuk a követ-
kez®képpen az {N (%)

n,k,` : 16 k 6 Kn, 06 `6 Ln} valószín¶ségi változókat

N
(%)
n,k,` :=


r−1
n,% ηk,` ζ

(%)
k,` , ha `6 Ln−1,

k−1 r−1
n,%

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j
Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`,`, ha `= Ln.
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Legyen az {N (%)
n,k,` : 16 k 6 Kn, 06 `6 Ln} halmaz indexek szerint lexikogra-

�kus sorrendbe való átrendezettje {M (%)
n,m : 16m6 Kn(Ln+1)}.

Tekintsük az {η′n,k,` : 16 k 6 Kn, 06 `6 Ln} valószín¶ségi változókat a
következ®képpen megadva

η′n,k,` :=

{
ηk,` if `6 Ln−1,

(η1,k+Ln−1, η2,k+Ln−2, . . . , ηk,Ln) if `= Ln.

és legyenek az {η′n,k,` : 16 k 6 Kn, 06 `6 Ln} valószín¶ségi változók átren-
dezettjei index szerint lexikogra�kus sorrendben {η′′n,m : 16m6 Kn(Ln + 1)}.
Továbbá legyen Gn,m := σ(η′′n,j : 16 j 6m).

Ekkor E(M
(%)
n,m | Gn,m−1) = 0 minden 1 6 m 6 Kn(Ln + 1) esetén. Továbbá

{M (%)
n,m :16m6Kn(Ln+1)} martingál különbségek a {Gn,m :16m6Kn(Ln+1)}

�ltrációra nézve és
Kn(Ln+1)∑
m=1

M (%)
n,m = M̃ (%)

n .

A martingál központi határeloszlás-tétel szerint (5.3) igazolásához elegend® meg-
mutatni a

Kn(Ln+1)∑
m=1

E
(
(M (%)

n,m)2 | Gn,m−1

) P−→ I%, (5.8)

feltételes varianciák konvergenciáját és a

Kn(Ln+1)∑
m=1

E
(
(M (%)

n,m)4 | Gn,m−1

) P−→ 0. (5.9)

feltételes Lyapunov-feltételt. Mivel

Kn(Ln+1)∑
m=1

E
(
(M (%)

n,m)2 | Gn,m−1

)
=r−2

n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )2

+r−2
n,%

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2
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és

Kn(Ln+1)∑
m=1

E
(
(M (%)

n,m)4 | Gn,m−1

)
=3r−4

n,%h
4
n

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )4

+3r−4
n,%

Kn∑
k=1

1

k2

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)4

,

így (5.8) meg (5.9) igazolásához az alábbiakat kell leellen®riznünk

r−2
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(%)
k,` )2 +r−2

n,%

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

→ I%, (5.10)

r−4
n,%

Kn∑
k=1

Var

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )2→ 0, (5.11)

r−4
n,% Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

→ 0, (5.12)

r−4
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(%)
k,` )4→ 0, (5.13)

r−4
n,%

Kn∑
k=1

1

k2
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)4

→ 0. (5.14)

Mutassuk meg (5.10) teljesülését. Nyilván ζ
(%)
k,` normális eloszlású és

Eζ
(%)
k,`=G′`(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1Gi(%)=
1

2

2∑̀
i=1

i%i−1+
1

2

( `−1∑
i=0

%i
)2

, Var ζk,`(%)=

`−1∑
i=0

%2i.

Az Eζ
(%)
k,` aszimptotikája

Eζ
(%)
k,` =


1
2

(
1−%2`+1

(1−%)2 −
(2`+1)%2`

1−% + (1−%`)2
(1−%)2

)
= 1

(1−%)2 +O(|%|`), ha |%|< 1,

1
2

(
2
4−

2`+1
2 + (1−(−1)`)2

4

)
=− 1

2`+O(1), ha %=−1,

1
2

(
2`(2`+1)

2 +`2
)

= 3
2`

2 +O(`), ha %= +1.



5.2. LAN A KAMATLÁBMODELLBEN 69

A Var ζ
(%)
k,` aszimptotikája

Var ζ
(%)
k,` =

{
1−%2`
1−%2 = 1

1−%2 +O(|%|2`), ha |%|< 1,

`, ha %=±1.

Felhasználva, hogy E(ζ
(%)
k,` )2 = (Eζ

(%)
k,` )2 +Var ζ

(%)
k,` kapjuk

E(ζ
(%)
k,` )2 =



(
1

(1−%)2 +O(|%|`)
)2

+ 1
1−%2 +O(|%|2`)

= 1
(1−%)4 + 1

1−%2 +O(|%|`), ha |%|< 1,(
− 1

2`+O(1)
)2

+`= 1
4`

2 +O(`), ha %=−1,(
3
2`

2 +O(`)
)2

+`= 9
4`

4 +O(`3), ha %= +1.

Megjegyezzük, hogy az Eζ
(%)
k,` , Var ζ

(%)
k,` és E(ζ

(%)
k,` )2 aszimptotikája nem függ a

k indext®l.
Figyeljük meg, hogy a ζ

(%)
k,Ln

, ζ(%)
k−1,Ln+1, . . . , ζ

(%)
1,Ln+k−1 valószín¶ségi változók

függetlenek, így
∑Ln+k−1
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`,` normális eloszlású és

E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`,`

)
=

Ln+k−1∑
`=Ln

Eζ
(%)
Ln+k−`, `,

Var

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)
=

Ln+k−1∑
`=Ln

Var ζ
(%)
Ln+k−`, `,

ahol

Ln+k−1∑
`=Ln

Eζ
(%)
Ln+k−`, ` =



∑Ln+k−1
`=Ln

(
1

(1−%)2 +O(|%|`)
)

= k
(1−%)2 +O(|%|Ln), ha |%|< 1,∑Ln+k−1
`=Ln

(
− 1

2`+O(1)
)

=− 1
2

∑Ln+k−1
`=Ln

`+O(k), ha %=−1,∑Ln+k−1
`=Ln

(
3
2`

2 +O(`)
)

= 3
2

∑Ln+k−1
`=Ln

`2 +O
(
k(Ln+k)

)
, ha %= +1,
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és

Ln+k−1∑
`=Ln

Var ζ
(%)
Ln+k−`, ` =


∑Ln+k−1
`=Ln

(
1

1−%2 +O(|%|2`)
)

= k
1−%2 +O(|%|2Ln), ha |%|< 1,∑Ln+k−1
`=Ln

`, ha %=±1.

Így

E

(
Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

=



(
k

(1−%)2 +O(|%|Ln)
)2

+ k
1−%2 +O(|%|2Ln)

= k2

(1−%)4 +O(k), ha |%|< 1,(
− 1

2

∑Ln+k−1
`=Ln

`+O(k)
)2

+
∑Ln+k−1
`=Ln

`

= 1
4

(∑Ln+k−1
`=Ln

`
)2

+O
(
k2(Ln+k)

)
, ha %=−1,(

3
2

∑Ln+k−1
`=Ln

`2 +O(k(Ln+k))
)2

+
∑Ln+k−1
`=Ln

`

= 9
4

(∑Ln+k−1
`=Ln

`2
)2

+O
(
k2(Ln+k)3

)
, ha %= +1.

El®ször tekintsük a |%|< 1 stabil esetet. Ekkor rn,% = n, így

r−2
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(%)
k,` )2 +r−2

n,%

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

= n−2
Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
1

(1−%)4
+

1

1−%2
+O(|%|`)

)
+n−2

Kn∑
k=1

(
k

(1−%)4
+O(1)

)
→KL

(
1

(1−%)4
+

1

1−%2

)
+

K2

2(1−%)4
= I%,

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a |%|< 1 esetben.
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Most legyen %=−1. Ekkor rn,−1 = n2, így

r−2
n,−1

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(−1)
k,` )2 +r−2

n,−1

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(−1)
Ln+k−`, `

)2

=
1

4
n−4

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
`2 +O(`)

)
+

1

4
n−4

Kn∑
k=1

[
1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

`

)2

+O
(
k(Ln+k)

)]

→ 1

4

∫ K

0

(∫ L

0

t2 dt

)
ds+

1

4

∫ K

0

1

s

(∫ L+s

L

tdt

)2

ds= I−1,

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a %=−1 esetben.
Végül tekintsük a %= +1 esetet. Ekkor rn,+1 = n3, így

r−2
n,+1

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(+1)
k,` )2 +r−2

n,+1

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(+1)
Ln+k−`, `

)2

=
9

4
n−6

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
`4 +O(`3)

)
+

9

4
n−6

Kn∑
k=1

[
1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

`2
)2

+O
(
k(Ln+k)3

)]

→ 9

4

∫ K

0

(∫ L

0

t4 dt

)
ds+

9

4

∫ K

0

1

s

(∫ L+s

L

t2 dt

)2

ds= I+1,

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a %= +1 esetben.
A következ® gondolatmenetben (5.13) igazolásával foglalkozunk.
Ha ζ normális eloszlású valószín¶ségi változó, akkor el®állítható ζ =m+ση

alakban, ahol η standard normális valószín¶ségi változó és m := Eζ, σ2 := Var ζ.
Így Eζ4 =m4 +6m2σ2 +3σ4 6 3(m2 +σ2)2 = 3(Eζ2)2, azaz

Eζ4 6 3(Eζ2)2. (5.15)

Ezen egyenl®tlenség alapján

E(ζ
(%)
k,` )4 =


O(1), ha |%|< 1,

O(`4), ha %=−1,

O(`8), ha %= +1.
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El®ször tekintsük a |%|< 1 esetet. Ekkor rn,% = n, így

r−4
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(%)
k,` )4 = n−4

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(1) =O(n−2)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a |%|< 1 esetben.
Legyen %=−1. Ekkor rn,−1 = n2, így

r−4
n,−1

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(−1)
k,` )4 = n−8

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(`4) =O(n−2)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a %=−1 esetben.
Végül tekintsük a %= +1 esetet. Ekkor rn,+1 = n3, így

r−4
n,+1

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(+1)
k,` )4 = n−12

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O(`8) =O(n−2)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a %= +1 esetben.
Tekintsük (5.14) bizonyítását.

E

(
Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)4

=


O(k4), ha |%|< 1,

O
(
k4(Ln+k)4

)
, ha %=−1,

O
(
k4(Ln+k)8

)
, ha %= +1.

El®ször tekintsük a |%|< 1 esetet. Ekkor rn,% = n, így

r−4
n,%

Kn∑
k=1

1

k2
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)4

= n−4
Kn∑
k=1

O(k2) =O(n−1)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a |%|< 1 esetben.
Most legyen %=−1. Ekkor rn,−1 = n2, így

r−4
n,−1

Kn∑
k=1

1

k2
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(−1)
Ln+k−`, `

)4

= n−8
Kn∑
k=1

O
(
k2(Ln+k)4

)
=O(n−1)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a %=−1 esetben.
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Végül tekintsük a %= +1 esetet. Ekkor rn,+1 = n3, így

r−4
n,+1

Kn∑
k=1

1

k2
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(+1)
Ln+k−`, `

)4

= n−12
Kn∑
k=1

O
(
k2(Ln+k)8

)
=O(n−1)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a %= +1 esetben.
A következ® gondolatmenet (5.11) igazolásával foglalkozik. Megjegyezzük, hogy

tetsz®leges ξ1, . . . , ξL valószín¶ségi változók esetén

Var

L∑
`=1

ξ` 6
( L∑
`=1

√
Var ξ`

)2

, (5.16)

mivel

Var

L∑
`=1

ξ` = Cov

( L∑
`=1

ξ`,

L∑
k=1

ξk

)
=

L∑
`=1

L∑
k=1

Cov(ξ`, ξk)

6
L∑
`=1

L∑
k=1

√
Var ξ` Var ξk =

( L∑
`=1

√
Var ξ`

)2

.

Továbbá, ha ζ normális eloszlású valószín¶ségi változó, akkor el®áll ζ =m+ση

alakban, ahol η standard normális valószín¶ségi változó és m := Eζ, σ2 := Var ζ,
és Var ζ2 =Eζ4−(Eζ2)2 =m4+6m2σ2+3σ4−(m2+σ2)2 = 4m2σ2+2σ4 6 4(m2+

+σ2)σ2 = 4Eζ2 Var ζ, azaz

Var ζ2 6 4Eζ2 Var ζ. (5.17)

Ezen egyenl®tlenség alapján

Var(ζ
(%)
k,` )2 =


O(1), ha |%|< 1,

O(`3), ha %=−1,

O(`5), ha %= +1.

Alkalmazva a (5.16) egyenl®tlenséget

Var

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )2 =



(∑Ln−1
`=0

√
O(1)

)2

=O(n2), ha |%|< 1,(∑Ln−1
`=0

√
O(`3)

)2

=O(n5), ha %=−1,(∑Ln−1
`=0

√
O(`5)

)2

=O(n7), ha %= +1.
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Tekintsük el®ször a |%|< 1 esetet. Ekkor rn,% = n, így

r−4
n,%

Kn∑
k=1

Var

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )2 = n−4

Kn∑
k=1

O(n2) =O(n−1)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a |%|< 1 esetben.
Most legyen %=−1. Ekkor rn,−1 = n2, így

r−4
n,−1

Kn∑
k=1

Var

Ln−1∑
`=0

(ζ
(−1)
k,` )2 = n−8

Kn∑
k=1

O(n5) =O(n−2)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a %=−1 esetben.
Végül tekintsük a %= +1 esetet. Ekkor rn,+1 = n3, így

r−4
n,+1

Kn∑
k=1

Var

Ln−1∑
`=0

(ζ
(+1)
k,` )2 = n−12

Kn∑
k=1

O(n7) =O(n−4)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a %= +1 esetben.
Végül foglalkozzunk (5.12) igazolásával. Mivel a

∑Kn
k=1

1
k

∑Ln+k−1
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`,`

valószín¶ségi változó normális eloszlású, újra egy (5.16) típusú egyenl®tlenséget
alkalmazzuk:

Var

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, ` = Var

Kn∑
k=1

1

k

k∑
j=1

ζ
(%)
j, Ln+k−j = Var

Kn∑
j=1

Kn∑
k=j

1

k
ζ

(%)
j, Ln+k−j

= Cov

( Kn∑
j1=1

Kn∑
k1=j1

1

k1
ζ

(%)
j1, Ln+k1−j1 ,

Kn∑
j2=1

Kn∑
k2=j2

1

k2
ζ

(%)
j2, Ln+k2−j2

)

=

Kn∑
j=1

Kn∑
k1=j

Kn∑
k2=j

1

k1k2
Cov

(
ζ

(%)
j, Ln+k1−j , ζ

(%)
j, Ln+k2−j

)
6

Kn∑
j=1

Kn∑
k1=j

Kn∑
k2=j

1

k1k2

√
Var ζ

(%)
j, Ln+k1−j Var ζ

(%)
j, Ln+k2−j

=

Kn∑
j=1

( Kn∑
k=j

1

k

√
Var ζ

(%)
j, Ln+k−j

)2

.
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Tekintsük el®ször a |%|< 1 esetet. Ekkor Var ζ
(%)
j, Ln+k−j =O(1), így

Var

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, ` =

Kn∑
j=1

( Kn∑
k=j

1

k

√
O(1)

)2

=O
(
n(log n)2

)
.

Továbbá Eζ
(%)
j, Ln+k−j =O(1), így

E
Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, ` =

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

O(1) =

Kn∑
k=1

O(1) =O(n),

következésképpen

Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

=
((
O(n)

)2
+O

(
n(log n)2

))
O
(
n(log n)2

)
=O

(
n3(log n)2

)
.

Esetünkben rn,% = n, így

r−4
n,% Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

= n−4O
(
n3(log n)2

)
=O

(
n−1(log n)2

)
→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a |%|< 1 esetben.
Ha %=±1, akkor Var ζ

(±1)
j, Ln+k−j =O(Ln+k−j), így

Var

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(±1)
Ln+k−`,` =

Kn∑
j=1

( Kn∑
k=j

k−1
√
O(Ln+k−j)

)2

=

Kn∑
j=1

( Kn∑
k=j

j−1
√
O(Ln+Kn−j)

)2

=

Kn∑
j=1

(
j−1(Kn−j)

√
O(Ln+Kn−j)

)2

=

Kn∑
j=1

O
(
j−2(Kn−j)2(Ln+Kn−j)

)
=

Kn∑
j=1

O(j−2)O(n3) =O(n3).

Legyen el®bb %=−1. Ekkor Eζ
(−1)
j, Ln+k−j =O(`), így

E
Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(−1)
Ln+k−`, ` =

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

O(`) =

Kn∑
k=1

O(Ln+k) =O(n2),
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következésképpen

Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(−1)
Ln+k−`,`

)2

=
((
O(n2)

)2
+O(n3)

)
O(n3) =O(n7).

Esetünkben rn,−1 = n2, így

r−4
n,−1 Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(−1)
Ln+k−`, `

)2

= n−8O(n7) =O(n−1)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a %=−1 esetben.
Végül tekintsük a %= +1 esetet. Ekkor Eζ

(+1)
j, Ln+k−j =O(`2), így

E

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(+1)
Ln+k−`, ` =

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

O(`2) =

Kn∑
k=1

O
(
(Ln+k)2

)
=O(n3),

következésképpen

Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(+1)
Ln+k−`, `

)2

=
((
O(n3)

)2
+O(n3)

)
O(n3) =O(n9).

Esetünkben rn,+1 = n3, így

r−4
n,+1 Var

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(+1)
Ln+k−`, `

)2

= n−12O(n9) =O(n−3)→ 0,

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a %= +1 esetben. Így végeztünk (5.3) bizonyításával,
azaz igazoltuk az L(M̃

(%)
n |Pn,%)−→N (0, I%) eloszlásbeli konvergenciát.

Ã
(%)
n

P−→ I% ellen®rzéséhez elegend® megmutatnunk, hogy EÃ
(%)
n → I% és

Var Ã
(%)
n → 0. Mivel

EÃ(%)
n = r2

n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

E(ζ
(%)
k,` )2 +r2

n,%

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

ζ
(%)
Ln+k−`, `

)2

,

így (5.10) alkalmazásával EÃ
(%)
n →I%. Továbbá (5.11) és (5.12) miatt Var Ã

(%)
n →0,

és ezzel igazoltuk (5.4)-t, azaz hogy Ã
(%)
n

P−→ I%.
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Tekintsük (5.5) M (%)
n −hnM̃ (%)

n
P−→0 bizonyítását. El®ször �gyeljük meg, hogy

M (%)
n −hnM̃ (%)

n =

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ηk,`cn,`(%)+

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%),

ahol

cn,`(%) :=Hn,`(%)+rn,%hn

`−1∑
i=0

%`−i−1ηk,i−rn,%hnζ(%)
k,`

=G`(%+rn,%hn)−G`(%)−rn,%hnG′`(%).

Továbbá M
(%)
n −hnM̃ (%)

n normális eloszlású és minden n∈N esetén E
(
M

(%)
n −

−hnM̃ (%)
n

)
= 0. Így elegend® megmutatnunk, hogy Var

(
M

(%)
n −hnM̃ (%)

n

)
→ 0.

Nyilván

Var
(
M (%)
n −hnM̃ (%)

n

)
=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

cn,`(%)2 +

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)

)2

.

A Taylor-egyenl®tlenség alapján

|cn,`(%)|6 1

2
r−2
n,%|hn|2 sup

ϑ∈[0,1]

|G′′` (%+ϑr−1
n hn)|

6
1

4
r−2
n,%|hn|2

2∑̀
j=2

j(j−1)
(
|%|+r−1

n |hn|
)j−2

.

Ha |%|< 1, akkor rn,% =n, és elég nagy n esetén |%|+r−1
n,%|hn|6

1+|%|
2 < 1, így∑2`

j=2 j(j−1)
(
|%|+r−1

n |hn|
)j−2

6
∑∞
j=2 j(j−1)

( 1+|%|
2

)j−2
<∞. Következésképpen

cn,`(%) =O(n−2) és

Var
(
M (%)
n −hnM̃ (%)

n

)
=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(
O(n−2)

)2
+

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

O(n−2)

)2

=O(n−2)+

Kn∑
k=1

1

k

(
O(kn−2)

)2
=O(n−2)+

Kn∑
k=1

O(kn−4) =O(n−2)→ 0.
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Ha %=−1, akkor cn,`(−1) =O
(
n−4`2

(
1+O(n−2)

)2`)
és mivel rn,−1 =n2, így

Var
(
M (−1)
n −hnM̃ (−1)

n

)
=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O
(
n−8`4

(
1+O(n−2)

)4`)
+

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

O
(
n−4`2

(
1+O(n−2)

)2`))2

=O
(
n−2

(
1+O(n−2)

)4Ln)
+

Kn∑
k=1

1

k

(
O
(
n−4k(Ln+k)2

(
1+O(n−2)

)2(Ln+k)
))2

=O(n−2)+

Kn∑
k=1

O
(
n−8k(Ln+k)4

(
1+O(n−2)

)4(Ln+k)
)

=O(n−2)→ 0,

mert limn→∞
(
1+O(n−2)

)n
= 1.

Ha %= +1, akkor cn,`(+1) =O
(
n−6`2

(
1+O(n−3)

)2`)
és mivel rn,+1 = n3,

így

Var
(
M (+1)
n −hnM̃ (+1)

n

)
=

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

O
(
n−12`4

(
1+O(n−3)

)4`)
+

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

O
(
n−6`2

(
1+O(n−3)

)2`))2

=O
(
n−6

(
1+O(n−3)

)4Ln)
+

Kn∑
k=1

1

k

(
O
(
n−6k(Ln+k)2

(
1+O(n−3)

)2(Ln+k)
))2

=O(n−6)+

Kn∑
k=1

O
(
n−12k(Ln+k)4

(
1+O(n−3)

)4(Ln+k)
)

=O(n−6)→ 0.

Ezután bizonyítsuk (5.6)-t, azaz hogy A
(%)
n −h2

nÃ
(%)
n

P−→ 0.

A(%)
n −h2

nÃ
(%)
n = 2r−1

n,%hn

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ζ
(%)
k,` cn,`(%)+

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

cn,`(%)2

+2r−1
n,%hn

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ζ
(%)
Ln+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)+

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)

)2

.

Már bebizonyítottuk, hogy

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

cn,`(%)2 +

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)

)2

= Var
(
M (%)
n −hnM̃ (%)

n

)
→ 0.
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A Cauchy-Schwarz-egyenl®tlenség alapján∣∣∣∣∣r−1
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

ζ
(%)
k,` cn,`(%)

∣∣∣∣∣
2

6
(
r−2
n,%

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

(ζ
(%)
k,` )2

)( Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=0

cn,`(%)2

)
.

Itt az {r−2
n,%

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 (ζ

(%)
k,` )2}n∈N sorozat konvergens L2-ben, mivel a várható

értékek {r−2
n,%

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 E(ζ

(%)
k,` )2}n∈N sorozata konvergens (lásd (5.10) bizonyí-

tását); és (5.11) szerint r−4
n,%

∑Kn
k=1 Var

∑Ln−1
`=0 (ζ

(%)
k,` )2→ 0, ha n→∞. Mint már

láttuk
∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 cn,`(%)2→ 0, így r−1

n,%

∑Kn
k=1

∑Ln−1
`=0 ζk,`(%)cn,`(%)

P−→ 0. Ha-
sonlóan∣∣∣∣∣∣r−1

n,%

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ζ
(%)
Ln+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)

∣∣∣∣∣∣
2

6

r−2
n,%

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
j=Ln

ζ
(%)
Ln+k−j, j

)2
(Kn∑

k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

cn,`(%)

)2
)
,

továbbá (5.10) és (5.12) alapján r−1
n,%

∑Kn
k=1

1
k

∑Ln+k−1
j=Ln

ζ
(%)
Ln+k−j, j

∑Ln+k−1
`=Ln

cn,`(%)
P−→

0, így megkaptuk (5.6)-t, azaz A
(%)
n −h2

nÃ
(%)
n

P−→ 0.

Végül ellen®rizzük (5.7)-t, azaz hogy M̃
(%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

P−→ 0. El®ször írjuk

fel az M̃
(%)
n −∆n,%(f

(%)
n ) különbséget az {ηk,` : 16 k 6 Kn, 06 `6 Ln} való-

szín¶ségi változók segítségével. (2.10) és (2.11) alapján minden 16 k 6 Kn és
06 `6 Ln−1 esetén ζ

(%)
k,` =G′`(%)+

∑`−1
i=0 %

`−i−1 ♦% f
(%)
k,i , továbbá Eζ

(%)
Ln+k−`,`=

=G′`(%)+
∑`−1
i=0 %

`−i−1Gi(%). Így

M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
nn ) = r−1

n,%

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(ζ
(%)
Ln+k−`, `−Eζ

(%)
Ln+k−`, `).

Vegyük észre, hogy E
(
M̃

(%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
= 0, mivel {ηLn+k−`, ` : `=Ln, . . . , Ln+

+ k− 1} és {ζ(%)
Ln+k−`, ` : ` = Ln, . . . , Ln + k− 1} függetlenek, így elegend® le-

ellen®rizni, hogy Var
(
M̃

(%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
→ 0 ha n → ∞. Ha 16 k1 < k2,

akkor {ηLn+k2−`, ` : `=Ln, . . . , Ln+k2−1} valószín¶ségi változók függetlenek az
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{ηLn+k1−`, `, ζ
(%)
Ln+k1−`, ` : `= Ln, . . . , Ln+k1−1}

⋃
{ζ(%)
Ln+k2−`, ` : `= Ln, . . . , Ln+

+k2−1}-tól, így

Var
(
M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
nn )

)
= r−2

n,%E

( Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
ζ

(%)
Ln+k−`, `−Eζ

(%)
Ln+k−`, `

))2

= r−2
n,%

Kn∑
k=1

1

k2
E

( Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
ζ

(%)
Ln+k−`, `−Eζ

(%)
Ln+k−`, `

))2

= r−2
n,%

Kn∑
k=1

1

k
E

( Ln+k−1∑
`=Ln

(
ζ

(%)
Ln+k−`, `−Eζ

(%)
Ln+k−`, `

))2

= r−2
n,%

Kn∑
k=1

1

k
Var

Ln+k−1∑
`=Ln

(
ζ

(%)
Ln+k−`, `−Eζ

(%)
Ln+k−`, `

)
= r−2

n,%

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
`=Ln

Var ζ
(%)
Ln+k−`, `,

mivel a ζ
(%)
k,Ln

, ζ(%)
k−1,Ln+1, . . . , ζ(%)

1,Ln+k−1 valószín¶ségi változók függetlenek.

Ln+k−1∑
`=Ln

Var ζ
(%)
Ln+k−`, ` =



Ln+k−1∑
`=Ln

(
1

1−%2
+O(|%|2`)

)
=O(k), ha |%|< 1,

Ln+k−1∑
`=Ln

`=O(k(Ln+k)), ha %=±1.

Következésképpen, ha |%|< 1, akkor

Var
(
M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
= n−2

Kn∑
k=1

O(1)→ 0.

Ha %=−1, akkor

Var
(
M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
= n−4

Kn∑
k=1

O(Ln+k)→ 0.
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Végül ha %= +1, akkor

Var
(
M̃ (%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
= n−6

Kn∑
k=1

O(Ln+k)→ 0.

Így befejeztük Var
(
M̃

(%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

)
→ 0 bizonyítását n→∞ esetén, amib®l

következik M̃
(%)
n −∆n,%(f

(%)
n )

P−→0. Ezzel megkaptuk, hogy (5.1) és (5.2) is teljesül.

A ∆n,% (n∈N) statisztikák helyett megadhatunk kicsit egyszer¶bbeket is, ha
a G`(%), G′`(%),

∑Ln+k−1
`=Ln

G`(%) és
∑Ln+k−1
`=Ln

∑`−1
i=0 %

`−i−1Gi(%) mennyiségeket
kicseréljük az aszimptotikus kifejtésük vezet® tagjára, és néhány valószín¶ségi vál-
tozó helyett a várható értékét vesszük. Err®l szól a következ® tétel. Megjegyezzük,
hogy a tételben ∆̃n,±1 (n ∈ N) lineáris statisztika.

5.9. Tétel. (Fülöp, Pap [3, Theorem 3.2.]) Az 5.8. Tétel állítása igaz marad min-

den %∈ [−1,+1] esetén, ha a ∆n,% (n∈N) függvényeket az alábbiakkal helyet-

tesítjük:

∆̃n,%(xn) =
1

n

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

(
♦% xk,`−G`(%)

)(
G′`(%)+

`−1∑
i=0

%`−i−1 ♦% xk,i

)

+
1

(1−%)2n

Kn∑
k=1

(
♦̃% xk,Ln−

k

2(1−%)

)
ha |%|< 1, és

∆̃n,−1(xn) =− 1

2n2

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

`

(
♦−1 xk,`−

1

2

)

− 1

2n2

Kn∑
k=1

(
Ln+

k

2

)(
♦̃−1 xk,Ln−

k

2

)
,

∆̃n,+1(xn) =
3

2n3

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

`2
(
♦+1 xk,`−

2`+1

2

)

+
3

2n3

Kn∑
k=1

(
L2
n+kLn+

k2

3

)(
♦̃+1 xk,Ln−

k(2Ln+k)

2

)
.
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A ∆̃n,−1(f
(−1)
nn ) és ∆̃n,+1(f

(+1)
nn ) valószín¶ségi változók normális eloszlásúak

nulla várhatóértékkel.

Bizonyítás. Meg kell mutatnunk, hogy ∆n,%(f
(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

P−→0. Ha |%|<1,
akkor

∆n,%(f
(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn ) =

1

n

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(%)
Ln+k−`, `−

1

(1−%)2

)

+
1

(1−%)2n

Kn∑
k=1

Ln+k−1∑
j=Ln

(
Gj(%)− 1

2(1−%)

)

normális eloszlású, így azt kell megmutatnunk, hogy E
(
∆n,%(f

(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

)
→0

és Var
(
∆n,%(f

(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

)
→ 0 ha n→∞.

E
(
∆n,%(f

(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

)
=

1

(1−%)2n

Kn∑
k=1

Ln+k−1∑
j=Ln

(
Gj(%)− 1

2(1−%)

)
→ 0,

mivel

Gj(%) =
1

2(1−%)
+O(|%|2j).

Továbbá

Var
(
∆n,%(f

(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

)
=

1

n2

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(%)
Ln+k−`, `−

1

(1−%)2

))2

→ 0,

mivel
Ln+k−1∑
`=Ln

Eζ
(%)
Ln+k−`, ` =

k

(1−%)2
+O(|%|Ln).

És így ∆n,%(f
(%)
nn )−∆̃n,%(f

(%)
nn )

P−→ 0.
Ha %=−1, akkor G`(−1) = 1

2 maga után vonja, hogy

∆n,−1(f (−1)
nn )−∆̃n,−1(f (−1)

nn ) =
1

n2

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

ηk,`

(
ζ

(−1)
k,` +

`

2

)

+
1

n2

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(−1)
Ln+k−`, `+

2Ln+k

4

)
.
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A tagok függetlensége és E
(
∆n,−1(f

(−1)
nn )− ∆̃n,−1(f

(−1)
nn )

)
= 0 miatt elegend®

megmutatnunk, hogy Var
(
∆n,−1(f

(−1)
nn )− ∆̃n,−1(f

(−1)
nn )

)
→ 0. Szintén a tagok

függetlensége miatt

Var
(
∆n,−1(f (−1)

nn )−∆̃n,−1(f (−1)
nn )

)
=

1

n4

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

E

(
ζ

(−1)
k,` +

`

2

)2

+
1

n4

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(−1)
Ln+k−`, `+

2Ln+k

4

))2

.

Mivel Eζ
(−1)
k,` =− `

2 +O(1) és Var ζ
(−1)
k,` = `, így

Ln+k−1∑
`=Ln

Eζ
(−1)
Ln+k−`, ` =−k(2Ln+k)

4
+O(k),

amib®l kapjuk, hogy Var
(
∆n,−1(f

(−1)
nn )− ∆̃n,−1(f

(−1)
nn )

)
→ 0. Következésképpen

∆n,−1(f
(−1)
nn )−∆̃n,−1(f

(−1)
nn )

P−→ 0.
Ha %= +1, akkor G`(+1) = 2`+1

2 maga után vonja, hogy

∆n,+1(f (+1)
nn )−∆̃n,+1(f (+1)

nn )

=
1

n3

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

ηk,`

(
ζ

(−1)
k,` −

3`2

2

)

+
1

n3

Kn∑
k=1

1

k

Ln+k−1∑
j=Ln

ηLn+k−j, j

Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(−1)
Ln+k−`, `−

3L2
n+3Lnk+k2

2

)
.

Újra teljesül E
(
∆n,+1(f

(+1)
nn )−∆̃n,+1(f

(+1)
nn )

)
= 0, és

Var
(
∆n,+1(f (+1)

nn )−∆̃n,+1(f (+1)
nn )

)
=

1

n6

Kn∑
k=1

Ln−1∑
`=1

E

(
ζ

(−1)
k,` −

3`2

2

)2

+
1

n6

Kn∑
k=1

1

k

( Ln+k−1∑
`=Ln

(
Eζ

(−1)
Ln+k−`, `−

3L2
n+3Lnk+k2

2

))2

.
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Mivel Eζ
(+1)
k,` = 3`2

2 +O(`) és Var ζ
(+1)
k,` = `, így

Ln+k−1∑
`=Ln

Eζ
(+1)
Ln+k−`, ` =

k(3L2
n+3Lnk+k2)

2
+O(k(Ln+k)),

amib®l kapjuk, hogy Var
(
∆n,+1(f

(+1)
nn )− ∆̃n,+1(f

(+1)
nn )

)
→ 0. Következésképpen

∆n,+1(f
(+1)
nn )−∆̃n,+1(f

(+1)
nn )

P−→ 0.

5.3. Aszimptotikusan optimális próba

A lokális aszimptotikus normalitás egyik el®nye, hogy hipotézisvizsgálat során
egy aszimptotikusan optimális próbát konstruálhatunk. Legyen Θ ⊂ Rp nyílt
részhalmaz, (Ω,A,P) egy valószín¶ségi mez®, és minden θ∈Θ esetén ξ(θ) :Ω→Rd

valószín¶ségi változó eloszlása az
(
Rd,B(Rd)

)
mérhet® téren Pθ.

5.10. De�níció. Az
(
Rd,B(Rd), {Pθ : θ∈Θ}

)
statisztikai kísérletben véletlení-

tett próbafüggvénynek egy ϕ : Rd→ [0,1] mérhet® függvényt nevezünk, melyre

ϕ(x) = P(H0-t elvetjük | ξ(θ) = x).

A ϕ próba er®függvénye

θ 7→ πϕ(θ) = Eθϕ(ξ(θ)) = Pθ(H0-t elvetjük).

Legyen α∈ (0,1). A ϕ véletlenített próba α-szint¶ próba a H0 nullhipotézis

tesztelésére, ha
sup
θ∈H0

πϕ(θ) = sup
θ∈H0

Eθϕ(ξ(θ))6 α.

5.11. Tétel. (v. d.Vaart [28, Theorem 15.4.]) Legyen Θ ⊂ Rk nyílt halmaz, és

legyen ψ :Θ→R di�erenciálható egy θ0 pontban úgy, hogy ψ(θ0)=0, ψ′(θ0) 6=0.

Legyen az
(
Rdn ,B(Rdn), {Pn,θ : θ∈Θ}

)
n∈N statisztikai kísérletsorozat LAN a θ0

pontban nemszinguláris Iθ Fisher-információval, és rn→∞ skálázótényez®kkel.

Ekkor a H0 : ψ(θ0)6 0 ; H1 : ψ(θ0) > 0 hipotézis tesztelésére szolgáló

tetsz®leges α-szint¶ próbák ϕn, n∈N sorozatának er®függvényeire teljesül, hogy

lim sup
n→∞

πϕn

(
θ0 +r−1

n h
)
6 1−Φ

zα− ψ′(θ0)h√
ψ′(θ0)I−1

%0 ψ
′(θ0)T

 ,
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minden h ∈ Rk, ψ′(%0)h > 0 esetén. Továbbá tekintsük a Tn statisztikákat

Tn :=
ψ′(θ0)I−1

θ0
∆n,θ0√

ψ′(θ0)I−1
%0 ψ

′(θ0)T
+oPn,θ0(1).

Ekkor azon próbák sorozata, melyet elvetünk, ha Tn meghaladja a standard normá-

lis eloszlás zα fels® α-kvantilisét, aszimptotikusan optimális abban az értelemben,

hogy minden h ∈R esetén a Pθ0+r−1
n h(Tn > zα) konvergál a fent megadott fels®

korláthoz.

Az 5.11. Tételt és 5.9. Tételt kombinálva aszimptotikusan optimális próbát
kapunk a kamatlábmodellünkben.

Legyenek K,L,Kn, Ln, n ∈ N pozitív egészek úgy, hogy Kn = nK+ o(n)

és Ln = nL+o(n) ha n→∞. Minden n ∈ N és % ∈ R esetén legyen Pn,%

az f
(%)
nn := (f

(%)
k,` )16k6Kn, 06`6Ln minta eloszlása a

(
RKn(Ln+1),B(RKn(Ln+1))

)
mérhet® téren.

5.12. Tétel. (Fülöp, Pap [3, Theorem 4.1.]) Legyen

� %0 ∈ [−1,1],

� ψ : R→ R di�erenciálható %0-ban, ψ(%0) = 0, ψ′(%0) 6= 0,

� α ∈ (0,1)

� ∀n ∈ N : ϕn : RKn(Ln+1)→ [0,1] legyen α-szint¶ véletlenített próba a

H0 : ψ(%)6 0 vs H1 : ψ(%)> 0 tesztelésére.

Ekkor minden h ∈ R, ψ′(%0)h > 0 esetén

lim sup
n→∞

Eϕn
(
fn,%0+r−1

n,%0
h

)
6 1−Φ

(
zα−sign(ψ′(%0))I1/2

%0 h
)
,

ahol Φ jelöli a standard normális eloszlásfüggvényt és zα jelöli a standard

normális eloszlás fels® α-kvantilisét.

Továbbá megadva minden n ∈ N esetén a Tn,%0 : RKn(Ln+1)→ R

Tn,%0(xn) := sign(ψ′(%0))I−1/2
%0 ∆n,%0(xn)
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statisztikák sorozatát, akkor a

ϕn(xn) :=

{
1, ha Tn,%0(xn)> zα,

0, ha Tn,%0(xn)< zα,

próbák sorozata aszimptotikusan optimális abban az értelemben, hogy minden h∈R
esetén

P
(
Tn,%0(fn,%0+r−1

n,%0
h)> zα

)
→ 1−Φ

(
zα−sign(ψ′(%0))I1/2

%0 h
)
,

ha n→∞.

5.13. Példa. Legyen ψ :R→R, ψ(x) := x−%0 . Ekkor teljesülnek az 5.12. Tétel
feltételei, azaz ψ(%0) = 0 és ψ′(%0) 6= 0. Így az 5.12. Tétel alapján a

H0 : %6 %0 vs H1 : % > %0

hipotézisre aszimptotikusan optimális próbasorozatot tudunk adni az 5.8. Tételben
megadott I% Fisher-információ és ∆n,% statisztika, vagy az egyszer¶bb 5.9.
Tételbeli ∆̃n,% statisztikák segítségével.



Összefoglalás
Ezen doktori értekezésben diszkrét idej¶ Heath-Jarrow-Morton (HJM) típusú

határid®s kamatlábmodelleket vizsgáltam, melyeket Gáll, Pap és Zuijlen [11] ja-
vasolt. A modellek legf®bb tulajdonsága az, hogy a különböz® lejáratig hátralev®
id® különböz® értékeihez tartozó határid®s kamatlábak különböz® diszkrét idej¶
folyamatokkal lehetnek meghajtva, azaz a határid®s kamatlábakat véletlen folya-
mat helyett egy véletlen mez® hajtja meg. Ennélfogva különböz® piaci változások
lehetnek hatással a különböz® határid®s kamatlábak folyamatára.

Az általunk vizsgált esetben a kamatlábfolyamatot egy térbeli autoregressziós
típusú Gauss véletlen mez® hajtja meg. Egy ilyen modellre Gáll, Pap és Zuijlen
olyan elégséges feltételeket is levezetett [6], amelyek mellett a piacok kizárják az
arbitrázs lehet®ségét, ezzel kiküszöbölve a modellb®l a drift tagot. Továbbá feltéte-
leztük, hogy a volatilitás determinisztikus, sem az id®t®l, sem a lejáratig hátralev®
id®t®l nem függ. Jelölje a k id®pontban az ` lejáratig hátralév® id®höz (k, `∈Z+)

tartozó határid®s kamatlábat fk,`. Ez a határid®s kamatláb tehát a [k+`, k+`+

+1) id®intervallum alatt érvényes. Az {fk,` : k, ` ∈ Z+} térbeli autoregressziós
mez®vel meghajtott határid®s kamatlábfolyamatot stabilnak, instabilnak vagy fel-

robbanónak nevezzük, ha |%|< 1, |%|= 1 vagy |%|> 1.

A 2. fejezetben a HJM típusú kamatlábmodellekr®l adtam egy rövid történeti
áttekintést és az arbitrázsmentességhez kapcsolódó alapvet® fogalmakat foglaltam
össze. Ezután felidéztem az általunk tanulmányozott diszkrét idej¶ Gauss-típusú
térbeli autoregressziós mez®vel meghajtott határid®s kamatlábmodellt, majd an-
nak Gáll, Pap és Zuijlen által levezetett arbitrázsmentes alakját.

A 3. fejezetben maximum likelihood becslés konzisztenciájával foglalkoztam
függ® minta esetén. Az els® alfejezetben összefoglaltam az alapvet® de�níciókat,
továbbá a Heijmans és Magnus által [15] levezetett gyenge konzisztenciára vonat-
kozó feltételeket. A második alfejezetbe kerültek a saját eredmények, a gyenge
konzisztenciára vonatkozó állítások analógiájára kidolgozott er®s konzisztenciára
vonatkozó feltételrendszer, melynél nincs megkövetelve a mintaelemeknek sem a
függetlensége, sem az azonos eloszlásúsága. Különösen az els® feltétel nagyon jól
használható, egy alkalmas környezetben megfelel®en skálázva a likelihood hánya-
dos logaritmusára vonatkozó, egy információs mennyiséghez tartó egyenletes kon-
vergenciát követel meg. Az információs mennyiség ebben az esetben a Kullback-
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Leibler információval áll kapcsolatban.

A 4. fejezetben a HJM-típusú határid®s kamatlábmodellben a % autoregresszi-
ós paraméter maximum likelihood becslésének aszimptotikus vizsgálatát foglaltam
össze. Az fk,` határid®s kamatláb függ a k meg�gyelési id®t®l és az ` lejáratig
hátralev® id®t®l. Kétféle mintaelemszám növekedésnél vizsgáltam a % paraméter
er®s konzisztenciáját. El®ször mindkét id®tényez®vel tartottam a végtelenbe. Ek-
kor igazoltam a maximum likelihood becslés er®s konzisztenciáját stabil és mindkét
instabil esetben. Ehhez az el®z® fejezetbeli er®s konzisztenciára vonatkozó feltételt
ellen®riztem, azaz megadtam azon rn,%0 skálázó tényez®ket és I(%, %0) infor-
mációs mennyiségeket, melyek mellett az említett egyenletes konvergencia teljesül.
Stabil esetben a skálázó tényez® szokásos abban az értelemben, hogy arányos a min-
taelemszám reciprokával, azaz n−2. A két instabil esetben azonban, amikor %=−1

és % = +1, a skálázó tényez®k különböz®ek, nevezetesen n−3 és n−6. Kés®bb
a lejáratig hátralev® id® fels® korlátját rögzítettük, hisz természetesen felmerül®
akadály, hogy nem állnak rendelkezésünkre adatok tetsz®legesen hosszú lejáratig
hátralev® id®vel. Azaz a második esetben minden meg�gyelési id®pontban a határ-
id®s kamatlábak ugyanolyan lejáratig hátralev® id®kkel rendelkeznek. Ekkor csak
a stabil és a %=+1 instabil esetben tudtunk er®s konzisztenciát igazolni. Meglep®
módon ezen új vizsgált minta esetén az rn,%0 skálázó tényez®k megegyeznek a
korábban vizsgált mintánál kapottal (a bizonyított esetekben), pedig a mintaelem-
szám els® esetben n2-tel, második esetben pedig n-nel arányosnak tekinthet®.
A fejezet végén kaptak helyet az er®s konzisztencia bizonyításánál használt, nagy
számok er®s törvényei típusú lemmák.

Ugyancsak a 4. fejezetben foglaltam össze az R [24] statisztikai programcso-
maggal végzett szimulációs eredményeket is. Becsléseink az f

(%)
n mintán alapul-

tak (mivel ez a realisztikusabb eset), melyet az arbitrázsmentes modell alapján
generáltunk adott β volatilitás és {f0,` : ` ∈ Z+} kezdeti értékek mellett. Az
elméleti eredményekkel összhangban a szimulációs eredmények alátámasztják az
er®s konzisztenciát a stabil és a %= +1 instabil esetben, s®t a szimuláció a még
nem bizonyított % = −1 instabil esetben is er®s konzisztenciára enged következ-
tetni. Az ML becslés aszimptotikus normalitását is vizsgáltunk, ami |%|< 1 és
%=+1 esetben a szimuláció alapján teljesül. A %=−1 esetben viszont elvetettük
a normalitást a Shapiro-Wilk próba alapján.

Végül az 5. fejezetben a kamatlábmodellhez kapcsolódó kísérletsorozattal fog-
lalkoztam. El®ször bevezettem a szükséges alapfogalmakat: a kísérletsorozat kon-
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vergenciáját és lokális aszimptotikus normalitását Le Cam féle értelemben [19]
(lásd továbbá van der Vaart [28]). Majd az els® típusú, n2-tel arányos min-
ta esetén bizonyítottam a kamatlábmodellhez kapcsolódó kísérletsorozat lokális
aszimptotikus normalitását stabil és mindkét instabil esetben. Az itt szóba jöv®
skálázó tényez®k a mintából származó Fischer információs mennyiséggel vannak
összhangban. Stabil esetben ez a skálázó tényez® n, ami klasszikus abban az
értelemben, hogy a mintaméret négyzetgyökével arányos. Meglep® módon az in-
stabil esetekben, % = −1 és % = +1, esetén a skálázó tényez®k különböz®ek,
nevezetesen n2 és n3. A lokális aszimptotikus normalitásból következik a kí-
sérletsorozat konvergenciája, továbbá [28, 15.4 Tétel] szerint egy aszimptotikusan
optimális próbát is tudunk konstruálni, abban az értelemben, hogy meg tudunk
adni egy olyan próbasorozatot, melynek er®függvényei tartanak az összes (rög-
zített α-szint¶) véletlenített próbasorozat er®függvényeinek limesz szuperiorjára
vonatkozó fels® korláthoz.

A disszertációban szerepl® eredmények alapját az alábbi tudományos közlemé-
nyeim adják: [4], melyben a maximum likelihood becslés er®s konzisztenciájára dol-
goztunk ki feltételrendszert; [5] és [2], melyekben a kamatlábmodell autoregresszi-
ós paramétere maximum likelihood becslésének er®s konzisztenciáját bizonyítjuk
több esetben, illetve a szimulációs eredményeket tartalmazzák; és végül [3], mely a
lokális aszimptotikus normalitással kapcsolatos eredményeinket tartalmazza. Ezen
tudományos közlemények többsége a témavezet®mmel, Pap Gyulával (Szegedi Tu-
dományegyetem, Bolyai Intézet), közös munka.



Summary
In the present thesis I dealt with discrete time Heath-Jarrow-Morton (HJM)

type forward interest rate models introduced by Gáll, Pap and Zuijlen [11]. The
key feature of these models is that the forward rates corresponding to di�erent
time to maturity values can be driven by di�erent discrete time processes, that is
the forward rates are driven by a random �eld instead of a random process. Hence,
di�erent market 'shocks' may impact at the di�erent forward rate processes.

In our case the forward rate process is driven by a Gaussian type autoregres-
sive random �eld. Gáll, Pap and Zuijlen derived su�cient condition under which
there were no arbitrage opportunities on the market [6], this condition eliminated
the drift term from the model. In addition we suppose that the volatility is de-
terministic, it does not depend on time (k) neither on time to maturity (`). Let
fk,` denote the forward interest rate at time k with time to maturity date `

(k, ` ∈ Z+), which holds for the time period [k+ `, k+ `+1). The forward rate
process {fk,` : k, ` ∈ Z+} driven by spatial autoregressive �eld is called stable,
unstable or explosive if |%|< 1, |%|= 1 or |%|> 1, respectively.

First, in Chapter 2, I gave a short summary about HJM-type interest rate
models and de�ned some fundamental notions related to no-arbitrage assumption.
I recalled the discrete time forward interest rate model driven by a Gaussian-type
spatial autoregressive random �eld, and then its no-arbitrage form, derived by
Gáll, Pap and Zuijlen.

In Chapter 3 the main aim was to give a general su�cient condition for strong
consistency of maximum likelihood (ML) estimators with dependent observations.
After basic de�nitions I introduced weak consistent ML estimation conditions de-
rived by Heijmans and Magnus. Motivated by this we derived a condition system
for strong consistency of ML estimators provided that the sample is not neces-
sarily independent and identically distributed. Especially the �rst condition is
well applicable, it requires that the appropriate scaled logarithm of the likeli-
hood ratio should converge to an information quantity uniformly in a suitable
small neighbourhood. The information quantity in this case is connected with
Kullback-Leibler information.

In Chapter 4 I summarised the asymptotic behaviour of estimation of autore-
gressive parameter % of HJM-type forward interest rate model. The forward
interest rate fk,` depends on observation time k and time to maturity date `.
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I studied the strong consistency of the ML estimation of the parameter % in two
cases of increasing size of sample. First, I tend to in�nity by both time factor.
In this case I proved strong consistency in the stable and in both unstable cases.
I checked the su�cient condition for strong consistency from previous chapter.
Namely, I gave such scaling factors rn,%0 and information quantities I(%, %0)

which satisfy the above mentioned uniform convergence. In the stable case the
scaling factor is classical in the sense that it is proportional to the reciprocal value
of sample size, that is n−2. But in the unstable cases % = −1 and % = +1

the scaling factors are di�erent, namely, n−3 and n−6, respectively. Second, I
consider another realistic model when the maximum of time to maturity date is
constant, that is the forward rates are only known for the same values of time to
maturity. In this case I could prove strong consistency only in the stable and in
the unstable case %= +1. Surprisingly in the case of this new type of the sample
the scaling factors rn,%0 are equal to earlier scaling factors (in proved cases), even
though the size of sample in the �rst case is proportional to n2 but in the second
case proportional to n. In the proof of strong consistency we used versions of
strong law of large numbers, see the end of the chapter.

In addition, I summarised in Chapter 4 the result of the simulations with the
statistical software environment R [24]. Our estimations were based on samples
f

(%0)
n (because it is more realistic case), which are generated according to our no-
arbitrage model given the volatility β and initial values {f0,` :`∈Z+}. Simulations
suggest that ML estimator is strongly consistent in the stable and in both unstable
cases (however the case %=−1 has not been proved yet). We studied asymptotic
normality too. It seems that the ML estimator is asymptotically normal in cases
|%| < 1 and % = +1 in contrast to the case % = −1, where Shapiro-Wilk test
rejected normality.

Finally, in Chapter 5, we dealt with sequences of statistical experiments related
to the interest rate model. First, I introduced some su�cient notions: convergence
of sequence of statistical experiments and its local asymptotic normality in the
sense of Le Cam [19], see also van der Vaart [28]. Then for the �rst type sample,
which is proportional to n2, we proved local asymptotic normality of the sequences
of statistical experiments related to the interest rate model in stable and in both
unstable cases. Related scaling factors are in connection with Fisher information
quantity contained in the sample. In the stable case this scaling factor is n,
which is classical in the sense that it is proportional to the square root of the
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sample size. Surprisingly, in the unstable cases % = −1 and % = +1, the
scaling factors are di�erent, namely, n2 and n3, respectively. Local asymptotic
normality yield convergence of sequence of statistical experiments. Furthermore,
using [28, Theorem 15.4], we could construct a sequence of asymptotically optimal
tests in the sense that its power functions tends to the upper bound of limit
superior of power functions of any sequence of (�xed level α) randomized tests.

The results presented in the thesis are based on the following research papers of
mine: [4], where a condition system introduced for strong consistency of maximum
likelihood estimators; [5] and [2], where we proved strong consistency of maximum
likelihood estimator in the interest rate model in several cases and presented simu-
lation results; and �nally [3], which contain our results related to local asymptotic
normality. These research papers are mostly joint works with my supervisor Prof.
Gyula Pap (University of Szeged, Hungary).
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