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1. fejezet

Bevezetés

A valosziniiségszamitas és sztochasztikus kalkulus egyik legnagyobb alkalma-
zasi teriilete a pénziigyi matematika. Mindharom teriilet hatalmas fejlédésen esett
at az elmult évtizedekben. A hataridds tigyletek, opciok a kozgazdasagi ismeretek
dinamikusan fejlédé része és tobb, ezen eszkozoket leird, matematikai modellel ta-
lalkozhatunk. A modellillesztésnél felmeriils statisztikai kérdések vizsgalata azon-
ban nem tul gyakori. Igy ezen dolgozatban ezzel a kérdeéskorrel foglalkozunk. Egy
altaldnos, hataridés kamatlabfolyamatokat leir6 modell a folytonos ideji Heath-
Jarrow-Morton (HJM) modell. Ezen HIM modell diszkrét idejii verziojanak vélet-
len folyamat helyett véletlen mezGvel meghajtott &ltalanositott esetét vizsgaljuk,
melyet Gall, Pap és Zuijlen javasolt diszkrét id6ben [11]. A véletlen mezs beve-
zetésével rugalmasabb kamatlabmodellek alkothaték, mint a klasszikus modellek
esetén, amelyeket egyetlen folyamat hajt meg. Tovibbé a véletlen mez&s kamatlab-
modellek tlete a folytonos idejii kamatlabmodellek irodalmaban meriilt fel elGszor,
azonban az ezekhez tartozé pénziigyi kalkulussal kapcsolatban jelentkezd bizonyos
problémak azt sugalljak, hogy a diszkrét ideji megkozelités ezen problémakban is
segithet és igy akar a folytonos ideji modellek fejlédéséhez is hozzajarulhat.

A dolgozatban paraméterbecslés aszimptotikidjat tanulmanyozzuk kiilonb6z6
szituaciokban, statisztikai kisérletsorozat viselkedését vizsgaljuk és statisztikai tesz-
telésrol is esik szo. A felépités a kovetkezd.

Az 2. fejezetben sszefoglaljuk a HIM-tipusu kamatlabmodelleket, a sziikséges
alapfogalmakat, illetve megadjuk az altalunk tanulméanyozott, Gall, Pap és Zuijlen
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altal bevezetett, arbitrazsmentes (lasd [6]), Gauss-tipusu autoregressziv mezével
meghajtott diszkrét ideji hataridés kamatlabmodellt.

A 3. fejezetben maximum likelihood becslések konzisztencidjaval foglalkozunk
fiiggs minta esetén. Felelevenitjiik Heijmans és Magnus [15] gyenge konzisztencié-
val kapcsolatos eredményeit, amik arra sarkalltak minket, hogy hasonléan jol hasz-
nalhato feltételeket talaljunk erds konzisztenciara. Majd bemutatjuk az altalunk
kidolgozott feltételrendszert a maximum likelihood becslés erés konzisztencidjara
szintén fiiggd minta esetén.

A 4. fejezetben leellendrizziik az erds konzisztencia el6z6 fejezetbeli elégséges
feltételét a kamatlabmodelliinkben, és t6bb esetben bizonyitjuk az autoregresszids
paraméter maximum likelihood becslésének erds konzisztencidjat. Tovabba Ossze-
foglaljuk az R [24] statisztikai programcsomag segitségével készitett szimulacios
eredményeinket, ahol az autoregressziés paraméter maximum likelihood becslésé-
nek aszimptotikus viselkedését vizsgaljuk.

Kisérletsorozatok vizsgalatianal fontos kérdés a lokilis aszimptotikus norma-
litas vizsgalata és a kisérletsorozatok konvergencidja egy hatéarkisérlethez. Az 5.
fejezetben bizonyitjuk, hogy a kamatlabmodellhez kapcsolédoé kisérletsorozat az
autoregresszios paraméter tobb értéke esetén is lokalisan aszimptotikusan normé-
lis. Ennek f6 el6nye, hogy egyben aszimptotikusan optimélis probat is tudtunk
konstrualni van der Vaart [28] munkaja alapjan.

Az ebben a doktori értekezésben taldlhato eredmények alapjat a [2], [3], [4]
és [5] munkaim jelentik. Ezek, a [2] munka kivételével, kozos publikaciok témave-
zetémmel, Pap Gyula (Szegedi Tudoméanyegyetem) professzorral.



2. fejezet

El6zmények

Ezen fejezetben egy attekintést adunk a HJM modellekrdl, bevezetjiik a sziik-
séges alapvets pénziigyi matematikai fogalmakat és részletezziik az altalunk tanul-
ményozott modellt.

2.1. Kamatlabmodellek, torténeti megjegyzések

Az irodalomban t6bb megkozelitést talalhatunk a kamatlabstrukturak formali-
zélaséra, és ebbdl a kotvények és mas kamatlabfiiggd pénziigyi eszkdzok szarmaz-
tatasara. Egy ilyen attekintést talalhatunk [22]-ben.

Az Aaltalunk vizsgalt modell Heath, Jarrow és Morton megkdzelitésén alap-
szik [14]. Az emlitett szerz6harmas megadott egy hataridgs kamatlabmodellt, majd
ebbdl szarmaztattak a kotvényarakat. Késébb sok szerzg vizsgalt hasonlé modelle-
ket, kiilonb6z6 paraméterezésekkel. Az alap Heath-Jarrow-Morton (HJM) modellt
a kovetkezsképpen foglalhatjuk Gssze.

Jelolje f(t,x) a pillanatnyi kamatlabat a ¢ id6pontban z lejaratig hatraléve
id6vel, ahol t,x € R;. Kiemelnénk, hogy mi az igynevezett Musiela paramétere-
zést kovetjiik (bovebben lasd [20]), ahol x nem a lejarati id6t, hanem a lejdratig
hatralévs id6t jeloli. A HIM modellben a hataridGs kamatlabakat leiré sztochasz-
tikus differencidlegyenlet

def(t,x) = alt, )dt+ B(t, z)dW (1), (2.1)
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ahol {W(t)}+er standard Wiener folyamat (mely lehet egy, illetve altalanosabb
esetben t6bb (véges) dimenzios).

A kamatlabfolyamat ismeretében megadhato a kotvényar. Ha P(t, s) jeloli a
kamatszelvény nélkiili kétvényt a ¢ id6pontban s lejarati idével, akkor a Heath,
Jarrow és Morton altal javasolt kotvényéar:

P(t,s):exp{—/os_tf(t,u)du}, 0<t<s.

A (2.1) altal megadott {f(t,x)}icr, hataridés kamatlabmodell minden x = 0
esetén ugyanazzal a Wiener folyamattal van meghajtva. Ha példaul azt az esetet te-
kintjiik, mikor S(t,z) determinisztikus, akkor minden kamatlabat ugyanaz a hatés
éri, ami nem tinik tdl valésdghtinek. Emiatt természetes altalanositdsa a modell-
nek, ha véletlen mezst vezetiink be véletlen folyamat helyett. Egy ilyen modellben
a kiiléonbo6z6 lejarati idejd kamatlabak kiilonb6z6 folyamattal lehetnek meghajtva.
A folytonos ideji modell ilyen altalanositasat Kennedy [18] vezette be. KésGbb
Goldstein [12], tovabba Santa-Clara és Sornett [25] is vizsgaltak ilyen modelleket.
A {6 gondolatot a kovetkezéképpen foglalhatjuk Ossze. Legyen {Z(t,s)}s scr, egy
véletlen mez6, és minden rogzitett x € Ry esetén legyen a hataridés kamatlabfo-
lyamatot megad6 differencidlegyenlet

dif(t,x) = a(t,z)dt+ B(t, x) Z(dt, x), (2.2)

ahol minden s€ R, esetén {Z(t,s)}:scr, egy alkalmas szemimartingal, és a
meg [ eleget tesznek a megfeleld regularitési feltételeknek, hogy a fenti differen-
cidlegyenlethez tartozoé integralok létezzenek.

Egy ilyen (véletlen mez6 &ltal hajtott) altalanositott (2.2) modellt véletlen me-
20s modellnek fogunk nevezni szemben a szakirodalom korabbi, a fenti értelemben
egyszeribb (nem véletlen mez6s) (2.1) modelljeivel, amelyeket klasszikusnak fo-
gunk nevezni. A {6 feladat egy ilyen modell definidlasénél a megfelel§ meghajté
folyamat vagy mezé kivalasztasa. Bar a leggyakrabban alkalmazott meghajto folya-
mat a klasszikus modellek esetén a Brown-mozgés (1d. pl. [14]), ennél altalanosabb
modellek is ismertek a szakirodalomban. Schmidt [26] példaul a Brown mozgas egy
természetes alternativajat, nevezetesen az Ornstein-Uhlenbeck folyamatot javasol-
ta, amelyet gy is tekinthetiink, mint a diszkrét ideji AR(1) folyamat analogja.

A HIM modell (lasd [14]), tovabba a fent emlitett [18], [12], [25] munkakban ta-
nulmanyozott modellek folytonos idejiiek. Talalhatunk azonban a klasszikus HJM
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modell diszkrét ideji verzidjaval kapcsolatos munkékat is, lasd példaul Heath,
Jarrow és Morton [13], Jarrow [16] vagy Pliska [23] munkait. A klasszikus diszkrét
idejd HJM-tipust modelleket a kovetkezdképpen foglalhatjuk Gssze.

Jelolje fr. a hatdridés kamatldbat a k£ idSpontban ¢ lejaratig hatralevs
id6vel, azaz fr¢ a [k+{, k+{+1) intervallumon érvényes (k,£€Z, ). Feltessziik,
hogy az for (£ €Z,) kezdeti értékek ismertek. Ekkor a hataridés kamatlabak a
kovetkezGképpen vannak megadva:

Jrt1,6 = fro+ ket Bre(Sk+1— Sk), (2.3)

ahol {Si, e, Bre}rez, adaptalt egy adott {Fj}rez, szliréshez minden (€Z,
esetén.

Haa [k, k+1) periédusban értelmezett kamatlabra bevezetjilk az 71 := fr o
jelolést (k€ Z,), akkor a szokésos diszkontélo tényezd

k—1
Dy :=exp —er , keZy.
j=0

A folytonos idejii modellhez hasonldan a kamatlabfolyamat ismeretében megad-
hat6 a kétvényar. Ha Py o jeloli a kamatszelvény nélkiili kétvényt a k id6pontban
£ lejarati idével, akkor a javasolt kétvényar:

k-1
Poo=expd— > frj .  0<k<Y,
i=0

ahol Pk,k = 1.

A folytonos esethez hasonléan diszkrét esetben is ésszert és praktikus elvaras,
hogy a hataridés kamatlabak véletlen mezével legyenek meghajtva. Ilyen modellt
vezetett be (2.2) analogidjara Gall, Pap és Zuijlen (lasd [11]). Az altaluk javasolt
hataridés kamatldbstruktara az

Jrt1,6 = fro+ ket Bro(Sk+1,0— Sk.e) (2.4)

dinamikat kovetik, ahol {Sk,g}kjeZJr egy véletlen mezg és {Sk,g, ak,é,ﬁk,(}kez+
adaptalt egy adott {Fj}rez, sziréshez minden /€ Z, esetén.

Kutatéasaink sordn nagyrészt ezen Gall, Pap és Zuijlen [11] altal javasolt mo-
dellt vizsgéltuk, mikor a hataridés kamatlabakat egy térbeli autoregresszios tipu-
st Gauss véletlen mez6 hajtja meg (részletesen lasd a 2.2. alfejezetet). A Gauss
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jelz6 arra utal, hogy a mezs véges dimenzids eloszlasai normélisak. A modell leg-
f6bb tulajdonsaga az, hogy a kiilonbozé lejaratig hatralevs idg kiilonbozs értékei-
hez tartozo6 hataridés kamatlabak kiilonb6z6 diszkrét idejd folyamatokkal lehetnek
meghajtva, ennélfogva kiilonb6z6 piaci valtozasok lehetnek hatassal a kiilonbozg
hataridés kamatlabak folyamatara.

Egy fontos elvaras a pénziigyi matematikaban, hogy kizarjuk az arbitrazs, koc-
kazatmentes profit, lehet&ségét. Felidézziik az ehhez kapcsolodo definiciokat (bo-
vebben lasd [7]).

Legyen (£, F,P) valoszintiségi mezs egy {Fy}nez, filtracioval.

2.1. Definicié. Jelolje 7 (0<i<N, N€Z;) a kitvények darabszamdt az n-edik
iddpontban n+i lejarati iddvel, o(Bl) CF, (0<i<N). A piacon egy m pénziigyi
stratégia alatt a m, = (8§, 07, .-..6%), n € Zy portfilick sorozatat értjik. Egy
ilyen stratégia portfolidjinak értéke az n iddpontban X = Zio B Prnti-

2.2. Definicié. Egy 7w stratégidt Onfinanszirozénak nevezziik, ha eldrejelezhetd,
. , N
azaz o(B)") C Fno1, (0<i<N) és X =3 B Po—1,n+ti-

Ez azt jelenti, hogy az (n—1)-edik id6pontban kivalasztott ,, portfolio 6sszeal-
litasanal nincs se plusz befektetésiink, se kivét, azaz csak az (n—1)-edik id6pontban
rendelkezésre all6 X7, =S B IP, 4, tokét hasznaljuk fel.

2.3. Definicié. Egy w oOnfinanszirozo stratégidt arbitrazsnak, vagy arbitrazs-
stratégianak neveziink, ha valamely rogzitett K € 7, esetén

S P(XF=0)=1,

“P(XF>0)=1, n=1,...,K,

- P(XT >0)>0.

Az arbitrazsmentességgel ekvivalens tulajdonsagként szoktak emlegetni azt,
hogy a piacon létezik egy ekvivalens martingadlmérték.

2.4. Definicié. Az (Q,F,P) wvaldsziniségi mezdn értelmezett P* mértéket
ekvivalens martingalmértéknek nevezzik, ha

- P* és P ekvivalensek, azaz a nullmértékid halmazok megegyeznek mindkét
mérték szerint,
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—a {DpPys}ogk<e diszkontdlt kétvénydr folyamat martingdl a P*  mér-
ték szerint az {Fp}nez, filtraciora nézve minden (€ Z, esetén, azaz
E*(Di Py | Fr) = Di—1Pi—1e (0< k<L)

Konnyen megmutathato, hogy egy 6nfinanszirozé stratégia { D, X[ }nez, disz-
kontalt folyamata martingal egy P* ekvivalens martingalmeérték szerint. Igy,
X5 =0 feltétel mellett n € Z, esetén E*X]T =0, tehat nem kovetkezhet be
egyszerre P(XE 2 0)=1 és P(XE >0) >0 valamely rogzitett K-ra, azaz nincs
arbitrazslehetdség.

Gyakorta a modellek egy ekvivalens martingal mérték alatt vannak felirva. Igy
a modellek nyilvan kizarjak az arbitrazs lehet&ségét. Megjegyezziik, hogy nem fel-
tétleniil sziikséges igy megadnunk a modellt ahhoz, hogy no-arbitrédzs modellekhez
jussunk. Mindamellett ezen megkozelités elég gyakori a kdtvények piacan, mivel
kénnyen kezelhet&ek. Viszont statisztikai kérdések szempontjabol ez a megkdzeli-
tés nem kdnnyen kezelhetS. Az arbitrazsmentességet viszont mi is szeretnénk, hogy
teljesiiljon, ezért feltessziik az alabbi tulajdonsig teljesiilését.

2.5. Tulajdonsag. A {DyPy}o<k<e diszkontdlt kétvénydr folyamat martingdl
a valodi P mérték szerint minden ¢ €N esetén.

Ezen feltétel mellett a modell "martingal” modell, azaz teljesiil az arbitrazs-
mentesség.

2.2. Diszkrét idejii HJM tipust kamatlabmodellek

Az aldbbiakban az altalunk vizsgalt diszkrét idejii autoregresszios mezével meg-
hajtott HIM-modell részletes leirdsat adjuk meg.

Legyen (€, F,P) egy valoszintiségi mez6, és definidljuk rajta az {Fj}rez,
sziirést a kovetkezoképp: Fo:={0,Q} atrividlis o-algebra éslegyen k€N esetén

Foimolny: 1<i<k & j20),

ahol n; ; ~N(0,1) fliggetlen valoszintseégi valtozok minden 4,j € Zy esetén.
Tekintsiink minden p € R esetén egy {S,(fz Yryeez, térbeli autoregresszios
tipusi Gauss véletlen mez6t (lepedst) a kovetkezSképpen megadva

81 =811 0t 05 1= 050 e,
EeN, (e€Z;.
(2, =58 = 52, =0,
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A A S’](fz = Sk+1 p —S’,(fg differenciaoperator bevezetése mellett (k,£ € Z.)
A1S,if}?+1 = QAlSI(fl? + 41,6415

azaz, {A1 S ,(fg } tez, ©8Y AR(1) autoregresszios folyamat o egyiitthatoval.
Mas alakban felirva a meghajté mez6t

kot
Sz(fz? = Z Z Qé_jﬁmy

i=0 j=0

ahonnan lathato, hogy {S;(fg}kez . adaptalt az {Fp}rez, filtraciora nézve min-
den ¢ €Z, esetén, és a mez6 véges dimenziods eloszlasai normalisak.

Ekkor p€R esetén az {féf’e)}kmm diszkrét idejii hataridés kamatlabmodellt
leir6 sztochasztikus differenciaegyenlet

fliﬁ-)lé (g)"_akl"_ﬁkalSk[a k7€€Z+v

ahol {ay}ecz, drift tag és {Br}ecz, volatilitds JFj—mérhets valoszintiségi
véaltozok minden k € Z, esetén, tovdbba az { féi)}gez . kezdeti értékek ismert
valés szamok.

Egy ilyen modellre Géall, Pap és Zuijlen [11] olyan elégséges feltételt is leveze-
tett, amely mellett a piacok kizarjdk az arbitrazs lehet&ségét, azaz teljesiil a 2.5
Tulajdonsag. Az ilyen tipusu feltételeket gyakran drift feltételeknek is nevezik a
kamatlabmodellek irodalmaban, mert ilyen feltételek mellett a drift tag (ou.e,
k,0€Zy) meghatarozhato a modell egyéb tulajdonsagai altal. Tovabba, feltettiik,
hogy a volatilitds determinisztikus, sem az id6tél sem a lejaratig hatralevs id6tél
nem fligg, azaz fro:=0 (k,Le€Zy).

Ekkor Gall Jozsef disszertacioja [6] alapjan a 2.5. Tulajdonséag altal biztositott
arbitrazsmentesség az {f(g) k,leZyi} (0€R) véletlen Gauss mez6 altal meg-
hajtott diszkrét ideji hatarids kamatlabmodellben a kévetkezére egyszertisddik

@_s@ Do o(F8_ 1~ 19, ) = Brne+B2Gel0), K LEN,

( ) (2.5)
y fk 1,1 ﬁm,oJrBQGo(Q), keN,

ahol

12
- 52@.
j=0
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Hasznalni fogjuk még az alabbi ekvivalens alakokat is (k€ N, £€Z,):

(g) -1 41 = ZQ (Bnk.j+B°G4(0)), (2.6)
l+k 1—1

IE,QE) (QZ)—Q—k_ Z Zgl = J 577Z+k z+1]+ﬂ G ( )) (27)
i=0+1 j=0

Bevezetve a O, és 59 modositott differencia operator jeloléseket

—Tp— - _1—%k-1¢), ha k,feN,
00T i= Tho—Th—1,041— 0(Tho—1 —Tp—1,), ha (2.8)
Thk,0 — Tk—1,1, ha keN, /=0,
59 T = Tho—To ko — O(Th -1 —To k+e—1), ha kLeN, (2.9)
a fenti (2.5) arbitrazsmentes modell felirhat6 az aldbbi révidebb alakban is
(&) — G 2.10
Oo frt = Brke+B°Ge(0), (2.10)
vagy a kezdeti értékek segitségével az alabbi ekvivalens alakban
N t4k—1
S F =37 (Besn—ji+5°Gy(0). (2.11)
j=0

Az {f.5 (o) , 1k, €Zy,} térbeli autoregresszios mezdvel meghajtott kamatlabfo-
lyamatot stabzlnak, instabilnak vagy felrobbandnak nevezziik, ha |o| <1, |o| =1,
vagy |o| > 1.
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3. fejezet

Konzisztencia

Ezen fejezetben Osszefoglaljuk a maximum likelihood (ML) becslés konziszten-
cidjaval kapcsolatos fogalmakat, felidézziik Heijmans és Magnus [15] munkajabol
az ML becslés gyenge konzisztencidjara vonatkozo feltételeket fiiggé minta ese-
tén, majd bemutatjuk az ennek hatasara altalunk kidolgozott, ML becslés erds
konzisztencidjara vonatkozo feltételrendszert szintén fiiggé minta esetén.

3.1. Az ML becslés konzisztenciaja

Elgszor definidljuk a statisztikai kisérlet fogalmat.

3.1. Definicié. Statisztikai kisérlet alatt eqy (X,X,{Pg 16 e @}) harmast
értink, ahol

- (X, X) mérhetd tér,
- {Py:0 €O} wvaldsziniségi mértékek csalidja
— O paramétertér az RP nyilt részhalmaza.

A  © halmazt paramétertérnek, egy x € X elemet megfigyelésnek, egy
T:X — © mérhetd fiigguényt statisztikdnak nevezink.

Legyen (9, A,P) egy valoszintiségi mez§ és minden 6 € © esetén legyen
€0 .0 - R?Y egy olyan valoszintségi valtozo (minta), hogy az (Rd,B(Rd))—n

11
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értelmezett Py eloszlasa abszolut folytonos a Lebesgue mértékre nézve. Jeldlje
L:R* = [0,00), x> L(x;0) a &) stirtiségfiiggvényét (likelihoodfiiggvényét).
Ekkor a loglikelihood fiiggvény A(x;6) :=log L(x;0) € [~00,00), z € R?, ahol
legyen log0 := —oc.

Tekintsiink egy (R, B(R?),{Py: 0 € ©}) statisztikai kisérletet. Statisztikai
kisérlet paraméterbecslésénél a f6 feladat egy T:R%— © statisztika megtalaldsa a
0o €O igazi (de ismeretlen) paraméterérték becslésére a & (60) minta alapjan gy,
hogy T j6 legyen abban az értelemben, hogy a T(£(%0)):=To¢(%) valoszintiségi
valtozo kozel van 6p-hoz.

3.2. Definicié. Az (R% B(R?),{Py:0 € ©}) statisztikai kisérletben a 6 pa-
raméter x € RY mintdn alapulé mazimum likelihood becslése egy 5(95) €0
érték, melyre

~

L(z;6(x)) = sup L(z;0). (3.1)
[ASIC)
Azt mondjuk, hogy létezik mérhetdé maximum likelihood becslése a paraméter-
nek az (RY,B(R?),{Py:0€©O}) statisztikai kisérletben, ha létezik egy 6:R?— ©
mérhetd fiigguény (statisztika) gy, hogy (3.1) teljesiil minden = € R? esetén.

Egy statisztikai kisérletben nem feltétleniil létezik ML becslés, és ha létezik
sem feltétlenill egyértelmd. Ha 6:R >0 egy mérhetd fiiggvény, akkor fo
o0& — O valészintiségi valtozo (mérhetd fiiggvény) minden 6 € © esetén. A
kovetkezs lemma elégséges feltételt ad a mérhetd ML becslés létezésére.

3.3. Lemma. (Jennrich [17, Lemma 2|) Ha minden z€R? esetén a 0+ L(x;0)
fiigguény folytonos ©-n, akkor az x> supycg L(x;0) figguény mérhetd R%-n.
Ha ezen kivil © kompakt, akkor létezik mérhetd mazximum likelihood becslése a
paraméternek a (Rd, BRY), {Py: 0 ¢ @}) statisztikai kisérletben.

Legyen d, €N (ne€N), ésminden ne€N és 6 €O esetén legyen f,(lg) :
Q — R egy valoszintiségi valtoz6, melynek P, o eloszlasa abszolit folytonos a
Lebesgue mértékre nézve, a stirtiségfiiggvénye L, :R —[0,00), x> L, (2;0) ésa
loglikelihood fiiggvénye A, (x;6):=log L,(z;6), = € R . Tekintsiik a statisztikai
kisérletek (R%, B(R%"),{P,0:60€©}) . sorozatat.

3.4. Definicié. Legyen T, :R%¥ — © egy mérhetd figgvény minden n € N
esetén.
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A (T)nen sorozatot a 0y € O igazi paraméterériék gyengén konzisztens
becslésének nevezziik, ha n— oo esetén

T (£89%0)) %5 0o,
azaz bairmely € >0 esetén
] (60)y _ -0
illetve erésen konzisztens becslésnek nevezziik, ha n — oo esetén
T, (£190)) — 6, P-majdnem biztosan (P-m.b.)

azaz
im T (60)\ _ _

Okonometriai vizsgalatokban az ML becsléseket gyakran tekintik gyengén kon-
zisztensnek, ami indokolt, de egyéltalan nem trivialis. A probléma & oka, hogy a
megfigyelések altaldban nem fiiggetlenek és nem azonos eloszlasiak. Sajnos a kon-
zisztens ML becslések irodalméban csak kis részt talalhatunk, ami fiigg6 megfigye-
lésekkel foglalkozik. Heijmans és Magnus [15, (1986)] adnak egy dsszefoglalast ar-
rol, kik foglalkoztak ezzel a kérdéssel. Eszerint gyakorlatilag minden, az ML becslés
konzisztenciajara feltételt ado cikk, Cramer [1, (1946)] vagy Wald [29, (1949)] meg-
kozelitésén alapul. Majd az emlitett szerzéparos Wald fiiggetlen, azonos eloszlasu
eredményének a fliggé mintara valé altalanositasaként a korabbiaknal gyengébb és
kénnyebben ellendrizhets feltételeket adnak. Felidézziik két fontosabb éllitasukat,
melyek a késébbiek soran motivalé hatassal voltak rank.

A 0€0O pont N kornyezete alatt a © olyan nyilt részhalmazat értjiik, mely
tartalmazza 6-t.

3.5. Tétel. (Heijmans és Magnus [15, Theorem 1|) Tegyiik fel, hogy
(i) a © CRP paramétertér kompakt,

(ii) minden (régzitett) n €N és x € R esetén a 60— L,(x;0) likelihood
fiigguény folytonos ©O-n.

Ekkor a 6y€0© igazi paraméterértéknek létezik @L mérhetd ML becslése. Tovdbbd
eqy tetszdleges {0 }nen becsléssorozat akkor és csak akkor gyengén konzisztens,
ha
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(iii) minden € O\{0y} esetén létezik eqy N(0,00) kiérnyezete a 0-nak, hogy

N0 $EN(6,60)

nmpl sup (An(ﬁff)o);¢)—An(§7(19°);90))<O]=1-

Heijmans és Magnus az erds konzisztenciara is kimondanak egy feltételt, de
bizonyitas néliil. Ezt a hianyt potoljuk a kovetkezd alfejezetben (lasd 3.7. Tétel
(i1) = (iii) aga).

Masik tételiikben egy k&, normalizélé fiiggvényt vezetnek be, mely nem csak
n hatvanya, hanem fiigghet 6-t6l és kissé szigortibb, viszont kénnyebben ellend-
rizhet&bb feltételeket adnak.

3.6. Tétel. (Heijmans és Magnus [15, Theorem 2|) Tegyiik fel, hogy
(i) a © CRP paramétertér kompakt,

(i) minden (régzitett) n € N és x € RI esetén a 6+ L,(z;0) likelihood
fiigguény folytonos ©O-n,

(iii) minden 6 € ©\{6p} esetén létezik egqy k,(0,600) nemnegativ, nem véletlen
sorozat, mely fiigghet 6-tél és 0y-tol, lirginf kn(0,00) >0 és teljesiil, hogy

1 P
P — (60). p\ _ (60). _
kn(07 00) (An(gn 79) An(gn ,90)) — 1, ha n— 00,

(iv) minden 0€©\{0y} esetén létezik eqy N(0,00) kornyezete a 6-nak, hogy

lim P |{———— sup A, ,(100);¢ —A, ,(190);9 <1l| =1
n— oo [kn(ﬁ,ﬁo) ¢€N(9,90) ( (6 ) (5 ))

Ekkor a 6y € © igazi paraméterértéknek létezik @L mérhetd ML becslése, és
minden {0, }nen becsléssorozat gyengén konzisztens.

Mig a 3.5 tétel (ii3) feltétele a loglikelihood hanyados lokalis viselkedésére kon-
centrdl, addig a 3.6 tétel (iv) része a normalizélt loglikelihood hényados visel-
kedését vizsgalja. Heijmans és Magnus javaslata szerint a normalizal6 tényezs a
Kullback-Leibler informéacioval all kapcsolatban, nevezetesen

Ea(6,60) = —E (A (6):0) = An(6):60))

ha a varhato érték létezik. A standard fiiggetlen, azonos eloszlast esetben k,, (6, 6)
az n pozitiv kitevji hatvanya lesz, dltalanos esetben azonban nem.
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3.2. Erds konzisztencia fiiggé minta esetén

A 3.1 alfejezetben felidéztiik Heijmans és Magnus [15] eredményeit a ML becslés

erGsebb feltételt az erds konzisztenciara is, azonban bizonyitas nélkiil. Ez az allitas
megtalalhato a kovetkezd tételiinkben ( (i) = (iii) ag).

3.7. Tétel. (Fiilop, Pap [4, Theorem 1.4]) Tegyiik fel, hogy a © CRP paramétertér
kompakt, és minden n€N és x€RI¥ esetén a O+ L, (x;0) likelihood fiiggvény
folytonos ©-n. Legyen 6y € ©. Tekintsik a kévetkezd dallitdasokat:

(i) létezik eqy (kp)nen pozitiv valds szdmsorozat, melyre 1ini>inf kn >0, és
minden 0 € ©\ {0y} esetén létezik a 0-nak N(0,00) kirnyezete, tovibbd
I(0,00) mennyiség 1igy, hogy infyc neg.0,) I(¢,00) >0, és

(A (€09; ) = A (€995 60)) + I(6,60)| =0 P-m.b.
(3.2)

1
lim sup —
T g eEN(0.00) | Fn

(i) minden 0 € ©\{0} esetén létezik a 0-nak N(0,60p) kiérnyezete, melyre

limsup sup (An(§;90>; o)— A, (57(190); 90)) <0 P-m.b. (3.3)
n—o00 ¢ € N(6,00)

(iii) a Oy € © mérhetd mazimum likelihood becsléseinek minden (0n)nen so-
rozata erdsen konzisztens;

(iv) a 0y minden N kornyezete esetén

limsup | sup An(§%);¢)— sup A, (9;0)| <O P-mb.  (3.4)
n—o0o ¢ €O\N ¢eEN

Ekkor (i) = (i) = (iii) = (iv).

A 3.3. Lemma alapjan minden neN esetén létezik a paraméternek é\n ‘R -0
(nem feltétleniil egyértelmt) mérhets ML becslése az (R, B(R%),{P, 4:0€0})
statisztikai kisérletben.
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Tovabbé szintén a 3.3. Lemma alapjan sup  Ly( 7(5)0);@ egy [0, +oc]
¢ € N(8,00)

értékd valoszintségi valtozo, és igy  sup A, (5&00); @) isegy [—oo,+oo] értékd
é € N(6,0)
valészintiségi valtozo. Tovabba

sup (An@ﬁﬁo%¢>>—An(££f°>;ao>)=( sup An<f,<fo>;¢))—An<fffo>;90>
¢ € N(6,00) b€ N(6,00)

majdnem mindeniitt értelmezett, mivel P (An( 7(L90); 6o) = —oo) =0, hiszen

P (La(€:00) = 0) = / L (360) dz = 0.
{z€R4n : L, (z;00)=0}

Megjegyezziik, hogy (3.3) és (3.4) a kovetkezs alakba is irhato

1
limsup ———  sup  Lu(§5¢) <1  Pmb. (3.5)
e Ln(&(fo); 0o) ¢ € N(8,60)
és o
su L, (&9,
lim sup PscoN ((9") ) P b, 3.
n—oo sup¢€NLn(no; )

Bizonyitas (3.7 tétel): (i) = (i) Vegyiik észre, hogy

1
s (An();0) = An (€15 60))
n ¢ € N(0,00)

1
< — (A (€09 0) = An(87):00)) + 1(8,600)| — inf  I(¢,00),
h ¢e§35ﬁo> kn( (&2750) (67 60)) +1(9,00) o€ N(0.00) (. 60)

igy (i)-bdl kovetkezik, hogy 1 valoszintiséggel

N

1
limsup — su A, ,(190); —A, 7(190);0 — inf  I(¢,00) <O0.
mewp - wp  (An(60) = An(€0500) < = _int 10600
Ekkor, azon 1 valészintiségli halmazon, ahol a fenti egyenlétlenség teljesiil, Vd; >0
esetén dng € N, hogy n >ng esetén

1
—  sup (A (€0;9) — A (€%:60)) < — 61 <0,

n ¢ N6,00)
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tovabba liminf, ..ok, >0 miatt 393 >0, hogy n >mng esetén k, = ds >0,
igy n>ng esetén

1
ba(7 swp (A5 0) = Aa(6:60)) ) < =010, < 0.
kn ¢ e N©0.60)
Ebbdl kovetkezik (ii).

(i) = (ii) Egy H C © részhalmaz esetén tekintsiik a majdnem biztosan
definialt

1
Sp(H) := ———~—— sup L, (7; ¢),
L, ( T(LGO);%) beH

valoszintiségi valtozot. (i) szerint minden 6 € ©\{fy} esetén létezik a 6#-nak
N(0,0p) kornyezete, hogy

lim sup S, (N(6,6p)) < 1 P-m.b. (3.7)

n—oo

Meg kell mutatnunk, hogy a 6y minden N kornyezete esetén elég nagy n-re a
maximum likelihood becslés majdnem biztosan ezen kérnyezetbe esik. Pontosab-
ban, minden N koérnyezet esetén létezik egy Qo € A egy valdsziniiségl esemény
(P(20)=1) tugy, hogy minden w € Qy esetén létezik egy ng(N,w) € N kiiszob-
szdm, hogy n 2= ng(N,w) esetén @L( ﬁle”)(w)) € N. A ©\ N halmaz kompakt
(mivel zart és © kompakt) és

J N.6)>0\N
0 € O\N

egy nyilt lefedése ©\ N-nek. Ekkor létezik véges részlefedés is, azaz létezik véges
sok 61,...,0, € ©\ N pont, melyekre

O N(ak,eo) D @\N

k=1
Ekkor
b LEDS L
$COW ¢ €Up_, N(0x.00)

= max sup L, «fr(f");(b .
1SESr ¢ e N(6x,00) ( )



18 3. FEJEZET. KONZISZTENCIA

Idézziik fel, hogy P(L (fn fo. ;1600)>0)=1, igy ezen egyenlGtlenség mindkét oldalat
(5(90) o) -al osztva azon a halmazon, ahol ez nem nulla

1
T e o2, InE 0 < max Su(N(@k, o) P

Kovetkezésképpen (3.7) szerint

1
limsup —————— sup L, f( o). ¢ limsup max S, (N (0,0
mosoe Lo (€9 60) peoun ( ) < msup max (N (0, 00))

= max limsup S, (N (0, 6)) <1
1<k<Lr n—ooo
majdnem biztosan. Igy minden w €y esetén létezik egy ng(N,w) € N kiiszob-
szdm, hogy n 2= no(N,w) esetén

sup Ly (679 (w); ¢) < L (€599 (w); 6p).

pEO\N
Minden n€N és 2€R? eseténa sup L, (z;¢) < L,(x;6y) egyenlétlenség
pEO\N
alapjan 0, (x) € N, mivel 6,, maximum likelihood becslés. Kovetkezésképpen
0,(£9) (w)) e N minden w € Qy és n = no(N,w) esetén,
azaz megkaptuk (74)-t.

(i) = (iv) Minden N kornyezet esetén (iii) szerint létezik egy Qo € A egy
valoszintiségl esemény (P(Qg)=1) ugy, hogy minden w €y esetén létezik egy
no(N,w) € N kiiszobszam, hogy Hn(ﬁfleo)(w)) €N, ha n>=no(N,w). Igy

sup Ly (61 ();¢) < sup Ln(§) (@);6),  ha 0= mnp(N,w).
¢ € O\N peEN

Kovetkezésképpen 6y minden N’ kornyezete esetén, melyre N’ C N kapjuk,
hogy minden w € Qo és n = ng(N,w) esetén

sup L (6% (w); ) < sup L (£ (w); 9).
$EO\N peN/

Az N’ kornyezet 6y pontra szikitése altal és figyelembe véve a 6 — L, (z;0)
likelihood fiiggvény folytonossdgat ©-n, minden weQy és n = ng(N,w) esetén

sup L (€7 (w); ¢) < L (€7 (w); 60),

¢ € ©O\N
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igy minden w €y esetén

limsup sup (Lo (67 (w)i ¢) — Ly (€9 (w); 60)) < 0.
n—o00 ¢€@\N

Ezzel megkaptuk (iv)-t. O

Az (i) feltétel a loglikelihoodok kiilonbségére ad egy majdnem biztos kifejtést
¢-ben egyenletesen, azaz

A (€990, ¢) — A (€99);0) = —I(, 00)kn +0(kn)  P-m.b.

egyenletesen ¢-ben az N(6,6y) kornyezetben, ha n—oo. A Heijmans és Magnus
altal javasolt normalizalé tényez6 analdgiajaképp I(¢,60p)k,-re a Kullback-Leibler
informaci6 {6 tagja a természetes valasztas, azaz

E(An (€75 0) — A (€905 60)) = —1(¢, 00)kn +0(Ky).

A fenti tétel 6 elénye, hogy ezen (i) feltétel sok esetben ellendrizhetd, és igy
egy hasznos eszkozt kapunk az ML becslés erGs konzisztencidjanak ellenérzésére
fliggd minta esetén.
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4. fejezet

Eros konzisztencia a
HJM-tipusii modellben

Ezen fejezet {6 célja a 2.2 alfejezetben bemutatott (2.5) arbitrazsmentes, diszk-
rét idejd HJM-tipustu véletlen autoregressziés mezével meghajtott hataridss ka-
matlabfolyamat p€R autoregresszids paraméterének statisztikai vizsgéalata. Ehhez
vegylink alapul egy mintat, majd vizsgaljuk meg, hogy a mintaelemszam névelé-
sével mit mondhatunk a becslés viselkedésérsl. Mivel az f, o hataridds kamatlab
fligg a k id6tol és az £ lejaratig hatralevs id6tdl, igy a mintank is kétdimen-
zi0s lesz. A mintaelemszam novelését viszont tObbféleképpen is érthetjik. Elsé
vizsgalataink alkalméval mindkét id6tényezével tartottunk a végtelenbe. Késébb
azonban a lejaratig hatralevs id6 felsG korlatjat lerdgzitettiik, hisz természetesen
felmeriils akadaly, hogy nem allnak rendelkezésiinkre adatok tetszélegesen hosszi
lejaratig hatralevs id6vel. Azaz a masodik esetben minden idépontban a hataridés
kamatlabak ugyanolyan lejaratig hatralevs idékkel rendelkeznek.

Legyenek K,L és {K,,L,: n€N} pozitiv egészek. Az altalunk tanulma-
nyozott esetek

(i) £ .= {f,ggé) (1<k< K, 0<l< L, }, ahol K, =nK+o(n) és L,=nL+o(n)
ha n — oo,

(ii) £2:={{?) : 1<k<[,,0<(<L}, ahol K, =nK+o(n) ha n— oo, L fix.

21
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Ezekre a kovetkezo fejezetekben gy hivatkozunk, hogy n?-tel illetve n-nel ardnyos
mintik.

A kovetkezs alfejezetekben az autoregresszios paraméter ML becslésének erds
konzisztenciajat bizonyitjuk a 3.7. Tételre tamaszkodva. Mivel a bizonyitas menete
nem fiigg a volatilitastol, a szamitésok egyszertsitése végett feltessziik, hogy [:=1
a 4.1. és 4.2. alfejezetekben.

4.1. Erés konzisztencia n’-tel aranyos minta esetén

Tekintsiik el6bb azt az esetet, mikor a mintat mindkét irAnyban ndéveljiik, az-
az a mintaelemszam n2-tel aranyos. Ekkor bebizonyitjuk az ML becslés erds
konzisztenciajat stabil és mindkét instabil esetben is.

4.1. Tétel. (Filop, Pap [5, Theorem 1]) Legyenek K,L € N és legyenek
{Kn,L,eN:neN}, ahol K,=nK+o(n) és L,=nL+o(n), ha n—oo. Legyen
00 € [-1,+1], és vdlasszuk igy az a,b€R hatdrokat, hogy —1<a<b<+1 és
00 € ©, ahol
[-1,b], ha go=-1,
O := ¢ [a, b], ha |oo| <1,

[a7 +1]7 ha 0o =+1.

Minden n € N esetén legyen 0, egy az £20) .= (f,gf';))lgkgxmoggLn min-
tan alapulo tetszdleges mérhetd ML becslése az igazi 09 paraméternek. Ekkor a

(On)nen sorozat egy erdsen konzisztens becslése gg-nak.

Bizonyitas. A 3.7. Tétel (i) = (i) részébél és a 4.1. Allitasbol kovetkezik. [

4.2. Allitas. (Fiilop, Pap [5, Proposition 1|) Legyen {K,,L,:n €N}, a,beR,
© és o9, mint a 4.1. Tételben. Ekkor

sup
0€la,b]

P (Mt (£ 00) = A, n, (E750) ) =0, 00)| 50 P-mab.
(4.1)



4.1. EROS KONZISZTENCIA n2-TEL ARANYOS MINTA ESETEN 23

ha n — oo, ahol

77,73, ha Qo0 :_]—;

r'nf’QO = n—2’ ha |QO| < 17

n76a ha 00 :+]—;

és
(L 9L ha go=—1,
(00—0)* (00—0)%(2—00—0)* 152
(0, 00) = { 20-ep LT Sagyma-g7 - (BL+3K5), ha |eo| <1,

(1—9) P:[ (1—9)2 1 P:Z[L] 2 K?’[?’
40 ° 8 (2 3
12 15 514 )’ ha QO

Tovabbd minden o € [a,b]\ {00} és o minden N kirnyezete esetén, melyre
00 ¢ N (ahol N az N lezdirtjit jeldli) teljesiil, hogy infsen (¢, 00) > 0.

Bizonyitas. Tekintsiik az £(@) = (fk(:gé))lgkgj(,ogggll mintat. Az (2.10) egyenlet
alapjan f(g)—t kifejezhetjiik az f,ggé)_l, f,géi)u, f,ii)uﬂ és ny segitségével.
Az k(f’z esetben viszont nem hasznalhatjuk ugyanezt az elvet, ugyanis f,gf)l’ i1
nem eleme a minténak, igy ekkor a (2.11) egyenletet alkalmazzuk, mely szerint

’ggz kifejezhets az f,g?%_l korabbi mintaelem, az féf’,3+L_1, f(913+L kezdeti
értékek valamint az m1 pyx—1,72,4k—2,-- -, Mk, Véletlenek segitségével. Kovetve
a [6, Lemma 3.1] bizonyitasaban talalhat6é gondolatmenetet, a mintéra vonatkozo
loglikelihood fiiggvény

Al 0.8) =~ W tog(oms?)  Liog() (4.2
1 K L-1 _ L+k—1 2
=23 =5 2> (Ogre—BGelo 2522 (%xk,L—/BQ > Gé(@)) ;
k=1 ¢=0 (=L

ahol XZ:(Ik’[)lgkgK’OgggLERK(L—H), és xo’g::fo’z ha ¢ 2 1. Ebbdl kovetkezik
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a =1 feltevésiink mellett, hogy

Ak, L, (f(QO)'Qo)—AK L., (£29; 0)
K, Ln—
%Z $ [(00 12— G0) ~ O 1% Gilen)]
k=1 ¢=0
1 K, 1 L,+k—1 L,+k—1
+2Zk[( =3 Gil0) ~(Su fi%) - Z Gele)) }
=1 =Ly

ahol ¢, és <~>90 a (2.8) és (2.9)-ben bevezetett roviditések.
Fejezziik ki ezen mennyiségeket az {nes : 1< k< K,,0< < L, + K, —k}
valoszintiségi valtozok segitségével. (2.10) és (2.11) alapjan

Ln+k—1 Ly+k-1
Qoo [r (9) —Ge(00) =k.e, Qoo I (90) Z G(00) Z ML +k—j, j-
{=L Jj=Ln

Tovabba a

Op £ = Gul0) = (0go £15) — Gile0)) - (<>go &) — 00 1% +Gelo) — Geleo))

felbontas alapjan, felhasznalva az Oy, f2) — 0, f1 (90 = (0—00)( ,ggzozl - ,g‘fjl)’é)

Osszefiiggést és (2.6)-t, kapjuk a
-1
H(0, 00) := Ge(0) = Gel00) + (0= 00) Z 06 "' Gileo).
i=0
determinisztikus rész kiilonvalasztasaval, hogy
-1
Oo fr (90) —Gy(0) =mme—He(o, 00)— (0—00) Y 06" -
i=0
Hasonloan levezethetd (2.7) segitségével, hogy

Ly,+k—1 L,+k—1

(90)
R = > G = D np.sk-ii
=L, j=L
Lotk

1 -1
- Z (Hf(ga 00) +(0—00) ZnglnLn+k€,i)-
=0

€=Ln
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Ekkor a loglikelihood-ok kiilénbségének alabbi alakjat kapjuk

1
Ak, L, (f,(f(’); 00) — Ak, 1, (fy(l@o); 0) = —M{e ) +§A519’ 20)

ahol az M,(LQ’QO) és A(Q’QO) valoszintiségi valtozok a kovetkezGek

M(y,go) _Z Z nkZ<H£ 0,00)+ (0~ 00) ZQO kz)

k=1 £=0

K, Ln+k 1 L,+k—1 /—1
+Z Z NLn+k—j, Z <HZ(Q390)+(QQO)ZQé_i_lnLn+k—Z,i),
Jj=Ln (=L, 1=0
Ky Lp— -1 2
Afpre0) Z (He 2, 00) + (0= 20 ZQ T )
k=1 (=0 i=
Koo (Lntk-1 - 2
(—i—
+ k( Z (Hz(9790)+(9—90)290 ’ 177Ln,+k—£,i>> .
k=1 (=L, i=0
Tehat (4.1) igazolasahoz elegend6 megmutatnunk, hogy
Sup 7n, g0 M,SQ’QO) —0 P-m.b.,
0€[a,b]
SUDP T, 00 A%Q’QO)—EA%Q’QO) =0 P-m.b.,
0€[a,b]
sup |7, g0 EALE € —21(0, 00)| = 0
0€[a,b]

ha n — oc.
Vizsgaljuk elébb (4.5)-t. Alg 9 varhato erteke 0 €ER esetén

Ky Ln—1 -
EAfp ) = {He(Q, 20)° +(2—00) Z i 1)]
k=1 (=0 =0
Ko 1 [ fEnth— 2 L"Jrk 10-1
2(0—i—1)
DY wew) et S
k=1 =L, i=
Mivel ¢ € [a,b] esetén
P+

ZQ_ o)’
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és
2 %a ha 90:_1;
i— N2
Z@é 'Gi(eo) (Z%) =8 ha ool <1,
%, ha 09 =+1,
kapjuk, hogy minden p € [a,b] esetén
_ 2041 (162
Sy 5 et DEEEE
= - 9)+—17¢1(f1)4+0(|g|2f):0(1), ha oo = —1,
11 oo o]+
Hy(o,00) = 20-2)  2(0-20) 21~ 93)2+O(1 lol )+O(|QO|) (4.6)
= L0 1 O(|]*) + Ol ol), ha |oo| <1,
1_p2¢+1 ) 2
Q(f—g) — ¥R -(1-0%5
= —(1-05+0(0), ha 0o =+1,
0(1)7 ha 0o =—1,
_ 2 _ _ 2
H(e,00)" = § Gl B+ 0(|o*) +O(lool*), ha |oo| <1,
(1_9)2%"'0(53)7 ha go = +1,
és
Lo+k—1 O(k), ha oo =—1,
> Hi(o,00) = %JrO(\@\%"HO(\@oIL"), ha [go| <1,
¢=L, 7
T Ok (L + ), ha o =+1,
2 —_
Lotk—1 2 (Zz(k ), . . ha g9 =—1,
( ZHe(e,go>> = | Blezenr @200 4 O (k|gPEn) + O(kleol ), ha ol <1,
{=Ly — — 2
U2 (S ) 00 (L +8)),  ha oo =+1.
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Tovabbéa
i (e—i-1) _ 1,7193"‘0(|Q0|2£), ha |go| <1,
-0 L ha |oo| =1,
(4.7)
*Z’“ Z 2e-ic1) _ k(’“;oq)gm ha [oo| <1,
i= MR, ha |oo| =1,

igy o € [a,b] esetén

K —
(1+02 3 ; O(n?) = (1+ 0/ KE2n + O(n?)
:21(95 ) ( ) ha‘ 902_17
2
(KL—I—KT) (?(1990()24(190@)%) n +KL1(QOQOQ n?2+0(n)
EAe o0y ] =21(0: 0)n*+0(n), ha leof <1,
2 K Ls 2 K Londk—1 2
S st (U e ) o)
k=1 :o k=1 (=L,
_ (1-9)" ) KL® +(1 g) (K22L4+2K;L3+
4752 5 6
+5I(12L +211(5L+§—4)n6+0(n5)
=2I(0, 00)n®+0(n®), ha o =+1,

amibdl kovetkezik (4.5).
Folytassuk (4.4) vizsgalataval. Tekintsiik az alabbi felbontast o € R esetén

Al @) —EA2 9)=2(000) (0P (0, 00) a2 (0, 00) ) +(0—00)* (0 (00)+all (20)),

ahol
Kn Ln_ [71
1 0—i—1
alV (o, 00) == Hy(o, 00) E 00 Tk
k=1 ¢=0 i=0
K, , L,+k—1 Lp+k—140-1

al?) (e, eo) :Z% > Hjle, 00) Z Zgé R/

k=1 j=Ln
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Kn Ln+k 1 k Lp+k—f—

ntk—£0—1
=30 X Hlew) X ot
k=1 =0

j=Ln /=1

L s e
alP(eo) = 7 ( Z ZQ . 177Ln+ké,i>

¢{=L, =0

2

Lyp+k—14-—1 )
—E( 3 zgéwmnw,i)

{=L, 1i=0

2

1 k Lp+k—(—1
-y (Z O 177“)

(=1 =0

2

k L,+k—¢—1
Ly,+k—f—i1—1
—E E E 2 T e
/=1 1=0

Megvizsgaljuk az egyes tagokat egyenként. Kezdjiik a( )(g, 00)-el. Bevezetjik a

-1 -1
. o .
=Y o e~ N (0,29?) :
i=0 i=0

valoszintségi valtozokat. A |gp| =1 instabil esetekben a

0(1)7 ha 00 = _]-7
Hy(o, 00) = (4.8)
O(f?), ha go=+1

aszimptotika szerint

L, — 1
S s toE) ., ha oo =1,

Ky Ln71

al (0, 00) = o
ke 2o OWF)§4 0, ha 0o=+1,
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és a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

n Lnfl K, L,—1 (1) 2 B
| (1)( < \/Zk 12.6=0 o) >0 =0 (kj,n) , ha pog=-1,
a 0, 90

\/Zk 12@ "y O )Zk 1ZL 71(;(&2%)2, ha g9 = +1.

Alkalmazva a 4.6. Lemmat, o« =3 és A =4 valasztassal, |go|] =1 esetén

K, L,—1 2 2
8 ((5}5@7”) ~E (&) >—>0 Pmb. ha n—oo. (4.9

k=1 £=0
M\ _
Mivel E({k&n) =/, igy
Ky Lp—1
n n KL
n*‘SZZE(,&fz’n) - —, ha n— oo
k=1 £=0
és ekkor
Kp Lp—1 > K2
n=3 (51(;2”) — 5 P-m.b. ha n— oc.
k=1 £=0
Figyelembe véve, hogy
K, L,—1 K, L,—1
O(1)=0(n?)  és Oo(t*) = 0(n"), (4.10)
k=1 £=0 k=1 £=0

kapjuk, hogy |go| =1 instabil esetekben

51[1pb] Tn.0olaP (0, 00)] =0 P-m.b. ha n— oo. (4.11)
e€la,

A ool <1 stabil esetben a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség 6nmagéban nem ele-
gendS. A Hy(p,00) (4.6) aszimptotikaja alapjan

Ky, Lp—1 Ko Lp—1

| (1) lo—o00[(2— Qo— () O(lol2 £y¢(1)

ay’ (0, 00)| < 21— Z kon| T Z Z (lolI*" +1o0|")&;. ¢
%) k=1 (=0 k=1 £=0
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Alkalmazva a 4.8. Lemmat a=2 é A =0 valasztassal |go] <1 esetén

Kn Lp—1

w233 6, 50 Pmb. ha n—oc.
k=1 (=0

A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjin

Kn Lp—1 Kn Lp—1 n Ln—1 9

1 1
>3 0GP oVl < (|20 D0 Ollel+1eol) D D (6)
k=1 £=0 k=1 (=0 k=1 (=0

Alkalmazva a 4.6 Lemméat, a=2 és A=0 valasztassal, a |go| <1 stabil esetben

Kn

Lnl 2 2
n~2 Z <( ,(clgn) fE( ,Elgn) ) -0 P-m.b. ha n—oo. (4.12)
k=1 €=0

2 .
Mivel E(g;;g,n) =300 Y gy (4.7) alapjén

)

K, Ln—1 ) K,
S @) EL e
k=1 ¢=0 2
és ebbdl
Ky Ln—1 ) KL
n*2z Z ( 19(%) — 11— 2 P-m.b. ha n— oo.
k=1 £=0 2
Mivel P
O(le* +100l**) = O(n), (4.13)
k=1 =0
igy a |go| <1 stabil esetben
SUp 7 g0 |a (0, 00)| = 0 P-m.b. ha n— oc. (4.14)

0€[a,b]

Kovetkezzen af)(g, 0o) vizsgalata. Bevezetve a

Ly+k—0—1

L,+k—£—-1
2 ntk—0—i— ;
51(”2” = E oy TR lnl,i~N<O, E le>

=0 =0
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valoészintiségi valtozokat a

Loak_1 O(k), ha oo = -1,
> Hi(o,00) =1 O(k), ha |oo| <1, (4.15)
(=L,

O(k(Ln+k)?), ha go=+1

Kn k 2

k=1 % (k) Zl 15]5;[277,7 ha Q():*l:
ag)(g, 2) = 5:"1 % O(k) Zz 1 fk on ha [oo| <1,

Kn 2

Kk O(Ln+B)?) Y, 65,0 ha o = +1.

A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjén

\/Zk" 7Ok k”ui(Zz 1§Hn) ) ha g9 = -1,
2) .
[a? (0. 00)] \/Zk L 1O 3o 1k<Z€ 15kzn> ) ha [go| <1,
2
VSH 0L e (S 63,) s b o= 41

A ool <1 stabil esetben alkalmazva a 4.9. Lemmat a=2 és A=0 valasztassal

2 2

K, k
Z% <Z€,§?§,n> (ZQm) 50 P-mb. ha n—oc.
k=1

=1
(4.16)

Mivel E (Z]Z:l 5,52[?”) Ze 1 ZL et 03!, igy (4.7) alapjan

k

2
n_QZ E(Z{k[n> —0 ha n — oo,
melybdl

k
1
-2 - (Z gf@n) P-m.b. ha n— co.
k=1
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Tehat a |go| <1 stabil esetben

SUp 7 g0 |a? (0, 00)| = 0 P-m.b. ha n— oc. (4.17)
0€[a,b]

A |oo| =1 instabil esetekben tekintsiik az alabbi atirast

K”1<k<>>2 - L o)
2 2
1. Z k,4n :nZ, (Z kén) .
s et ok v
A 4.9. Lemmat % 5,(3)”—1“(3 alkalmazva a=2 és A=0 valasztassal
K ko 2
n=2 - <Zn ](M? ) _E<Z\f k£n> —0 P-m.b. ha n—oo.
k=1 =1
(4.18)
2
Mivel E (Z?:l ﬁ gl(jl?,n) ZZ 1ZL nth—f-1 1 :O(k)a igy
Kn Eog 2
_ 2
HQZkE<Z\/ﬁ§’(€»2)"> =0 ha n — oo,
k=1 =1
melybdl
o 1 1 ’
n =2 - (Z % gl(fzn> -0 P-m.b. ha n— oo.
k=1 =1
Figyelembe véve
K, K
Y ETOR) =0 e Y KOG (La+k))=0(0%),  (419)
k=1
kivetkezik, hogy |oo] =1 esetben
SUP 7.0 lal? (0, 00)| = 0 P-m.b. ha n — oo. (4.20)

0€[a,b]

Instabil esetben (4.9), stabil esetben (4.12) alapjan

Tr0o 0> (00) = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.21)
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Instabil esetben (4.16), stabil esetben (4.18) alapjan
Tn0o 02 (00) = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.22)

A (4.11), (4.14), (4.17), (4.20), (4.21) és (4.22) eredményeket Gsszegytjtve teljesiil
a (4.4)-beli konvergencia.

Kovetkezzen (4.3) igazolésa. Tekintsiik az M2 %)t aldbbi felbontasét o€ R
esetén

Mol = (mf (o, 00)+mP (0, 00)) + (20— 00) (M (e0) +mS) (e0)),

ahol
Ky Ln,—1
mM (e, 00) =Y > Hi(o,00)k.t:
k=1 =0
K | Lnth=1 Ly+k—1
m (e, o) 'ZZE Z H; (0, 00) Z NL,+k—t,0
k=1 j=Ln. (=L,
Ky o Dnth—1 k
=> T H;(0,00) > .oy +k—t5
k=1"" j=Ln =1
Ko Lo—1 (-1
mP(e0) =>_ Y ke ob " ki
k=1 =0 i=0
K, 1 L,+k—1 Ly,+k—1¢-1 .
miH (eo) :Z% MLy +k—3,j Z ng}‘l‘lmﬁkw
k=1 j=Ln (=L, i=0
K., k Lnth—t-1

k
%Z% n ]Z Z gLttty

Megvizsgaljuk az egyes tagokat egyenként. Kezdjiik m( )(
instabil esetben a Hy(p, 09) (4.8)-as aszimptotikija szerint

0, 00)-al. A Joo| =1

Kn L,—1
1) _ ko1 2o Ok, ha 0o =—1,
my, (Qv QO) - 5

knl [no O([ )T]k;’f, ha 90:+1
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A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjin

Ln_ L -

\/Ek Py ' ()Zk DIy 17lk,e, ha o =—1,
Ln— n n—1

Vo S o S Sy i, ha go = 1.

im0, 00)| <

Alkalmazva a 4.6. Lemmat a=2 é X\ =0 valasztéissal

K, Ln,—1

n=? Z Z (77;%75 — Enzl) —0 P-m.b. ha n— oc.
k=1 =0

Mivel
Kp Ln—1

n*QZ Z Enz,Z%KL ha n — oo,
k=1 £=0

fgy
Ky Ln—1
n2 Z Z 77;%’@ — KL P-m.b. ha n— oc. (4.23)
k=1 €=0

Figyelembe véve (4.10)-et a |go| =1 instabil esetekben

Sl[lpb] Tn.oo M (0, 00)] = 0 P-m.b. ha n— oo. (4.24)
o€la,

A |oo| <1 stabil esetben a Hy(p, 00) (4.6)-0s aszimptotikija szerint

L,—1 K, L,—1
20— 00l(2— 00— 0) ] SN
(o, o) < o BIEZ OIS S 137 S 0P+l
% k=1 £=0 k=1 £=0

Alkalmazva a 4.8. Lemméat o =2 és A =0 valasztassal

Ky, L,—1

niZZ Z Mie — 0 P-m.b. ha n— oo.
k=1 ¢=0

A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjin

=

n Ln—1 K, L,—-1 K, L,—-1
O(lel* + ool Ynr.e| < O(lo|* +120l*) U

=~
I

1 4=

(=)
(=)
(=)
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Figyelembe véve a (4.13) és (4.23) eredményeket, a |go| <1 stabil esetben

SL[lpb] P00 M (0, 00)] = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.25)
0€la,

Kovetkezzen m'? )(g, 00) vizsgalata. A (4.15) aszimptotika szerint

S £ O(k) S Lkt ha oo = -1,
m!? (o, 00) = 22{21 & Ok) Zf:l 10,L,+k—05 ha |go] <1,
L O((Ln+5)?) S0y Moz +h—e, ha 09 =+1,

melybél a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

2
\/anl FO(k?) 325 1k(2z 176, Ln+k— z) ) ha oo =

2
m,,” (0, 00)] \/Zk" 10(k2) Yo 1,€<Z¢ LN, L +h— e) , ha [go| <1,

Im (2)

7]_,

Kn 1 2 4 Kn 2
Zk:l EO(k (Ln+k) ) k=1k% (Zz 1M, L +k— e) , ha go=+1.

Alkalmazva a 4.9. Lemmat o =2 és \ =0 valasztassal

K k 2 k 2
1
n”E:% (E W,Ln+k—e> -E <E m,Lﬁk_g) —0 P-m.b. ha n— occ.
k=1 =1 /=1

2
Mivel E(Z’Zzl 77@,L,L+k7z) =k, igy
KVZ

k 2
712 (Z nE,Ln+k—Z> — K ha n — 0o,
=1

melybdl
KYL

2
k
1
n—2z% (ZW,LnJrk[) -0 P-m.b. ha n— co.
k=1 (=1

Figyelembe véve (4.19)-et, mind a |p| <1 stabil, mind a |p|=1 instabil esetekben

st[lpb] P00 |2 (05 00)] = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.26)
0€la,
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Kévetkezzen m'y )(go) vizsgalata. Vezessiik be a kovetkezd valosziniségi val-

tozokat
-1 ) /-1 .
(=S o (o,z ) .
1=0

=0
Alkalmazva a 4.7. Kovetkezményt a |g| <1 stabil esetben a=2 és A =0
valasztassal, és a |g| =1 instabil esetekben o =3 és A =4 valasztassal

Kn Ln_l

732 Z (nkeﬁun ET}HCS}?”) P-m.b. ha n— oc.

k=1 ¢=0

Mivel 7, és C,Mn fiiggetlenek minden k€ N esetén, igy

Kn Ln—1

3
ETMCH”: 0,
k=1 {=

(=)

amibdl kovetkezik, hogy mind a |g| <1 stabil, mind a |g|=1 instabil esetekben
Tr.oom (00) = 0 P-m.b. ha n— . (4.27)

Végiil kovetkezzen ml )(QQ) vizsgalata. Bevezetve a

gl(fl?,n =101, +k—0 ~N(0,1),

Ly,+k—0—1 L,+k—£—1
4) . _ Ln+k—0—i—1 2
Ck,z,n = E 90 Ne,i ~N E Qo
i=0 i=0

valészintiségi valtozokat
K, k k
-1 (4) (4)
() ()

k=1 j=1 (=1

Alkalmazva a 4.10. Kovetkezményt =2 és A =0 valasztassal a |p| <1 stabil
esetben

Tr.oom P (00) = 0 P-m.b. ha n— cc. (4.28)
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Instabil esetben a

K k
~ 4 1
o =3 (26l ) (30 ekt
k=1 j=1 (=1

atiras alapjan, alkalmazva a 4.10. Lemmat a §,g4J)n és ﬁ 1242)11 valészintiségi

valtozokra a =2 és A =0 valasztassal a |p| =1 instabil esetekben
TroomP (00) = 0 P-m.b. ha n— 0. (4.29)

A (4.24), (4.25), (4.26), (4.27), (4.28) és (4.29) eredményeket Osszegytjtve kapjuk
(4.3)-t. Ezzel igazoltuk a (4.1) allitést. O

4.2. Erds konzisztencia n-el aranyos minta esetén

Mint emlitettiik, felmeriilt a kérdés, vajon hogyan viselkedik a ML becslés, ha
a lejaratig hatralevé maximalis id6t lerdgzitjiik, és csak a megfigyelési idGpontok
szamaval tartunk a végtelenbe. Ekkor az egyik instabil esetben, nevezetesen o=-—1
esetén, nem sikeriilt bizonyitanunk az erds konzisztenciat (az ellenkezGjét sem). De
az is érdekes eredmény, hogy o=+1 instabil esetben teljesiil, mert instabil esetben
altaldban csak gyenge konzisztencia varhaté. Meglep6 moédon, azon esetekben, ahol
sikeriilt bizonyitanunk az er6s konzisztenciat, a skaldzo tényez6k megegyeznek az
n’-tel aranyos mintanal kapott skalazé tényezdkkel, tehat nem csokkentek.

4.3. Tétel. (Fiilop [2, Theorem 4.1.]) Legyenek K,L € N és legyenek {K, €
eN:neN}, ahol K,=nK+o(n) ha n—oo. Legyen oo € (—1,+1], és
vdlasszunk gy az a,b € R hatdrokat, hogy —1<a<b<+1 és o9 €O, ahol

6= [a,b], ha |oo] <1,
. [a,+1], ha 0o=+1.

Minden n € N esetén legyen 0, egy, az fr(bgo) = (f,ggf))lgkgKn,ogggL min-
tan alapulo, tetszdleges mérhetd ML becslése az igazi o9 paraméternek. Ekkor a
(0n)nen sorozat egy erdsen konzisztens becslése go-nak.

Bizonyitas. A 3.7. Tétel (i) = (iii) részébdl és a kivetkezd allitasbol kovetkezik.
O
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4.4. Allitas. (Fiilop |2, Proposition 4.2.|) Legyenek K,L, {K, :n€N}, a, b, ©
és oo mint a 4.3. Tételben. Ekkor

T'n,00 (AKn,L (fy(LQO)Q Qo) —Agk, L (f,(f’o); g)) —I(p, go)‘ —0 P-m.b. (4.30)

sup
0€[a,b]

ha n— oo, ahol

TL72, ha |QO‘ < 17
T =
m,00 niG’ h,a 00 = +1’

( )2(2 )2
HeaaorGoor Ko ha leol <1,

I(0,00) = )
7(1;3%) KS, ha o9 =+1.

Tovdbbd minden o € [a,b]\ {00} €és o minden N kiérnyezete esetén, melyre
00 &N (ahol N az N lezdirtjdt jeléli) teljesiil, hogy infsen I(, 00) > 0.

Bizonyitas. A 4.1. Allitas bizonyitasa alapjan (4.30) igazolasahoz elegends leel-
lendrizniink a (4.3), (4.4) és (4.5) konvergencidkat L, :== L, n € N esetén.

Foglalkozzunk el6szor (4.5) bizonyitasaval. A Hy(o, 0o)-lal kapcsolatos aszimp-
totikdk megvéltoznak, nevezetesen tetszdleges o € [a,b] esetén

lgmolBoe0—8) 1L O(|o*) + O(loo|*) = O(1), ha |eo| <1,

Hy(o, Qo)z{ 2(1-co)*(1=0)

4.31
~(1-0)5+0() =0(1), ha g0 =1, 3y

Lol @00 L O(|o") +O(eol’) = O(1), ha o] <1,

Hy(0,00)° = > )
(1-0)*F +0(£°) =0(1), ha go=1,
és
k(o—00)(2—0 .Q)
L+k—1 2(1 OQO (log () ( )7 ha |Q0|<17
Z; Hy(o, 00) le ( %) Ok (4.32)
=15 “”f3+0( ) =0(k ) ha gy =1,

Ltk-1 2 k‘2 (e=e (190)@0()24(190 Q)gz +O(k)7 ha |QO| < 17
0, 00 = 1
k6 U225 L O(k), ha go=1.



4.2. EROS KONZISZTENCIA n-EL ARANYOS MINTA ESETEN 39

Kovetkezésképpen o € [a,b] esetén
e SR +0(n)
=2I(0, 00)n*+0(n), ha [oo| <1,
EA%Q, 00) —
1-0)? K©
( 4@) I;Tn6+0(n5)
=2I(p, 00)n+0(n%), ha gp=1,
ami maga utan vonja (4.5)-t
Folytassuk (4.4) igazolaséval. Ehhez hasznaljuk a korabbi

Afp: 0 —EA ) =2(0— o) (af (e, e0)+aP (e, 00))+(e—00)* (o (e0) +at (e0))

felbontést (o € R), melynek tényezsi a
-1
W ,wfv(o,zggz),
i=0
Ltk—0—1 Lik—t—1
) .
5/(“371 = Z pLHh—t=i=1 ,i~N<0, Z ng)

=0 =0

valészintiségi valtozok bevezetése utan a kovetkezd egyszertibb alakba irhatoak

K, L-1
1
a%”(@? QO) = Z HZ(Q7 Qo)glgy,z,n
k=1 £=0
Ko | Lkl k
(2)(97 QO) :Z% Z HZ 0, 0o Z ](61371’
k=1" (=L g=1
Kn L—1 W W )2
o —zz{w (6],
k=1 £=0
K, 1 2 k ’
a(4) E k £ N -E (Z gk £ n)
=1 (=1

Kezdjiik alt )(g, 00) vizsgalataval. A Hy(o, 00) (4.31)-beli aszimptotikaja és
a Cauchy-Schwarz egyenl6tlenség alapjan a |gg| <1 stabil és a gy =1 instabil
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esetben egyarant

=

n L

I
_

K, L—

—

2
lalM (0, 00)] < o(1) ( ,(jl?n) .
k=1 £=0 k=1 £=0
Alkalmazva a 4.13. Lemméat o =1 mellett
K, L—1 )
1Y ((gwn) ( ,g}g,n) ) —0  P-mb. ha n—oo.  (4.33)
k=1 £=0
Mivel
2 Looi’  pa loo| <1
e (ef0,) = { 7
w é, ha 00 = 1,
és igy
K, L—1 K( L _1—93L> ha |oo| < 1
-t E (5 ) -3~ (1-e3)% )’ QoI =%
k é n KL2 h . 1
k=1 £=0 5 a op=1,
n— oo esetén, (4.33) alapjan
K, L—1 L 1—03" )
55 @,y ) el
KL~ ha =1
k=1 £=0 3 ©o )

Mivel 77 217" O(1) = O(n), gy mind a |go| <1 stabil, mind a gy = 1
instabil esetben

81[1pb Tn.oolat (0, 00)] = 0 P-m.b. ha n— oco. (4.34)
e€la,

Kovetkezzen al )(g, 00) vizsgalata. Tekintve a (4.32)-beli aszimptotikat

S Lok Yh 67, ha Jeol <1,
S Lo 62, ha en=1,

melybdl a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

al? (o, 00) =

no 1 o v Kn 1 ko2 )?
Zk 1ROk 20 % (Zj:lfk,j,n) ; ha oo <1,

|a%2)(ga QO)| < 5 3
Zk " RO(KS) 30, 1%(2:] 151(w)n) , ha go=1
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(2)

A 4.15. Lemma alkalmazésa el6tt le kell ellendrizniink a  sup E(§; p L) < o0
JSkSKn s

feltételt.

1—93

1 Q2(EFk=) 4
105 ( —=2——] , ha Joo| <1,

Lk—j—1 4
-y @) -

i=0 105(L+k—j5)*, ha go=1.

Ezek szerint a stabil esetben teljesiil a feltétel, az instabil esetben azonban mas
modszerhez kell folyamodnunk.

Tekintsiik el6bb a |gp| <1 stabil esetet. A 4.15. Lemma alapjan « =2 mellett

K, 1 k 2 k ) 2
_ (2 2
w2y ] B>, | 20 Pmb. (4.35)
k=1 j=1 j=1
ha n — oco. Mivel
k o 2 k @ 9 k L+k—j—1 k 1 92(L+k—j)
2 2 2% 0
E(D &) = E( km) => g =) —— =0(k),
j=1 j=1 j=1 =0 j=1 o
igy ,

K k
n 1
n_QZEE Z{l(fj)n — 0, ha n— oo,
k=1 j=1

amibgl (4.35) alapjan

Koo K ?
n=? z Z f,(fj)n —0 P-m.b. ha n— cc.
k=1 j=1
Figyelembe véve
K’Vl
> ETO(R?) = 0(n?), (4.36)
k=1
kapjuk, hogy a |gg| < 1 esetben
SUp 7 g0 |0 (0, 00)| = 0 P-m.b. ha n— oc. (4.37)

o€la,b]
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A pg=1 instabil esetben a kovetkezs atalakitast hajtsuk végre

K, 1 k 2 K, 1 k 2
(2) _ (2)
Yo (e ] =n> s Z S
k=1 j=1 k=1 j=1
Ekkor teljesiil a
8 (L+k—j)*
sup F ( {k] n) = sup 105—F—— <0
kjneN  \ VN J<h<KnEN n

feltétel és alkalmazhatjuk a 4.15. Lemmét a % 5,(623. , Vvaloszintiségi valtozokra
a =2 véalasztasa mellett:

2 2

X

T =

IIMa-

k
1 1
i=1

=~
Il
MR

2
ha 71— 0o. Mivel E(Z] ) f&(f]},n) sk SR 1002), gy

Kn k ) , Kn 12
I Z &, =23 1o <n> S0,
k=1 J:1 k=1

ha n — oo, és (4.38) alapjan

2

X

T =

k]n —0 P-m.b. ha n— oco.

3\

¢

=~
Il
_

Figyelembe véve

Kn

> kTO(KE) = 0(nf), (4.39)
kapjuk, hogy a gp = +1 instabil esetben

st[lpb] noola® (0, 00)] =0 P-mb. ha n— oo. (4.40)
0€la,
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A stabil és a g9 = +1 instabil esetben (4.33) alapjan

Tr0o 0> (00) = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.41)

Tovabba a stabil esetben (4.35) alapjan, az instabil esetben pedig (4.38) alapjan

Tr0o 0 (00) = 0 P-m.b. ha n— occ. (4.42)
A (4.34), (4.37), (4.40), (4.41), és (4.42) konvergencidkbol kovetkezik (4.4).
Végiil kovetkezzen (4.3) ellendrzése. Ehhez hasznaljuk a korabbi

M# ) = (m{P (o, 00)+mi (0, 00)) + (2= 00) (M (00) +mi (00))

felbontast (o € R), melynek tényezdi a

-1
de =t ,ZNN<OaZQ(2)Z>7
=0

= mynaky ~ N(0,1),

k,j,n
Ltk—£—1 LAk——1
4 ,
= D T N (0, > g%’)
i=0 i=0
valészintiségi valtozok bevezetése utan a kovetkezd egyszertibb alakba irhatdak
K, L—1
Mo, 00) == Hy(0, 00)7k.0
k=1 ¢=0
Kn o Lkl k
mP e, )=y 7 D Hele.00) Y &)
k=1 (=L j=1

Ky,
mSLS)(Qo) = Z Z Nk, ¢ ff’}n,
k=1
k k
(4) (4)
(e (an)
=1



44 4. FEJEZET. EROS KONZISZTENCIA A HIM-TIPUSU MODELLBEN

Kezdjiik az m%)(g, 00) vizsgélataval. A Hy(p,00) (4.31)-beli aszimptotikija és
a Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan a |og| <1 stabil és a gy =1 instabil
esetben egyarant

K, L-1 K71 L—-1

im0, 00)| < O(1 ne
k=1 £=0 k:l =0

Alkalmazva a 4.13. Lemmat o =1 mellett

K, L—1
122 nké Enkz —0 P-m.b. ha n— ooc.
k=1 £=0
Mivel
K, L—1
Y > B, KL ha n— oo,
k=1 £=0
fgy
K, L—1
nt 77,%’@ — KL P-m.b. ha n— oo.
k=1 £=0

Mivel Zsz"l ZZL;OI O(1) =O(n), igy mind a |go] <1 stabil, mind a g9 =1
instabil esetben

Sl[lpb] rn@o\mg)(g, )] —0 P-m.b. ha n— oo. (4.43)
o€la,

Kovetkezzen m'? )(g, 00) vizsgalata. Tekintve a (4.32)-beli aszimptotikat
Kn 1

1%k

1

Zk 1k

melybél a Cauchy-Schwarz egyenlGtlenség alapjan

(k)35 &) ha loo] <1,

m{? (o, 00) =
( )Z] 15]9]77,7 ha Q():l:

O(k
0

n 1 2 Kn 1 k @ \?
\/Zk 150k 2002 % (Zj:1§k7j7n) ; ha oo <1,
1 w1k @) _
\/zkl O i 4 (S 6,) e eo=1.

m) (e, 00)] <
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Alkalmazva a 4.15. Lemmat « =2 mellett

2

k
ng(:]),n ngm -0 P-m.b.
J=1

bl

Il

o
el

. ko4 )2 .
ha n — co. Mivel E(ijlgkijn) =k, igy

2
Kn

k
*12 Zf,(:lj)n - K ha n— oo,
=1

és ekkor
KTL

k
1
n=? Z % Z f,(:l])n —0 P-m.b. ha n— cc.

Figyelembe véve a (4.36) és (4.39) aszimptotikakat, a |gg] <1 stabil ésa gg=1
instabil esetben egyarant

Sl[lpb] Tn,go\mg)(g, )] —0 P-m.b. ha n— oo. (4.44)
0€la,

Kovetkezzen m%)(go) vizsgalata. Mind a stabil, mind a o = +1 instabil
esetben alkalmazhatjuk a 4.14. Kévetkezményt a =1 mellett:

K, L—1
nt Z Z (nk,é lel?,n —Enke Qig}n) —0 P-m.b. ha n— oc.
k=1 £=0

Mivel 7y és C,(:)g , minden k€N esetén fiiggetlenek

K,
ZZ UkeCan(l

£=0

ésigy a |oo| <1 stabil és a gp=1 instabil esetben egyarant

Tr.oom D (00) = 0 P-m.b. ha n— oo. (4.45)
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Végiil kovetkezzen mit )( o) vizsgalata. Itt Gjra kiilon kell kezelniink a két
esetet.
A ool <1 stabil esetben a 4.16. Kovetkezmény alapjan, o =2 mellett

K, k k
2y R Y gl (Z ¢y ) P-m.b. ha n— .

k=1 j=1 (=1

A o =+1 instabil esetben a 4.16. Kévetkezményt a 5,(643 n €8 ﬁ (,gi?)n valo-

szintségi valtozokra alkalmazva o =2 mellett

K, k
_ — 4 4
e (s (zfg,gg,) pmb. ha 1o co.
j=1

k=1
Igy a |oo| <1 stabil és a g =1 instabil esetben egyarant teljesiil, hogy
P00 (00) — 0 P-m.b. ha n— occ. (4.46)

A (4.43), (4.44), (4.45) és (4.46) konvergenciakbol kovetkezik (4.3). Ezzel igazoltuk
a (4.30) allitast. O

4.5. Megjegyzés. A gy = —1 instabil esetben az eddig alkalmazott modszer-
rel nem jon ki az erds konzisztencia. Ennek oka, hogy a (4.5) konvergencia n=2
skalazotényezovel teljesiil, viszont ez a skalazotényezs mind (4.4), mind (4.3) iga-

zolasédhoz kevésnek bizonyult. Az

Tn,g0@ ’El)(g7907) r",Qo‘mng)(@aQO)L T'n, 00 ()(90) 0 P-m.b. ha n— oo

konvergencidkat nem tudtuk bizonyitani. A 4.1. Allitasban az I(g, 0y) mennyiség
00 =—1 esetbeli értékebdl latszik, hogy az n-el ardnyos minta esetén (ahol L, =
=L, ne€N) a nagysigrend kiilénbozik az n-tel aranyos eset nagysagrendjétol.

4.3. Szimulaciok

Ebben az alfejezetben a o paraméter becslésének empirikus viselkedését vizs-
galjuk szimulaciok segitségével. Megvizsgaljuk az ML becslések konvergencidjat és
normalitasat, bar utobbira nincsenek elméleti eredményeink. A szimulédcidkat és
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becsléseket az R [24] statisztikai programcsomag segitségével végeztiik.

A L+I<—‘4k

L+k-H

I+~ Ll
| 4 %
11

T Ny L { L >
K1k X ik K k K
1. abra 2. dbra 3. dbra

Becsléseinket egy K x L méretd {frr:1 <k <K, 1 << L} minta alap-
jan végezziik, melyet az arbitrazsmentes modelliink (lasd (2.10), (2.11)) alapjan
generaltunk adott S volatilitas és {fo¢:¢ = 0} kezdeti értékek esetén. A (2.10)
egyenlet alapjin az fy, hataridés kamatlab 3 korabbi id6ponttol fiigg, plusz egy
véletlen valtozotol (lasd 2. abra). A téglalap tetején azonban ezt az Gsszefiiggést
nem hasznélhatjuk, mivel az f;_1 41 nincs benne a mintaban, igy ebben az eset-
ben a (2.11) egyenlet alapjan egy korabbi mintaelem, két kezdeti érték és véletlen
valtozok segitségével tudjuk fi r-et generdlni (lasd 3. abra).

A hatéridds kamatlabak kezdértékeire fj 0:=0.03 (0 <k < K+L), a vola-
tilitasra B = 0.2 rogzitett értéket vettiink. Mivel az a valdsaghtibb eset, mikor a
lejaratig hatralevs id6t nem tudjuk tetszélegesen nagyra valasztani, arra toreked-
tiink, hogy az n-nel ardnyos mintandvekedést szimuldljuk az n? helyett.

A maximum likelihood becslések a (4.2) loglikelihood fiiggvény maximumhe-
lyei, mely az ismeretlen p paraméter magas fokt polinomja. Emiatt nem tudunk
explicit megoldast adni g-ra, csak numerikus eljarassal tudjuk megkapni a becs-
léseinket. Ehhez az R beépitett optim fliggvényét hasznaltuk, mely a Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) modszeren alapul.

Elgszor a stabil esetet teszteltilk o = —0.6 valodi paraméterértékkel. Gene-

raltunk egy 100 x 20 méretd mintat és ennek egyre ndvekvs részmintaibol szé-
moltattuk az ML becslést. A 4. abran az ML becslés véltozasa lathaté mikézben
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a becsléshez hasznalt részminta mérete 5x L,6 X L,...,100x L és L =20. 20
ilyen szamolast lefuttatva lathatjuk, hogy az ML becslések sorozata a valédi pa-
raméterértékhez tart. A 2. dbran egyetlen sorozatot latunk egy nagyobb minta,
K=5,...,150 és L =30 esetén. Ez mar sokkal tobb id&t igényls szamolas, egy
atlagos laptopon (Intel Core2Duo T9400 processzor, 2x2GB DDR3 memoria) tobb
Oraig tart.

tho=-0.6 rho=-0.6

0.4
1
04
1

-0.5
|

- © Y L P i e
< 2 < 8 / 7
~ ~
S S
@ @
S 1 S
T T T T T T T T
20 40 60 80 100 0 50 100 150
K =5, ..., 100, L = 20, Sample size: 5 x 20, 6 x 20, ..., 100 x 20 K =5, ..., 150, L = 30, Sample size: 5 x 30, 6 x 30, ..., 150 x 30
. p
4. abra 5.abra
rho = -0.6

0.4

Density

0.2

0.1

A
Pao
sample size 80 x 40

6. dbra
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Ezutan 200-szor generaltunk 80 x 40-es mintat és ebbdl becsiiltiik az ML becs-
lést. Minden becslésbdl levontuk a valodi paraméterértéket és osztottuk a becslések
mintabol szamolt szérasaval. A 3. dbran ezen standardizalt becslések hisztogramjat
lathatjuk, és a standard normalis eloszlas haranggorbéjét.

Az 4bra alapjan a hisztogram jol illeszkedik a standard normaélis eloszlas strti-
ségfiiggvényére. Teszteltiik a normalitdast Kolmogorov-Szmirnov és Shapiro-Wilk
prébaval is:

Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0527, p-value = 0.6356.
Shapiro-Wilk normality test: W = 0.9935, p-value = 0.5345.

A nagy p-érték tisztan jelzi a becslések normalitasat. Igy mondhatjuk, hogy a
stabil esetben az ML becslések az elméleti eredményeknek megfelelGen viselkednek,
konzisztensek és aszimptotikusan normalisak.

A o=+1 instabil esetben az abrak és eredmények az alabbiak:

tho=1 rtho=1
o
3 0
e 7 I
o
S
8 1 <
— o Y
/ ]
s Y
g i \
- g 4 1 \
/ \
- 8 z ' \
<< 84 2
d 3
= a8 1 \
o / \
@ ° \
3
o \
=
\
] g
& \
© \
\
5 ~
3 o -
3 S
° T T T T T T T T T 1
20 40 60 80 100 -4 -2 0 2 4
A
K=5, ..., 100, L = 20, Sample size: 5 x 20, 6 x 20, ..., 100 x 20 Pso
sample size 80 x 40
7. abra. 8. abra

Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0421, p-value = 0.8694.
Shapiro-Wilk normality test: W = 0.9916, p-value = 0.3058.
Illetve a o= —1 instabil esetben kapott abrak és eredmények:



50 4. FEJEZET. EROS KONZISZTENCIA A HIM-TIPUSU MODELLBEN

rho = -1 rho = -1

Density

T T T T T r T T T 1
20 40 60 80 100 -4 -2 0 2 4

A
K=5,..,,100, L = 20, Sample size: 5 x 20, 6 x 20, ..., 100 x 20 Pao
sample size 80 x 40

9. 4bra. 10. abra.

Kolmogorov-Smirnov normality test: D = 0.0529, p-value = 0.6315
Shapiro-Wilk normality test: W = 0.973, p-value = 0.0006713

Azt mondhatjuk, hogy az ¢ =41 esetben az ML becslés az elméleti eredmé-
nyeknek megfelelGen viselkedik, azaz konzisztens, és a 9. abra azt sugallja, hogy
a o= —1 esetben is teljesiil a konzisztencia, habar ezt elméleti eredménnyel még
nem tudjuk alatdmasztani.

Ugy ttinik, hogy a o= +1 esetben (mindkét proba alapjan) az ML becslés
aszimptotikusan normaélis szemben a o= —1 esettel, ahol a Shapiro-Wilk pro-
ba alapjan elvetjiik a normalitast (érzékenyebb a ferdeségre, mint a Kolmogorov-
Smirnov proba).

4.4. Figgelék A

Az erds konzisztencia esetén a 4.2. Kovetkezmény bizonyitdsanal nagy szamok
erds torvényei tipusu allitdsokat hasznaltunk nem fiiggetlen minta esetén. Hasonld
allitasokat talalhatunk [10] és [6] munkakban, azonban ezeknél kissé altalanosabb
esetekre volt sziikségiink. A Fiiggelék A-ban taldlhaté lemmak az n?-tel aranyos
mintara vonatkoznak, mig a Fiiggelék B az mn-nel ardnyos mintara vonatkozo
allitasokat foglalja Ossze.
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4.6. Lemma. Legyenek K,L € N, és legyenek {K,,L, € N:n € N}, ahol
K,=nK+o(n) és L,=nL+o(n), ha n— oo. Legyenek tovibbd {&x ¢n:k,{,n€E
€ N} olyan valdsziniségi vdltozok, hogy minden n €N esetén a {&k ¢ € N}
halmazok kilonbozé k € N esetén figgetlenek (azaz a o(Epen: ¢ €N), k€
€ N o-algebrdk figgetlenek), és Ef/%,e,n =O() wvalamely A\ >0 esetén (azaz
SUDg ¢ neN ﬁkafi,e,n < 00). Ekkor minden o> (7T+X)/4 esetén

=
h

n=¢ (5,37&” — Eg,im) —0 P-m.b., ha n — oco.
1

n

B
Il
-
~
Il

Bizonyitas. Elegendd megmutatnunk, hogy minden € >0 esetén

oo
Z (|Gn| > en®) < o0,

ahol

Ky n

Z (glzé,f,n - Eglzé,f,n) :

k=1/¢=1

[
~

A Markov-egyenlétlenség alapjan P(|(,|>en®) < e 4n"4*E(?, igy elegends meg-

mutatnunk, hogy EC* = O(n**~'7%) valamely & >0 esetén.
K, Ly
EC, = > > ECkytrnChatoinChs ity mChantams

ki,ka, k3, ka=1 £y,£2,03,£4=1
ahol Cen :=&7 4, —EE ;.- A Cauchy-Schwarz egyenlétlenség alapjan

4 4 4 1/4
| ECkl N 7"<k2 L2 ﬂcks 3 7"€k4 La,m | < (ECkl A1,n ECkg 2R ECkg A3,n ECk4 Ly ,n) .

Tovabba
ECh pn =E(&h 0 —E& o) < 2% (EEL .+ (EER ,,)"Y) SI6EEL ,,, = O(0).

igy kapjuk, hogy

ECk, 01,nChst2,nCkis 05,0 Cka an = O ((51525334)”4) .
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Mivel a feltétel szerint a {Cren: € €N}, k€N, halmazok fliggetlenek minden
n €N esetén, és EC; ¢, =0 minden k,¢,n €N esetén, igy

L'n/ Kn
EGi= ) > ECht1 1 ChytanChta mCrtam

01, s, 0, ba =1 \k=1
+6 Z ECky 01,1 Ck1 62,0 Cka 05,1 Cka lan
1< ki<ke < Koy,
Ly, K,
- Ottt )+ 3 0((tatatsta))
1,05, 05,00 =1 \ k=1 1 < ks < Ko

S(E)- 2 (Z)

1 < k1<ks < K,

Kovetkezésképpen ECY=O(n**~17%) ha §:= —a>0. O

4.7. Kévetkezmény. Legyenek K,L€EN, és legyenek {K,,L,eN:neN}, ahol
K,=nK+o(n) és L,=nL+o(n), ha n— oco. Legyenek tovibbd {&k.en,Ck,em :
k. £,neN} olyan valdsziniségi vdltozok, hogy minden neN esetén a {&k ¢.n, (i on:
€N} halmazok kilénbozé k€N esetén figgetlenek (azaz a o(Ek.0n,Chem LEN),
keN, o-algebrik fuggetlenek) és E(ngJran) O(f*) valamely X\ = 0 esetén
(azaz supy g ,en € E(ER 1, +CRpn) <00). Ekkor minden o> (7T+X)/4 esetén

Kn Ln

n-* (&kyenChtn — E€k e nCryen) — 0 P-m.b., ha n — oco.
k=1 ¢=1

Bizonyitas. Mivel
1
Ekt,nCh,n — E&k 0,nChytn = 1 |:{(§k,€,n +Chen)? —E(Ekon +Ck,z,n)2}
- {(fk,z,n —Cren)® —E(&htn — Chyen)’ }] ,

igy & {&koemn+Chen:k,neN} és {&pon—Chon: k,l,n € N} valoszintségi
valtozokra alkalmazva a 4.6. Lemmat, kapjuk az allitast. O
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4.8. Lemma. Legyenek K,LeN, éslegyenek {K,,L,eN:neN}, ahol K, =
=nK+o(n) és L,=nL+o(n), ha n—oo. Legyenek tovibbd {&kn:k,l,n€
€ N} olyan valdsziniségi vdltozok, hogy minden n €N esetén a {£k o ¢ € N}
halmazok kilonbozé k € N esetén figgetlenek (azaz a o(€pen: ¢ €N), k€
€ N o-algebrdk figgetlenek), és Ef/%,e,n =0 wvalamely X\ >0 esetén (azaz
SUDg ¢ neN gi/\Efﬁ,e,n < 00). Ekkor minden o> (7T+X)/4 esetén

KTL L’Vl
- &k —E&kon) —0 P-m.b., ha n — co.
k=1 =1
Bizonyitas. Hasonl6 a 4.6. Lemma bizonyitasahoz. O

4.9. Lemma. Legyen K €N, éslegyenek {K, eN:neN}, ahol K,=nK+o(n)
ha n — oco. Legyenek tovabbd {&k,jn :k,j,n € N} olyan valdszindségi viltozok,
hogy minden n €N esetén a {{k jn:k €N} halmazok kilénbozd jeN esetén
figgetlenek (azaz a o(&jn:k €N), j €N o-algebrdk figgetlenek), és E{,f’jm =
=0(j*) valamely X >0 esetén (azaz supk’j,neNj_’\Efgvj7n<oo). Ekkor minden
a>(74+43)\)/4 esetén

2 2
K, k
O DY kg | —E D &g | | =0 P-mab, ha n — co.
k=1 j=1 j=1

Bizonyitas. Nyilvan

2 2
k k k k
D Ggm | “E[D &im | =D D (Ckiimriom —Ekirnbhjon)-
=1 =1

J1=1j2=1

Mint a 4.6. Lemma bizonyitésaban, elegend6 megmutatnunk, hogy > n=4*E(! <
n=1

< 00, ahol

Zk_ Z Z Chjr jasm

J1=1j2=1
és

Ch,jr,gam = Ek,ji,n€k,jan — E&k g1 nk,ja m-
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Ekkor

Kn

EC;‘; = Z (k1k2k3k4)_1><

ki,ko, k3, ka=1
k1 k2 k3 ka
X E , E E E ECk?l7j17j2:an?Z7.737j47"7f<k337j57j67”Ck47j77j87n'
J1,92=1 j3,ja=1 js,je =1 jr,js =1
Mint a 4.6. Lemma bizonyitasdban, megmutathato, hogy

Az {& ;n:k €N}, j €N halmazok figgetlensége miatt

ECk, ,J1,d2 Jlez \J3 ,147"<k3 NE JGJLC’M grgsm =0

haa {j1,42}, {4s,74}, {Js,76}, {J7,Js} halmazok koziil valamelyik diszjunkt a
masik haromtoél. Kovetkezésképpen

kl kz k‘3 k?4
_ 6+3A
Z Z Z Z ECk1 1,52, Cha s ,ja,nCka. s e n Cha i js,n = O(n )-

J1,J2=1j3,ja=1 js,je =1 jr,js =1

Mivel Zzzl k=t = O(logn), igy ECi=0(n""*logn)*), tehat n~**E(; =
=0(n®T3* 4 (logn)*), ahol 6+3X\—4da< -1, azaz y .- n **E(r <oco. O

4.10. Kovetkezmény. Legyen K € N, és legyenek {K, € N:n € N}, ahol
K, =nK+o(n) ha n— oco. Legyenek tovdbbd {&x jn,Ckjn:k,j,n €N} olyan
valdszindségi vdltozok, hogy minden neN esetén a {& jn,Ck jn:kEN} halmazok
kilonbozo j € N esetén figgetlenek (azaz a 0(&kjm,Chjn:k€EN), jEN o-
algebrdk figgetlenek), és E(§§7j7n+§,§7j,7l) =O0(5") valamely \ >0 esetén (azaz
Supk,j,neNj_AE(gli,j,n+<l§,j,n) < o0). Ekkor minden o> (74+3)\)/4 esetén

K, k k k k
n- Z k! Z fk,j,n (Z Ck,z,n> —E Z fk,j,n (Z Ck,é,n) —0
k=1 j=1 =1 j=1 =1

P-m.b., ha n — oo.

Bizonyitas. Hasonl6 a 4.7. Kovetkezmény bizonyitasahoz. O
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4.11. Lemma. Legyen K €N, és legyenek {K, €N:neN}, ahol K,=nK+
+o(n) ha n— oco. Legyenek tovibba {&k jn :k,j,n € N} olyan valdsziniségi
vdltozok, hogy minden neN esetén a {&k jn:k €N} halmazok kilonbézé jeN
esetén figgetlenek (azaz a o(&kjn k €N), j€N o-algebrik figgetlenek), és
Ef,%)j’n =0(j*) valamely X\ >0 esetén (azaz supkyjﬁneNj’AEfg,j’n <o0). Ekkor
minden o> (3+X)/4 esetén

K, k
O ETY (Erjn—Ebkjm) >0 P-mb, ha n — oo.
k=1 j=1

Bizonyitas. Hasonl6 a 4.9. Lemma bizonyitasahoz. O

4.12. Lemma. Legyen K €N, ¢és legyenek {K, e N:neN}, ahol K,=nK+
+o(n) ha n— oco. Legyenek tovdibba {&k jn :k,j,n € N} olyan valdsziniségi
vdltozok, hogy minden n €N esetén a {& jn:k €N} halmazok kilonbézé jeN
esetén figgetlenek (azaz a o(&kjn:k €N), j€N o-algebrik figgetlenek), és
Ef,%’j’n =0(j*) valamely X\ >0 esetén (azaz supkyj’neNj’AEﬁé’j’n <o0). Ekkor
minden o> (T+X)/4 esetén

K, k
> Y (€rjn—E&kjn) >0 P-m.b, ha n— oo.
k=1 j=1
Bizonyitas. Hasonld a 4.9. Lemma bizonyitasahoz. O

4.5. Fluggelék B

A 4.4. Kovetkezmény bizonyitasanal az alabbi, nem fiiggetlen mintara vonat-
koz6, nagy szamok erds torvényei tipusu allitasokat hasznaltuk. Ezek szintén ana-
logiat mutatnak a [10] meg [6] munkékban talalhato és az el6z6 alfejezetbeli lem-
mékkal, viszont n? helyett n-nel aranyos mintara vonatkoznak.

4.13. Lemma. Legyenek K,L €N, és legyenck {K, e N:neN}, ahol K, =
=nK+o(n), ha n— oco. Legyenek tovibbd {&¢n:k,neN, 1<l L}} olyan
valdszindségi valtozok, hogy minden neN esetén a {€gon:1<L< L} halmazok
kilonbézé k€N esetén figgetlenek (azaz a o(Epen:1<l< L), k€N o-algebrdk
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fiiggetlenek), és Mg := sup E¢S,, <oo. Ekkor
k,neN, 1<L<L ”
K. L
NS (G —Eun) 20 Pomb,  ha n—oo
k=1¢=1

minden o >3/4 esetén.

Bizonyitas. A bizonyitas hasonlé a 3.15. Lemma bizonyitasahoz [6]-ban, illetve
az el6z6 alfejezetbeli 4.6. Lemma bizonyitasahoz. O

4.14. K6vetkezmény. Legyenek K,L €N, és legyenek {K, e N:neN}, ahol
K,=nK+o(n), ha n— oo. Legyenek tovibbd {&k.on,Ckemn:k,nEN,1<LLL}
olyan valdsziniségi vdltozok, hogy minden neN esetén a {&kom, Coon:1<E<L}
halmazok kilonbozd k€N esetén figgetlenek (azaz & 0(&kon, Chen:1 <LK L),

k € N o-algebrik figgetlenek), és sup E(&,,,+¢8,,) <oco. Ekkor
k,neN, 1<<L T ”

~

n

L
TS (EknCrtm — Bk onCren) 20 P-mb.,  ha n— oo
14=1

>
Il

minden o >3/4 esetén.
Bizonyitas. Hasonl6 a 4.7. Kovetkezmény bizonyitasahoz. O

4.15. Lemma. Legyen K €N, és legyenek {K, €N:neN}, ahol K,=nK+

+o(n), ha n— oco. Legyenek tovdbbd {&i jn :k,j,n € N} olyan valdsziniségi

vdltozok, hogy minden n €N esetén a {&k jn:k €N} halmazok kilonbézé j €

€N esetén figgetlenek (azaz a (&, jn:k€N), jEN o-algebrdk figgetlenek), és
sup EEk i <00 Ekkor

ISkLK,
K k ? ?

n_aZk_l ka’j,n —E ka’j,n —0 P-m.b., ha n— oo
k=1 =1 j=1

minden o >7/4 esetén.

Bizonyitas. A bizonyitas hasonlé a 3.19. Lemma bizonyitasahoz [6]-ban, illetve
az el6z6 alfejezetbeli 4.9. Lemma bizonyitasahoz. O



4.5. FUGGELEK B 57

4.16. Kovetkezmény. Legyen K € N, és legyenek {K, € N:n € N}, ahol
K, =nK+o(n), ha n— oo. Legyenek tovabbd {& jn,Ckjn:k,j,n €N} olyan
valdszintségi valtozok, hogy minden neN esetén a {&k jn, Cr jn:kEN} halmazok
kilonbozd jeN esetén figgetlenek (azaz a 0(&k jn: Ckjn:kEN), JEN o-algebrdk
fiiggetlenek), és sup;<rp<r, E(f,%)jerCE)jm) < 0. Ekkor

K, k k k k
n-* kil ka,j,n (Z Ck,f,n) -E ng,j,n (Z Ck,e,n> —0
k=1 j=1 =1 j=1 /=1

P-m.b., ha n— oo minden oz>£ esetén.

Bizonyitas. Hasonlé a 4.14. Kovetkezmény bizonyitasadhoz. O
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5. fejezet

Lokalis aszimptotikus
normalitas

Ebben a fejezetben betekintést nyeriink a kisérletsorozatok konvergenciajaval
kapcsolatos alapfogalmak kérébe, majd a kamatlabmodelliinkhoz tartozo statiszti-
kai kisérletsorozat lokalis aszimptotikus normalitasat (LAN) bizonyitjuk, ami a ki-
sérletsorozat konvergencidjat is maga utan vonja. Hatarértékszamitassal nagyobb
betekintést nyerhetiink a statisztikai kisérletek strukturajaba. Nem csak becslé-
sek vagy probak lehetnek aszimptotikusan normaélisak, hanem gyakran statisztikai
modellek egész sorozata tart egy normalis megfigyelésen alapuldé modellhez.

A statisztikai problémak viszonylag kis szaméhoz létezik egzakt, optimalis meg-
oldas. Példaul a Neyman-Pearson elmélet bizonyos exponencialis modellek csa-
ladjaban ad optimalis (egyenletesen legerdsebb) probat; a Rao-Blackwell elmélet
szerint a torzitatlan becslések koziil bizonyos becslések minimalis szorasuak. A
Cramer-Rao korlat a torzitatlan becslések szoérasara vonatkozé fontos és altaldnos
eredmény, de gyakran nem ad tul éles hatart. Ha az egzakt optimalitds nem ad
eredményt, mert a probléma nehezen kezelhetd, vagy nincs optimaélis eljaras, akkor
segithet az aszimptotikus optimalitds elmélete. A fejezet végén [28, Theorem 15.4]
alapjan aszimptotikusan optimdalis probat konstruélunk.

59
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5.1. Lokalis aszimptotikus normalitas

Egy statisztikai kisérletsorozat LAN, ha a likelihood hényados folyamatai ha-
sonldéak ahhoz, amit a normalis eloszlas hely paraméterére kapunk, azaz ha a like-
lihood hanyados folyamat bizonyos kvadratikus kifejtési alakot vesz fel. Tekintsiik
at a sziikséges fogalmakat és allitasokat.

5.1. Definicidé. Legyenek P és Q wvaldszindségi mértékek az (X, X) mérhetd
téren. Ekkor Q abszolut folytonos részének P-re vett Radon-Nikodym derivdltja

dQ

A statisztikdban a Radon-Nikodym derivalt elterjedtebb neve a likelihood héa-
nyados. Ugy tekintiink ra, mint % : Q — [0,00) valoszintiségi valtozora az
(Q, F,P) valoszintiségi mezdn és vizsgaljuk a P szerinti eloszlasat.

5.2. Definicié. Az (X,X,{Pg NS @}) statisztikai kisérlet 0y € © pontra
vonatkoztatott likelthood hdnyados folyamata

( dPy )
dPg, 0o .

Ha (X,X,P) valoszintségi mezs, (Y,)) egy mérhets tér, akkor jeldlje a
£: X =Y meérhets leképezés eloszlasat L(¢|P) :

L(E|P)(B):=P(eB), Be).

Minden neN esetén legyen d, €N és tekintsiik az (R4, B(R% "), {P,, 9:0€0})
statisztikai kisérletet. Jelolje f,(f)) Q=R (neN) valészintiségi vektorvaltozok
egy sorozatat. Ekkor a 57@ =op, ,(1) rovidités alatt azt értjiik, hogy Ve >0
esetén

Poo(|€P|>¢e) =0, ha n — 0.
5.3. Definicié. Az (R, B(R%"),{P,4:0€ @})neN statisztikai kisérletsorozatot
lokdlisan aszimptotikusan normdlisnak (LAN) nevezzik a 6 € © (RP nyilt
részhalmaza) pontban, ha léteznek olyan

— Tn,0 € RPXP nemszinguldris mdtrizok, n €N, T‘;le — 0,
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— Iy € RP*P_ pozitiv szemidefinit, szimmetrikus mdtriz,
— Apg:RI» 5 RP, neN, mérhetd fiigguények,

hogy minden h, — h esetén, ahol h,,h € RP, neN, teljesil, hogy

AP, 1y )

log ”(’1;“;9 “ =BT Ano—5h g h+oe, (1), (5.1)
n,

E(Amg‘Pnﬂ) *)N(O,Ig), ha n — oo. (52)

5.4. Példa. Tekintsiink a LAN teljesiilésére egy példat, az ismételt mintavétel
esetét egy “sima” paraméteri modellben.

Legyen minden 6 € R esetén Py abszolit folytonos valoszintiségi mérték
(R, B(R)) -en, amelynek létezik f(.,0) strtségfiiggvénye, és minden z€R esetén
log f(z,6) kétszer folytonosan differencidlhaté 6 szerint. Legyen X3, Xs,..., X,
fiiggetlen minta Py eloszlasbol. Ekkor az egyiittes eloszlas P, g :=Pg x...x Py,
melynek strtségfiiggvénye [, f(z;,0).

Mutassuk meg, hogy (R™, B(R™),{P,¢:0 €R}) LAN r,=/n skalazoténye-
z6vel, ha h, — h.

Bizonyitas: Taylor-sorfejtéssel kapjuk az aldbbi kozelitést:

Hz 1 f(Xi, 04 hn /1)

dpP,, -
log ,0+hn /v

X1, X
Py 1K= [, /(X:.0)
- Z [10g (X, 0+ hn /) ~log (X;.0)]
alogf Xz,e h2 1 o= 9% log f(X;,0)
~ By T N VALY
Z + 2 n — 020
A P, mérték szerint az X, :R” - R, (X1,...,X,)— X, valoszintségi
valtozok fiiggetlenek, azonos eloszlasuak, és L(X;|P, ) =Py. Ezért a W
i=1,...,n valtozok is fliggetlen, azonos eloszlastak. Varhato értékiik a P, g

mérték szerint

dlog f(X.,0)\ [ Olog f(,0) [ 0f(x,0)
En.o <89> f/RTf(x,Q)dxf/Rde

0
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szorasnégyzetiik a P, ¢ mérték szerint

2
Ve, (810g](;(9Xi,9)> _E., [(aloggéxi,f))) ] o

ahol Iy a Fisher informéciés mennyiséget jeloli. A kézponti hatéreloszlas-tétel
szerint ekkor

‘C(A s n0 ( Zalogf XMG) Pn,6> %N(O,IQ), ha n— oco.
Vi &
Tovabba
E & log f(X1,6) _E [8 1 3f(X179)]
”’”< 06° )‘ ae(f(Xhe) 00 )
e 1 9°f(X1,0) 1 of(X1,0))
~ R e) 062 ‘(f(xhe) 00 )
2
e, Kw) 1 'y
mivel
1 82f(X1,) B 82f(
E"’e(ﬂxl,e) o0? )/R - 892/ f@.0)d

Igy a nagy szamok gyenge torvénye alapjan

9?log f(X;,0) P, 9 log f(X;,0)
Z oor o (ae) =l

Tehat barmely >0 esetén

APy g+h /v Lo
Pnﬂ <‘10gdpne h Ane_ihnIQ

>6)—>0, ha n — oco.
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5.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (X,, Xn, {Pne:0 € ©}),en statisztikai
kisérletsorozat konvergal az (X, X,{Py:0€0}) statisztikai kisérlethez n— oo
esetén, ha YH C © wvéges halmaz és Y0y € © esetén

dP,, dP
g(( ,9> ‘Pn,90>—>£<( 9) ’p%), ha n— o,
dPy, 0, 0cH dPy, 0cH

dP,,.¢
aP, e,

azaz a < )0 o likelihood hdnyados folyamatok P, g, szerinti véges di-
ce

menzios eloszldsai konvergdlnak a ((?F’,); ) likelihood hdnyados folyamat Py,
0/0co

szerinti véges dimenzids eloszldsathoz n — oo esetén. Jeldlés:
(Xn7Xn7{Pn,9:9€9})n€N = (X7X,{P99€@})

5.6. Tétel. (v.d.Vaart [28, 9.5.Corollary]) Legyen © C RP nyilt részhalmaz,
(R, B(R?), {P,g:0 €O})
Iy nemszinguldris mdtrizszal. Ekkor

LAN a 0 pontban ¢ skdldzo mdtrizszal és

(R, BR™),{P,, g1t heRY) o = (R,BR),{N(h,I;'): h e R}).

A fenti tétel értelmében a paraméter atskalazasa utan a lokalis aszimptotikus
normalitasbol kovetkezik a kisérletsorozatok konvergencidja egy Gauss kisérlethez.
Az adtparaméterezést egy fix 6y koré végezziik, melyet ismertnek tekintiink.

5.7. Megjegyzés. Az 5.4. Példahoz kapcsoloddan legyen h = /n(6 —0) a
lokalizéaci6s paraméter, és atirjuk Py g eloszlast P, o 15/ m alakba. Ezzel kapunk
egy h paraméteri kisérletet. Ha 0=0o+h/\/n ¢ ©, akkor P, o .,/ m eloszlast
tetszolegesen valasztjuk. Ekkor a {Py 1, m:h € RF} és {N(h, Igzl) :h € RF}
kisérletek nagy n-re hasonlé statisztikai tulajdonsagokkal rendelkeznek.

5.2. LAN a kamatlabmodellben

Legyenek K,LeN, legyenek {K,,L,€eN:neN}, ahol K,=nK+o(n) és
L,=nL+o(n), ha n—oo. Minden ne€N és p€R esetén legyen P, , az £(0) .=
= ( ’E,gf))lskéKmoéKLn minta eloszlasa az (R¥n(Ln+D) B(RE(La+D))) mérhets
téren. Ekkor igazoltuk a kapcsolédé kisérletsorozat lokalis aszimptotikus norma-
litasat stabil és instabil esetben. Mivel a bizonyitds menetét nem befolyasolja, a

szamitasok egyszertsitése végett itt is feltettiik, hogy g =1.
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5.8. Tétel. (Fiilop, Pap [3, Theorem 3.1.])
Az (RK"(L"“), B(RE~(Lnt1)) IP, o€ R}) . statisztikai kisérletsorozat
ne

minden o € [—1,1] esetén LAN, ahol

n?, ha o= -1,
Tno=14mn, ha |o|<1,

n3, ha o=+1,

ifoK (foL tht) dS‘*‘%foK s ( S tdt) ds, ha o=-1,
o= KL((l "t )+ (1](2@)47 ha o <1,
%foK (fo t4dt> d8+4f s( L—Htht) ds, ha o=+1,

5 . Kn(Ln+1 )
és Xp = (T0)1<k<K, 0<t<r, € RE(EntD) esetén

K, L,—1 £—1
A n,o Xn = ’192 <>g Tkt — Gé( )) (G/€<Q)+Z Q(_i_l <>g xk,i)

-1 =1 i=0
Koy Lotk—1
—1 N
+r0 k(ngk,Ln Z Gz(@))
k=1 {=Ln
Ln+k—1 -1
x Y (GQ(QHZ 94‘1‘1&-(9)),
=L, i=0

ahol To,0 = f07g (E S N)

A O, <~>Q modositott differenciaoperator jelolések az (2.8) és (2.9) egyenle-
tekben vannak bevezetve.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy (5.1) és (5.2) teljesiilnek. Feltehetjiik,
hogy a (Kp)nen €s (Ln)nen sorozatok szigortian novekviek.

Az £2 minta (4.2)-ben megadott loglikelihood fiiggvénye alapjan (8 =1
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esetén)
dP, i,
log%(fﬁn) Ao (E58)5 047 bhn) = Ak, ., (£9); 0)
n,e
1 K, L,—1 )
=333 (O, 59— Gelotribhn)® = (00 1%~ Gel0)?]
k=1 £=0
Kn Ln+k_1
IS~z (o) ~17 v)°
D) k[(<>9+r;,1ghn b~ Z GZ(QJFTn,@hﬂ))
k=1 {=Ly,
~ Ly,+k—1 2
(819 Y ao)]
t=Ln,

A (2.10), (2.6) és (2.11) formulak alkalmazaséaval kifejezziik ezt a mennyiséget az
{Mee:1<k<K,, 0<{< Ly+K,—k} valoszintségi valtozok fiiggvényeként

ap, .. 1
log % (£9) = M(? — §A£Lg)
n,e

alakban, ahol az M\? és A valoszintségi valtozok a kivetkezoképpen adottak

Kp Lp—1 -1
M) = Z Z Mk, (Hn,e(g) + 7 phn Z 961177’“')

k=1 (=0
K, L +k—-1 Lp+k—1 -1
+Z Z NL,+k—j,j Z (Hnﬁ T’,Z}th Z Qe_l_lnLn-‘rk—Z,i)v
¢=L, i=0
Ky Ln— - 2
A9 =3 z( e>+r;,zhnzgf-z—lnk,i)
=0 i=0

| [ Lkt -1 2

+Zk< > < I S S u))
k=1 =L, i=0

és

Hy,0(0) = Gelo+7, hhn) = Ge(0) + 7 bhn > 0 Gilo)
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A kovetkezS gondolat az, hogy H, ¢(0)-ban a Gy(o+r, Lhn)—Ge(e) kiilonbséget
a Taylor-sorfejtés alapjan kicseréljiik r, % h,G)(0)-ra. Ekkor

H, h Zgé - 177;“~r ol kg,

ahol

=1 -1
G =G+ T G+ 0 T k.
1=0 =0

Nyilvan ¢\ =0, & My® ~h, M\, AP ~h2 AL, ahol

L K, Lp,—1 @ K, ; Lp+k—1 Ln+k—1 @
0) . ,.—1 o 1 4
M@ .= Tno E Mkt o T Tno E k E NLn+k—j, j E CLotk—t,00
k=1 ¢=0 j=Ln

Kn Lp—1 o2 Knl Lntk—1 2

¥ 2

Aglg) =Tne (Ck?é) +7p, k( Z CL,,+k ¢ z) .
k 1

Kovetkezésképpen (5.1) és (5.2) igazolasahoz elegendd leellendrizniink, hogy

LMD |P, ) — N(0,1,), (5.3)
A By (5.4)

M@ —h, M@ 250, (5.5)
Al _p2 4l By (5.6)
MO A, L (£2) 0. (5.7)

Kovetkezzen (5.3) igazolasa a kézponti martingél hatareloszlas-tétel (lasd [27, The-
orem 1 (541. old.) és Theorem 3 (543.0ld.)]) segitségével. ElGszor irjuk fel M
-t martingal-differencidk Osszegeként. Rogzitett n €N esetén definidljuk a kovet-
kezSképpen az {Nr(f,zj 1<k K, 0< < L,} valoszintiségi valtozokat

T Tt C;(fg), ha (< L,—1,

(o) .
N ko = Ln+k—1 Ln+k—1

—-1,.—1
k Tn,g ZL NLn+k—j,j ZZ CL +k—0,0> ha (= L
J=Ln
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Legyen az {Né?lz’g 1<k K, 0 ¢< L,} halmaz indexek szerint lexikogra-
fikus sorrendbe val6 dtrendezettie {M%, :1 < m < Kp(Ln+1)}.

Tekintsiik az {77;)M 1<ESK, 0K < L,} valosziniségi valtozokat a
kovetkezGképpen megadva

/ Nk, ¢ if ¢<L,—1,
Mk, =

(M kL =15 M2, k4 Lr—25 - -+ Mk, L) i €= L.

és legyenek az {n, ; ,: 1< k< Ky, 0 (< L} valoszintségi valtozok dtren-
dezettjei index szerint lexikografikus sorrendben {n), ,, : 1< m < K, (L, +1)}.
Tovébbé legyen G, :=0o(ny, ;11 < j < m).

Ekkor E(M,S%)n | Gnom—1) =0 minden 1 < m < K, (L, +1) esetén. Tovabba
(M%), 1<m<K,(L,+1)} martingal kiilonbségek a {Gpm:1<m< Ky (Ln+1)}

filtraciéra nézve és
K, (L,+1)

S M, =N,
m=1

A marting4l kézponti hatareloszlas-tétel szerint (5.3) igazolasahoz elegends meg-

mutatni a
K (Ln+1)

ST (M) Grimei) — I, (5.8)

m=1

feltételes variancidk konvergenciajat és a

Kn(Ln+1)
S E((ME2)"  Grime1) = 0. (5.9)

m=1

feltételes Lyapunov-feltételt. Mivel

Kn(Ln""l) Kn Ln_l
>0 E(ME) | Gumr) = (GE)?
m=1 k=1 ¢=0
Ko | Lotk 2
-2 (e)
70 k( Z CLQnJrk—é,é)
k=1 =L,
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és

K, (Ln+1) K, L,—1

> E((ME)  Gum) =B > D7 (G
m=1 k=1 (=0
K’VL 1 n+k 1 4
oy 2 W)
{=Ly,
igy (5.8) meg (5.9) igazolasahoz az alabbiakat kell leellendrizniink
K, Ln—1 Ko | Lotk
2SS BG4 kE( Z o ”) — 1, (5.10)
k=1 £=0 k=1
K, Ln—1
S Var 3 (¢19)% =0, (5.11)
k=1 =0
K7L 1 'L+k 1
T"vévar< % Z CLn+k u) —0, (5.12)
k=1
K, Ln—1
b > > E(GI) =0, (5.13)
k=1 £=0
Ko o ntk—1
Tme ) 73 ( Z ¢ ”> —0. (5.14)
k=1
Mutassuk meg (5.10) teljesiilését. Nyilvan C,gf’l? normalis eloszlast és
-1 WIS -1
-G e G e (). ey
i=0 i=0 i=0

Az EC(9) aszimptotikija

1 (1= (20+1)9%° | (1-99?
5((139)2 — et ) = 9)2—’_0(‘9‘) ha o <1,

4
ECi?) =4 3 (3- 22+ =G00Y) = —Leroq), ha o= 1,

%(%Mﬂ =3240(0), ha o= +1.
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A Var Clgf"g aszimptotikaja

2
@ % =1 +0(lel*), ha o <1,
’ l, ha o==+1.

Felhaszndlva, hogy E((\%))? = (ECL)? +Var () kapjuk

2
(ﬁwum) L+ 0(lo?)
Ec@p=) © o Tz +0Uel"), ha [ <1,
ke) =
(=1e+0(1) +¢= 12+ 0(0), ha o= -1,
(22 4+0(0)) +0 =204+ 0(83), ha o=-+1.

Megjegyezziik, hogy az E(,g?g, Var Q,(fz) és E( 12?2)2 aszimptotikaja nem fiigg a

k indextdl.

Figyeljiik meg, hogy a C,ggzn, C,EQJLL”H, . Ci%,ﬁkq valoszintiségi valtozok
fliggetlenek, igy ZL kel ](:i) 4 k_g,e Dormalis eloszlasu és

Ln+k—1 Ln+k—1

(Y )= Y e
n+k7 1 n+k7 1

( Z CL +h— M> Z VarCL Ak—0, 0

=L,
ahol

L,+k—1
21 (e +0le)
= 1gr +0(le™), ha o <1,

Ly+k—1 Lo+k—1

> EC? o= Ln(;c§€+0 )

¢=L, :—§ =L, £+O(k) ha Q:_].,
L (3 0()
=35 2+ O(R(Ln + k), ha o=+,
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és
L,+k—
Lot i (2 +00e)
Z VarCéi?+k_€7Z= Z#‘FOUQPL"% ha [o| <1,
=L,
fo*lf, ha o= =+1.
Igy
2
(e +0llel")) + £z +0(1e")
—W—FO(]C), ha |Q|<1,
(5%, )| o
E 95 +k—t,0 | = L _ 2
Pyt :i( ok 16) +O(k2(Ln+k)) ha o= —1,
nt+k— ntk—
(3l e O(k(L, + 1))+ Sl e
= (Zeit 1132) +O(K(Ly+k)?),  ha p=+1.

El6szor tekintsitk a [o] <1 stabil esetet. Ekkor 7, ,=mn, igy

K, L,—1 Ky 1 Lyp+k—1 2
59 39 DEGCIREED D (1) IS
k=1 (=0 k=1 (=L,
K, L,—1 1 1 Kn I
—a2y % ( Ol ) 42 o
n R - <|g|>)+n Z( k_ow
oo \1-9t 1-e —\(1-0)
1 1 K2
— KL =]
((1—@4*1—@)*2(1—@4 o

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a |po| <1 esetben.
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Most legyen o= —1. Ekkor r, _; =n? igy

n Ln_l Kn 1 Ln+k 1
1
nn Y S e et Yt )
k=1 ¢=0 k=1 =L,
1 Ky Lp—1 1 K, 1 L,+k—1 2
:zn—‘*z > (E+00)+n —4Z[k( > 6) +O(k(Ln+k))}
k=1 £=0 t=Lnp

9 1 K 1 L+S 2
—> t dt dS-'—Z ; tdt dSZI_l,
0 L

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a o= —1 esetben.
Végiil tekintsiikk a o= +1 esetet. Ekkor r, ;1 =n3, igy

Lyp+k—1

— 1
Tn,2+1 E(Cli?r )> +Tn +1 ( Z <é++)k M)
k=1 £=0 k= 1
Kn Ln—1 Ln+k-1 2
9 _ _
= n° 393 (¢*+0(6%)) GZ{ ( > 42> +O(k(Ly+k)%)

(=L,

k
2
K L K L+s
1
%2 /t4dt ds+9/ 7/ 2 dt ds =144,
4 Jo 0 4 )y s L

és ezzel igazoltuk (5.10)-et a o= +1 esetben.
A kovetkez6 gondolatmenetben (5.13) igazolasaval foglalkozunk.
Ha (¢ normalis eloszlasiu valdszintségi valtozo, akkor elgallithaté ( =m+on

alakban, ahol 7 standard normalis valoszintiségi véltoz6 és m:=E(, o%:= Var(.
Igy EC* =m*+6m20%+30* < 3(m?+02)? =3(EC?)?, azaz
E¢* < 3(E¢?)2. (5.15)

Ezen egyenl6tlenség alapjan
O(1), ha |g| <1,
4

)7 ha Q:_la
O(f%), ha o=+1.
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Eloszor tekintsikk a |o| <1 esetet. Ekkor r, ,=n, igy

K, L,—1 K, L,—1
Tt EG)) =1 Y 0(1)=0(n"?) ~0,
k=1 ¢=0 k=1 ¢=0

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a |g| <1 esetben.
Legyen o= —1. Ekkor 7, _1=n? igy

K, L,—1 K, L,—1
i EC ) =n">" Y oty =0(n?) -0,
k=1 (=0 k=1 ¢=0

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a o= —1 esetben.

Végiil tekintsiik a o= +1 esetet. Ekkor r, 11 =n3, igy
K, L,—1 Kn Ln—1
—4 12 8 n-2
T ey > > o) ) =0,
k=1 (=0 k=1 £=0

és ezzel igazoltuk (5.13)-at a 9o =41 esetben.
Tekintsiik (5.14) bizonyitéasat.

(=L,

Lotk—1 (
E( > c£€3+k_e,z> = O(K (Lo +k)"), ha p=-—1,
El6szor tekintsitk a |o] <1 esetet. Ekkor 7, , =n, igy

Kn 1 Ln+k—1
Tn ( Z CL +h— M) = _4ZOk2 (n™") =0,

k= 1

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a |o| <1 esetben.
Most legyen o= —1. Ekkor r, _; =n? igy

Koo Loth-1 4 K,

— —1 — —

Tty k,2E< > G n+)k—e,e> =n"8Y Ok (Ln+k)") =0(n~") =0,
k=1 {=L, k=1

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a o= —1 esetben.
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Végiil tekintsiikk a o= +1 esetet. Ekkor r, .1 =n3, igy
Kn 1 Lp+k—1 K,
T;,il < Z Cé—::-)k l, e) =n""? Z O(k2(Ln +k)8) =0(n"') =0,
k= 1 k=1

és ezzel igazoltuk (5.14)-et a o= +1 esetben.
A kovetkezd gondolatmenet (5.11) igazolasaval foglalkozik. Megjegyezziik, hogy

tetszbleges &1, ..., & valosziniségi valtozok esetén
L L 2
Vary & < <Z V/Var &) : (5.16)
=1 =1
mivel

L L L 2
< ZZ Var &, Var &, = <Z\/V&I‘£e> )

=1

Tovabba, ha (¢ normaAlis eloszlast valoszintségi valtozo, akkor el6all ¢ =m+on
alakban, ahol 1 standard normélis valészintiségi valtozé és m:=E(, o2 :=Var(,
és Var (?=EC*—(EC?)2=m*+6m?02 430" — (m?+0?)2 =4m?0? +20* < 4(m?+
+02)0? = 4EC? Var ¢, azaz

Var ¢? < 4E¢? Var C. (5.17)
Ezen egyenl6tlenség alapjan

O(1), ha |o| <1,
Var(¢\9)? = { O(%), ha o=—1,
O(f°), ha p=+1.

Alkalmazva a (5.16) egyenldtlenséget

2

(Sh' Vo) =0(2), ha lof<1,
2

Var 3 (G597 =1 (Shz ! VOE)) =0(®), ha o=-1,
2

£=0 L1
(Sheo ' VOE)) = 07), ha o=+1.
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Tekintsiik elszor a |p| <1 esetet. Ekkor r, ,=n, igy

L,—1 Ky
ZVar éz: (¢ f’ 2 =n? ;O(HQ) =0(n 1 —0,
0 =1

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a |o| <1 esetben.
Most legyen o= —1. Ekkor r, 1 =n? igy

L,—-1 K,

o1 ZVar Z ijzl))Q =n"8 Z O(n5) = O(n_Q) — 0,
(=0

k=1

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a o= —1 esetben.
Végiil tekintsiik a o= +1 esetet. Ekkor 7, 41 = n3, igy

L,—1

n+1ZVar 3 ¢)? *1220 -0,

£=0

és ezzel igazoltuk (5.11)-et a o= +1 esetben.
Végiil foglalkozzunk (5.12) igazolasaval. Mivel a ?:"1 : f;‘;f_l Céi%rk%l
valdszintiségi valtozo normalis eloszlasu, ujra egy (5.16) tipust egyenlGtlenséget

alkalmazzuk:

Kn ; Ln+k—1

K, K, 1
Varz Z CL”JrkJJ:VarZ Z 2 J—Varzzgcj(.’gzn%fj
k=1 j=1

k=1 j=1k=j
K, Kn 1
_ (o) Z (o)
cOv(z YDIESSTANING Db Dl N
J1=1lki=j J2= 1k2_J2
K, K, K,

- ~ 1
= . Z Z k1k2 Cov (<( Ly+ki—j° j(gz,ﬁrkz ])

Ko Ko Kno
< g . \/VarC Lotk JVar§ Lotha—j
; e~ kiks
J=1ki=j ka=j
Ky

Ky 1 B 2
= < % Varcj,QLnM—j) :
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Tekintsiik el6szor a |g] <1 esetet. Ekkor Var C](-f’szrk_j =0(1), igy

Kn | Lntk-1
Varz Z CLn+k = Z(Zk ) = O(n(logn)?).
k=1
Tovabba EC](g% ey =0(1), igy
K, L 4k—1 ntk—1 K,
EZ S = Z Z o1 O(1) = O(n),
k=1 (=L, k=1 k=1
kovetkezésképpen

n Ly+k—1
(Z > Gl ”) = ((0(m)+0(n(10gn)?) ) O(n(log n)?)

k=1 {=L,

Esetiinkben 7, , =n, igy

Kn o Lp+k—1
r;‘; Var (Z Z CLn—Hc 0 €> fn*40(n3(logn)2) = O(nil(logn)z) — 0,

k=1

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a |o| <1 esetben.

Ha o= 41, akkor VarCHEL1 shy = O(Ln+k—j), igy
Ky Ly+k—1 Ky Ky 2
+1 _ B
Varz Z ggngk_uz<zk 1 O(Ln+kj)>
k=1 Jj=1 “k=j
K??r Kn 2 K??r 2
=Z(Z; WO(L,+K,— )) =Z(j—1(Kn—j> O(Ln+Kn—j))
Jj=1 “k=j j=1
K, Ky
= O (Kn—3)(Lu+Kn—j)) =) 0(i*)0(n®) = O(n?).
j=1 j=1
Legyen elsbb o= —1. Ekkor EC\;",, - =0(0), igy

Ky, L+k1 K, Lp+k—1

K,
EZ > Céni)kfu Z Z o« Z (Ln+k)=0(n?),
k=1 (=L k=1

kl {=Ly
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kovetkezésképpen
n 4 Lntk—1 2 )
1
var (5175 ) = (060 ot)ott) = o6,
k=1" (=L,

Esetiinkben r, ;1 =n?, igy

K, Lyp+k—1
v (X1 S hen) =n0un =0 <o

k=1

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a o= —1 esetben.

Végiil tekintsiik a o =41 esetet. Ekkor EC(+L1)+k _; =0((?), igy
Ky Ln-‘rk 1 Ky | Lnp+k—1 Ky
1
EY 7 3 Glnemd g X 06 =3 0((La+k) =0,
parL L, s L, k=1
kovetkezésképpen

(Z Z 42*2,“,[) = ((0m™)*+0m™)om®) = 0(n").
k=1

Esetiinkben r, .1 =n3, igy

n Ly+k—1 2
T, +1 Var (Z Z CLJrir)k ’ 2) =n"20n’)=0(n"3) =0,
k=1" (=L,

és ezzel igazoltuk (5.12)-t a o= +1 esetben. Igy végeztiink (5.3) bizonyitasaval,
azaz igazoltuk az L(M,(Lg)|Pn7g) — N(0,1,) eloszlasbeli konvergenciat.

P QN I, ellenérzéséhez elegendd megmutatnunk, hogy EAQ — I, és
Var ZSL@) — 0. Mivel

Kn Lpn—1 ) Kn 1 Ln+k-1 2

2

S WD DELEIRE K (D SR B
k=1 (=0 k=1

igy (5.10) alkalmazasaval E/T%g)—ﬂg. Tovabba (5.11) és (5.12) miatt Var Eﬁf’)—m,
és ezzel igazoltuk (5.4)-t, azaz hogy A2, I,.
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Tekintsiik (5.5) MY —h, M2 250 bizonyitasat. Elészor figyeljiik meg, hogy

N K, L,—1 K, L +k—1 L,+k—1
M —hy, M) = h.£Cn, (0 +Z Do Matk—qg Y Cnel0);
k=1 ¢=0 j=Ln (=L,
ahol
-1
n,0(0) i =Hu, (@) + 7 phn D 0 ki = 7 oG
=0

:GZ(Q+ Tn,ghn) - Gﬁ(@) - rmghnG%(Q)-

Tovabbéa Mr(f’) —hnﬁrsg) normalis eloszlésu és minden n €N esetén E(M,SQ) —

—hnM,(LQ)) =0. Igy elegends megmutatnunk, hogy Var (MT(LQ) —hnM,(LQ)) — 0.
Nyilvan

K, Ln,—1 K 1 g Lnth=1 2
Var (M9 —h M(") ene(0)® + T ( Z Cn,f(9)> :
k=1 (= k=1 =L,

o

A Taylor-egyenlGtlenség alapjan

1 _
enr(@) < Gradlhal® sup (G o +rs )
9€(0,1]

1 24
4 Tn Q|h"| Z] j—1 (|Q|+Tn1|h |)
j=2

Ha |o| <1, akkor 7, ,=n, éselégnagy n esetén |o|+7, %|hn| < HTlQl <1, igy

. _ i—2 o .. j—2 . s
Z?;j(jfl)(|g|+rn1|hn|)j gzj:ﬂ(]fl)(l%‘g‘)] < oo. Kovetkezésképpen
cne(0) =0(n=?) és

K, L,—1 ) K, 1 L,+k—1 2
@ _p ¢ n—2 - -2
Var (M%) — hy, M} Q ) +Z k( Z O(n ))
k=1 ¢=0 k=1 =L,
Ky 1 Kn
_2 _ —2 -4\ __ —2
)+ 5 (Okn )* =02+ O(kn~*) =0(n"2) —0.

k=1 k=1



78 5. FEJEZET. LOKALIS ASZIMPTOTIKUS NORMALITAS

Ha ¢o=-1, akkor cmg(fl):O<n’4€2(1+0(n’2))2£) és mivel 7, _1=n?, igy

B Kn Lz_lo<n8;(1+0( 2))4e)+Kn 1<Ln§—10< 7452(1_#0( ))24)>2
k=1 £=0 =k t=Ln
:O(n*2(1+0( 2))4L")+1§;<0(n k(L +k)*(1+0(n™?)) v +k))>

n?) +Zo( B(Ln + ) (140(n2) ") —0(n2) 0,

mert lim, (1—|—O(n’ ))n =1.

Ha o=-+1, akkor ¢, (+1)= O(n_6€2(1+0(n_3))25) és mivel r, 11 =n>,
fgy
Var (MT(L'H) — hnl,\z(fl))

o e 124 31\ 4 Snq ! 6,2 y2) )
:Z ZO(Tf / (1_‘_0(”* )) )_|_ k( Z O(n7 14 (1-&-0(717 )) ))

k=1 ¢=0 k=1

=0t ro6 )+§:]1c( O(n=k(Ly+F)* (1+O(n‘5”))2“n+k)))2

k=1
Kn
=0+ 00 2k(Ly +K) (1+0(n~*) ) = 0(m=%) — 0.
k=1

Ezutan bizonyitsuk (5.6)-t, azaz hogy Al fh%ﬁgf) 0.

Kn Ln—1 Kn Ln—1

A%@)_higgg) ZQT’,E}thZ Z C}Ef()Cn,E(Q)_FZ Z Cn,Z(Q)
k=1 £=0 k=1 ¢=0
Ky o Lotk—1 Ln4k—1 Kn | Lnthk=1 2
3 p 3 s 3 o g (3 ento)
£=Ly k=1 (=L,
Mar bebizonyitottuk, hogy
K, Lp—1 Ln+k—1 2
S caule +Z < > cn,g(g)> = Var (M@ — h,, M{?) — 0.
k=1 £=0 (=L,
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A Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenség alapjin

o Ln—1 K Ln—1 K, Lo—1
it S S (@) < (r;@z ( ffﬁ)?) ( ene(0) )
k=1 /=0 k=1 /=0 k=1 /=0

Itt az {r;> Zk D Dy (g)) }nen sorozat konvergens L2?-ben, mivel a varhat6
értekek {r;2 Zk IZL TLE( (9)) }nen sorozata konvergens (lasd (5.10) bizonyi-
tasat); és (5.11) szerint 7% Sen Var L"fl(ck %)?>—0, ha n—oo. Mint mér

lattuk S0 Y0y enn(0)2 0, fgy 1k SR Y Gre(@)ene(0) = 0. Ha-
sonldan

K, Ly,+k—1 Ly,+k—1

n Z; Z Céi)«%kfj,j Z C7L,€(Q)

J=Ln =Ly,

K, 1 Lyp+k—1 2 K, 1 Lp+k—1 2
<(mXi( X d) (1S ) ),
k=1 L, k=1 (=L,
tovabba (5.10) és (5.12) alapjan r;, L S jr Ly kbt ol S P e (o)
0, igy megkaptuk (5.6)-t, azaz Agf)) —h%An N 0.
Végiil ellendrizziik (5.7)-t, azaz hogy MY —An,g(ﬂ(f’)) £, 0. Eloszor irjuk
fel az M. — A, ,(£19) kiilonbséget az {np¢:1 <k < K,, 0 <L < Ly} valo-

szintiségi valtozok segltsegevel (2.10) és (2.11) alapjan minden 1<k < K, és
0< <K< L,—1 esetén Cké_ (0 )+Zz Oge =10, ,ii), tovabba Ecgi,)+k—e,e:

= G0)+ X350 0" Gile). Tey

N Ky o Dnth—1 Lotk—1
M — A, H(£2) :7“77,192 % Z ML +k—j,j Z (CL Tkt 0 Egﬁ)%%,e)-
k=1 =L, (=L,

Vegyiik észre, hogy E(M,(f’) —An,g(fég))) =0, mivel {np,+k—e0:0=Lp,..., Lo+
+k—1} és {C(L?MJ,E :0=1Ly,,...,L,+k—1} fiuggetlenek, igy elegendd le-
ellendrizni, hogy Var (Mflg) — An,g(f,(f))) —0 ha n—oo. Ha 1<k < ko,
akkor {nL,+ky—e,0:€=Lp,...,L,+ko—1} valosziniseégi valtozok fiiggetlenek az
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(Mttr—t.6 G200 0= Ly Lt by =1 g0 €= Ly ooy L+
+k‘2—1}—t61, igy

Var (M — A, ,(£(2)))

K, 1 Lp+k—1 L,+k—1 2
_r25<2k ML +k—j, Z (CL,LJrk 00 Cg?mz,e))
= Jj=Ln =Ly
Kno g Lntk—1 Lyp+k—1 2
=r,2 Zﬁ < Z ML +k—j, j Z (CL k—t,¢ ECE?%—Z,@))
k=1 =L,
K, 1 Ly,+k—1 2
= 7“77,292 kE( Z (CL Th—t,¢ Ecéi)%z,e))
k=1 =L,
K, 1 L,+k—
= 7’77,2; 7 Var Z (CLn-Hc 00— ECL e 0)
k=1 {=L,

mivel a (kL , ]gg)l Lotlr - ClL 4p_q valoszintségi valtozok fiiggetlenek.
Loth=1 ,
e > (12 +00e) =00, b o<1
{=Lnp
Z Var(jéi)%%l: Lo+k—1
t=Ln > t=0(k(Ln+Fk)), ha o= 4+1.
£=Lnp

Kovetkezésképpen, ha |o| <1, akkor

Kn
Var (M — A, ,(£9)) =n"23 " 0(1) = 0.
k=1
Ha o= -1, akkor
Kn

Var (M = A o(£19)) =n~* > " O(Ly+k) =0
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Végiil ha o= +1, akkor
Ky

Var (J’\zsg) - An,g(f,(f))) =n 0 Z O(L,+k)—0.

k=1

Igy befejeztiik Var (M(Q) A, (f(g))) — 0 bizonyitasat n — oo esetén, amibdl

kovetkezik M —A, (f(g))—>0 Ezzel megkaptuk, hogy (5.1) és (5.2) is teljesiil.
O

A A, , (neN) statisztikdk helyett megadhatunk kicsit egyszertibbeket is, ha
a Gulo), Gile), gt Gulo) e Yoot 3005 01 Gile) mennyiségeket
kicseréljiik az aszimptotikus kifejtésiik vezets tagjara, és néhany valoszintségi val-
tozo helyett a varhato értékét vessziik. Errdl szol a kovetkezs tétel. Megjegyezziik,
hogy a tételben En;tl (n € N) linearis statisztika.

5.9. Tétel. (Fiilop, Pap [3, Theorem 3.2.]) Az 5.8. Tétel dllitisa igaz marad min-
den p€[—1,+1] esetén, haa A, , (neN) figgvényeket az aldbbiakkal helyet-
tesityiik :

. 1 K, L,—1 -1 )
An,oxn) =~ (Oozhe—Gul0)) (GZ(Q)‘FZ ot lefk,i)
k=1 (=1 =0
1 A/« k
+(1_g)2nk2_1<<>@ ST g>>

k=1
Ky Lp—1
~ 3 «— % 20+1
An,+1(xn) = ﬁ €2<<>+1 Tk, — 2)
k=1 =1
3 e/, K2\ [~ (2L, + k)
+ﬁ Ln+kLn+§ Q+1$k,Ln—f .
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A An ,1(f7m1)) és En,ﬂ(f,(;l)) valdszinidségi vdltozok normdlis eloszldsiak
nulla varhatoértékkel.

Bizonyitas. Meg kell mutatnunk, hogy An’g(f,(l%)) —&n’g(f,g%)) ~%50. Ha lo| <1,
akkor

_ lKnanJrkl Lp+k—1 1
L T IEE D D DRI S 5N ey
k=1 j=L, {=Lp
1 K, Lp+k—1 1
bl r——
o 2 (00315

normalis eloszlast, igy azt kell megmutatnunk, hogy E(An’g(féi))—ﬁn’g(fy(f,’l))) —0
és Var (An’g(fflﬁ)) - En’g(ﬂ(ﬁ?)) — 0 ha n— oo.

B Ky Ln+k—1 1
E(An,g(féi))*An,g(fégL)) Z Z ( (1))%0’
k? 1 _] Ln Q
mivel
GJ(Q):MJFO(\Q\QJ)-
Tovabba
N | En oy pInth 1 2
Var (8,0 (£8) ~ B (£2) sz( > (eurm ) 20
k=1 =L,
mivel
L,+k—1 ) k
Z ECY ke, 0= 775 +O(lol™).
= (1-0)
Bs igy Ano(f8)) — A o (£18) = 0.

Ha g——l akkor Gg( 1) = 3 maga utén vonja, hogy

Kn Ln_l E
— X -1
An,—l(f'r(nzl)) An —1 f( D 2 Z Z nki( )+ )
k=1 (=1
K, Lp+k—1 Ly,+k—1

1 1 2L, +k
TP ILED D TETED SR o AP
k=1 j=Ln

(=L,
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A tagok fiiggetlensége és E(An,,l(fflﬁl)) - Em,l(fﬁ;”)) =0 miatt elegendd
megmutatnunk, hogy Var (An’,l(f,(zﬁl)) - En,,l(fy(lﬁl))) — 0. Szintén a tagok
fliggetlensége miatt

~ 1 Kn Ln—l [ 2
Var (An, -1 (£,7) = Bn -1 (E7) = -5 E( e +2)
" k=1 (=1
n ntk—1 2
1 e 1 oL +k
+n42k< Z <ECLn+k—€,é+4 .
k=1 (=L,
Mivel EC(," =—£+0(1) e Varl," =¢, fay
Lp+k—1
" 1 k(2L +k)
> Ecén—i-)k—tzw:*erO(k‘),
(=L,

amibdl kapjuk, hogy Var (Am_l(fr(l;l)) —Kn,_l(fﬁgl))) — 0. Kovetkezésképpen
Ap (B = A, 1 (B) 250,
Ha o=+1, akkor Gy(+1)= 25" maga utén vonja, hogy

At (BED) = Ay 1 (£EY)

n k=1 /(=1
K, Lyp+k—1 Lp+k—1 2 2
1 &g . 312 +3L,k+k
tS DT DL Matkeig D (ECLQH,Z—Q)
k=1 j=Ln =L,

R LA
~we F\oe Ty

K, Lp+k—1 2 2 2
1 1 1 3L: +3L,k+k
+— k( > (EgénJr)kl,Z_Q )) .
=L,
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Mivel E(,g;l):%—i—O(ﬁ) és Varg“]i;l)zé, igy

Lotk—1
" 1 k(3L2 +3L,k+k?)
Z E Hﬁk—e,e = 5 +O(k(Ln+k)),

(=L,

amibdl kapjuk, hogy Var (An7+1(f7§1—1)) — Zn7+1(f£#))) — 0. Kovetkezésképpen
Ap 1 (BFN = A, 1 (85 5 0. m

5.3. Aszimptotikusan optimalis préba

A lokalis aszimptotikus normalitas egyik elénye, hogy hipotézisvizsgalat soran
egy aszimptotikusan optimaélis probat konstrudlhatunk. Legyen © C RP nyilt
részhalmaz, (Q, A,P) egy valészintiségi mez6, és minden €O esetén £(9):Q—R?
val6szintiségi véaltozo6 eloszlasa az (R?, B(R?)) mérhets téren Py.

5.10. Definicié. Az (R, B(R%),{Py: 0€©}) statisztikai kisérletben véletleni-
tett probafiiggvénynek egy ©:R% — [0,1] mérhetd figguényt neveziink, melyre

o(x) = P(Ho-t elvetjiik | €9 = ).

A ¢ préba eréfiiggvénye
0 7,(0) = Egp(£9)) = Py(Hy-t elvetjiik).
Legyen a€(0,1). A ¢ véletlenitett proba «-szintd proba a Hy nullhipotézis
tesztelésére, ha sup 77@(9) = sup Egcp(ﬁ(o)) <a
0cHy 6eHy

5.11. Tétel. (v.d.Vaart [28, Theorem 15.4.]) Legyen © C R* nyilt halmaz, és
legyen ¢:0©—R differencidlhaté egy 6y pontban igy, hogy ¥(6y)=0, ' (6y)#£0.
Legyen az (R%, B(R"),{P, 0 : 96@})HGN statisztikai kisérletsorozat LAN a 09
pontban nemszinguldris Iy Fisher-informdcidval, és r, — oo skdldzotényezdkkel.

Ekkor a Hy: ¥(6p) <0; Hi: ¥(0y) >0 hipotézis tesztelésére szolgdlo
tetszdleges a-szintd probik ¢, n €N sorozatinak erdfiigguvényeire teljesiil, hogy

!/
limsup 7, (%—i—r;lh) <1-0 | 2, — Y’ (00)h
n—o0 \/w/(90)[@—011/)/(00)71



5.3. ASZIMPTOTIKUSAN OPTIMALIS PROBA 85

minden h € RF, /'(09)h >0 esetén. Tovibbd tekintsiik a T, statisztikikat

W' (60) I, An. o,

T, =
V0015, (60)T

+0Pn790 (1)'

Ekkor azon probdk sorozata, melyet elvetiink, ha T,, meghaladja a standard normd-
lis eloszlds z, felsd a-kvantilisét, aszimptotikusan optimadlis abban az értelemben,
hogy minden h €R esetén a P90+r;1h(Tn = zo) konvergdl a fent megadott felsd
korldathoz.

Az 5.11. Tételt és 5.9. Tételt kombinalva aszimptotikusan optimélis probat
kapunk a kamatldbmodelliinkben.

Legyenek K,L,K,,L,, n €N poztiv egészek ugy, hogy K, =nK +o(n)
és L, =nL+o(n) ha n—oco. Minden neN és pc€R esetén legyen P, ,
az 2 = ( lgiz))lékSKmOéKLn minta eloszldsa a (RE(Lnt1) B(REA(Lnt1)y)

mérhets téren.
5.12. Tétel. (Fiilop, Pap [3, Theorem 4.1.]) Legyen
- 00 € [-1.1],
- ¥ :R— R differencidlhaté pp-ban, 1(00) =0, ¥'(0) # 0,
- a€(0,1)
~VneN: @, :RELatl) 5 101] legyen a-szintid véletlenitett proba a

Hy:¢(0) <0 wvs Hp:v¢(0)>0 tesztelésére.
Ekkor minden h eR, ¥'(gp)h >0 esetén

lim sup E¢p,, (fn’goﬂz}goh) <1-0(20— Sign(d”(@o))[;fh)’

n—oo
ahol ® jeloli a standard normdalis eloszldsfigguényt és z, jeloli a standard

normdlis eloszlds felsé a-kvantilisét.
Tovdbbd megadva minden n €N esetén a T, ,, : RE~(LntD) 5 R

T, (wn) == Sign(¢/(Q0))I;]l/2An,go (zn)
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statisztikdk sorozatat, akkor a

1, ha T, (z0n) 2 2a,
on(Tn) =
0, ha Tpp(zn) < za,

probdk sorozata aszimptotikusan optimdlis abban az értelemben, hogy minden heR
esetén

P (T (B ) > 20 ) = 1= @ (20 —sign (' (@) [/ *h).
ha n — .

5.13. Példa. Legyen ¢ :R—R, 1(z):=x— g . Ekkor teljesiilnek az 5.12. Tétel
feltételei, azaz 1(09) =0 és ¥'(00) #0. Igy az 5.12. Tétel alapjan a

Hy:0< 00 vs  Hi:p> 00

hipotézisre aszimptotikusan optimalis probasorozatot tudunk adni az 5.8. Tételben
megadott [, Fisher-informacié és A, , statisztika, vagy az egyszeriibb 5.9.
Tételbeli A, , statisztikdk segitségével.



Osszefoglalas

Ezen doktori értekezésben diszkrét ideji Heath-Jarrow-Morton (HIM) tipust
hataridés kamatlabmodelleket vizsgaltam, melyeket Gall, Pap és Zuijlen [11] ja-
vasolt. A modellek legfébb tulajdonsaga az, hogy a kiilonb06z6 lejaratig hatralevs
id6 kiilénbo6z6 értékeihez tartozé hataridés kamatlabak kiilonbozé diszkrét ideji
folyamatokkal lehetnek meghajtva, azaz a hataridés kamatlabakat véletlen folya-
mat helyett egy véletlen mezd hajtja meg. Ennélfogva kiilonb6z6 piaci véaltozasok
lehetnek hatassal a kiilénb6z6 hataridés kamatldbak folyamatara.

Az altalunk vizsgalt esetben a kamatlabfolyamatot egy térbeli autoregresszios
tipusi Gauss véletlen mez6 hajtja meg. Egy ilyen modellre Gall, Pap és Zuijlen
olyan elégséges feltételeket is levezetett [6], amelyek mellett a piacok kizarjak az
arbitrazs lehetségét, ezzel kikiiszobolve a modellbdl a drift tagot. Tovabbé feltéte-
leztiik, hogy a volatilitas determinisztikus, sem az id6t6l, sem a lejaratig hatralevd
id6t6l nem fiigg. Jelolje a &k id6pontban az ¢ lejaratig hatralévs id6hoz (k,£€Z4)
tartozo hataridés kamatlabat fi .. Ez a hataridGs kamatlab tehat a [k+¢, k+{+
+1) id&intervallum alatt érvényes. Az {fxe:k,0 € Z,} térbeli autoregresszios
mezdvel meghajtott hataridds kamatldbfolyamatot stabilnak, instabilnak vagy fel-
robbandnak nevezziik, ha |o| <1, |o|=1 vagy |o| > 1.

A 2. fejezetben a HJM tipust kamatlabmodellekrél adtam egy révid torténeti
attekintést és az arbitrazsmentességhez kapcsolédo alapvets fogalmakat foglaltam
Ossze. Ezutéan felidéztem az altalunk tanulméanyozott diszkrét idejd Gauss-tipusi
térbeli autoregresszioés mezgvel meghajtott hataridés kamatlabmodellt, majd an-
nak Gall, Pap és Zuijlen altal levezetett arbitrazsmentes alakjat.

A 3. fejezetben maximum likelihood becslés konzisztencidjaval foglalkoztam
fligg$ minta esetén. Az els§ alfejezetben Osszefoglaltam az alapvetd definiciokat,
tovabba a Heijmans és Magnus altal [15] levezetett gyenge konzisztenciara vonat-
kozo feltételeket. A masodik alfejezetbe keriiltek a sajat eredmények, a gyenge
vonatkozo feltételrendszer, melynél nincs megkovetelve a mintaelemeknek sem a
fliggetlensége, sem az azonos eloszlastusiga. Kiilonosen az elsé feltétel nagyon jol
hasznélhatd, egy alkalmas kornyezetben megfelelGen skaldzva a likelihood hanya-
dos logaritmusara vonatkozo, egy informéciés mennyiséghez tarto egyenletes kon-
vergenciat kovetel meg. Az informacios mennyiség ebben az esetben a Kullback-
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Leibler informaciéval all kapcsolatban.

A 4. fejezetben a HIM-tipusi hatéridés kamatlabmodellben a o autoregresszi-
6s paraméter maximum likelihood becslésének aszimptotikus vizsgalatat foglaltam
Ossze. Az f o hataridés kamatlab fiigg a k& megfigyelési id6tol és az £ lejaratig
hatralevs 1d6tsl. Kétféle mintaelemszam névekedésnél vizsgaltam a o paraméter
erGs konzisztencidjat. El6szor mindkét idGtényezével tartottam a végtelenbe. Ek-
kor igazoltam a maximum likelihood becslés erds konzisztenciajat stabil és mindkét
instabil esetben. Ehhez az el6z6 fejezetbeli erds konzisztenciara vonatkozo feltételt
ellendriztem, azaz megadtam azon 7, ,, skalazo tényezSket és I(p, o) infor-
méciés mennyiségeket, melyek mellett az emlitett egyenletes konvergencia teljesiil.
Stabil esetben a skalazoé tényezs szokasos abban az értelemben, hogy aranyos a min-
taelemszam reciprokaval, azaz n 2. A két instabil esetben azonban, amikor po=—1
és o0=+1, a skalazo tényezok kiilonbodzsek, nevezetesen n=3 és n 6. Késsbb
a lejaratig hatralevs id6 fels§ korlatjat rogzitettiik, hisz természetesen felmeriil
akadaly, hogy nem &llnak rendelkezésiinkre adatok tetszélegesen hosszi lejaratig
hatralevs idével. Azaz a masodik esetben minden megfigyelési id6pontban a hatar-
id6s kamatlabak ugyanolyan lejaratig hatralevd idékkel rendelkeznek. Ekkor csak
astabil ésa o=+1 instabil esetben tudtunk erds konzisztenciat igazolni. Meglepd
modon ezen 1j vizsgalt minta esetén az 1, ,, skalazo tényezdk megegyeznek a
korabban vizsgalt mintanal kapottal (a bizonyitott esetekben), pedig a mintaelem-
szam elsé esetben n2-tel, masodik esetben pedig n-nel ardnyosnak tekinthetd.
A fejezet végén kaptak helyet az erds konzisztencia bizonyitasanél hasznalt, nagy
szdmok erés torvényei tipust lemmak.

Ugyancsak a 4. fejezetben foglaltam Ossze az R [24] statisztikai programcso-
maggal végzett szimulaciés eredményeket is. Becsléseink az fy(f’) mintan alapul-
tak (mivel ez a realisztikusabb eset), melyet az arbitrazsmentes modell alapjan
generaltunk adott [ volatilitds és {fo¢: ¢ € Z;} kezdeti értékek mellett. Az
elméleti eredményekkel 6sszhangban a szimulaciés eredmeények alatamasztjak az
erGs konzisztenciat a stabil és a ¢ =41 instabil esetben, s6t a szimulacié a még
nem bizonyitott o= —1 instabil esetben is erés konzisztenciara enged kovetkez-
tetni. Az ML becslés aszimptotikus normalitasat is vizsgaltunk, ami |o| <1 és
o=+1 esetben a szimulaci6 alapjan teljestil. A o = —1 esetben viszont elvetettiik
a normalitast a Shapiro-Wilk préba alapjan.

Végiil az 5. fejezetben a kamatldbmodellhez kapcsolodo kisérletsorozattal fog-
lalkoztam. ElGszor bevezettem a sziikséges alapfogalmakat: a kisérletsorozat kon-
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vergenciajat és lokalis aszimptotikus normalitasat Le Cam féle értelemben [19]
(14sd tovabbéa van der Vaart [28]). Majd az els§ tipust, n2-tel arédnyos min-
ta esetén bizonyitottam a kamatldbmodellhez kapcsolodo kisérletsorozat lokalis
aszimptotikus normalitasat stabil és mindkét instabil esetben. Az itt szoba jové
skalazé tényez6k a mintdbdl szdrmazo Fischer informéciés mennyiséggel vannak
Osszhangban. Stabil esetben ez a skilazéd tényez6 mn, ami klasszikus abban az
értelemben, hogy a mintaméret négyzetgyokével ardnyos. Meglepd mdédon az in-
stabil esetekben, o= —1 és o= +1, esetén a skalazo tényezdk kiilonbozdek,
2 és n>. A lokalis aszimptotikus normalitasbol kovetkezik a ki-
sérletsorozat konvergenciaja, tovabba [28, 15.4 Tétel| szerint egy aszimptotikusan
optimalis probat is tudunk konstruélni, abban az értelemben, hogy meg tudunk
adni egy olyan prébasorozatot, melynek erdfiiggvényei tartanak az Osszes (rog-
zitett «-szinti) véletlenitett probasorozat erdfiiggvényeinek limesz szuperiorjara

nevezetesen n

vonatkozo fels§ korlathoz.

A disszertacioban szerepl6 eredmények alapjat az alabbi tudomanyos kézlemé-
nyeim adjak: [4], melyben a maximum likelihood becslés erds konzisztencidjara dol-
goztunk ki feltételrendszert ; [5] és [2], melyekben a kamatldbmodell autoregresszi-
6s paramétere maximum likelihood becslésének erds konzisztenciajat bizonyitjuk
tObb esetben, illetve a szimuldcios eredményeket tartalmazzak; és végiil [3], mely a
lokélis aszimptotikus normalitassal kapcsolatos eredményeinket tartalmazza. Ezen
tudoméanyos kozlemények tobbsége a témavezetémmel, Pap Gyulaval (Szegedi Tu-
doményegyetem, Bolyai Intézet), kozos munka.



Summary

In the present thesis I dealt with discrete time Heath-Jarrow-Morton (HJM)
type forward interest rate models introduced by Géll, Pap and Zuijlen [11]. The
key feature of these models is that the forward rates corresponding to different
time to maturity values can be driven by different discrete time processes, that is
the forward rates are driven by a random field instead of a random process. Hence,
different market ’shocks’ may impact at the different forward rate processes.

In our case the forward rate process is driven by a Gaussian type autoregres-
sive random field. Gall, Pap and Zuijlen derived sufficient condition under which
there were no arbitrage opportunities on the market [6], this condition eliminated
the drift term from the model. In addition we suppose that the volatility is de-
terministic, it does not depend on time (k) neither on time to maturity (¢). Let
fre denote the forward interest rate at time %k with time to maturity date ¢
(k,¢ € Z), which holds for the time period [k+¢,k+¢+1). The forward rate
process {fi¢:k,¢ € Zy} driven by spatial autoregressive field is called stable,
unstable or explosive if |o| <1, |og|=1 or |g| > 1, respectively.

First, in Chapter 2, I gave a short summary about HJM-type interest rate
models and defined some fundamental notions related to no-arbitrage assumption.
I recalled the discrete time forward interest rate model driven by a Gaussian-type
spatial autoregressive random field, and then its no-arbitrage form, derived by
Gall, Pap and Zuijlen.

In Chapter 3 the main aim was to give a general sufficient condition for strong
consistency of maximum likelihood (ML) estimators with dependent observations.
After basic definitions I introduced weak consistent ML estimation conditions de-
rived by Heijmans and Magnus. Motivated by this we derived a condition system
for strong consistency of ML estimators provided that the sample is not neces-
sarily independent and identically distributed. Especially the first condition is
well applicable, it requires that the appropriate scaled logarithm of the likeli-
hood ratio should converge to an information quantity uniformly in a suitable
small neighbourhood. The information quantity in this case is connected with
Kullback-Leibler information.

In Chapter 4 I summarised the asymptotic behaviour of estimation of autore-
gressive parameter o of HJM-type forward interest rate model. The forward
interest rate f¢ depends on observation time k and time to maturity date £.
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I studied the strong consistency of the ML estimation of the parameter p in two
cases of increasing size of sample. First, I tend to infinity by both time factor.
In this case I proved strong consistency in the stable and in both unstable cases.
I checked the sufficient condition for strong consistency from previous chapter.
Namely, I gave such scaling factors r,,, and information quantities I(p, o)
which satisfy the above mentioned uniform convergence. In the stable case the
scaling factor is classical in the sense that it is proportional to the reciprocal value
of sample size, that is n~2. But in the unstable cases o= —1 and o= +1
the scaling factors are different, namely, n =3 6. respectively. Second, I
consider another realistic model when the maximum of time to maturity date is
constant, that is the forward rates are only known for the same values of time to
maturity. In this case I could prove strong consistency only in the stable and in
the unstable case p=+1. Surprisingly in the case of this new type of the sample

and n—

the scaling factors 7, ,, are equal to earlier scaling factors (in proved cases), even
though the size of sample in the first case is proportional to n? but in the second
case proportional to n. In the proof of strong consistency we used versions of
strong law of large numbers, see the end of the chapter.

In addition, I summarised in Chapter 4 the result of the simulations with the
statistical software environment R [24]. Our estimations were based on samples
fr(f")) (because it is more realistic case), which are generated according to our no-
arbitrage model given the volatility 8 and initial values {fo¢:(€Zy}. Simulations
suggest that ML estimator is strongly consistent in the stable and in both unstable
cases (however the case p=—1 has not been proved yet). We studied asymptotic
normality too. It seems that the ML estimator is asymptotically normal in cases
lo] <1 and p=+1 in contrast to the case ¢ = —1, where Shapiro-Wilk test
rejected normality.

Finally, in Chapter 5, we dealt with sequences of statistical experiments related
to the interest rate model. First, I introduced some sufficient notions: convergence
of sequence of statistical experiments and its local asymptotic normality in the
sense of Le Cam [19], see also van der Vaart [28]. Then for the first type sample,
which is proportional to n?, we proved local asymptotic normality of the sequences
of statistical experiments related to the interest rate model in stable and in both
unstable cases. Related scaling factors are in connection with Fisher information
quantity contained in the sample. In the stable case this scaling factor is n,
which is classical in the sense that it is proportional to the square root of the
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sample size. Surprisingly, in the unstable cases ¢ = —1 and p = +1, the
scaling factors are different, namely, n? and n3, respectively. Local asymptotic
normality yield convergence of sequence of statistical experiments. Furthermore,
using [28, Theorem 15.4], we could construct a sequence of asymptotically optimal
tests in the sense that its power functions tends to the upper bound of limit
superior of power functions of any sequence of (fixed level «) randomized tests.

The results presented in the thesis are based on the following research papers of
mine: [4], where a condition system introduced for strong consistency of maximum
likelihood estimators; [5] and [2], where we proved strong consistency of maximum
likelihood estimator in the interest rate model in several cases and presented simu-
lation results; and finally [3], which contain our results related to local asymptotic
normality. These research papers are mostly joint works with my supervisor Prof.
Gyula Pap (University of Szeged, Hungary).
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