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El0szo

A természettudomanyokban mind az elméleti, mind a gyakorlati eljarasok jartassagot
kovetelnek meg - a formalis ismeretek mellett - az alkalmazasokban is. Ezért az alapozé
matematikai, els6sorban a matematikai analizis, tananyag 0sszedllitdsa kapcsan arra
torekedtiink, hogy a rovid elméleti megalapozas utdn els6sorban a gyakorlati felhasznalas
lehet6ségeire mutassunk ra. Igyekeztiink olyan részeket is beiktatni, amelyek szoros
Osszefliggésben allnak a kés6bb ismertetend6 mas szakteriiletekhez kapcsolédd
matematikai eljarasokkal (els6rend(i kémiai reakcidk, enzimkinetika). Az egyes fejezetek
targyalasa valtozo mélységli, a tobbi alapoz6 targy igényeihez illeszkedik. Fontos, hogy a
hallgaték ne csak a vonatkozd természeti folyamatokat értsék meg, hanem azokat az
eszkozoket is, amelyek segitségével betekintést nyerhetnek a bioldgiai, fizikai és kémiai
folyamatok mennyiségi részleteibe és idbeli viszonyaiba.

Munkank soran felhasznaltuk az elmult években szerzett sajat oktatasi tapasztalatokat
is. A rendelkezésre all6 korlatozott id6 nem teszi lehetévé az egyes targykorok részletes
ismertetését, és a matematikaban altalanosan szokasos bizonyitasi eljarasok szigoru
targyalasat. A targyalds soran feltételeztiik, hogy a hallgaté rendelkezik az elemi
matematikai - f6leg a fliggvényekkel kapcsolatos - megbizhat6 ismeretekkel. Szamolni kell
azzal is, hogy a matematikai alapok elsajatitisa komoly nehézséggel jarhat, ezért az egyes
fejezetek targyalasanal igyekeztiink az allitdsokat és magyarazatokat példak segitségével
érthet6bbé tenni. Kivanatos, hogy a hallgat6é targyi tudasat tovabbi gyakorlati példak
megoldasaval tegye elmélytiltebbé.

A szerzok
2010. augusztus
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1 Szamok és mérések

Egy mért mennyiséget altalaban mérdszammal és mértékegységgel adunk meg. Példaul
egy tomeget megadhatunk ugy, hogy 15,00 gramm (15,00 g) vagy 25,38 kilogramm (25,38
kg) stb. Mértékegység nélkiil a mennyiség nem definialt kell6képpen. Példaul 3,32 g nem
ugyanaz, mint 3,32 font.

1.1 Szamok

A szamokat tobb halmazba sorolhatjuk. Azok a szamok, amelyek fizikai mennyiséget
irhatnak le a valds szamok. Ezek a szamok el6jellel és nagysaggal rendelkeznek. Az elGjel
lehet pozitiv vagy negativ. A valds szamok minusz végtelentdl plusz végtelenig terjednek.
A valés szamok részhalmazat képezik az egész szdmok, 0, £1, +2, +3, stb., amelyek egyben
a raciondlis szdmok részhalmazat is jelentik. A raciondlis szamok két egész szam
hanyadosaként adhaték meg, mint pl. 5/8, 3/5, 7/16. A torteket tizedes tortekként is
felirhatjuk. Példaul 1/8 ugyanazt jelenti, mint 0,125. Bizonyos tortek nem adhatéak meg
egyértelmiien véges sok tizedes jeggyel. Példaul, 2/3 egyenl6 0,66666 - - - . A harom pont a
szamok utan azt jelenti, hogy tovabbi tizedes jegyek kovetkeznek. Itt a szam egyértelmii
megadasahoz végtelen tizedes jegyre van sziikség. A racionalis szamok tizedes tort alakja
vagy véges szamu nem nulla tizedes jegyet tartalmaz, vagy a szamok végtelenszer
ismétl6d6 mintazatat.

Gyakorlasképpen alakitsuk at a kovetkezd torteket tizedes tortekké 1/3, 6/11, vagy
3/8 (keressiik meg az dsszes nullatél kiillonbozo tizedes jegyet, vagy az ismétl6d6 szam
mintazatot).

A nem raciondlis szdmokat (amelyek nem adhatéak meg két egész szam
hanyadosaként) irraciondlis szdmoknak nevezziikk. Az algebrai irraciondlis szamok
magukba foglaljdk olyan raciondlis szamok gyokeit, amelyek nem raciondlisak. A
fennmarad6 valés szamok a transzcendens irraciondlis szamok, mint pl. a ™ (a kor

keriiletének és atmérdjének hanyadosa), 3,141592653 - - -, vagy e (a természetes
logaritmus alapszama) 2,718281828 - - - . Ha az irracionalis szamokat tizedes tort alakban

adjuk meg, sosem jutunk el egy olyan ponthoz, amely utan kovetkezd dsszes tizedes jegy
nulla lenne, vagy a szdmok ismétl6dé mintazatot mutatndnak. A valés szdmok mellett a
matematikusok a képzetes szdmokat is definialtak. A képzetes egység, i, egyenls v-1. Egy
képzetes szam i és egy valos szam szorzataként allithato eld. A komplex szdm egy valds és
egy képzetes szam Osszege. Ha a és b valds szamok, akkor ¢ = a + ib egy komplex szam. a-t
c valos részének, mig b-t ¢ képzetes részének nevezzik. A képzetes és komplex szamok
nem f{rnak le fizikai mennyiségeket, de fontos szerepiik van a kvantummechanikaban. A
fent targyalt szdmok u.n. skaldr mennyiségek, amelyeket megkiilonboztetiink a
vektoroktol. A skalar mennyiségeknek nagysaguk és eldjeliik van, mig a vektoroknak
nagysaguk és iranyuk. A vektorokat kés6bb részletesen targyaljuk.
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1.2 Mérések, pontossdg és értékes szamjegyek

A mért mennyiségeket gyakorlatilag sohasem ismerjiik teljes pontossaggal. Ennek
megfelelGen jo Otletnek latszik, ha a mérések valdszindi pontossagat is megadjuk. Tegyiik
fel, hogy megmértiik egy test tomegét és a mért érték 87,8 gramm (87,8 g).
Meghataroztuk, hogy a kisérletes hiba valdsziniileg nem nagyobb, mint 0,5 g. A test
tomegét az aldbbi formaban a legcélszertibb megadni: tomeg = 87,8 g + 0,5 g. Ha nem
adhatjuk meg a valdszinii kisérletes hibat, akkor legalabb azt kell elkeriilniink, hogy olyan
szamjegyeket adjunk meg, amelyek valdsziniileg helytelenek. Itt a becsiilt hiba valamivel
kisebb, mint 1 g, ezért a helyes érték valdszintileg kozelebb van 88 g-hoz, mint akar 87
akar 89 g-hoz. Ha nem akarjuk megadni a varhato kisérleti hibat, akkor a tomeget 88 g-
ként adjuk meg, és azt mondjuk, hogy a két szamjegy értékes szdmjegy. Ez azt jelenti, hogy
a megadott szamjegyek helyesek.

Ha azt mondtuk volna, hogy a tomeg 87,8 g, akkor az utolsé szamjegy nem lenne
értékes. Ez azt jelenti, hogy ha tudnank a pontos tomeget, a tizedes vesszét kovetd 8-as
szamjegy valdsziniileg nem helyes, hiszen azt gondoljuk, hogy a tdmeg pontos értéke 87,3
g és 88,3 g kozott van.

Amikor mérések eredményét adjuk meg, el kell keriilniink, hogy nem értékes
szamjegyeket adjunk meg. Amikor mért mennyiségekkel szamitasokat végziink, mindig
meg kell hatdroznunk hany értékes szamjegyet tartalmazhat a végeredmény, és annak
megfelel6en kerekiteniink kell a végeredményt. Amikor egy fizika konyvben egy fizikai
mennyiséget megadnak, feltételezziik, hogy a megadott szamjegyek értékesek. Ha van egy
szamunk, amelyrél azt gondoljuk hogy helyes, akkor megszamolhatjuk az értékes
szamjegyeket. Ha szam nem tartalmaz nullat, akkor az értékes szamjegyek szadma
megegyezik a szdmjegyek szamaval. Ha a szam tartalmaz egy vagy tobb nullat, akkor azok
a nullak, amelyek nem nulla szamjegyek kozott helyezkednek el, értékes szamjegynek
szamitanak. Azok a nulldk, amelyek csak a tizedes vessz6 helyének meghatarozasahoz
sziikségesek, nem szamitanak értékes szamjegynek.

Példaul a 0,0000543 harom értékes szamjegyet tartalmaz, mig a 0,006022 négyet. A 82
000-ben csak két értékes szamjegy van. A 0,000054300 pedig ot értékes szamjegyet
tartalmaz. A baloldalon levé nulldk csak a tizedes vessz6é helyének meghatarozasara
szolgadlnak. Az utolsé két nulla nem lenne sziikséges a tizedes vesszd helyének
definialasahoz, ezért azt jelzi, hogy a szamot 6t értékes szamjegy pontossaggal ismerjiik.
Probléma akkor keletkezik, ha ugy tlinik, hogy nullak szerepe csak a tizedes vessz6
helyének meghatarozasa, de a nulldk valéjdban értékes szamjegyek. Példaul ha egy
tavolsag kozelebb van 6300 méterhez (6300 m), mint 6299 vagy 6301 méterhez, akkor
négy értékes szamjegylink van. Ha csak 6300 m-t irunk, egy tanult ember joggal
feltételezné, hogy a két nem nulla nem értékes szamjegy és arra kovetkeztetésre jutna,
hogy szam csak két értékes szamjegyet tartalmaz. Egy lehet6ség a négy értékes jegy
jelzésére, hogy vesszo6t teszlink a szam utan: 6300, méter. Az egyértelmi tizedes vessz6
azt jelenti, hogy a nullak értékes szamjegyek. Egy masik lehetdség, hogy vizszintes vonalat
tesziink az értékes szamjegyet jelentd nullak folé, ami azt jelenti, hogy a szadm négy értékes
szamjegyet tartalmaz: 6300 .
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1.3 A szdmok tudomdnyos alakja

Ha el akarjuk keriilni a nem értékes nulldkkal kapcsolatos problémaéakat, célszerd a
szamokat tudomdanyos alakra hozni, azaz a szamot egy 1 és 10 kozotti szam és 10
valamilyen egész hatvanyanak szorzataként eldallitani (a x 10%). Ahhoz, hogy a szdmot
tudomanyos alakra hozzuk, meg kell taldlnunk 'a’-t a tizedes vesszd olyan elmozgatasaval,
hogy a tizedes vessz6tdl balra csak egy nullatél kiillonb6zdé szamjegy szerepeljen. Ezt
kovetben az exponens értékét kell kiszamitanunk oly médon, hogy megszamoljuk hany
hellyel mozditottuk el a tizedes vessz6t. Ha balra mozditottuk a tizedes vesszét, b értéke
pozitiv, ha jobbra, akkor negativ. A fent emlitett hossztisdg tudomanyos alakban 6,300 x
103 m lenne. Négy értékes szamjegyet tartalmaz, mert a nulldk nem sziikségesek a tizedes
vessz0 helyzetének meghatdrozidsdhoz. Ha a tdvolsagot csak két értékes szamjegy
pontossaggal ismernénk, akkor 6,3 x 103 m-ként kellene irnunk. A szamok tudomanyos
alakja hasznos nagyon Kkicsi, vagy nagyon szamok esetén is.

Példaul az elektron tomegét sokkal kényelmesebb 9,109 x 10-31 kilogrammként irni,
mint 0,0000000000000000000000000000009109 kg-ként. Hasonl6an az elektron toltése
1,60217 x 10-1° coulomb  (1,60217 x 10-1°C) formaban jobban kezelhet6, mint
0,000000000000000000160217 C-ként.

Gyakorlasképpen hozzuk az aldbbi szamokat tudomanyos alakra (figyeljiink a
megfeleld szamu értékes szamjegyre):

(a) 0,000623 (b) 23412 000

(c) 0,000006 (d) 5798,120

1.4 Kerekités

A Kkerekités legtobb esetben trividlis. Egy szam kerekitése azt jelenti, hogy a szamot
helyettesitjiik egy olyan szammal, amely megfelel6 szamu szamjegyet tartalmaz és
kozelebb van a mért értékhez, mint barmelyik masik szdm, amely szintén a megadott
szamu szamjegybdl all. Ennek megfelel6en, ha harom értékes szamjegyre kivanjuk
kerekiteni a 3,467-et, akkor az eredmény 3,47; 3,464 esetén pedig 3,46. Ha az egyediili
nem értékes szamjegy 5, akkor a szamérték pontosan féliton van a két kerekitett szam
kozott, és el kell donteniink, hogy folfelé vagy lefelé kerekitiink. Ilyenkor a legjobb eljaras
olyan, amely az esetek felében felfelé az esetek maik felében lefelé kerekit. Egy széles
korben elfogadott szabaly szerint ilyenkor paros értékre kerekitiink. Példaul a 4,5-6t 4-re
kerekitjiik, mig az 5,5-6t 6-ra. Egy hasonléan elfogadhat6 eljaras lehetne - bar el kell
ismerni ez nem nagyon hasznalt - feldobni egy pénzérmét, és ,fej” esetén lefele, ,iras”
esetén pedig felfele kerekiteni.

Gyakorlasképpen kerekitsiik az alabbi szamokat négy értékes szamjegyre:

(a) 0,1258985 (b) 61255

(c) 123456789 (d) 37,4415
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1.5 Elemi matematikai mtiveletek

Az 6sszeadds, kivonds, szorzds és osztds az elemi matematikai miveletek kozé tartozik. Az
el6jeles szamokkal torténé miiveletek szabalyai az aldbbiak:
(1) Két azonos eldjelli szdm szorzata pozitiv. Két kiillonb6z6 el6jeld szam szorzata

negativ.
(2) Két azonos elbjelli szam hanyadosa pozitiv, mig két kiilonboz6 el6jelli szamé
negativ.

(3) Két szam kiilonbsége megegyezik az els6 szdm és a masodik szam ellentétes
el6jellel vett 6sszegével.
(4)  Aszorzas kommutativ, ami azt jelenti, hogy ha a és b szdmok akkor

axb=bxa (1.1)
(5) A szorzas asszociativ, azaz:
ax(bxc)=(axb)xc (1.2)
(6) A szorzas és az 6sszeadas disztributiv, ami azt jelenti, hogy:

ax(b+c)=axb+axc (1.3)

1.6 Tovabbi matematikai mtiveletek

A négy elemi aritmetikai miivelet mellett tovabbi matematikai miiveleteket is végezhetiink
szamokkal (ezek koziil sok csak egy szamra vonatkozik). Egy skalar abszoliit értéke az a
szam, amely megadja a skalar nagysagat az el6jelétdl fiiggetleniil. Jel6lése a mennyiség
szimbo6luma elé és mogé helyezett fiiggbleges vonallal torténik. A miivelet jelentése

x hax>0
|x|= { (1.4)

—x ha x<0

Példa
3.2|=3,2

|—zq:z1

Egy szam abszolut értéke sohasem negativ (vagy pozitiv, vagy nulla). Tovabbi fontos
aritmetikai mliveletek a hatvanyozas és a gyokvonas. Ha x egy szamot jelent, amelyet n -
1-szer megszorzunk 6nmagaval, agy hogy egy n tagd szorzatot kapunk, akkor ezt x»
szimboélummal jel6ljiik és x n-edik hatvanyanak nevezziik.

Példa

x*=xxx, X’=XxxXxxX, X'=XXXXXX--xX (ntényezd) (1.5)
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Az n szamot az x" kifejezésben x hatvanykitevéjének nevezziik. x" akkor is
értelmezhetd, ha a hatvanykitevé nem egész szam. Ha a hatvanykitevd negativ, az a pozitiv
kitevés mennyiség reciprokat jelenti:

X = (1.6)

A hatvanyozas fontos egyenlete:
Xaxb _ Xa+b (1.7)

ahol x, a, és b szamok. Az ilyen egyenleteket azonossagoknak hivjuk, ami azt jelenti, hogy
az egyenlet igaz a valtozok tetszdleges értéke esetén. A kovetkezd azonossag:

(x“ )b =x® (1.8)

A valés szamok gyokeit a hatvanyozassal ellentétes miiveletként definialjuk. Példaul x

négyzetgyokét Jx -ként jeloljiik, és azt a szamot jelenti, amelynek négyzete x:
2
(Vx) == 0

x kobgyokét Yx ként jeloljik, és azt a szamot jelenti, amelynek koébe (harmadik
hatvanya) x:

(i/; )3 =X (1.10)

A negyedik, otodik n-edik gyokoket hasonloképpen definidljuk. Egy szam gyokének
kiszamitasa azonos a szam torthatvanyra torténé emelésével.

Yx =x? (1.11)
Ez azt jelenti, hogy

(3/;)3 _ (X1/3)3 SV S <X3>1/3 — 33 (1.12)

Ez az egyenlet jol illusztralja, hogy a gyokvonas és a hatvanyozas sorrendje
felcserélhet6 anélkiil, hogy az eredmény megvaltozna, azaz ezek a miveletek is
kommutativak.

Mindig létezik két olyan szam, melynek négyzete egy adott pozitiv valés szam. Példaul,
32 = 9 és (-3)2 = 9. Amikor a V9 szimb6lumot hasznaljuk, akkor csak a pozitiv
négyzetgyokot, a 3-at értjiik alatta. Ha a valds szamokra korlatozzuk a vizsgal6dast, akkor
egy negativ szam négyzetgyoke, negyedik-, hatodik- stb. gyoke nem értelmezhetd. Ahogy
mar korabban targyaltuk, a negativ mennyiségek négyzetgyoke képzetes szam. Mind a
pozitiv, mind a negativ szamok kobgyoke, 6todik- hetedik- stb. gyoke értelmezhetd a valos
szamok halmazan, hiszen pdaratlan szamd negativ szdm szorzata negativ szamot
eredményez. Az egész szamok, vagy mas raciondlis szamok négyzetgyoke, kobgyoke stb.
vagy raciondlis szam vagy algebrai irracionalis szam. A 2 négyzetgyoke példaul egy
algebrai irracionalis szam. Egy algebrai irracionalis szamot a megfelel6 hatvanyra emelve
raciondlis szamot kapunk. Egy algebrai irracionalis szam tizedes tort formaban nem irhaté
le véges szamu nullatél kiilonbozé szamjeggyel, illetve nem fedezhetd fel ismétl6dd
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mintazat a szamjegyekben. Azokat az irracionalis szamokat, amelyek barmely hatvanyra
emelve sem eredményeznek raciondlis szdmot, transzcendens irracionalis szdmoknak
nevezzik. llyenek példaul az e és a m.

1.7 Logaritmus

Ahogy mar kordbban leirtuk, az a2 kifejezés azt jelenti, hogy a x a, a2 pedig 1/a?, valamint
a3 egyenld a x a x a-val, stb. Léteznek nem egész kitevs hatvanyok is.

y=a" (1.13)

Az x kitev6t az y szdm a alapu logaritmusanak nevezziik, és a kovetkezdképpen
jeloljuk:

x =log, (y) (1.14)

Ha a pozitiv, akkor csak pozitiv szamoknak létezik valds logaritmusa.

1.7.1 Kozonséges logaritmus

Ha a logaritmus alapszama 10, akkor a logaritmust kozénséges logaritmusnak nevezzik:
Ha 10* = y, akkor x jelenti y kdzonséges logaritmusat, azaz logio(y). Az alsé indexet 10-
es alap esetén néha elhagyjak, de ez félreértésekhez vezethet. Hasznalatos még az Ig(y)
jelolés is.
x egész értékeire:

y x=logw(y) vy x =log1o(y)
1 0 0,1 -1

10 1 0,01 -2

100 2 0,001 -3

1000 3 sth.

Korabban mar targyaltuk, hogy amikor azonos alapu hatvany formajaban kifejezett
szamokat szorzunk, akkor a hatvany alapjat a kitev6k Osszegére emeljiik. Ebbdl az
kovetkezik, hogy két azonos alapil hatvanykitevés szam szorzatdnak logaritmusa
megegyezik a szamok logaritmusanak 6sszegével:

log(axb)=1loga+logh (1.15)

Hasonl6képpen, amikor két hatvanykitevés szamot osztunk egymdssal, akkor a
kitevéket kivonjuk egymasbdl. Ennek megfelel6en két azonos alapu hatvanykitevds szam
hanyadosanak logaritmusa megegyezik a szdmok logaritmusanak kiilénbségével:

log[%] =loga—logh (1.16)

A fenti gondolatmenetet kovetve:
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logx" =nlogx (1.17)

Fontos, hogy a fenti egyenletek a logaritmus alapszamatdl fiiggetleniil érvényesek.

Valaha hét vagy nyolc értékes jegyre megadott logaritmus tdbladkat hasznaltak a
mindennapi életben. A legtobb elektronikus szdmolégép a logaritmus értékét 10 vagy 11
értékes szamjegy pontossaggal adja meg. Az elektronikus szamologépek bevezetése eldtt a
logaritmus tablakat akkor hasznaltik, ha a szamitas tobb értékes jegy pontossagot
igényelt, mint amit egy logarléc képes szolgaltatni. Példdul ha két szamot kivanunk
Osszeszorozni, a két szdm logaritmusat megkeressiik a tablazatban, 6sszeadjuk a
logaritmusokat, majd az 6sszeg antilogaritmusat ismét megkeressiik a tdblazatban.

1.7.2 Természetes logaritmus

A 10-es alapon kiviil 1étezik még egy gyakran hasznalt logaritmus. Ennek az alapja egy
transzcendentalis irracionalis szam, melyet e-nek neveziink és 2,7182818.. ..

Ha e’ =x akkor y=log,(x)=In(x) (1.18)

Az e alapt logaritmust természetes logaritmusnak is nevezziik. Az e definicidja:

e= lim[l +%] =2,7182818 (1.19)

A lim” jelolés azt jelenti, hogy egyre nagyobb és nagyobb n értékeket vesziink (késébb
részletesen targyaljuk). Az In(x) jel6lést gyakrabban haszndljuk, mint a log.(x)-et. Néha a
log(y) is hasznalatos a természetes logaritmus jeldlésére a logaritmus alapjat jel616 alsé
index elhagyasaval. Kémiai jellegli szovegekben gyakran haszndljdk a log(y)-t a
szokvanyos (10-es alapu) logaritmus jel6lésére, mig In(y)-t a természetes logaritmusra. A
10-es alapu logaritmust néha Ig(y)-ként is jelolik. Mivel a kémidban mind a szokvanyos,
mind a természetes logaritmus elfordul, helyesebb a logio(y) hasznalata a szokvanyos
logaritmus jel6lésére és In(y) a természetes logaritmusra.

Ha egy szam szokvanyos logaritmusat ismerjiik, a szdm természetes logaritmusat az
alabbi médon szamithatjuk ki. Mivel

y= el"()’) — 1010g10(y) — (el"(lo) )logm(y) — eln(lO)logw(y) (1.20)

ezért

ln(y) = ln(lO)log10 (y) = (2,302585--~)10g10 (y) (1.21)

Konnyebben emlékezhetiink az (1.21) egyenletre, ha figyelembe vessziik, hogy e
kisebb, mint 10, ezért barmely szdm természetes logaritmusa nagyobb, mint szokvanyos
logaritmusa.
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1.7.3 Logaritmus azonossagok

Hatvdanyozds

Logaritmus

a =a
ax1 ax2 axl+x2
1
—x __
a _ X
a
X1
a — a’ﬁ*"z
a*
z
(ax) _ axz
a” =oo
a>~=0

log, (1)=0

Szamos logaritmusra vonatkozdé azonossag létezik, amelyek a hatvanyozas
azonossagaibol kovetkeznek. Ezek koziil néhanyat a 2. Tablazat mutat be. Ezek az
azonossagok érvényesek a szokvanyos, a természetes, illetve tetszdleges alapu

logaritmusra.

1.8 Az exponencialis

Az exponencialis azt jelenti, hogy e-t (a természetes logaritmus alapszama, amely egyenl6
2,7182818284...) egy megfelel6 hatvanyra emeljiik és vagy a hatvanyozas szokasos
jelolését, vagy az exp(:- ) jelolést hasznaljuk.

y = ae”™ = aexp(bx) (1.22)

Az 1.1 dbra exponencialis fiiggvények képét mutatja kiilonb6z6 b értékek esetén.
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1.1 4bra. Exponencialis fuggvények képe.

4 exp(bx)
b=-5 ] [b=5 b=1
1.0
. \\\\‘~~~\~~~t~) =-1

-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5

Az abra jol illusztralja az ebx fliggvény viselkedését. Ha b > 0, a fiiggvény értéke
megduplazddik, ha a fiiggetlen valtozo értékét egy b-t6l fiiggd értékkel megnoveljiik. Nagy
b értékek esetén a fiiggvény igen gyorsan novekszik. Hasonléképpen, ha b < 0 a fliggvény
értéke felez6dik, ha a fiiggetlen valtoz6 egy megadott értékkel novekszik. Nagy negativ b
értékek esetén a fliggvény gyorsan kozelit nullahoz.

Az exponencidlis fliggvény hasznalatara a radioaktiv bomlas torvény egy tipikus példa.
Ha Ny a t = 0 id6pontban elbomlatlan atommagok szamat jelenti, a tetszdleges t
id6pontban elbomlatlan atommagok szama a kovetkez6képpen szamolhaté ki:

N(t)=Nye ' (1.23)

ahol t az U.n. relaxacids id6 vagy az izotop élettartama. Jelentése az az idGtartam, amely
alatt a kezdetben elbomlatlan atommagok szdma az e-ed részére (1/e = 0,367879)
csokken. Azt az id6t, ami alatt a kezdetben elbomlatlan atommagok szdma a felére
csokken, felezési idének nevezziik és Ty-ként jeloljik. A Ty, és t kozotti dsszefiiggést az
alabbi egyenletek irjak le. Mivel

(1.24)

ezért

%] =1In(2)=0,69314... (1.25)

1.9 Mértékegységek, szamitdsok

Egy fizikai mennyiség meghatdrozdsa lehetetlen lenne standard mértékegységek
definialasa nélkiil. Evszazadokon keresztiil gatolta a tudomany és kereskedelem fejlédését
a jol definialt mértékegységek hidnya. Ezt a problémat hidalta at a nemzetkdzileg
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elfogadott mértékrendszer, az G.n. Systéme International d’Unités bevezetése. Roviditése:
SI. Ez egy MKS rendszer, ami azt jelenti, hogy a hosszliisigot méterben, a tomeget
kilogrammban, az id6t pedig masodpercben mérjiik. Az alabbi tablazatban megadott hét
alapegység adja a rendszer gerincét. Szarmaztatott egységeket is hasznalunk, amelyek az
alapegységekbdl vezethetdk le.

Mennyiség Az egység neve Jele
Hosszusag méter m
Tomeg kilogramm kg
Id6 masodperc S
Elektromos aram amper

Hémérséklet kelvin

Fényerdsség kandela cd
Anyagmennyiség mol mol

Az SI egységek tobbszoroseit, mint pl. a milliméter and kilométer is hasznaljuk a
mindennapi életben. Ezeket a tobbszordsoket a standard prefixumoknak az egység jele elé
torténd illesztésével jeloljiik.

Tobbszérés  Prefixum  Révidités Tobbszorés  Prefixum  Révidités
1018 exa- E 10-1 deci- d

1015 peta- P 10-2 centi- c

1012 tera- T 10-3 milli- m

10° giga- G 10-6 mikro- 1

106 mega- M 10-° nano- n

103 kilo- k 10-12 piko- p

10t deka- da 10-15 femto- f

1 - - 10-18 atto- a

A tobbszorosok roviditését ugy kapjuk meg, hogy a prefixum roviditését az
mértékegység roviditése elé illesztjiik, mint pl. km (kilométer) vagy fs (femtoszekundum).
Figyeljiikk meg, hogy a tomeg egysége kilogramm, és a tablazat alapjan olyan egységet is
hasznalhatndnk, mint pl. a megakilogramm. Kettds prefixumokat azonban nem
hasznalunk. A megakilogramm helyett gigagrammot hasznilunk. A 10-! and 10-2
prefixumok hasznalata nem javasolt, bar a centiméter még bizonyara hosszi idén
keresztiil elfogadott lesz.
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1.10 Szdamitott mennyiségek értékes szamjegyei

Amikor egy képletbe szamértékeket behelyettesitve egy szamértéket hatarozunk meg, az
eredmény pontossaga fiigg a behelyettesitett szamok pontossagatél. Az eredmény értékes
szamjegyeinek szadma fligg a kiindulé értékek értékes szamjegyeinek a szamatol. Az
eredményt a megfelel értékes szamjegyre kell kerekiteni.

1.10.1 Szorzas és osztas

Szamos hasznos 0©kolszabaly létezik, amelynek segitségével a szamitasok
végeredményének értékes szamjegyeinek a szama meghatarozhaté. Két vagy tobb tényez6
szorzasa esetén az a szabdly, hogy az eredmény értékes szadmjegyeinek a szadma
megegyezik a legkisebb értékes szamjegy szammal jellemzett tényez6 értékes
szamjegyeinek szamaval. Ugyanez érvényes az osztasra is. Az alabbi példaban egy
téglatest térfogatat hatarozzuk meg, amelynek hosszisaga 6,58 m, szélessége 2,126 m,
mig magassaga 3,417 m.

V =(6,58)(2,126)(3,417) = 47,80068636 m’ = 47,8 m’ (1.26)

Vegylik észre, hogy bar a kalkulator 10 szamjegyet ad meg, a térfogatot 47,8 m3-re
kerekitettiik, mert a legkisebb értékes szamjeggyel jellemzett tényezd harom értékes
szamjegyet tartalmazott.

1.10.2 Osszeadas és kivonas

Osszeadas és kivonas esetén az a szabaly, hogy csak az a szdmjegy lehet értékes szamjegy,
amely az 6sszeadds vagy kivonas mindegyik tagjdban értékes szamjegy volt. Nem szabad
csak szimplan megszamolni az egyes tagok értékes szamjegyeit.

Ha két test egylittes tomegét hatarozzuk meg, és az egyik tomege 0,613 g, mig a masiké
12,6284 g, akkor az eredmény: 0,613 g + 12,6284 g = 13,2414 g = 13,241 g lesz. Az
0sszegben a negyedik tizedes csak akkor lehetne értékes szamjegy, ha mindegyik tagban
értékes szamjegy lett volna. Mivel az elsé szam csak harom értékes szamjegyet tartalmaz a
tizedes vesszd utan, az eredményt harom tizedesre kell kerekitentink. Vegyiik észre, hogy
a kerekités utan is ot értékes szamjegylink van, bar az egyik tag csak harom értékes
szamjegyet tartalmazott.

Tobb 1épésbdl all6 szamitas esetén nem ajanlatos kerekiteni minden 1épés utan. Ez az
eljaras nagy kerekitési hibakhoz vezethet. Egy elfogadhaté mddszer az, hogy legalabb egy
nem értékes szamjegyet tovabbvisziink a kovetkezd szamitasba, és a kerekitést a szamitas
végén tessziik meg. Ha elektronikus kalkulatort hasznalunk, akkor kényelmes a kalkulator
altal kijelzett 6sszes szamjegyet haszndlni és a kerekitést csak a szamolas végén megtenni.

1.11 Algebrai egyenletek megolddsa

Ha egy egyenletet f (x) = 0 alakban adunk meg, ahol fegy fliggvényt jelent és x a valtozo,
akkor az egyenlet megoldasa azt jelenti, hogy megadjuk x azon értékeit, amelyek kielégitik
az egyenletet. Ezek az értékek az egyenlet megoldasai vagy gyokei. Az algebrai egyenletek
gyokeit megtaldlhatjuk algebrai vagy numerikus mddszerekkel. Ha egy egyenletben két
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valtoz6 van, mint pl. F(x, y) = 0, akkor az egyenlet megoldhat6 y-ra x fiiggvényeként, vagy
x-re y fliggvényeként. Ahhoz, hogy mindkét valtozé konstans értékét megkapjuk, egy
masik egyenlet, mint pl. a G(x, y) = 0 sziikséges, és a két egyenletet egyidejiileg kell
megoldanunk.

Altalanossagban ha n valtozénk van, akkor n fiiggetlen és konzisztens egyenletre van
sziikség. Az algebrai egyenlet megoldasa a fiiggetlen valtozé egy szamértéke, vagy
szamértékeinek halmaza. Egy ilyen érték egyenletbe torténé behelyettesitésének
numerikusan helyes egyenletet, mint pl. 0 = 0 kell eredményeznie. Algebrai modszerekkel
negyedfoku polinom egyenletek még megoldhat6ak, de néhany 6téd- vagy magasabb fokd
egyenlet esetén ez nem lehetséges. Ha egy algebrai egyenletben egy valtoz6 van,
altaldnossagban a valtozé egy értéke vagy az értékek egy halmaza elégiti ki az egyenletet.

Azt mondjuk, hogy ezek kielégitik az egyenletet, és az egyenlet megoldasainak vagy
gyokeinek nevezziik dket. A valtozé azon értékeirdl, amelyek nem eredményeznek helyes
egyenletet, azt allitjuk, hogy nem elégitik ki az egyenletet.

1.11.1 Polinom egyenletek

Az x valtozo polinom egyenlete altalanos formaban az alabbi:
f(x)=a,+a,x+a,x* +--+ax"=0 (1.27)

ahol n, az egyenletben szerepl6 legmagasabb hatvany egy pozitiv egész szam. Ez az egész
szam adja meg az egyenlet fokat. Ha n = 1 linearis egyenletrél, ha n = 2 masodfokud
egyenletrol beszéliink. n = 3 esetén az egyenlet harmadfoku stb.

Altalaban egy n-ed foki polinom egyenletnek n gyoke van, bar két vagy tobb gyok is
akar lehet azonos. Néha a gyokok képzetesek vagy komplexek. Ha egy egyenletnek van
komplex gyoke, az mindig parosaval fordul elé. A fizikai vagy kémiai problémakkal
kapcsolatos egyenleteknek egy gyoke bir fizikai- kémiai jelentéssel, a tobbit figyelmen
kiviil kell hagyni. Példaul egy koncentraci6 nem lehet negativ, ezért ha a masodfokud
egyenlet gyoke egy pozitiv és egy negativ szam, a negativ gyoknek nincs értelme. A
komplex gyokoknek szintén nincs fizikai jelentése.

1.11.2 Linearis egyenletek
Ha egy egyenlet az alabbi alakban adhat6 meg
a, +a,x=0 (1.28)

akkor az egyenletnek egyetlen gydke van

x=—-2 (1.29)
al
1.11.3 Masodfoku egyenletek
A masodfoku egyenlet standard alakja
ax* +bx+c=0 (1.30)

Néhany masodfoku egyenlet torzstényezdkre bonthatd, azaz az alabbi formara hozhaté
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a(x—xl)(x—xz):o (1.31)

ahol x; és x; konstans értékek. Itt x; és x, az egyenlet gydkei. Ha a masodfokt egyenlet nem
bonthaté torzstényezdkre, akkor a masodfoku egyenlet megoldé képletét hasznaljuk.

—b++b* —4ac
x=——

1.32
2a (1:32)

Ez az egyenlet két gyokot eredményez: az egyiket akkor, ha gyokos kifejezés el6tt
pozitiv elGjelet hasznalunk, a masikat pedig akkor, ha negativat. A (b? - 4ac) kifejezést
diszkrimindnsnak hivjuk. Harom lehet6ség van: (1) ha a diszkriminans pozitiv, akkor a
gyokok valds szamok és nem egyformdak; (2) ha a diszkrimindns nulla, akkor a két gyok
valés és egyenld; ha a diszkriminans negativ, akkor a gyokok komplexek lesznek és
kilonboznek egymastdl. Mindegyik képzetes gyok a masik komplex konjugaltja lesz.



22

2 Vektorok, trigonometria, trigonometrikus
fliggvények és matrixok

2.1 Descartes-féle koordindtarendszer, vektorok,
miiveletek vektorokkal, vektor reprezentdciok

A mindennapi életben a helyzetiinket magunkhoz viszonyitva szoktuk megadni
(késObb ezt a viszonyitasi pontot origonak fogjuk nevezni), és ehhez a ponthoz képest
utanam, mogottem, alattam, felettem...). A matematikai leirdsok soran is hasonléan jarunk
el: el6sz6r meghatarozzuk a viszonyitasi pontot, azaz az origot, és aztan azt a viszonyitasi
rendszert, a koordinatarendszert, amiben a pozicidkat jellemezni fogjuk. A koordinata
rendszert gyakran egymassal derékszoget bezard tengelyekkel adjuk meg, ebben az
esetben Descartes-féle koordindtarendszerrdl beszéliink (2.1 dabra). A derékszogi
koordinatarendszer tengelyeit x, y, és z tengelyeknek nevezziik, és ebben a sorrendben
értelmezziik Alkalmazasukkor az ugynevezett jobb kéz szabalyt hasznaljuk: ekkor a jobb
kezlinkon a hiivelyk ujj felel meg az x, a mutaté ujj az y, és a kozépsé ujj a z tengelynek.
Egy tetszdleges térbeli pontnak az adott tengelyre vonatkoztatott koordinatajat a
tengelyre esé merGleges vetiilete adja meg. Példaul ha azt mondjuk, hogy a P pont
helyzetét a (3,1,2) koordinata harmas adja meg, akkor az x tengelyen, 3, az y tengelyen 1,
és a z tengelyen 2 egységet haladva abrazolhatjuk a térben a P pontot.

4z 2.1 dbra. A P pont adbrézoldsa a Descartes-féle
derékszogl koordindtarendszerben.
A1 A
7 P.- |
(---1f |
A I
' |
! |
' |
I y | .
I >
I x e y
| i
y

X

A koordinatarendszerek alkalmazasaval egyes mennyiségek specialis definidlasa és
értelmezése valik lehet6vé. A tudomanyban a mennyiségeknek alapvet6en két tipusat
kilonboztethetjiik meg. Az egyik csoportba soroljuk azokat a mennyiségeket, amelyeket
csupan a nagysaguk megadasaval jellemezhetiink. Ezek a skaldr mennyiségek (pl. tomeg,
koncentraci6, kémiai potencidl, sebességi alland6, energia stb.). A masik csoportba
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tartoznak azok a mennyiségek, amelyek esetében a nagysaguk mellett meg kell adjuk az
iranyukat, és az iranyitottsagukat is a pontos leirasukhoz. Ezeket vektor mennyiségeknek
nevezziik (sebesség, erd, forgatonyomaték, lendiilet stb.). A vektorokat grafikusan is
megjelenithetjiik. Ekkor az egyes vektorokat nyilakkal reprezentadljuk. A vektorok
abrazoldsakor meg kell adjuk a kezd8pontjukat, az iranyukat és irdnyitottsagukat,
valamint a hosszukat is (2.2a abra). A vektorokat altalaban kis betiikkel jel6ljiik, melyek

folé nyilat rajzolunk (pl. 3,77). A vektorokat reprezentdld nyilak hossza aranyos a

jellemzett mennyiség nagysagaval. Amennyiben két vagy tobb vektorra igaz, hogy a
hosszuk, az irdnyuk és az iranyitottsdguk megegyezik, akkor fiiggetleniil attél, hogy
esetleg kiillonb6z6 kezd6pontbdl indulnak, a vektorokat azonosnak tekintjiik (2.2b abra).

4

a b [ Y

// —

nagysag
iranyitottsag

kezd6pont

\ irdny (0] / et

2.2 abra. (a) egy vektor és jellemzéi és (b) azonos vektorok a koordinatarendszerben.

A vektorokkal, a szamok esetében megszokottakhoz hasonléan, kiilonb6z6
miiveleteket is végezhetiink:

2.1.1 Vektorok osszeadasa

két vagy tobb vektort csak akkor tudunk Osszeadni, ha azoknak a mértékegysége
megegyezik. A vektorokat oOsszeadhatjuk grafikusan is. Ehhez az dn. hdromszdgelés

modszerét alkalmazhatjuk: el6szor rajzoljuk meg az els6 vektort (a) a grafikonon. Ezt

kovetben a masodik vektort (B ) rajzoljuk meg gy, hogy a masodik vektor kezd6pontja az
els6 vektor végpontjaval egybe essen. Az Osszeadasban a tagok felcserélhetdk, azaz a
miivelet kommutativ. Az eredményként kapott 6sszegvektor tehat (2.3a abra):

c=a+b=h+a. 2.1)

2.1.2 Vektorok inverze vagy ellentettje
Egy vektor ellentett vektoranak nevezziik azt a vektort, amit az eredeti vektorral

Osszeadva nullvektort (tetszéOleges iranyu és hossza zérus, jeldlése:a) kapunk. A két
vektor nagysaga és iranya megegyezik, de az irdnyitottsaguk ellentétes.
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2.1.3 Vektorok kivonasa

Két vektor kiilonbségét az ellentett vektor alkalmazasaval, a vektorok Osszeaddsanak
szabalyai szerint értelmezziik (2.3b abra):

c 5—5254—(—5) (2.2)

Ebben az esetben figyelemmel kell lenntink arra, hogy a a kivonand¢ és a kisebbitend6
nem felcserélhetd a miivelet soran.

2.1.4 Vektorok szorzasa skalarral

A vektorok skalarral val6 szorzasa vagy osztdsa vektort eredményez. Amennyiben a skalar
negativ szam, Ugy a vektor iranyitottsaga ellentétessé valik. Ha a skalar egy 1-nél kisebb
szam, akkor a vektor hossza révidebb lesz, ha 1-nél nagyobb szam, akkor hosszabb. Az 1-
el valé szorzas nem valtoztatja meg a szorzandd vektort, a 0-val val6 szorzas eredménye
mindig a nullvektor lesz (2.3c abra).

2.3 abra. Két vektor (a) 6sszeadasa és (b) kivonasa, (c) vektor szorzasa skalarral.

2.1.5 Vektorok skalaris szorzata

Fontos megemliteni, hogy ez a miivelet teljesen eltér a vektorok skalarral val6 szorzasatol.
Vektorok skalaris szorzata esetén mind a két szorzdotényezo vektor, és a szorzat egy skalar

lesz. Két vektor skalaris szorzatat (E-B ) a kovetkezbképpen definialjuk:

—

a-b=|a|-|b

-cos6 (2.3)

ahol @ a két vektor altal bezart szog (2.4 abra), mig ‘HHB‘ a vektorok nagysagat vagy

hosszat jeloli.

2.1.6 Vektorok vektorialis szorzata

A vektorok ezen mddon vald szorzasa alapvetden eltér a skalaris szorzasuktol abban, hogy
a szorzas eredménye egy vektor, és nem skalar. A vektorok skalaris szorzasatol

megkiilonboztetendé a vektoridlis szorzas jelolése is mas: axb. Vektorialis szorzas
esetében az eredményvektor, azaz a szorzat minden esetben meréleges a két szorzandd

vektor mindegyikére, azaz a két szorzando altal kifeszitett sikra. A szorzat nagysagat, azaz
az eredmény vektor hosszat a kovetkezo egyenlettel szdmolhatjuk ki:
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axb

:‘a‘~‘5‘~sin9 (2.4)

ahol faz a és bvektorok ltal bezart szog (2.4a abra), mig ‘a

,‘b‘ értelmezése ugyanaz,

mint a skalaris szorzas esetében volt. A vektorok jobb sodrasu rendszert alkotnak, azaz
iranyitottsdgukat a fentebb targyalt jobb kéz szabaly szerint donthetjiik el. Ennek

megfelelGen az a, b és ¢ vektorok ebben a sorrendben (5><B:E) megfelelnek a jobb
kéz hiivelyk, mutaté és k6zépsd ujjainak (2.4 abra).

a b

2.4 abra. (a) két vektor vektoridlis szorzasa és (b) a jobb kéz szabdly szerinti (jobb sodrasu)
koordinatarendszer.

Esetenként a grafikus abrazolas a vektorok kezelésének és a vektorokkal val6
szamoldsnak nem a legkényelmesebb moddja. A harom dimenziés Descartes-féle
koordinatarendszerben minden vektort megadhatunk egy szamharmassal (két dimenzid
esetében szamparokkal). Ebben a megfeleltetésben a vektorok kezd6pontjat minden
esetben az origoban helyezziik el, és a szamharmasok a végpont koordinatait adjak meg,
értelemszertien az x, y és z koordinatak sorrendjében. Egy vektor példaul megadhaté az

(a,.a,,a,) szamhdrmas segitségével, ebben az esetben a jel6lés: a= (a,.a,,a,).

Egy masik megjelenités valik lehetségessé az egyes koordinatatengelyekhez rendelt
normalvektorok, vagy mas néven egységvektorok segitségével is. Ez a harom vektor
mindegyike definicié szerint azonos iranyu a vonatkozé tengellyel, az origdbdl indulnak,
és irdnyitottsaguk pedig a tengelyek pozitiv tartomanya felé mutat. Ennek megfelel6en az
X, y és z tengelyhez rendeljik az i= (1,0,0), }: (0,1,0) és k= (0,0,1) normal vektorokat,
ebben a sorrendben (2.5 abra). Ebben a rendszerben barmilyen vektor megadhat6 a
harom egységvektor linearis kombinacidjaként, azaz a kovetkez6 alakban:

E:aXY—i-ay}—i-aZE (2.5)

—

Az a, =a

X X

—

,a,=a,jeés a,=a,k vektorokataz a vektor komponenseinek nevezziik.

i

A harom dimenzids térben tehat ezen harom komponens dsszege adja meg a vektorokat
(2.5 abra).
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A
z —
- 2.5 abra. Az a vektor megjelenitése a
a _ Descartes-féle koordinatarendszerben.
d;
k
ax A J ////
/// y
X« =
dy

A vektoroknak ezt a reprezentaciéjat ismerve a értelmezhetjiik a fentiekben targyalt
miveleteket is.

(1) Vektorok ésszeadasa: c=a+b= (a,+b, )?+ (a,+b, )} +(a, +b, )E }
vagy egyszeriibben c= (ax+ bx,ay+ by,az+ b:)

(2) Vektorok kivonasa: c=a—b= (a,—b, )?+ (a,—b, )} +(a,—b, )ﬁ
vagy egyszeriibben c= (ax— bx,ay— by,az— bz)

(3) Vektorok skalarral valé szorzasa: c=k-a=k- aj—i— k- ay}: +k- aZ%
vagy c= (kax, kay, kaz)

(4) Vektorok skalar szorzata: a-b= a,b +a, b +a,b,

A fentiek értelmében minden vektorbdl szarmaztathatd egy egységnyi hossziusagu

és kovetkezésképpen, a vektorok nagysdga: a

*

vektor, azaz normal vektoris: a =

|t

a

(5) Vektorok vektorialis szorzata:
c=axb=(a,b, —a,b,)i+(a,b, —ab,)j+(ab, —ab, )k

Mindezeken tul tetsz6leges két vektor (pl. a és B) altal bezart szog kiszamolhaté a
kovetkez6 0sszefliggésbol:

a b, +a, b +a,-b,

cosf =
\/axz+ay2+azz \/bxz+by2+bzz

Vannak olyan esetek a tudomanyos alkalmazasokban, amikor nem a Descartes-féle
koordinatarendszerben valé abrazolds a praktikus. Ilyen esetekben a viszonyitasi
rendszeriinket masképpen definidljuk, és a vektorokat mas geometria Osszefiiggések
alapjan adjuk meg. Az egyik ilyen lehet&ségiink a gdmbi koordinata rendszerben vald

abrazolas (2.6 abra). Ekkor az origd kezd6pontu vektorokat a hosszukkal (H =r), és két

szog értékkel adjuk meg. Az egyik szog (példankban a 6) a vektornak a z tengellyel bezart
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szogét adja meg, mig a masik szog érték (@) az x tengelynek a vektor az x-y sikra esé
merdleges vetiiletének a szogét jelenti. Figyeljiik meg, hogy a vektorok megadasa ebben a
koordinatarendszerben is egyértelmi (ahogyan egyértelmi volt a Descartes-féle
koordinatarendszerben is).

A

2.6 abra. Egy vektor megjelenitése
-~ haromdimenzids gdmbi koordinatarendszerben.

\4

A gombi koordindtarendszerben meghatarozott koordinatak (r,0,p) egyértelmiien
megadhatdk a Descartes-féle koordinatarendszerben meghatarozott koordinata értékek
(x,y, z) segitségével:

r=\x*+y*+z (2.6)
6—cos 2 (2.7)
r
cos '—X— hay>0
XZ +y2
¢= (2.8)

X
360°—cos ' ——=—— hay<0
[XZ +y2
A transzformaci6 a forditott iranyban is megvalésithato, azaz a gombi koordinatakbol
meg lehet hatarozni a Descartes-féle rendszerben érvényes koordinatakat:

x=rsinfcosp, y=rsinfsing, z=rcosO (2.9)

Ebben az esetben fontos megjegyezni, hogy 0° < ¢ < 360°,0° < 6 <180°sr > 0.

Amennyiben a 6 szog értéke éppen 90° a vektornak vagy pontnak a z koordinataja
nulla. Ebben az esetben a vektor leirhat6 csupan az r és ¢ értékek segitségével (2.7 abra).
Ezt az &brazolas polar koordinatarendszernek is nevezziik. Alkalmazasa el6térbe keriil
példaul a forgd mozgasok leirdsa sordn. A polar koordinatarendszerben a koordinatak
szamolasa a Descartes féle koordinatakbol a kovetkez6képpen torténik:

r=4yx"+y*, goztan"l% (2.10)
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y (x,y) 2.7 abra. A polar koordinatarendszer.

y=rsin @

@

»
>

X=1rcos @ X

A fentiekben a vektorok vagy pontok dbrazoldsanak csak néhany, gyakran alkalmazott
lehetéségét targyaltuk. Természetesen a kémiai, biologiai vagy egyéb rendszerek
geometria sajatsagatdl, specialitasatdl fiiggden sok tovabbi koordinata rendszer is 1étezik,
de ezeket itt nem targyaljuk.

2.2 Trigonometria, trigonometriai fliggvények és
azonossdagok

A trigonometriai fliggvényeket a legkézenfekv6bb mdédon egy derékszogli haromszog
segitségével hatarozhatjuk meg. A derékszogl haromszogekben a derékszoggel szemkozti,
leghosszabb oldalt atfogénak, a masik két oldalt befogéknak nevezziik. Ezen harom oldal
aranya definialja a szinusz, koszinus, tangens és kotangens fiiggvényeket (2.8 abra).

(1) Egy szog szinusza (sin) a szoggel szemkozti befogonak és az atfogénak a hanyadosa:

sing — szoggel szemkozti befogd

2.11
atfogé 10

(2) Egyszog koszinusza (cos) a szog melletti befogonak és az atfogonak a hanyadosa:

szog melletti befogd
cosa = (2.12)

atfogo

(3) Egy szog tangense (tg) a szoggel szemkozti befogonak és a szég melletti befogdnak
a hanyadosa:

tga— szoggel szemkozti befogd  sina

= (2.13)

szog melletti befog6 cosa

(4) Egy szog kotangense (ctg) a szog melletti befogdnak és a szoggel szemkozti
befogénak a hanyadosa:

szog melletti befog6 cosa 1
ctga =— - = =— (2.14)
szoggel szemkozti befogd sina tga
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2.8 abra. Trigonometriai fliggvények
megaddsa derékszogl haromszog
segitségével.

szemkozti befogd

<4 a
melletti befogd
A
b C

Vegylik észre, hogy a trigonometriai fiiggvényeket a derékszogli haromszog fenti
alkalmazasaval csak a 90°-nal kisebb szogekre értelmezhetjiik. A matematika ugyanakkor
ismer ezekre a fiiggvényekre olyan altaldnosabb meghatarozast is, amelyet a koordinata
geometridban megismert Osszefliggésekre alapozunk. Ezen értelmezéshez el6szor
rajzoljunk egy Descartes-féle koordinatarendszerben egy egységnyi sugard kort (2.9
abra). A trigonometria fliggvények fenti értelmezésébdl kovetkezben egy egységvektornak
(példankban az A-b6l B-be mutat6 vektornak) a koordinatai szamolhaték, mint x = cosé
és y=sinf.

2.9 abra. Trigonometriai fliggvények
meghatarozasa egységsugaru korben.

A trigonometriai ezen altalanosabb reprezenticidja lehet6vé teszi a 90°-nal nagyobb
szogek esetében is a fiiggvények értelmezését. Az egységsugard kor segitségével a teljes, 0
és 360° kozotti szogtartomanyban belathato6 a kovetkezd dsszefliggések 1étezése:

(1) sin(—a)=-sina, cosa =cos(—a), tg(—a)=—tg(a), ctg(—a)=—ctg(a),
(2)  cos(a)=sin(a+90"), sin(a)=cos(a—90%)
(3) cos(a)=cos(a+360°), sin(a)=sin(a+360°), tg(a)=tg(a +180")

Az elsé sor azt mutatja, hogy a szinusz, tangens és kotangens fliggvény paratlan, mig a
koszinusz fliggvény paros fliggvény. A masodik sor szerint a szinusz fiiggvény 90°-kal
balra valé eltoldsaval a koszinusz fliggvényt kapjuk, és forditva, a koszinusz fliggvény
jobbra 90°-kal torténd eltolasaval a szinusz fiiggvényhez jutunk. Az Osszefiiggések
harmadik sora az egyes trigonometria fiiggvények periodicitasat jellemzi.

A kovetkezd 6sszefliggések a trigonometriai fliggvények fontos és gyakran alkalmazott
azonossagait adjak meg:
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(1)  egységsugaru kor egyenlete:
sin®(a)+cos*(a) =1 (2.15)
(2) szogek 6sszegeinek fiiggvényei:
sin(a + f)=sinacosf +cosasinf (2.16)
cos(a £ f)=cosacosf Fsinasinf (2.17)
(3) szogek szorzatainak fliggvényei:
sin(2a)= 2sinacosa (2.18)

cos(2a)=cos’ a —sin*a = 2cos’a —1=1—2sin*«a (2.19)

. [a] 1—cosa
sin|— ,/ (2.20)
2
a 1+cosa
cos [E] \ / (2.21)

(4) félszogek figgvényei:

(5) figgvények szorzatai:

sinacosﬁ:%(sin(a+[)’)+sin(afﬁ)) (2.22)
sinasin,B:%(cos(a—kﬁ)—cos(a—ﬁ)) (2.23)
cosacos,B:%(cos(a—i—ﬁ)—i—cos(a—ﬂ)) (2.24)

(6) fuggvények dsszegeire és kiilonbségeire vonatkozo6 azonossagok:

sina +sinf = Zsin[aT—FﬁJcos[a—;ﬁJ (2.25)
sina—sinﬁ:ZCos[a+ﬁ sin a_—ﬁ (2.26)
2 2
cosa+cosB:2cos[a—;ﬁ]cos[aZﬁ] (2.27)
cosa—cos,B:—ZSin[a:ﬁ]sin[a;ﬁJ (2.28)

A matematikaban és a fizikdban a szogek szokasos mértékegysége a radidn. 1 radian
annak a szognek a szoge, amelyet az egységnyi sugard korbe rajzolva az altala
meghatarozott korcikkhez tartozé koriv hossza 1 egység (2.10 abra). A hétkdznapi életben

o

0 =57,295779...° . Figyeljuk
21

jobban megszokott fok értékekkel szadmolva 1radidn=

meg, hogy mivel az egységnyi sugara kor Kkeriilete 27 (hiszen K = 2rz, ahol r a sugar az
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adott esetben 1), a teljes kor szoge értelemszerlien ugyancsak 27z lesz. Masfeldl, egy
tetszlleges szognek a radidnban mért értéke az egységnyi sugard korben szamolhaté az
altala kijel6lt ivhossznak és a sugarnak a hanyadosaként:

g=2 (2.29)
r

ahol 6 a keresett szog, s a vonatkoz6 {vhossz és r a sugar. A radian jele a rad, vagy
esetenként a fels6 indexben a c jel6lés. Valdjaban pedig, mivel a radidn definicié szerint
két azonos mértékegységli mennyiség (az ivhossz és a sugar) hanyadosaként all elg,
leggyakrabban egyszerlien dimenzi6 nélkiili mennyiségként, a mértékegység jelolésének
elhagyasaval tiintetjik fel (a fok esetében a ° jelolés hasznalata minden esetben
sziikséges). A fok és a radidn mértékegységben megadott szogek mérészamai egymasba
egyszerlien atszamolhatéak mindezek alapjan, példaul 360° megfelel 27 radidnnak, vagy
180° megfelel = radiannak.

Az alabbi tablazatban a kiilonb6z6 trigonometrikus fliggvények értékét tiintettiik fel
néhany nevezetes szog esetében. A szogek értékeit mind fokban, mind radidnban
feltlintettiik.

a(°) @ (radian, -) sinx COoSs X tgx
0 0 0 1 0
1
30 i 1 3 1
6 2 2 3
45 n ﬁ ﬁ 1
4 2 2
/4 3 1
60 = NS = 3
3 2 2 3
90 kil 1 0 n.é
2
2 V3 1
120 = AL = _f
3 2 2 \/_
135 3T ﬁ ,Q -1
4 2 2
5 1
150 R 1 B 1
6 2 2 3
180 T 0 -1 0
270 3—” -1 0 n.é
2
360 21 0 1 0

2.1 tablazat sin x, cos x és tg x értékek kiilénb6z6, nevezetes szogek esetében (n.é.: nem értelmezhetd).
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2.3 Matrixok és alkalmazasaik

Matrixnak nevezziik a szamoknak egy specidlisan elrendezett halmazat. Példakat alabb
mutatunk be:

ai .. din

A=| ' ' (2.30)

N B kL O
S O N
(S2 BN NS IR N BN

Az els6 példa egy 4x3 dimenzi6jd, a masodik egy altalanos, mxn (m-szer-n, sor-szor-
oszlop) matrixot mutat be.

A matrixok elemeit als6 a matrixban elfoglalt helyiik szerint jeldlhetjiik: a; az az elem,
amely i. sor és a j. oszlop metszetében helyezkedik el. A fenti els6 példaban az as, elem
értéke 9, mig az a3 elem értéke 7. A matrixokat a szovegben nyomtatott, félkovér
nagybetiikkel jeloljiik (A). A leggyakrabban el6fordulé matrixok a kdvetkezok:

(1) Négyzetes mdtrix: Ha az A matrixban a sorok és oszlopok szama megegyezik, akkor
az A matrix egy négyzetes matrix. A négyzetes matrixokban a a;; elemeket (i =
1,2,3,...) a matrix atlés vagy diagonalis elemeinek nevezziik.

(2)  Atlés vagy diagondlis mdtrix: Azokat a matrixokat, amelyekben a nem diagonalis
elemek mindegyike nulla, atlés vagy diagonalis matrixoknak nevezziik. A diagonalis
matrixokat elég a diagonalis elemeikkel megadnunk.

(3) Sor mdtrix: Az egyetlen sorbdl all6 matrixokat sor matrixoknak nevezziik.

(4)  Oszlop mdtrix: Az egyetlen oszlopbdl all6 matrixokat oszlop matrixoknak nevezziik.

(5) Azonos tipusti mdtrixok: Az A és B azonos tipustuak akkor és csak akkor, ha az A
matrixnak annyi oszlopa és sora van mint a B matrixnak.

(6) A nulla vagy 0 mdtrix: Ha egy matrix minden eleme nulla, a matrixot nulla vagy
nullmatrixnak nevezziik. Ebben az esetben a jelolése: 0.

(7) Egységmdtrix: Az egység matrix egy olyan diagondlis matrix, amelynek minden
diagonalis eleme 1. Jel6lése 1.

Mint sok mas esetben a matrixok kozott is értelmezhetiink miiveleteket. Ezek koziil a
kovetkezdk a legfontosabbak:

2.3.1 Két matrix 0sszeadasa

Két azonos tipusu (pl. m X n) matrix 6sszege is egy azonos tipusu matrix. Az 6sszegmatrix
elemeit az 6sszeadand6 matrixok elemeinek segitségével elemenként szdmolhatjuk ki. Ha
két 6sszeadandd matrix A és B, akkor az eredmény matrix elemet a kovetkez6képpen
szamolhatjuk ki:

(A+B);j=A;j+Bjjahol1<ismésl<j<n (2.31)
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Példa
1 -2 |1 3] (2 1
3 0[+(3 2|=|6 2
4 2| |1 7 |5 9

2.3.2 Matrix szorzasa skalarral

Az A matrix skaldrral (c) valé megszorzasa azt jelenti, hogy a matrix minden elemét
szorozzuk c-vel:

(cA)ij=c-Ajj (2.32)
Példa
1 -2] [3 -6
3.3 =9 o0
4 2/ 12 6

2.3.3 Transzponalt matrix

Egy m x n-es A matrix transzponaltja egy n X m matrix lesz. A transzponalt matrix jelolése:
AT vagy Af. A transzponalas soran a sorokbdl oszlopok, az oszlopokbdl sorok lesznek a
kovetkezdk szerint:

(AT)I‘J‘ = Aj,,' (2.33)

Példa

' 13 4]
-2 0 2],

3x2

2.3.4 Matrixok szorzasa

Az A és B matrix akkor szorozhat6 dssze, ha az A matrixnak annyi oszlopa van, ahdny sora
a B matrixnak. Ha A egy m X n matrix, és B egy n X p matrix, akkor az 6sszeszorzasuk utan
el6allé matrix, AB, egy m X p matrix lesz. Ezen szorzat matrix elemeit gy allithatjuk el6,
hogy az A matrix adott soranak elemeit a B matrix vonatkoz6 oszlopanak elemeivel
szorozzuk meg:
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[A-B] =A, B, +A, B, +.+A, B, = ZA”( ‘B, (2.34)
k=1

i,j

Ez a mivelet a matrixok kozott altalanos esetben nem kommutativ, azaz A-B # B-A.
Ugyanakkor az egység matrix esetében fenndll a kommutativ tulajdonsag, és ha barmilyen
M matrixok szorzunk az egység matrix-szal (I), akkor az eredeti M matrixot kapjuk
eredményiil, azaz M-I=I-M=M.

Példa

-1 3 1

3

'102]
-2
2><31 42

RE

3x2

2.3.5 Inverz matrix
A B négyzetes matrix az A-nak inverze, ha:
AxB=BxA=I (2.35)

ahol I az egység matrix. Az A matrix inverzének a jelolése: A-1.
A fejezet kovetkez6 szakaszaban a matrixok alkalmazasanak lehetGségeivel
ismerkediink meg néhany példan keresztul.

2.3.6 Linearis egyenletrendszer megoldasa matrixokkal
Tekintsiik a egyenletet:
a-x+b-y+c-z=d (2.36)

ahol a, b, ¢, d ismert egyiitthatok (allandék), mig x, y, z ismeretlen valtozok. Ebben az
esetben a fenti egyenlet egy linearis egyenlet. Az ilyen linedris egyenletek sokasagat
linedris egyenletrendszernek nevezziik. Keressiik meg a kovetkezd linedris
egyenletrendszer megoldasait:

x+ y+z=0 (1)
X—2y+2z=4 (2) (2.37)
x+2y— z=2 (3)

A megoldasokat tgy talalhatjuk meg, ha eliminaljuk az ismeretlen valtozok egy részét,
azaz csokkentjik az ismeretlen valtozék szamat. Ehhez az egyenleteket egymasbdl
kivonjuk, vagy 6sszeadjuk 6ket. E1I6szor vonjuk ki az elsé egyenletet az utols6bol:

x+ y+z=0 (1)
Xx—2y+2z=4 (2) (2.38)
y—2z=2 (3)

A kovetkez 1épésben vonjuk ki az elsé egyenletet a masodikbol:
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x+ y+z=0 (1)
-3y+ z=4 (2) (2.39)
y—2z=2 (3)
Tartsuk meg az els6 és a masodik egyenletet, és adjuk hozzi a masodikat a
harmadikhoz, miutdn megszoroztuk 3-al:

x+ y+z=0 (1)
-3y+ z=4 (2) (2.40)
—5z=10 (3)

A harmadik egyenletbdl: z = -2. Ennek ismeretében a y = -2 a masodik egyenlet szerint,
és az elso egyenlet felhasznalasaval x = 4.

A fenti elgondolas mellett van mas lehet6ségiink is a megoldasok megkeresésére. A
matrixok szorzasarol tanultaknak ismeretében egy linearis egyenletrendszer atalakithatd
egy matrix egyenletté:

a, ... a, X, b,

A-;:Bvagy S o =|: (2.41)
a

nl an,n nxn Xn nx1 n Inx1
Ebben az esetben az ismeretlen valtozékat az x;...x, elemek jelolik. Az ai1...ann és b1...b,

elemek felelnek meg az ismert egylitthatoknak. A matrixok Osszeszorzdsa utdn a
kovetkez6 linearis egyenletrendszerre jutunk:

a, X, + .. +a,-x,=b
: (2.42)
a, X, + - +a,,-x,=b

n,n n n

Most hatarozzuk meg azt a matrix egyenletet, ami a fenti példinkban ismertetett
linearis egyenletrendszernek felel meg:

1 1 1 X 0
1 -2 211y i|=|4 (2.43)
1 2 -1 z 2

A Gauss féle eliminalasi eljaras alapjan hozzunk létre egy kibGvitett matrixot:

1 1 110
1 -2 2|4 (2.44)
1 2 —-1]|2

A folyamatban a kovetkez6 1épéseket fogjuk tenni:

(1) Hozzuk létre a kibdvitett matrixot (ezt a 1épést fentebb mar megtettiik).

(2) Alkalmazzuk az alapvetd miiveleteket (6sszeadas, kivonas, szorzas) és alakitsuk a
kib&vitett matrixot egy haromszog matrix-sza. A hdromszog matrixban az atl6 alatti
elemek nullak.



36 2 Vektorok, trigonometrikus fiiggvények és matrixok

(3) Hozzuk létre azt a linearis egyenletrendszert, amelynek a haromszog matrix-a a
vonatkozo kibdvitett matrix.

(4) Oldjuk meg az 4j egyenletrendszert. Esetenként el6fordulhat, hogy egyes ismeretlen
valtozékat parametrizalnunk Kkell, majd a kapott értékeket vissza kell
helyettesiteniink.

Ekkor az elsé6t kivonva az utolsobodl:

1 0
-2 2|4 (2.45)
0 1 -2|2

Ezt kdvetden vonjuk ki az els6t a masodikbdl:

1 1]0
-3 1|4 (2.46)
0 1 =22

Majd adjuk hozza a masodikat a harmadikhoz, miutan a harmadikat megszoroztuk
3-al:

1 1 1( 0
1 -3 1| 4 (2.47)
0 0 -5|10

Végezetill megkapjuk a haromszog matrixot, és felirhatjuk a kovetkez6
egyenletrendszert:

x+ y+ z=0
—3y+ z=4 (2.48)
—5z=10

Ennek az egyenletrendszernek a megoldasai ugyanazok lesznek, mint a fentiekben a
hagyomanyos moédszerrel kapott értékek (z=-2,y = -2 ésx = 4).

Ugyanakkor, a linearis egyenletrendszer matrix egyenletét felirhatjuk agy is, hogy
alkalmazzuk a vonatkozd inverz matrixot:

A'A-x=A"b=1x=A"b=x=A"b (2.49)
Ehhez csupan az A matrix inverzét kell meghataroznunk. Itt mi ugyan alkalmazzuk a

modszert, de a részletek megismerése érdekében tovabbi ismereteket is szerezhet az
olvasé linearis algebra szakkonyvekben.

A kibdvitett matrix alkalmazdsan alapulé moédszer a Gauss-Jordan vagy Gauss féle
eliminaciét hasznalja fel arra, hogy a [A|I] matrixot transzformadlja az [I|A-1] matrixra. Egy

L2 2.50
3 4 (2.50)

2x2 matrix esetében példaul:
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Es az inverz matrix a kovetkezd lesz:

1 2 1 O 2.sor — 3 x 1.sor 1 2 1 0 2.sorx —1/2 1 2 1 0
3 4/0 1 0 —2|-3 1 0 1|3/2 —-1/2
5 (2551)
1.50r — 2 x 2. 50T 10 -2 1:>1 2 . —2 1
0 1[3/2 —1/2| |3 4| |3/2 -1/2

2.3.6 Két vektor skalaris szorzasa

Fejezetiink egy korabbi szakaszdban megismerkedtiink a vektorok skaldris szorzasaval.
Alternativ lehetGség két matrix skalaris szorzasara adddik specialis matrixok segitségével
is. Ebben az esetben egy sor és egy oszlop matrix alkalmazasa sziikséges. Legyen

5: (ax,ay,az)és B:(bx,by,bz) két vektor a Descartes féle koordinatarendszerben. Ezen

két vektor skalar szorzata a kovetkez6képpen szamolhat6:

b

X

o T
a-b =(a,a,a,),., -(bx,by,bz)fx3 =(a,,a,,a,),5°|b =a,b +a, b, +a,b, (252)

y

Z/3x1
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3 Halmazok, fiiggvények, fiiggvények
megadasi mdadja

3.1 Két bioldgiai példa

3.1.1 Egy differencialegyenletre vezet6 probléma. Aktiv transzport

A vorosvértestek (VVT) azzal a tulajdonsaggal rendelkeznek, hogy kornyezetiikbdl K+
ionokat képesek felvenni, szemben egy koncentraciégradienssel is. Ez utobbi
anyagaramlast aktiv transzportnak nevezik, amely valamilyen kémiai hajtéerot tételez fel.
Az aktiv transzportot pl. K#2 radioaktiv izotépos mérés segitségével lehet meghatarozni.

Kérnyezet
K* 3.1 abra. Aktiv transzport eritrocitdban.
ko ki C, 6s ¢; jelentik a kiilsG és belsS K* koncentracidt,
k; és k, pedig a sebességi allanddkat.
Co

Kompartment analizis, linedris kézelités. Az él6 szervezetben egy anyag tobb jél
megkiilonboztethetd folyadéktérben, illetve kiilonb6z6 formdaban jelenhet meg; ezek
kozott az aramlas sebessége az egyes terekben jelenlévé anyag mennyiségétdl,
koncentracojatol fiigg. A tereket, amelyek lehetnek absztrakt terek is - tehat hataraik
fizikailag nem definidlhatok - kompartmenteknek hivjuk. A kompartmentek kozotti
anyagaramlas iddbeli lefolyasaval a kompartment analizis foglalkozik.

kornyezet VT
3.2 abra. Az aktiv transzport
k, .
A B kompartment modellje.
C C:
0 k,‘ i
kompartmentek

Tegylik fel els6 kozelitésben, hogy az anyagtranszport linedrisan fligg a
koncentraciotol (ez feltehetden igaz, ha a valtozas igen kicsi), azaz

I,=kc, és I, =kc, Kk(1/s), (3.1
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ahol c a koncentracio, I az anyagaram, k a reakcio sebességi allandodja, o jelzi a kiilsd, i
pedig a kompartment belsejében mérhetéd adatokat. A fizikdban, kémiiban és
biokémiidban a folyamatok vizsgalatdnal gyakran feltételezik, hogy kis valtozasok
leirasdnal a rendszer allapotdt meghatdroz6 mennyiségek, allapothatarozék linedrisan
valtoznak. A koncentracié valtozasa Ac = cz-c1, At = t,-t; 1d6 alatt:

Ac, =k,c;,At —k,c At, (3.2)
Ac, =k c At —k,c,At, (3:3)

ahol megallapodas alapjan pozitiv el6jellel jelezziik az illetd térben a novekedést és
negativ elGjellel a csokkenést. A két egyenlet Osszege nyilvan nulla, ami az anyag
rendszerbdl torténd kidramlasanak hianyaban az anyagmegmaradast fejezi ki:

¢ + Co=Ceot (3.4)
A cikoncentracio6 idGegységre eso valtozasa:

Ac;
v kyc, -kic, =k, (Cpe - C;)-Kic; (355)

iCi

Ha ismerjiik az illet§ anyagra nézve a reakci6 sebességi allandoit, akkor az egyenletben
csak a ¢; = ¢i(t) id6tol fiiggd koncentracié az egyetlen ismeretlen. Az egyenlet baloldalan
szerepl6 mennyiség annal pontosabban irja le a valtozast minél kisebb a At. A valtozas
ugyanis nemcsak a c;(t)-t6l, hanem id6kiilonbség t, - t; megvalasztasatol is fiigg. Ha At
nulldhoz kozelit, akkor a fenti egyenlet egy un. differencidlegyenlet, amelynek
megoldasaval jutunk a keresett c¢; koncentraci6 id6tél val6 valtozasdnak megismeréséhez.
A példat a késébbiekben ismét targyalni fogjuk.

4 koncentracio (c;, c,) (0.e.
(ci, co) ( ) 3.3 abra. A koncentraciok id6beli

lefolydsa. A modellként bemutatott
N ERREEESEED. GRECEECEE Ao példanal a K koncentréciéja a t = 0
.Eo(t) Colt) = KyCoor / (k1 + k3) | id8pillanatban az eritrocita

: belsejében nulla.
DRETEETp S
n..c.n.n.n.n;n..m.- - C

Cot equ

v ' t (6ra)

T T

0 1 2 3

Erdekes adatokhoz juthatunk akkor is, ha megvizsgaljuk a

Ac, _ 0 (3.6)
At '

esetet, a staciondrius dllapotot, amikor az I, és I; aramok egyenl6ek, a rendszeren beliil
dinamikus egyensuly van. A fenti egyenlet megoldasaval kapjuk az egyensily estén

mérhetd egyensulyi koncentracidokat:

k, k,
C: = C. . 6éscC = C
iegyen ka + k,- tot 0,egyen ko + k,- tot

(87
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Ha felhasznaljuk a K egyenstilyi dllandé fogalmat:

k.
K=—, 3.8
X (3:8)

o

akkor az egyensulyi koncentraciokat az egyensulyi allandé segitségével is kifejezhetjiik.

3.1.2 Egy integralszamitasra vezet6 probléma. Logaritmikus
kozépérték
Radioaktiv bomlas, monomolekularis reakcid, gyégyszer vagy drog Kkiiiriilése esetén a

vizsgalt anyag ¢ koncentracidja a reakcié soran az idében csokken. Hatarozzuk meg a c4z.
atlagos koncentraciét egy rogzitett (¢4, t2) idékozben.

“ 7’ .7
20! koncentracio 3.4 abra. Drog kiliriilése
: O monomolekuldris reakcié folyaman.
1.51
1.01
0.51 : A o t (5)‘
0 50 100 150 200

t; t

Az atlagos koncentraciét ugy szamithatjuk ki, hogy megvizsgaljuk az dbran lathatd
mérési pontokra illesztett kiiiriilési gorbe alatti T teriiletet, és kereslink egy olyan
ordinatat, amelyre igaz:

Co (£, —t,)=T (3.9)

atl.

A megoldas lehetséges modozatai:
(1) a T-tkozelitjiik egy derékszogl trapézzal (1asd abra);
(2) az abran lathat6 gorbe alatti vonalkazott teriiletet tobb derékszogi trapézra
osztjuk fel, és ezek tertiletének dsszegével kozelitjiik a kérdéses teriiletet;
(3) ha ismerjiik a ¢ koncentracid id6beli lefolyasat, a késébbiekben targyalandé
integralszamitas segitségével adjuk meg a megoldast:

tz
T= fc(t)dt (3.10)
5t
A szamolas végeredményére azt kapjuk, hogy:
¢, —cC
w. = c £, (3.11)
In-t
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ahol c¢1 és c; a t; és t; idOpillanathoz tartozo koncentraciok.
Megjegyezziik, hogy ebben az esetben a kapott logaritmikus kézép kisebb, mint a c; és
c; segitségével kiszamithaté szdmtani kézép.

3.2 Halmazok, intervallum

3.2.1 A halmaz fogalma

A halmaz adott, meghatarozott dolgok Osszességét fejezi ki. Olyan alapfogalom, amely
egyszeri(ibb fogalmakra nem vezethet6 vissza. A halmazt végeredményben az hatarozza

meg, hogy el lehet dénteni, egy adott x dolog az M halmazhoz tartozik vagy sem. Ennek
jele:

xeM vagy x¢M (3.12)

ahol x egy tetsz6leges eleme a halmaznak. Ha a halmaz t6bb véges szamu elembdl all, pl. x,
y és z, akkor ajelolés:

M={xy,z} (3.13)
M: = jelslés azt mutatja, hogyan definialjuk az M halmazt a jobboldal segitségével, azaz

M legyen egyenld a jobb oldalon leirt halmazzal.

3.2.2 Részhalmaz

Legyen M pl. a kiilonboz6 gyogyszerek halmaza, akkor a fijdalomcsillapité hatasi

gybgyszerek az M halmaz egy K részhalmazat alkotjak. Szokasos jelolések:

K:= {x| x a valasztott tulajdonsaggal rendelkezik} (3.14)
K:= {x € M: x fijdalomcsillapité gyégyszer} (3.15)
KcM (3.16)

3.2.3 Halmazmiiveletek

Jeloljpn U egy olyan halmazt, amelyet univerzdlis (alaphalmaz) halmaznak hivunk. Legyen
Aés Bkét halmaz; ha mindkett6 részhalmaza az univerzalis halmaznak, akkor ennek
jelolési modja:

ACU és BCU. (3.17)

(1) Halmazok metszete. Két halmaz k6zos részét vagy metszetét az aldbbi mdédon jeloljiik:

ZmB::{er:erle’sxeB’} (3.18)

A fenti miivelet példaja lehet a gydgyszerek halmazabdl egy olyan részhalmaz, amely
azon gyogyszereket tartalmazza, amelyek fajdalomcsillapité hatasukon kivill nyugtatd
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hatassal is rendelkeznek. Természetesen a két halmaz kozos része lehet ures, az tires
halmaz, amely nem tartalmaz egyetlen elemet sem. Jele: & . Ekkor:

ANB=0o (3.19)

Példa

Valdszintileg nincs olyan gyogyszer, amely egyidejiileg vizhajt6 és vérzéscsillapitd
lenne.

Azt a halmazt, amely nem tartalmazza az A halmaz elemeit, az A halmaz

komplementer halmazdnak nevezzik, jele: A. Az U alaphalmaz komplementer halmaza
nyilvan az lires halmaz.

(2) Halmazok egyesitése (uni6ja). Tekintsiink ismét két A és Bhalmazt, amelyek

részhalmazai az U univerzalis halmaznak:

AcU és BcU (3.20)
A két halmaz unioja olyan halmaz, amely egyarant tartalmazza Aés B elemeit. Jele:

Zlué::{er}z{er:erlvagyer’}. (3.21)

(3) Halmazok Descartes-féle szorzata. Legyen ismét A és B két halmaz; elemeikbél

rendezett pdrok képezheték: (a,b), ahol acA és beB. A rendezett parok 0Osszessége
ismét egy halmazt alkot:

AxB:={(x,y):xc A, yeB}, (3.22)

ahol x és y a megfelel6 halmazok elemei. Az (x, y) elemek rendezett part alkotnak. A
rendezett parokban az elemek egymassal nem felcserélheték, azaz (x, y) # (y, x). A
rendezett parok és a sik pontjai kozott egyértelml leképezés valdsithatdé meg. A
z=(x,y)-t a sikon vektornak is nevezhetjik. A halmaz és halmaz miveletek

szemléltetését a Venn-diagrammok segitségével valdsitjdk meg.
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Venn diagramm

3.5 abra. Venn diagramm:
fels6 dbra: két halmaz kdz0s részét;
alsé abra: két halmaz egyesitését mutatja.

A késObbiek targyaldsanal els6sorban szdmhalmazokkal foglalkozunk, amelyekre
specialis jeloléseket vezettek be:

» Természetes szamok halmaza: N és N*:{1,2,3,~--}0¢1\~1+, utébbi a pozitiv egész
szamok halmazat jelenti, amely a zérust nem tartalmazza.

» Egész szamok halmaza: Z,

» Raciondlis szamok halmaza: Q,

» Valds szamok halmaza: I~?,

» Komplex szdmok halmaza: c

Szamhalmazok
3.6 dbra. Szamhalmazok grafikus

abrazolasa:NCzcQcRccC

SUURLARE
AR NN
SRR

C: komplex

el

A . P
B : R: valds
B LR y

Q: racionalis

Z:egész

N: természetes

Megjegyzés: A valds szamok R halmaza rendezett halmaz, érvényes a kisebb és nagyobb -

< ill.> - rendezési reldcié.Ha A=R és B= R, akkor a Descartes-szorzat:

AxB = RxR = R*. (3.23)

Ha marmost g, € Aés b, € B i=1,2, akkor megadhaté a két rendezett par tdvolsdga:
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p=(a,—b,) +(a,~b,) . (324)

3.2.4 Intervallum

Szamos esetben a valds szamok egy-egy meghatarozott részhalmazat vessziik figyelembe.
Azt arészhalmazt, amely az alabbi feltételeket elégiti ki:

a<x<b, (3.25)

zdrt intervallumnak nevezzik. Jele: [a,b]. Ekkor a hatarolé a és b az intervallum részét
képezik. Az egyenlStlenséget tetsz6leges a és b-re csak a valos szamok elégitik ki, ezért az
intervallum valés szamokat tartalmaz. Hasonléan definialhatjuk a nyitott, balrél zart és
jobbrol nyitott, valmint a balrél nyitott és jobbrol zart intervallumokat:

a<x<b, a<x<b, a<x<b (3.26)
(a,b) [a,b) (a,b] (3.27)

Az intervallum hosszdn a (b-a) kifejezést értjuk, a|b—a| -t tavolsagnak nevezzik.

Megjegyzés: a —oo < x < oo intervallum csak nyitott lehet. Az egyenes pontjai és a valds
szamok kozott kolcsondsen egyértelmi kapcsolat 1étesithetd, ez lehet6vé teszi a valos
szamok abrazolasat a szamegyenesen.

3.3 Fliggvény

A filiggvény a matematika egyik legéaltaldnosabban haszndlt fogalma. El6fordul a
matematika csaknem minden agaban, és gyakran haszndljdk a természettudomany mas
agaiban is. A fliggvények halmazok kozotti specidlis megfeleltetést jelentenek, amely
szerint minden a€ A elemhez egyértelmiien hozzarendelik a B halmaz egy b€ B elemét. A
hasznalatos jelolések:

f: A—B fleképezi A-tB-re, (3.28)
x— f(x) xeD,, (3.29)
f(x) x€D;,. (3.30)

A [)f C A halmaz, ahol a specialis megfeleltetés (f-szabdly) értelmezve van, a fliggvény

értelmezési tartomdnya (domén). Az f?f:{ f(a)e BYhalmaz a fiiggvény értékkészlete

(range). A
G,={(a,f(a):aeD,} CAxB, (331)

halmaz pedig a fiiggvény grafikonja. Az f(x) fliggvényben az x a fiiggetlen valtoz6 (a
fliggvény argumentuma). Ha két f(x)szabalynal az értelmezési tartomany kilénbozo,

akkor két kiilonbozd fliggvényrdl beszéliink.
A fiiggvény kélcséndsen egyértelmi, ha az értékkészlet minden elemét csak egyetlen
értelmezési tartomany beli elemhez rendeli hozza.
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f(x)

értelmezési
tartomany: D,

értékkészlet: R, 3.7 abra. Fluggvény fogalma.

értékkészlet: R ;=D; e . _--7"  értelmezési
tartomany: D = R,

Példa
f(x)—x* f)f CQ halmaz: V3 nincs f(x) -re értelmezve,

R halmaz: \/5 eleme Df Cf?f

Ha mindenegyes x értékhez az f(x)-nek egyetlen értéke felel meg, akkor egyértékii
fiiggvényrol beszéliink (Pl. y=x>, y=Ilogx, viszont y:x/; kétértéki fiiggvény). Ha az
f(x) fliggvény tobbértéki, akkor van olyan az y tengellyel pArhuzamos egyenes, amelyik

tobb pontban metszi a fiiggvényt. Tobbértéki fiiggvénynek sok esetben ki lehet valasztani
(sokszor célszerl is) egyértékii agat. Azokat a fiiggvényeket, amelyek végesszamu
aritmetikai mivelet és Osszetett fliggvény képzésénél azok végesszamu alkalmazasaval
nyerhetdk, és egyetlen analitikus kifejezéssel adhatok meg, elemi fiiggvényeknek nevezziik.

Példa

o
y=log(x ++1+x%) y:arctg,{j&
—sinx

3.3.1 Kétvaltozos fiiggvény

Jelolje AxBasik pontjait a derékszogli koordinatarendszerben. Ha most:
F: D,xD,—~R (D,CR, D,CR), (3.32)

akkor a szimbélum a sikbeli értelmezési tartomany leképezését jelenti az R halmazra az F
szabaly szerint. Az F szabaly egy kétvdltozds fiiggvényt meghatarozasat jelenti:
z=F(x,y) z€R (3.33)

Egyenlet. Tekintsiink adottnak a kovetkezd egyvaltozos fliggvényt:
f:bf—>.§ ([)fcﬁ,fcﬁ)
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Keressiik a Df értelmezési tartomany azon elemeit, azaz azokat a valds szamokat,

amelyekre teljesiil az
f(x)=0 (3:34)

egyenlOség. Az Osszefliggést egyenletnek, az f(x) fliggvény zérushelyeit az egyenlet

gyokeinek nevezziik.

3.3.2 Fiiggvények kompozicioja: 6sszetett fiiggvény

3.8 abra. Flggvény kompozicidja.

fla(x))

Az A halmazon értelmezett g(x): A— B és a B halmazon értelmezett f(x): B—C

fiiggvényekbdl alkotott fliggvénykompozicion (jele: f o g = f(g(x))) ill. 6sszetett fiiggvényen

azt a flggvényt értjik, amelynek értelmezési tartomanya D, :=D,, és amelyre

tetszéleges x€ D,

kompozicié nem értelmezhetd.

esetén (f o g)(x) = f(g(x)). Ha az ﬁg < [)f feltétel nem teljestil, akkor a

3.3.3 Inverz fiiggvény
Az f :[)f —>1~2f fliggvény inverz fliggvényén azt a fliggvényt értjiik, melynek értelmezési

tartomanya ﬁf_l =R  és értékkeészlete [)f, azaz barmely y e [)f,l esetén

) =x, fFUfx)=x (335)
ahol f'vagy f az inverz fiiggvény jele. A 5f és ﬁf kozott a megfeleltetés kolcsondsen

egyértelmii. Az y= f(x)fiiggvény inverz fiiggvény x = f '(y)az y = x egyenesre torténd
tilkrozéssel kaphatdé, azaz az x és y tengely felcserélédik. Az y = x fiiggvény inverz

fliggvénye 6nmaga, azaz 6nmagara tiikrozve jelenik meg.

Megjegyzés: A matematikai szimmetrikus kapcsolat nem lehet az ok-okozati kapcsolat
megfelel6je, mivel az ok-oksagi kapcsolat nem fordul meg.
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3.3.4 Fiiggvények megadasanak maddjai

Flggvényeket altaldban harom kiilénb6z6 moédon szokas megadni: tablazat, képlet vagy
grafikon.

Példa

Egy fémes vezetd R ellendllasanak t h6mérsékleti fiiggése:

t(°C)|19,1 250 30,1 36,0 40,0
R(Q)|76,3 77,8 79,7 80,5 82,4

A természettudomanyokban ez a méd igen gyakori. Szamos valtozo6 kozotti kapesolatot
tablazatban és/vagy kozelité fiiggvények formdajaban adnak meg (Landolt-Bernstein
tablazatok, ddzis-hatds gorbe). Viszont igen sokszor csupan empirikus adatok allnak
rendelkezésre.

A leggyakoribb esetben a fiiggvényeket valamilyen matematikai alakban, képlettel
adjak meg. A figgvények lehetnek explicit vagy implicit médon megadott fiiggvények. Egy
explicit fiiggvény a meghatarozas soran kozvetlentl az értékkészlet elemeinek a szdmolasi
moddjat adja meg. A fiiggvények implicit meghatarozasa tartalmaz minden informaciot az
egyes értelmezésitartomanyb beli elemek értékkészlet beli parjdnak a megadasra, de a
matematikai forma nem kozvetlentil az értékkészlet elemét adja meg.

243
S 3-x
geometridbdl ismert ellipszis egyenletét implicit alakban szokis megadni, de ebbdl az
alakbol kénnyen kapunk explicit alakot:

2
b
X_2+J’_:1 y=4—a’ —x? (3.36)
a

bZ

Az y

fiiggvény példa az explicit alakban megadott fliggvényre. Az analitikus

Q

Ezzel szemben az x-y—2"+2” =0 egyenletbdl y-ra nem adhaté zart formula, de a

fiiggvény y értéke egy adott x-re kiszamithato, azaz megadhaté y mint x fliggvénye.

A gyakorlatban sokszor grafikon formajaban adnak meg fiiggvényeket. A fliggvény
azon pontok mértani helyének tekinthetd, amelyek abszcisszai a fiiggetlen valtozoé értékei,
ordinatai pedig az ezeknek megfeleld fiiggvényértékek. Tobbnyire a grafikonokat a
Descartes-féle  koordindtarendszerben  abrazoljak, kevésbé gyakori a poldris
koordinatarendszerben torténd abrazolas (1d. kovetkezd szakasz).



48 3 Halmazok, fliggvények

1200 } halalozas /100 000 férfi

3.10 abra. Haldlozasi arany és alvasi id6é

1100 - kozotti 6sszefuggés (dr. Harald J.

y =93,28 x? - 1336 x + 5460,8 Horowitz, Yale University munkajabal).

1000 A
900 A

800 A

700 +

i (@) R
600 alvés id6tartama
5 6 7 8 9

Forrds: Dr. Harald J. Morowitz (Yale University)

A halmaz adott, meghatarozott dolgok Osszességét fejezi ki. Olyan alapfogalom,
amely egyszeriibb fogalmakra nem vezethet6 vissza. A halmazt végeredményben az
hatarozza meg, hogy el lehet donteni, egy adott x dolog az adott halmazhoz tartozik
vagy sem. A halmazok kozott miiveleteket értelmeziink. A fiiggvény a matematika
egyik legaltalanosabban hasznalt fogalma. A fiiggvények egyértelmi hozzarendelést
hataroznak meg két halmaz, az értelmezési tartomany és az értékkészlet elemei
kozott.



49

4 Fuggvények és tulajdonsagaik

4.1 Fiiggvények specidlis tulajdonsdgai
4.1.1 Monotonitas
Tekintsiink egy f:R— R fiiggvényt az f?f E[)f halmazon. Az y = f(x)fiiggvény a Df

halmazon monoton névekvo, ha x; és x; € D, €s x1 < Xz, akkor f{x1) < f{xz). Hasonl6an, ha

X1 < X2, de f{x1) > f(x2), akkor a fliggvényt monoton csokkendnek hivjuk (4.1 abra).

A 4.1 abra. Flggvények
4,0 1 f(X)’ g(X) a(x) monotonitdsa: az f(x) fuggvény
38 | szigorian monoton névekvd, a
, f(X1)<f(X2) g(x) figgvény monoton

36 | g(x3)>g(x4) csokkend.
341
Sl BT PR Y R
3,0 5 : 9(x5) alx) x

1 : 1 1 3 1 1 >

Xq X, X3 X4

Ha a fliggvények értékkészletére vonatkozé relaciokban az egyenlGséget is
megengedjiik, pl. ha x1 < x2 és f{x1) < flxz), akkor az f(x) fiiggvényt monoton nem
cs6kkenének mondjuk.

4.1.2 Korlatossag
Tekintsiink ismét az £ R — R fiiggvényt az Df Eﬁf halmazon. Az f(x) fiiggvény korlatos
aH C [)f halmazon, ha van olyan M szam, amelyre igaz,

| f(x) |<M, hax e H.
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A

407 4.2 abra. Az f(x) figgvénynek M egy
38t felsé korlatja, M, pedig a felsé hatéra

’ az [a,b] intervallumban. m és my,,, a
36F flggvény also korlatja és alsé hatara.
3,4r
3,2r
30F : : X

a b

Az adott M szamot a fiiggvény egy felsé korldtjdnak nevezziik. Nyilvanvalo, hogy a felsé
korlatok egy végtelen szamossagu halmazt alkotnak. A felsé korlatok koziil van egy
legkisebb, amelyre még érvényes a fenti relacid. Ezt a fels6 korlatot felsé hatdrnak
nevezziik. Hasonléan fogalmazhat6 meg az alsé korldt és az also hatdr (4.2 abra). Az alsé
hatar az alsé korlatok koziil a legnagyobb. Viszonylag kdnnyen be lehet bizonyitani, hogy
egy feliilrdl (alulrol) korlatos szamhalmaznak mindig van felsé (als6) hatara.

4.1.3 Paros és paratlan tulajdonsag

Ertelmezziink egy fR— R fiiggvényt az [)f Ef?f halmazon. Az f(x) fiiggvényt pdros

fiiggvénynek mondjuk az adott halmazon, ha érvényes a kovetkezd relacio:

f(x)=f(—x) (4.1)

A paros figgvények grafikonjara jellemz6, hogy a derékszogtli koordinatarendszerben a
fliggvény szimmetrikus az Y tengelyre. Paros fliggvény pl.:

y=|x|,y=x*, ahol a k egész szam és y = cosx (4.2)
Pdratlannak nevezzik az y= f(x) fliggvényt, ha

fx)=—f(=x) (4.3)

A paratlan fiiggvény esetén a fliggvény grafikonja az origdra nézve szimmetrikus.

Példa

y=x"", ahol a k egész szém,y =sinx ésy =|x|/x (4.4)
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flu)=u?3 fx), flu)

4.3 abra. Az f(x)= X3 paratlan és az

flu)= u? paros fuggvény grafikonja.

s

4.1.4 Periodikus tulajdonsag

Az f(x) fliggvényt periodikusnak mondjuk p periddussal, ha minden x < [)f -re igaz a
kovetkezo relacio:
f(x+p)=f(x)= f(x—p), azaz f(x + kp) = f(x), ahol k egész szam (4.5)

Periodikus fliggvények pl. a trigonometrikus fliggvények.

4.2 Inverz fiiggvény

Tekintsiink egy y = f(x)egyértéki fiiggvényt. A fliggvényt egyértékiinek mondjuk, ha a
hozzarendelés kolcsondsen egyértelmi, azaz ha az x = a egyenes, ahol a az értelmezési
tartomany tetszdleges eleme, a€l~)f, csak egy helyen metszi a fliggvényt (vertical-line
test). Tegylik fel, hogy az y= f(x)egyenletet x-re meg tudjuk oldani, ekkor egy
x = g(y) fiiggvényt nyeriink. Azt a fiiggvényt, amely b = fla)e B fiiggvényértékhez az a €
elemet rendeli hozza az f(x) fiiggvény inverz fiiggvényének nevezziik.

Az inverz fiiggvény jele:

f(x) vagy f7'(x) (46)
a1
(f(x)) " = I (4.7)

Az utébbi jelolés nem tévesztendo dssze az f(x) flggvény reciprok értékével, azaz az

értékkészlet értékeinek reciprokaval.
Koénnyen bizonyithaté a tétel, hogy minden szigortian monoton fiiggvénynek van
inverz fiiggvénye.
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Az inverz fiiggvény geometriai szerkesztése. Tegyik fel, hogy az y = f(x)egyértékii
fiiggvény; legyen tovabba aeﬁf és b=fla)e B. Az M (a,b) pont az y= f(x) fiiggvény

grafikonjanak, az M’(b,a) pont viszont az f'(x) inverz fiiggvény grafikonjanak egy pontja.

A geometriai megfontolds alapjan vilagos, hogy az ONM haromszdg egybevagd az
O’N’M’ haromszoggel:

ONM A= O'N'M’. (4.8)
y L’ R 4.4 abra. Inverz fliggvény szerkesztése.
NI a M,(bl a) ’,
b ,’, M(a/ b)
b
/// 450 X
a
N

Ezért az OMM’ egyenlGszard haromszognek az OR egyenes a szimmetriatengelye,
amely az X tengellyel 45°-0s szoget zar be. Igy az M’(b,a) pont az M(a,b) pontnak az OR
egyenesre vonatkoz6 tiikorképe. Mivel M(a,b) az y= f(x) fiiggvény egy tetszlleges

pontja, ezért a fenti megallapitdas az y= f(x) fiiggvény értelmezési tartomanyanak
minden elemére igaz. Azaz, ha adva van egy y= f(x) egyértékl fliggvény grafikonja,
akkor az f '(x) inverz fiiggvény grafikonjat a Descartes-féle koordinatarendszer elsé és

harmadik negyed szogfelez6jére vonatkozo egyszerti tiikrozéssel nyerhetjik.

4.3 Fiiggvények transzformdcidja

A kiillonb6z6 tudomanyagakban szamos fiiggvénnyel taldlkozhatunk, amelyeken
miiveleteket kell végezni. A kapott fiiggvények attekintheté dbrazolasa kedvéért sokszor
célszerli  transzformacidkat  végezni a fiiggvényeken a Descartes-féle
koordinatarendszerben. Ertelmezziink egy f(x) fiiggvényt a valés szamok

halmazan: f(x):R—R.

(1) Afiggvény Y tengely iranyu eltolasa ¢ allandoval:

f)—= f(x)+c (4.9)
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c elb6jelének megfeleléen a fiiggvény értékei lc |-vel tolédnak el az Y tengely

f(x)—c f(x) (4.10)
a fliggvény értékei c-szeres nyujtast kapnak az Y tengely irdnydban. Ha c=-1,
akkor az f(x) fliggvény tiikorképét kapjuk az X tengelyre nézve. Amennyiben

0 < ¢ < 1, akkor a fiiggyvény zsugoritasarol beszéliink.

1 €=2 4.5 abra.y = (ex)? fliggvény nyujtasa,
zsugoritasa ¢ > 0 allanddval.

A fiiggvény X tengely iranyu eltoldsa c # 0 allando6val:

f(x)— f(x+c) (4.11)

c el6jelének megfelelGen a fliggvény grafikonja az X tengely iranyaban tolédik el; ha
¢ > 0, akkor a csokkend x értékek iranyaban; ha viszont ¢ < 0, akkor a névekvo x

mentén.
(2) Afiiggvény nyujtasa c > 0 allandoval:
CJ(Xx
o | €0
30 T
20 T
10 1
1 2 3"» X
(3)
értékek iranyaban.
(4)

A fiiggvény nyujtasa és zsugoritisa az X tengely iranyaban:

f(x)— f(c-x) (4.12)

c el6jelének megfeleléen a fiiggvény c>1 esetén c-szeresen zsugorodik, mig
0 <c<1 esetén c-szeresen nyulik az X tengely iranydban valtozatlan y értékek
mellett. Ha c=—1, akkor az f(x) fiiggvény Y tengelyre vonatkoztatott tiikorképét

kapjuk.

4.4 Elemi fiiggvények

4.4.1 Polinomok

(1)

Azokat a fliggvényeket, amelyek az

f(x)=x és f(x)=dllandé (4.13)
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fiiggvényekbdl 6sszeadas és szorzas utjan képezhetiink, polinomoknak nevezzik.
Altalanos alakjuk:

f(x)=a,+a,x+a,x’+...4+ax" és a, =0, (4.14)
ahol n természetes szam, az a; szamok a polinomegyiitthatéi. A polinomok
értelmezési tartomanya: Df:(—oo,+oo). A polinomok jele: Py(x). Minden valds

egylitthatéju paratlan foku polinomnak van legaldbb egy valds gyoke. Ha n paratlan,
az f(x) polinom paratlan fiiggvény; x < 0 esetén f(x) < 0; hax> 0, akkor f(x) >0,

igy a fliggvény metszi az X tengelyt. Az n-ed fokd polinomnak legfeljebb n szamu
gyoke lehet.
a, +a,x+a,x* +---+a,x"
b, +b,x+b,x* +---b, x"

, a,=0, b, =0 (4.15)

(2) Ha a fenti megfogalmazasndl az osztds miveletét is megengedjiik, akkor, ha a
nevezd nem allando, a raciondlis tértfiiggvényhez jutunk:

GO T (416)

Qn(x)
Racionalis polinom értelmezési tartomanya ﬁf =R, kivéve azokat a helyeket, ahol
Q,(x)=0,azaz D, =R\{0}.Haa Q,(x) k< m szdmu valos gyokkel rendelkezik (x1,
X2, , Xx) akkor R(x) a (-oc, x1), (x1, X2), - - -, (Xx, +oc) nyitott intervallum rendszerben

értelmezhetd fiiggvény.

(3) Ha a miveletek szempontjabdl a gyokvonast is megengedjiik, akkor az irraciondlis
filiggvényekhez jutunk.

(4) Az 6sszes tobbi elemi fliggvényt transcendens elemi fliggvénynek nevezziik. Pl. ahol
airracionalis szam, a pedig pozitiv szam:

@ . =2 1 X
x“, sinx, sin"—, a*, logx. (4.17)
X

4.4.2 Hatvanyfiiggvény
Hatvanyfiiggvénynek nevezziik az

y=x" (4.18)
alaku fiiggvényt, ahol x a hatvany alapja és k a hatvanykitevd, és ezek tetszbleges valds
szamok. A tovabbiakban csak az egyszer(ibb hatvanyfiiggvényekkel foglalkozunk, ahol k
egész szam és p/q alaku raciondlis tort.
(1) pozitiv kitev6jl hatvanyfiiggvény:

f(x)=x", ahol k pozitiv. (4.19)
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1) 4.6 abra. Kilonboz6 kitevsji
5] hatvanyfiiggvények grafikonja.
44
2-

-4
0
P
y=x/3
-4 4
-5 41
Ha k = 0, akkor f(x) = allandd = 1. Ha k > 0 egész szam, akkor a hatvanyfiiggvény
értelmezési tartomanya a [)f :(—o0,+00) nyitott intervallum, elnevezésiik k-edfokt
paraboldk. Ha k = 2m, ahol m egész szam, akkor a fiiggvény a (0,4+c0) jobbrol
nyitott intervallumban noévekvd paros fiiggvény (pl. x*). Ha azonban k=2m+1,
akkor a fiiggvény a (—o0,0) balrél nyitott intervallumban negativ, monoton
novekvd paratlan fiiggvény (pl. 4.5. 4bran y = x3).
Ha k = p/q raciondlis tort, ahol p és g természetes szamok, akkor az értelmezési
tartomany és értékkészlet p és g megvalasztasatdl fiigg. Ennek részleteit illetéen a
szakirodalomra utalunk.
(2) negativ kitev4ji hatvanyfiiggvény: legyen k < 0 egész szam: n = -m, ahol m > 0.
Ebben az esetben:
1
y=— (4.20)
X
Az ilyen alaku filiggvényt m-edfoku hiperboldknak nevezzik. Az m szam tort
hatvanykitevd is lehet.
A
X
90 f( ) 4.7 abra. Kilonboz§ kitevdjl

=-1/x i
y / hiperboldk grafikonja.
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Ha x—0 vagy x—+oo illetve —oo, akkor a fiiggvények értékei egyre jobban
kozelednek az Y ill. az X tengelyhez. Azt mondjuk, hogy az X és Y tengelyek a hiperbolak
megfelel§ dgainak aszimptotdi, a kozeledést aszimptotikus kézeledésnek nevezziik.

4.4.3 Exponencialis fiiggvény

Exponencidlisnak nevezziik az y = a* alaku fliggvényt, ahol a > 0 és a # 1 (a =1 esetén
konstans fliggvény, mert 1-nek minden hatvanya is 1).

Altaldban csak pozitiv alapu fiiggvényekkel foglalkozunk. A fiiggvények értelmezési
tartomanya a (—oo,+00) intervallum, és minden exponencialis fiiggvény athalad a P(0,1)

ponton. Ha a > 1 a fiiggvény monoton névekvo, a < 1 esetben monoton csokkend. Haa < 0,
akkor a fiiggvény értelmezési tartomanya az x = p/q tortek halmaza, ahol q paratlan és p
paros esetben a* > 0, mig g paratlan és p paratlan esetben a*<0. Ha g paros, akkor a
gyokvonasndl a jel alatt negativ szam all, a miivelet komplex szdmhoz vezet.

“f(x) 4.8 abra. Exponencialis fliggvények
7 y=expx grafikonja.
6-
4
2 N
O-
Mivel
L1
a‘=—, (4.21)
a

ezért az a és 1/a alapu exponencialis fliggvények szimmetrikusak.

4.4.4 Logaritmus fiiggvény
Az x = @ hatvanyfiiggvény a > 0 és a # 1 eseténa D ; 1(—00,+00) intervallumban szigortan

monoton novekvd, igy értékkészlete az: R:(0,+00) halmaz. A fiiggvénynek létezik inverz

fliggvénye, amelyet a alapu logaritmus fliggvénynek neveziink. Jele:

y=log, x (4.22)
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Ertelmezési tartomanya a Df :(0,4+00) halmaz, értékkészlete pedig R:(—oo,+o0)
Valamennyi logaritmus fiiggvény athalad a P (1, 0) ponton, mivel y =log,1=0 barmilyen
a esetén. A negativ alapu logaritmus filiggvényekkel a complex fliggvénytan foglalkozik. Ha
a =1, akkor

x=1"=1 (4.23)

minden y-ra, igy inverz fiiggvény nem létezik. Az a és 1/a alapu logaritmus fiiggvények
egymasnak tiikorképei az X tengelyre vonatkoztatva.

A _
f(x) y=Inx 4.9 dbra. Kiilonboz6 alapt
27 logaritmus fliggvények grafikonjai.
1 |
01—
-1
-2

4.4.5 Trigonometrikus fiiggvények

A trigonometrikus fiiggvények a radianokban (1 rad = 57° 17’ 44.8”) mért szogek
fiiggvényei:

Yy =sinx, cosx, tgx, ctgx (4.24)

geometriai értelmezésiik az elemi matematikabdl ismeretes. Ertelmezésiikbsl rogton
kovetkezik, hogy a trigonometrikus fliggvények periodikusak: a sinx és cosx fliggvények
2m szerint periodikusak, és értelmezve vannak barmely valés argumentumra,
Df:(—oo,+oo). A tgx fiiggvény m szerint periodikus, és értelmezve van a (0, n)

intervallumban az X:E pont kivételével, ahol szakadisa van. A periodicitds miatt

hasonlé képe van az 6sszes
x=(2k +%) (4.25)

pontban, ahol k tetsz6leges egész szam. Az illeté pontokon keresztiil huzott Y tengellyel
parhuzamos egyenesek egyuttal a tgx fiiggvény aszimptotai is.
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4.10 abra. Trigonometrikus fliggvények

27 47
y =2 sin(x)
grafikonja.

1(x)

y=sin (3x +1/2)

4.4.6 Ciklometrikus (arcus) fiiggvények
A sinx, cosx, tgx, ctgx trigonometrikus fiiggvények inverz fiiggvényeit ciklometrikus

vagy arcus fiiggvényeknek nevezziik. Az arcus kifejezés arra utal, hogy a fiiggvényértékek

radian egységekben vannak kifejezve.

Mivel a trigonometrikus fiiggvények periodikus fiiggvények, ebbdl kovetkezik, hogy
egy adott szoghoz végtelen sok filiggvényérték tartozhat, azaz az arcus fiiggvények

tébbértékii fliiggvények. Grafikus abrazolasuk kézenfekvé az inverz fiiggvényekre

vonatkoz6 szabaly alapjan;

(1) az y=arcsinx és y=arccosx fliggvények értelmezési tartomdnya nyilvan a
. - 4 : 7T . T,
—1<x<1 intervallum, értékkészletiik pedig a ——garcsmxgna, illetve a

0<arccosx <m intervallum;
mig y=arctgx esetén az értelmezési tartomany a —oo < x < +oc intervallum, az

(2)
11 . T .
értékkészlet pedig a "~ <arctgx < B intervallum.
4.11 abra. Az arcsin x és arctg x arcus

flggvények f6értékeinek grafikonja.

1)
+1

y = arcsin (x)
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Mivel az arcus fiiggvények az értelmezési tartomanyukban végtelen sok értékiek,
ezért arcsinx arc és arctgx esetében a /2-nél (arccosx esetében a m-nél) nem nagyobb

értéket valasztjak ki, és ezt az intervallumot az illetd arcus fiiggvény féértékének nevezik.

poa

Az arcus fiiggvényeken altalaban a féértékiikbol allo egyértékii agaikat értjiik (4.11 abra).

A fiiggvények jellemezhet6k monotonitas, korlatossag, paros-paratlan, periodikus
tulajdonsagaik alapjan. A fiiggvényeket eltolhatjuk valamelyik koordinata tengely
mentén, nyudjthatjuk vagy zsugorithatjuk Get. Elemei fiiggvények: polinomok,
hatvanyfiiggvények, exponencialis filiggvény, logaritmikus, trigonometrialis,
ciklometrikus fliggvények.
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5 Hatarérték. Fliiggvények hatarértéke,
folytonossag

5.1 Kornyezet

Egy dimenzidban a kérnyezeten az egyenes adott x pontjanak & sugaru kornyezetén
barmely olyan AB szakasz pontjainak halmazat értjiik, amelynek felez6pontja az x pont. A
szakasz végpontjat nem szamitjuk a kornyezethez, azaz nyilt intervallumrdl beszéliink. A
fenti definiciéhoz hasonl6an értelmezziik a kornyezet fogalmat a sikban és a térben is; kor
és gdmb.

A valés szamok halmazat tekintve az x szam (valds szadm) kornyezete az (x—6,x+6)

nyitott intervallum, ahol a § akdrmilyen pozitiv szdm. A oo hely kérnyezete a (N,o0)

nyitott intervallum, ahol az N szdm akarmilyen valés szam (5.1 abra része).

Koérnyezet
5.1 dbra. A kornyezet fogalma és a

S Haussdorf-féle axiomak.
A /—\B a-6<x<a+6

a

N N< x

Hausdorff axiomai

U1: U2 m
a X y b

A kornyezetre vonatkozéan harom alapvet6 tulajdonsagot ismeriink, és fogadunk el,
ezeket Haussdorf-féle axiomaknak nevezziik:

(1) Ha U és Uz az x pont két kornyezete, akkor létezik olyan U, kdrnyezet, amely benne
van mind az els6, mind pedig a masodik kornyezetben (6sszehiz6dé intervallumok
elve).

(2) Akarmilyen két kiillonb6z6é pont is x és y, ezeknek a pontoknak létezik olyan
kornyezete, amelyeknek nincsen egy kozds pontja sem (tetszblegesen Kicsi
intervallumok elve).

(3) Ha y pont x pont U; kdérnyezetéhez tartozik, akkor az y pontnak van olyan U
kornyezete, amely benne van az x U; kdrnyezetében (5.1 abra).
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Torléddsi hely: A P pontot az adott M halmaz torlédasi helyének nevezziik, ha a P pont
barmely kornyezetében van legalabb egy az M halmazhoz tartozé, de P-t8l kiilonbozd

pont. A torlédasi hely kornyezete nyilvan végtelen sok M -hez tartozé pontot tartalmaz.
Ellenkez6 esetben ugyanis a (2) axiémabdl kovetkezden lenne a P pontnak olyan U,

kornyezete, amelyben egyetlen M -hez tartozé pont sem lehetne, és igy P nem lenne
torlodasi hely.

5.2 Filiggvény hatdrértéke
Vizsgaljuk meg az y = f(x) x€R és f(x)eﬁf

_x'—4
x—2

fiiggvényt, amely az x = 2 helyen nincs értelmezve. (Elsé pillanatra azt gondolnank, hogy

y (5.1)

=4 (x+2)(x—2)
x—2 x—2
A gondolat helytelen, mivel az x = 2 helyen a fliggvény nevezd6je nulla, hiszen az x
akarmilyen val6s szamot felvehet, nullaval viszont nem lehet osztani).

x+2 (5.2)

Készitsiink fliggvénytablazatot az x = 2 hely kérnyezetében:

x 115 1,8 1,99 1,999 6s X 2,8 22 21 2,01 2001 20001
y 3 35 3,8 3,99 3,999 y 48 42 4,1 4,01 4,001 4,0001

A tablazat adatai alapjan ugy latjuk, hogy az x = 2 hely az y = f(x) fliggvény értelmezési
tartomanyanak torlodasi helye, de f(x)=4 nem lehet, azaz 4 ¢ I~?f . Azt mondhatjuk tehat,

hogy a fiiggvény hatdrértéke az x = 2 helyen 4, és ezt igy jeldljik (limes: a latin hatar sz4):

2
—4
lim X

=4 5.3
p (53)

Mas megfogalmazassal: akarmilyen kis pozitiv € szamhoz talalhatunk olyan e-t6] fiigg6
6(&)-t, hogy valahanyszor

x—2|<6(g) mindannyiszor (2)—-4|<e (5.4)
|x—2] | f(2)—4]

Példa
Ha £=0,0001 és 6(g)=0,0001, akkor valahanyszor

| x—2|<0,0001, mindannyi-szor | f(2)—4|<0,0001,

tehat f(x) benne van 4 € sugart kdrnyezetében.



62 5 Hatérérték

Definicio

A b szamot az y= f(x)fliggvény a helyen vett hatarértékének nevezziik, ha a
az y = f(x)figgvény értelmezési tartomanyanak torlddasi helye; akarmilyen is egy el6re
megadott &£ szam, létezik az a helynek olyan U, (e-tdl fiiggd) kornyezete, hogy az
argumentum minden U, -ba es6 a-tdl kiilonb6z6 értékre teljesiil

| f(x)—b|<e (5.5)

Mas jeloléssel:
lim f(x)=b vagy f(x)eU, haxeU,x=a (5.6)
Ha az a pontaz f(x) fiiggvény értelmezési tartomanyanak nem torlédasi helye, akkor

az f(x) fuggvény a pontban vett hatarértékének nincs értelme. Jegyezziik meg: a b pont

nem feltétleniil tartozik az f(x) fiiggvény értékkészletéhez.

A hatarérték geometriai jelentését a 5.2 dbra tanulmanyozasa soran érthetjiik meg.
Valahanyszor x az a pont 6(g) sugaru kornyezetébe esik, az f(x) fliggvény a

b—e < f(x)<b+¢ savba esik.

5.2.1 Hatarérték a végtelenben
Vizsgaljuk meg az

2x% -1

J=3

(5.7)

fiiggvény viselkedését x>0 értékeknél. Belathatjuk, hogy igen nagy x esetén az 1
elhanyagolhat6 a masik tag mellett

f(x)= % , azaz (5.8)
2x° =1 2 6x° —3—6x>—2 5 5 1
== - =l-—————|<—S5<5<¢ (5.9)
3x*+1 3 (3x"+1)3 3B3x"+1)| 9x° x

1 y . N
ha x >—, ahol € egy el6re megadott kis pozitiv szam.

Je
Ez azt mutatja, ha x nagyobb, mint egy N szam, akkor az f(x) fliggvény a valasztott &

szam altal meghatarozott sav belsejébe esik,

|f(x)—b|<s ha x>N vagy lim f(x)=b. (5.10)
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A
a0l Y
3,8t . .
SN
......... v~ ._._.:.
3,4t i i
3,2f A
XJ !
3,0t /~\
, I| ) 1 ) A, h >

1 2 43 4 5 1 2 43 4 5
5.2 abra. Hatarérték geometriai jelentése a véges hely kdrnyezetében és a végtelenben.

5.2.2 Végtelen hatarérték

Az f(x) fiiggvénynek az a helyen co vagy —oo hatarértéke van, ha

» a az adott fliggvény értelmezési tartomanyanak torlddasi helye,

» akdrmekkora az elére megadott M szam, létezik az a helynek olyan U, kérnyezete,

hogy az argumentum barmely Uq-hoz tartozd x # a értékre érvényes

f(x)>M illetve f(x)<—M f(x), azaz

lim f(x)=oc illetve lim f(x)=—o00

Megjegyzés: a végtelen nem szam, ezért a vele valé miiveletnek nincs értelme. Minden

szam, barmilyen nagy is, véges (5.3 abra).

A
4,0 5.3 4bra. Végtelen hatarérték.
3,8

36 F

34|

3,2 |

30+

v X




64

5 Hatarérték

Vizsgaljuk meg az y=
X
belathatjuk, ha x jobbrol tart 1-hez, akkor lim

1-hez, akkor lim

Példa

X +i fliggvény hatarértékét az x = 1 helyen. Kénnyen

x+1

' 7 — -+ 00, ha viszont x balrél tart
X— X —

N X i — — o0 . Mas megfogalmazdassal: legyen M egy igen nagy
X— X —

szam, akkor

x+1 1+1 2
x—1 x-1 x-1

> M, valahanyszor x<1 +%. (5.13)

5.3 Hatdardtmenetre vonatkozo tételek

(1)

(2)

(3)

Végesszamu  oOsszeadandobdl 4all6  6sszeg hatarértéke az 0Osszeadanddk
hatarértékének osszegével egyenld, feltéve, hogy az dsszeadandok hatarértéke az
adott intervallumban létezik.

Legyen f(x) és g(x) két a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvény, akkor

m{ f(x) + g(x)} = lim f(x) +lim g(x) (5.14)

Végesszamu tényezOk szorzatanak hatarértéke a tényezdk hatarértékének
szorzataval egyenld.
Legyen f(x) és g(x) kéta valds szamok halmazan értelmezett fiiggvény, akkor

lim{f(x)- g(x)} =1im f(x)-lim g(x) (5.15)

Hanyados hatarértéke egyenld a hatarértékek hanyadosaval, hacsak a nevez6 nem
végtelen kicsiny mennyiség.
Legyen f(x) és g(x) két a valds szamok halmazan értelmezett fiiggvény, tovabba

az a helyen g(a) # 0, akkor

i L0000

: (5.16)
e g(x)  limg(x)

Ha a valés szdmok halmazan értelmezett f(x) filiggvény értékei barmely x-re
olyanok, hogy két fliggvény - u(x)és v(x) - megfeleld értékei kozé zarhatdk, és
hatarértékiik az x = a helyen kozos, akkor

u(x)< f(x)<v(x) és li_rpf(x) = li_rp u(x)= liinv(x) (5.17)

Ez a relacié renddr elv néven ismert.
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A hatarértékre vonatkozo tételeket nem bizonyitjuk, azok annak a szdmelméleti tételnek
kovetkezményei, hogy

(1) az 6sszeg tagjainak folytonos fliggvénye,

(2) aszorzat tényezdinek folytonos fiiggvénye,

(3) ahanyados a szamlaldnak és a nevezdnek folytonos fiiggvénye.

5.3.1 Cauchy-féle konvergencia tétel
A lim f(x)=A véges hatarérték létezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy

akdrmilyen € > 0 szamhoz létezik az a helynek olyan U, kdrnyezete, hogy barmely x; és x»,
az U, kornyezetbe es6, értékekre teljesiiljon, hogy:

| flx)— fx,)| <e. (5.18)

(1)  Afeltétel sziikkséges: mivel lim f(x)= A létezik, ezért

|f(x1)—A|z§ és |f[xz]—A|m§ haxix, € Us (5.19)

Viszont
f(x)— f(x,)= f(x,)—A— f(x,)+ A<e azaz (5.20)
| Fx)—= f(x)|<| f(x)=A|+]| f(x,) - A| <e (5.21)

(2)  Afeltétel elegendd.
A feltevés értelmében: | f(xl)—f(xz)| <¢&.Haé& e U,, akkor

fE)—e<f(x)<f(E)+e (5.22)

az f(x) fuggvény tehat az U, kornyezetben korlatos. Legyen a az als6 hatar, ff pedig

a fels6 hatar az U, kérnyezetben, igy

f(€)—e<a<p<f()+e azaz f—a=12¢ (5.23)

Valasszuk az € szamot a kdvetkezd médon: €, =

n

Az 1. Haussdorf axidma értelmében létezik olyan A szam, amely minden egymast
kovetd intervallumban benne van:

a,<A<P, azaz B,—a,<2, <& (5.24)
Az f(x) és A ugyanabban az intervallumban vannak, tehat

lim f(x)=A4 (5.25)
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5.4 Filiggvények folytonossdga

Definicié

Legyen adva az y= f(x) fliggvény, amely értelmezve van az a hely kornyezetében, és
magan az a helyen is, azaz y = f(a)=>, . Ha a fliggvénynek az x = a helyen vett hatarértéke
létezik, és egyenl6 az f(a) helyettesitési értékével, akkor az f(x) fliggvényt az a helyen

folytonosnak nevezziik. Formailag:
| f(x)— f(a)|<e& ha |x—a|< () (5.26)
lim f(x)= f(a)=»b (5.27)

A hatarértékeke vonatkoz6 tételekbdl kovetkezik, hogy ha f(x) és g(x) folytonos
fliggvények az a helyen, akkor:

f(x)Lg(x), f(x)-g(x) és %g(x) =0aza helyen (5.28)
g(x
is folytonos fiiggvények.
Osszetett fiiggvény folytonossdga. Legyen adott y= f(x)és x = @(t) a valés szamok

halmazan értelmezett fiiggvény. Tegyiik fel tovabba, a x = @(t) fiiggvény az a helyen
folytonos, és f(x) az x=¢(a) helyen folytonos. Ekkor az y = f(¢(t)) Osszetett fliggvény

is folytonos az a helyen.

5.5 Szakaddsos fliggvények

Ha a az f(x) fliggvény értelmezési tartomanyanak torlédasi helye, de a folytonossag
feltétele nem teljestl, azaz:
lim £(x)= f(a),

akkor az a hely az f(x) fiiggvény szakadasi helye. A kovetkezo esetek lehetségesek:

(1)  f(x)-nekaza helyen nincs véges hatarértéke (pl. tgx a /2 helyen),

(2) az a hely nem tartozik a fliggvény értelmezési tartomanyahoz, f(a) nem

létezik,
(3) az f(x)-nek az a helyen van véges hatarértéke, de ez nem egyezik meg a

fiiggvény a helyen vett helyettesitési értékével.

Ha a (3) eset all fenn, akkor a szakadast megsziintethetd szakadasnak mondjuk, és a
szébanforgd helyen a fliggvény értékét egyenlének vessziik a hatarértékével (elséfaju
szakadas). Ha a fiiggvény diszkontinuitdsa nem sziintethet6 meg masodfaju szakadasrol
beszéliink. Az (3) esetben, ha

lim f(x)=A4 (5.29)
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f(x) ha x=a
F = 5.30
(x) A ha x=a (530

3
] f(X) Tf(a) 5.4 abra. Flggvény folytonos kiterjesztése.
1
i

X

Az F(x) és f(x) kulonbozé fiiggvények, mivel értelmezési tartomanyuk kiilonbozé.
De mondhatjuk, hogy az f(x) filiggvény az argumentum a-t6l kiilonb6z6 értékeinek
halmazan értelmezett f(x) fiiggvény. Az f(x)-re altaldban nem vezetnek be kiilon
jelzést, hanem azt mondjuk, hogy az f(x) az f(x) fiiggvény folytonos kiterjesztése az

f(x) = A megallapodas révén.

5.6 Filiggvények egyenletes folytonossdga. Cantor-tétele

Tétel
Ha az f(x) fiiggvény az a < x < b zart intervallumban folytonos, akkor barmely &> 0 -hoz

talalhat6 olyan 6 (€) > 0, hogy valahanyszor az intervallum két x; és x; helyére igaz, hogy
| X, — x2| <6 mindannyiszor | f(x,)— f(x2)| <& (5.31)

A tétel az egy helyen megfogalmazott folytonossaggal szemben azt allitja, hogy egy
adott € > 0-hoz talalhat6 egy olyan - egy egész intervallumban k6zds - § (€) > 0, hogy a

| f(x)— f(x,)|<¢e (5.32)

relacié érvényes, barhol is van x; és x, ha,|x1 —x2| < 6. Azaz a tétel az f(x) fluggvény

egyenletes folytonossagat mondja ki az [a,b] intervallumban.

5.7 A folytonos fliggvények alaptulajdonsdgai

Bolzano-tétel
Ha f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumban folytonos és f(a) < 0, viszont f{b) >0, vagy
forditva, akkor az a és b kdzott van legalabb egy olyan £ hely, hogy
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f(§)=0 (533)

Bizonyithaté, hogy a tétel nemcsak 0-ra igaz, hanem tetszbleges f(a) és f(b) kozotti

f(u)=C szamértékre is.

“f(X) 5.5 abra. Bolzano-tétel.
fix)=0

A tétel specialis kovetkezménye: ha f(x) egy paratlan fokszamu polinom, mivel
lim f(x)=oc0 eés lim f(x)=-o00, (5.34)

akkor az f(x) polinommnak van legalabb egy valds gyoke.

Ha f(x) az [a,b] intervallumban szigordan monoton fiiggvény, akkor minden f(a) és
f(b) kozotti értéket egyszer és csakis egyszer veszi fel. Az ilyen fiiggvénynek mindig van

egyértékil inverz fliggvénye.

Weierstrass-tétel
Ha f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumban folytonos fiiggvény, akkor annak belsejében

vagy hataran van olyan & hely, valamint olyan n hely, hogy f(§) a fiiggvénynek
legnagyobb, f(n) alegkisebb értéke az egész intervallumban.

A tétel egy kovetkezménye: ha f(x) az [a,b] intervallumban folytonos fiiggvény, és

lim f(x)=00 és lim f(x)=o0, (5.35)

x—a+0 x—b—0

akkor van olyan ¢ hely az [a,b] intervallumban, ahol az f(x) a legkisebb értékét veszi fel.

Hasonld igaz a maximalis értékre is.

5.8 Egy nevezetes hatarérték

; sinx .. , PP
Hatdrozzuk meg az y =—— fliggvény hatarértékét az x = 0 helyen!
X
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5.6 abra

Induljunk ki egy egyszerli geometriai megfontolasbdl: az egyenes szakaszok
0sszehasonlitasabol adodik, hogy

m< PA, <PT azaz, har=1, akkor (5.36)
. T s
sinx <x<tgx ha —E<X<E (5.37)
X 1 sinx
l<—< és Cosx < <1 (5.38)
sinx cosx X

Vonjuk ki az 1-bdl az egyenl6tlenséget:

0<1_Sll’lX

2 2
i] _x 539)
2

<1—cosx=2sin’X <2
2 2

X

Ha x — 0, akkor a cos x fiiggvény tart 1-hez (és x = 0-ban fel is veszi ezt az értéket). A
fenti egyenlGtlenség és a rendor elv alapjan tehat:

sinx . Sinx
— 0 azaz lim

X x=1 x

1— =1 (5.40)
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6 Szamsorozatok, szamsorok. Az e szam

6.1 Sorozat

Definicio

A val6s vagy komplex szamok H halmaza sorozat, ha ismert olyan képzési szabaly, amely

a természetes szamok 1,2,3, ..., n, ... mindegyikéhez a H halmaz egy meghatarozott elemét

a rendeli: a, € H (n=1,2,3,..). Aképzési szabaly olyan fiiggvénynek tekinthets, amely

az x valtozo pozitiv egész értékeire értelmezett:
a,=f(n); aaN—R a, ésa,,:f(a,)(neN);

Hasznalatos jelolések:
a,,dy, Ay, ey A, oo

a,(n=1,2,3,.)

{a.}

Példa

(1) ha f(x)=gx (x€R) és a, . :qa" (neN) jelolések megadjak a mértani

sorozat definicidjat;
(2) aiésa =a, ,+d aszamtani haladvany vagy szamtani sorozat;

(3) aiés a, =— aharmonikus sorozat (a sorozatban a szomszédos tagok koziil a

r
kozéps6 a két széls6 tag harmonikus kozepe). A harmonikus kozép
definicidja:
0 — 2
ko1 1
——qF
Ay ak+1

A sorozat végtelen, ha f(n) minden n-re értelmezve van, és ant is

figyelembe vessziik. A szamsorozat igy egy egész argumentumi fiiggvény
értékkészlete. A sorozatok kiilonboz6 tipusuak lehetnek: megkilon-
boztetiink valés és komplex, pozitiv és negativ (valtakozd el6jeld). A sorozat
a tovabbiakban lehet korlatos, monoton névekvé vagy csokkend,

konvergens, divergens, esetleg oszcillalo is.
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6.2 A sorozat hatarertéke

A A szamot az u, = f(n) fliggvény vagy az u,,u,, U,, .. U,,.. sorozat hatarértékének

nevezziik, ha tetsz6legesen kicsiny pozitiv € szamhoz talalhatunk olyan N szamot, hogy
minden n > N szamra igaz

| f(n)—A|<e vagy lim f(n)=A4 (6.6)

Vegylik észre: a fiiggvény hatarérték fogalmaval szemben ebben az esetben csak a
végtelenben vett hatarértékrdl lehet szd. A fenti kifejezés fizikai vagy kémiai mérés
problémajanal a mérend6 mennyiség ¢ abszolut hibaju kozelitését jelenti.

Egy sorozatot konvergensnek mondunk, ha a sorozatnak van véges hatarértéke,
ellenkezd esetben a sorozat divergens.

A
| f(n) ) 6.1 abra. Szdmsorozat hatarértéke.
limu,=A
| 2¢ | Ave /
- o9 *
o ° A - €&
n
1 2 3 4 5
N
Példak

n

(1) Vizsgaljuk meg az u, = sorozat hatarértékét. Sejtésiink, hogy u~=1.

Legyen € = 0,0001. Megoldas: a hatarértéktol valo eltérés kisebb e-ndl, ha:

2 ;1 -1 1—1}—1
2 2"

(2) Hatarozzuk meg az alabbi trigonometrikus sorozat hatarértékét:

<¢&,azaz,ha 2">¢. (6.7)

u —u =

n o0 |

T
—,

sinl,lsin3£,%sin5%,--~,lsin(Zn—l) (6.8)

n

Az y=sinx fiiggvény tulajdonsagaira figyelemmel, a sorozat tagjai

valtakozé elGjeliiek; a pozitiv el6jell tagok csokkennek, mig a negativ el6jeld
tagok novekednek, ha n névekedik. Ervényes azonban a kovetkezd relacio:
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1 r_(-1)
Zsin(2n—1)=<—~ :
nsm( n )2§ " (6.9)

A (-1)"/n sorozat konvergens, valtakozd el6jellel oszcillalva tart 0-hoz, ha

n—oo.

6.3 Végtelen sor

Az {an} végtelen szamsorozat tagjaibol alkotott Osszegek végtelen numerikus sort

alkotnak. Jel6lése: ha a szdmsorozat tagjai a,, a,, a;, .., a,, ..., akkor

k
5= 4, (6.10)
i

az {an} végtelen szamsorozat elsé k tagjanak Osszege, amelyet a végtelen sor k-dik

részletdsszegének nevezink. Az s, szamok végtelen sorozatot képeznek.
A végtelen sor konvergens, ha létezik a részletosszegeknek hatarértéke:
n
§=lims, =lim| > . o1
1
ellenkezd esetben a végtelen sor divergens.

Megjegyzés: Az {an} végtelen szamsorozat tagjaibol alkotott szorzatot végtelen szorzatnak

nevezzik, jele:

P =

i

k
ai (6.12)
=1

Példak véges szamsorra
(1) Szamtani haladvany (els6 tag: a, kiilonbség: d):
a,=a+(n-1)d; 5,=2(a,+a,);

2)  Mértani haladvany (elsé tag: a, hanyados: q): a, =a 1. g :aq _1;
( y g y q): a,=aq n 1
q_

P , . n(n+1)
(3) Azels6 ntermészetes szam 0sszege: S, = T;
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n(n+1)(2n+1)

=

(5) Differencia modszer: Az S, 0sszeg viszonylag egyszertien kiszamithatd, ha az
altalanos tag kiillonbségként irhato fel:

1 1 1 1 n
§:r@+1y_z;7_z;r+1_l_n+1_n+1 (642

r=1 1

(4) Az elsd ntermészetes szam négyzetének 0sszege: S, =

6.4 A konvergencia vizsgdlata

Tekintsiik a kovetkezd sorozatot:
o
> a=a,+a,+a,+-- (6.14)
i
A konvergencia sziikséges feltétele nyilvan: ar— 0, ha r— oo ellenkezd esetben a
sorozat divergens. A konvergenciara vonatkozd néhany szabaly:
(1)  Osszehasonlité teszt
Legyen

A=a,+a,+a,+-- és B=b, +b,+b,+--- ai>0és bi>0 (6.15)

Ha a B sor konvergens, akkor 4 is konvergens, ha a- <b-. azaz B majorans sora A-

nak. Ha a B sor divergens, akkor A is divergens, ha ar > br .

(2)  d’Alembert hdnyados teszt
Legyen adott a kovetkezd végtelen sor:

a,+a,+-+a,+a, ., + (6.16)
A sor konvergens, ha
. la
lim| - | <1, (6.17)
r—oo|
.
a sor divergens, ha
. ar+1
lim|—|>1, (6.18)
r—oo ar

ha a hanyados 1-gyel egyenld, a konvergencia tovabbi vizsgalata sziikséges.
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Példak

(1) Megmutatjuk, hogy a harmonikus sor divergens.

1 1 1
S=1+=4=+=+--=

2 3 4
=1+ 1+1 + l+l+l+1 4+ >1F 14_1 + 1_|_1_|_l_|_l +--- (6.19)
234 56 7 2 2) (8 8 8 8 '

1 1) 1

=14+|=+=|+=+-
2 2) 2

a sor igy divergens, amit bizonyitani akartunk.

(2) Hasonlé eljarassal megmutatjuk, hogy a hiperharmonikus sor bizonyos
feltéltelek teljesiilése esetén konvergens.Végezziik el a kovetkez6 atalakitast:

1 1 1
1,2—p,3—p,~~,n—p,-~~,ahol p>1 egész szam (6.20)
1 1 1
S:1+2—p+3—p+4—p+"':
1 1 1 1 1 1
=1+[2—p+3—p]+[4—p+5—p+6—p+7—pJ+"'< (6:21)
1 1 1 1 1 1 1
< +2_p+2_p+F+4_p+F+4_p S ooc
4 2. 4 8 o1 (1) (1Y
= +?+F+8—+"'— +2p71+ op 1 = op 1 JFeac (6.22)

Az S hiperharmonikus sornak az atalakitassal egy majorans mértani sorat
kaptuk. A mértani sor hanyadosa:

1
=

Vilagos, ha p>1, akkor g<1. Ebben az esetben a mértani sor konvergens, de

q (6.23)

akkor a hiperharmonikus sor is konvergens.

Figyeljiik meg az atalakitds modjat. Az els6 esetben (1) olyan matematikai atalakitast
végeztiink, amellyel olyan végtelen sorhoz jutottunk, amelynek tagjai nagyobbak az
eredeti végtelen sor tagjainal, mig a masodik (2) esetben atalakitassal egy majorans
végtelen sorhoz jutottunk.
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6.5 Az e szam

Vizsgaljuk meg az [1+—] szamsorozat hatarértékét, ha n—oo. A hatarérték
n

meghatarozasat tobb lépésen keresztiil végezziik el.

1)

(2)

(3)

A sorozat monoton névekvd. Ennek igazolasara felhasznaljuk a szamtani és mértani
atlagok kozotti kovetkezd relaciét:

a-b<

2
at b] (6.24)

A fenti azonossag (n+1) szamra is igaz: az an=1-a» (n+1) tényezOs szorzattd
alakithato. Ezt alkalmazva:

aﬂ:[l+l} :1.[14_1].[14_1].[14'_1 <
n n n n
1 n+1
1 + n[l + } n+1 n+1 (6-25)
< n _(nt2) _ 14 1
n+1 n+1 n+1
igy igaz, hogy an<dan+1 (6.26)

A sorozat feliilrél korlatos. A bizonyitashoz ismét alkalmazzuk a fenti relaciét:

n 1+1]+1+1
lan: 1+1 llg n z 2 = n+t2 =1 (6.27)
4 n) 22 n+2 n+2

Tehat an< 4. Mivel a sorozat els6 tagjara n =1, igy az els6 tag értéke a1=2. Azt is
megmutattuk, hogy a» < 4, tehat a kérdéses hatarérték 2 és 4 kozé esik:

2<lima, <4 (6.28)
o, . 11 1 , , ,
Vizsgaljuk meg az 1,;,5,---,—' sorozatb6l megalkothaté végtelen sor
12! n!

hatarértékét. A végtelen sor n-edik részletdosszege

1 1 1 1
S,=1+—+—+—+-+— (6.29)
1 2! 3! n!

A részletdsszeg alakjabol latjuk, hogy az S, < S, <---< S, , tehat a sorozat monoton

novekvd. Konnyen bebizonyitjuk, hogy az S, 6sszegek feliilrdl korlatos sorozatot
alkotnak: azaz S» <M barmely n-re,ha M >3.
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Mivel
l: 1 < 1 = kl_l,ha k>?2, (6.30)
k! 1.23---k 1.2.2---2 2
ezért
Sn<1+1+1+l2+l3+--- 11:1+2:3 (6.31)
2 2 2 2"

Az S, kifejezése az els6 tagtol eltekintve egy q=1/2 hanyadost mértani sort alkot,

amelynek Osszege éppen 2, tehat az S, sorozat tagjai barmely n esetén feliilrdl
korlatos halmazt alkotnak.

(4) Vizsgaljukmegaz f(n)= [1 +1J fiiggvény binomialis kifejtését, ha n— oo .
n

u =141 =1l M) L = Dn=2) 1,
n n 2! n 3! n
(6.32)

:1_|_1+l 1_1 _|_l 1_1 1_2 +...+l 1_1 1_1 1_k_1 +...<3

2! n) 3! n n k! n 2 n
ha n— oo . Ha a két szamolas eredményét dsszefoglaljuk, akkor a végeredmény:

2< 1Jrl <3 é52<1+l+l+l+-~+i+---l<3 akarmilyen n-re.
n 1 2t 3! k! n!

Mindkét kifejezés hatarértéke egy irracionalis szam: e = 2,718281 - - -,

n

lim[1+l =e (6.33)
n—oo n

Az e a természetes alapt logaritmus alapszama. Az e szam bevezetése és értékének
meghatarozasa David Bernoulli és Leonhard Euler érdeme. Bevezetésének el6nyeit a
késdbbi targyalas soran fogjuk megismerni.

A
2.8 5(”) 2718281 6.2 abra. A természetes logaritmus
? < . n
B alapszama. Az abra az (1+(1/n))" sorozat
261 « X * értékeinek az n-t6l vald fluggését
) ¥ mutatja. A természetes logaritmus alapja
x ,
24| % ennek a sorzatnak a végtelenben vett
’ * hatarétéke.
b3
2.2 1
201 «x n

0 20 40 60 80 100
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6.6 Specidlis esetek

Meg lehet mutatni, hogy a fenti hatarérték helyes marad akkor is, ha n helyett egy z
raciondlis vagy irracionalis szamot vesziink, azaz nem csak pozitiv egész szamokat vehet
fel:

Z—00

lim [1 + 1] =e (6.34)
Z

(1) Legyen Z:l, akkor:
X

1 X
lim(1+z): = lim[1+l =e (6.35)
z—0 X—00 X
(2) Legyen z=kx,akkor:
z kx kx nx
lim[l—i—ﬁ] =lim [1 —&—E] =lim [1 —i—l] =e* vagy "= [1—1—1] (6.36)
Z—00 VA X—00 7 X—00 X n
ahol x tetszoleges valds szam.
(3) Hatdrozzuk meg az alabbi kifejezés hatarértékét:
In(1+x 1 i
limgzlimln(1+x)x =limIn [1—1—1] =lne=1 (6.37)
x—0 X x—0 Z—00 z
A relaci6 felhasznalasaval kapjuk, hogy:
lim ln(l+x>:limx-sz, ha x«1 (6.38)
x—0 x—0 X
azazIln(l+x)~xha x<1.
A
8 1 f(X) 6.3 é’bra.. Az exp(x) és In x fliggvények
y = exp(x) grafikonja.
6 -
4
2 4
0
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7 Differencialhanyados, differencialasi
szabalyok

7.1 Diffrenciahdnyados és hatarértéke:
differencidlhdnyados
Vizsgaljuk meg az y = f(x)folytonos fiiggvény viselkedését az [a,b] intervallumban. A

fiiggvény atlagos valtozasat egy tetszdleges x hely kornyezetében kovetkezd kifejezéssel
adhatjuk meg (7.1 abra):

YN :f(xz)_f(x1)

X, —X X, —X

(7.1)

2 1 2 1

A szamitott kifejezés geometriai jelentése nem egyéb, mint a PQ szel6 iranytangense
(7.1 abra). Legyen marmost h=0 pozitiv vagy negativ szam, és valasszuk x; és x, értékét -
ahol x,,x, e[a, b} x1, X2 € [a,b] - a kdvetkez6 modon:

X, =X é Xx,=Xx+h (7.2),

akkor a hanyados a kdvetkez6 alakot veszi fel:

fx+h)— f(x)

P (7.3)
‘t f(X) 7.1 abra. Fliggvény atlagos valtozasa.
: Q(xy y>)
: Y2 Vi
L | | )g

|
|
O a X1 X, b

A hanyadost kiilénbségi hdnyadosnak vagy diffrenciahdnyadosnak nevezzik. Az
egyszeriliség kedvéért vizsgdljuk meg az y=x’ fiiggény differenciahdnyadosat egy
tetszoleges x helyen.

(x+h)? —x*  x*+2xh+h —x°

=2x-+h 7.4
h h (7.4)
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Latjuk, hogy a kiilonbségi hanyados fiigg az x értékétdl és a valasztott h szam
nagysagatol. Azt is megfigyelhetjiik a 7.2 abraroél, hogy az ott felrajzolt y = f(x) folytonos
fiiggvény esetén sem a PQ,, sem pedig a Q1Q- szel6k nem alkalmasak a fiiggvény dtlagos
valtozasanak jellemzésére. A most kovetendd eljaras segitségével viszont elérhetjiik a
pillanatnyi valtozas leirasat. Az 7.3 abra mutatja, hogyan valtozik a PQ szel6
irdnytangense, ha a Q pont kozeledik a P ponthoz, hataresetben a szel6 a P pont érintgjét
kozeliti illetve vele azonos. Ezt a kdvetkezé mdédon fejezhetjiik ki:

i S+ D~ F(x)

h—0 h (7.5)

ahol a h=0 tetszbleges nullahoz tarté sorozat. Ha a fenti kiilénbségi hanyadosnak a
hatarértéke létezik akarmilyen nulldhoz tarté sorozaton at fut a h, akkor a hanyadost az
f(x) fuggvény x helyen vett differencidlhdnyadosdnak nevezzik, és a kovetkezd jelolést

hasznaljuk:

(7.6)

1) — i J X = f(X)
f(x)=lim P

by 116

y=flx)

7.2 dbra 7.3 dbra

Magat az eljarast az y = f(x) fliggvény differencidldsanak vagy derivdldsdnak hivjuk. A
fent hasznalt jelolésen kiviil hasznalatos és egyenértékii a Leibniz altal bevezetett jelolés
is:

dy ,. Ay

'(x)=—2=lim—=

f1(x) I am-

ahol Ax és Ay a fiiggetlen és fiiggé valtozé novekményeit jelentik. Ez utdbbi jelolések

gyakran fordulnak elé a fizikai és kémiai torvényszeriliségek levezetésénél is. Egyes
tankonyvekben el6fordul a

(7.7),



80 7 Differencialhanyados, differencialas

jelolés is. Ebben az esetben azt mondjuk: a D egy operdtor (miveleti utasitas), amelyet az
f(x) figgvényre alkalmazva a fliggvény x valtozo szerinti differencidlhdnyadosat allitjuk
eld.

A differencidlhdnyados geometriai jelentése a differenciahanyados fogalma és a 7.3 abra
alapjan nyilvanvalé: a differencidlhdnyados az illetd x abszcisszaju pontban az f(x)

fiiggvényhez htizott érint6 irdnytangensét jelenti, azaz:

ELE

(7.8)

A differencidlhdnyados fogalmanak ismeretében az x pontban kapott pillanatnyi
valtozas segitségével az dtlagos valtozast is kiszdmithatjuk az x pont kdrnyezetében
(x2=x1): ha az x; pont kdrnyezetében az f(x) fliggvény differencialhaté és folytonos,

akkor:
f(x,)— f(x,)
—X

X, =X

f/(x1)% és f(Xz)%f(X1)+f/(X1)(Xz _Xl)' (7.9)

azaz a differencidlhanyados x; helyen vett értékének és az f(x1) értékének ismeretében a

fiiggvény kozelitd értékét az x;, helyen kiszadmithatjuk. A fenti dsszefiiggés jobboldalan all6
kifejezés segitségével konnyen bebizonyithatjuk az alabbi tételt is:

Tétel
Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallum minden pontjaban differencialhato6, akkor a

fiiggvény folytonos.
A feltétel értelmében az f(x) fiiggvény differencialhaté, ezért, ha x, — x, , akkor:

f(x,)= f(x,) (7.10)

azaz a fliggvény az adott intervallumban folytonos.

7.2 Adifferencidlds szabdlyai

7.2.1 Fuggvények o0sszegének differencialhanyadosa

Véges sok  fliggvény  Osszegének/kiilonbségénak  differencialhanyadosa  az
0sszeadando/kivonand¢ fiiggvények differencidlhanyadosanak 6sszegével/kiillonbségével
egyenld.

A tétel érvényességét két fiiggvény esetében mutatjuk meg.

Legyen f(x) és g(x) két az [a,b] intervallumban differencidlhaté fiiggvény, és

legyen F(x) a két fiiggvény 6sszege/kiillonbsége. Az x helyen a kiilonbségi hanyados:

F(x+h)—F(x) _ (fCx+h)Egle+h)—(f(x)£g(x))
h h

A jobboldalon all6 kifejezést felbonthatjuk két kiillonbségi hanyadosra. Mivel a h # 0
nullahoz tartd sorozat, attérhetiink a hatarértékekre is:

(7.11)
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i f AN -FC) _ feth) = f(x) | g(x+ h; —9(x) 7.12)

h—0 h h—0 h h—0
Az egyenlet jobboldalan alkalmaztuk az 6sszeg hatarértékére vonatkozé Osszefiiggést.
Mivel f(x) és g(x) figgvények differencidlhatok, ezért a jobboldalon két
differencidlhanyados o6sszege/kiilénbsége all. Igy F(x) is differencidlhaté, és
differencialhanyadosa f(x) és g(x) diffrencidlhdnyadosanak osszegével/kiilonbségével

egyenld:

F'(x)=f'(x)+g'(x) (7.13)

7.2.2 Fiiggvények szorzatanak differencialhanyadosa

Két fiiggvény szorzatanak differencidlhanyadosa egyenlé: az els6 fliggvény
differencidlhanyadosanak a masodik fiiggvénnyel valé szorzatdhoz hozzaadjuk az els6
fiiggvénynek a masodik fiiggvény differencidlhanyadosaval val6 szorzatat:

!/
(f(x)9(x) = f'(x)g(x)+ f(x)g'(x) (7.14)
Legyen f(x) és g(x) két az [a,b] intervallumban differencidlhaté fiiggvény, és legyen
F(x) akét fliggvény szorzata. Az x helyen a kiilonbségi hanyados:
Fix+h)=F(x) _ f(x+hg(x+h)— f(x)g(x)
h h

A jobboldalon allé kifejezésnél végezziink el egy azonos atalakitast ugy, hogy
hozzaadunk és egyidejiileg levonunk egy alkalmasan valasztott kifejezést, és atrendezziik
az egyenlet jobboldalat:

fx+h)glx+h) f(X)g(X+h)}+[f(X)g(X+h) _fx)g(x)
h h h h

(7.15)

(7.16)
Tovabbi azonos atalakitdssal a kévetkezd egyenlethez jutunk:
F(x Jrhz—F(x) _ g(x+h)f(x +h27f[x) +f(X)g(x + hzfg[x) 717

Mivel a h=0 nulldhoz tartd sorozat, attérve a hatarértékekre és alkalmazva a
hatarértékre vonatkozo tételeket kapjuk:

F'(x)= f'(x)g(x)+ f(x)g'(x) (7.18)

7.2.3 Fiiggvény reciprokanak differencialhanyadosa
Filiggvény reciprokanak differencialhanyadosa, feltéve, hogy az x helyen f(x)=0 egyenl6:

/

1

f(x)

S

= (7.19)

f&x)’
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Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény az [a,b] intervallumban differencialhaté és az x
helyen f(x)=0. frjuk fel a kiilonbségi hanyadost, és hozzunk kozos nevezére a

szamlaloban:

1 1
fle+h) fx) 1 fx+h)-f(x) 1 f(x+h)— f(x)
h h fx+hfe)  fix+mf(x) h

Ha alkalmazzuk a hatarértékre vonatkozd tételt és a fiiggvény differencidldsara
vonatkoz6 szabalyt, megkapjuk a fenti kifejezést.

(7.20)

7.2.4 Két fiiggvény hanyadosanak differencialhanyadosa

Két fiiggvény hanyadosanak differencidlhdnyadosa egyenl6:

f(X)] _ X))~ f(x)9'(x)
9(x) g(xy’

Legyen f(x) és g(x) két az [a,b] intervallumban differencialhaté fiiggvény, és tegyiik

(7.21)

fel tovabba, hogy az x helyen a g(x)=0. Alkalmazzuk a fiiggvények szorzatanak

differencialhanyadosara vonatkozé szabalyt:

BEN P B O BN _9®
[f(X)g(X)] —f(XJg(X)Jrf(XJ[g(X)] f(X)g(X)+f(XJ[ g(x)z] (7.22)

Ha az egyenletet dtrendezziik, éppen a fenti dsszefiiggéshez jutunk.

7.2.5 Osszetett fiiggvény differencialhanyadosa
Az f(g(x)) Osszetett fliggvény differencidlhanyadosat a kovetkez6 osszefliggés adja meg:

!/
(flg(x) = f'(g(x))g'(x) (7.23),
azaz az f(x) figgvény g(x) helyen vett differencidlhdnyadosat szorozzuk a g(x)

fiiggvény x helyen vett differencidlhdnyadosaval.
Tegyiik fel, hogy az f(g(x)) fliggvény differencialhaté az [a,b] intervallumban

differencidlhaté g(x) fiiggvény értékkészletéhez tartozé halmazon. Irjuk fel az

f(g(x))=F(x) fiiggvény kiilonbségi hanyadosat, és alakitsuk at a kovetkez6é modon:

_Fx+h)—F(x) _F(x+h)-F(x)glx+h)—g(x) _

A(x) h g9(x+h)—g(x) h (7.24)
_ flg(x+h))— f(g(x)) g(x + h)— g(x) '
g(x+h)—g(x) h

ahol A(x) jelenti a kiilonbségi hanyadost. Mivel a g(x) fliggvény differencidlhatd, ezért a
fenti szorzat masodik tényezéje g'(x)-hez tart, ha a h=0 sorozat a nulldhoz tart. A

differencidlhaté g(x) fiiggvény azonban a mondott intervalumban folytonos, ezért:
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lhing[g(x +h)—g(x)]—0 (7.25)
haa h=0 sorozat a nulldhoz tart; a szorzat els6 tényezéje pedig f'(g(x))-hez tart. Tehat:

A'(x)= f(g9(x))g'(x) (7.26)

7.2.6 Inverz fiiggvény differencialhanyadosa

Tegyiik fel, hogy azy= f(x)fiiggvény differencidlhats, és f'(x)=0 az [ab]
intervallumban, szigortian monoton és folytonos a mondott intervallumban. Ebbdl
kovetkezik, hogy f(x) fiiggvénynek létezik inverz fiiggvénye f '(y) az [ab]

intervallumban. Induljunk ki a differencialhaté f(x) fiiggvény kiilonbségi hanyadosabdl:
Ay
= f'(x 7.27
fx) (7.27)

Ha P(xo,y0) és P(x,y) akét kérdéses pont az [a,b] intervallumban, akkor a korabban
targyalt kozelit6 osszefiiggés értelmében:
Y=y =f(¥)(x—x,) (7:28)

Mivel az f(x) fiiggvénynek létezik az inverz fiiggvénye f'(y), ezért:

Y=Y =(f )~ (W) S () ugyanis x=f"'(y) (7.29)
[, 1 30)
Y=Y, £1x)

Ha marmost y akdrmilyen 0-hoz tarté sorozattal tart yo-hoz (az y = f(x)fiiggvény

folytonos), akkor:

il -1
. - _ 1
Y=Y Y=Y f(x)
mivel f(x) differencidlhat6 a feltevés értelmében az [a,b] intervallumban. Szokasos egy

masik jeldlés is:

!/

)

(7.32)

1
fx)

7.3 Elemi fiiggvények differencidlhdnyadosa

7.3.1 Allandé és linearis fiiggvény differencialhnanyadosa

Koénnyt belatni a szemlélet alapjan, hogy az alland¢ fiiggvény differencidlhdnyadosa zérus,
mig a linearis fiiggvény valtozasa a teljes értelmezési tartomanyban allandé:

f(x)=C esetén f'(x)=0 (7.33)



84 7 Differencialhanyados, differencialas

f(x)=Cx esetén f'(x)=C (7.34)

7.3.2 Hatvanyfiiggvény differencialhanyadosa
Legyen n>0 egész szam, az y=x" fiiggvény tetszbleges x helyén vett kiilonbségi

hanyadosa, ahol h=0:

(x+h)” —x"
h

Ha h akarmilyen nulldhoz tart6 sorozat, a kiilonbségi hdnyados hatarértéke:

G e g 735)

1im(x+h) —x'_

lim n-x"* (x") =n-x"" (7.36)

A kiilonbségi hanyados hasonlé felhasznalasa segitségével konnyen igazolni lehet,

hogy a differencialas fenti eljarasa érvényes akkor is, ha n helyett a kitev6ében tetszdleges
raciondlis szam all.

Példa

!
}’Zi esetén [i] = (x’z) =2.xt=—2x=—— (7.37)
X

3 o (32 |3 251 2 5 2
y:x/; esetén (\/;) =|x3|=—x3 =—x3= (7.38)

7.3.3 Trigonometrikus fiiggvények differencialhanyadosa

Legyen y=sinx és h=0 nulldhoz tart6 sorozat. A kiilonbségi hanyados tetszdleges x

helyen:
2x+h| . h h
sin(x+h)—sinx ¢ st sinE
= =cos|x+— 7.39
h h 3 B .
2
. h
sin—
limcos| x +—]- 2 _ cosx (7.40)
h—0 2
2
A differencialhanyados meghatarozasanal felhasznaltuk az aldbbi trigonometrikus
Osszefliggést:
sina —sin = 2cos “;’ﬁ-sina—_ﬁ (7.41)

Tehat:
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(sinx)/ =COoSX (7.42)

Hasonlé meggondolassal kapjuk az y = cosx cos x fliggvény differencidlhdnyadosat:

. h
__cos(x+h)—cosx , s ,
lim =lim|—sin|x+—|- =—sinx (7.43)
h—0 h—0 2 h
2
Tehat:
(Cos x)/ =—sinx (7.44)
A felhasznalt trigonometrikus 6sszefiiggés:
cosa—cosB:2sinB;a~sinB_a (7.45)

Az y=tgx és y=ctgx fiiggvények differencidlhanyadosat a fiiggvények hanyadosara

vonatkozo szabaly alapjan hatarozzuk meg:

/ . .
sinx cosx~cosxfsmx~(~smx) 1

= > = = ha cosx=0 (7.46)
CosXx cos“ x cos” x

! . .
cosXx —sinx-sinx —cosx-cosx 1 .
- = — =————, ha sinx=0 (7.47)
sinx sin® x sin” x

7.3.4 Exponencialis és logaritmus fiiggvények differencialhanyadosa

Célszerii a valasztas, ha el6szor az y=Inx és y=e" fiiggvények differencidlhanyadosat

hatirozzuk meg. Az e* fiiggvénynek a (—oo,+00) intervallumban, mig az Inx

fiiggvénynek a (0,4oc) nyitott intervallumban van differencialhanyadosa:

1

In(x+h)—Inx h
im ( ) limlln[ +h]limln[lJrﬁJ =limIn lJrl-l x=0 (7.48)
h—0 h h—0 h X h—0 X h—0 X 1
h
A nevezetes hatarértékekre vonatkozé dsszefiiggés alapjan:
1
limwzlne’( :l]ne:l (7.49)
h—0 h X X
Tehat:
(lnx)/ I (7.50)
X

Az Inx és e* fiiggvények egymas inverz fliggvényei, ezért e* differencialhanyadosat
az inverz fliggvényekre vonatkozd eljaras alapjan hatarozzuk meg:
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(e*)l: 1 :%:y:e’( (7.51)

<

Az y=e" fiiggvény differencidlhdnyadosa o6nmaga. Ez indokolja, hogy a
természettudomanyokban hasznalt matematikai Osszefiiggések targyalasanal a
természetes alapu logaritmus hasznalatat részesitik elényben. A logaritmus fogalma és
azonossagai alapjan a természetes alapi logaritmustdl és exponencialistol eltérd
fiiggvények differencialhdnyadosai konnyen meghatarozhatok.

A logaritmus azonossaga szerint:

!/ !
y=a"=e"", ezért (ax) = (e“““) =e™™.Ina=a"-Ina (7.52)
Hasonléan:
!/
Inx , / 1 1 1
y=log,x=——, ezért (loga X) =|—Inx| =—— (7.53)
Ina Ina Ina x
Példa

Legyen r tetszo6leges valds szam. Differencidljuk az y = x" fliggvényt.

N 1 .
(x7) =(e™) =™ r==x"r==r (7.54)
X X

tehat a hatvanyfiiggvényekre vonatkozo6 szabdly tetszdleges valds szam esetén is
igaz.

Differencialjuk az y = x* fliggvényt, ahol x egy tetszdleges valos szam.

/

(Xx) :(exlnx>/ :€X1nx~(lnx+1):XX'(lnx“l‘l) (7.55)

(Itt az Osszetett fiiggvény differencialasara vonatkozo szabalyt alkalmaztuk.)

7.3.5 Trigonometrikus fiiggvények inverz (arcus) fiiggvényeinek
differencialhanyadosa

Alkalmazzuk az inverz fiiggvény differencidldsara vonatkozé szabdlyt: y=arcsinx
esetében. A sinx fiiggvény a (_E<X<E) intervallumban noévekvé, és differencial-

hanyadosa nem nulla, ezért

T 11
(siny) cosy [1-sin’y 1-x?

(arcsinx) = , mivel sin(arcsinx)=x (7.56)

Hasonldan kapjuk a kévetkezd derivaltakat:
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(arccosx) =— , (arctgx) = le , (arcctgx) =— (7.57)
X

1+ x*

1
V1—x?
7.3.6 Logaritmikus differencialas

Segithet a differencidlhdnyados meghatdrozasandl, ha az eredeti fiiggvény helyett a
fiiggvény logaritmusat differencialjuk:

y=f(x),  Iny=Inf(x), d%lny=ﬁ-f’()() (758)

Példa

Differencialjuk az y = x" fiiggvényt.

d 1 / 1 / r 1 r-1
Iny=rlnx, —lhy=—y=r—, y=rx.-—=rx (7.59)
dx y X X

7.3.7 Implicit fiiggvény differencialhanyadosa

El6fordul, hogy olyan filiggényt kell differencialni, amelynél az egyenlet nem oldhat6 meg
y-ra, ezért ebben az esetben is az Osszetett fliggvény differencidlasi szabalya szerint
kell/lehet eljarni, mivel y = y(x).

Példa

Differencialjuk az xy —e* +e” =0 fiiggvényt. Megoldas:

y+x.y/_ex+ey.y/:0, y/:ey_y (760)
e’ +Xx
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8 A differencial. Magasabbrendii derivaltak.
Fiiggvények hatvanysorba fejtése. Taylor sor

8.1 A differencial

Legyen az y = f(x) fiiggvény az x, pont kdrnyezetében folytonos fiiggvény. A fiiggetlen
valtoz6 Ax =x—xo novekményének megfelel6 Ay = f(x)— f(xo) valtozas csakis akkor

lesz egyenesen aranyos Ax-el, ha az f(x) linearis fiiggvény.

A
y 8.1 abra. A flggvény differencidlja.

R,

Ay = f(x)-f(x,)
TUTTTTTE tgadx
X

Ha az f(x) fliggvény az xo helyen differencialhaté, és Ax kicsi, akkor jo kozelitéssel

felirhatjuk, hogy:
Ay = f(x)— f(x,)~ f(x,)-Ax = df (x), (8.1)

azaz a fiiggvény valtozasat elsé kozelitésben (linearis kozelités) a differencialhanyados
segitségével adhatjuk meg. A

df(x)= f'(x,)-dx (62)
kifejezést az f(x) fiiggvény xo helyen vett differencidljdnak nevezziik (8.1 abra). Vegytk
észre, hogy itt dx és df(x) mérheté mennyiségeket jelentenek; dx most az x fliggetlen
valtoz6 (argumentum) novekményét, mig df(x) az P(xo) pontban huzott érintd

ordinatajanak x-t6l fliggd valtozasat jelenti.

A differencialhanyados bevezetésénél jeleztiik, hogy a dy/dx az y(x) fiiggvény x
valtozé szerinti differencidlhdnyadosanak szimbdluma, nem pedig két mennyiség
hanyadosa, itt azonban a megegyezés alapjan a kovetkezd jeldléseket hasznaljuk

Ay ~dy=df(x)= f'(x)-dx és Ax~dx, (8.3)
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feltéve, hogy félreértést nem okoz. A hasznalt jelolések bevezetése mogott az a
meggondolas rejlik, hogy a természeti torvények kis valtozasok esetén a fizikai vagy mas
mennyiségek kozotti linedris kapcsolattal fejezhet6k ki. Ezért nagyon sok Osszefiiggést
differencidlis formdban fogalmaznak meg.

Példak
(1) Az y=sinx fliggvény differencidlja: dy =dsinx =cosx-dx

(2) Az y=tgx fiiggvény differencialja: d(tgx): =«
cos“ x

(3) Az y=Inx fiiggvény differencialja: d(lnx):g
X

(4) Tegyik fel, hogy y az u és v valtozok fiiggvénye: y(x)=u(x)-v(x). Ha u és v
értéke Au-val, illetve Av-vel megvaltozik, akkor Ay-t a kovetkez6 modon
fejezhetjiik ki:

Ay =(u+Au)-(v+Av)—u-v=u-Av+v-Au+Au-Av (8.4)
Ha az utols6 tagot a masik két tag mellett elhanyagoljuk, akkor a fenti

jelolések bevezetésével a kovetkez6 végeredményt kapjuk, alkalmazva a két
fliggvény szorzatara vonatkoz6 differencialasi szabalyt:

V' (x)-dx =u'(x)-dx-v(x)+u(x)-v'(x)-dx, illetve dy=u-dv+v-du, (8.5)
ha roviditett ird&smédot hasznalunk, ahol dy = y’(x)-dx, akkor:

du=u'(x)-dx és dv=v'(x)-dx (8.6).

8.2 Magasabbrendt derivdltak

Tegyiik fel, hogy az y= f(x) fiiggvénynek az x valtoz6 valamely (a,b) intervallumaban
létezik f'(x) derivaltja. Ha ezen utébbi fiiggvénynek is létezik az elsé derivaltja, akkor ezt
az utobbi fliggvényt az eredeti y = f(x) fiiggvény mdsodik derivdltjdnak nevezzik.

AL

10 =(f'0) =1im

(8.7

Teljesen hasonldan az y = f(x) fliggvény n-edik derivaltjdnak az (n—1) -edik derivalt
figgvény derivaltjadt nevezziik, feltéve, hogy az (n—1)-edik derivalt létezik, és az
(n—1) -edik derivalt fiiggvény differencidlhat6, azaz a

F" x4+ - )
h

)= (700 =tim

hatarérték létezik.
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8.3 Tobbvdltozos fiiggvények

Azokat a fiiggvényeket, amelyeknek értelmezési tartomanya az R" halmaz (n = 2 sik, n =3
tér) részhalmaza, azaz tobb fiiggetlen valtozdja van, tébbvdltozos fiiggvényeknek nevezziik.

Példa

AzfR2—R, z=4x*+ y* fiiggvény geometriailag egy forgasi paraboloid.

Ertelmezési tartomdnyon azon pontok Osszességét értjiilk, amelyekre nézve a z
analitikus kifejezés valds szamértékkel rendelkezik.

A kétvaltozos fliggvényeket a térbeli Descartes-féle koordinatarendszerben abrazoljuk.
Kétféle koordinatarendszer létezik: a jobb- ill. balsodrasi Kkoordinatarendszer.
Jobbsodrasu a koordinatarendszer akkor, ha a Z tengely irdnyabdl nézve a pozitiv X
tengelyt az Y tengelybe forgatva a forgatas az dramutaté jarasaval ellenkezd. A jobb- vagy
balsodrasu rendszernek a fiiggvényanalizisben nincs jelentGsége, azonban a fizikaban és
kémiaban igen (pl. impulzusmomentum vektor iranya, optikai forgatéképesség).

A
""Z 8.2 abra. Térbeli

koordindtarendszer. A

. P(x,y,2) derékszog(i koordinatarendszer
helyett szamos alkalommal
hasznaljak a polaris
L y koordindtarendszert. Az dbran

zZ=rcos v r

feltintettik az

X 0 - y K X = rsinv cosg dsszefliggéseket a két
g : koordindtarendszer kézott.

Y=rsinvsing

X Q(X,y) Z=rcosp

A tobbvaltozds fiiggvényekre a korabbi eredményeket formalisan kdnnyen atvihetjik,
ha azt mondjuk, hogy a z= f(x,y) fiiggvény a P=P(x,y) pont z= f(P) figgvénye.A P
pont mindenegyes helyzetének a z mennyiség meghatarozott értéke felel meg (az
z= f(x,y) fluggvény a sikbeli helyzet helyett most egy térbeli helyzetet rendel a z

valtozéhoz).

8.4 Tobbvdltozos fiiggvények differencidldsasa
Vizsgaljuk meg az y =y, Osszefiiggést. amely geometriailag egy sikfeliiletet hataroz meg!

Ha y=y, vagy x=x,allandd, akkor ezen pontok mértani helye egy a XZ, illetve YZ

sikkal parhuzamos sikot hatdroz meg, amely a feliiletet egy sikgérbében (AB) metszi. A
sikgorbét a



8 A differencidl. Magasabbrend(i derivaltak. Fliggvények hatvanysorba fejtése 91

z=f(x,y,)=9(x) vagya z= f(x,,y)=h(y) (88)
fiiggvénnyel irhatunk le. A z,= f(x,y) pontok Osszessége viszont egy nivévonalat
(szintvonalat) alkot.

8.3 dbra

7 B P(x,y,z)

\4

—
5% Yo
Hatdrérték: az A szamot a z= f(x,y)= f(P) fiiggvény hatarértékének mondjuk a
Po= Po(x0,y0) pontban, ha minden pozitiv e-hoz lehet talalni olyan § szamot (6 > 0), hogy

valahdnyszor a Po-t6l kiilonb6zé P pontokra nézve fenndll, hogy a sikbeli kérnyezet p
sugara

p= P_P0 <6, mindannyiszor | f(P)— A| <€ (8.9)
vagy mas megfogalmazassal:

,‘H{; f(P)=A (8.10)

Megjegyzés: A megfogalmazas azt jelenti, hogy
|x—x,|<6 és |y—y,|<68, tovabba |f(x,2)—A|<e. (8.11)

Folytonossdg: A z = f(xy) = f(P) figgvényt a Py = Po(x0,yo) pontban folytonosnak
mondjuk, ha a

lim f(P)= f(F) (8.12)

hatarérték létezik, azaz a hatarérték megegyezik a fliggvény illetd pontban vett
helyettesitési értékével.

8.4.1 Parcialis differencialhanyados
A z= f(x,y)= f(P) fiiggvény valtozasanak vizsgalatanal célszerii oly mddon eljarni, hogy
az egyik valtozé pl. y rogzitett értékénél vizsgaljuk a fliggvény valtozadsat a masik valtozé
fiiggvényében. Ha a

z=f(x,y,) vagy z=f(x,,y) (813)

Legyvaltozos” fliggvények kiilonbségi hanyadosanak a kérdéses x vagy y pontban van
hatarértéke, akkor azt mondjuk, hogy az illet6 tobbvaltozds fiiggvénynek l1étezik x, illetve y
szerinti parcidlis differencidlhdnyadosa.

Az x szerinti parcidlis differencidlhanyados

fxthy)—f(xy,)_ 9f(xy)
h ox

£ (x,y)= lim (8.14)



92 8 A differencial. Magasabbrend(i derivaltak. Fliggvények hatvanysorba fejtése

azy szerinti parcialis differencidlhanyados

G0y +h)~ f(x.) _ f(x.5)
h ay

£, (x,y)=lim (8.15)

ahola 0 szimbdlum a parcidlis differencidlhdnyados jele.

Példa
(1) Az altaldnos gaztorvény idedlis gazokra érvényes alakja: p:7, V a gaz

térfogatat, p a nyomasat és T a gaz abszolut hémérsékletét jelenti. A parcialis
differencialhanyadosok:

[@] :_g, [@] = (8.16)
OV )1 _iands 4 OT )y ctianas V

ahol a zar6jel mogotti index tiinteti fel az allandénak valasztott valtozat.

R

(2) Hatdrozzuk meg a parcidlis differencidlhdnyadosokat a redlis gazokra
érvényes van der Waals allapotfiiggvény esetén:

nRT , a
p:m—n F (8.17)

ahol n a moélok szama, a és b allandok.

8.4.2 A teljes differencial

A z= f(x,y) fiiggvény teljes differencidljat nyilvanvaléan a két valtozéra vonatkozo

differencialok 6sszege adja meg:

dz= £ (xy)dx+ f, (x,y)dy = LN g T g, 618)
g Ox oy
Példa

Ismeretes, hogy a termodinamikdban a H entalpiat az aldbbi 0sszefliggés
segitségével adjak meg:

H=U+pV, (8.19)

ahol U a tekintett rendszer bels6 energiaja, p a rendszerben uralkod6 nyomas, V a
térfogat. A teljes differencial:

dH =dU + pdV +Vdp . (8.20)
Ha a nyomas a rendszerben allandd, akkor

dH=dU + pdV . (8.21)
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Tekintsiik ismét a z= f(x, y) fiiggvényt. Tegylik fel, hogy a fiiggvény legalabb kétszer

differencialhaté az x és y valtozok szerint. Az elsé differencialhdnyadosok:

_Of(xy) _ (%)

li
o f, (%) oy

£ ()

(8.22)

Feltevésiink szerint, a fliggvény kétszer differencidlhatd, ezért Osszesen négy
differencialhanyadost kaphatunk:

R e 29
X ay
gy = LA O fxy) ey O (I y)| XY
fxyf(x'y)_ﬁy[ Ox ]_ Oxdy fyx(x'y)_ﬁx[ oy ] dy Ox (624

Fontos kovetkezménye a masodik differencidlasnak, hogy a vegyes masodik parcialis
differencialhanyadosok egyenldk:

£ =1, xy) (8.25),

azaz a differencialas sorrendje felcserélhet6. Ennek hasznat sokszor fogjuk latni, amikor
segitségével a termodinamikdban szamos érdekes Osszefiiggés szarmaztathato le.

8.5 Hatvanysorok
Az

Ay +ay (X — X))+, (x— X, ) +-Fa, (x—x,) +-- (8.26)

fliggvénysort, amelynek tagjai az a; allandék és a (x—x,) kiilonbség egész kitevdjl
hatvanyainak szorzatai, hatvdnysornak nevezziik; az xo zérus is lehet. Ha a hatvanysor
konvergens, akkor x valamilyen f(x) fliggvényét allitja el6. Ekkor azt mondjuk, hogy a

f(x):ao+a1(X_X0)+a2<X_XO>2+'“+an(x_x0)n +e (8:27)

a kifejezés az f(x) fiiggvény hatvdnysora. A hatvanysor alapvet6 haszna, hogy bonyolult

analitikus alakban megadott fiiggvények helyett polinomok segitségével dolgozhatunk,
azaz a fiiggvények bizonyos csaladjat n-ed fokd polinom segitségével allithatjuk el6.

Az eljaras kapcsan két alapvetd probléma meriil fel:

(1) meghatarozni az a; egyiitthatokat,
(2) igazolni sziikséges a konvergenciat.

Két lehet6ség kozil valaszthatunk, az egyik a hatdrozatlan egyiitthatok maddszere,
amellyel n-ed foki polinom esetén n ismeretlenes linearis egyenletrendszerhez jutunk,
amely algebrai eszk6zokkel megoldhatd. Az egyenletrendszer megoldasai szolgaltatjak az
ismeretlen egyiitthatokat.

A masodik médszer kézenfekvd; ha az f(x) fiiggvény n-ed fokd polinom, akkor n-szer

differencialhatd, és n ismeretlen egyiitthatét tartalmaz. Ha a feltevés helytalld, akkor
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differencialhdnyadosokat egymas utan megvizsgaljuk az (x—x,)=0 helyen. Minden a;
(i=0,1,..,n) egyiitthatd megadhatd, mint az f(x) i-edik differencidlhanyadosaval
aranyos mennyiség:

f(x)=a,+a,(x—x,)+a, (x —xo)z ++a, (X_XO)” 4o (8.28),
ha (x —x0)=0, akkor a, = f(0);

F1)=a,(x —x,)+2a,(x — X)) +3a5(x —x,)* -+ na, (x —x,)" "+, (8.29)
ha (x —x0)=0, akkor alzf/l('o) ;
F(x)=2-1a,(x — x,) +3-2a,(x — x, -+ n(n—1)a, (x —x,)" " +---, (8.30)
ha (x —x0)=0, akkor a, = f;('O) ;
fP)=n(n-1)-(n—-2)---3-2-1a,(x — x,), (8.31)
ha (x —x0)=0, akkor an:@.

Az f(x) fiiggvény hatvanysora:
n (k)

f(x)xsz—'(x—xo)k (8.32)

A polinomot Taylor-polinomnak nevezik (jele: T (x)), aki el6szér allitott eld
hatvanysort ebben az alakban. Ha azonban x,=0, akkor a polinom neve: MacLaurin-
polinom:

HOMWEOF WA O
1! 2! n!

f()=f(0) +

(833)

Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény most nem polinom, de tételezziik fel, hogy az f(x)
fiiggvény egyértékid folytonos fiiggvény az [a,b] intervallumban, tovabba (n+1)-szer

folytonosan differencidlhaté (differencialhanyados is folytonos) az xo hely kdrnyezetében,
akkor a fentiekhez hasonlé médon:

f(x)=T,(x—x,)+R,(x) (8.34),
ahol T (x—x,) az f(x) kozelit6 fliggvénye, R (x) az un. maradéktag, az n-ed foku Taylor
polinom hibaja. Ha f(x) polinom, akkor nyilvan R (x)=0.

A kozelités josagara nézve a kovetkezdket mondhatjuk: Mivel a fiiggvény (n+ 1) -szer

differencialhato, érvényes a kovetkez6 becslés a maradéktagra:
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(n)
R,()=| f(x)— Zf () x| <

(n+1) (n+1)
ax—f (%) (x—x, )M < max—f (%)
xdab (n+1)! xdab (n41)!

(8.35)
(b _ a)n+1
Ha feltételezziik, hogy az f(x) fliggvény akarhanyszor differencialhato, és igaz, hogy
van olyan K szam, hogy
|f(")(X)SK| (8.36)

azaz a fiiggvény korlatos az n-edik differencialas utan, akkor:

(n+1)
lim maX%( — @)™V < lim %h(”“] =0, ahol (b—a)<h,  (837)
n—oo n ! n—oo n

tehataz f(x) fliggvény:
00 (k)
fo =YL Wy (538)

végtelen polinom (sor) hatarértékeként allithat6 el6. Ezt a polinomot az f(x) fiiggvény

Taylor sordnak nevezziik.

A konvergencia problémdja. Konny( bebizonyitani, hogy ha a
O~ a, +a,(x—x))+a,(x—x,) +-+a,(x—x,) +--- (8.39)

hatvanysor két egymast kovetd tagjanak hanyadosabdl alkotott kifejezés hatarértéke
kisebb 1-nél:

r+1
fim| 2 X

r—oo ar Xr

. a
=x-lim|—L

r—ool
r

<1 (8.40)

akkor a hatvanysor konvergens.

8.6 Néhdny ismert fliggvény hatvdnysora

2 3 4
M) e=tr 4T X (8.41)
2t 31 4!
2 3 4
(2) ln(1+x):x—x—+x——x—+-~- (—1<x<1) (8.42)
2 3 4
a ala—1 — —
(3) (1+x) =14ax+ (2' )X2+a(a 13)'(0 2]x3+~~- (|x|<1) (8.43)
¥ X X
(4) sinx=x——+———+---..(paratlan fiiggvény) (8.44)

3151 7!
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(5)

(6)

x*  xt Xt
cosx=1 _E+Z_E +---...(paros fliggvény) (8.45)
tx—x+£+£+ﬂ+... (—£<X<£) (8.46)
8 3 15 315 2 2 '

8.7 Miveletek hatvdnysorokkal

Legyen adott két fiiggvény, A(x) és B(x) hatvanysora, és tegylik fel, hogy a két végtelen

sor konvergens:

A=Y ax & Bx)=Y b, (8.47)
i=0 k=0
akkor a kovetkez6 miiveletek végezhet6k el:
(1)  Osszevonas: C(x)=A(x)+B(x)= Z(a, +b,)x' (8.48)
1=0
(2) Szorzas: C(x)=A(x)-B(x)=) Zaibkx”k (8.49)
i=0 k=0
C(x)=a,b, +(a,b, +a,b,)x +(a,b, +a,b, +a,b,)x* +--- (8.50)
az altalanos egyiitthat6: ¢, = Zaibm. (8.51)
i=0
. (1 N, dA(x) & re1
(3) Differencialas és integralas: A(x)= Zarx S Zrarx (8.52)
r=0 X r=0
00 00 a
AX)dx=)) a [ x'dx= r_x"t, (8.53)
f (x) ; rf ;r +1
azaz a konvergens hatvanysorok tagonkeént differencialhatok és integralhatdk.
Példa
. 2 . tgx—x 1
(1)  Bizonyitsuk be, hogy lim—=——=—
=0 x 3
Mivel x <1, elegend6 tgx hatvanysoranak elsé két tagjat figyelembe venni:
3 p—
tgxzx—l—x?, ebbdl tgx3 X zl Ha x — 0, akkor a hatvanysor minden
X
tovabbi tagja nullahoz konvergal.
(2) Vizsgaljuk meg cosx hatvanysoranak elsé néhany tagjat és abrazoljuk a

derékszogii koordinatarendszerben.
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A
e f(X) y=To(0) 8.4 dbra. Az y = cos x fliggvény
7] / : kozelitése Taylor-polinomokkal.

05{ y=cosx

X
0,0 +—t - >

_1 _ 0 0 ‘s,\ 2
-0,51 = LNy =T(0)
y= Tl(O)\‘
-1,0 5 .
T(x)=1-x?/2 + x*/24

8.8 A I'Hospital szabaly

Tétel

Ha két fliggvény f(x) és g(x) kielégiti a kovetkezd feltételeket az [x1,x;] intervallumban

(1) limf(x)=0 és limg(x)=0, vagy (8.54)
lim f(x)=00 és limg(x)=o0 (8.55)

(2) az f(x) és g(x) fuggvényeknek az a hely kornyezetében (x=a) van véges vagy

végtelen differencidlhdnyadosuk, tovabba 1étezik a:

I
lim f ,(X) = A hatarérték, akkor (8.56)
= g'(x)
I
lim 28— jjm L) (657)

o g(x) e g'(x)

1
(Ha a=o00, akkor az x =— helyettesitéssel a 0 kornyezetét nyerjiik.)
Z

A tétel bizonyitasa egyszerii: fejtsiik Taylor sorba a két fiiggvény hanyadosat az a helyen:

flla), f'@,, .
f(x)_f(a)+ T (x—a)+ 2 (x—a) +

= 7 77 (8.58)
99 g+ £ D)+ £ Dix a4
Mivel f(a)=g(a)=0,tovabba (x —a)-val lehet egyszer(isiteni, ezért:
/
tim 2 _ jjy L) (559)

o g(x) e g'(x)
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8.8.1 A Taylor-sorfejtés egy alkalmazasa

Altalanosan fogalmazva a Taylor-sorfejtésnek a természettudomanyokban akkor van
kitiintetett szerepe, ha egy kémiai (vagy fizikai, bioldgiai...) mennyiségnek a megvaltozasa
nagysagrendekkel, azaz sokkal, kisebb mint a mennyiség értéke. Ekkor a nehézséget az
jelenti az alkalmazasban, ha meg akarjuk hatarozni az adott mennyiségtdl fligg
fiiggvényeknek a megvaltozasat. Ilyenkor kozelitést alkalmazhatunk a Taylor-sorfejtés
segitségével: a mennyiségtol fliggd fiiggvényeknek a megvaltozasa jol kozelithet6 a Taylor
sor néhany elsé tagjaval.

A matematikai inga (vagy fonalinga) lengésének a periddusideje (T) meghatarozhtad

az inga hosszanak ismeretében:
l
T()=2m |— (8.60)
g

Ahol I az inga hossza és g a gravitaciés gyorsulas. Az inga hossza kornyezeti hatasokra
(pl. hémérséklet, mechanikai hatasok...) kis mértékben megvaltozhat, és igy a lengés
periédus ideje is médosul. Hogyan szamolhatjuk ezt a periodusidé valtozast?

Legyen az inga megnyulasa dl. Ekkor a periddusidé egyenletébe I helyett I + di-t irva:

T(U+dn=2r |9 _2n /1[1 +ﬂ] (8.61)
g 9 [

Vezessiik be az x =dl /| mennyiséget, ekkor:
T+ dI)zZn\/z\/l +x
g
Fejtsiik sorba az % +/1+ x = (1 + x)"/* fiiggvényt a nulla koriil (azaz legyen xo = 0):
1/2 1 1,
Vi+x=(1+x) :1—|—Ex—|—§x + .. (8.62)

A sorfejtés els6 két tagjat figyelembevéve igy a periddusidére a kovetkezd kozelitést
kapjuk:

ra+dy=2r |1+ 29 Zry i Y (863)
g 21 21
Ebbdl a periodusidé megvaltozasa:
dT:T(I—i—dI)—T(I):%@dI (8.64)

Az eredménybdl lathatd, hogy a periddusidének a hosszvaltozas miatt bekdvetkezo
valtozasa fligg a hosszvaltozas nagysagatdl, az inga hosszatol és az eredeti periédusid6tol
is.
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9 Fiiggvények tulajdonsagainak vizsgalata.
Szélsoértékek

9.1 Fiiggvények szélsoértéke

Maximum és minimum fogalma. Legyen az f:f(x) (x€R) fiiggvény az [a,b]
intervallumban folytonos fiiggvény. Az xo pontban relativ (lokalis) maximuma
(minimuma) van, ha az xo pontnak létezik egy & > 0 sugaru kornyezete, amelyen beliil
minden 0<h<e feltételt kielégit6 h-ra fennall, hogy

flxo —h)<f(x,) és f(x,+h)<f(x,) 9.1)
vagy
flx, —h)> f(x,) és f(x,+h)> f(x,) 92)
A
40 f(X) abszol(t maximum 9.1 abra. Abszolut és relativ
’ relativ maximum maximum, minimum.
3,8
3,6
3,4
32 i relativ minimum
3,0 RN
abszolit minimum |
2,81 el L . )i

1 2 3 4 5

Ha a fenti relacidk a teljes [a,b] intervallumban fennallnak az intervallum x, pontjara
nézve, akkor abszolut maximumrdl (minimumrol) beszélink (9.1 abra). Ha az f(x)

fiiggvény az intervallum bels6 xo pontjdban differencidlhaté és a fiiggvény az x, pont
kornyezetében novekszik, akkor f’(x,)>0; ellenkez§ esetben, ha a fiiggvény az xo pont
kornyezetében csokken, akkor f'(x,)<0.

Tegyiik fel, hogy az f(x) fliggvény novekvd, akkor van az xo pontnak olyan &

kérnyezete, hogy
f(x)< f(x,), ha x€|x0 —e,x0| és f(x)> f(x,), ha x€|x0,x0 +e| (9.3)

A kiilonbségi hanyados és hatarértéke pozitiv el6jelli, mivel mind a szamlald, mind
pedig a nevezd azonos eldjelt:
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IS 54 45 tim

X—X, X=X

SO~ S04) i 150 o
X—X

0

Hasonldan tudnank bizonyitani azt az esetet is, ha a fiiggvény az x, pont kérnyezetében
csokken, ekkor a derivalt az xo pont kdrnyezetében negativ.

Ha f’(x,)=0, akkor az xo pont a fiiggvény staciondrius pontja. Stacionérius pontban a
fiiggvénynek helyi szélsdértéke (maximuma, minimuma) van. Kénnyen bebizonyitjuk, hogy
szélsGérték 1étezésének sziikséges feltétele, hogy f'(x,)=0 legyen (9.2 dbra).

Tétel
Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallum egy belsé xo, pontjdban differencialhatd és
f'(x,)=0, akkor az f(x) figgvénynek az xo pontban lokalis szélséértéke van.

Tegyiik fel, hogy xo olyan hely, ahol a fiiggvénynek lokalis maximuma van. Ekkor:
f(x)~ f(x,) fG) - f(x,)

>0, ha x<x, és —————=<0, ha x>x, (9.5)
X —X, X —X,

azaz a lokalis maximum koérnyezetében a kiilonbségi hanyados el6jelet valt, pozitivbol
negativba megy at. A két kiilonbségi hanyadosnak hataértéke is kiillonb6z6 el6jeld, ha
X — X, . Mivel a fliggvény az xo pontban differencialhat6, ezért a két hatarértéknek meg

kell egyeznie, ami csak ugy lehet, ha

f'(x,)=0 (9.6)

Ugyanigy bizonyitanank a lokalis minimum esetét. Ha az elsé derivalt nulla, akkor a
fiiggvény illet6 pontjahoz huzott érinté parhuzamos az X tengellyel. A fiiggvénynek
természetesen lehet olyan pontja, ahol széls6 értéke van, de a differenciadlhanyados nem

nulla. Példaul az y=|x| fiiggvénynek az x=0 helyen széls6 értéke van, de

differencialhanyadosa nem létezik.

A
60 - f(X) f '(X) 9.2 abra. A szélséérték
i kérnyezetében
| rel. maximum ; az elsé derivalt elGjelet valt.
ol f=0
20 \
o 12 0 X 2. X
20| f'()2)<0 ;rel. minimum
-40 fl(x)>0 Efu(x)zo f'(X)>0

inflexids pont

A kiilonbségi hanyadosok vizsgalatabdl azt lattuk, ha az f(x) fliggvénynek az xo

pontban lokalis maximuma vagy minimuma van, akkor a kiilonbségi hanyados el6jelet
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valt. Ha a lokalis széls6érték maximum, akkor a kiilénbségi hanyados és f'(x) is pozitiv
értékbdl negativba megy at, lokalis minimum esetén a kiilénbségi hanyados és az f’(x)

negativ értékbdl pozitivba megy at (9.2 abra).

Tétel
Ha az f(x) fiiggvény az [a,b] intervallum egy xo belsé pontjdban kétszer differencialhaté

és f'(x,)=0, akkor f"(x,)>0 esetében a fiiggvénynek lokalis minimuma van, ha pedig

f"(x,)<0, akkor a fiiggvénynek lokalis maximuma van.

Ha f”(x,)>0, akkor az els§ differencidlhanyados az xo pont kérnyezetében névekvé.
Azonban f'(x,)=0, ezért f'(x,) az xo pont kérnyezetében csak ugy lehet névekvé, ha
negativbdl pozitivba megy at. Ez azt jelenti, hogy az f(x) fliggvénynek lokalis minimuma

van (9.2 4bra). Hasonl6 gondolatmenet segitégével tudjuk belatni, hogy ha f”(x,)<0,

akkor a fliggvénynek az x, helyen lokalis maximuma van.
Problémat jelent az az eset, ha mindkét derivalt az x, pontban zérus.

Példa

(1)  Vizsgaljuk megaz f(x) :sz viselkedését (9.3 abra).
X

1y fix) = x/(1+ x?) 9.3 dbra
1,04
0,5
X
00 >
-6 : s
G| SRE—————). :
-1,0+

Az f(x) fiiggvény staciondrius helyeit megkapjuk az f'(x)=0 egyenlet

megoldasaval.
1—x?
flX)=—— (9.7)
(1+x)

Mivel a nevezé nem lehet zérus, elegendd a szamlalét megvizsgalni. Az f/(x)
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(2)

a (—1,+1) intervallumban pozitiv, a (—oo,—1) és (1,40c) viszont negativ. A
stacionarius helyeket az 1—x*=0 egyenlet megold4sabdl kapjuk: x, =—1,
x,=1. Hogy a lokalis széls6érték maximum vagy minimum, a masodik
derivalt el6jelébdl tudjuk megallapitani:

2)((x2 = 3)

A

(9.8)

A mésodik derivalt f”(x) az x,=-1 helyen pozitiv, az x,=1 helyen
viszont negativ, igy a fiiggvénynek az el6bbi helyen minimuma, az utébbi

helyen maximuma van. A masodik derivalt zérushelyei megadjak az f’(x)

stacionarius helyeit. Az f”(x)=0 egyenlet megoldasai:

XIZ—\/§, x,=0, X3:\/§

Az f(x) figgvénynek a fenti helyeken inflexios pontja van (9.3 abra).

Vizsgaljuk meg, milyen pH értéknél van szélsé értéke a H* ionok

Vs

—14

Legyen [H*]:x, ekkor [OH’]: mivel [H*][OH’]le’“. A kérdéses

X

10—14 10—14

. Az els6 differencialhanyados: y'=1—--———=0.Az
X

fiiggvény: y=x+

egyenlet megoldasabdl kapjuk, hogy x=10"7. A masodik differencial-
hanyados az x=10"" helyen pozitiv, tehat a fiiggvényben szereplé H-ionok
koncentracionak a semleges pH-n minimuma van.

9.2 A differencialhato ftiggvények néhdny tulajdonsdga

9.2.1 Rolle-tétel

Ha az y = f(x) fiiggvény az [a,b] intervallumban folytonos és differencidlhato, valamint az

intervallum végpontjaiban a fiiggvény nulla, f(a)= f(b)=0, akkor az intervallum

belsejében van legalabb egy olyan & hely, hogy:

f(§)=0, a<&<b (9.9)
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Ay 9.4 abra. Rolle-tétel.
1,5F 5
1,0¢ -\
05
0,0 ————
-0,5¢ X

-1,0t
-1,5¢

A Bolzano-Weierstrass tétel (a tételt nem bizonyitjuk) értelmében egy f(x)
fiiggvénynek az [a,b] intervallumban van also és fels6 hatara. Legyen M az f(&) fliggvény
maximuma, de ekkor f(£)=0.Ha f(&)=0, akkor £kornyezetében vannak olyan helyek,
amelyekre igaz, hogy:

fx)>f()=M (9.10)

ami lehetetlen hiszen M a maximum (9.4 abra). Ezzel Rolle tételét indirekt moédon
igazoltuk.
Koénny(i belatni, hogy a tétel akkor is igaz, ha f(a)= f(b)=c alland6, mivel a

g(x)= f(x)—c fiiggvényre igaz a fenti tétel.

9.2.2 Lagrange-tétel
Ha az y= f(x) fliggvény az [a,b] intervallumban folytonos és differencialhaté az (a,b)
intervallumban, akkor az intervallumban van legalabb egy olyan hely, hogy:

f)—fla) _ .

—_——= 9.11
v, €) (911)
A tételt a Rolle-tétel segitségével konnyen bizonyitjuk. Az (a,f(a)) és (b, f(b))

pontokat 6sszekotd hur egyenlete:

_ f())- f(a)

- (x—a)+ f(a) (9.12)

Y1

Képezziikk a g(x)= f(x)—y, fiiggvényt. A g(x) fliggvény folytonos és differencialhat6
az adott intervallumban, s6t g(a)= g(b)=0. A Rolle-tétel értelmében igy

g'(§)=0, a<&<b (9.13)

azaz f'(&)=y,’ (9.14)

De az y: fiiggvény derivaltja éppen a hdr irdnytangense, ami a tételt allitasa.
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»
|

 f(x)

9.5 abra. Lagrange-tétel.

tg(a) =£'(<)

A Lagrange-tétel segitségével konnyen bebizonyithatjuk fenti allitdas megforditasat,
nevezetesen, ha egy fliggvény derivaltja az [a,b] intervallumban pozitiv (negativ), akkor a
fiiggvény n6évekvo (csokkend). A Lagrange-tétel alapjan

f(xz) - f(X1) = f/(g)(xz - Xl)’ Xy < f < X, X,X,€ [a'b] (9.15)
Mivel feltételezésiink szerint f'(x)>0 ( f'(x)<0), ezért
£(x,)> flx,) illetve f(x,)< f(x,) (916)

Az x1 és x; az [a,b] intervallum tetszdleges helyei, ezért a differencidlhdnyados a
mondott intervallumban jeltartd, a fliggvény monoton né (csokken).

A Lagrange-tételt kozépérték-tételnek is szokds nevezni, mivel a fliggvény valtozasa
Af(x) egyenl6 a fiiggetlen valtozé valtozasdnak Ax=x,—x, és a derivaltnak egy
kozbiils6 helyen vett értékének f(€) szorzatdval. Szigordan véve masodfoku fiiggvény

esetén igaz, hogy a ,kozbiils6 hely” az x; és x, szamtani kozepe.

9.3 A fliggvények konvex és konkav jellege
Konvexnek neveziink egy gorbét, amelynek barmely hurja legfeljebb két pontban metszi a
gorbét. Pontosabban, feliilrél konvex az y = f(x) fliggvény egy tetszbleges ive, ha a gorbét

atfogé hur az iv alatt fekszik. Alulrél konkdv a gorbe ive, ha az ivet atfogé hur az iv folott
fekszik (9.6 abra). Azt a pontot, amely a gorbe konvex és konkdv ivét egymdastol
elvalasztja, inflexiés (forduld) pontnak nevezzik. Példaul az y=sinx filiggvény ive a

0<x<m intervallumban feliilr6l konvex, a m < x <2m intervallumban alulrél konkav. Az
x=m pontban a fiiggvénynek inflexiés pontja van. Az y = x° fiiggvény esetében a
—00 < x <0 intervallumban a fiiggvény feltlrél konvex, 0 <x <oco intervallumban alulrél
konkav; az x = 0 pontban van az inflexids pont.
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A

40 _f(X) 9.6 abra. Fliggvények konvex
’ felllrél konkav alulrél konkav és konkav ive.
3,8+
3,6+
3,4+
3,2¢ f(x)né f(x) csokken
3,0F X
1 2 3 4 5

Vizsgaljuk meg a 9.6. abran az A és B pontokat 6sszekotd har kozotti iven fekvs f(x)

pontokhoz huzott érint6ék irdnyait. A feliilr6l konkav iven A-tél B felé haladva az érinték
iranytangense n6, mig a konvex (alulrél konkav) iven csokken. Ezt a megfigyelést az
érint6k egyeneseinek segitségével konnyen bebizonyitjuk.

Tétel
Ha az f: f(x) fiiggvény (x € R) az [a,b] intervallumban konkav (konvex), akkor az f’(x)

differencialhanyados névekvd (csokkend).
Ha az iv felilrél konkav, akkor barmely pontjahoz huzott érint6é az iv alatt fekszik
(9.7 abra). Az abra adatai alapjan vilagos, hogy

f(x,)> f(x)+(x, —x,) tga (9.17)
Vegyiik figyelembe, hogy tga<0, mivela>m /2, ezért a tangens szogfliiggvény

negativ. Tovabba:
f(X1)>f[Xz)+<X1 *Xz)tgﬁ (918)

mivel tgf<0,de x;, —x,<0.

>

4 A= fx;) = f(x1) (x; —x3) 9.7 abra. Alulrél konkav iv
differencialhanyadosa névekvé.
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Adjuk 6ssze a két egyenl6tlenséget és rendezziik:

S+ F(x,)> f(x)+ f(x,)+(x, —x, ) (tga —tg B) (9.19)
0>(x,—x,)(tga—tgB)>(tga—tgp) (9.20)

Tehat:
tgB>tga, azaz f'(x,)> f'(x,) (9.21)

A tétel megforditasa is igaz.

Tétel
Ha az f:f(x) (x€R) fiiggvény az [a,b] intervallumban differencialhaté, és az f'(x) az

(a,b) itervallumban névekvd, akkor a fiiggvény grafikonjanak a szamko6zhoz tartozo része
feliilrdl konkav.
Induljunk ki a 9.7 abran lathatd kiilonbségb6l (A) :

A= f(x,)—(f(x,)+(x,—x,) tga)= f(x,)— f(x,) = (x,—x,) tgax (9.22)

Mivel a fiiggvény differencialhat6 az (a,b) intervallumban, alkalmazhatjuk a Lagrange-
tételt:

A=(x,—x,) f'(§) = (x, =, ) f(x,) = (x, —Xl)(f'(f)—f/(xl)) (9.23)
Mivel x, >x, és x, <& < x,,tovabba £ <—x, >0 ésakét derivalt eldjele azonos:
f'(&)—f(x,)>0, azaz f'(¢)> f(x,) (9.24)

Mindez azt jelenti, hogy A>0 barmely x1 és x,-re. Az érint§ az {v alatt marad, az f(x)

figgvény ive feliilr6l konkav. Az eredmények ismeretében most mar meg tudjuk
fogalmazni a konvexitds illetve konkdvitds 1étezésének sziikséges és elégséges feltételét.

Tétel

Ha az f:f(x) (x€R) fiiggvény az [a,b] intervallum belsejében kétszer differencialhatd,
akkor a feliilr6l konkav jelleg l1étezésének sziikséges és elégséges feltétele, hogy az
f"(x)>0 egyenlétlenség teljesiiljon.

(1) A feltétel sziikséges: ha az f(x) fliggvény feliilr6l konkav, akkor az elsé derivaltja

az egész intervallumban novekvé és szigorian monoton, ezért
f"(x)>0 (9.25)
(2) A feltétel elégséges: ha f”(x)>0, akkor az f/(x) a korabban bizonyitott tétel
értelmében novekvd, tehat az f(x) fiiggvény felilrol konkav.
(3) Ha f"(x)=0, akkor az y= f'(x) fiiggvénynek az x hely stacionarius helye. Az
f"(x)=0 egyenletnek a gyoke megadja az f(x) fiiggvény inflexiés pontjanak

abszcisszajat.
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9.4 A legkisebb négyzetek elve

A legkisebb négyzetek elve altal szolgaltatott mdédszert gyakran alkalmazzak olyan mérési
eljarasoknal, amelyeknél fizikai, kémiai vagy bioldgiai valtozékra vonatkozd adatparokat
mérnek, és feltételezik, hogy a megfigyelt valtozok kozott ismert funkciondlis kapcsolat
van. A valasztott fiiggvényben szerepl6 paramétereket a megfigyelt és a filiggvény
segitségével illesztett adatok eltérései négyzetdsszegének minimalizaldsaval hatarozzak
meg, egyenlet formajaban:

S:Z(y,.—Y,.)zzmin. (9.26)

ahol n az adatparok szamat, y; a megfigyelt értéket, Y; az (x;, y;) adatparhoz tartozd
illesztett fiiggvényértéket jelenti. Az Osszegezés valamennyi adatparra kiterjed. A
legkisebb négyzetek modszere olyan y = f(x,a,(,y) modell fiiggvényekre alkalmazhato -

(a,pB,y) afiiggvény paraméterei - amelyek a kovetkezo feltételeket teljesitik:

(1) az y valtozd eloszlasa jo kozelitéssel normalis eloszlast a valéddi modellfiiggvény
megfeleld Y értéke koriil az x valtoz6 barmely értékére;

(2) az y valtozd variancidja nem fiigg az x megvalasztasatdl, azaz az y valtozo
meghatarozasanak precizitasa nem fiigg x-tol;

A legkisebb négyzetek elvét természettudomanyos probléma megoldasara el§szor
Legendre alkalmazta 1805-ben, bar sokszor Gauss nevével hozzak osszefiiggésbe. llyen
tipusu kisérleteket és méréseket gy lehet tervezni, hogy az egyik valtozot, rendszerint az
x valtozot elhanyagolhaté hibaval precizen mérik, mig a véletlen hibak az y valtozonal
jelentkeznek. Hogy az S 0sszeg minimalis legyen, annak szilikséges feltétele, hogy az S
O0sszeg kiillonbozé paraméterek szerinti elsé parcidlis differencalhanyadosai zérussal
legyenek egyenléek, azaz:

8 YU, P, 8 el ) 8 IAed ) )
fxapy) o ofxaby)  F(xaby) 027)
oa op oy
Alkalmazzuk az eljarast a linedris modell (linedris regresszio) esetére:
S=> (y,—a—bx,)’ =min, (9.28)
g—S:—ZZ(yi—a—bxi):Q %:—Zin(yi—a—bxi)zo (9.29)
a i i

Ha az els6 egyenletnél 2 -vel egyszerisitiink, majd az 6sszeg minden tagjat elosztjuk n-
nel (n=0), akkor:

lZ:yi—a—blZ:xi:O és a=y—bx (9.30)
n—; n—;

Ha a kapott kifejezését behelyettesitjiik a masodik egyenletbe, egyszerii atalakitas utan
megkapjuk b mar megismert kifejezését:
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ixi (y,. —y)—bix,(xi —)?):0 (9.31)

>0 -F) )

b - n
Z(Xi *Y)Z

Megjegyzés: Barhogy is valasztanank meg a regressziés egyenest, az egyenes minden
esetben dthalad a P(x,y) ponton. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy a legkisebb négyzetek

(9.32)

modszere a minimalizalast az egyenes a P(x,y) pont koriili forgatasaval éri el. Ez egyben
azt is jelenti, hogy a b regresszids egyiitthatd standard hibaja se(b) geometriailag egy Ax
sz0g tangense:

tg(Aa)=se(b) (9.33)

Ebben a kozelitésben gy értelmezhetjiik a b regresszids egytitthat6 standard hibajat,
hogy P=0,67 a valoszinlisége annak, hogy egy mintabdl kiszamitott regresszios

egyiitthaté a (b —tg(Aa),b + tg(Aa)) intervallumba esik.
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10.1 Primitiv fiiggvény, hatdrozatlan integrdl fogalma

Induljunk ki a Lagrange-tétel egy egyszerii kovetkezményébol!

Tétel
Ha az f(x) fliggvény differencidlhdnyadosa az [a,b] intervallum minden helyén nullaval

egyenld, akkor az f(x) alland6 az egész szamkozben.

Legyen c és x egy-egy tetszéleges hely az intervallum belsejében. A Lagrange-tétel
alapjan és a feltételezés figyelembevételével:

)= fle)=f(§) (x—<)=0, (10.1)

ahol £a [x,c] intervallum egy belsé pontja. Mivel: f’(€) = 0, ezért
f(x)= f(c)=4allandé. (10.2)
Az olyan F(x) fuggvényt, amelynek differencidlhanyadosa f(x)-el egyenld, az f(x)

fiiggvény primitiv fiiggvényének nevezzik, tehat:

F'(x)=f(x) (103)
Ha F(x) primitiv fliggvénye f(x)-nek, és C egy allandé, akkor F(x)+C is primitiv
fiiggvénye az f(x)-nek. Az allitas az adott intervallum minden bels6 pontjaban érvényes.

Nyilvanvald, hogy csak olyan fiiggvényekrol lehet sz6, amelyeknek differencidlhdnyadosa
véges. A primitiv fliiggvény értelmezési tartomanya az integraland¢ fiiggvény értelmezési
tartomanyaval egyezik meg. Ha az f(x) fliggvénynek az a helyen els6faji szakadasa van,

tehat:
lim f(x)=lim f(x) (10.4)
X—a+ X—a—
akkor F'(x) nem létezik, mivel nincs olyan fiiggvény, amelynek differencidlhanyadosa
els6faju szakadasi hellyel rendelkezne.
Definicié
Egy szamkozben tekintett f(x) fliggvény hatdrozatlan integrdljdn primitiv fliggvényeinek

Osszességét értjiik. A hatarozatlan integral miiveleti jele f és meghatarozasa:

[ Feydx=F(x)+C, tovabba F’(x):( i f(x)dx)/: f(x), (10.5)

ahol dx jelzi azt a valtozot, amely szerint a miiveletet (integralast) el kell végezni. Kénnyen
belathato, hogy:
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[ Fedx= [Fxydx= [dF(x), (10.6)

ahol dF(x) az F(x) primitiv fliggvény differencialja.

MAsrészt:

dF(x)= F'(x)dx = ( [ f(x)dx)/ dx = f(x)dx, (10.7)

tehat az F(x) fiiggvény differencidlja az f(x) fiiggvény segitségével allithato el6. Ez azt
jelenti, hogy a hatdrozatlan integral differencidlhdnyadosa egyenlé az integralandé
fiiggvénnyel, differencidlja pedig az integral alatti kifejezéssel. A differencidlds és
integralas sorrendje felcserélhetd a vonatkozo szabalyok figyelembevételével.

10.2 Kozvetlen integrdlds

Az integralas a differencialas forditott miivelete. Ebb6l adéddan a primitiv fliggvény
keresésére altalanos szabaly nincs, a differencidlas miiveletét megkiséreljiikk forditott
sorrendben elvégezni, azaz keressiik azt a fliggvényt, amelynek differencidlhanyadosa az
integralandé fiiggvény. A kozvetlen integraldssal kaphatd fiiggvényeket tablazatban
szoktak megadni (lasd Fiiggelék 2.2). Néhany példa:

n+1

fx"dx X 1 +C (negészszam,n=—1) (10.8)
n
fex dx=e"+C (10.9)
fsinxdx:—cosx—i—C (10.10)
dx

f —=1tgx+C (10.11)
cos“x
dx .

f—: 1r1| X | +C (x nem lehet negativ) (10.12)
X

Néhany kisebb otletet igényl6 példa:

ftgxdx:f:;:);dx:f—%dx:—lnhosﬂ—I—C (10.13)

Vegyiik észre az altalanos szabalyt:

f'(x)
——=dx=Inf(x)+C (10.14)
f(x) /
x* 1 X2 1 2 ' x* 1 X2
fxe dx:fE(ZX)e dx:5f<x )e dx:Ee +C (10.15)

Tehat altalanosan:

ff(X)'f/(X)dX:%fz(X)+C (10.16)
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10.3 Az integrdlszamitds egyszerti tételei

Tétel
Ha az f(x) és g(x) fiuggvényeknek az [a,b] intervallum belsé pontjaiban van primitiv

fiiggvénye F(x) és G(x), tovabba c¢=0 allandd, akkor
(1) f ¢ f(x)dx=c f F(x)dx és (10.17)
@ [(f)+ge)de= [ fe)de+ [g)dx (10.18)

azaz az alland6 kiemelhet6 az integral jel elé, masrészt szabad tagonként integralni.
Az osszefiiggéseket a primitiv fiiggvény fogalma segitségével konnyen bizonyitjuk:

(1) Mivel F'(x)= f(x)és F(x)= [ f(x)dx, viszont (10.19)
(cF(x)) =cF'(x)=cf(x) és cF(x)=c [ f(x)dx, ezért (10.20)
f of (x)dx = f cF'(x)dx = f d(cF(x))=cF(x)=c f F(x)dx (10.21)
(2)  Mivel (F(x)+G(x)) =F'(x)+G'(x)= f(x)+g(x) és (10.22)
F()+6(x)= [ flx)dx + [ g(x)dx, ezért (10.23)

[+ gtedx= [FC)+60)dx = [d(F)+6(x)=f()+g(x)  (1024)

Példa

1 sin®x + cos” x
f—_z = dx:f—_2 —dx=

sin® x- cos® x sin® x - cos® x
(10.25)

:f 12 dx—i—f _12 dx=tgx—ctgx+C
cos’ x sin® x

10.4 Parcialis integrdlds

A parcidlis integralas segitségével két vagy tobb fiiggvény szorzatdnak integralasat tudjuk
elvégezni. A fiiggvények szorzatanak differencialasat az alabbi dsszefiiggés segitségével
végeztik:

{u(x)-v(x)} =u'(x)-v(x) +u(x)v'(x) (10.26)
Integraljuk x szerint fenti 6sszefliggést kis atrendezés utan:
fu’(x)-v(x)dx: u(x)-v(x)— fu(x}v’(x)dx (10.27)

Elsé pillanatra nem latjuk a fenti eljaras hasznat, mivel a jobboldalon hasonlé kifejezés
all, mint a baloldalon. Azonban szerencsés esetben a jobboldalon 4llé integralt
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konnyebben elvégezziik, mint az eredeti integralast. Néhany kovetkezd példa azonban
meggy6z benniinket az eljaras alkalmazasi lehet6ségeirdl.

Példa

(1)

(2)

(3)

(4)

fx3 Inxdx

Latjuk, hogy az elsé tényez6t konnyen tudjuk integralni, viszont a masodikat

differencialni:
4

4 4 4 4
fx3lnxdx:x—lnx—fx—-ldx:X—lnx—lfx3dx:x—lnx—lx—+C
4 4 x 4 4 4 4 4

Az els6 integralas elvégzése utan egy egyszeri feladathoz jutottunk.

f x*e*dx

A példaban ugy célszert eljarni, hogy az elsé tényez6t differencialjuk, mivel a
kitevéje csokken:

1 1
fXZGZXdXZEeZXXZ—Efezx~2XdX. Ismételjiik meg az eljarast ugyanilyen

modon.

Jegyezziik meg: Ha felcserélnénk a miiveletek (differencialas és integralas)
sorrendjét, visszajutnank a kiindulé integralhoz.

1 1 1 1|1 1
fxzez"dx:—ez" - x? ——fez"-Zxdx:—ez"'x2 ——|=e* -ZX—f—ez" 2dx|=
2 2 2 2|12 2
1 1|1 1 1 1
_ L 2___e2x_2X_fezde e X ¥ . x——e® 4 C=
2 2|2 2 2 2

:%ezx(x2 —x—1)+C

Hasonlé mddon jarhatunk el a kovetkez6 alaku integralok esetén is:

fx" -sinmxdx , ahol k és m egész szamok.

Integraljuk az alabbi kifejezést:

fex sinxdx
fexsinxdx:ex sinx—fex cosx dx=e"sinx —{e* cosx+fex sinxdx} , ahol

Az ex fliggvényt integraltuk, és a trigonometrikus fiiggvényt differencialtuk.
Forditva is eljarhattunk volna a miiveletek alkalmazasaval. A fenti kifejezés
atrendezése utan a végeredmény:
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fe” sinxdx = %e" (sinx —cosx)+C

10.5 Integrdalds helyettesitéssel
Legyen értelmezve az f(u) fiiggvény az [a,b] intervallumban, primitiv fiiggvényét jelolje
F(u), azaz:
F'(u)= f(u). (10.28)
Tegyiik fel tovabb3, hogy u az x-nek valamilyen differencialhaté fiiggvénye:
u=g(x) (10.29)

Differencialjuk az F(u) fliggvényt x szerint:

()= Fg0) = Flg00k g (0= f)g0) =gk ) 030
Integraljuk x szerint a fenti kifejezés jobboldaln kapott fiiggvényt:
[ Fla(x))g'x)dx =F(g(x))=F(u)= [ f(u)du, azaz
[ fedu= [ flg(x))g'(x)dx,

tehat u valtozasat az x valtozasaval helyettesitettiik. A kapott végeredmény igen fontos

tartalommal bir:

(1) minden integralasi formula helyes marad, ha az integrandusz fiiggetlen valtozoéja
helyébe tetsz6leges differencialhaté fiiggvényt irunk;

(2) az u=g(x) és du=g'(x)dx helyettesitéssel az integranduszt olyan fiiggvénnyé

alakithatjuk, amelyet kdnnyen integralhatunk.

Példa

(1) Integraljuk fiiggvényhelyettesitéssel a kovetkez6 kifejezést:
—f5c054x~sinxdx (10.31)

Legyen u=cosx, ekkor az u fiiggvény differencialja: du=—sinxdx.

Az integral Uj alakja:

—f5cos4x~sinxdx:f5u4du :S%US +C=cos’x+C (10.32)

(2) Végezziik el a kovetkez6 integralast: f xe* dx
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Célszerii helyettesités: u=x*, du=2xdx

2 1 1 1 .
fxex dx:—fe"du:—e“ +C==e" +C (10.33)
2 2 2

(3) Hatarozzuk meg a kovetkez6 integralt: f d—x
X214+ x2

1 1
Legyen t =—— dt:—zdx;
X X

dx t 1 2t
= dt =— | ——dt
fxz\/1+xz f\/1+tz zf /1+tz

(10.34)
:1\/1+tZ —i—C:l‘/l +i2 +C
2 2 X
10.6 Integrdlds parcidlis tortek segitségével
(1) Végezziik el a kovetkez6 integralt:
x+1
fmdx (10.35)

Megoldasnak kinalkozik az a lehet6ség, ha sikeriil a nevez6t gyoktényezds alakban
felirni, majd elemi tortekre bontani. Ebben az esetben a nevezében all6 polinom
els6fokud polinom, igy primitiv fliggvénye standard integralas segitségével nyerhetd.
A nevez6 gyokeit a masodfoki egyenlet megoldasaval kapjuk:

x° —3x+2:(x—1)(x—2) (10.36)
Az integrandus uj alakja:

x+1 A n B (1037)
(x—l)(x—Z)_x—l x—=2 '

Ebbdl a kovetkez6 azonossagot kapjuk:
x+1=A(x-2)+B(x—1)=(A+B)x—(2A+B) (10.38)
Az azonossag barmely x érték esetén fennall, ha
(A+B)=1és —24A—B=1 (10.39)
Az egyenletrendszer megoldasaval kapjuk, hogy:
A=-2, B=3 (10.40)
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(2)

x+1 2 3
fxz—3x+2dx:_fx—1dx+fx_zdxz3ln("_2)‘21n(x—1)+C (10.41)

Oldjuk meg a kovetkezd integralasi feladatot:

2
f ledx (10.42)
x(x—1)

Az el6z6 példanal lattuk, hogy a nevezdben 1évé polinom tényezdkre bontasa a
nevezd, mint egyenlet megoldasaval fiigg 6ssze. Ez csak akkor sikeriil, ha a
nevezdben 1év6 polinom fokszdma négynél nem magasabb.

Keressiik a példanal a felbontast a kovetkez6 alakban:

xX*+1 A B C
- =4 4+ (10.43)

x(x—l)2 x x-1 (X—l)2

A(x—1) +Bx(x—1)+Cx  Ax*—2Ax+A+Bx’ —Bx+Cx

_1) _17
x(x—1) xx=1) (10.44)
_ (A+B)X*—(2A+B—-C)x+ A
x(x—1)
Ennélfogva kapjuk, hogy:
A+B=1
—2A—-B+C=0 (10.45)
A=1
Az egyenletrendszer megoldasa:
A=1, B=0, C=2 (10.46)
gy
2
lezdx:ln|x|+2f;2dx:ln|x|— 2 _te (10.47)
x(x—1) (x—1) x—1

A részletesebb targyalast végz6 matematikai analizis tankdnyvekben bebizonyitjak,
hogy minden valédi racionalis tortfiigvény felbonthat6 elemi tortek dsszegére. A
racionalis tortfiiggvény valddi, ha a szamlal6 fokszama kisebb, mint a nevezgjé.
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11.1 A hatdrozott integral definiciéja. Riemann-féle
osszegek

Tekintsiink az [a,b] intervallumban egy nem-negativ folytonos f(x) filiggvényt.
Hatarozzuk meg az adott intervallumban a gorbe alatti teriiletet (11.1 abra).
y A
T=T(a,b,f(x))

11.1 dbra. Gorbevonalu trapéz terilete.

} '}/_ : u / t ‘):
S 10"
f(x)
f(X) f(X) 11.2 dbra. Riemann-féle Gsszeg.
- \\
M; m,
a Ax b

Osszuk fel az [a,b] intervallumot n szdmu, nem sziikségképpen egyenld részre. Jeldlje
m; az i-edik intervallumban a legkisebb, és M; a legnagyobb ordinatat. Becsiiljiik meg a
gorbevonald trapéz teriiletét:

t=> "mhAx, T=> MAx,, (11.1)

ahol Ax; jelenti az i-edik intervallum hosszat, t a beirt, T pedig a koriilirt sokszog teriiletét,
az

> Ax, =(b—a) (11.2)
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0sszeg pedig megadja az intervallum hosszat.
Ha a tertilet fogalmat a gorbevonald sikidom esetére is fenn kivanjuk tartani, akkor
barmely felosztas esetén igaznak kell lennie az alabbi relacionak:

t<F(a,b, f(x))<T, (11.3)

ahol F(a,b, f(x)) jelenti a gérbevonalu sikidom tertiletét.

Az [a,b] zart intervallum egy tetsz6leges felosztasat a kovetkezdk jellemzik:
(1)  arészintervallumoknak paronként nincs kézos pontjuk a hatarponton kiviil,
(2) az [a,b] zart intervallum minden pontja legaldbb egy részintervallumhoz
tartozik.
Ha az f(x) fiiggvény [a,b] zart intervallumban korlatos, akkor m; és M; lehet az i-edik

intervallumban az als6 és felsé és hatar. Az als6 és fels6 hatarok segitségével képezett
kozelit6 osszegeket Riemann-féle dsszegeknek nevezziik (11.2 dbra):

S(Ax)=) mAx, S(Ax)=) MAx, (11.4)

Ha m és M az f(x) fiiggvény alsé illetve fels6 korlatja az [a,b] zart intervallumban,

akkor igaz a kovetkez6 relacio:

m(b—a) < S(Ax) < S(Ax)> M (b—a) (11.5)
mivel a
mAx, <m,Ax;, <M, Ax, <M Ax, (11.6)

egyenlétlenség mindenegyes részintervallumra fennall. Ha az intervallum beosztasat
finomitjuk, akkor a kovetkezd két allitas tehet6:
(1)  egyik fels6 0sszeg sem kisebb, mint az adott részintervallumhoz tartozé alsé
0sszeg,
(2) a beosztas finomitasaval a fels6 0sszegek nem nének, az alsé 6sszegek nem
csokkennek.
Tekintsiink marmost egy tetszéleges Ax,,Ax,,,Ax, beosztast, ahol Ax,=x,—x, ;.
Legyen tovabba ¢; az [x;xi-1] intervallum egy belsé pontja. Az illetd részintervallumra igaz,

hogy:

m, < f(§)<M,, ezért S(Ax)<) f(§,)Ax; <S(Ax) (11.7)

(Feltételezziik, hogy az f(x) fliggvény a vizsgalt intervallumban korlatos.) A kdzbezart

Osszeget integrdlkézelitd dsszegnek nevezzik. Be lehet bizonyitani, hogy minden [a,b] zart
intervallumban korlatos f(x) fiiggvény integralkozelité Osszegeinek nem lehet két

kiilonb6z6 hatarértéke, ha az intervallumbeosztasat minden hataron tudl finomitjuk, akkor:

limS =limS =1lim  f()Ax, =1. (11.8)

n—oo

Tovabba az [a,b] zart intervallumnak létezik egy olyan € > 0-tdl fliggd beosztasa, hogy
valahanyszorb Ax; < 8, akkor
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I—e<S(Ax)<)  f(€)Mx, <S(AX)<I+¢, azaz (11.9)
|S(Ax)—1I|<e (11.10)

Tétel
Az [a,b] zart intervallumban korlatos f(x) fiiggvény integralhat6sdganak sziikséges és

elégséges feltétele, hogy a fels6é 6sszegek hatarértéke egyenld legyen az alsé 6sszegek
hatarértékével:

lim$(Ax)=limS(Ax)=1, (11.11)
ahol

b
I:ff(x)dx (11.12)

az f(x) fiiggvény [a,b] zart intervallumban vett hatdrozott integrdlja. Ez a Riemann-féle
integral definiciéja. A tétel 1ényegében azt foglalja magaban, hogy az f(x) fliggvénynek

nem lehet két kiillonb6z8 gorbe alatti teriilete az adott intervallumban.

Bizonyitds:
A feltétel sziikséges: ha a fiiggvény integralhaté, akkor I=1.Ha [=1 igaz lenne, akkor a
kozelitd Osszegek részhalmazabdl kivalaszthaté két olyan részhalmaz (alsé és felsd

integralkozelitd oOsszegek), amelyek kiilonb6z6 I és | hatérértékkel birnak, azaz a

fiiggvény nem integralhato;
A feltétel elegend: mivel most I= 1, ezért biztosan van olyan o beosztas, hogy a
I—£<S(0,)<I & 1<S(0,)<I+¢ (11.13)
relacidk érvényesek. Ha az intervallum beosztasat finomitjuk: o1 2 02 = 0, akkor van olyan

beosztas, hogy:

[—e<S(0)< Zf(fi)o < E(o) <I+¢€,mas jeloléssel: <e  (1114)

> fE -1

azaz az integralkozelit6 6sszegeknek van hatarértéke, és ez a hatarérték éppen I.

11.2 Newton-Leibniz formula

Tétel
Ha az f(x) fiuggvény az [a,b] zart intervallumban intergralhaté és a fliggvénynek a zart

intervallumban van primitiv fiiggvénye: F ’(x) = f(x), akkor
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[ ft)dx=F(b)~F(a) (11.15)

Bizonyitds:
Véalasszunk az [a,b] zart intervallumban egy tetsz6leges beosztast:

la,x, 1.[x;, %, ). [x, 1, %, 1, [%, ;. b]. (11.16)

Mivel az f(x) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye az [a,b] zart intervallumban , ezért

annak minden részintervallumaban is, tehat érvényes az alabbi felbontas:
F(b)—F(a)={(F(x,)~ f(@)+(F(x,)~ F(x,)) +~+(F(b)~F(x,,))}  (1117)

Alkalmazzuk a Lagrange-tételt mindenegyes részintervallumra; mivel F(x)

differencialhato fiiggvény, igy
F(Xi)_F(Xifl):F,(fi)'(Xi _X,;l): (11.18)

ahol x, , <& <x, i=1,-,n.lgy

FB)~ F(@)= Y F (€)% — %)= f€) (5 —x,.,) (1.9

A jobboldali kifejezés egy integralkozelité osszeg. A feltevés értelmében az f(x)

fiiggvény integralhato, igy a kozelit6 osszegnek létezik hatarértéke, ami nem egyéb, mint
az f(x) fiiggvény [a,b] zart intervallumban vett hatarozott integralja:

f f(x)dx = F(b)—F(a) (11.20)

Mindez azt jelenti, hogy nincs szlikség az integralkozelitd dsszegek el6allitasara, hiszen
a hatarozott integralt a primitive fliggvény segitségével kiszamithatjuk. A Newton-Leibniz
formuldbdl kozvetleniil az is adédik, hogy:

] f(x)dx=0, és f f(x)dx = —] f(x)dx (1121)

A

fx)

11.3 abra
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A hatarozott integral kiszamitasanal elfogadjuk azt a konvenciot, hogy az X tengely ala
esé teriilet elGjele negative (11.3 4bra). Igy pl. az y=sinx fiiggvény hatarozott integralja

a [0,2m] intervallumban a fiiggvény tulajdonsagai miatt zérus, jollehet a [0,m]
intervallumban a hatarozott integral értéke 2.

Példa
Végezziik el a kdvetkez6 hatarozott integralt:
f %dx (11.22)
L x =1
4 4 4
f 21 1dx:f[ ! T 1 1]dx:%lnx_1 =
, X — o (X — X+ x+1f, (1123)
9

:1[ln§— lnll) :lln—
25 3 2 5

A megoldasnal felhasznaltuk a parcialis tortekre vonatkoz6 felbontast, és
kiszamoltuk a kapott primitiv fliggvény értékeinek kiillonbségét a megadott két
hatarnal.

11.3 Az integrdl, mint a fels6hatdr ftiggvénye

Tétel
Haaz f(x) fiiggvény az [a,b] zart intervallum x helyén folytonos, akkor a

@(x):]f(t)dt (11.24)

fiiggvénynek az x helyen van differencialhanyadosa, mégpedig f(x). Mas szdval a tétel

tartalma: minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

Bizonyitds:
Legyen h > 0 és

Xx-+h X
d(x+h)= f f(t)dt és D(x)= f f(t)de (11.25)
Alkossuk meg a kovetkezd kiillonbségi hanyadost:
@(X—‘rh)-@(){) 1 Xx+h X 1x+h
T:E{ f f(6)de— f f(t)dt}zz f flt)de . (11.26)

Ha h— 0, akkor az integral egy kozelit6 6sszeggel helyettesithetd:
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x+h

f f(t)dt =~ f(&)-h, ahol & az (x,x+h) intervallum egy belsd pontja (11.27)
Ebbdl kovetkezik, hogy a

lim DX =) lim% f€)-h=1im f(§)= f(x) (11.28)

h—0 h h—0

hatarérték létezik, tehat
d'(x)= f(x) (11.29)
Az utolsé 1épésnél felhasznaltuk, hogy az f(x) fliggvény az x helyen folytonos, azaz, ha

& — x, akkor f(&)— f(x) (11.30)

A fenti tétel egy kovetkezménye: az f f(t)dt integrdl az f(x) fliggvénynek egy

Xo

primitiv fliggvénye, mégpedig az a primitiv fiiggvény, amely az x, helyen nullaval egyenlé.

11.4 A hatdrozott integrdl kézelité meghatdrozdsa.
Simpson-szabadly

Sok esetben sziikség lehet a hatarozott integral gyors kiszamitdsara, becslésére. A
mondott cél elérhetd a Simpson-szabdly alkalmazasaval. Legyen adott az y= f(x)

fiiggvény az [a,b] intervallumban, és hatarozzuk meg az intervallum végpontjai és az adott
fiiggvény altal hatarolt gorbevonalu trapéz teriiletét. Osszuk fel az [a,b] intervallumot n
egyenld részre, és legyen n paros szam. Szoritkozzunk els6 1épésben az n = 2 esetre.

| f(X) 11.4 abra. Simpson-szabaly.

AT; = {f(x;,.1) + f(x)}/ 2 (xi1 - X))
—~ Y=/

f(b)

X
a X; X b

Az osztdspontokra illesztett ordinatdk és egyenes segitségével kapott trapézek
tertlete:

(11.31)

TIZ[M]AX s Tzz[f(m);f(b)] A
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A gorbe alatti teriilet kozelitd értéke:

ff(x)dx N[f(a) + f(m)+ f(b)]Ax ahol nyilvan Ax = b—a (11.32)
Konnyt belatni, hogy n szamu beosztas esetén a tertilet kozelit6 értéke:
b— b

T= ff(x)dx~ a[f(a)+f(x2)+ + f(x, )+f( ) (11.33)

ahol x, =aq, xi:a—f—(i—l)b;a, i=2,n.
n

A Simpson-szabdly hibakorlatja is megadhatd, ha a fiiggvénynek az adott
intervallumban létezik véges differencialhanyadosa.

11.5 Impropius integral

A hatarozott integral fogalmat rendszerint véges intervallumon folytonos fiiggvényekre
szokas megadni. Problémat okoz, ha az integralas tartomanya végtelen.

Definicié
Legyen az f(x) fliggvény az a <x <oo intervallumban értelmezett folytonos fiiggvény, és

legyen
n
I(n)= ff(x)dx ,aholn>a (11.34)

Ha a limI(n)=1 hatarérték létezik, akkor az I-t az f(x) fiiggvény (a,o0)
n—00

intervallumban vett improprius (nem-valédi) integraljanak nevezziik:

I:lim]f(x)dx:yf(x)dx (11.35)

Szokas a konvergens vagy a nem létezik, divergens elnevezés is. Az improprius
integralokat a valddi integralokra vonatkoz6 tételek alapjan kaphatjuk meg a Newton-
Leibniz formula alapjan:

j f(x)dx=F(c0)—F(0) és ]’ F(x)dx = F(00) — F(—00) (1136)

Példa

+00

Szamitsuk ki az f %:[aretgx]jm:n integralt. Alkalmazzuk az x=tgu
—s9 X -

helyettesitést:
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1 g A1 3
b
x=tgu, dx= du, i = |du=m (@137
8 cos’u & :/(;14—)(2 f1+tg u cos’u f (1137)
2

Két nevezetes improprius integral: Poisson-integrdl és Dirichlet-integrdl

+o0o +00 .
2 , sinx T
fe dx:«/; és f dx:E (11.38)
X

—00

11.6 Rekurzios formulak

(1) Szamitsukkiaz I, :fx"e’xdx integralt. Végezziink parcialis integralast:
0

[ =—x"e™" : +fnx"’le’xdx :nfx”’le’xdx =nl_, (11.39)
0
Konnyi belatni, hogy az els6 tag zérus, mivel e* > x", ha x — oo . Masrészt
I,= fl- e "dx :[—e”]:o =1 (11.40)
0
A parcialis integralast n-szer ismételve kapjuk, hogy
(11.41)

I =n(n—-1)(n—-2)-2-1-1,=n!
Megjegyezziik, hogy a faktoriadlis definiciéjat az egész szamok mellett racionalis

tortekre is kiterjesztik.

(2)  Szamitsuk ki az I, = | cos" xdx integralt. Végezziink parcialis integralast:

o%w\a

n Lid

2 2
I :fcos”xdx:fcos”‘lxcosxdx:
0 0 (11.42)

™
rr 2
:[cos xsmx Z+(n— 1)fcos"’2xsin2xdx
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z
I =(n— 1)‘[cos"’z x(1—cos’x)dx =
0

i ) (11.43)
2 2
=(n— 1)f(:os"’2 xdx —(n— 1)fcos" xdx
0 0
Azazl =(n-1)I_,+(n—-1)I, és
n—1
I = I, (11.44)
n

el

2
Ha n = 0, akkor IO:fdx:E, igy tetszlleges n esetén az integral a rekurzids
0

formula segitségével kiszamithaté.
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12.1 Szamtani dtlag. Sulyozott dtlag, négyzetes dtlag

12.1.1 Fiiggvény atlaga

Tegyiik fel, hogy a mérendé mennyiség egy folytonosan valtozd y = f(x) fiiggvénnyel

frhat6 le; az x fliggetlen valtozd lehetséges értékei egy [a,b] intervallumba esnek. Ha n
egymastol fliggetlen mérést végeztiink, akkor a kapott mérések szdmtani dtlagdt a
kovetkez6 modon kaphatjuk:

i t+Y, ++y,
n

y= (12.1)
ahol y; (i =1, .., n) jelenti az egyes mérési eredményeket. Ha feltételezziik, hogy az [a,b]
intervallumban barmely x-hez tartoz6 mérési eredmény azonos valdszintiséggel fordul
el6, és a mérések szama igen nagy, akkor els6 kozelitésben felirhatjuk:

+yn

— 1 b—a b—a b—a
Y= 1 + Y,
b—a n n n

ZLZf(xi)Axi , ahol Ax, :ﬂ (12.2)
—aT n

Ha a mérések szamat minden hataron tul noveljik, akkor a fenti integralkozelitd
0sszegnek van hatarértéke, és az éppen a mérendd mennyiség szamtani atlaga:

b
f(x=limy :ﬁ[ f@x)dx, (123)

ahol a és b a mérések lehetséges terjedelmét fejezi ki. Ha t jelenti az id6t, f(t) az id6ében
valtoz6 mennyiséget, akkor a fenti integral megadja a valtoz6 mennyiség id6ébeli atlagat
valamilyen a = t, b = t; intervallumban.

12.1.2 Sulyozott atlag
Ha feltételezziik, hogy a folytonos X mérendd mennyiség lehetséges értékeit x-el jeloljiik,
és az x; érték el6fordulasanak gyakorisagat valamilyen f(x) fiiggvény irja le, akkor a

mérendd mennyiség atlagat (sulyozott dtlag) a kovetkez6 médon kaphatjuk meg:

X=13"xf(x) (i=12,.n) (124)
n—;

Ha a mérések el6forduldsanak lehetséges intervalluma az (a,b) intervallum, akkor a
fentiekhez hasonléan azt latjuk, hogy a jobboldali kifejezés ismét egy integralkozelitd
0sszeg az (a,b) intervallumban, amelynek van véges hatarértéke:

b
X=limx= [xf(x)dx, (125)

a
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ahol a baloldalon 4ll6 atlag az X mennyiség f(x) sulyfliggvénnyel vett stlyozott atlaga az
(a,b) intervallumban. (Szigordan véve az f(x) fiiggvény az X folytonos véletlen valtozo
valészinliségi surliségfiiggvénye, az integralast a siirliségfiiggvény teljes értelmezési
tartomanyaban kell elvégezni.)

12.1.3 Négyzetes atlag (,root mean square”, rms)

Egy adott y valtozd négyzetes atlagan a kovetkezo kifejezést értjiik:

— 1 n
Voms = +4 /;Z y: (12.6)
i=1

azaz n szamu pozitiv vagy negativ y; mennyiség négyzetosszegének és szamanak
hanyadosabdl vont négyzetgydk pozitiv gyokét. Ha az y valtozé pl. a t id6 folytonos
fiiggvénye, akkor a fentiekhez hasonlé meggondolassal egy integral formulahoz jutunk:

b
(})ims :ﬁ [ e, (12.7)

ahol a és b az idGintervallum hatarai.

Példa

Szamitsuk kiaz i=cost-+sint alakl aramerdsség atlagos értékét a (0, 3m/4)
intervallumban. Mivel az dramerdsség iranya az id6 fiiggvényében valtozik, ezért
mind a pozitiv, mind pedig az ellenkezd iranyu aramvaltozasok hozzajarulnak az
aramerdsség atlagos értékének kialakuldsahoz, igy az aramerdsség négyzetes
atlagat kell kiszamolni.

i* = (cost +sint)* = cos’t +sin’t 4 2sint-cost =1 +sin2t (12.8)

3m 3

7

(rms)2 —i](l—ksinZt)dt—i t—lc052t =
3mY “3ml 2 ;

T 0 (12.9)
4 |13r 1 3m 1 4
=—|——=cos——|—=||=1+—
3m| 4 2 2 2 3w

12.1.4 Logaritmikus kézépérték

Szamos kémiai és biokémiai reakcié logaritmikus Osszefiiggéssel irhat6 le. Ebben az
esetben célszer( a logaritmikus kozépérték hasznalata. Alkalmazasat egy példan keresztiil
vilagitjuk meg.

Vizsgaljuk meg egy drog kiliriilését a szervezetb6l. Tegyiik fel, hogy a folyamat egy
egyszerli kémiai reakcioval irhaté le, amelynél egy hatéanyag kiiiriilését az id6
exponencialis fliggvénye irja le:

c=c,e, (12.10)
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ahol ¢ = ¢(t) a hatéanyag pillanatnyi koncentracidja, co a kiindulé koncentracio, k a reakcié
sebességi allandoja. Szamitsuk ki a kiiiriilt drog mennyiségét t; és t; id6kdzben (1.2 abra).
A szamtani atlag:

&

- _ I P ! —kt, —kt,
c(t, —tl)—‘[fc(t)dt——;coe . —;c()(e —e ) (12.11)
A kiindulé egyenletbdl kapjuk, hogy
tlzlln o g tzzlln “, igy tz—tlzllnc(tl) (12.12)
kot koc(t,) ko c(t,)
Hasonl6an
et _dt) gs e Mu _dt) (12.13)
C C

0 0

Ha a kapott kifejezéseket behelyettesitjiik a szamtani atlag altalanos képletébe,
megkapjuk a c koncentraci6 keresett atlagat a (ti,tz) intervallumban:

C(tl ) B C(tz )
c(t,)
c(t,)

Az atlag ezen formajat logaritmikus dtlagnak hivjak. A logaritmikus atlag kisebb, mint a

c= (12.14)

In

c(t1) és c(tz) mennyiségekbdl kiszamitott szamtani atlag: [c(t,)+c(t,)] / 2.

12.2 Paraméteres alakban megadott fliggvény
integralasa

A gorbe vonallal hatarolt sikidom (trapéz) teriiletét a hatarozott integral segitségével
tudjuk meghatarozni:

T:fydx, (12.15)

ahol az y = f(x) fiiggvény irja le a trapézt hatarolé gorbe egyenletét az x; és x, hatarok
kozott. Egyes esetekben célszerli az y = f(x) fliggvény paraméteres alakjat hasznélni a

terilet kiszamitasara.

Példa

2 2

Szamitsuk ki az :—Z—F%:l origd kozéppontu a és b nagy, illetve kis tengellyel

rendelkez6 ellipszis teriiletét. A teriilet (a félteriilet kétszerese, 12.1 abra):
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T= ny(x)dx (12.16)
A y
12.1 abra. Ellipszis tertletének
meghatarozasa.
P(x,y)
b
o |V \X
a x=acos ®

Célszer( valasztas, ha az y = f(x) fliggvényt parameteres alakban adjuk meg:
x=acos®, y=bsingp és dx=—asinpdp (12.17)

Megjegyezziik, hogy az ellipszis parameteres alakjat a kor parameteres
egyenletébdl vezethetjiik le, egyszer( u.n. affin (hasonlésdgi) transzformdciéval.

T= 2fy(x)dx——2fbsm<pasm(pd<p——2abfsm @dp=

(12.18)
- 24 bf 1—cos 2<p
Helyettesitési technikat alkalmazva kapjuk:
1 0
= —ab|p —Esin 2¢p| =abrm (12.19)

12.3 Gorbeék ivhossza

A gorbék ivhosszanak meghatarozasat hasonlé gondolatmenettel vezethetjiik be, mint a
gorbevonald trapéz teriiletét, azaz megkiséreljiik az ivhosszat - jelen esetben - elemi
hosszisagi egyenes szakaszokkal kozeliteni. Az ivhez tartozd [a,b] intervallumon
készitiink egy elég finom beosztast, az osztaspontok ordinatai ivnek egy beosztasat
eredményezik (kivételt képez az az eset, ha a vonal egy zart gorbe). Az iven a szomszédos
osztaspontokat 6sszekodtd hurok dsszege az ivhosz hosszisaganak egy kozelitését adjak.
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Koénnyen belathat6, minél révidebb szakaszokat hasznalunk, annal jobb a kozelités. Ha az
Osszes lehetséges kozelitések halmaza korlatos, akkor az ivet rektifikdlhaténak
(kiegyenesithetének) mondjuk. A gorbe ivhosszdnak a tortvonalak halmazanak
hatarértékét nevezziik, ha az egyenes szakaszok szamat minden hataron tul néveljiik
olymédon, hogy a leghosszabb szakasz hossza is nulldhoz tart.

Tegylik fel, hogy az y = f(x) fliggvény az [a,b] intervallumban egyértékii folytonos

fiiggvény. Hatarozzuk meg a fiiggvény ivhosszat az adott intervallumban.

A
i y 12.2 dbra. Gorbe ivhosszanak meghatarozasa.

Geometriai megfontolas alapjan a fiiggvény ivhosszanak egy szakaszat As az aldbbi
osszefiiggéssel adhatjuk meg:

As® ~Ax* + Ay* (12.20)
Mivel Ax # 0, ezért
AsY A As AyY
S50 |V g 5 14|Y (12.21)
Ax Ax Ax Ax

A
Ha Ax— 0, akkor iin})A—S: 1+(y’)2, ha a fiiggvény az adott intervallumban
X — X

differencialhatd. Feltehetjiik, hogy az ivhossz rendelkezik az additivitas tulajdonsagaval,
igy az f(x) fiiggvény ivhossza az [a,b] intervallumban:

b

S:f1/1+(y’)2 dx (12.22)

a

Példa

Hatarozzuk meg az y =Inx fiiggvény ivhosszat az [1,3] intervallumban.

S— [ () ax= [ 1oL axm [ X o
_[ +(y) x_[ e —[ 2 (1223)

X
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Végezziik el a t =+/x* +1 helyettesitést; az 0j integralasi hatarok: V2,410.

3 2 V1o
1 t t t
s=[* i dx= [ : dt, mivel dx= At (1224)
¢ ‘Nt -1 VP -1 t?—1
e " 1 e—1]"
s:f . dt:f Ly dt:‘t—ln ] — 2,856 (12.25)
s-1 S et t+1]5

12.4 Forgadasi testek térfogata

A forgasi testek térfogatdnak meghatarozasahoz két egyszer( elvbdl kell kiindulni:

(1) a testek térfogata additiv tulajdonsagu, azaz a test térfogata egyenlé a részek
térfogatanak osszegével;

(2) ahenger térfogata egyenlé: az alapteriilet szorozva a henger magassagaval.

y

12.3 abra Forgastest térfogatanak
kiszamitasa.

y=f)

——Ax =

X
Vizsgaljuk meg az [a,b] intervallumban egyértékii folytonos y = f(x) fliggvényt, amely
a vizsgalt intervallumban nem metszi az X tengelyt. Ha az OX egyenes, mint forgastengely
koril az f(x) fliggvényt forgatjuk, akkor egy forgasi feliiletet és forgasi testek kapunk.

Hatarozzuk meg a forgasi test térfogatat az [a,b] intervallumban. Osszuk fel az [a,b]
intervallumot n nem feltétleniil egyenl6 részre. Ha az Y tengellyel parhuzamos és az X
tengelyre merdleges sikokat huzunk az osztaspontokon keresztiil, akkor n szamu be- és
korilirhaté hengerhez jutunk. A hengerek alapteriilete az x abszcisszahoz tartozé ordinata
segitségével szamithatd ki. Az elemi henger térfogata:

AV = f*(x)mAx, (12.26)
ahol Ax az elemi henger magassaga. A be- és koriilirhat6é hengerek térfogatanak 6sszege a
forgasi test térfogatanak kozelitése, mindkett6 az

b
V:ffz(x)ndx (12.27)

integralnak integralkozelitd Osszege. Ha az osztaspontok szdmat minden hataron tul
noveljiik, a kozelité 6sszegek sziikségszeriien a forgasi test térfogatat allitjak eld.
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Példa

Szamitsuk ki az y = sin x fliggvény X tengely koriili forgatasaval kapott forgasi test
térfogatat a [0,m] intervallumban.

V:fnsinzxdx:nf#dx:%x
0

us

sin2x
2

2
=—(n-0) :% (12.28)

0

12.5 Forgadsi testek felszinének kiszamitdsa

Tekintsiink egy [a,b] intervallumban egyértékii folytonos y = f(x) fiiggvényt. Forgassuk

meg az OX tengely koriil. Ennek eredményeként egy feliiletet nyertiink. A forgasi feliilet
kiszamitasat annak a gondolatmenetnek segitségével végezhetjiik el, hogy

(1) afelilet additiv sajatossaggal bir,

(2) az f(x) gorbéhez tartozo beirt és koriilirt tortvonalak forgatasaval nyert feliiletek

kozé esik a forgatassal keletkezett forgasi feliilet.

4
y 12.4 abra. Forgasfelllet kiszamitasa.

AF(x)
{X,-) Ax;

(x)

Az [a,b] intervallum egy tetszdleges beosztasahoz tartozo elemi forgasfeliilet nagysaga:

AF, =2my As, =2nf(x, )1+ f'(€,)’ Ax,, (12.29)

ahol 4s; a Ax;-hez tartozé ivhossz, & pedig a Ax; intervallum egy bels6 pontja. Valamennyi
részintervallumra kiterjesztve az elemi feliiletek kiszamitasat kapjuk a forgasi feliilet egy
kozelit6 értékét:

F=2mY " f(x)\J1+ f(§)? Ax,, ahol & ¢ Ax; (12.30)
i—1

Teljesen hasonl6 irhatnank fel a forgasi feliiletet kozelité korilirt feliileteket. Ha a
beosztast finomitjuk olymdédon, hogy a leghosszabb tértvonal hossza is nulldhoz tartson,
akkor mindkét kozelit6 dsszeg ugyanazt a hatarértékhez konvergal, nevezetesen a forgasi
feliilethez:
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F:liﬁm‘Znif(xi)wll—kf'(gﬂ)z Ax, :27Tff(x) 1+ f/(x)* dx (12.31)

Példa

Szamitsuk ki az y? = 4x X-tengelyili parabola OX tengelyii forgatasaval keletkezett
forgasfelszin nagysagat a [0,2] intervallumban.

y=2Jx y’:i (12.32)

Jx

de 4 f«/i/er dx= 4nf x+1 dx (12.33)

2

F= 2nf2f 1+

F—drn’ _8ml,
3 3

(x+1)3]

0 (12.34)

:8_”(\/5_1):871(@_1): 18,398
3

12.6 Egy fizikai-kémiai alkalmazas

A termodinamikai problémak megoldasanal gyakran fordul eld, hogy a rendszerre haté
erd munkajat valamilyen meghatarozott it mentén kell kiszdmitani. Tételezziik fel, hogy
az er6hatast F(x,y) kétvaltozos fliggvény irja le, az er6hatas pedig valamilyen f(x) tutvonal

mentén hat.
Egy rovid As utszakaszon végzett munka AL = F(xy)4s. A As uUtszakasz az f(x)

fiiggvény egy ivének rovid szakasza, igy:

As =1+ (f'(x)) Ax, (12.35)

ahol Ax az f(x) flggvény As ivéhez tartozo intervallum. A végzett munka tehat:

AL=F(x,y)As=F(x,y)- 1+(f'(x))zAx (12.36)

Ha az F(xy) er6 az v fiiggvény [a,b] intervallumhoz tartozé szakaszan hat, akkor egy
integralformula segitségével tudjuk megadni a végzett munkat, hasonléan mint azt a
forgasi feliilet kiszamitasanal (a munka additiv mennyiség) tettiik:

L= f F(x, f(x))-/1+{F/(x)) dx (1237)

Megjegyezzik, hogy ha a munkavégzés egy zart gorbe mentén (korfolyamat) térténik
(példaul surlédasi erd ellenében), akkor nettd6 munkavégzés torténik. Ha ellenben a
munkavégzés konzervativ erdtérben torténik (az er6hatds egy potencialfiiggvénybdl
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vezethet6 le), akkor a végzett munka zérus. Ekkor két A és B pont kozott végzett munka
nem fligg az integralds Utvonalat6l. Matematikailag ez azt jelenti, hogy az integral jel
mogott all6 kifejezés teljes differencidl.

Példa

Egy termodinamikai rendszerben kdnnyen kiszamithatjuk az entrépia valtozasat,
mikdzben a rendszer (p1,T1) allapotbdl (pz,T2) allapotba megy at. Mivel az entrépia
allapotfiiggvény, ezért olyan utonalakat valaszthatunk, amelyeknél egyszer p,
maskor a T 4llandé. A Kkét entrdpiavaltozas Osszege megadja a teljes
entrépiavaltozast:

AS(1—2)=AS,(1— x)+AS,(x —2). (12.38)
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13 Differencialegyenletek,
differencidalegyenletek tipusai.
Szeparabilis differencidlegyenletek

13.1 A differencidlegyenlet fogalma

Differencialegyenlettel mar talalkoztunk, hiszen lattuk a hatarozatlan integral
bevezetésénél, hogy:

F'(x)= f(x), (13.1)

azaz kerestik azt az F(x) primitiv fiiggvényt, amelynek differencidlhdnyadosa f(x). A

megoldast integralassal talaltuk meg:
F(x)= f f(x)dx és F(x)= f f(x)dx +C, (13.2)

az utdbbi szintén megoldas, ahol C allandd. Az egyenlet megoldhaté az f(x) minden
folytonossagi intervallumaban. Ha rogzitiink egy feltételt, pl. megkivanjuk, hogy az F(x)

fiiggvény valamely xo abszcisszajd ponton athaladjon, akkor nyilvan az
F)=F(x)+ [ flu)du (133)

a megoldas, amelyet partikuldris megoldasnak neveziink, szemben a C alland6t tartalmazd
dltaldnos megoldassal. Ha x = xo, akkor az integral zérus, és F(x) = F(xo). A
differencidlegyenlet  megoldasat = kvadraturdnak is  nevezik  (Leibniz). A
differencidlegyenletek igen sokszor valamilyen fizikai és kémiai problémabdl szarmaznak.

Példa

F. Wéhler (1800-1882) 1828-ban klasszikusnak nevezhetd kisérlettel igazolta a
csupan bioldgiai folyamatbdl szarmazoénak gondolt karbamid keletkezését
ammoniumcianatbdl, és ezzel cafolta a vis vitalis (életerd) elméletét. Anélkiil, hogy a
kémiai folyamatot részleteznénk, a kisérlet igazolta, hogy az ammadniumcianat két
tautomér alakjanak (A és A) kolcsonhatasabdl keletkezik két molekula karbamid
(2B):

A+A=2B (13.4)

A At id6 alatt bekovetkezd6 Ac ammoéniumcianat koncentraciévaltozas

s sz

(mdsodrendi kémiai reakcio), azaz:
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_4e kc*; ha At — 0, akkor a _de_ kc? (13.5)
At dt

differencidlegyenlethez jutunk. A k aranyossagi tényezé a masodrendli kémiai
reakcio sebességi allandoja. Mivel ¢ # 0, ha t # 0, akkor a fenti egyenlet mindkét
oldalat rendezés utan id6 szerint integralhatjuk:

1,
— | > c'dt= | kdt 13.6
1l . 1l (13.6)
A megoldas:
1
—=kt+C (13.7)
c

ahol C allandé. Ha a t = 0 id6pillanatban az ammoéniumcianat koncentracioja ¢ = ¢,
akkor a differencidlegyenlet partikularis megoldasa:

l—lzkt vagy l:i—i—kt (13.8)
c ¢ c ¢
| ct (mOI L_l) 13.1 bra. Wohler klasszikus
121 kisérletének grafikonja.
10+
8
6 A
4
2 - t (hour)
0 40 80 120 160
Definicidok

(1) Legyen adott az [ab] intervallumban egy n-szer folytonosan
differencialhaté y = f(x) fliggvény. Ha fennall az x fiiggetlen valtozonak, az y -nak és az
utobbi x szerinti differencidlhdnyadosainak valamilyen egyenlete, akkor ezt az egyenletet
kézénséges differencidlegyenletnek nevezziikk. Pontosabban: az egy fliggetlen valtozos
differencialegyenletet k6zonséges differencidlegyenletnek nevezziik. Szokasos formaja:

Fx, v,y " y'™)=0 (13.9)
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Példa

2.

Xy"+xy' +(x*—a*)y=0 (13.10)

Szamos esetben el6fordul - legtobbszor fizikai és kémiai problémanal - hogy a
differencialegyenlet differencidlhanyadosok helyett a valtozok differencidljait tartalmazza
(Ax helyett dx, hasonl6 meggondolas alapjan, mint azt a fenti példanal lattuk). Ennek
magyarazatara a késébbiekben visszatériink.

Példa
2 dy 2
3y d——Zx:O helyett 3y°dy —2xdx=0, vagy (13.11)
X
y'= f(x,y) helyett dy= f(x,y)dx, (13.12)
s6t szimmetrikus alaka feliras esetén:
X(x,y)dx+Y(x,y)dy=0, (13.13)

ahol X és Y az x és y valtozok ismert fiiggvényei.

(2) Az egyenletben el6fordulé legmagasabb differencidlhdnyados meghatdrozza a
kozonséges differencidlegyenlet rendjét. A fenti els6 példdban a differencialegyenlet
masodrendli. Ha valamennyi differencialhanyados az els6 hatvanyon szerepel, a
differencialegyenlet linedris differencialegyenlet, ellenkezd esetben non-linedris.

Példa
d
xzd—y + ysinx =0 elsérend linearis, y y’* = x elsérendii nem-lineéris differencial-
X
d? d
egyenlet, a 1 }21 — d—y +2y=x* masodrendii differencialegyenlet.
X X

(3) Ha az egyenlet a legmagasabb differencidlhanyadosra nézve feloldhato, azaz
Yy =G6x,y,y,y", ..y ) (13.14)

akkor explicit differencialegyenletrdl beszéliink. Ellenkez6 esetben a differencialegyenlet
implicit. Amennyiben a differencidlegyenletben szereplé fliggvény tobbvaltozos, a
differencidlegyenletet parcidlis differencidlegyenletnek nevezziik.
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Példa
2 2
y,:XZy—y els6rendl explicit; Q:Da—i, ahol c=c(x,t), egy parcialis
X" —2xy ot 0x

differencialegyenlet (Ha ¢ a koncentracio, D a difftzids egyiitthatd, akkor az
egyenlet a diffuzio Fick-torvénye).

(4) Minden olyan [a,b] intervallumban definidlt fiiggvényt, amely az adott
differencialegyenletet kielégiti, a differencidlegyenlet egy megolddsdnak vagy
integraljanak nevezziik. Konnyi belatni, hogy a differencidlegyenlet megoldasa - az
dltaldnos megoldas - csak egy allandé erejéig meghatarozott. Geometriailag ez fliggvények
egy paraméteres seregének megadasat jelenti (az allandé a paraméter). Ha az allandét
valamilyen feltétel - amelyet kezdeti vagy peremfeltételnek neveziink - segitségével
rogzitjik, akkor a differencialegyenlet egy partikuldris megoldasat kapjuk.
Ha a differencidlegyenlet dltalanos megoldasa:

y=y(x)+C (13.15)
ahol C 4lland¢, akkor a kezdeti feltétel:

Yo = V(%,) (13.16)

ahol x¢ és yo el6re megadott értékek.

(5) Az n-ed rendi differencialegyenlet kezdeti feltételének megadasa az y fiiggvény és
annak (n-1) -ed rendi differencialhanyadosanak megadasat jelenti az xo helyen:

dy / d”’ly (n-1)
=y, — R = 13.17
y(Xo> Yo [dx]xxn Yo [dx"l » Yo ( )

Azaz az explicit alakban megadott n-ed rendii differencialegyenletnek a fenti kezdeti
feltételek mellett egyetlen partikularis megoldasa létezik, ha a fiiggvény és valamennyi
differencialhanyadosa az adott értelmezési tartomanyban folytonosan differencialhaté.

(6) Tegyiik fel, hogy az y = g(x) fiiggvény az

' =f(xy) (13.18)

elsérendii differencidlegyenletnek a megoldasa. Ezt a fliggvényt, amely egy goérbét hataroz
meg, a differencialegyenlet integrdlgérbéjének nevezziik. Az y’ a definici6 szerint annak a
szognek a tangensét jelenti, amelyet az x pontban a g(x) gorbe érintéje az Ox tengellyel

bezar. Ezzel az értelmezési tartomany minden pontjahoz egy irdny tartozik, ezek
Osszességét irdinymezdnek nevezziik. A differencidlegyenlet megoldasa tehat olyan gorbék
megkeresését jelenti, amelyeknek érint6je minden pontban egybeesik az illeté ponthoz
rendelt irannyal. Azokat a vonalakat, amelyek mentén az irdny azonos, izoklin vonalaknak
nevezzik.
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13.2 Adifferencidlegyenletek tipusai

Az egyszeriibb differencialegyenletek tipusai:
(1) elsérendi szeparabilis differencialegyenlet:

Y x()e¥(). (13.19)
X

(2) elsérendid homogén differencialegyenlet:

d_y_ o(x,y) ., d_y_ x"0(V)

= , és , y=Vx (13.20)
dx D(x,y) dx y"oV)
(3) elsdrendii linearis differencialegyenlet:
Y o P=0(x), és I(x)= exp( [ P(x)dx) (13.21)
dx
(4) masodrendi homogén linearis differencialegyenlet:
dy , dy
+k,—+k,y=0, 13.22
o tax (13:22)

(5) masodrendii linearis inhomogén differencialegyenlet:

d? d
d_xJz’ijliijzy:f(x), (13.23)

ahol y az x valtoz6 valamilyen flggvénye, X(x), Y(x), P(x) és Q(x) az x valtozonak
fiiggvényei, k1 és k; allandok.

13.3 Szepardabilis differencidlegyenlet megolddsa

Tekintstik az

y'=f(xy) (13.24)
elsérendii linearis differencialegyenletet az (a,b) intervallumban, ahol x, y, y'(x) és flxy)
egyarant az R halmazon értelmezett fiiggvények és valtozok. Tegyiik fel tovabba, hogy az
flxy) fiiggvény a kovetkezo alakra hozhaté:

fx,y)=g(x)-h(y), (13.25)

ahol h(y) €R, de nem zérus, ha x €(a,b). A differencidlegyenletet ebben az esetben

szeparabilis differencidlegyenletnek hivjuk, megolddsa a kdvetkez6 eljards szerint
végezhet6 el. A h(y) fiiggvény természetesen Osszetett fliggvény: h(y) = h(y(x)), azaz a h
fliggvény az x valtozo valamilyen ismert fiiggvénye.

Rendezziik at az egyenletet a valtozédknak megfelelGen, és integraljuk mindkét oldalt az
x valtozo szerint:
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! !
y . Y
——=g(x) és dx= | g(x)dx (13.26)
h(y) f h(y) f
Végezziik el a kdvetkezd helyettesitést:
z=y(x) dz=y'(x)dx; (13.27)
Tovabba
dz
—= x)dx 13.28
iy~ J 900 (13.28)

Az integralds a kordbban megismert eljarasok szerint végezhet6 el. Szamos fizikai,
kémiai folyamatot jellemez, hogy egy adott fizikai mennyiség valtozasa a mondott
mennyiség pillanatnyi nagysagaval aranyos; pl. UV sugarzas csokkenése valamilyen
oldatban:

x=x(t) és % =Xx(t)~ax(t), ahol a allandé. (13.29)

Az egyenlet megoldasa: x(t)=C e’ alakd, ahol A egyarant lehet pozitiv illetve negativ, C
pedig alland6. Az exponencidlis csokkenés (A<0) altalaban energiaszallité aramok
homogén kozegben torténé csokkenését irja le. Korpuszkularis sugarzasok, elektromos
toltéssel rendelkez6 részecskék esetén ez a megallapitas nem sziikségképpen helytallo.

t aktivitas (6.e.) 13.2 4bra. Radioaktivitas id6beli lefolyésa
104/ oldatban és bioldgiai rendszerben. Bioldgiai
\ 0 rendszerben effektiv felezési id6vel
8 1 szamolnak.
6 -
4 -
5 Thiz el ,
O . . B Tt = t (Org)
0 5 10 15 20 25 30 35
Példa

Oldjuk meg az exponencialis novekedés és csokkenés differencidlegyenletét. A
szaporod¢ sejtek és baktériumok szamat igen nagy szamossaguk miatt folytonosan
valtoz6 mennyiségnek tekinthetjiik, és szogezziik le, hogy a novekedés és csokkenés
folyamatat véletlen tényez6k nem befolyasoljak. Redlis populaciok esetén az
egyedek és a populacié maga is kiilonb6z6 véletlen tényezdk altal befolyasoltak.

A probléma megoldasat az az alapvetd természeti sajatossag teszi lehet6vé, hogy
igen kicsiny méretekben a valtozasok linedris dsszefiiggés formajaban fejezhetdk ki.
Tegylik fel, hogy a baktériumok szama a ¢ idében N = N(t). At id6 elmultaval a
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baktériumok szama AN = N(t + At) - N(t) darabbal novekedik. Feltehetjiik, hogy a
szaporodas a baktériumok pillanatnyi szamaval aranyos:
N(t+ At

wzm\/m,

AN =AN(t)At és
At

(13.30)
ahol A a szaporodasra (specieszre) jellemz6 alland6. Mivel az N(t) az id6ben
folytonosan valtoz6 mennyiség, ezért a differenciahanydosnak van hatarértéke, az
id6egységre jutd szaporodas:

i N(E+A8)— N ()

A =N(t) és N(t)=AN(t)

lim (13.31)
N(t) = AN(t) szeparabilis
jutottunk. A fizikaban és kémiaban hasznalt meggondolasnal At és AN helyett
azonnal a dt és dN differencialokat hasznaljak (Ebben a gondolkodasmoédban a dt és
dN nem szimbdlumok, hanem véges nagysagu, fizikailag 1étez6 mennyiségeket
jelentenek). Igy:

A meggondolassal az differencialegyenlethez

dN =AN(t)dt és (31—1;] =AN(t). (13.32)
A differencialegyenlet szeparabilis, altalanos megoldasa:
N(t)=Ce" (13.33)

Ha a t=0 iddpillanatban a populaci6 nagysagat No-lal jeloljiik, akkor a
partikularis megoldas:

N(t)=N,e* (13.34)
+sejtszam
800 13.3 abra. Sejtek korlatos
novekedése.
K=665
T T T T T T T T T e KK KK T T
600+ %
*
2
*
400 .
*
*
200 x
"
*‘ e
0 boxx t (6ra)
0 5 10 15 20
A megadott differencidlegyenletet a nem-korldtos névekedés egyenletének
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nevezziik. A biolégiaban szamos novekedési torvény ismert, ezek részletezését
illetGen a szakirodalomra utalunk. A fenti differencidlegyenlethez azonban hasonlé
modon oldhaté meg a korldtozott ndvekedés (novekedés logisztikus modellje) azon
differencialegyenlete, amelynél feltételezik, hogy a relativ novekedést leir6 A nem
allando, hanem fiigg a populacié aktudlis nagysagatol:

N(t)
A:Ao[l—TJ, (13.35)

ahol A¢ az intrinsic ndvekedési arany, K pedig az egyensulyi populacié. Latjuk, ha az
aktudlis populdci6 éppen K, akkor a szaporodds vagy novekedés megdll, az
idGegység alatt keletkezd és elpusztuld egyedek szama azonos.

13.4 Homogén differencialegyenlet és megolddsa

Az y'= f(x,y) elsérendli differencidlegyenletet homogénnek nevezziik, ha igaz a

kovetkez6 azonossag:

ftxty)= f(x,y), (13.36)

ahol t egy adott valtozoé. A relacionak eleget tevé f(x,y) fiiggvényt nulladfoki homogén

fiiggvénynek nevezziik. A fenti differencidlegyenletet ebben az esetben vissza tudjuk
vezetni szeparabilis differencialegyenletre.

Legyen t:l, ekkor y'= f(x,y)= f(tx,ty)= f(1,y/x)= f(u), azaz az u=y/x
X

helyettesitéssel egy egyargumentuma u= u(x) fiiggvényhez jutottunk. Alakitsuk at a fenti

differencialegyenletet:
y=ux és y’:u+xﬂ, tovabba u—i—x%:f(u). (13.37)
dx dx

Rendezziik at az egyenletet és integraljunk az x valtoz6 szerint:

1 ﬂ:l f 1 u’dx=fldx (13.38)
f(u)—udx x fu)—u X

A z=u(x) helyettesités utan kapjuk, hogy:

1 1
fde:f;dX:lnX+C (13.39)

Integralas utan elvégezziik a sziikséges helyettesitéseket az altalanos vagy partikularis
megoldas érdekében.
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Példa

xy—y*
2

differencialegyenletet.
X —2xy

Oldjuk megaz y’'=

Osszuk el x2-tel a jobboldalon a szamlalot és nevezat:

2
y_[y]
,ox \x)  u—u’ y

= = ahol u== 13.40
4 1_%y 1-2u X (1340
X
Mivel y = u x, igy
y'=u'x+u (13.41)

Behelyettesités és atrendezés utan a differencialegyenlet alakja:

2

u'x=

13.42
1w (13.42)

mar egy szeparabilis differencidlegyenlet, amelynek megoldasi médja mar ismert:

1-2u , 1
U =—

u’ X

(13.43)

Integraljuk az egyenletet az x valtozoé szerint:

fl;zudu:f%dx, (13.44)

ahol a baloldalon az u = u(x) és du = u’(x) dx Gj valtozo6t vezettiik be. Integralas utan:

1 !

1 =
———2lnu=Inx+C és Ine* +Inu* =In— (13.45)
u X

1 / 2 X
s " . - 5 )2 ,
tovabba atalakitis utin u’e*=— és Z—e” =C’, ahol C’ dllandé.
X X
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14 Elsorendii linearis differencidlegyenletek.
Kémiai reakciok

14.1 Linearis differencidlegyenlet megolddsa integrald
faktorral

Az

Y +p(x)y=q(x) (14.1)

elsérendi differencidlegyenlet megoldasara, ahol p(x) és g(x) lehetnek allandék is, 1étezik
egy altalanos eljaras. A megoldas egy integrdlo faktor felhasznalasaval lehetséges. Egy ¢(x)
vagy I(x) fiiggvényt integrald faktornak hivunk, ha segitségével a fenti alaku elsérendi
linedris differencidlegyenlet egzakt differencidlnanyadossa alakithatd. A ¢(x) vagy I(x)
fiiggvény célszer(i valasztasa:

I(x)= N (14.2)

Szorozzuk meg a fenti egyenlet mindkét oldalat az integral6 faktorral, akkor

& [ peoax Jrea d(x)e [ peoax (143)

+px)ye

Vegyiik észre, hogy az egyenlet bal oldala nem mas, mint az y = y(x) fiiggvény és a p(x)
integrald faktort alkot6 fiiggvény szorzatanak differencidlhanyadosa, azaz:

i[y efp(X)dx] —q0el (14.4)
dx
Az x valtoz6 szerinti integralas utan kapjuk, hogy
y ol f CI(X)ef "%ix v c (14.5)
és
y= f‘I(X)ej P g [P +Ceifp(x]dx (14.6)

ahol C allandé. A kapott kifejezés szolgaltatja az elsérendd linearis differencialegyenlet
altalanos megoldasat. A kezdeti feltétel ismeretében a C értékének meghatarozasaval
kaphatjuk meg az egyenlet egy partikularis megoldasat.

A megoldas menetét a kovetkezdképpen foglalhatjuk 6ssze:
(1) rendezziik at a kiindul6 egyenletet a kovetkezd alakra: y'+ p(x)y = q(x),

(2) Aallapitsuk meg az integralé faktort: I(x)= efp(x)dx ,

(3) szorozzuk meg a differencidlegyenletet az integralé faktorral,
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(4) irjuk az egyenlet baloldalat egzakt differencidlhanyados formajaba d/dx(....),
(5) integraljuk az egyenlet mindkét oldalat x szerint.

Megjegyezziik, hogy az integralé faktor kiszdmitdsanal nem hasznalunk integracids
allandot, amely mondjuk legyen A. Mivel az A alland6

k=e’ (14.7)
alakba irhato, szorzas utan a k alland6é az egyenlet minden tagjdban szerepel, igy az
egyenlet az allandéval egyszer(sithetd. Mnemotechnikai szabalyént megjegyezhetjiik,
hogy a d/dx(...) mogétt alld szorzatot az y = y(x) fiiggvény és az y’ egyiitthatoéjanak

szorzata adja.

Példa
Oldjuk meg az xjy

— 4+ y=x" differencialegyenletet az a<x<b intervallumban,
X

feltéve, hogy az intervallumban x # 0.
Els6 1épésként osszuk el x-el az egyenlet mindkét oldalat,

d_y+1 2

—y=x 14.8
x x y (14.8)
Az integral6 faktor most
1
I(x)= ef"ﬁl =™ =x (14.9)
A harmadik 1épéssel az egyenlet:
xd—y+y:x3 (14.10)
dx

A baloldal nem egyéb, mint az (x y) kifejezés szorzatanak differencidlhanyadosa, igy:
d 3 4 3 1 4
—(xy)=x" és xy= | x’dx==x"+C 14.11
it y f 7 (1411)
Az explicit alaku altalanos megoldas:

1, C
y=—x+— (14.12)
4 X

Megemlitjiik, hogy az integral6 faktorral tortén6 megoldas eredete az els6rendi
linearis differencialegyenlethez tartozé homogén

Y +p(x)y=0 (14.13)

elsérendli liendris differencidlegyenlet megoldasaval kapcsolatos. Kdnnyen
belathatjuk, hogy a fenti differencialegyenlet altalanos megoldasa:

Iny=—[p(x)dx+C és y=cle
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ahol C'=¢°, C és €’ 4llandé.
Ha marmost a linearis differencidlegyenlet jobboldalan all6 g(x) fliggvény nem
nulla, akkor arra gondolhatunk, hogy a €’ alland6 most x-nek valamilyen fligvénye:

C'=z(x) (14.14)

A z(x) figgvény megvalaszthaté 1gy, hogy az eredeti linearis
differencidlegyenletnek legyen a megoldasa, azaz:

()= 2(x)e " (14.5)

Ha az yi(x) fiiggvényt az eredeti differencialegyenletbe behelyettesitjik,

eredményiil azt kapjuk, hogy a z(x) fliggvényt gy kell megvalasztani, hogy
differencialhanyadosa:

Z'(x)= q(x)efp(x)dx (14.16)

legyen. Az egyenlet integrdlja nem egyéb, mint a (14.5) egyenlet jobboldalan all6
kifejezés.

14.2 Kémiai, biokémiai reakciok. Kompartment analizis

A kémiai reakcidk és azok kinetikdjanak tanulmanyozasa a kémia egyik fontos fejezete.
Segitségével tudunk betekinteni a kiilonb6zé kémiai folyamatok id6beli lefolyasaba, a
reakcioban résztvevé komponensek koncentriciéjanak valtozasara és a kiilonbo6z6
kornyezeti faktorok (homérséklet, pH, elektromos tér, katalizatorok) altal kivaltott
hatasok szerepére.

A kémiai rendszerekre jellemzd lehet, hogy tobbségiikben homogén fazisban mennek
végbe, azaz a reakcidkra jellemzd, hogy a fazis minden eleminek tekinthet6 részében a
reakciora jellemzd paraméterek egyformak. Ezzel szemben a bioldgiai rendszerek nem
tekinthet6k homogén rendszereknek, hanem morfolégiailag és funkcionalisan
(dinamikailag)  elhatarolhaté  izolalt  részrendszerekre  oszthaték, amelyek
koélcsonhatdsban allnak egymassal. Az é16 szervezetben egy meghatarozott anyag tébb jél
megkiilonboztethetd térben, illetve formaban jelenik meg, és azok kozott anyagaramlas is
lehetséges. Feltételezik, hogy a mondott izolalt tereken beliil nincs koncentraciégradiens,
nincs anyagaramlas. A tereket, amelyeket kompartmenteknek hivunk, elvileg lehetnek
formalis terek is, ez utobbiak matematikai leirds szempontjabdl matematikai
absztrakcionak tekintenddk.

Az esetek egy részében ismerjiik a bioldgiai rendszer kompartment strukturajat,
ismerjiik a kompartmentek szamat, azok térfogatat, az egyes kompartmentek kozott
végbemend anyagaramlasokat. Egyszeriibb esetekben, feltételezve a rendszer allandé6sult
(,steady-state”) allapotat, meghatarozhatjuk a kémiai folyamatok sebességi allanddit, a
koncentraciok valtozasait (kompartment analizis). Ha ellenben a kompartment strukttira
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nem ismert, akkor szamitdgépes modellezéssel lehet a rendszer viselkedésérdl szamot
adni. Ennek részleteit illet6en szakirodalomra kell utalnunk.

Némi absztrakcié felhasznaladsaval a kémiai reakcidk is targyalhaték a kompartment
analizis segitségével. Tekintsiik a kovetkez6 egyszerli kémiai reakciét (két anyag
keveredése):

k.

A B (14.17)
k

Ehhez a kémiai reakciéhoz tartoz6 kompartment modellrdl feltételezhetjiik, hogy bar a
reakciohoz kapcsol6dd anyagtranszport ugyanazon fizikai térben megy végbe,
matematikai modellt tekintve a két kompartment kozotti anyagaramlasrol van szo, mig a
kiindul6 koncentraci6é/k egyensilyba nem jut/nak.

Kompartment modell 14.1 abra. Egyszer( kémiai reakcid

kompartment modellje.

A — B

Ha egy adott reakcioba 1ép6 anyag koncentraciéjat x-el jeldljiik, amely A, B, C anyagok
a, b, c koncentracio6jatol fiigg, akkor a koncentracié idébeli valtozasa (a reakcid sebessége):

%:ka“bﬁcy, ahol n—a+pf+y (14.18)

a reakcio rendje,
. Aa
k= E%E [mol/s] (14.19)

a reakcid sebességi dllanddja. A k dimenzidja, mint a fenti dsszefliggésbdl latjuk, a kémiai
reakcié rendjétél fligg, ezért a kiillonb6z6 rendii kémiai reakcidék sebességi allanddi nem
hasonlithatdk 6ssze.

Vizsgaljuk meg a fenti megfordithat6 (reverzibilis) kémiai reakcié iddbeli lefolyasat.
Barmely id6pillanatban érvényesek az alabbi dsszefliggések:

da db

—=—ka+k b és —=k a—k b, azaz 14.20

dt * - de v (14:20)
da db
—=— (14.21)
dt dt

ahol a = a (t) és b = b (t), a két kompartmentben, A és B, 1év6 anyag koncentraciojat, k, és
k_ a két reakcid sebességi allandojat jelentik. A reverzibilitas feltétele egy dinamikus

egyensuly, amelyet a masodik sorban all6 egyenlet fejez ki, azaz a koncentracié
csokkenése az A kompartmentben egyenld a B kompartmentben a koncentracid
novekedésével. Tegyiik fel tovabba, hogy a t = 0 id6pillanatban

a(0)=a,, b(0)=0 és a,=a(t)+b(t), (14.22)
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azaz nincs anyagveszteség, szivargas vagy anyagatalakulas a reakcié soran. Egyensuly
esetén nyilvanvaléan a differencidlhanyadosok nulldval egyenléek. Ha a(t)=a* illetve

b(t)=b* jeloli egyensuly estén az egyensulyi koncentracidkat, akkor a fenti

egyenletekbdl 2k —b* =2k +a*, és

P
k a*’

(14.23)

ahol K a kémiai reakcié egyensulyi allanddja.
A kovetkezOkben megvizsgaljuk a kémiai egyensuly elérésének folyamatat. Az
anyagmegmaradas elvét kifejez6 egyenletbdl indulhatunk ki:

b(t)=a, —a(t). (14.24)

Behelyettesitve a fenti 0sszefliggést az a(t)-t kifejezd diffrencidlegyenletbe kapjuk,
hogy

%:—kﬂ—kk_(ao —a)=—(k, +k Ja+k a (14.25)

Mivel a kapott egyenlet egy elsérend(i linearis differencialegyenlet, integral6 faktor
segitségével oldjuk meg. Az integralé faktor:

(k. +k_)dt
F(t)= ef =l (14.26)

Behelyettesités utan a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

gl TR % +(k, +k Jae"H )’ =k et (14.27)
Konnyen belathatd, hogy a jobboldalon allo kifejezés az
fe)=a-e" " (14.28)
fiiggvény elsé differencidlhanyadosa, ezért:
d ( (k +k_)t —k (k,+k_)t
e )_ a,-e (14.29)
Id6szerinti integralds utan kapjuk:
k
q-eltI = —k ’k ekt ¢ ,azaz (14.30)
+
TR
k_ —(k,+k_)t
a(t)= +Ce (14.31)

k., +k_

+

Ha felhasznaljuk a t = 0 kezdeti feltételt, akkor megkapjuk a differencialegyenlet egy
partikularis megoldasat:

aO:k—’aoJrC,igy C= Ky a, (14.32)
k. +k k. +k

+

A differencidlegyenlet megoldasanak alakja:
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a,

a(t)=
©) k. +k

—(k, +k_)t o ak_ —(k, +k_ )t
{ki +k.e } vagy a(t)_—K+1{1+Ke } (14.33)
ahol az utdébbi egyenletnél felhasznaltuk a K egyensulyi allandéra vonatkoz6 kifejezést.
Egyszert megfontolas alapjan kaphatjuk meg a b(t) koncenraciéra vonatkoz6 megoldast:

_ _ Kao —(k, +k_ )t
b(t)=a, —alt), Ht)=- . {1 —e } (14.34)

A koncentracidk idébeli lefolyasat a 14.2 4bra mutatja.

tc(6.e.) 14. 2 4bra. Az a(t) és b(t)
110 SRS koncentraciok idSbeli lefolyasa két
a(t) +b(t) = ap azonos ill. eltéré reakcidsebességi
a(t) 80 1\ allandé esetén, amely azonos ill.
cee@(t)=ay/(L+K)  eltérs egyensllyi koncentraciokat
60 - eredményez.
----------- a,/2
40 A
b(t) 50 ] | b(t) = ay K /(1+K)
t (perc
0 il t(perc)

o 1 2 3 4 5

Az 6sszefliggések felhasznalasaval megvizsgalhatjuk, mennyi lesz a hatarértéke az a(t)
és b(t) koncentracioknak.:

a

a
lima(t)=—"2—=—"2—=a_ és limb(t)= a,=b 14.35
fma(t) k,+k 1+K °~ Hmb(e) K+1° ™ (14:35)
Specidlis esetben, ha k, =k_, akkor K=1¢és aw:boo:a?o.

Megkérdezhetjiik, mikor lesz egyenl6 a két koncentracid, azaz keressiik azt a ¢, id6t,
amikor a(ty) = b(t: ). Ha az a(t)-re és a b(t)-re vonatkozd dsszfiiggést egyenlévé tesszik,
akkor kidertil, hogy:

1 2K

t, = In——— (14.36)
k.+k K-1

+

14.3 Egymast koveto (konszekutiv) reakciéo megoldasa

Az Osszetett reakciok gyakran egymadast kovetd reakcidkbol tevédnek ossze. A
legegyszeriibb konszekutiv reakci6 két elsérendli, nem megfordithato6 1épésbdl alakul ki:

Al p_*t ¢, (14.37)

ahol 4, B és C a reakciékban részt vevé komponenseket jelentik, ki és k, pedig az
elsérendd kémiai reakcidk sebességi allandéi. Kezdeti feltételnek tegyiik fel, hogy t=0
id6pillanatban
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[A]o = A, [B]o =0 és [C]() =0. (14.38)

Ha a reakcid soran anyagatalakulds nem torténik, tovabba kizarjuk a szivargas
lehet6ségét, akkor barmely idépillanatban igaz, hogy:

[A4], +[B], +[C], =a, (anyagmegmaradas elve). (14.39)
Jeldlje [A]t = a0 - x, [B]le =y és [C]: = x — y a t id6pillanatban kialakult anyagok

kovetkez6 differencidlegyenleteket irhatjuk fel:

d(a, —x)

PP -k, (a,—x) (14.40)
és
d
d—{ =k, (a,—x)—kyy (14.41)

A C anyagra nézve a megoldast a két fenti egyenlet megoldasabol kaphatjuk. Az (14.40)
differencialegyenlet egyszeri(i szeparabilis differencidlegyenlet, amelynek megoldasa:

a,—x=ae ™ azaz x(t)=a,(1—e '), (14.42)

ahol mar figyelembe vettiik a t = 0 esetre vonatkozé kezdeti feltételt. Az utobbi egyenlet
jol mutatja, hogy elsérendli reakciénal az A anyag koncentricidja az idében
exponencialisan csokken, mivel x(t) exponencialisan névekedik.

Ha az (14.40) egyenletre kapott megoldast behelyettesijiik a (14.41) egyenletbe, akkor
a differencialegyenlet alakja a kdvetkez6:

% —kae ™ —k,y (14.43)

atrendezés utan az egyenlet alakja a mar ismert linearis differencialegyenlet:

d -
d—}; +k,y=ka,e
A fenti egyenlet megoldasat az f{t) = exp(kzt) integral6 faktor segitségével végezhetjiik

el (a megoldast nem részletezziik):

fat (14.44)

k.a
t)=—L2C (eht g7ty 14.45
y(t) K —k, ( ) (14.45)

ssz

id6beli valtozasat a két megoldas dsszevetésébdl kapjuk:

[C], =a, {1 —ﬁ(kze_klt — klekzt) (14.46)

2 1
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14.3 abra. Konszekutiv kémiai reakcié
id6beli lefolyasa.

‘0 2 4 6 8 10 12

A fenti reakci6 egyes 0sszetevGinek id6beli lefolyasat a 14.3 abra mutatja. A kozbiils6 B
termék kezdeti novekedés utan csokken, a b(t) koncentraci6 maximumanak elérési idejét
a k1 és k, sebességi allanddk hatarozzak meg. A reakcié sordn a c(t) termék novekedik, a
novekedést egy szigmoid alaku fiiggvénnyel jellemezhetjiik. A szigmoidalis novekedés
olyan konszekutiv reakciok esetén alakul ki, amelynél a termék egy intermedieren
keresztiil alakul ki.
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15 Masodrendii linearis
differencidlegyenletek. Egy tovabbi kémiai-
biokémiai alkalmazas: enzimkinetika

15.1 Masodrendt differencidlegyenletek

A korabbiakbél ismert, hogy a differencidlegyenletek rendjét a differencialhanyados
hatarozza meg. Az

y'=fxy.y" (15.1)
alaku fiiggvény egy mdsodrendii explicit differencidlegyenletet reprezentdl. Ha
feltételezziik, hogy az f(x) fiiggvény és az y’ = y'(x) differencidlhanyados folytonos az x
= Xo hely kdrnyezetében, tovabba adott a kezdeti feltétel:

x=x,, y=y, ésy'=y,/, (15.2)
akkor a fenti egyenletnek egy és csakis egy megoldasa van, amely x = xo esetén az y(xo) = yo
és y'(x,)= yo/ értéket veszi fel (egzisztencia és unicitds tétel). Geometriailag a sik egy
P(xo0) pontjan olyan y = y(x) gorbe halad keresztiil (integrdl gérbe), amelynek érintdje
az xo pontnal az elbirt yo’ értéket veszi fel.

A kezdeti feltétel fenti megfogalmazasaboél kovetkezik, hogy az
V'=flxy.y" (15.3)

differencialegyenletnek két C; és C, tetszdleges alland6tol fiiggd megoldasa van:
y=y(x,,(,), (15.4)

és ezt tekintjiik a differencialegyenlet dltaldnos megoldasanak. Kétszer differencialva az y
=y(x, Cy, C2) fliggvényt

y'=y.(xC,,C,) és y”:yx//(x,Cl,CZ) (15.5)

a két egyenletbdl a két ismeretlenre - C; és C; - kapunk megoldast, amely a valasztott
kezdeti feltételtdl fiigg. Ezt a megoldast tekintjiik a differencidlegyenlet egy partikuldris
megoldasanak.

A masodrendii linearis diferencialegyenlet altalanos alakja a kovetkezd:

d*y

dx*
ahol Pi(x), P2(x) és Q(x) ugyanabban az intervallumban értelmezett fiiggvények. Ha
Q(x) # 0, akkor a differencidlegyenlet inhomogén, ellenkezé esetben, ha Q(x) = 0, akkor
homogén linearis differencialegyenletré6l beszéliink. A masodrendii linearis
differencialegyenletekkel kapcsolatosan két tételt szokas megemliteni.

+R 4Ry = Q). 156
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1. tétel
Ha y1(x) és y2(x) a masodrendd homogén linedris differencidlegyenlet egy-egy partikuldris
megoldasa, akkor

y=Cy,(x)+C,y,(x) (15.7)

is megoldas, ahol C; és C, allandok. Ha yi(x) /y2(x) nem egyenld egy allandéval, akkor a
fenti megoldas az dltaldnos megoldas is. Ha y,(x) = ky1(x) (k # 0) vagy yi(x) valamilyen
linearis kombindaci6javal egyenld, akkor y,(x) és y1(x) linedris fiiggésérél beszélink.

2. tétel
Az inhomogén linedris differencialegyenlet altaldnos megoldasa a homogén egyenlet
altalanos megoldasabol és az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasabdél adddik:

y=Y+y, vagy y=Cy,(x)+C,y,(x)+y, (15.8)

ahol Y = Y(x) a homogén egyenlet altalanos megoldasat jelenti, yo pedig az inhomogén
egyenlet egy partikuldris megolddsat. Ez azt mutatja, hogy az inhomogén linearis
differencidlegyenlet egyenlet megolddasa 0Osszetevddik a homogén linedris
differencidlegyenlet egyenlet két linedrisan fiiggetlen megolddsabdl és az inhomogén
egyenlet egy partikularis megoldasabol.

A masodrendii linearis differencialegyenlet megoldasa természetesen fiigg a két
fliggvény, Pi(x) és P,(x) alakjatdl. Ha Pi(x) és P:(x) az x tetszlleges fliggvényei, akkor
megoldasi eljarads nem adhaté.

A tovabbiakban csak az 4lland6 egyiitthatés mdasodrendi homogén linearis
differencialegyenlet megoldasaval foglalkozunk.

15.2 Allandé egyiitthatés mdsodrendil homogén linedris
differencidlegyenlet

Az allandé egyiitthatés masodrendi homogén linearis differencidlegyenlet altalanos
alakjat a kovetkezé modon tudjuk felirni:
d’y dy

o +ala+a2y:0, (15.9)

ahol a; és a, allandok. Latjuk, hogy y =0 trividlis megoldas. A nem trivialis megoldas
felismeréséhez a kovetkezd eljaras vezet: kdnnyen belathato, hogy

y=e" (15.10)

az egyenlet egy partikularis megoldasa, ahol k egyel6re egy ismeretlen allandoé.
Behelyettesités utan kapjuk, hogy

(k* +ak+a,)e™ =0 (15.11)

A fenti egyenlet csak akkor lehet igaz, ha



15 Masodrenddi lineéris differencialegyenletek 153

k> +ak+a,=0 (15.12)

Ezt a masodfoki egyenletet a kiindul6 differencidlegyenlet karakterisztikus
egyenletének hivjuk, amelybdl az ismeretlen k 4llandé meghatarozhatd. A karakterisztikus
egyenlet diszkriminansatdl fiigg6en harom esetet kiilonboztetiink meg:

(1)  a karaterisztikus egyenlet diszkriminansa pozitiv, ekkor az egyenletnek két valds
gyoke van: ki és k,. A differencidlegyenlet altalanos megoldasa ebben az esetben:

y=C,e"" +C,e"™ (15.13)

ahol C; és C; a kezdeti feltételekbdl meghatarozhato allandok.

(2)  a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa zérus, ebben az esetben az egyenletnek
eqy kétszeres valds gydke van. Konnyen igazolhatd, hogy a differencialegyenlet két
linearisan fiiggetlen partikularis megoldasa:

y,=¢e" és y,=xe" (15.14)
Az altalanos megoldas pedig:
y=C,e” +C,xe" =(C, +C,x)e” (15.15)

ahol C; és C; ismét a kezdeti feltételekb6l meghatarozhaté allandok.

(3) a karakterisztikus egyenlet diszkriminansa negativ, ebben az esetben nincs valds
gyok. Jelolje w a kdvetkez6 kifejezést:

w— a,—a as1s)
Bebizonyithato, hogy az dltalanos megoldas:
y=e""(C,sinwx + C, coswx) (15.17)
alaku, ahol C; és C; a kezdeti feltételb6l meghatarozhat6 allandok. Ha bevezetjiik a
C,=Asing és C,=Acosp (15.18)

jeloléseket, akkor a differencidlegyenlet altaldnos megolddsa a kovetez6 alakot
veszi fel:

ax

y=Ae"" sin(wx + @), (15.19)

ahol most A és ¢ a kezdeti feltételekbdl meghatarozand6 allandok.

Bemutatasul szolgalé példaként a csillapitott rezgdmozgas esetét szoktdk targyalni. A
mozgas leirasara szolgalé masodrend linearis differencialegyenlet alakja:

d*x dx )

—+2k—+w;x=0, 15.20

de? e ° (1520
ahol x = x(t) a rezgést végzo test pillanatnyi kitérése az egyensulyi helyzetébdl (x=0), k a
surlédasra jellemzd alland6, an pedig a csillapitatlan (surlédasmentes: k=0) rezgés
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korfrekvenciaja. A megoldas az ay korfrekvencia és a k surl6dasi tényez6 viszonyatol fiigg.
Ha 2 < ap?, akkor csillapitott rezgést figyelhetiink meg (a karakterisztikus egyenlet
diszkrimindnsa negativ, 15.1 dbra), ha viszont 2 = ay? (a diszkriminans zérus), akkor egy
egyiranyu aperiodikus kitérést (15.2. dbra).

0,81 x(t) atx(t)
0,6 1
3

0,4 1

0,2 1 21

-0,2 1 t (sec) t (sec)
T T T T T —> 0+—£ . . S - o)
0 10 20 30 40 50 0O 20 40 60 80 100

15.1 abra. Csillapitott rezgések 15.2 abra. Aperiodikus hatareset.

15.3 Enzimkinetika

A biokémia és élettan szempontjabol alapvetéen fontosak azok a kémiai reakciok,
amelyeket enzimek katalizalnak. Az enzimek - altaldban proteinek - olyan katalizatorok,
amelyek el6segitik molekuldk - szubsztrdtok - atalakitasat mas molekulakka - termékké -
mikozben maguk valtozatlanul maradnak, és ismét részt vesznek a tovabbi reakciokban.
Az enzimek alapvet6en fontos tulajdonsaga, hogy képesek felgyorsitani a bioldgiai
reakciok sebességét, akar milliészorosara is, valamint lehet6vé teszik a bonyolult biolégiai
rendszerek szabalyozasat.

Az els6 modell, amely kvantitative elég pontosan leirja az enzimatikus reakciok
folyamatat, Michaelis és Menten nevéhez fliz6dik (1913). A szerzd6k egy kétlépéses reakciot
tételeztek fel: els6 1épésben egy komplex - az enzim-szubsztrat komplex - keletkezik, majd
a komplexben egy belsé atalakulas soran képzddik a termék (15.3 4bra.). Ezt kovetGen a
termék ledisszocial az enzimrdl, és az enzim ismét szabadda valik. A reakcié sémaja:

kl k2 15.3 bra

S+E|—| C |o— P+FE

ahol E jelenti az enzimet, S a szubsztratot, P a terméket és C pedig az enzim-szubsztrat
komplexet. Tévedés volna azt gondolni, hogy az enzim nem képes megkotni a terméket,
azaz a reakci6 forditott iranyban nem mehet végbe. A gyakorlatban a forditott reakciot
ugy keriilik el, hogy a P terméket folyamatosan eltavolitjdAk a kozegbdl, és ennek
tavollétében mérik a reakci6 sebességét. Fontos megjegyezni, hogy a folyamat nem
feltétlentl a leirt médon megy végbe in vivo, ennek megfeleléen a levezetett
osszefiiggéseket csak kell6 6vatossaggal lehet atvinni egy adott bioldgiai rendszerre.
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Vezessilk be a kovetkezd jeloléseket a reakcioban szereplé komponensek

koncentracidjara:
[S1=s[El=e [P]=pés[C]=c (15.21)
Alkalmazzuk a kompartment modellt a fenti reakciora (15.3 abra):
%Z—klse-f'k_l.s (15.22)
%: (k_, +k,)c—k;se (15.23)
dc

T k.se—(k_,+k,)c (15.24)

dp
— =k, 15.25
e °? (1525

Vegylik észre, hogy a masodik és harmadik egyenlet 6sszege zérus:

de dc
—+—=0, azaz e+ c=e,, (15.26)
dt dt

annak a kifejezése, hogy az enzim mennyisége nem valtozik a reakcié soran
(tomegmérleg). Michaelis és Menten feltételezték, hogy a reakcid soran a szubsztrat
pillanatnyi egyenstlyban van az enzim-szubsztrat komplexel, azaz:

ds )

EZO' igy k;se=k c (15.27)
az els6 egyenlet alapjan. (A pillanatnyi egyensuly feltételezése bizonyosan nem helyes,
hiszen ekkor szubsztrat nem hasznalodik fel, és termék sem képzddhet.) A fenti egyenlet

egyszer( atalakitasaval kapjuk, hogy

k k k k
c=—"Ltse=—1s(e,—c)=—Lse,——c. (15.28)
k_1 kl k—l —1
Atrendezés utan
k k
c(1+k—1$):k—1$eo. (15.29)

-1 -1

Ha bevezetjiik a szubsztrat atalakulasdra vonatkoztathaté Ks = k.1 /ki egyensulyi
allandot, valamint a termék keletkezését jellemz6 sebességet, v = dp/dt, akkor

se kes s

K5+S_Ks+s

0

C =
K, +s

és v=k,c= (15.30)

ahol Vyax = koeo. Alacsony s koncentracional a reakcidsebesség linedrisan fiigg s-t6l, mig
nagyobb sebsségeknél v a Vox-hoz kozeledik.
Az enzimatikus reakcié kvantitativ leirasara elfogadhatébb a Briggs és Haldan Aaltal
javasolt modell (1925). Feltételezték, hogy:
(1)  k,, > k,,azaz k; a sebességmeghatarozd lépés;
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(2) a [C]=[ES] komplex képzddése és disszociacidja - eltekintve a reakcid

kezdetétdl - allandénak tekinthetd, ezért egy kvazi egyensulyi allapot alakul
ki (15.4 4bra), és

dc
—=0 15.31
ar (15.31)
*koncentracio (6.e.) 15.4 dbra
2,0 ¢
[Sol
1,5 . AP
o [ST
0,5 | -
’ E
J sy M
001~ Nt (sEC)
00 05 10 15 2,0
+——steady state—
lgy
dc
E:kﬂ(eo—e)s—(kfl+k2)c:0, (15.32)
és
k
o—_ Sx1foS (15.33)
k , +k, +k. s
A negyedik egyenlet formdjara a kovetkez6t kapjuk:
%:kzc: fokaes ke (15.34)
dt k ,+k,+ks k,1+k2+s
k+1

k k
Ha bevezetjik a K, =—1—*2
+1

keletkezésének sebességére az alabbi kifejezést kapjuk, amelyet Michaelis-Menten

mennyiséget (Michaelis konstans), akkor a termék

egyenletnek szokas nevezni:

y=—"1% (15.35)
K, +s

AV . =kl[E,] mennyiség a turnover number. Vegyiik észre, hogy a K, szamlaléja a

[C] = [ES] 4llapotbdl torténd atmenetet mutatja, mig a nevez6 az [ES] kialakulasat. A K; és
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K, definicidja azt mutatja, hogy a Briggs-Haldan féle modellben a kozelités k, miatt a [C]

.....

A termék keletkezésének grafikus abajat a 15.5 dbra mutatja.

20+

154

10

A

25+

v
15.5 abra. Michaelis-Menten egyenlet.

/]/o/ sy Vi

A gyakran el6fordulé enzimkinetikai méréseknél az eredmények értékeléséhez
linearizalasi eljarasokat hasznalnak. A tobbféle eljaras koziil kettét emlitiink meg:

(1) Lineweaver-Burk &brazolas (1934): a Michaelis-Menten egyenletet reciprokat
képezve kapjuk (15.6 abra):
1 1 K, 1
&~ i (15.36)
V Vmax Vmax S
Az egyenesre vonatkozé ismeretek alapjan az Y tengely metszete éppen 1/Vmay, mig
az X tengelyen az egyenes az s = -K, ponton halad keresztiil. A kapott egyenes
iranytangense pedig:
tgp = K. (15.37)
g(p Vmax '
41
0,161V 15.6 4bra
0,14 1
0'12_. tg@= KM/ Vmax
0,101
0,08 -
0,06 -
Ky, B
0,041 "M |
0.02 1 i [S]_l
0,00 ' ; —

40 30 0 30 60 90 120
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(2) Hanes-Wolf abrazolas: ebben az abrazolasi mddban az [S] filiggvényében
(15.7 abra):

s K, 1
—= +—s (15.38)
v Vmax max
Az egyenes meredeksége:
tgp = L (15.39)
g(p a Vmax -
00251 [SI/v 15.7 dbra
0,020 1
tgd=Vv__-1
0,015- o
0,010 1
0,005 1

0,000{" Kinl Vinax [S]

0 1 2 3 4 5

A linearizalds megkonnyiti a mérések statisztikai kezelését, ugyanakkor tekintetbe kell
venni, hogy a linearizalassal fiiggdé valtoz6 varianciaja megvaltozik. A fliggetlen valtozé
értékének novelésével nd a fiiggd valtozo varianciaja, ez nagyobb mértékii a Lineweaver-
Burk abrazolas esetén. llyen esetekben célszerti a sulyozott értékek alkalmazasa.

A most alkalmazott formalis matematikai eljarast alkalmazhatnank a biokémiaban
gyakran el6fordulé kompetitiv és allosztérikus gatlassal osszekapcsolt enzimreakcidk,
valamint kooperativ enzimreakciok esetére is.

A fenti kompartment modelhez hasonléan targyalhatnanak a ligand-receptor
kélcsénhatds modelljét is:

[L]+[R] %H [LR] (15.40)

jelenti.

Az emlitett témak ismertetésének részletei azonban mar meghaladjak ezen jegyzet
kereteit, ezért a targyalasukat illet6en mas szakmai forrasokra kell utalnunk.
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Fiiggelék

F.1 SI prefixumok

Tobbszérés  Prefixum  Révidités
1018 exa- E
1015 peta- P
1012 tera- T
10° giga- G
106 mega- M
103 kilo- k
101 deka- da
1 - -
10-1 deci- d
10-2 centi- o
10-3 milli- m
10-6 mikro- Tl
10-° nano- n
10-12 piko- p
10-15 femto- f
10-18 atto- a
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F.2 Elemi fiiggvények differencidlhdnyadosa

F.2.1 Differencialasi szabalyok

y=c y'=0
y—mx y'=m, m tetsz6leges alland6
Y= u(x)+v(x) V' =u/(x)£v'(x) 2
Y= u(x)-v(x) ¥ =) v(x)+ u(x)-v'(x)
u(x) | W)~ u(x)v' ()
) v V()

F.2.2 Elemi fiiggvények differencialhanyadosa

y:Xn y/:nxn—l
y:ex y/:ex
y=Inx y’:l
X
y=a" y'=a"-Ina
y=logx y’:loﬁ
x
y =sinx Y =C0SsX
y=cosx y'=—sinx
y=tgx j—
cos’ x
, 1
y=ctgx Yy ===
sin® x
. / l
y=arcsinx y =
1—x*
, l
Y =arccosx y =-
1-x*
y=arctgx y’:L
1+ x°
, |
y=arcctgx y'=
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F.3 Elemi fliggvények integrdlja
F.3.1 Integralasi szabalyok

f f(x)dx =F(x)+C, Caéllandé

J £ gtaax = [ fxdx+ [ glx)dx
j}f@mx:cffuyu

Parcialis integralas

fu’(x)-v(x)dx = u(x}v(x)—fu[x)-v’(x)dx
Integralas helyettesitéssel

[ fadu= [ f(g(x))g'x)dx, u=g(x) és du=g'(x)dx

F.3.2 Alapintegralok

n+1

fx"dx:;jﬂ

fexdx =e"+C

+C n=-1

X

fa"dx: a +C
Ina

fcosxdx:sinx—i-C

fsinxdx:—costrC

f 12 dx=tgx+C
cos” x

f .12 dx=—ctgx+C
sin® x

f L dx =arcsinx+C
1—x°

f%dx:arcthvLC
1+x
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Jelolések

pl.a € H, az a eleme a H halmaznak;

pl.a ¢ H, az a nem eleme a H halmaznak;
ures halmaz;

a természetes szamok halmaza;

az egész szamok halmaza;

araciondlis zdmok halmaza;

a valds szamok halmaza;

az f fliggvény értelmezési tartomanya;
az f fliggvény értékkészlete;
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