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1. Bevezetés

Az értekezésben - alcimének megfeleléen -
tanitasi oOtleteket kivanunk adni az elemi geometria
n¢hany témakoréhez, mégpedig azaltal, hogy a
kivalasztott témakordk bizonyos problémaira tobbféle
megoldast ismertetiink, jollehet ekdzben nem
kizarolag elemi geometriai, hanem trigonometriai,
analitikus geometriai és vektoralgebrai eszkozoket is
hasznalunk. A tobb megoldads bemutatisaval az a
legfébb célunk, hogy a tanuldt kiilonféle gondolkodasi
miveletek elvégzésére, s ennek soran ujabb és
magasabb szintli ismeretek megszerzésére késztessiik.
A masik megoldas utani kutatas igényének kialakitasa
¢s tovabbfejlesztése a matematika tanitdsdnak egyik
legfontosabb feladata. Ezen cél és feladat egylittes
figyelembe vételével az euklideszi hiaromszdog- és
korgeometria  teriiletér6l  vélogattunk  néhany
problémat, amelyek feldolgozédsa kozben arra
torekedtiink, hogy az Osszedllitott anyag jol
hasznosithato legyen a kozépfoku, sét esetenként még
a felséfoku oktatasban is.

Az értekezés felépitésébdl adodik, hogy szinte
minden egyes témakor magaba foglalja a mar ismert
tények felsoroldsat, vagy az azokra torténd utaldsokat,
tovabba a valasztott probléma ujszerti feldolgozasat és
tobb esetben 1) eredményeket is.

2. Haromszog-geometria
A héromszog-geometriai rész 6t 6nallé témaja
koziil az els6 harom 4tdarabolassal foglalkoz6



problémadkat tartalmaz, s éppen ezért sziikség volt a
sokszogek (és poliéderek) atdarabolasaval kapcsolatos
alapismeretek eldzetes Osszefoglalasara, amibdl
szamunkra legfontosabb a Bolyai-Gerwien-tétel ¢és
annak megforditdsa, miszerint két sokszég akkor és
csak akkor darabolhaté at egymasba, ha egyenlé a
teriiletik. A  negyedik téma a  haromszog
szogfelezdinek hosszaval, az 6tddik pedig az Euler-
egyenessel foglalkozik.

2.1. A pitagoraszi tételcsoport

Ez a témakoér harom kozismert tételt foglal
magaba: a Pitagorasz-tételt, a befogotételt és a
magassagtételt. A Pitagorasz-tételre 0Ot ismert
atdaraboldsos és egy szintén ismert kiegészitéses
bizonyitast mutatunk be, amelyek a viszonylag
egyszerli konstrukci6 miatt alkalmasak arra, hogy
bevezetdként megismerjiik az atdaraboldsok illetve
kiegészitések révén torténd bizonyitasok folyamatat.
A Dbefogotétel atdaraboldsos bizonyitasanak alapja a
tekintett befogo fol¢ rajzolt négyzet felszeletelése, ami
a nem kisebb befogd esetén harom, a kisebb befogd
esetén viszont legalabb harom részre vagashoz vezet.
Ez az utobbi dolog nagyszdmu részek esetén mar
kevésb¢ attekintheté. Bemutatjuk még a befogotétel
egy ismert kiegészitéses bizonyitdsat is, ami az
atdarabolasosnal joval egyszeriibben elvégezhets. A
magassagtétel atdaraboldsos bizonyitdsa csak a
befogok specidlis ardnya esetében volt ismert.
Ertekezésiinkben az altalanos esetre két atdarabolasos
¢s harom kiegészitéses bizonyitast adunk a teljesség
igénye nélkiil.



A Pitagorasz-tétel altalanositasaval foglalkozé
fejezetben nem a jol ismert altaldnositdsi modokat
kivantuk felsorolni, hanem ehelyett két nem kozismert
elemi altalanositast targyalunk. E kettd koziil tekintsiik
elsdként a Hoehn 4ltal leirtnak az aldbbi valtozatat:

Ha az ABC hiromszdog C csucsanak a B
csucsbol megrajzolt magassagvonalra vonatkozo
tikorképét C'-vel, az A és C' pontok tavolsagat d-vel
jeloljiik, akkor » >90° esetén ¢c* =a’ +bd .

Hoehn ezt a Pitagorasz-tétel egy mell6zott
altalanositasanak  nevezi, ¢és  haromféleképpen
bizonyitja: elsdként két koszinusz tétel, majd két
Pitagorasz-tétel, s végiil a Stewart-tétel segitségével.
Itt el6szor is megmutatjuk, hogy ez az altalanositas
nem csupan y >90°, hanem y >« < Cc>a esetén is
érvényes. Ugyanis y=a < Cc=a esetétn C'=A
miatt d=0, s igy a c’=a’+bd formula
nyilvanvaloan igaz. Ha viszont y)a < c)a, akkor y <
90° esetén C' az AC szakasz belsd pontja, s igy
d=AC'=AC-CC’' ¢és CC'=2acosy miatt a
koszinusz tétel alapjan
¢’ =a’ +b? —2abcosy =a’ +b(b—2acosy)=a’ +hd
adodik (2.1.1a 4bra). Ha pedig



2.1.1. abra

Y > o < C > aesetén y > 90°, akkor C az AC'
szakasz bels6 pontja, azaz d = AC’ = AC + CC’ ¢és
CC’ = 2acos(180°-y) = -—2acosy, s igy a
koszinusztétel alapjan ¢® = a> + b? — 2abcosy = a’ +
b[b + 2acos(180°—y)] = a*> + bd kaphato (2.1.1b
abra). De mi a helyzet y(a < c(a esetén? Ekkor a B
csucsbol megrajzolt magassagvonalra vonatkozo
tikrozés utan A elvalasztja C és C' pontokat (2.1.2.
abra), és a keletkez6 ABC' haromszogre a)c miatt



teljesiil az a®>=c>+bd Osszefiiggés, ahonnan
¢’ =a’ —bd kaphato.

2.1.2. abra

A tovéabbiakban y)a < c)a feltételt megtartva

a ¢c’=a’+bd formulara egy olyan bizonyitast
keresiink, amely fiiggetlenné tehetd6 a Pitagorasz-
tételtdl. Ehhez a  Heron-képletb6l  kiindulva
meghatarozzuk az ABC és ABA’ haromszogek (2.1.1.

abra) teriiletét, ahol A’ az A tiikorképe a BF
magassagvonalra:



a+b+c —a+b+c a-b+c a+b-c
t(ABCA)z\/ S,y "

:%\/[(b+c)+a][(b+c) aJa—(b—c)Jla+(b-c)|=
4\/[b+c la J

és
t(ABA'A) = \/2°+2b+d % % w l(b+d)\/[20+(b+d)][2c—(b+d)]=
=%(b+dw4c —(b+d)

Minthogy az ABC ¢s ABA' haromszogekben kozos a
BF magassag, ezért

(12g) -(acal)’ foect -l

ahonnan
c*+a* —2a’b* —2a’c* +2b%*c?* —2b’d —b*d* =0
s ezt szorzattd alakitva




(c>—a’-bd)c>—a>+bd +2b>)=0, ahol c)a miatt
¢’ —a’ +bd +2b*)0, s ennélfogva ¢* —a*—bd =0,
amibdl a kivant ¢ =a” +bd formula kaphato.

A y<a<>c<a esetre a fenti bizonyitds hasonlo
moddon elvégezheto.

Ezaltal a ¢ =a’ + bd formula a Pitagorasz-
tétel egy altalanositasanak tekinthetd: ugyanis y = 90°
esetén C'=C miatt d =b, sigy ¢’ =a’ +b* adddik,
azaz visszajutunk a Pitagorasz-tételhez. Ez az allités
Hoehn éltal csak részleges, értekezésiinkben viszont
igy teljes leirast kap, s6t a kapott formula egy
alkalmazéasan tul még egy atdaraboldsos bizonyitasat
is megadjuk.

A Pitagorasz-tétel masik nem kozismert
altalanositasa Schmitz azon otletére alapozhatd, hogy
a Thalész- és Pitagorasz-tétel Osszekapcsoldsa esetén

az AB atfogdju ABC; (i=0,1,2,...) derékszogli
haromszogek C; cstcsai az AB atmérdji korre
illeszkednek és ugyanekkor teljesiil az

AC’ +BC; = AB’ Osszefiiggés is. Mindez
geometriailag azt jelenti, hogy az ABC; deré¢kszogl
haromszogek AC, és BC, befogoi folé rajzolt

négyzetek teriileteinek Osszege a C; csucs minden

lehetséges helyzetére egyenld az AB atfogd folé
rajzolt négyzet (2.1.3. 4bra) teriiletével, ami az A és
B pontok rogzitése utan egy allando érték.



2.1.3. abra

A fenti tényallasbol kiindulva 4ltalanositast
keresiink a Pitagorasz-tételre. E célbol valasszuk az

ABC; haromszoget Ggy, hogy a C; cstcsnal 1€év6 szoge
egyelére ne legyen derékszog, és vizsgaljuk meg,
hogy rogzitett AB oldal és Cp cstics esetén a C;
csucsok milyen alakzatot futnak be, ha azt kivanjuk,

hogy az A_CI és B_CI oldalak f6lé rajzolt négyzetek
teriileteinek Osszege mindig ~ AC; +BC; legyen,
vagyis alland6 maradjon. Ehhez a vizsgalathoz az

ABCy haromszoget Descartes-féle  derékszogi



koordinata- rendszerben helyezziik el ugy, hogy c=AB
jeldléssel az A(—%;Oj, B(%;Oj & Co(Xo:Yo)

megadasi modot valasztjuk (2.1.4. abra), a mozgd C;
pont koordinataira pedig bevezetjiik az (X;y) jelolést.
Ekkoraz AC; +BC = AC; +BC; feltétel

x+Ez+y2+ x—£2+y2— x+£2+y2+x—22+y2
2 2 0 2 0 0 2 0
alakba irhato, ahonnan x> +y* = X, +Y, kaphato, és

minthogy Co ¢ AB miatt

2.1.4. abra

X, +Yys >0, ezérta C;i pontok egy olyan kdrvonalon

vannak, amelynek kozéppontja az AB oldal O
felezopontja és sugara az ABCy haromszog Co
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csucsahoz tartoz6 S; sulyvonala, amelynek hossza a
koszinusztételnek az ABCy és AOC, haromszogekre
torténd alkalmazasdval ismert modon kifejezhetd az
a=BC,, b=CA, c=AB adatokkal:

a’+b*> ¢’
S, = -, ahonnan
2 4
C2
a’+b’ =c’+2abcosy miatt s, = T+abcosy

adodik, s ennélfogva 0° <y < 90° esetén S, >%,

mig 90° <y < 180° esetén s <% Ha ezek utan
c 2

bevezetjik a k(O,Sc)mﬁ ={A,B,} jelolést, akkor

egyrészt k nyilvan az A B, szakasz Thalész-kore,
masrészt az O pontra vonatkozd szimmetria miatt az

A_A1 és B_B1 szakaszok hossza egyenlé. Jeloljik d-
vel ezt a k6z0s hosszat, amire tehat esetiinkben

sc—%, ha 0° <y <90°

%—sc, ha 90° < 7 <180°

érvényes.
Tekintsiik els6ként a 0° < y < 90° esetet,
amikor is

ahonnan

11



a’+b?* c? C
1/ -—— =d+—-,
2 4 2

s ebbdl pedig

a’+b*> = (c+d)>+d* (2)
kaphato. Ezen Osszefliggés szerint az ABCy
haromszég AC, és B_CO oldalai f6lé rajzolt
négyzetek teriileteinek Osszege egy olyan négyzet
teriiletével egyenld, amelynek oldala AD =

Je+d)’ +d*>  hosszisagu (2.1.5. 4abra). S

minthogy C; € k(O,s¢) \{A1,B1} esetén

12



Vctd)iags

2.1.5. abra

az ABC; haromszogekre
AC’ +BC} = AC; +BC; =a’ +b’ teljesiil, ezért az

A_Ci és B_C, oldalak f6lé rajzolt négyzetek

teriileteinek 0sszege is mindig az AD oldalt négyzet
teriiletével egyenld, ami az A, B, Co pontok rogzitése
utan allando. S ez a tény még az olyan megengedett

13



Ci pontokra is valtozatlanul igaz, amelyekre az o ¢és
B szogek valamelyike éppen derék- vagy tompaszog.
Ezen lehetdségek egyike sem kizart. Ha ugyanis C,

jeloli a C; cstcsnak az AB egyenesre vonatkozd
merdleges vetliletét, akkor az ABC; haromszog

C, e{AB} esetén derékszogti,
C, e (int A_Al) U (int B_Bl) esetén tompaszogli, tovabba
C e int AB esetén hegyesszogli, de nem a C;

csucsnal.
Masodjara maradt még a 90° <y < 180° eset,

amikor d = 5 S, , s ekkor az el6zdvel analog modon

jutunk az

a’+b*> = (c—-d)*+d* (3)
Osszefiiggéshez, ami a (2)-vel hasonldé geometriai
tartalommal rendelkezik (2.1.6. abra).

14



{ (L—O!'J:)‘ _,H;(‘E"

2.1.6. abra

Mindezek alapjan megallapithato, hogy y # 90°
esetén (2) és (3) alapjan fennall az
a’+b*>=(cxd)’+d*> )
osszefiiggés, ami y = 90° esetén d = 0 miatt a jol
ismert Pitagorasz-tételre vezet, s ennélfogva (4) a
Pitagorasz-tétel egy lehetséges altalanositasa.

15



2.2. Derékszogit. haromszog atdarabolasa
téglalappa

A derékszogli haromszog téglalappa torténd
atdarabolésara értekezésiinkben harom olyan nem
kozismert modot mutatunk be, amikor a keresett
téglalap egyik oldalat valamilyen specialis feltételhez
kapcsolva adjuk meg. Az elsé valtozatban az ABC

derékszoglh haromszog AB atfogojanak szerkesztendd
olyan D bels6 pontja, amelyben az AB -re merdleges
a BC egyenest egy E pontban metszi ugy, hogy AD

¢s DE az ABC haromszoggel egyenld teriileti
keresett téglalap oldalai. A masodik valtozatban az
ABC derékszogli haromszdget olyan téglalapba
kivanjuk atdarabolni, amelynek egyik oldala a
befogok szamtani, mértani, harmonikus vagy
négyzetes kozépértéke. A harmadik valtozatban pedig
azt az ismert tényt hasznaljuk fel, hogy ha P az ABC

derékszogli haromszog beirt korének és az AB
atfogonak az érintési pontja, akkor az AP- BP szorzat
egyenlé az ABC haromszog teriiletével. Itt csak a
legutolso valtozatra tériink ki.

Az AB atfogoja  ABC  derékszogl
haromszogre a szokdsos jeloléseket megtartva
teljestiljion az a<b(c feltétel, tovabba az O

kozépponta és r sugard beirt kor érintse az

AB, BC,CA oldalakat a P, Q, R pontokban.
Vélasszuk ki az atfogot és probaljuk meg felosztani
azt két olyan szakaszra, amelyek egy ugyanakkora
teriiletli téglalapnak az oldalai lesznek. Ha ezen
szakaszok hosszat X és y=c-—Xx jeloli, akkor az
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xy =t(ABCA) teriileti feltétel az x> —cx+ a?b =0

masodfoku egyenletre vezet, amelynek gyokei

c+yc’-2ab _cxva’+b’-2ab _cxy(b-a)’ c+(b-a)
2 2 2 2

. c+b-a . c-b+a
vagyis X=———=85-a ¢ y=——=
2 2

ahol s az ABC haromszog félkeriilete. Ennek alapjan
azonnal észrevehetd, hogy az a pont, amely az atfogot
az X és Yy hosszusagu két szakaszra osztja, egyuttal a
beirt kor és az atfogo érintési pontja. Elérkeztiink tehat
a kovetkezd tételhez:

Ha P az ABC derékszogli haromszog beirt

s—b,

korének és az AB atfogonak az érintési pontja, akkor
az AP.BP szorzat egyenld az ABC haromszog
teriiletével.

Ez a tény a derékszogli haromszognek egy
kiilonleges tulajdonsaga, amelyre a kovetkezd direkt
bizonyitas adhato:

AP-BP:(s—a)(s—b):_a+b+c~a_b+c _[c-(a=b)] [c+(a-b)] _
2 2 2 2
:czf(jfb)z :(az+bz)7(el:72ab+bz):a7b:t(ABCA).

17



Az értekezésben erre a tételre alapozva harom
atdarabolést targyalunk, amelyek koziil itt csak az
els6t mutatjuk be két valtozatban. Az els6hoz
megszerkesztjiik azt az APED téglalapot, amelyre

AD = BP, s ekkor m)y miatt a DE egyenes az AC
¢s BC befogokat az A" és B’ pontokban metszi
(2.2.1. abra). Igy az ABC haromszog felbomlik az
A'B'C’' haromszogre, valamint az APEA’ és BPEB'
trapézokra. Az ABC — APED atdarabolast
megkonnyiti, hogy az APEA' trapéz mar részét képezi
az APED téglalapnak, tovabba a  BPEB' trapéz
atrakhato az ADFG trapézba, ahol F a DE szakasz
olyan pontja, amelyre DF =y, G pedig az AC
befogo olyan pontja, amelyre AG = BB'. Ekkor

F 4 b

— |
1

2 i

G ks

el
(X
X R
2.2.1. abra




és
FG :AD—AG-cosﬁ:(s—b)—(S_bb)a: (S_b)éb_a)

miatt az ASA szerint A'B'CA = A'GFA, s igy az
atdaraboléds harom részre bontassal elvégezhetd:

ABC — A'B'C + BPEB' + APEA’ - A'GF + ADFG+ APEA’ — APED

A mésodik valtozat analog moddon targyalhatd
(2.2.2. ébra).

2.2.2. abra

Mindkét valtozat barmely o e (0°,45°] esetén

kivitelezhetd atdarabolast ad, jollehet az « =45°
esetben az 1 jelli hdromszogek eltlinnek, tovabba a 2
¢s 3 jelt trapézokbdl egybevagd haromszogek lesznek,
s ezaltal az egyenldszaru derékszogli haromszogre
kozismert alakzatot kapjuk.

Végezetil tételezziik fel, hogy a fenti
atdarabolasok alapjat add tételben leirt tulajdonsag
érvényes lenne egy tetszéleges ABC haromszdogre,
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amelynek legnagyobb oldala AB és az azzal
szemkozti szoge y . Ha az AB oldal valamely P belsd

pontja az AB egyenes ¢s az ABC haromszog beirt
korének az ¢érintési pontja, azaz AP =s-a ¢&s
BP =s—b ugy, hogy az AP-BP =t(ABCA) teriileti
feltétel teljestil, akkor

AP-BP =(s-a)s-b)=- [c+ b-a)lfo - (b-a)l= " - (b-a)']-

:i[(az +b? ~2abcosy ) (b* ~2ab+a’) :M,

ab -sin . .
GOSMT iatt siny +cosy =1,

ahonnan t(ABCA)=
és ennélfogva » =90°, mivel 0° (y(180°. igy tehat az
ABC haromszog derékszogli, ¢és kimondhatdo a
kovetkezo tétel:

Egy héaromszog akkor ¢&s csak akkor
derékszogli, ha valamelyik oldalat a beirt kor érintési
pontja ugy osztja két szakaszra, hogy azok hosszainak
szorzata egyenld a haromszog teriiletével.

Ez a der¢kszogl haromszog egyik kiilonleges
tulajdonsdga, ami tobb mas modon is igazolhato.
Koziiliik itt bemutatunk egyet, amely a Heron képletre
alapul, s ahol x, y, z jeloli az A, B, C pontokbol
huizhaté érintészakaszok hosszat, valamint T az ABC
haromszog teriiletét:

20



(x+y+z)xyz  T°
(x+y+z)z T-z
.

T=xy=

;
=T.—,
z

ahonnan z =r, s emiatt y =90°.

Megjegyezzilk még, hogy a befogdkra is
probalkozhatunk hasonld jellegli felosztassal, ami
azonban a rdvidebb befogoéra egyaltalan nem, és a
hosszabbik befogora is csak b > 2a esetén jar sikerrel.
2.3. A haromszog szogfelezéinek hossza

A haromszog bels6é szogfelez6i hosszanak az
oldalakkal torténd meghatarozasa utolso feladata volt
a 2001. majus 21-én délutanra kitlizott kozos irdsbeli
érettségi-felvételi feladatsornak. Ebben a feladatban
egy ismert, de a tanuldk szdmara ismeretlennek
feltételezhetd  Osszefliggés  bizonyitasat  kellett
megadni, ami csak a koézépiskolai matematika anyag
alapjan is tobbféleképpen elvégezhetd.

Az értekezésben targyalt sokféle bizonyitas koziil
itt csak egyre tériink ki. Ehhez azt az ismert tényt
hasznaljuk fel, hogy a trapéz atloinak metszéspontjan
at az alapokkal parhuzamosan huzott szakasz az
alapok  harmonikus kozépértéke. Az ABC
haromszogre az AC < BC feltételt megtartva jeldlje
A’ az Aés B’ a B pontnak az ACBZ felezéjére
vonatkoz6 tiikorképét (2.3.1. dabra). Minthogy a

tikortengely merdlegesen felezi az AA' és BB’
szakaszokat, igy az AA’BB’ négyszog egy olyan
szimmetrikus trapéz,
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2.3.1. abra

melynek az AB és A'B' atloi a tekintett szogfelezd
C1 végpontjaban metszik egymast. Ha ezen a ponton
at parhuzamost huzunk az alapokkal, akkor e

parhuzamosbol a szarak altal kozrefogott XY szakasz
az AA' ¢és BB' alapok harmonikus kozepe, azaz

Y = 2 AA-BB' , ahonnan AA'=2bsinZ  &s
AA'+BB' 2
BB'=2asin~ helyettesitéssel XY = 4ab sin. S
2 a+b

minthogy a  konstrukcid6 miatt fennadll az
AA'CA ~ BB'CA ~ XYCA hasonldsag, ezért az XYC
egyenlészari haromszog CX oldala is harmonikus
kozepe az AC = b és B’C = BC = a megfeleld
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oldalaknak, vagyis CX :it;) teljesiil. Mindezek
a—+

alapjan a CXC; derékszogii haromszogbol

{ ZCC, = CX-cos = 220 'l\/(a+b)2—c2 _yabl@+b’ ']
! 2 a+b 2 ab a+b
Ertekezésiinkben az irasbeli dolgozat javitési
utmutatgjaban  kozolt  hdrom  megoldast s
beleszamitva husznal is tobb kiilonb6z6 bizonyitasi
moddot mutatunk be azzal a kettds céllal, hogy egyrészt
minél jobban atfogjuk a felhasznalhatd tételeket,
masrészt ezt a témat minél tobb teriileten
megjelenithetové tegyiik. Ezt a célt szem el6tt tartva
bizonyitjuk a Steiner-Lehmus-tételt, megvizsgaljuk a
haromszog szogfelezdin a beirt kor kdzéppontja altal
létrehozott szakaszok egybevagdsaganak az eseteit,
tovabba megmutatjuk, hogy a héarom szogfelezd
ismeretében nem szerkeszthetd haromszog.

2.4. Euler egyenes

Az Euler-egyenesrdl ismert, hogy a haromszog
egyik oldaldaval pontosan akkor parhuzamos, ha az
ezen az oldalon 1évé belsé szogek tangenseinek
szorzata harommal egyenl6. Ehhez kapcsolodva
Diemente ¢és Klamkin is megmutatta, hogy az Euler-
egyenesnek egy rogzitett oldallal valo
parhuzamossagat feltételezve a haromszog harmadik
csucsa egy olyan ellipszisre illeszkedik, melynek
kistengelye az adott oldal. Az aldbbiakban ugyanerre a
problémara bemutatunk egy szintén analitikus, de
targyalasmodjaban  mégis  eltéré leirast. Ehhez
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valasszuk X-tengelynek a rogzitett AB  szakasz
egyenesét,  Yy-tengelynek  az AB szakasz
felezOmerdlegesét, s ezaltal az O origonak az AB
felezopontjat. Legyen A(— 1,0), B(I,O) ¢és keressiik
azon C(x,y) pontok halmazat, amelyekre az ABC
haromszog g Euler-egyenese parhuzamos az AB
oldallal. Minthogy a g”ﬁ helyzethez az ABC
haromszog csak hegyesszogli és nem-egyenlOszara

lehet, ezért az M, S és K pontok kiilonbozdk, s igy az
Euler-egyenes egyértelmiien megadhaté példaul az

s@%j és K(O,%} pontokkal (2.4.1. ébra),
mikézben S és K helyzete, valamint az a)(K,R)

kortlirt kor sugara a mozgd C pont elhelyezkedésétol
fliggden valtozik. Ekkor barmely lehetséges C pontra
az ABC haromszog (K,R) koriilirt korének

2
egyenlete X + (y —~ %) =R’, ahonnan az
2

2
R* =1+ (%) osszefiiggést felhasznalva x* + y? =1,

vagyis C egy origd6 kozépponti olyan ellipszisre
illeszkedik, amelynek féltengelyei 1 és NE) hosszuak,
kivéve az A,B,D és E tengelypontokat (2.4.2. abra).
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Ezen probléma altalanositasaként az
értekezésben  analitikus  geometriai  eszkozokkel
vizsgaljuk azt az esetet, amikor az Euler-egyenes egy
rogzitett oldallal valamilyen 0° és 90° kozotti adott
szoget zar be, s azt a valaszt kapjuk, hogy a harmadik
csucs mindig egy masodrendi gorbére illeszkedik, ami
a szOg nagysagatol fliggden ellipszis, parhuzamos
egyenespar vagy hiperbola.

3. Korgeometria

A korgeometriai részben harom egymashoz
szorosan kapcsolodo témat dolgozunk fel: a pont korre
vonatkoz6 hatvanyat, tovabba a pont inverzének és két
kor hatvanyvonalanak a szerkesztését.

3.1. Pont korre vonatkozo hatvanya

A pont korre vonatkozo hatvanyanak bevezetése
a legtobb geometria konyvben hasonlé haromszogekre
alapul, amibdl az eldkészitd tételre eleve egyetlen
bizonyitasi lehetéség adodik. Eppen ezért valasztunk
mas utat az értekezéslinkben, ahol a tekintett fogalmat
a kovetkezd vektoralgebrai megfogalmazasa tétel
késziti eld:

Az O kozéppontu r sugara k kor sikjanak
legyen P egy tetszéleges pontja és g egy P-re
illeszkedd olyan egyenes, amelyre gnk = {A,B}.

Igazolando, hogy a PA-PB szorzat értéke a g szeld
helyzetétél fiiggetleniil OP? — r%.

26



A bizonyitishoz (3.1.1. abra) a PA és PB
vektorokat kéttagi 0sszegekre bontjuk gy, hogy egy
nevezetes azonossag alkalmazhat6 legyen:

_— — [ —\ [— —\ —2 —2

PA-PB = (PF + FA)-(PF - FA): PF —-FA ,

majd az OPF ¢és OAF derékszogl haromszogekre egy-
egy Pitagorasz-tételt alkalmazva

PA-PB = (OP* —~OF ?)-(0A” ~OF *)= OP> - r?.

.,T %’

=

3.1.1. abra

Erre a tételre az értekezésben még tovabbi négy
bizonyitast ismertetiink.

27



3.2. Pont inverze

A pont inverzének megszerkesztése megint egy
olyan probléma, amire szintén tobbféle megoldas
adhato: értekezésiinkben tizennégy modot

3.1.2. abra

ismertetiink. Ezek koziil az els6 négy kozismert,
viszont a tobbi, amelyekhez mélyebb ismeretek
sziikségesek, csak alig vagy egyaltalan nem ismertek.
Itt e gazdag valasztékbol kettdt mutatunk be.

1. mod (3.1.2. ébra):
Ha OP N = {A,B}, akkor P <> P’ miatt a P

pont 10 korre vonatkozo hatvanyéra
PA-PB=0P’-a’=0P”-OP-OP’'=0OP(OP -OP')=OP - PP’

, amib6l a PP’ szakasz megszerkeszthetd.

Az A ¢és B pontok eldallitdsa utan PP’ szakasz
a PO:PA=PB:PP' arany alapjan szerkeszthetd.

Ehhez P kezddponttal felvesziink egy (az AB egyenes
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altal nem tartalmazott) félegyenest, ezen PM = PA
feltétellel szerkesztiink egy M pontot, azt O-val

Osszekotjiikk, majd a B-n at OM -mel parhuzamos
metszi PM félegyenest egy N pontban, amit P koriil
leforgatunk az AB egyenesre: az igy kapott pont P’.

Hogy ez a P’ pont az OB szakasz belsejében van,
ahhoz igazolni kell a PB(PP'(PO egyenl6tlenséget,

ami PP’ = PA-PB miatt  egyenértékii  a
PO

PO-PB(PA-PB(PO” egyenldtlenséggel. Ennek bal

oldala PO(PA, mig jobb oldala

PA-PB=(PO+a)PO-a)=P0O”-a’(PO’  miatt
teljesiil. Az OP-OP'=a’ 0Osszefiiggés pedig
PA-PB = OP? —a* miatt, ugyanis
OP-OP' = OP(OP—PP')=0OP> — PA-PB = OP” —(OP” —a’)=a’.

2. moéd (3.1.3. abra):

Legyen OPNw=B és k a BP szakasz folé
rajzolt Thalész-kor, ami nem halad 4t az O centrumon.
Ekkor P <> P’ és B'=B miatt k kor képe a BP’
szakasz folé rajzolt k' Thalész-kor, mikozben a Kk és
k" koroknek O a kiilsé és B a belsd hasonlosagi

: . 1., OP BP
pontja. Ezen hasonlésagbh6l — = ——, ahonnan a
OB BP’

BP’ szakasz megszerkeszthet6, s ezaltal P’ is.
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3.1.3. abra

A BP' szakasz a fenti arany alapjan
megszerkesztve BP(OP miatt az OB szakasznal

rovidebb, s igy P’ az OB sugar belsé pontja.

3.3. Két kor hatvanyvonala

Minthogy  két nem  koncentrikus  kor
hatvanyvonala olyan egyenes, amely merdleges a két
kor kdzéppontjait 6sszekdtd egyenesre, ezért a két kor
felvételét kovetden elegendd a keresett hatvanyvonal
egy pontjat ismerni. K6z6s ponttal rendelkezd két kor
esetén a kozos pont nyilvanvaléan megfeleld, igy erre
az esetre itt nem tériink ki, de még a két egybevagd
kor esetére sem, mivel ekkor a centralis szakasz
felezopontja rajta van a keresett hatvanyvonalon. A
fennmarado altalanos esetben, amikor a két diszjunkt
kor nem koncentrikus és nem egybevagd, a két kor
hatvanyvonaldnak megszerkesztésére az értekezésben
tizenegy kiillonb6z6 modot ismertetiink, amihez a
hatvanyvonal pontjainak a hatvanyvonal
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értelmezésébdl  kovetkezé  tulajdonsagain  tdl
felhasznéljuk az inverzido mélyebb tételei alapjan
adodo lehetoségeket, s6t az egyik modnak még egy
altalanositasat is targyaljuk. Itt egyeldre be kell érniink
az alabbi két szerkesztési moddal.

1. mod (3.3.1. abra):

Legyenek M €k, és N €k, olyan pontok,
amelyekre O,M_LO,0, és O,NLO,0O, teljesiil,
tovabba legyen P az 1,(0,,0,M) és 1,(0,,0,N)
korok valamelyik metszéspontja. Ekkor P-nek a k; és

k, korokre vonatkozo hatvanya
h(P)=0,M?-r*=0,0," és

h,(P)=O,N* -r,> =0,0,%,
azaz h(P)=h,(P) miatt P rajta van a h,
hatvanyvonalon, ami egyuttal az |, és |, korok kozos
szel6 egyenese.

Megjegyezhetd, hogy O,M)r, és O,N)r,
miatt P kiviil van az adott k, és k, korokon, s ezért P-
bl a korokhoz huzhato érintészakaszok hossza O,0, -

vel egyenld. Ezen érint0szakaszok hossza masként is
megvalaszthatd: valamely x)0 valds szdm pontosan

akkor megengedett, ha \/rl2 +Xx° +\/r22 +x*> >0,0,
teljestil.
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3.3.1. abra

2. mod (3.3.2. 4bra)
Jelolje | és O a k; és k, korok belsd és kiilsé

hasonlosagi pontjat, tovabba legyen
0,0, N (k, Uk,)={K,L,M,N}, ahol a
K—-L—-M —N elrendezés teljesiil. Valasszuk az O
centrumi  a’=OL-OM  hatvanyll  inverziot,

amelynek alapkére az @(0,a) kor. Ekkor az ol
atmér6jii k kor k' inverze azonos a k; és k, korok
h,, hatvanyvonalaval.
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3.3.2. abra

Az w(0,a) kér kénnyebben megszerkeszthetd,

ha felhasznaljuk, hogy @ merdleges az LM és KN
atmérdjl korokre.

4. Moédszertani elemzés

A modszertani elemzés alapjaul a 2001. majus 21-
én délutanra kitlizott érettségi-felvételi feladatsor
utolso feladata szolgélt, ami a haromszog egyik belsé
szogfelez6je hosszanak az oldalakkal torténd
meghatarozasat irta eld bizonyitasos formaban, s igy
ez az ¢értekezés egyik el6zd fejezetéhez szorosan
kapcsolodik.
Feladat: Egy haromszog oldalainak hossza a, b, C.
Mutassa meg, hogy az a és b oldalak altal kozbezart

\/ab[(a+b)2 —-c?]
a+b '

szogfelezd hossza:
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Ez a feladat két okbdl is a nevezett feladatsor
legnehezebb feladatanak tarthatd: egyrészt nem
egyszeriien szamitasos, hanem direkt bizonyitdsos
jellegli, jollehet némi konnyitést jelenthetett a
bizonyitand6 formula megadisa, masrészt a
haromszog szogfelezdjének hossza a kozépiskolai
matematika anyagaban eléggé mell6zott téma, bar
éppen ezért a bizonyitds elvégzése nem valhatott
reproduktiv folyamatta.

A fenti feladathoz kapcsolédva modszertani
felmérést  végeztem a  Debreceni  Egyetem
Koézgazdasagtudomanyi Karara jelentkezdk
hozzaférhetd  felvételi  dolgozatai alapjan. A
felméréshez a problémamegértés, problémamegoldas
¢s az ismeretek alkalmazasa szintjeinek mérése
céljabol a kovetkezd itemsort allitottam Gssze:

Hozzakezd a feladathoz.

Van értékelheté a munkajaban.

Készit abrat.

Helyes abrat készit.

Jeloléseket jol alkalmazza.

Az alapabrat kiegésziti.

Az adott kiegészités felhaszndlhaté valamely

megoldashoz.

8. Az ébra altaldnos haromszogre utal.

9. Ismeri a szdgfelezd fogalmat.

10. Ismeri a szogfelezdre vonatkozo ardnyossagi tételt.

11. Minden mas felhasznalt fogalom vagy tétel
ismerete helyes.

12. Minden mas felhasznalt tétel alkalmazasa helyes.

13. A bizonyitas 1épéseit indokolja.

NNk W=
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14. Teljesen és hibatlanul megoldotta a feladatot.

15. Az adott megoldas altalanos.

16. A bizonyitandobol indul ki, de nem jut
megoldasra.

Ezen itemsor konkrét miikodésére egy példaként
tekintsiik a kozpontilag kiadott alabbi elsé megoldasi
valtozatot.

Megoldas:
Legyen a C-nél 1év0 szog vy, a szogfelezd AB -vel

kozos pontja Cq és a C_C1 szakasz hossza f, .

C
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bf
Az ACC; héaromszog teriilete Tysing, a BCC,

. L oaf oy
haromszogé TSIH—

Ezek 6sszege az ABC haromszog teriiletével egyenld

bf af
“rsin? 4 Trgin? = a—siny.
2 2 2 2 2

Mivel siny = ZSin%cos%, ezért sin% -vel osztva

mindkét oldalt (sin% #0):

(@a+b)f, = 2ab-cos%.

Ebbbl ab#0 miatt

coslza—wf.
2 2ab 7

frjuk fel az ABC haromszogre a koszinusztételt:
¢’ =a’+b*—2abcosy,

amelybdl

a’+b?—c?

COSYy =
4 2ab
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Helyettesitsiik ezt ¢és a cos” -re kapott kifejezést a

r

2cos’ - =1+cosy egyenléségbe:

2 2 2 A2
2[a+bfyj 1.8 +b’ —c _

2ab 2ab
Ebbél
2
%fﬁ =2ab+a’+b%-c?,
a
azaz

£ ab[(a+b)*> —c?]
! (a+hy>
Mivel f,  pozitiv, ezért

f

B \/ab[(a+b)2 -c?]
- a+b '

E megoldasbol az alabbi konkrét itemsor adodik:
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A feladat megoldasa utdn kovessiik végig a
megoldas fejlodésének menetét, azaz a megoldas
felfedezése soran kialakuld gondolatok lancolatat.
Felfedezni a megoldast annyit jelent, mint megtalalni
az Osszefliggést a rendelkezésre allo adatok és az
ismeretlen kozott. A megoldd a feladat elsé
felvazolasakor még nagyon egyszerii képet alkot,
osztatlan €s Osszetett egészként latja a haromszoget ¢és
a kijelolt belsé szog felezdjét, szinte minden tovabbi
részlet nélkiil, s csak annyit tud, hogy mi az ismeretlen
valamint mik az adatok és a feltételek. A megoldd
figyelmét kezdetben hol az egyik, hol a masik részlet
vonja magara, de egy i1d6 utan ez a figyelem
szelektalni kezd, wvagyis nem térddik tovabb a
probléma szempontjabol 1ényegtelen dolgokkal,
viszont megragadja mindazt, aminek jelentdsége van
vagy lehet. A megold6 igen fontos tennivaldja, hogy
figyelmét az elérendd célra Osszpontositsa, azt a
megoldas kozben soha ne veszitse szem eldl, vagyis
allanddan figyelje a végét. Erre a végcélra iranyulo
vagy az , ami megvaltoztatja a megoldd egész
gondolkodasat, ezaltal a problémat sajatjanak érzi, s a
megoldas akarasa a probléma lényeges részéve valik.

A problémamegoldo értelmi miikodése Osszetett,
s amint eldrejut, egyre tobb és tobb anyagot gyt
0ssze. ElsOként azt nézi meg, hogy mivel rendelkezik:
mi az ismeretlen és mik az adatok. Jelenlegi feladata
éppen az, hogy kitdltse a kozottilk meglévo trt, vagyis
bebizonyitsa a megadott Osszefiiggést. Ehhez alaposan
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szemligyre veszi az ismeretlent: ez egy szakasz
hossza, aminek meghatarozadsara tobb oOtlet 1is
kinalkozhat. Talan ki kellene egésziteni ugy az abrat,
hogy ez a szakasz egy derékszogli héaromszog
valamelyik oldala legyen. Ilyen kiegészités viszonylag
egyszerlien adodik a felezett szog csticsabol kiinduld
magassag berajzolasa révén, amde ezaltal két masik
ismeretlen szakasz is belép. S mivel az ujabb
ismeretleneknek az adatokkal torténd kozvetlen
meghatarozasa tul hosszadalmasnak latszik, igy ez az
irany mégsem a legcélszertibb. A megoldd éppen ezért
nem indul el ezen az uton, hanem masikkal
prébalkozik. Egy ismeretlen szakasz
meghatarozasdnak tovabbi szokasos moddja, hogy e
szakaszt valamely oldalként tartalmaz6é hasonld
haromszogeket keresiink, de daltaldnos haromszoget
tekintve az alapabran nem fedezhetd fel két hasonlo
haromszog. Talan alkalmas kiegészitéssel adodna erre
lehetdség, am ha a megold6 nem akarja kiegésziteni az
abrat, akkor vissza kell térnie az ismeretlen szakasz
értelmezéséhez  vagy annak valamely ismert
tulajdonsagahoz. Ertelmezés szerint a szogfelezd a
felezett szoget két egyenld részre osztja, s bar ezaltal
elsd pillanatra megint két ismeretlen van: egy szog ¢€s
a fele, de a megold6 mégis azt reméli, hogy ebben az
iranyban haladva kozelebb juthat a célhoz. Most mar
csak a dontd gondolatra van sziiksége, ami altalaban
nem kivansagra jon, hanem tdbbnyire spontan otlik
fel, és megvaltoztathatja a megoldonak a feladatrol
valo elképzelését. A megoldo tehat még egyszer
megnézi az ismeretlent, s radébben arra, hogy ez a
szogfelez0 szakasz az eredeti haromszoget két
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diszjunkt haromszogre vagja szét. Igy az ismeretlen
szakasz 0j jelentést kap: koz0s oldala lesz két olyan
haromszégnek, = melynek  teriilete  célszertien
kifejezhetd két oldal ¢és a kozrefogott szog
segitségével. A teriilet additivitdsa miatt pedig ezen
két részharomszog teriileteinek Osszege egyenld az
eredeti haromszog teriiletével, amit most szintén a két
oldal ¢és a kozrefogott szog segitségével érdemes
kifejezni. Ezaltal a megoldd Osszefiiggést talalt az
ismeretlen és bizonyos adatok kozt, bar ez még
egyaltalan nem a végcél, mivel tartalmaz nem kivant
segédismeretlent, ¢és ugyanakkor nincs benne
mindegyik adat. Mégis ez lehet a dontd gondolat,
aminek felotlése utdn a megold6 egyre tobb
kapcsolatot 14t meg. Innentdl kezdve az eldrehaladas
iiteme felgyorsul, s6t mar a megoldas kozelsége is
¢lénken érezhetd. A megoldd észreveszi a kétszeres
szogek szinuszara vonatkoz6 azonossag alkalmazasi
lehetdségét, a koszinusz-tétel révén bevonja a
megoldasba az eddig kimaradt harmadik oldalt, majd a
félszogek  koszinuszara  vonatkozd  azonossagot
alkalmazva olyan Osszefliggéshez jut, amelyben mar
csak az ismeretlen és az adatok szerepelnek, s ebbdl az
ismeretlen kifejezésével célba is ér: a bizonyitas kész.

Mint minden bizonyitas, ez is érvek és
kovetkeztetések viszonylag nem tul hossza lanca, de
ha csak egyetlen lancszem is hidnyozna, akkor
megszakadna az érvek lancolata, s a bizonyitds nem
allna ki a probat Az a tény pedig, hogy a megoldo az
ismeretlen értelmezését hasznalta fel és az alapabrat
nem egészitette ki, azért volt szerencsésnek tarthato,
mert tarsult e folyamathoz egy dontd Otlet, aminek
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révén a cél elérhetévé valt. Egy masik megoldas
kezdetén megtehetd, hogy az ismeretlennek tovabbra
is az értelmezését hasznaljuk fel, vagy pedig
valamilyen Ilényeges tulajdonsagat. Mindkét eset
tovabb kombinalhato egy-egy alkalmas kiegészitéssel,
ami tobbnyire Ujabb szakasz és csak nagyon ritkdn
koriv. A megoldashoz elvezetd logikai Gsszefiiggések
rendszere, s ezaltal a dontd gondolat is lényegesen
eltéré lehet. Az igy eldallé kiilonbozé megoldasok
koziil az tekinthetd egyszeriibbnek, amihez kevesebb
hattérismeretre van sziikségiink, jollehet mélyebb
matematikai tételek birtokaban rovidebb és elegansabb
megoldas is adhato.
Az erre vonatkozo felmérésben vizsgaltam az adott
probléma megértésének, megoldasanak és az ehhez
felhasznalhaté, de csak a kozépiskoldban tanult
matematikai ismeretek alkalmazisanak a szintjeit. A
felméréshez sziikséges adatbazist a Debreceni
Egyetem Kozgazdasagtudomanyi Karara jelentkezok
hozzaférhetd dolgozatai alapjan allitottam Ossze. Ezen
felméréshez kapcsolédva kitérek még a vizsgalt
feladat valamely megoldasdhoz felhasznalhato
tételekre, tovabba annak bemutatdsira, hogy ezek
koziil melyeket alkalmaztdk a jelentkezOk. Mindezek
alapjan arra a megallapitasra juthatunk, hogy a
felvételizOk tobbsége szamdra nagyobb problémat
jelent  valamely tétel alkalmazhatosdganak a
felismerése, mint az alkalmazas tényleges kivitelezése,
s ez egyértelmiien az Osszetett gondolkodasi
miiveletek hidnyossagara utal.

Végezetiil az elemzés egy az egész értekezést
atfogd kitekintéssel zarul, amelyben arra a nem
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konnyt kérdésre keressiik a valaszt, hogy egyaltalan
miért is van sziikség bizonyitdsra ¢és tobbféle
megoldésra.
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Teaching Ideas of Certain Themes in Elementary
Geometry

Introduction

The main purpose of the present dissertation is to
describe how to train students’ mathematical thinking
so that they want to search after more solutions of the
same problem. Students have to realize that the work
doesn’t really end after they had found the first
solution, but they have to look for simplified ones
with less theoretical background, while they carry out
certain thinking operations, and can attain additional
knowledges.

We also have to get students not to accept their
first conjecture without making a thorough
examination of its universal validity, that is, they must
understand the importance of proving their statements.
Thus, the search either for more solutions or for new
proofs enables students to become a person beeing not
passively but creatively receptive. And this is one of
the most important tasks of teaching mathematics.

According to the above aims, I have selected
some problems from the following themes in
elementary Euclidean geometry of triangles and
circles.

Geometry of triangles

The Pythagorean theorem group

The present purpose isn’t to treat the whole
literature connected with this theorem-group, but to
describe some dissection proofs that offer excellent
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possibilities to discover any of these theorems in a
very early playful form. The mathematical background
is the converse of the fundamental theorem of
polygonal dissections, that is, the Bolyai-Gerwien
theorem, inclusive of the congruency proofs given in
an exact manner. As to the Pythagorean theorem, I
detail five known dissection proofs, as well as two
neglected elementary generalizations that aren’t
common or usual in the mathematical literature. The
first generalization is of the form ¢ = a’+ bd where
a, b, ¢ are the lengths of sides of an oblique triangle
ABC and d is the distance between A and the image
of C by the symmetry about the line of the altitude to

side AC . The second one is given by the formula a’
+ b? = (c + d)*> + d> where d denotes something
unlike before, namely the absolute value of the

difference m, —% .

For the theorem on the mean property of the
altitude to the hypotenuse, as well as for the theorem
on the two legs, we demonstrate some general
dissection proofs containing also certain new ideas.

On dissections of a right triangle into a rectangle

After presenting the well-known dissections of a
triangle into a rectangle of the same area, we detail a
special dissection possibility based on the following
theorem:

If P is the point of tangency of the inscribed

circle and the hypotenuse AB of right triangle ABC ,
then the product AP -BP equals the area of triangle
ABC.
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This fact is a unique property of the right triangle
we want to deal with. Its direct proof is very simple or
even boring, but all the more challenging and
interesting are the dissections we have presented here.

The length of the angle bisector of a triangle

The original problem is to prove the formula for
the lengths of the interior angle bisectors of a triangle
in terms of the sides. We present twenty-four different
proofs by applying either similar triangles or
trigonometric and vector calculations or even the
Theorem of Stewart. And finally, we present also
three applications of the proved formula. Of course,
this great variety should not be taught in one lesson,
but in several teaching situations.

On the the Euler line of a triangle

The first question, whether Euler’s line is ever
parallel to a side of a triangle, has been investigated
algebraically. To this investigation we considered a
non-isosceles triangle ABC with fixed vertices A and
B, and searched for the locus of C when Euler’s line is

parallel to side AB . The result is an ellipse centered

at the midpoint of side AB , with semiminor axis >

and semimajor axis , except the endpoints of

its axes.
The second question, on what condition intersects
Euler’s line a certain side under a given angle ¢ with
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0° < @ <90° can be treated in a very similar way, but
the result is more complex than before. Now the locus
we sought after is an ellipse, a pair of parallel lines or
a hyperbola, according as 0° < ¢ < 60°, ¢= 60° or
60° <@ <90°.

Geometry of circles

The power of a point with regard to a circle

The power of a point with regard to a circle is
generally based on the following theorem: ,,If a line is
drawn from a fixed point P to intersect a circle k(O;r)
at A and B, then the product PA-PB is constant.” Its
proof can simply be treated using similar triangles.
However, the constant result PA-PB=O0P*—r?
involves the problem how to sign the left side of this
equation if previously the length of a line segment was
accepted to be non-negative. Well, if we do
vectoralgebraic treatment, the sign derives from inner
properties of the scalar product. That’s why we choose
this way, and then present five proofs using vectors.

How to construct the inverse of a point?

Since the inversion in a circle is involutoric, and
each point exterior to the circle of inversion is uniqgely
associated an interior point , it is enough to deal with
the construction of the inverse of a point outside the
circle of inversion. Then, for an interior point, we can
mostly use the converse of the construction process
used before. The beauty at the construction of the
inverse of a point is involved in its great variety. It can
be done using elementary or even deeper theorems, as
well as using either compass or lineal alone. The
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presented fourteen ways don’t want to suggest that
there is no more chance of finding another new one.

How to construct the radical axis of two circles?

Since the radical axis of two non-concentric
circles is a certain line perpendicular to the line of
centers, it is enough to know one of its points if we
want to draw this line. Such a point can be constructed
in many different ways. The two common ways are
based either on the construction of the radical center
of three circles, or on the construction of the
intersection point of the radical axis and the line of
centers of the two given circles. We present three
ways for the construction of this intersection point,
three ways for the construction of a proper point
outside the two circles, from where tangents of equal
length can be drawn, and again three ways using
certain properties of the inversion in a circle.

Methodological investigation

The proof of the formula for the length of the
interior angle bisector of a triangle was the 8th
problem in a central entrance exam organized 2001 by
the Faculty of Economic Science of the University of
Debrecen. This problem formed the subject of our
methodological investigation based on the available
works written by the participants. The purpose of this
investigation was to measure the level of
understanding and solving the problem, as well as to
measure also the level of adapting certain necessary
mathematical theorems, furthermore to compare and
analyse the given solutions.
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Throughout all of the above themes, we have
sought after very new ideas that can be fitted in a
certain solution of a given problem, as well as after the
converse and the generalization of a selected theorem
in elementary geometry. This is why one can make
good use of the compiled teaching material not only in
secondary but also in higher education.
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