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1. fejezet

Bevezetés

Az informacios térsadalom tagjaként annyi informécié éri a mindennapok emberét, hogy csak annak
toredékét dolgozza fel. Agya megprobélja szelektalni a relevans informacidkat, méar amennyiben képes
erre egy olyan manipulativ média mellett, mint napjainké.

Az informécié kinyerése nem csak individuumként fontos feladat, statisztikusként, szociologusként,
informatikusként gyakran talalkozik akkora adattablakkal melyek feldolgozasaval nem csak az em-
bereknek, de a szamitogépeknek is meggyftilik a baja. A felesleges adatok kisziirésére kiilon tudoméanyag
is épiilt, az adatbanyaszat.

Informatikus hallgatoként azért vonzo a feladat, mert gyakran talalkozom tanul6 algoritmusokkal.
Ezek feladattol fliggben akér oridsi allapottereket is atszamolhatnak minden iteracié soran. Jelenlegi
szamitogépem nem csak a http://www.top500.org/ oldalon listazott gépek szamitasi teljesitményéhez
képest gyenge, de egy atlagos mai konfiguracidhoz képest is van szégyenkezni valoja. Ezért a tobbet
ésszel, mint erével elv motivalta munkamat.

Dolgozatomban egy olyan eljarast implementaltam, mely segitségével a fent vazolt probléma nagymérték-
ben redukalhat6, hiszen egy nagy adatméatrix redukalt komponensd becslésével a szamitéasi igény
csOkken. Erre létezik tobb megoldas is, &m az adatok sokfélesége miatt egy altalanos megoldés utan
néztem, igy akadtam ra a G2L2M modszerre, mely t6bb modellt is magaba foglal.

Ugy gondolom, hogy az informacios tarsadalom tagjait az szolgélja legjobban, ha az egyes fe-
jlesztésekhez nem csak egy korlatozott csoport fér hozza, ezért egy olyan matematikai rendszert valasz-
tottam, melynek barmely platformra létezik implementéacioja, azok miikbdése nem tér el egyméstol,
és végiil nem utolsé sorban ingyenesen hozzaférhets. Ezeket a kritériumokat a GNU Octave rendszer
mind magaba foglalta, és hasznélata is kényelmes. Az implementalt algoritmus kompatibilis a MatLab
rendszerrel is, igy az azzal rendelkezdk is felhasznalhatjak a programomat.

Diplomamunkiam méasodik fejezetében a becsléselméleti alapfogalmakat tisztdzom, harmadik fe-
jezétben pedig alapvets dimenziocsokkents eljarasokat irok le. A negyedik fejezet soran a GLM mod-
szert irom le, majd az 6tddik fejezetben a cimben megjelolt modszer leirdsat kozlom. A hatodik
fejezetet az algoritmusnak, illetve a felhasznalt programozoi feliiletnek szentelem. Hetedik fejezetben
osszefoglalom a dolgozatom sorén elért eredményt, és javaslatot teszek a tovabblépésre is.

Minden fejezet végén talalhatd egy rovid Osszegzés a fejezetben olvasottakrél, valamint a fejezet

megirasahoz felhasznélt irodalmak listdja, és az ahhoz fiizott esetleges megjegyzések.



2. fejezet

Becsléselméleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben a dolgozat megértéséhez sziikséges alapfogalmakat ismertetem, melyeket a késéb-
biekben fel is hasznélok. Az egyetemi tanulméanyaim soran az [1] konyvet hasznaltam, igy szamomra
ez a fogalomkor, és jeldlésrendszer a megszokott, emiatt ezt a fejezetet is ennek alapjan készitettem el.
Az elsG részben néhany ismert statisztikai fogalmat definidlok, majd ratérek a becsléselméleti fogalmak

ismertetésére, a becslési modszerek koziil a maximum likelihood becslést kiemelve.

2.1. Statisztikai alapfogalmak

A statisztikai alapfogalmak ismertetését azért tartottam fontosnak, mert fontos becsléselméletben
felmeriil6 definiciok tamaszkodnak ezekre az ismeretekre. Ebben a részben a minta, mintatér, statisztikai

mezd, dtlag, és szorasnégyzet definiciéit irom le, majd magat a statisztikat mint fogalmat is definidlom.

2.1.1. Minta

2.1.1.1. Minta, minta realizacid

Amikor valamilyen jelenséget matematikai néz&pontbol figyeliink meg, akkor elGszor megprobaljuk
megszdmolni, megmérni. A megmért mennyiség jellemez egy megfigyelt jelenséget. Amennyiben
ezt statisztikai szemszoghdl nézziik, akkor ez egy statisztikai valtozod, melyet X-szel jelolink. Ilyen
statisztikai valtozo lehet példaul egy egyetemista naponta szamitogép el6tt toltott ideje percekben
mérve. Ezt a mérést megismételjiik tobb egymaést kovets napon is, igy megkapjuk X;-et, Xo-t, egészen
X,,-ig. Ezt a megfigyelés sorozatot nevezziik mintanak. ,Ezt a megfigyelés halmazt nem egy szam n-
esnek tekintjiik, hanem olyan objektumnak, amely magaba stiriti a megfigyelések eredményeként adodéd

Osszes lehetséges szam n-est.” [1] Ebbdl kivetkezik, hogy a megfigyelés sorozat elemei is statisztikai

valtozok.
Definicié: Az X;,..., X, fiiggetlen, azonos eloszldst valoszintiségi véltozokat mintdnak nevezziik.
Rogzitett w € Q esetén az x1 = X;(w), ..., x, = X, (w)szadm n-est minta realizdcionak nevezzik.

(Itt az Q a hattérben 1év6 eseményteret jeloli.)
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Megjegyzés:

1. A gyakorlatban mindig minta realizaciokat figyeliink meg. FEzek azonban megfigyeléssoroza-

tonként kiillonbdznek egymastol. A minta elméleti fogalma az Gsszes realizéciot magaba foglalja.

2. Ha X egy valoszintiségi valtozo, akkor X-re vett minta alatt az X-szel azonos eloszlésu, fiiggetlen

X1, Xo, ..., X, valoszintségi valtozokat értjiik.

3. Ha F egy eloszlasfiiggvény, akkor F' eloszlasfiiggvényt populacidébdl vett minta alatt fliggetlen,
F eloszlasfiiggvénytd X, Xo, ..., X, valoszintiségi valtozokat értiink. (Isd. [1])

2.1.1.2. Statisztikai mezdé

Amennyiben valoszintiségszamitasrol beszéliink, mindig feltételeziink egy valdsziniiségi mezst, mely a
valoszintiségi valtozo néhany tulajdonsagat irjuk le. Amennyiben X valoszintségi valtozorol beszéliink,
annak ismerjiik az eloszlasfiiggvényét, F-et, valamint azt, hogy X-et Q-n értelmezik. A statisztika
abban kiilonbozik ett6l, hogy itt a feladat pontosan F eloszlasfiiggvény (vagy annak ismeretlen
paramétereinek) megismerése a megfigyelések segitségével.

Definici6: "Legyen © egy nem iires halmaz, és minden ¥ € O-ra legyen (2, A, Py) valoszintiségi mezs.
Az (Q, A, Py), O € © Osszességét statisztikai mezének nevezziik. ©-t paramétertérnek, elemeit

paramétereknek nevezziik.

Az Xi,X5,...,X, minta az Q-n értelmezett a mintaelemek egyiittes eloszlasfiiggvénye pedig
[T, Fo(z), ; € R, i = 1,...,n. Itt Fy(z) egyetlen elem eloszlasfiiggvénye, a minta egyiittes
eloszlasfiiggvénye pedig a fiiggetlenség miatt szorzat alaku. Az Fy eloszlasfiiggvény éppen akkor 1ép
fel, amikor a statisztikai mezén a Py valdszintség aktuélis. A gyakorlatban a statisztikai mezs a
hattérben marad, ténylegesen az Fy eloszlasfiiggvénnyel dolgozunk, célunk az ismeretlen 1 paraméter
felderitése.” [1]

2.1.1.3. Az empirikus eloszlasfiiggvény

Az empirikus eloszlasfiiggvényekrdl akkor beszéliink, amikor olyan feladatot kapunk, mely soran is-
merjiik a mintat, &m annak eloszlasat nem. Ilyen esetben az empirikus eloszldsfiigguényt keressiik. A

definicié kimondasahoz sziikségiink van egy mésik fogalomra, a rendezett mintara.

Definicié: ,Legyen w € ) rogzitett, jelolje X (w) < X5(w) < ... < X (w) az X1 (w), Xa(w), ..., Xn(w)
minta realizici6 elemeinek nagysag szerint novekvs permutaciojat. Az X7 < X5 < ... < X

Definicié: ,Legyen X7, X5, ..., X, rendezett minta. Az

ha © < X7,
ha Xi<x < Xp,,, k=1,...,n—1,
ha x> X}

F(z) =

n

= 3 O

fiiggvényt empirikus eloszldsfiggvénynek nevezziik.” [1]
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2.1.2. Statisztikak

Egy mintat t6bb modon is jellemezhetiink, azonban a legkézenfekvébb megoldas, ha ezt a szorés
segitségével tessziik meg. Az ilyen jellemzés azonban nagyon megtéveszts lehet, valamint érzékeny a
kiugro adatokra is, igy egymagéaban nem elég. Ebben a részben néhany alapvetd statisztikat definialok,

melyeket a kés6bbiekben fel is hasznalok.

2.1.2.1. Empirikus k6zép

SLegyen X1, Xo ... X, minta X-re. Az

- 1
X = E(X1+X2+...+Xn)
valoszintségi valtozot empirikus kézépnek (més szoval minta atlagnak) nevezziik.

Tegyiik fel, hogy X-nek létezik véges varhato értéke: m = EX. Amennyiben m nem ismert, ugy

a minta alapjan meghatarozhaté X varhato értéke és szorasnégyzete:

1 & o
2% _ 2y _
D’X = — > D?X; = —,
1
ahol 02 = D?X az elméleti szérasnégyzet.” [1]
2.1.2.2. Empirikus szoérasnégyzet
Az
1< 9
s2 = - (X; — X)

i=1
mennyiséget empirikus szordsnégyzetnek nevezziik. Az empirikus szordsnégyzet alapjan kovetkeztet-
hetiink X ismeretlen (elméleti) szorasnégyzetére. Ki fog deriilni, hogy erre a célra alkalmasabb s2

alabbi moédositasat hasznélni. Az

n—1

1 & —
sy = Z(Xi -X)?
=1

mennyiséget korrigalt empirikus szorasnégyzetnek nevezziik.” [1]
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2.1.2.3. Statisztika fogalma

sLegyen X, Xo,..., X, minta X-re.

Definicié: Legyen T : R® — R* Borel-mérhet6® fiiggvény. Ekkor a
T(Xy,...,X5)

valosziniiségi vektorvaltozot statisztikdnak nevezziik. A fenti definicioban k rdgzitett pozitiv
egész szam, k értéke leggyakrabban 1. Az empirikus kozép az egyik legegyszertibb statisztika,
ekkor a T fiiggvény:

T(x1,...,2n) = %(ml ootz

2

Természetesen s,

£6.. 7 [1]

és si2 is statisztikak. F)* empirikus eloszlasfiiggvény is statisztikanak tekinthe-

lEgy ¢ : R — R fiiggvényt Borel-mérhetének neveziink, ha ¢~1(B) € B minden B € B esetén, azaz Borel-halmaz
inverz képe Borel-halmaz. [2]
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2.2. Becsléselméleti alapfogalmak

Ebben a részben azokat az alapfogalmakat irom le, melyeket a megértés szempontjabol fontosnak
tartok. A fejezet soran a pontbecsléstsl indulok ki, majd eljutok a becslések kiilonb6zs tipusaiig.

2.2.1. Pontbecslés

Ahogy fentebb olvashato, a statisztikdk feladata egy ismeretlen ¢ paraméter becslése az ismert
X1,..., X, minta alapjan. Feltételezziik, hogy létezik egy ¥* valodi érték, amit a J-val becsliink,
és a minta Py- eloszlast, de ezt nem ismerjiik. A 9* valddi értékét egy olyan fiiggvénnyel probaljuk

megbecsiilni, amely az X1, ..., X, mintajat ©-ba képzi le. Igy a pontbecslés fogalmahoz jutunk.

Definicié: Legyen X1,..., X, minta az (Q, A, Py), ¥ € O, statisztikai mezén, g : © — R* egy adott
fiiggvény és T : R — R* Borel-mérhet§ fiiggvény. Ekkor a

g9 =T(X1,...,Xn)

statisztikat a ¢ paraméter ¢ fiiggvénye becslésének nevezziik. Ha specidlisan © C RF és ¢ az
identikus leképzés R¥F-n, akkor azt mondjuk, hogy a

D =T(X1,...,X,)

statisztika a ¢ paraméter becslése. Ha a minta elemszamaéra is utalni akarunk, akkor a T, illetve

a ¥, jeloléssel éliink.” [1]
Ezzel a definiciéval kapcsolatban t6bb megéallapitast is kell tenniink:

1. ,Vegyiik észre, hogy a definiciéban semmit sem koveteliink meg g és T kapcsolatardl (csak a

dimenzitik egyezését).” [1]

2. ,Mind 19, mind pedig §(¢) valészintségi valtozo, igy értéke realizacionként mas és mas lehet.
Ezzel szemben a 9* valodi paraméterérték konstans, gy a9 (ill. §(¢9)) becslés egy minta realizécié
esetén felvett értéke nagyon messze is eshet a 9* (ill. ¢*(¢)) valodi paraméterértékétsl.” [1]

3. ,A definicibban az tgynevezett pontbecslés fogalmat vezettiikk be. Ez azt jelenti, hogy a o
paraméter kozelitésére a paraméterhalmaz egy, a minta realizaciotol fiiggs pontjat jeloltiik ki.
Tekinthetiink ... olyan becsléseket is, amikor egy pont helyett a paraméterhalmaz egy részhal-

mazat jeloljik ki. Ezeket halmazbecsléseknek nevezziik.” [1]

Az alabbiakban egy példa segitségével szeretnék bemutatni kiilonb6z6 alaka becsléseket. A paraméter,
melyet becsiilni szeretnénk, az m (m = EX, és m € R). Ebben az esetben a becslést

1. linearis becslésnek nevezziik, ha
n
m:E c; X, GER 1=1,...,n,
i=1

alaku;
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2. Terjedelemkdzépnek, ha
m = (X7 +X,)/2,
alaku; és

3. Empirikus median, ha

. G han=2k+1
m
(Xp+X51)/2 han=2k

alakban adjuk meg. [1]

2.2.2. A becsléselmélet feladata

Egy becslési feladat soran, a paraméterekre sok becslés adhatd. A becslések koziil azt kell kivalasztani,
amely értéke a legjobban kozelit a paraméter valodi értékéhez. ,...Egy ,j6” T becsléssel szemben

megkoveteljiik az aldbbiakat:
1. a T statisztika értékei ¢ (ill. g(«9)) valodi értéke koriil ingadozzanak,
2. a T statisztika szorasa a lehet legkisebb legyen,

3. ha a T statisztika minden minta elemszam esetén értelmezhets, akkor az igy kapott T,,, n =

1,2, ... statisztika sorozat konvergaljon a valodi paraméterértékhez.” [1]

A szakasz tovabbi részében ezen tulajdonsagokat definialjuk.

2.2.2.1. Torzitatlan becslések

Definicié: ,A T : R" — R” statisztikat a g(1)) torzitatlan becslésének nevezziik, ha minden ¥ € ©

esetén
EyT(X1,..., X,) = g(0).

Specialisan, ha © C R* és ¢ az identikus leképzés, azaz
EyT(X1,...,X,) =7

minden ¥ € O esetén, akkor azt mondjuk, hogy a T statisztika a ¥} paraméter torzitatlan becslése.

A ¥ paraméter
t(¥) = EyT(Xq,...,X,) =0

fliggvényét a T becslés torzitdsinak nevezziik. A T,, becslés sorozatot aszimptotikusan torzitat-

lannak nevezziik, ha
lim t,(¢) =0,

n—oo

ahol t,, a T, becslés torzitasa n = 1,2, .. .esetén.” [1]
Nem minden paraméterre lehet torzitatlan becslést adni, ha mégis, akkor azt a paramétert becsil-

hetének nevezziik.

2.2.2.2. Becslések hatasossaga

Két becslést dsszehasonlithatunk az alapjan, hogy melyik jobb becslése egy adott paraméternek. A

jobb becslést hatasosabb becslésnek nevezziik.
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Definicié: ,Jeldlje D? a o paraméter szerinti szorasnégyzetet, azaz D3 (X) = Ey(X —EyX)?. Legyenek
Ty és Ty a g(1) véges szorasi, torzitatlan becslései?. Azt mondjuk, hogy T hatasosabb becslése
g(¥)-nak T-nél, ha minden ¥ € O esetén fenall, hogy

D3 (Ty) < D3(Ty).

Ha g(9) egy T véges szorasu, torzitatlan becslése minden mas véges szorédsu, torzitatlan becslésnél
hatatosabb, akkor T-t g(¢) hatdsos becslésének nevezziik.” [1]
2.2.2.3. Konzisztens becslések

Egy adott X1,..., X, mintdhoz legyen adott T,, = T,,(X1,...,Xn), n =1,2,... becsléssorozat. [1]

Definicié: ,A T,, n = 1,2,... becslés sorozatot a ¥ paraméter (gyengén) konzisztens becslésének

nevezziik, ha T, — ¥ sztochasztikusan, amint n — 0o, azaz ha minden £ > 0 és 9 € © esetén

lim Py(|T, — 9] >¢) =0

n—oo

teljestil.” [1]

2, Egy T statisztikdt véges szorastinak fogunk nevezni, ha D2 (T') véges minden ¥ € © esetén.” [1]
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2.3. A Maximum Likelihood becslés

Ebben a részben egy olyan becslési modszert mutatok be, mely a paramétereket az alapjan becsli meg,
hogy mikor - mely paraméterérték mellett - lesz a mintank a legval6szintibb.

2.3.1. A likelihood fiiggvény

Az sltalanositott striségfiiggvény® alternativ elnevezése a likelihood fiiggvény.

A likelihood fiiggvény targyalasa kozben egy mésik statisztikai mez6t hasznalok, Ez a minta &ltal
indukalt statisztikai mezs. Forméja: (R, B(R), Py),9 € ©. [1]

Definicio: ,Legyen az X valoszintiségi valtozo altal indukalt (R, B(R), PyX), ¥ € O, statisztikai mezd
dominalt? f(z,) altalanositott stirtiségfiiggvényekkel. Tekintsiink egy X-re adott X1, ..., X,, mintat,
és jelolje X C R™ a mintateret. Az

L:Xx0—->Ry, L(zi,...,x,,79) ::Hf(x,-,ﬁ)

=1

fiiggvényt az X7, ..., X,, mintdhoz tartozo likelihood fiigguénynek nevezzik.” [1]
A fenti definicio altal leirt fiiggvény a gyakorlatban egy minta egyiittes eloszlasat jeloli diszkrét
esetben, siiriiségfiiggvényt ¢ paraméterrel abszolut folytonos esetben, annyi kiilonbséggel, hogy ¥ lesz

valtozo, x1,...,x, pedig paraméter. [1]

2.3.2. Likelihood becslés

Definicié: ,Legyen L : X x © — R az X;,..., X, mintdhoz tartozo likelihood fiiggvény. A 0
X — O statisztikdt a ¢ paraméter maximum likelihood becslésének nevezziik, ha ) globalis

maximumbhelye a likelihood fliggvénynek, azaz

L(z1,...;xn; a1, .o 20)) = L(x1, .. 205 0)

minden ¥ € © és (z1,...,2,) € X esetén.” |1]
A maximum likelihood becslés nem egyértelmi. Ilyen esetben a maximumbhelyek koziil valaszthatunk
tigy, hogy U a minta realizéciok mérhet6 fiiggvénye legyen. [1]
2.3.3. Likelihood egyenlet

Ismert, hogy a logaritmus szigoran monoton névekvé fliggvény, igy L maximumhelyének meghatéarozasa
helyett dolgozhatunk az alabbi kifejezéssel:

InL(xy,...,2,;0) = Zlnf(xi,ﬁ).
i=1

Ezt loglikelihood fligguénynek is szokas nevezni. Tegyiik fel, hogy © C R, ebben az esetben elvégezhets
a

S
;%logfm,ﬂ) =0

3A Radon-Nikon derivéaltakat altalanositott stirtiségfiiggvénynek nevezziik. Alakja: f(z,d) := 85%(:1:)7 altalanositott

alakja: TT7q f(z,9). [1]
41asd [1] 52. oldal.
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likelihood egyenlet® megoldasa segitségével. Tegyiik fel, hogy log f(z, 1) folytonosan differencialhato
©-n, ahol a likelihood egyenletnek létezik 9 = J(x1, ..., x,) egyértelmd megoldasa, ahol az log f(z, 9)
kétszer differencidlhato 9 szerint, és

9% log L N
o002 lg—s= Z 502 log f(x;,9) <0
=1

minden (z1,...,2,) € X esetén. Ebben az esetben a lokélis maximum egyben globalis maximum is.

Tobb becsiilend6 paraméter esetén elegends az alabbi
n a )
> a-log f(x,dh,.. ., 0k) =0, =1,k
— O
i=1
likelihood egyenletrendszert megoldani. [1]

2.3.4. Likelihood becslés néhany nevezetes esetben
2.3.4.1. Normalis eloszlas

Normalis eloszlas esetén a becslésiink az atlag és a szorasnégyzet statisztikak lesznek, melyekkel m és

o? paramétereket becsiiltiik. A minta X1,..., X,, eloszlasfiiggvényét felirva:
1 (@—m)?2
2\ i
T,m,o’) = e 202,
f( )=

majd behelyettesitve a loglikelihood fliggvénybe:
1 n
log L(z1,...,x0;m,0%) = 7% log 27 — glogch ~ 5,2 ;(xl —m)%
Az alabbi egyenletrendszert megoldva, az m = X és 02 = 52 eredményekhez jutunk.

0 1
8—mlogL(x1,...,mn;m,02) = G—in—nm:(),

0 9 n 1 = N
wlog[’(ajla sy Ty M, 0 ) = _ﬁ + 2(0-2)2 ;(‘xl - m) =0.

1]

5a tovabbiakban a log fiiggvény alatt is az e alapt logaritmust értem.
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2.3.4.2. Poisson eloszlas

Az X1,..., X, minta A paraméterti Poisson eloszlasat az alabbi moédon becsiiljiik:
Az eloszlést
/\k
fk,\) = Fe—*, k=0,1,..., A >0,

behelyettesitjiik a loglikelihood fiiggvénybe, igy kapjuk a
log L(z1,...,2n;\) = log)\zn:mi — En:log:vi! —n\
i=1 i=1
egyenletet, ebbdl kapjuk a
i=1

likelihood egyenletet, melybdl

2 n

o 1
oyz 108 L1, i ) :*F;zi <0,

amibsl a A = X becslést kapjuk. [1]

2.3.4.3. Exponencialis eloszlas

Az Xy,..., X, minta A paramétert exponencialis eloszlasat az alabbi modon becsiiljiik:
Az eloszlasfiiggvényt
fz,A) = xe™ 7, x>0, >0,

behelyettesitjiik a loglikelihood fiiggvénybe, igy kapjuk a
log L(z1,...,2n;A) = nlog A — )\Z:ri
i=1

egyenletet, ebbdl kapjuk a
—2 log L(x T A) = . <0
IN2 g 1yeeesydny 22 )

egyenletet, mely a maximumbhely ellenérzéséhez szolgal, melybdl

n n
5 i:Oa
) ;x

amibdl X, = % becslést kapjuk. [1]
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2.4.

Osszegzés

A fejezet soran bemutattam, definidltam azokat az alpvetd statisztikai fogalmakat, melyeket fontosnak

tartottam ahhoz, hogy a dolgozatom biztos alapokkal rendelkezzen, amire az elkdvetkezs fejezetek

épitkezhetnek. A kovetkezs fejezet a f6komponens-analizist targyalja, mely mar épit erre a fejezetre.

2.5.

1]

2]

3]

[4]
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3. fejezet
Dimenzi6csokkentési eljarasok

Diplomamunkim cime is mutatja, hogy egy dimenzo6csokkents eljarasrédl irom dolgozatomat, és agy
gondoltam, hogy nem kaphat teljes képet egy témérol senki, ha nem vizsgil meg, és nem hasonlit
Ossze tObb kiilonbo6z6 eljarast.

Ebben a fejezetben két dimenzidcsokkentd eljarast mutatok be, a f6komponens-analizist, valamint

a szingularis felbontast.

3.1. Fdékomponens-analizis

Ebben a részben a f6komponens analizist (Principal Component Analysis, PCA) irom le, mivel a
késébbiekben sziikség lesz ennek a modszernek az ismeretére.

A f6komponens analizis egy olyan tobbvéltozds statisztikai moédszer, melynek lényege, hogy egy
olyan olyan kevesebb valtozobol allé valtozohalmazt keres tgy, hogy a téarolt informéciétartalom a
lehet6 legkisebb mértékben csokkenjen.

A fejezet elsé részében definidlom a f6komponens-analizist, majd bemutatom, hogyan lehet a

f6komponens becslésére hasznalni a mddszert.

3.1.1. Meghatarozas

Legyen X p-dimenzios véletlen vektor, D pozitiv definit szérdsmatrixszal, ahol D spektralfelbontasa
D = VAVT, ahol A olyan diagonélis métrix, melynek f6atlojaban nagysag szerint rendezett \; >
A > -+ >\, > 0 sajatértékek allnak, V ortonormélt, és oszlopvektorai, vy, . .., v, a sajatértékeknek!

megfelelGen rendezett sajatvektorok. [5]

Definicié: Az Y = VT X véletlen vektort az X fékomponens vektoranak nevezziik, az Y vektor

i-edik komponense pedig az X i-edik f6komponense.” [5]
Az alabbi allitasokat tehetjiik? a definiciéhoz:
e A f6komponensek korrelalatlanok, mert EY =0, és EYY T = A.

e Egy pxp méreti, ortonorméalt W matrixhoz tartozo X és W X f6komponens vektora megegyezik,

vagyis ez a vektor az elforgatdssal nem valtozik®.

LA sajatértékek, és sajatvektorok definicibjat a 3.2.1.1 részben irom le.
2 Az allitasok a [5] forrasbol szarmaznak, bizonyitasuktol eltekintek.
3 A bizonyitds megtalalhato [5] 355. oldalan.

19
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e A f6komponens analizisre nem igaz, az az allitas, hogy skalainvariins, azaz ha a mértékegységet

megvaltoztatjuk, ami egy X — AX* transzformaciot jelent.

o ,Tétel®: Az r-edik f6komponens, Y., olyan valdszintiségi valtozo, amelynek szoérasa maximalis az

Osszes olyan val6szintiségi valtozo kézott, amely

1. b7 X alaktiak, ahol b € RP és || b ||=1;

2. korreldlatlan az Y3, ...,Y,._; f6komponensekkel.” [5]

o ,Tétel: Az X valoszintiségi vektorvaltozo négyzetes kdzépben vett legjobb k-dimenzids becslése

az a vektor, amelynek az els6 k koordinataja az els k f6komponens, a tobbi pedig 0.” [5]

3.1.1.1. Fdkomponens-analizis geometriai értelemben

A f6komponens-analizis f6komponenseit egy olyan tengelynek lehet elképzelni, mely ugy fordul, hogy

az elhagyni kivant valtozo (amely itt koordinata-tengelyt jelent) szérasa a lehets legnagyobb legyen.

Definicié: ,Egy véges pontrendszer i-edik {6tengelye az az Y; egyenes, amely merdleges az Y1, ..., Y; 1
f6tengelyekre, és az ilyen egyenesek koziil az Y; mentén a legnagyobb a pontok szérésa, azaz ha
a pontrendszer pontjait levetitjik az Y; egyenesre, akkor a képek origotol vett tavolsadgainak

tapasztalati szérasnégyzete a maximélis.” [5]

Tehat a modszer nem maés, mint egy bazistranszforméacio, melynek @ baziselemei az {Y7,Ys,...,Y,}
f6tengelyek. A minta i.-ik f6komponens vektora a mintaelemek, 0j bazis szerinti, i-edik koordinétai.

5]

3.1.2. Fékomponensek becslése normalis eloszlasti mintabaol

Legyen adott egy N,(0, D) paramétert normalis eloszlasbol vett minta, Xy, Xs,..., X, ahol n > p
teljesiil. A becsléshez D kovarianciamatrix sajatértékeinek, és sajatvektorainak becslésére van sziikség.
Tegyiik fel, hogy D teljes rangi, igy maximum likelihood becslése:

D=5,= zn:(Xi -X)(X; - X)"

S

lesz. [5]
A kovetkezd két kijelentést irhatjuk le ezzel kapcsolatban:

e Ha D sajatértékei kiillonboz6ek, akkor D sajatértékeinek és sajatvektorainak maximum likeli-

hood becslései éppen a D empirikus kovariancia méatrix megfeleld sajatértékei, és sajatvektorai.”
[5]

o Tétel: Tegyiik fel, hogy a D matrix kiilonboz6 sajatértékei Ay > --- > A, > 0, multiplicitasaik
rendre qi,...,¢- (> ;_, ¢i = p). Ekkor

1. A )\ sajatérték maximum likelihood becslése:

1 q1+---+q; R
- > N, i=1,2,...,m

% Jj=qi+-+qi—1+1

4A diagonalis matrix
5A bizonyitas megtaldlhato [5] 355. oldalan.
6 A bizonyitds megtalalhato [5] 357. oldalan.



FEJEZET 3. DIMENZIOCSOKKENTESI ELJARASOK 21

ahol ;\1 > > 5\,) >0aD sajatértékei.
2. A D sajatvektorainak a maximum likelihood becslései a D empirikus kovarianciamatrix

megfelel§ sajatvektorai.,,[5]

3.1.3. Példa f6komponens-analizisre

Egy kis el6retekintésként, az octave segitségével bemutatok egy fékomponens analizist, lépésrél-
lépésre. Az octave beépitett fliggvényei segitségével ez a feladat nagyon egyszerti, hiszen minden

lépésre létezik beépitett fiiggvény:
e létrehozunk egy normalis eloszlast, 5000 elemii mintat tartalmazé adatmatrixot:
X = randn(5000,2);
e egy adatméatrix kovarianciamatrixanak szamitasa:
cov_X = cov(X);

e Fzek utan a sajatértékek, sajatvektorok kiszamitasa, sorbarendezése egy fliggvénnyel egyszertien

megoldhaté:

— a fiiggvény definidlasa: a visszatérési érték(ek) /itt matrix lesz/ = fliggvénynév (az atadott

paraméterrel /jelen esetben kovarianciaméatrixot var/):

function [V,LAMBDA] = pc_compute (X)

V-be a sajatvektorok, LAMBDA-ba a sajatértékek beirasa, eig() fiiggvény segitségével :
[V,LAMBDA] = eig (X);
— sajatértékek sorrendbe rendezése:
[LAMBDA,S] = sort(diag(LAMBDA));
— majd a sajatvektorokat rendezése sajatértékek alapjan:
VvV =V(:,9);

endfunction

e Az utolso lépésként mér csak meg kell el kell donteniink, hogy mely vektort akarjuk elhagyni.
Jelen esetben a masodik oszlop tartalmazza a kevésbé fontos adatokat, ezeket elhagyhatjuk.

— Igy el6szor meghivijuk a fiiggvényt,
[V,LAMBDA] = pc_compute(cov_X);
— Majd csak az els6 oszlopot hagyjuk meg:
uj_X = V(:,1);
Természetesen ezt két dimenzid esetén butasag volna megtenni, de el lehet képzelni olyan magas di-
menzioszammal is az adott feladatot, hogy értelmes legyen a feladat. Lefuttatva X = (5000, 100)
paraméterrel, az utolsd sajatérték koriilbelil 0,75 értékii, a legels6é pedig koriilbelil 1,28. A fel-

hasznélotol fiigg, hogy mennyire fontos szdmaéra a dimenzidcsdkkentés, és hany komponenst hagy

el.
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3.1.4. (")sszegzés

Ebben a részben a f6komponens-analizist mutattam be, amit a kovetkezs fejezetben bemutatott mod-
szerrel hatékonyabban is végre lehet hajtani, ki lehet b&viteni, viszont fontosnak tartottam, hogy
ismertessem az eredeti formajat is. A kovetkezdkben egy tjabb modszert ismertetek, amit 0sszevetek

a fent leirt moédszerrel is.
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3.2. A szingularis felbontas

A szingularis felbontés egy olyan dimenzi6csokkentési eljaras, mely klasszikus linearis algebrai méd-
szereket hasznél. Az eljaras soran egy M méatrixbol allitunk els egy M métrixot, melynek értékei az
M maétrix értékeihez kozeliek.

A szingularis felbontashoz sziikséges néhany alapfogalmat irok le, majd azutan térek az eljaras
leirdsara, és a dimenzidcsokkentési modszer taglalasara. A fejezet végén egy rovid példa segitségével
bemutatom az eljarast.

3.2.1. Kapcsoldédoé alapfogalmak
3.2.1.1. Sajatérték, sajatvektor

A modszer ismeretéhez sziikséges tudni, hogy mit neveziink egy matrix sajatértékének, valamint

sajatvektoranak. Roviden:

e M métrixhoz tartozé A szdmot, melyre
|[M —XI|=0
teljesiil, ahol I egységmatrix, az M matrix sajatértékének;
e M méatrixhoz tartoz6 v vektort, melyre
Muv = v

teljesiil, M matrix sajatvektoranak nevezziik. [10]

3.2.1.2. Szingularis érték, szingularis vektor

Egy n x m dimenziéju, M méatrix szinguléris értéke az a nemnegativ o szdm, szinguléris vektorai

pedig azok a nemnulla u, v vektorok, melyekre

teljestil. [10]

3.2.1.3. Ortonormaltsag

Norma. Egyv € R vektor 2-norméja nem més, mint a hossza, vagyis || v [2= />, v, ezt kibdvitve,

M € R™ ™ métrix 2-norméja, a Frobenius-norma, szadmitasi modja:

19]



FEJEZET 3. DIMENZIOCSOKKENTESI ELJARASOK 24
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3.1. abra. A szingularis felbontéas sematikus vazlata. [9, 10]

Ortogonalitas. Ortogonalis neveziink egy U € R™*™ matrixot, amennyiben oszlopai ortogonalis
rendszert alkotnak, tehat UTU = I,,, ahol I,, az n x n méretl egységmatrix.
Ha egy ortogonalis matrixszal megszorzunk egy vektort, akkor az nem maés, mint egy linearis transz-

formacio, egy elforgatas, amely nem valtoztatja a vektor hosszat, azaz
1 Uz 2= 2 [l2,

ahol U € R "métrix, és x € R" adott.

M € R™ ™ matrixra kiterjesztve, U € R™"*"™ és VIW € R™*™ ortogonalis métrixokra teljesiil, hogy
| UMW ||p=|| M || .
[9]

3.2.2. Meghatarozas

Definicié: ,Ha M valos elemi, n-edrendi négyzetes méatrix, akkor létezik olyan valds ortogonélis U
és W maétrix, hogy
M=Usw?”

ahol ¥ diagonalmatrix elemei M szingularis értékei, az U és W ortogondlis matrixok pedig az

MMT illetve az MT M valés szimmetrikus pozitiv szemidefinit métrixok modalmétrixai’.” [8]

Az M matrix nem csak négyzetes lehet, tekinthetiink egy n x m méreti méatrixot is, a definici6 igaz
marad, a felbontés igy 3.1. abran lathaté alakban jon létre, ez esetben > M-mel megegyez méret,
és értékei M szinguléris értékei, névekvs sorrendben rendezve, azaz o1 > 09 > --- > o, > 0, ahol
o; = v/Ai, minden mas helyen, ahol i > r, o; = 0. Ués W7 ortogonalis méatrixok, oszlopaik (u;, és
wl) az M métrix bal-, ill. jobboldali sajatvektorai®. [9, 10]

(2

3.2.3. Dimenzi6écsbkkentés szingularis felbontas segitségével

A dimenzidk relevanciajat, fontossagat a szinguléris felbontas esetén a szingularis értékekkel érzékel-
tetik, tehat minél kisebb az adott érték, annal jelentéktelenebb. A kisebb szingularis értékkel ren-
delkez§ részek gyakran a zajbol szérmaznak, emiatt elhagyhatéak. Azaz, ha n attribttomot & < n
dimenzioval szeretnénk leirni, akkor az els§ k darab elemet hagyjuk meg a felbontasbol. A méatrix-

7A modalmatrix olyan matrix, melynek oszlopai sajatvektorok
87 a matrix rangja.
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szorzés tulajdonsaga miatt a szinguléris felbontas
n
M=UsW" =" ouw]
i=1

alakban is felirhato, ahol az u;w} szorzat eredménye egy 1 rang n X m méret métrix, amelyek egyre

csokkend, o;sillyal szerepelnek a végeredményben. Ekkor csak egy k < r els6 legkisebb silyt elemmel

kozelitsiik M matrix elemeit, azaz
T
i=1

ahol rang(M) = rang(Xi) = k. Igy csokkentettiik a dimenziokat az informécié jelentds torzulasa
nélkil. [9, 10]

3.2.4. Példa Octave-ban

Az aldbbiakban a szingularis felbontéas segitségével elvégzett dimenzidcsokkentés 1épéseit irom le, Oc-

tave nyelven.

o ElGszor létrehozok egy n X m méretd méatrixot exponencialis eloszlasa elemekkel, majd néhany

oszlop értékét megnovelem normélis eloszlasbodl szérmazoé zajjal.
— Exponenciélis eloszlast adatokbdl 500 dimenzids, 700 megfigyelést tartalmazé métrix létre-
hozésa:
X = rande (700,500);
— Zajmétrix létrehozésa, az utolsé 200 dimenzidt a hibaval, a maradékot 0-val feltdltve:
H=[zeros(700,300) ,randn(700,200)];
— A maétrix létrehozésa:

M = X+H;
e Majd végrehajtjuk rajta az SVD eljarast:
[(U,s,W] = svd(M,1);

Amennyiben adott az svd eljardsnak egy masodik argumentum, akkor megprobalja elhagyni az el-
hagyhato elemeket. Az eljards utan sikeriilt elhagyni a 200 elemet, mely normalis eloszlassal volt
terhelve.

3.2.5. Osszegzés

A fejezet soran bemutattam a szingularis felbontds menetét, azt a moédot, ahogy ez az eljarés a dimen-
zi6 csOkkentésére hasznalhatd, majd egy rovid példat hoztam arra, hogy hogyan lehet implementalni

az eljarast Octave rendszerben.
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Algorithm 3.1 Az ismertetett eljaras eredménye
octave:1> X = rande (700,500);
octave:2> H=[zeros(700,300) ,randn(700,200)];
octave:3> M = X+H;
octave:4> [U,S,W] = svd(M);
octave:5> size(S)
ans=
700 500
octave:6> [U,S,W] = svd(M,1);
octave:7> size(S)
ans =
500 500

3.3. A két moédszer Osszekapcsolasa

Ebben a részben bemutatom, hogy milyen Osszefiiggést lehet felirni a két modszer kozott.
A fskomponens analizis definici6 szerinti ¥ = VT X alakja felithaté X = YV alakban is. Ezt
Osszevetve a szingularis felbontds definicié szerinti, X = UXW7 alakjaval, lathat6, hogymindkét

esetben az X matrixot alakitottuk at, tehat felirhatjuk a
X=Uwr=YyV

egyenldséget. Igy definidlt a két modszer kozotti kapesolat. [10]
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3.4. (")sszegzés

A fejezetben két ismert dimenzidcsokkents eljarast mutattam be, és leirtam egy-egy octave nyelven
irt példat, majd a két modszer kozotti Osszefiiggést irtam le. A tovabbiakban egy tjabb modszer
kovetkezik, mely joval altalanosabb, és a fejezetben emlitett két modszer egy-egy specidlis esetet

képez benne.
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4. fejezet

GLM

Ebben a fejezetben a Generalized Linear Model-leket (Altalanositott Linearis Modelleket) tekintem
at, mélységeibe nem hatolva, a model alapjait ismertetve, ralatast adva a modszerre. A téméaban sok
cikk késziilt, ennek nagy része a [11] konyvre hivatkozik, emiatt ugy gondoltam ennek a fejezetnek ez
a konyv a legmegfelelbb forras. A fejezet soran az altalanos elképzelés bemutatisa utén a modell

részeit ismertetem.

4.1. Attekintés

Az &ltalanositott linearis modell (Generalized Linear Model - GLM) egy olyan statisztikai modszer,
amely a likelihood modszeren alapul. A GLM specialis esetei kozott megtaldlhatjuk a lineéris és
loglineéris regressziot, logit és probit modelleket. Ezen eseteken tul, még szamos mas modszert is
tartalmaz. Mindezek kiilonb6z6 eloszlasi adatokra alkalmazhatbak, &m van egy kozos tulajdonsaguk:
a linearités.

A moédszer ezt a tulajdonsagot hasznalja ki gy, hogy egy altalanos algoritmust hasznil minden
esetre ahelyett, hogy kiilon-kiilon kezelné azokat. Ez az algoritmus a paraméterek értékét becsli meg,
és minden esetre azonos az eljaras, csak bizonyos részek valtoznak esetenként.

Ez a becslés tobb iteracids 1épésen keresztiil éri el az idedlis allapotot, ehhez segitségiil hiv kiilon-
bo6z6 Osszekots fiiggvényeket (link functions), valamint veszteségfiiggvényeket (loss function). Az
Osszetartozo link-, és veszteségfiiggvények a kiilonb6z6 eloszlasokhoz tartoznak, igy minden eloszlasra
ugyanazt az eljarast kell végrehajtani, azzal a kiilonbséggel, hogy a link, ill. a loss function-t az adott

feladat szerint kell megvalasztani. [11]

28
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4.2. A modellillesztés 1épései

A modellillesztés az adatok értelmezését segiti, ennek harom elkiiliindls szakaszat kiillonboztetjitk meg
(Box és Jenkins - 1976 alapjan, idGsorra vonatkoztattak):

1. Modell kivalasztéas
2. Paraméterbecslés
3. Predikcio

Az aladbbiakban e harom szakaszt mutatom be, [11] alapjan.

4.2.1. Modell kivalasztas

A modell kivalasztas soran valasztunk modellt az adatainkhoz. Ez azért fontos, mert az adatokhoz
probaljuk illeszteni a modellt, ezért az adatok tulajdonsdgai hatirozzak meg, mely modell a leg-
megfelelbb.

Fontos tudnunk az adatokrol, hogy a Generalized Linear Model-lek megkdvetelik, hogy azok
fiiggetlen megfigyelésekbdl szarmazzanak. Altalanosabban, a megfigyelések fiiggetlenek lehetnek is-
mert nagysagu blokkokban. Ezen tulajdonsag kizarja az idGsorok és terek autokorrelaciojabol szar-
maz6 adatokat. A fiiggetlenségrol tett feltevés a linedris modellekre és a klasszikus regresszidanalizisre
is jellemzd, és azt médosités nélkiil helyezték az altlanositott linearis médszerek szélesebb osztalyaba.

A masik feltevés a hiba alakjara vonatkozik, mely szerint a modellben csak egy hibatag létezik. Ez
a megszoritas kizarja azon modelleket, melyek tobb hibataggal renelkeznek. A legkézenfekvibb példa,
mely ennek a kritériumnak ,esik aldozataul”, a split-plot design, amely két hibataggal, a teljes-ploton
beliili eltéréssel, és a plotok-kozotti eltéréssel dolgozik.

A fent emlitett két megkotés a gyakorlatban koréntsem ,koti meg annyira az alkalmazod kezét”,
mint ahogy az els6 ranézésre tiinik. Példanak okaért egy autoregressziv modell kénnyedén illeszkedhet
olyan programot hasznélva, amely kifejezetten hagyoményos linearis modellekre terveztek.

A skala megvalasztasa az analizishez a modell kivalasztés egy fontos aspektusa. A gyakori valasztas
az Y (az eredeti skéla) és a log Y kozott torténik. Arra a kérdésre, hogy ,Milyen a jé skala?” az a
véalasz adhatoé, hogy az attol fiigg, hogy mire akarjuk hasznélni a skilat. Erre utal a kévetkezd idézet

18:

Azt a kijelentést, mely szerint néha paradoxonnak tekintik, hogy a vilasz nem csak a

megfigyelésekben, hanem a kérdésben is rejlik, kozhelynek kellene tekinteni” [12]

A klasszikus lineéris regresszi6analizisben a jo skala kombinalja az eltérés dllandosagat, a hiba varhato
normalitasat, és a rendszeres hatasok additivitasat. Jelenlegi tudasunk alapjén nem feltételezhetjiik,
hogy létezik ilyen skala. Példaul diszkrét adatok esetén, ahol a hibat Poisson eloszlassal kozelitiink,
a szisztematikus hatasok pedig multiplikativak. Ebben az esetben Y2 kézeliti az eltérést, Y3 jobb
kozelitést ad a normalitésra, szimmetridra, log Y pedig kezeli az additiv hatasokat. Nyilvanvald, hogy
nem létezik olyan skila, amely minden téren jol teljesitene.

A GLM bevezetésével a skilazasi problémak nagymértékben csfkkennek. A variancia normalitasa,
és allandosaga nem kovetelmény, habar megkoveteljiik a variancia és az atlag kapcsolatanak ismeretét.
Habar az additiv hatdsok még mindig fontos elemei a GLM-eknek, de specifikilhatja hogy megallja

a helyét transzformalt skalaként sziikség esetén. A GLMekben az additivitdst a remélt valaszok
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tulajdonsagaibdl szarmaztatjuk. Az additivitds az adatokra vonatkoztatva nem maés, mint durva
kozelités.

A fennmarado6 probléma a modellvalasztast illetGen az magyarazo-valtozok kivalasztasa. A lege-
gyszeriibb mod, amennyiben adott x; ... xs, keressiik annak egy részhalmazat, melyet felhasznélva a
legjobb illeszkedést kapjuk. Ebben a lépésben fontos az ésszerii részhalmaz kivélasztas, hiszen bar
1-1 valtoz6 bevonasa a részhalmazba jobb illeszkedéssel kecsegtet, a komplexitast nagymeértékben
noévelheti.

4.2.2. Paraméterbecslés (Estimation)

A modell kivalasztasa utdn a paraméterek becslését, és a becslés pontossagét kell meghataroznunk.
A GLM esetén ez a folyamat a josag meghatarozasaval torténik, mely soran megnézziik, hogy a
modell &dltal generalt értékek és az adathalmaz kozott mekkora kiilonbség van. A paraméterbec-
slések azok az értékek, melyek minimalizaljak az illeszkedés josdgat (altalaban josagfiiggvényét).
A Decslések értékeit a paraméterek likelihood és log-likelihood maximalizéldsa adja. Amennyiben
f(y;0) a stirtségfiiggvénye, vagy az y megfigyelés valoszintségi eloszlasa a 6 paraméter altal adott,

akkor a log-likelihood, az atlag fiiggvényként, u = E(Y),
Wp;y) = log f(y; 0).

Az yy ...y, fiiggetlen megfigyelésen alapuld log likelihood nem més, mint az 6nallé megfigyelések
hozzajarulasénak Gsszege, igy

() = Zlog fi(yi; 05),

ahol = (p1,...,un). Megfigyelhets, hogy az f(y;0) strtségfiiggvény az y fiiggvénye fix 6 esetén,
mig a log likelihood a 6 fiiggvénye a megfigyelt y értékekhez. Ezen ténybdl fakad az argumentumok
forditott sorrendje.
Vannak el6nyei, ha az I(u; y) log likelihood helyett az illeszkedés josagat vizsgaljuk az alabbi lineéris
fiiggvénnyel:
D*(y; p) = 2l(ys y) — 2U(1; ),

melyet skélazott eltérésnek neveziink (scaled deviance). Exponencialis modellek esetén megfigyelhetd,
hogy az I(y;y) likelihood fiiggvény maximuma egy meghatérozott esetben kovetkezik be; amikor az
illesztett értékek megegyeznek a megfigyelt adattal. Mivel I(y;y) nem fiigg a paraméterektdl, I(u;y)
maximalizalasa megegyezik D*(y; 1) minimalizalasaval a p-t figyelembe véve, alavetve a modell altal
felvetett korlatozasoknak.

A normalis-eloszlast feltételezd linedris regresszié modell ismert o2 varianciaval, egyszeri megfi-

flysp) = 1)eXP (—W> ;

(2mo? 202

gyelésre

igy a log likelihood
(y —n)?
202

Az y-t p-re dllitva megkaphatjuk az elérhaté maximalis log likelihood értéket, a

1
s y) = = log(2ma?) —

1
yy) = —5 log(2ma?),
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igy a skalazott eltérés fiiggvény

(y—p)?

D*(y; 1) = 2{1(ysy) = Lsy)} = =3

4.2.3. Joslas (Prediction)

A predikci6 azokra a ,jmi lesz akkor, ha” (,what-if”) kérdésekre keresi a valaszt, amelyeket a statisztikai
elemzés utan tesznek fel. Altalanosabban, a predikcié azokkal az alltasokkal foglalkozik, melyek
azon valosziniségi értékekre vonatkoznak, amelyek a nem megfigyelt eseményeket jellemezik (ezen
eseményeknek nem feltétleniil a jovében kell bekovetkezniiik). Példaul egy orszagos szintd felmérés
utan, mely a szivvel kapcsolatos megbetegedésekre iranyult, a tipikus ,mi lesz akkor, ha” kérdés a ,Mi
lesz a jésolt megbetegedési arany egy adott varosban, melynek az életkori megoszlasa megegyezik az
orszagos eloszlassal?”. Ez a tipustu kérdés a standardizalasra jé példa.

Egy masik példa, ha olyan esetet vizsgalunk, mely soran egy kvantélis dozis valasz vizsgalatot
végziink (orvosi vizsgalat, mely arra iranyul, hogy a vizsgalt tesztalanyok mekkora hanyada reagalt
mekkora dozisra). Illesztiink egy modellt arra, hogy a dozissal egyiitt hogyan véltozik a reagald
tesztalanyok hényada. Az illesztett modell alapjan azt mondjuk (josoljuk), hogy az az adag, melyre
a tesztalanyok 50%-a reagalt az LD50. Ez megadja a vélaszt arra a kérdésre, hogy ,Mi lenne a
josolt adag, ha a reakcio 50%-os volna?”. A kalibracié sz6 gyakran elhangzik ilyen esetekben, hogy
megkiilonboztesse az inverz predikciés problémat, amelyben a valasz adott, és az x-ek varhato értékérdl
tesziink megallapitast, az altalanosabb tipustol, mely soran a szerepek forditottak.

Hogy hasznélhato legyen, a jovenddlt értékeket a precizitassal egyiitt kell felmutatni. Ezt a preciz-
itast, pontossigot, abbol a feltevésbdl szamoljak, hogy az a felallas, melybdl az eredeti megfigyelések

szarmaznak valtozatlan, és az analizis is helyes volt.
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4.3. A GLM részei

Az altalanositott linedris modellek a klasszikus linearis modellek kiterjesztései, igy ebbdl indulunk ki
a felépités soran. Legyen y egy n elemi vektor, amely a p atlagu, fiiggetlen komponensi Y véletlen
valtozot realizalja. A modell szisztematikus részét (ahogy ezt a 4.2.1 részben lathato) ugy kapjuk
meg, hogy a u vektort kis 0; ... 0, taggal bovitjiikk ki. A hagyomadnyos linedris rendszerekben ez a
specifikicid

p
p= B (4.1)
1

alakban jelenik meg, ahol a -k paraméterek, amelyek értékét becsléssel hatarozhatjuk meg. Ha a

megfigyeléseknek i indexet adunk, a modell szisztematikus része
p
1

képlettel adhat6 meg, ahol z;; a j-edik valtozé értéke az i-edik megfigyelés esetén. Matrixalakban

(ahol pnx 1, X nxp,és B px 1 alaka)
p=Xp (4.3)

forméban is irhatjuk, ahol az X a modell matrixa, a 0 a paramétervektor. Ezzel a modell szisztem-
atikus részét definialtuk.

A modell véletlen részéhez feltételezziik a hibak fliggetlenségét, és allandd varianciajat. Ezeket
a tulajdonsagokat ellenérizni kell, amennyiben lehetséges, magan az adathalmazon. Hasonléan, a
szisztematikus rész is feltételezi, hogy a valtozokrol tudjuk, hogyan befolyasoljak az atlagot, és ezt a
hatast hiba nélkiil tudjuk mérni; igy ez is ellenérzésre szorul.

Egy tovabbi megszoritas a modellen, ha feltessziik, hogy a hiba &lland6 o? szérasnégyzet normalis
eloszlast kovet.

Osszefoglalva az eddigieket, az Y alkotéi fiiggetlen, normalis elszlast, allandé o2 varianciaji val-
tozok, és

EY)=p=Xg. (4.4)

4.3.1. Az altalanositas

Hogy egyszertsitsiik az atallast az altalanositott linedris modellekre, atrendezziik a (4.4)-es egyenletet,

hogy ehhez a harom pontbdl 4llé megallapitashoz jussunk:

1. A véletlen komponens: az Y komponensei fiiggetlen, normalis eloszlast, o2 allandd variancidja

valtozok, amelyekre igaz: E(Y) = u;

2. A szisztematikus komponens: az x1,...,x, valtozok egy n linedris prediktort alkotnak

p
n=> ;B
1
forméaban.

3. Az dsszekdtd komponens: az 6sszekdti a véletlen, és a szisztematikus komponenst;:

p=n.
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Ez az altaldnositas bevezet
e egy djabb szimboélumot, az 7-t, amellyel a linearis prediktort jeldljiik,

e és egy haramadik komponenst, amely a mésik két komponenst koti dssze, jelen esetben identikus

modon. Azonban ha

i = g(pa);
akkor a g(.) figgvényt linkfiiggvénynek (6sszek6ts fliggvénynek) nevezziik.

Ebben az 6sszefiiggésben a klasszikus linearis modell esetén az els6 komponensnél normaélis eloszlassal
dolgozunk, a harmadik komponens pedig identikus fiiggvény. A GLM-ek két kiterjesztést is megenged-

nek.
e Az els6 komponens nem csak normalis eloszlasu lehet.
e A harmadik komponensbeli link fiiggvény barmilyen monoton, differencidlhaté fiiggvény lehet.

Elgszor a kibovitett els6 komponenst targyaljuk.

4.3.2. Likelihood fiiggvények a GLM-hez

Tegyiik fel, hogy az Y komponensei az exponencialis csaladbol szarmaznak, igy

f(y;9;¢)=eXp{y0a_(;)(e)

ahol a(.), b(+), c(.) fiiggvények adottak. Ha ¢ ismert, akkor ez egy exponencialis csaladba tartozo

+ c(y; 6)} , (4.5)

modell, § kanonikus paraméterrel. Ha ¢ ismeretlen, akkor lehetséges, hogy nem kétparaméteres expo-
nencialis csaladba tartozik. Igy a normalis eloszlas esetén

() — 11)2 yp—p’ 2
Iy (y;:0;0) = \/2;767(1) {(y%gu)} = exp {022 - % <i2 + log(27r02)> } ,

0° 1y 2
a(@)=¢,  b(O)=—,  cy;¢) =—5q -5 tlog(2mo”) o
2 2 |o
Az 1(0; ¢;y) helyére az fy(y;6; ¢) log-likelihood fiiggveényt irjuk (mivel 1(0; ¢;y) = fy (y;0;0)),
amely 0 fliggvénye, és amelyhez ¢, y paraméterek adottak. Az Y atlaga és variancidja konnyen
megkaphaté az aldbbi ismert Osszefiiggések alapjan:

E (gg) =0 (4.6)
és ) )
9%l ol
A (4.5) Osszefiiggesbdl
10:9) = 0O oy ),
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igy

ol _y—V(0)

5= "o (4.8)
& 2l ()

57 = o (4.9)

ahol 6 szerint derivaltunk.
A (4.6), és a (4.8) egyenletekbd] kaphato a

oy
-5 (2)-1=b0,
fgy

E(Y)=pn="0(0).
Hasonloan, a (4.7), és a (4.9) egyenletekbdl:
_b"(0) | var(Y)

0="%0) T @)

ebbdl kovetkezik, hogy
var(Y) =b"(0)a(e).

Igy, az Y varianciaja két fiiggvénybol szarmazik,
e mig az egyik b”(0), csak a kanonikus paramétertdl fiigg (és emiatt az atlagtol), és varianciafiig-
gvénynek nevezziik,
e addig a masik a(¢),0-t6l fiiggetlen, és csak a ¢-tdl fiigg.

A varianciafiiggvény u-nek a fiiggvénye, ezért V(u)-vel szokas jelolni. Az a(¢) fliiggvényt altalaban az

alabbi formaban irjak le:

ahol ¢ konstans az Gsszes megfigyelésre (szokds o2-el jelolni, és diszperziés paraméternek nevezni), és
w ismert stly minden megyfigylésre. Igy normal modell esetén m atlagn fiiggetlen megfigyelésekkel a
képlet

formaban irando, ahol w = m.
A (4.5) Osszefiiggés elemeit az egyes eloszlasokra a (4.1) tartalmazza.

4.3.3. Link fiiggvények

A linkfiiggvények Gsszekotik az n linearis prediktort az y adat p értékével. Klasszikus linearis modellek
esetén a lineéris prediktor identikus fliggvény, és az a kézenfekvs, hogy a linkfiiggvény is identikus
legyen, hiszen mind a p, mind az 1 a valds szamsik barmely értékét felveheti.

Ugyanakkor, ha Poisson eloszlasu adatokkal dolgozunk, akkor a p > 0 feltételnek teljesiilnie kell,
emiatt az identikus linkfiiggvény méar nem megfelels, részben amiatt, mert az 7 felvehet negativ
értékeket, &m a p nem. Ilyen esetben a log link fliggvény hasznalatos, a n = log u, és annak inverze,

apu=cel
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GLM
’ \ Normalis \ Poisson \ Binomialis ‘
Jelblés N(p,02) P(p) Blm.m)
y korlatai (—00; 00) (0; 00) (0;::1)
Diszperziés paraméter: ¢ ¢ =0’ 1 =
Kummulalt fiiggvény: b(6) % exp(f) | log(1+ e%)
2 m
c(y: ¢) —3 (% + log(%qb)) —logy! | log ( my )
2]

p(0) = E(Y;0) 0 exp(6) Tiev
Kanonikus link: 6(u) identitasfv. log logit
Variancia fiiggvény: V(u) 1 7 (1l —p)

’ \ Gamma Inverz ‘
Jelolés G(u,v) IG(p,0?)
y korlatai (0; 00) (0; 00)
Diszperziés paraméter: ¢ p=v"1 b =02
Kummulalt fiiggvény: b(6) —log(—0) —(—20)=
, vlog(vy) —logy _;{ 3 ;}
c(y; ¢) —log () 2 log(2moy’) + by
(o) = E(Y;0) -3 (—20-2)>
Kanonikus link: 6(u) reciprokfv. %
Variancia fiiggvény: V(i) w2 w

4.1. tablazat. A (4.5) Osszefliggésének elemei kiilonb6z4 eloszlasokra

35

Ha binomialis eloszlasbol szarmazé adatokkal foglalkozunk, akkor a 0 < p < 1 feltételnek teljesiilnie

kell, ekkor harom lehetséges link fiiggvény is létezik:

1. logit

2. probit

nzlog{“};
I—p

n=o " (u);

ahol ®(.) a normalis kumulativ eloszlasfiiggvény.

3. kiegészits log-log

n =log {—log(1l —p)}.

A hatvény linkfiiggvények fontosak pl. a pozitiv atlagi megfigyelések esetén. A linkfliggvények ezen

tipusa leirhatd

_p-l
T] - )\ 9
az alabbi korlatozo feltételekkel
n = log u; amennyiben A— 0,
vagy
e X#£0,
= logu; A=0.

Az els forma egyenletes atmenetet biztosit, ahogy lambda 0-ba konvergal, de mindkét esetben kiilon
kezelni kell a A = 0 esetet.
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4.3.4. Elégséges statisztika és kanonikus linkek

Egy statisztika elégséges, ha nem létezik méas olyan statisztika, amelyet ugyanabbdl a mintabdl gen-
eralunk, és tobb informaciot tartalmaz. [13]

A (4.1) téblazatokban 1évé minden eloszlashoz tartozik egy kiilonleges link fiiggvény, amelyhez
létezik egy elégséges statisztika, amely dimenzidban megegyezik §-val a n = ) x;3; linearis predik-

torban. Ezeket kanonikus link fiiggvényeknek nevezziik, és akkor fordul el, ha
0=,

ahol 6 a kanonikus paraméter, amit a (4.5)-ban definiadltunk, és megmutattunk a (4.3.2) fejezetben

talalhato tablazatban. Az eloszlasokhoz tartozé kanonikus linkfiiggvények a kovetkezok:
normalis n =,

Poisson n = log u,

binomialis n = log {L },

gamma n=p,

inverz n=pu2

A kanonikus linkek szamara a elégséges statisztika X 7Y az alabbi komponensekkel
lejy;7 j:17"'7pu

az Osszes elemet szummazva. A kanonikus linkek alkalmazas kielégits statisztikai tulajdonsigokhoz
vezet, &m vannak olyan eloszlasi mintak, ahol ezek nem alkalmazhatoak. Ezen esetek ismertetésétsl

eltekintiink, a dolgozat tovabbi részeihez nincs sziikségiink erre az informaciora.
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4.4. A becslés josaga

A becslés josdga tobb moédon is mérhets, az altaldnositott linearis modszer a legkisebb négyzetek
modszer egy valtozatat hasznalja, amely a becsiilt, és az eredeti, adatban szereplé pontok tévolsagat

adja meg. Jeltlése:
D(y; fr).

A (4.3.2) fejezetben talalhato tablazatokhoz az alabbi hibafliggvények tartoznak:
normélis Y (y — f1)?,
Poisson 2 {ylog (%) —(y— ﬂ)},
binomialis 2> {ylog (%) + (m —y)log [z—:ﬂ },
gamma 22{—10g(%)+%},

N2
inverz > %

A moédszer ezek utan egy optimalizalasi feladat, melynek sok megoldasi lehet&sége van. A modszert
sok statisztikai programba beépitették, sok rendszerbe, tobbek koézott Octave-ba (6.1. fejezet) is

implementéltéak.
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4.5. (")sszegzés

A fejezet sordn bemutattam a Generalized Linear Model modszerét, amely sok feladatra felhasznélhat6
eredményesen felhasznalhat6. A felhasznéalt irodalmak kozott taldlhato olyan, amelyben a f6komponens-
analizist terjesztették ki exponencialis csaladokral. A tovabbiakban a szinguléris felbontast mutatom

be, majd ratérek a G2L2M targyalasira, mely részben a fejezetben targyalt modszert hasznalja fel.

4.6. Bibliografiai megjegyzések a fejezethez

A fejezet az alabbi konyvek megadott részeinek a forditasa, atfogalmazasa, értelmezése.

[7] M. Collins, S. Dasgupta, és R. E. Schapire. A generalization of principal components
analysis to the exponential family. T. G. Dietterich, S. Becker, and Z. Ghahramani (szerk.).
Advances in Neural Information Processing Systems, volume 14, Cambridge, MA, 2002.
MIT Press.

[11] P. McCullagh, és J.A. Nelder. Generalized Linear Models. 1-2. fejezet. CRC Press, 2nd
edition, 1990.

[12] Sir Harold Jeffreys. Theory of probability. x. oldal. Oxford University Press, 3rd edition,
1998.
[13] Fisher, Ronald. On the Mathematical Foundations Of Theoretical Statistics. Phil. Trans.

R. Soc. Lond. 1922.

1[7] irodalom foglalkozik ezzel a téméaval



5. fejezet
A G’L*M

A fejezetben bemutatok egy olyan statisztikai becsl eljarast, mely a nemlinearis regresszio, és a
fékomponens-analizis tulajdonségait kombinélja. A Generalized? Linear? Model egy X matrixot bont
fel egy egyszertibb f(g(A)h(B)) alakra, ahol A és B alacsony ranga matrixok, f, g és h pedig link
fiiggvények. Az Altalanositott?Linearis> Modell specilis esetei kozott hasznos modellek talalhatok
meg, ugy mint f6komponens-analizis (PCA), exponencialis csaladra kiterjesztett f6komponens-analizis
(ePCA), Lineéris regresszio, Altalanositott Linearis Modell (GLM).

A fejezet soran bemutatom a modellt, egy iterativ modszert, mely optimalizalja a (GL)?>M paraméte-

reit, és kozismert algoritmusokra redukalja a feladatot. [14]

5.1. A moddszer bevezetése

Legyen X m x n méreti, fiiggetlen, ismeretlen eloszlasa adatokat tartalmazé adatmatrix. X minden
oszlopa egy-egy megfigyelést (tanitoé példat), és minden sora egy-egy tulajdonsagot (attribtitumot)
tartalmaz. Gyakran értelmes megkozelités, ha feltételezziik, hogy az adatok redundansak, azaz létezik
attribatumot tartalmaz.

Ha a csokkentett attributumok linearis fiiggvényei az eredeti tulajdonsidgoknak, és X elemei nor-
malis eloszlast kdvetnek, akkor a csokkentés azt jelenti, hogy az X matrixot helyettesithetjiik U és V
matrixok szorzatédval, kis négyzetes hibaval. Ez gyakorlatilag a szinguléris felbontéas, ahol U a baloldal
altér, VTa jobboldali altér elss [ dimenziojat tartalmazza. Mivel ez nem hatérozza meg egyértelmiien
az U és V matrixokat, a szingularis felbontas tovibbi megszoritasokat alkalmaz.

Az SVD-t szamtalan alkalmazasban sikeresen alkalmaztak, tobbek kozt az eigenfaces arcfelismerd
rendszerben, és az adattomorités terén is, de két olyan megszoritast tartalmaz, amely nagyban korla-

tozza a felhasznélhatosagat:

1. A hiba szamitasira a négyzetes hibafiiggvényt hasznalja, amely azt jelenti, hogy az 1000 és az

1010 kozotti eltérés ugyanakkoranak szadmit, mint a 3 és -7 kozotti.
2. Az X matrix és az U, V matrixok k6z6tt linearis kapcsolat van.

Ehelyett az alabbi modellt javasolja Gordon ([14]):

X = f(g(A)h(B)) (5.1)
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X szamitott értéke. Tovabba azt is, hogy ne csak kvadratikus loss-fiiggvényeket hasznéaljanak a hibak

értékének kiszamitasakor, sem az (X — X), sem az A illetve B paramétermatrix esetén. Az
f . Rmxn N Rmxn g: Rmxl N anxl h . Rlxn N Rlxn

fix fliggvényeket link fiigguényeknek hivjdk. A generalized linear models (4. fejezet) mintajara az 5.1
egyenletet G2L?M-nek hivjuk, mert:

e Generalized?, mert link fiiggvényeket hasznal mind az A és B paramétermatrix elemeihez, mind

a X becsléséhez, és

2

e Linear?, mert mint az SVD (3.2 .rész), ez a modszer is bilinearis.

Amennyiben egymashoz tartozo link és loss fliggvényeket valasztunk, létezik egy olyan hatékony al-
goritmus, mely segitségével megkaphatjuk A és B értékét, X, f, g, h ismeretében. [14]

5.2. Osszetartozoé link és veszteség fiiggvények

Minden alkalommal, amikor egy nemlineéris modell becslését probaljuk optimalizalni, igyelniink kell,
hogy ne szoruljunk be egy lokalis minimumpontba. Erre egy j6 példa, ha egy 6 € R? paramétert
szigmoid fiiggvényt probalunk illeszteni z; € R? tanuloé adatokra, és y; € R? kivant célértékekre,

négyzetes hibafiiggvényt (squared loss) hasznélva:
L= Z(yv —4i)? Ui = logit(z;) zi=x;0 logit(z) = (1 + e %)™

Meég kis tanulé mintéra is L lokalis minimumeértékeinek szdma exponenciélisan né a d dimenziéval.
Ellenben, ha ugyanazt az g; becslést optimalizaljuk >, [y;logy; + (1 — y;)log(1 — ¥;)] logaritmikus
hibafiiggvénnyel® (négyzetes hibafiiggvény helyett), konvex optimalizéciés probléméat kapunk. Mivel a
logisztikus linkfiiggvény a log hibafiiggvénnyel konvex optimalizacids problémat alkot, ezért azt mond-
juk, hogy ezek Osszetartozdak. Az Osszetartozéd link-loss parok fontosak, mert egy konvex probléma
megoldasa sokkal egyszeriibb, és ezéltal gyorsabb, mint egy nemkonvex probléméé.

Barmely F'(z) konvex fiiggvényt hasznalhatjuk, hogy Osszetartozo link-loss parokat alkossunk. Az
F-hez tartozo hibafiiggvény:

Dp(zly) = Z[F(Zi) —yizi + F (i), (5.2)
ahol F*(y) definialt, igy min Dp(z|y) = 0. (F* F konvex dudlisa, és D a z és y kozotti altalanositott
Bregman téavolsag.)

(5.2) egyenlet nemnegativ, és globélisan konvex minden z;-re, igy 6-ra is (mivel z; linearis fiiggvénye
6-nak). Ha F gradiense f, (5.2) derivaltja z; szerint f(z;) — y;. Igy (5.2) értéke akkor lesz 0, ha
y; = f(z;) minden i esetén, méas szoval (5.2) lossfiiggvényt hasznalva y; legjobb becslése ¢; = f(z;)
lesz, igy f a megfeleld linkfiiggvény.

Két kovetelményt tdmasztunk a konvex duélisok iranyaban,
1. F* mindig konvex, és

2. F* gradiense legyen egyenls f~1-el. [14]

log loss
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5.3. (GL)?M-hez tartoz6 veszteség fiiggvények

A loss fiiggvények kifejezetten fontosak a (GL)?M-ek esetében, mivel harom kiilén nemlinearis fiiggvény-
nyel kell megbirkozni. Altalaban nem tudjuk elkeriilni a lokalis minimumot, ehelyett az Gsszesitett
veszteségfiiggvényt tessziik konvexszid néhany paraméterre gy, hogy a tovabbi paramétereket kon-
stansnak vessziik.

A (GL)?M-eket harom link-, és hozza tartozo loss fiiggvény segitségével irjuk le. A kiilonallo
loss fiiggvényekbdl eldallithato egy Osszesitett loss fliggvény (az elGallitas a 5.4 részben szerepel). A
késGbbiekben a (GL)2M illesztése ennek az Osszesitett loss fiiggvénynek a minimalizaséra (az adott
paramétereket minimalizalva) redukalhato. A kiilonbozé link fliggvények valasztésa kiilonb6z6 mod-
elleket, ennélfogva X kiilonféle felbontasat is eredményezi.

A link fliggvények kivalasztasa az a pont, ahol kihasznalhatjuk a tudasunk

e az X métrixon talalhato zajrol, és

e hogy mely A és B paramétermatrixok a priori valoszintisége a legnagyobb.
A hasznélhato link fiiggvények kozé tartoznak:

e f(x) = x - négyzetes hiba, normal eloszlasu zaj

o f(z) =logx - normalizalatlan KL-eltérés?, Poisson eloszlast zaj

o f(x) = (1+e*)"! - log-loss, Bernoulli eloszlast zaj.

A loss fiiggvények csupan az analizishez sziikségesek, az Osszes algoritmus a link fiiggvényekre és
(néhany esetben) azok derivaltjaira tamaszkodik. Igy kivalaszthatjuk a veszteségfiiggvényt, és differ-
encialhatjuk, hogy megkapjuk a (loss fliggvényhez tartozo) megfelels linkfiiggvényeket, vagy kivalasz-
tunk egy megfelel linkfiiggvényt, és nem torddiink a loss fiiggvénnyel. Annak érdekében, hogy anal-
izalni tudjuk modelliinket, a link fiiggvényeknek valamely (valoszinileg ismeretlen) konvex fliggvény
derivaltjanak kell lennie.

A loss fiiggvényeink Dp, Dg, Dpg lesznek, ahol
F:R™" R G:R™ SR H:R*" SR

konvex fliggvények. A jelolést rugalmasan kezeljiik, ezért F-et, G-t, és H-t is loss fliggvénynek fogjuk
nevezeni;

F-et a becslés veszteségfiiggvényének, derivaltjat f-et a becslés link fliggvényének nevezziik, mely
az X métrixon mérhetd zajt modellezi,

G és H, paraméter veszteségek fliggvényei, derivaltjaik g-t és h-t a paraméter link fliggvényének
nevezzik, melyek A és B paraméterhalmaz legnagyobb a priori valészintiségl értékeit mutatja meg.
Mivel F' egy m X n méretd matrixot kap bemenetként, azt mondjuk, hogy f ki-, és bemenete szintén

m X n méretd matrix lesz (hasonléan g-nek és h-nak). [14]

5.4. A modell és egyenletei

Definidlunk egy (GL)?M-et egy Osszesitett loss fiiggvény segitségével, amely az A és B paraméter-
méatrixokat veti 6ssze az X adatméatrixszal. Ha U = g(A) és V = h(B) helyettesitéseket elvégezziik, a

2Kullback-Leibler divergencia, két valoszintiségi valtozé (P, Q) kozdtti tavolsag. Szamitasa: Dgr(P || Q) =
>, PG)log 53 [15]
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(GL)?M osszesitett loss fiiggvény
LU V)=FUV)-XoUV+G*(U)+ H*(V) (5.3)

lesz, ahol A o B a ,maétrix pont produktum”, és gyakran tr(A7 B)? formaban irjak.

A (5.3) kifejezés harom Bregman tévolsag Osszege, figyelmen kiviil hagyva azokat a kifejezéseket,
melyek U-tol és V-t6l fiiggetlenek, azaz Dp(UV|X) + De(0|U) + D (0|V). Az F eltérés fliiggvény az
UV-t X felé tolja, mig a G és a H kis U és V értékeket részesit elényben.

Hogy a kés6bbiekben bizonyithassuk (5.3)-t, megnézhetjiik, hogy mi torténik, ha U és V szerint
derivaljuk. Ekkor az aldbbi két egyenletet kapjuk:

UT(X - f(UV))

B (5.4)

(X —fUv)vr =4 (5.5)
A két egyenlet értelmezéséhez két példat hozunk.
1. Ha G* értékét O-ra allitjuk (igy nem sziikséges U-t és V-t kis értékire allitani), (5.4)
UT(X — f(UV)) =0 (5.6)
egyenletté irhaté at, ami azt jelenti, hogy a hibaméatrix minden oszlopa ortogonélis U minden

oszlopéra.

2. Ha a becsld link fiiggvényt f(UV) = UV-nak valasztjuk, (?7)
vrtov =UTXx

alakban frhato fel, amely szerint adott U mellé kell V-t valasztani 4gy, hogy a négyzetes eltérésiik

X-t6] minimalis legyen. [14]

5.5. Algoritmusok a (GL)*M paramétereinek illesztésére

A (5.4, 5.5) egyenleteket tobb algoritmus segitségével is meg lehet oldani. Példaul a gradient de-
scend (csokkend gradiens - GD) modszerrel U-n és V-n, vagy A-n és B-n alkalmazva. Hasznalhatjuk
még a generalized gradient descent (&ltalanositott csokkens gradiens - GGD) modszert is (a tanulasi
egylitthatoval):

Ao (X = fUV)VT, (5.7)

B —,UT(X — f(UV)). (5.8)

Ezen algoritmusok elénye, hogy nincs sziikség tovabbi megszoritasokra F, G, és H fliggvényekre. [14]

Dolgozatomban ez utébbi médszer implementalésat oldottam meg.

3A trace fiiggvény egy matrix foatlojaban taldlhato értékek sszegét adja meg, azaz tr(A) = 37 | ai;
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5.6. (")sszegzés

A fejezet sordn bemutatésra keriilt a nemlinedris regresszi6 és faktoranalizis modellek egy olyan &l-
talanositasa, mely kivalthatja a PCA-t (3.1), és az SVD-t (3.2) is. A tovabbiakban a GNU Octave

rendszer, és az implementécié leirdsa kovetkezik.

5.7. Bibliografiai megjegyzések a fejezethez

[14] Geoffrey G. Gordon. Generalized® Linear* Models. Advances in Neural Information Pro-
cessing Systems, volume 15, Cambridge, MA, 2003. MIT Press.

[15] Kullback, S.; Leibler, R.A. On Information and Sufficiency. The Annals of Mathematical
Statistics 22 (1): 79-86. 1951.



6. fejezet

Az algoritmus implementalasa

A fejezet sordn bemutatom a rendszert, melyre az algoritmust irtam, majd bemutatok egy ismert
optimalizaciés modszert, amelyet implementéltam az algoritmus soran. Majd magat a (GL)?M im-

plementaldsat mutatom be, és egy példat is végrehajtok segitségével.

6.1. Az Octave

Ebben a részben azt a GNU Octave rendszert ismertetem, melyet munkidm sorin hasznaltam. Kiprobal-
tam mind a Linux, mind a Windows verziét, de az utébbi nem més, mint a program Linux verzidja,
csupin megfelel§ kornyezetet biztosit szamara a Windows alatt. Nyilvanvald, hogy az emlitett tu-
lajdonsag miatt lassabb lesz Linuxos tarsanal, ezt mérlegelve, a Linux verziét hasznaltam diploma-
munkam elkészitése kozben.

A GNU Octave egy olyan nyilt forraskédt (GNU GPL licenszii!, tehat szabadon felhasznalhato,
modosithato, terjeszthetd), magasszintd programozasi nyelv, amely elsGsorban numerikus miiveletek
végzésére hasznalatos. Kényelmes parancssori feliiletet biztosit linearis, és nemlinearis problémak
numerikus megoldasahoz, valamint egyéb numerikus kisérletekhez, egy olyan nyelven, amely (majdnem
teljesen) kompabilitis a MatLab rendszerrel.

Az Octave rendszerhez sok kiegészits késziilt, melyek segitségével ma mar egy-egy parancs kiadasa-
val lehet:

e egyszert, lineéris algebrai problémékat megoldani,
e nemlineéris egyenletek gyokeit megkeresni,

o kozonséges fiiggvényeket integralni,

e polinomokat manipulalni,

e és még sok mas matematikai problémét megoldani.

Az Octave egyszertien bgvithetG és testreszabhat6 a sajat nyelvén irédott fliggvények segitségével,

vagy valamely mas programnyelven (C, C++, ForTran) irt csomag kezelésével. [17]

Thttp://www.gnu.hu/gpl.html

44
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6.1. dbra. Az Octave-ban kiadott 3 dimenzios plot parancs eredménye, a nem hivatalos Octave logo.

6.1.1. Torténeti Attekintés

Az Octave rendszert eredetileg (1988-ban koriil), egy egyetemi segédlet mellé irtdk, mint segédeszkozt.
A Wisconsin-i Madison egyetem oktatoja, James B. Rawlings, valamint a Texasi egyetem oktatoja,
John G. Ekerdt munkajat eredetileg egy specializalt feladat (kémiai reaktorok tervezési feladata)
megoldasara talalta ki, de késgbb ugy latta a szerzéparos, hogy ez nagy megszoritas a program fel-
hasznélhatoségat tekintve, ezért flexibilisebb rendszer tervezésébe fogtak.

Sokan azt javasoltak nekik, hogy hasznéaljanak inkdbb Fortran nyelvet az 6rdjukon, &m amikor ezt
a megoldast valasztottak, a hallgatoknak til sok idejiikbe keriilt, hogy megtalaljak a hibat a Fortran
koédjukban, igy nem tudtak az igazi feladatra, a kémiai tervezésre koncentralni. Ezért a tervezdk
gy gondoltdk, hogy egy olyan interaktiv rendszert, mint az Octave, a hallgatok tobbsége gyorsan
megismeri az alapokat, és néhany ora elteltével magabiztosan hasznéljhatja.

A valédi fejlesztést John W. Eaton kezdte meg 1992-ben, és 1993-ra mér készen allt az els verzo,
majd 1 évre ra, 1994-ben késziilt el a program 1.0-as valtozata. Azota sok fejlesztésen esett at, a
3.0-4s verzo 2007-ben latott napvilagot. [17]

6.1.2. Technikai adatok

Az Octave rendszert C++ programnyelven irtak, STL konyvtarak felhasznalasaval. Az Octave paranc-
sai futtatasahoz egy értelmezst hasznal. A rendszert konnyt béviteni kiilonb6z6 modulokkal, ezeket
a munkamenet elején be kell tolteni, hogy hasznalni lehessen fliggvényeit.

A rendszer a grafikonok, grafikik, diagrammok megjelenitéséhez a gnuplot programot hasznélja.[18]
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6.2. abra. A Matlab (bal oldalon) és az Octave (jobb oldalon) munka kézben

6.1.3. Octave, mint nyelv

Az Octave egy értelmezs strukturalt programozasi nyelv (hasonléan a C nyelvhez), és sok C kényvtarat
tdmogat. Az Octave programok fiiggvényhivasok sorozata, vagy szkript. A szitakszis a méatrixokon
alapul, és az ezeken végzett kiilonb6z6 midveletek nagy szamban implemetélva van a rendszerbe. Nem
objektum orientalt nyelv, viszont adatstruktturak létrehozasit tdmogatja.

Az Octave rendszerben implementéltak néhany kényelmi funkciot is, pl:

e Parancsok automatikus kiegészitése,

e Parancsel6zmények tarolasa,

o Tetszdleges hosszisagu fiiggvény- argumentum, és visszatérési érték? hasznalata. [18]
Kapcsolata a MatLab-bal. A rendszer (nagymértékben) kompatibilis a matlabban irt programokkal,

olyannyira, hogy egyes fliggvényei olyan valtozokat is tartalmaznak az argumentumlistdjukban, melyek

nem sziikségesek a miikodésiikhoz. Ezeket megadva az Octave-ra irt programok futtathatéak Mat-

Labban is.
Az alabbi tulajdonsagok kozosek a MatLabbal:

e Miétrixok, mint alapvets adattipus,

Komplex szamok kezelése,

Beépitett fliggvények, bévithetGség,

Felhasznalok altal bévithets fliggvénytar. [18]

2Az Octave képes elére nem deklaralt, tetsz6leges mennyiségti argumentum kezelésére, és visszatérési érték adasara.
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Algorithm 6.1 A két paramétermétrix GGD algoritmusa

(5.7) alapjan:

Ciklus, amig a hiba > a pontossag
Auj = Avegi — ax (X — f(g(Aregi)i(Bregi)) * h(Bregi)"
Aregi = Auj

Ciklus vége.
(5.8) alapjan:

Ciklus, amig a hiba > a pontossag

Buj = Bregi — % g(Aregi)” * (X — f(9(Aregi)(Bregi))
B’regi = Buj

Ciklus vége.

6.2. Az algoritmus

A diplomamunka irasa sordn az eljaras valtozott a legtobbet. Sok modszert kipréobaltam, mig egy
olyan eljarashoz nem jutottam, amely egy ésszert kompromisszum.

A feladat leegyszertsitve egy olyan optimalizacids eljaras, mely soran a globélis minimumat ker-
essiik egy fliggvénynek, jelen esetben a hiba, vagy mas néven veszteség fliggvénynek (5.3. egyenlet).

Sokat kerestem kiilonb6z6 optimalizalo eljarasok kozott, mert kézenfekvs megoldas, hogy egy mar
jol megirt, és sokak altal alkalmazott kodot hasznaljak. Az algoritmusok egy fiiggvényt optimalizal-
nak, amely szamomra tokéletes volt, hiszen ez volt a feladatom. A problémat az jelentette minden
esetben, hogy a hibafiiggvény visszatérési értékének mindenféleképpen egy szamnak kell lennie. Mivel
a (GL)?M a hibat a matrix tagjai kozott értelmezi, igy ez a megoldds nem lehetett jo; az Osszesitett
hiba visszaadésa néhény iterdciés 1épésen beliil tiulcsordulast okozott az értékeken. Ez alapjan vila-
gossa valt szamomra, hogy nekem kell implementalnom az optimalizécids eljarast, hogy a hibakat

megfelelGen tudjam kezelni.

6.2.1. Az optimalizaciés eljaras

A feladat az (5.3) egyenlet lokélis minimumanak keresése, és a legtobb algoritmus megkoveteli ennek
derivaltjat is. Mivel 2 paraméterméatrixunk is van, ezért két derivalt fog keletkezni, (5.4) és (5.5).

A moédszer megoldasat GGD algoritmussal végeztem el, melyhez sziikkség van egy hibafliggvényre,
valamint annak derivéltjaira is. Igy (5.4) és (5.5) alapjan felirhatjuk (5.8)-t, és (5.7)-t, melyeket ezutan
felhasznalhatunk, és a (6.1) algoritmust fogalmazhatjuk meg.

A feladat sordn mindkét paraméterméatrix értékeit illeszteni kell a megfelel eredmény érdekében,
ezért egyszer az egyik métrix értékeit vessziik konstansnak, méskor a méasikét. Ezaltal egy olyan
iteracios folyamat jon létre, mely a becsiilendd értékek felé konvergal. Hogy szemléletes legyen, a (6.3)
abran lathaté a leirt iteracié sematikus abréja.

Az algoritmust egészen addig kell futtatni, mig a hiba kisebb nem lesz egy el6re kivalasztott nagyon
kicsi értéknél. Ezt a konvergencia feltételének is szoktdk nevezni.

Az optimalizécios eljarast a ggllm fliggvény hajtja végre.
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6.3. abra. Iteracids lépések sematikus abraja, ahol a két vastag vonal jelképezi A, ill. B paraméter-
halmaz hibajat.

6.2.2. A ggllm eljaras, és annak részei

A ggllm fiiggvényhez tobb segédfiiggvény is tartozik, elGszor ezeket tekintem at, majd ratérek a f6fiigg-
vény leiraséra.

Az alkalmazasban talalhaté fliggvények:

e function [A,B] = ggllm (X, I, iter=500, alfa=0.01, prec=0.01, link="normal" plotting=0),
e function savedata(i, err),

e function ggllmtest(number),

e valamint a linkfiiggények.

6.2.2.1. Link fliggvények

Ahhoz, hogy megfeleléen miikddhessen az eljaras, sziikség van kisegits fiiggvényekre, melyek a link
fliggvényeket implementaljak. Ezek felépitése egyszerd, a funkcidjuk viszont annal fontosabb, hiszen
ezeket a fiiggvényeket hivja meg az eljaras minden alkalommal, amikor f, g, ill. h fliggvényekkel kell
szamolnia.

Osszesen 6tféle fiiggvényt implementaltam, ezek a Normalis, Poisson, Bernoulli, Gamma, illetve
az Inverz zajokhoz megfelels linkfiiggvények. Az adott eljarasok a (4.1) tablazatban talalhato link

fiiggvények implementélasa.

6.2.2.2. A savedata fiiggvény

A savedata egy dllomanyt nyit meg, és irja bele a felbontas soran kapott adatokat. Elmenti az iteracio
sorszamat, valamint az atlagos hiba értékét. Az allomanyt a munkakonyvtarba menti, ha nem létezik
akkor létrehozza. Hibat nem vizsgdl, tehat ha olyan kényvtarban dolgozunk, ahol nincs irasjogunk,

nem fog miikddni az elemzési szempontboél fontos eljaras®.

3 A merevlemezre irt adatok felhasznalasaval lehet a hiba alakulasarol grafikont késziteni. A (6.4) abra is igy késziilt.
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6.4. abra. A ggllmtest meghivasanak eredménye

Algorithm 6.2 A ggllmtest meghivasdnak eredménye
octave:1> ggllm_GGDv02 # a fiiggvényt tartalmazd fajl beolvasésa

octave:2> ggllmtest # a tesztfiiggvény meghivasa

Start # parancs kezdete

66 # a metdédushoz sziikséges idd sec-ben
Loading. .. # adatok beolvasasa fajlbol
Plotting... # kirajzolas

6.2.2.3. A ggllmtest fiiggvény

Ezt a fiiggvényt azért implementaltam, hogy a téméban ismeretlen felhasznalo lasson egy példa fligg-
vényhivast, valamint hogy szemmel kévethesse a hiba véltozasat az iteraciok fiiggvényében. Az eljarast

ellattam a sziikséges dokumentéacioval, tehat a felhasznaldé angol nyelvid segitséget kap a
help ggllmtest

parancsra.
Ha a felhasznal6é nem adja meg a ,number” véaltozo értékét, tehat hogy hany alkalommal hajtédjon
végre a dekomporzicié, akkor ez alapértelmezetten 5 alkalommal torténik meg.

A fliggvény futésa sorén az alabbi informaciokkal latja el a felhasznalot:
e a feladatok elvégzéséhez sziikséges id6rsl, valamint

e a hibarodl készitett grafikonnal (6.4. abra, és 6.2. algoritmus).

6.2.2.4. A ggllm fiiggvény
A fliggvényt tObb részre oszthatjuk az elvégzendd feladatok szempontjabol.

1. A legelss rész az eljaras dokumentéacioja, mely a
help ggllm

parancsra a fliggvény leirasat irja ki a képernyére jelmagyarazattal és egy példéaval egyiitt.
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2. A kovetkezd részben az argumentumok ellengrzése kovetkezik, mely soran vizsgalja, hogy a min-
imalis paramétereket (X adatméatrix, | megtartani kivant tulajdonsag) megadta-e a felhasznélo.

Ennek hidnyaban a program hibaiizenettel tér vissza az Octave rendszerbe.

3. A harmadik részben kivalasztasra keriil a link fiiggvény, és f, g, h fliggvényeknek dtadasra keriil,

igy ezek hasznalhatova vélnak.

4. A tovabbiakban A és B paraméterméatrixok kezdeti értékét, valamint a konvergencia feltétel
métrixot generalja a program. Ez utébbi egy olyan matrix, melynek minden értéke a ,prec”

bemeneti értékkel egyezik meg. Ezt a GGD algoritmus soran hasznéalja majd fel a program.

5. A GGD algoritmust, attol fiigg6en, hogy véges iteraciot vagy idkorlatot valaszt a felhasznalo,
méas-mas feltételparral hivja meg a program. A feltételpar egyik része az iteracié- ill. id6-
tartamkorlatot ellenérzi, a méasik pedig azt, hogy a konvergencia feltételben megadott ,prec”
értéknél alacsonyabb-e a hiba az egyes tagokon. A GGD algoritmusanak torzsét a (6.1). algo-

ritmus irja le
6. A konvergalas utan az eljaras feladata az eredmények kiirasa.
Ahhoz, hogy a fent leirt részek miikddhessenek, a programnak az aldbbi bemenetekre van sziiksége:
X adatmatrixra
1 értékre, mely kozvetve azt mondja meg, hany dimenziét szeretnénk elhagyni

iter az iteracidk szamara, mely ha nagyobb, mint 0, az iteracidk maximalis szamat jelenti, ellenkezd
esetben ilyen korlat nincs, csak egy maximalis id6 van megszabva (ez az id6 konnyen modosithatod

egy valtozo segitségével a programban)

alpha tanulési tényezére, melynek bedallitasa csak a felhasznal6tol fiigg, az alapértelmezett érték

tObbszori teszt eredménye

prec a precizitasra, vagy més néven a konvergencia korlatra, ha ennél kisebb az eltérés az eredeti

matrix értékeitsl, a program ugy értelmezi, az értékek megfelelGek

link a link fiiggvény tipusara, melyet az X adatmétrixon feltételezett zaj alapjan érdemes megvalasz-

tani

plot a naplozo mod ki/bekapcsolaséra hasznalhaté. Amennyiben szeretnénk, hogy ne jelenjen meg
szoveges kiértékelés a folyamat végén, és a hibak értékét 50 iteracionként naplozzék, 1-es értéket
kell beallitanunk.

6.2.3. Példak

Ebben a részben néhény felbontdst mutatok be, hogy prezentaljam a fiiggvény miikddését.
A (3.2.4) részben mar bemutattam egy példat, melynek bemend adatait most a ggllm fiiggvénynek

adom bemenetként.

Példa 1 Miel6tt meghivnank a fiiggvényt, leirom még egyszer a feladatot, és a megoldés lépéseit:

e ElGszor létrehozok egy n X m méretd méatrixot exponencialis eloszlasa elemekkel, majd néhany

oszlop értékét megnovelem normalis eloszlasbol szarmazo zajjal.
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— Exponenciilis eloszlast adatokbol 500 dimenzios, 700 megfigyelést tartalmazo métrix 1étre-

hozéasa:
X = rande (700,500);
— Zajmaétrix létrehozéasa, az utolsé 200 dimenziét a hibaval, a maradékot 0-val feltdltve:
H=[zeros(700,300) ,randn(700,200)];
— A maétrix létrehozésa:
M = X+H;

e Az eljaras elinditdsa elGtt meghatarozzuk, hogy mekkora legyen [ értéke. Mivel itt tudjuk

mekkora a zajjal terhelt rész, adott a 200-as érték.

Kovetkezs 1épésként azt kell eldonteniink, hogy milyen zajjal terhelt az adathalmaz. Megintcsak

koénnytd a dolgunk, valaszthatjuk nyugodtan a normaélis eloszlast.

Szerencsére ezek az értékek alapértelmezettek, igy a fliggvény meghivhaté a kdvetkezd méddon:

[A,B] = ggllm(M,200,0);

Erre valaszképpen a kovetkezét lathatjuk:

converged in 125367 iteration in 240 seconds.

Avarage of errors: 0.000548
A megoldas kozli a paraméterméatrixokat is, &m ennek ismertetésétdl itt eltekintek.

Példa 2 Egy masik egyszerii példa egy nevezetes méatrix vizsgélata. Erre a feladatra én a Hilbert

métrixot vélasztottam; egy 5 x 5-0s méretd matrixot bontsunk fel, [ értékét 3-ra valasztval
o Ezt egy lépésben is megtehetjiik:
[A,B] = gglim(hilb(5),3,0);

vagy ha inkdbb régtén egy grafikont szeretnénk latni a hiba csdokkenésérsl, meghivhatjuk az elére
implementalt ggllmtest fliggvényt is. Fontos tudni, hogy az utobbi esetben eredményként nem

kapjuk meg a felbontas eredményeként keletkezett A és B paraméterhalmazokat!

Ennek eredménye:

converged in 6341 iteration in 10 seconds.

Avarage of errors: 0.000216
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6.3. (")sszegzés

A fejezet soran bemutattam az Octave rendszert, majd magat az algoritmust. Az algoritmus még nem
tokéletes a teljesitmény szempontjabol, és nagy matrixok esetén is problémakba iitk6zhet hasznélata.

Terveim ko6zott szerepel ennek tovabbfejlesztése.

6.4. Bibliografiai megjegyzések a fejezethez

[16] John W. Eaton. GNU Octave Manual. Network Theory Limited. 3rd edition, 2007.
[17] John W. Eaton. About Octave. http://www.gnu.org/software/octave/about.hml. 2009.04.20.
[18] Octave.org. Frequently asked questions about Octave (with answers).

http://www.gnu.org/software/octave /FAQ.html#dir. 2009.04.20.



7. fejezet
Osszegzés

Dolgozatom sordn bevezettem a Generalized? Linear? Models modszerét a becsléselméleti alapfo-
galmak, alapveté dimenzidécsokkents eljarasok és a GLM el6zetes leirdséaval. Ezutan jellemeztem a
felhasznéalt rendszert, és leirtam az implementalt algoritmust.

Munkam eredményeképpen.

e Betekintést nyertem a dimenzidcsokkentés kérdéskorébe, és megprobaltam tobb aspektusbdl is

megkozeliteni azt.

e Egy szamomra eddig ismeretlen programozési kornyezetet is megismertem, melyet Ugy érzem

sokszor tudok majd hasznositani az elkévetkezd munkaim soran.
e A dolgozat megirdsahoz a Tg X-et is megismertem, amit a késGbbiekben is hasznalni fogok.

e Implementéltam egy olyan dimenziécsokkents eljarast, amely eddig nem volt elérhetd.

Tovabbi terveim kozott szerepel.
e az implementélt program kozkinccsé tétele, hogy azt barki szabadon hasznalhassa,
e a program tOkéletesitése,
e mas optimalizaciés eljardsok implementélasa ugyanerre a problémara,
o ezek Osszehasonlitdsa a legeffektivebb eljards megtalalasa érdekében.

Remélem, hogy munkam gyiimolcse eléri a megfelel§ kozosséget, és hasznos idét takarit meg azoknak,

akik pont egy ilyen eljarast keresnek.

33
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