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El®szóA mikroszkopikus világ � a makroszkopikushoz hasonlóan � bonyolult, sok szabad-sági fokú, soktest-rendszereket alkot. Az anyagi rendszerekben lejátszódó folyama-tok kísérleti vizsgálata során mindig néhány szabadsági fokot mozgató jelenségektanulmányozásából indulunk ki, és lépésr®l lépésre építjük fel azt a tudásbázist,amellyel a bonyolult rendszerek megismerhet®k.Az anyagi rendszerek elméleti tanulmányozása egymásra közel �ortogonális� kétszemlélettel valósítható meg. A soktest-közelítés szerint a rendszer sok (végtelensok) köl
sönható része
ske halmaza, amelyek tanulmányozásához statisztikus mód-szereket használhatunk. A legtöbb soktest-rendszer fontos mozgásaiban azonbana legtöbb szabadsági fok passzív, így leírásukat vagy kollektív, vagy néhánytest-modellekre redukálhatjuk. Természetesen a kevés test köl
sönhatásából álló elemifolyamatok ismerete nélkül nem létezhetnek a soktest-modellek sem.A kvantumme
hanika egyik alapfeladatának tekinthet® a legtriviálisabbtöbbtest-problémák, azaz a néhánytest-problémák megoldásának minél alapo-sabb, pontosabb ismerete, hiszen legtöbbször ezeken keresztül vezet az út asoktest-rendszerekben lejátszódó jelenségek megértéséhez. Néha viszont ennekfordítottja is el®fordul: a soktest-rendszerekb®l következtethetünk a néhánytest-jelenségekre, továbbá a soktest-rendszerekre kidolgozott módszerek próbaköve le-het a néhánytest-problémára való alkalmazhatóságuk.Az anyagszerkerkezet leírásának alapvet® eleme a néhánytest-probléma diszk-rét, kötött állapotainak az ismerete. Megismerésük lényegéhez tartozik az, hogyvannak-e kötött állapotaik, és a választól függetlenül a diszkrét nem kötött álla-potaik vizsgálata is lényeges.A disszertá
iómban e két kérdéskör játszik fontos szerepet. A kötött állapotokiii



iv EL�SZÓmegtalálása mellett a kontinuumban található de diszkrétként kezelhet® állapotok,a rezonan
ia- és a virtuális állapotok is fontos szerephez jutottak. Ez utóbbiak akötött állapotok általánosításainak tekinthet®k. Az általánosítás alapja az, hogy arezonan
ia- és a virtuális állapotok is a szórásmátrix (S-mátrix) egy-egy pólusáhozrendelhet®k.A dolgozatomban a néhánytest-�zika módszereinek és feladatainak több téma-körét érintettem két, három, öt és hét része
skéb®l álló rendszerek tanulmányo-zásával. Számításaimban a kvantumme
hanika id®t®l független nemrelativisztikusmódszereit használtam.Vizsgálataim során alapeszközként olyan kiforrott módszerek és numerikusprogramok álltak rendelkezésemre, mint a Varga Kálmán által kifejleszetettsto
hasztikus eljárásokkal optimalizált korrelált Gauss-bázisos variá
iós eljárás,vagy a homogén Fagyejev�Merkurjev-egyenletekmegoldásán alapuló, a rezonan
ia-állapotok energiaértékeit meghatározó módszer, amelyet Papp Zoltán dolgozott ki.E módszerek már bizonyították alkalmazhatóságukat a �zika különböz® területeinvégzett számításokon keresztül. E bevált módszerek mellett a rezonan
iaállapotokhelyének meghatározására a 
satolási állandóbeli analitikus folytatáson alapulóeljárást is használtam, amely bizonyos fokig módszertani újdonság. Ez az eljárása rezonan
iahelyét és egyéb tulajdonságait (hullámfüggvényét, mérhet® adatait)kötött állapoti feladatok sorozatának megoldására vezeti vissza. E feladatokat aköl
sönhatási poten
iál egy tagjának a változó mélysége (a 
satolási állandó) de�-niálja, és a rezonan
iára jellemz® értékeket a 
satolási állandó �zikai értékére valóextrapolálással nyerjük. Célom volt mindezen módszerek �nomítása, az analiti-kus folytatáson alapuló módszer továbbfejlesztése és valós �zikai rendszerekre valóalkalmazása.A néhánytest-�zikai kutatásaimat a kolozsvári atom�zikai tanulmányaim utánaz Atomki Elméleti Fizikai Osztályán elért eredményekre építettem.A disszertá
iómat négy fejezetre osztottam. Az els® fejezetben a nem kötöttde diszkrétként kezelhet® állapotok kötött állapoti általánosítását mutatom beegy egyszer¶ modellproblémán keresztül. Ezt követi a kötött állapotok meghatá-rozására szolgáló korrelált Gauss-bázisú többtest variá
iós módszer, a sto
hasz-tikus variá
iós módszer bemutatása. A további fejezeteket elméleti bevezet®velkezdem, ahol az eddig elért eredményeket és a számításokban használt módszere-ket mutatom be, majd ismertetem az adott témához való hozzájárulásom, illetve



EL�SZÓ va kapott számítási eredményeket. A második fejezetben különböz® tömeg¶ egy-ségnyi töltés¶ néhánytest-rendszerek stabilitási tulajdonságait vizsgálom. A har-madik fejezetben ismertetem a rezonan
iaállapotok tulajdonságainak a köl
sönha-tási poten
iál mélységének változtatásán alapuló módszerét, ennek továbbfejlesz-tését és �zikai rendszerekre való alkalmazását. A negyedik fejezetben a háromtest�Coulomb-rendszerek rezonan
iaállapotainak az energiáját határozom meg a homo-gén Fagyejev�Merkurjev-egyenletek megoldásával, illetve egy újonnan meg�gyeltjelenségr®l számolok be. A dolgozatomat magyar és angol nyelv¶ összefoglalóval,publiká
iós listámmal és a felhasznált irodalmak jegyzékével zárom.



1. fejezetElméleti bevezetésEgy kvantumme
hanikai rendszer állapotát egy tetsz®leges t id®pillanatban az id®-t®l függ® S
hrödinger-egyenlet segítségével határozhatjuk meg:
i~
∂χ(x, t)

∂t
= Hχ(x, t). (1.1)Az egyenletben H = H0 + V a rendszer Hamilton-operátora, ahol H0-val akinetikusenergia-operátort és V -vel a poten
iálisenergia-operátort jelöltem, x pe-dig magában foglalja a rendszerre jellemz® összes szabadsági fokot (térkoordináta,impulzusmomentum, spin, izospin stb.). Amennyiben az (1.1) egyenlet sta
ioná-rius megoldásaira vagyunk kiván
siak az állapotfüggvény χ(x, t) = τ(t)Ψ(x) szor-zat alakban való felírásával az id®t®l és a helyt®l való függést szétválaszthatjuk.Ezzel eljutottunk a sta
ionárius állapotok alapegyenletéhez, az id®t®l függetlenS
hrödinger-egyenlethez:

HΨ(x) = EΨ(x). (1.2)Megfelel®en megválasztott határfeltételek mellett az (1.1) és (1.2) egyenletek elv-ben megoldhatók. Az (1.2) megoldása a kvantumme
hanikai rendszer energiaspekt-rumát és sta
ionárius állapotfüggvényeit (hullámfüggvényeit) adja.Egy másik út lehet a formális szóráselméletb®l való kiindulás. Az elmé-letben alapvet® szerep jut a Hamilton-operátor rezolvensének vagyis a Green-operátorának:
G(z) = (z −H)−1.1



2 1. FEJEZET. ELMÉLETI BEVEZETÉSA G(z)-nek - mint z komplex energia komplex függvényének - vágása van a po-zitív E (pontosabban a legala
sonyabb küszöbt®l számított) energiaértékekre, aHamilton-operátor diszkrét sajátértékeiben pedig pólusai vannak. Az állapotfügg-vények eleget tesznek a Lippmann�S
hwinger-egyenletnek, vagyis:
Ψ(x) = Ψ0(x) +G0(E ± iε)VΨ(x), (1.3)ahol G0(z) = (z −H0)
−1 a kinetikusenergia-operátor rezolvense. Az (1.3) egyen-let egy integrálegyenlet, amely az el®z® megközelítési móddal szemben magábanhordozza a határfeltételeket, vagyis ezeket nem kell rá külön kiróni. Formálisanez lenne a pre
ízebb út, azonban az így kapott egyenletek matematikai megoldásasok esetben nagyon nehéz vagy lehetetlen. A dolgozatban e két ekvivalens és mégiser®sen különböz® közelítés módra adok példákat.1.1. A kötött állapot fogalmának általánosításaEgy kvantumme
hanikai rendszer sta
ionárius állapotait kötött (negatív energiájú,küszöb alatti, diszkrét) és szórási (pozitív energiájú, küszöb feletti, folytonos) álla-potokra oszthatjuk. A kötött állapotok végtelen hosszú felezési idej¶ sta
ionáriusállapotok, amelyek energiaértéke a legala
sonyabban fekv® bomlási küszöb energi-ája alatt van. A véges élettartamú rezonan
iaállapotok az elbomlási végtermékekenkeresztül észlelhet®k. A rezonan
iajelenség nem sta
ionárius, de szórási állapotok(sta
ionárius) szuperpozi
iójával (hullám
somagként) elvben közelíthet®k. A rezo-nan
iajelenséget az ütközést jellemz® mennyiségek (hatáskeresztmetszet, fázistolásstb.) energiabeli hirtelen változásáról ismerhet®k fel.Az egyszer¶ szemléltetés kedvéért az s-hullámú része
ske rövid hatótávolságúszférikus poten
iálban való mozgásának tárgyalására korlátozzuk magunkat, dekijelentéseink akár többrésze
skés rendszerekre is általánosíthatók. A hullámszám

k ∼ ±
√
E okozta S(E) mátrixbeli kétérték¶ség elkerülése és a komplex E-re valókiterjesztése végett két Riemann-felületet (síkot) vezetünk be: Im k ≥ 0-val jelle-mezhet® az ún. �zikai sík, Im k < 0-val pedig az ún. nem �zikai sík. E az s-hullámúrésze
ske teljes energiáját adja meg. A szórási hullámfüggvény (u(r) = rΨ(r))aszimptotikus alakja a következ®képpen néz ki: u(r) ∼ k−1/2(e−ikr − Seikr)(egy bejöv® és egy kimen® hullám kombiná
iója), vagy más alakban: u(r) ∼

k−1/2(S−1e−ikr − eikr). Egy kötött állapot hullámfüggvényének aszimptotikus



1.1. A KÖTÖTT ÁLLAPOTOK FOGALMÁNAK ÁLTALÁNOSÍTÁSA 3alakja pedig u(r) ∼ eikr alakban írható, ahol k 
sak képzetes tagból álló komp-lex szám. Vagyis a kötött állapot hullámfüggvényének aszimptotikus alakja nemmás, mint a szórási állapot hullámfüggényének aszimptotikus alakja az |S| = ∞határesetben. Ezért a diszkrét kötött állapotok megfeleltethet®k az S(k) szórásifüggvény (mátrix) komplex hullámszámra vett általánosításával nyert függvénypólusainak. Ha azonban az S(k)-t komplex k-ra általánosítottuk, azt is érdemesmegvizsgálni, hogy a függvénynek nin
senek-e további olyan pólusai, amelyeknek�zikai jelentés tulajdonítható.A �zikailag értelmes pólusok a következ®k (lásd 1.1. ábra):(i) kötött állapotok: Ē < 0; k̄ = iκ ∼ (Ē)1/2 (κ > 0), u(r) ∼ e−κr;(ii) virtuális vagy antikötött állapotok: Ē < 0; k̄ = −iκ (κ > 0), u(r) ∼ eκr;(iii) rezonan
iák (bomló ∼): Ē=ER−i 12Γ, (ER,Γ>0), k̄=κ−iγ (κ, γ>0),
u(r)∼eγreiκr;(iv) antirezonan
iák (felépül® rezonan
iák): Ē = ER + i 12Γ, k̄ = −κ− iγ,
u(r) ∼ eγre−iκr.Az el®bbiekben ismertetett rezonan
ia fogalom közelíti a hullám
somaggal leírtrezonan
iajelenséget, és egyértelm¶ �állapotfüggvényt� és komplex energiát rendelhozzá. A rezonan
ia természetesen nem egy sta
ionárius kvantumme
hanikai álla-pot, de mint a sta
ionárius kvantumme
hanikai állapotnak egy jó közelítése igenhasznos. Megmutatható, hogy a rezonan
iapólus közelében (az ER valós energiakörnyezetében) az ütközést jellemz® mennyiségek Γ szélesség¶ gyors változásonmennek át, így ER-t a rezonan
ia energiájának, a Γ-t pedig szélességének tekint-hetjük. A rezonan
ia- és antirezonan
iaállapotok konjugált pontokban helyezked-nek el: ER± i 12Γ, ±κ− iγ, vagyis a valós E-tengelyre és az imaginárius k-tengelyrenézve egymás tükörképei, hullámfüggvényeik között pedig a következ® kap
solatáll: u−k̄∗(r) = u∗

k̄
(r). A bomló és felépül® állapot ugyanazon �zikai állapot kétféle(id®beli) megvalósításának tekinthet®.A kötött és virtuális állapotok is párban fordulnak el®, de energiáik, hullám-számaik között nin
s ehhez hasonló egyértelm¶ kap
solat. Látható, hogy mind akötött, mind a virtuális állapotok energiája negatív, viszont a különbség a hullám-számban (a Riemann-felületben), és ezáltal a hullámfüggvényben van. A kötöttállapot hullámfüggvénye exponen
iálisan tart a nullához, míg a virtuális állapotéexponen
iálisan n®. A virtuális állapot kiáltóan �zikaiatlan, azonban a szórásmát-rix sajátságosan viselkedik, és így közvetve van �zikai jelent®sége. Több ismert



4 1. FEJEZET. ELMÉLETI BEVEZETÉS
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1.1. ábra. Az S mátrix pólusai a komplex k-síkon. A fekete telt körök a kötöttállapotoknak, míg a világos körök a virtális állapotoknak megfelel® pólusok. A Na bomló rezonan
iákat, míg a világos háromszögek a felépül® (anti) rezonan
iákatjelképezik. A �-kel a nem�zikai rezonan
iákat szemléltetem.mag�zikai �állapot� virtuális, leghíresebb ezek közül a deuteronnak a kötött álla-pothoz hasonlító szingulett állapota.A rezonan
iaállapotok értelmezése érdekében a következ® feltételezéssel élünk:behelyettesítjük a χ = e−
i
~

ĒtΨ hullámfüggvényt az (1.1) id®t®l függ® S
hrödinger-egyenletbe el®írva a Ψ(r) ∝ u(r) ∼ eikr kimen®hullám határfeltételt, ugyanis ezfelel meg az S(E) pólusnak. Ezek után azt kapjuk, hogy χ ∼ e−
Γ
2~

te−
i
~

ERteikr ,ahol az állapot eikr aszimptotikus alakkal rendelkezik. A |χ|2 ∝ e−
Γ
~

t id®t®lfügg® tényez®, a Γ szélességgel rendelkez® állapot exponen
iális elbomlását írjale. Az r szerint exponen
iálisan növekv® amplitúdó arra utal, hogy az elbom-lás végtelen hosszú ideje történt és végtelen sokáig tart. A rezonan
iaállapotok�hullámfüggvényét� nevezzük Gamow-hullámfüggvénynek. Ezáltal a rezonan
iaál-lapotok eredend®en a kötött állapotok meghatározására alkalmas módszerek va-lamely általánosításának a segítségével tárgyalhatók. A rezonan
iaállapotokhoztartozó energia-sajátértékek komplex számok. Egy hermitikus operátor sajátérté-kei valósak, ebb®l következik, hogy a Hamilton-operátor a Gamow-állapotokkalkiegészített függvénytérben nem hermitikus. E függvénytérben azonban egyfajtaáltalánosított kvantumme
hanika, az ún. Berggren-reprezentá
ió [50℄ állítható fel.



1.2. A VARIÁCIÓS MÓDSZER 5Jelen dolgozatnak nem 
élja a Berggren-reprezentá
ió tárgyalása, viszont a teljes-ség kedvéért összefoglalva elmondható, hogy a függvénytér kiterjesztésével, módo-sított skalárszorzattal egy olyan biortogonális függvénytér hozható létre, amelybena kötött állapoti formalizmus tökéletesen m¶ködik rezonan
iaállapotokra is. A dol-gozatban a nem kötött, de diszkrétként kezelhet® állapotokra �diszkrét nem kötött�állapotokként hivatkozok.1.2. Variá
iós módszer többtest-problémára1.2.1. A variá
iós módszerTekintsünk egy N része
skéb®l álló rendszert, amelynek Hamilton-operátora
H(1, . . . , N) = H0+V , aholH0 =

∑N
i=1 Ti a rendszer kinetikusenergia-operátorátjelöli, míg V =

∑
i V

k(ri) +
∑

i,j V (rij) + . . . a rendszerben ható összes köl
sön-hatást foglalja magába (V k(ri) a része
skékre ható küls® köl
sönhatást, V (rij) arésze
skék között ható köl
sönhatást jelöli, és ri, rij pedig az egyrésze
ske és relatívkoordinátákat. A diszkrét sajátértékspektrumot a
H(1, . . . , N)Ψ(1, . . . , N) = EΨ(1, . . . , N), (1.4)id®t®l független S
hrödinger-egyenlet megfelel® határfeltételek melletti megoldásaszolgáltatja. Atom- és mag�zikában a S
hrödinger-egyenlet kötött állapoti megol-dásainak közelítésére leggyakrabban használt módszerek egyike a variá
iós elvenalapuló eljárás. A továbbiakban ezt a módszert mutatom be, 
supán a legfontosabbjellemz®ire kitérve.Egy négyzetesen integrálható Ψ0 függvény akkor és 
sak akkor megoldása a

HΨ0 = E0Ψ0 S
hrödinger-egyenletnek (a H Hamilton-operátor hermitikus), haaz
E[Ψ] =

〈Ψ |H |Ψ〉
〈Ψ|Ψ〉 ,funk
ionál sta
ionárius Ψ = Ψ0-ban, vagyis ha az E[Ψ] funk
ionál összes δE[Ψ]variá
iója nulla Ψ = Ψ0 körül, és ekkor az E0 sajátérték E0 = E[Ψ0] lesz.Ily módon egy közelít® megoldást kaphatunk, ha a megfelel®en megválasztott

Ψ próbafüggvény paramétereit olyannak választjuk, hogy az E[Ψ] sta
ionárius le-gyen a paraméterek variá
iójával szemben. Bebizonyítható, hogy a próbafüggvény



6 1. FEJEZET. ELMÉLETI MÓDSZEREKsegítségével meghatározott sajátérték felülr®l közelíti az alapállapot energiaérté-két.Természetesen ha a függvényterünket K darab lineárisan független, négyzete-sen integrálható bázisfüggvénnyel fedjük le, akkor az alapállapoti energiaértéknekegy jobb közelítését nyerjük a variá
iós feladat
Ψ =

K∑

i=1

ciψi, (1.5)próbafüggvénnyel való megoldásával, mintha 
sak egyetlen egy bázisfüggvénnyelfednénk le a függvényteret. Egy K dimenziós függvénytér esetén K darab saját-értéket kapunk, hiszen a variá
iós elv alkalmazása egy K dimenziós sajátérték-egyenlethez vezet. A sajátértékek pontossága attól függ, hogy mennyire jól vá-lasztjuk meg a bázisfüggvényeket.A Hylleraas�Undheim-tétel:Legyen egy K dimenziós bázis által szolgáltatott sajátértékek sorozata E1 ≤ E2 ≤
· · · ≤ EK . Ha egy újabb elemmel növeljük a bázist, akkor a hasonlóképpen ren-dezett új E′

i(i = 1, . . . ,K + 1) energia-sajátértékekre a következ® összefüggésekérvényesek: E′
1 ≤ E1 ≤ E′

2 ≤ E2 ≤ · · · ≤ E′
K ≤ EK ≤ E′

K+1.A fenti tételnek két fontos következménye van:1. Amennyiben a bázis dimenziója megegyezik a teljes függvénytér dimenziójá-val (amely elvben lehetséges, noha általában a teljes függvényterünk végtelendimenziójú), akkor a közelít® sajátértékek megegyeznek az egzakt energiaér-tékekkel. Továbbá, ha a bázis teljesen lefedi a függvénytér egy alterét, akkora sajátértékek az altérre jellemz® energiaértékekhez fognak konvergálni.2. Az Ei közelít® sajátenergia fels® korlátja az i-edik egzakt energiaértéknek.Ez utóbbit mini-max tételnek is nevezzük.A fentiekben elmondottakat az 1.2. ábrán szemléltetjük. A számításokat az úgyne-vezett korrelált Gauss-bázison végeztük el, amelynek tárgyalására a kés®bbiekbentérek ki. Figyelemre méltó a módszerünk pontossága, hiszen már kis bázisdimen-zió mellett is nagy pontossággal kapjuk meg a He-atom alapállapotának, és az nS,
n > 1 gerjesztett szingulett állapotoknak az energiáját.Ezen vizsgálatok eredményeként elmondható, hogy variá
iós próbafüggvénytolyan négyzetesen integrálható függvények (bázisfüggvénynek) lineáris kombiná
i-
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1.2. ábra. A héliumatom alap- és néhány gerjesztett, L=0 teljes impulzusmomen-tumú szingulettállapota, a függvényteret kifeszít® bázis dimenziójának függvényé-ben. Az ábrán látható vastagított rövid vonal relativisztikus korrek
iókkal végzettegyéb számításokat jelöli [8℄. Az eredményeket atomi egységekben adtuk meg.ójának érdemes választani, amelyek elég rugalmasak, könnyen kezelhet®k és ter-mészetesen eleget tesznek a S
hrödinger-egyenletre kirótt határfeltételeknek. Ez azoka annak, hogy a hidrogénszer¶, valamint a Hylleraas-típusú függvények a több-része
skés számítások esetén nagy szerepet kaptak az atom�zikában, a harmonikusosz
illátor sajátfüggvényeit használják a mag�zikusok, és hogy a Gauss-függvényeknagymértékben el®segítették a molekula�zika területén a számításokat.A számítások megkönnyítése érdekében jó ha a választott bázisfüggvé-nyek informá
iót tartalmaznak a vizsgált rendszerre vonatkozóan. Ezért adjobb eredményt (és gyorsabb konvergen
iát) egy két 
entrumra 
entrált Gauss-függvényekb®l felépített bázis a hidrogénmolekulára, mint pusztán az origóra 
ent-rált, egy
entrumú változat.1.2.2. Többtest-feladatTöbbtest-feladat esetén az (1.4) egyenletben szerepl® Hamilton-operátor alakjaegyrésze
ske koordinátákban a következ®:
H(1, . . . , N) = −~2

2

N∑

i=1

1

mi
∇i

2 +

N∑

i=1

V k(ri) +

N∑

1≤i<j

V (|ri − rj |). (1.6)



8 1. FEJEZET. ELMÉLETI MÓDSZEREKAz esetek többségében a köl
sönhatás 
sak a része
skék relatív helyzetét®l függ(küls®tér hiányában: V k(ri) = 0). Ilyenkor az r′i = ri − R, i = 1, . . . , N − 1 és
r′N = R koordináták bevezetésével (R = m−1

1...N

∑N
i=1miri, m1...N =

∑N
i=1mi

)a rendszer súlypontjának mozgása különválasztható a relatív mozgástól. A beve-zetett új koordinátákkal (amelyekb®l a vessz®t elhagyom) a Hamilton-operátor akövetkez®képpen írható fel:
H ′(1, . . . , N) = − ~2

2m1...N
∇2

R − ~2

2

N−1∑

i=1

(m−1
i −m−1

1...N )∇2
i −

− ~2

2m1...N

N−1∑

1≤i<j

∇i∇j +

N∑

1≤i<j

V (|ri − rj |),ahol a vessz®s Hamilton-operátor arra utal, hogy ezt már az új koordinátákbanadtam meg. A jobb oldal els® tagja nem egyéb, mint a rendszer tömegközéppont-jának kinetikus energiája, a harmadik tag az ún. tömeg-polarizá
iós tag, amelya Ja
obi-koordináták bevezetésével kiküszöbölhet®, így a számítások egyszer¶söd-nek. A következ®kben a része
skék hely-, relatív és Ja
obi-koordinátáinak kap
so-latára térek ki röviden.

1.3. ábra.A bal oldali ábra szemlélteti három része
ske helyzetvektorait, relatív hely-zetvektoraikat és ezek egy alternatív alakját, az ún. Ja
obi-koordináták egyikét. Ajobb oldali ábrán az összes lehetséges, ekvivalens Ja
obi�koordináta-sorozat látható.A 1.3. bal oldali ábráján, az egyszer¶ség kedvéért, három különböz® tömeg¶



1.2. A KORRELÁLT GAUSS-BÁZIS 9része
ske által alkotott rendszer helyzetvektorait, és különböz® relatív koordináta-vektorait ábrázoltam. A Ja
obi-koordináták használata a rendszer bels® dinami-kájának leírása szempontjából alapvet® fontosságú.Adott egy N része
skéb®l álló rendszer, amelyet 3N helyzetkoordinátával
(r̃ = (r1, . . . , rN )) jellemezhetünk. r̃ egy 1×N sor-mátrixot jelent, amelynek i-edikeleme az i-edik része
ske helyzetvektorát adja meg. Az x̃ = (x1, . . . ,xN−1,xN )Ja
obi-sormátrix elemei kifejezhet®k az egyrésze
ske, valamint relatív koordináta-vektorok segítségével és fordítva.

xi =

N∑

j=1

Uijrj , ri =

N∑

j=1

(U−1)ijxj (i = 1, ..., N), (1.7)illetve
ri − rj =

N∑

k=1

[(
U−1

)
ik
−
(
U−1

)
jk

]
xk ≡ w̃ (ij)x, (1.8)ahol az N ×N -es U transzformáló mátrix alakja:

U =




1 −1 0 . . . 0
m1

m12

m2

m12
−1 . . . 0... ...

m1

m12...N−1

m2

m12...N−1
. . . . . . −1

m1

m12...N

m2

m12...N
. . . . . . mN

m12...N




.Az U mátrix utolsó sorának és oszlopának a rendszer xN tömegközéppontja ko-ordinátáinak a meghatározásában van 
sak szerepe. A bels® dinamika tárgyalásá-hoz elégséges a rendszert 3N − 3 koordinátával megadni. A 1.3. jobb oldali ábrá-ján pedig a már említett háromtest-rendszerre jellemz® összes lehetséges Ja
obi-koordináta sorozatot szemléltetem. Természetesen mindez általánosítható a há-romnál több része
skéb®l álló rendszerekre is, ahol a lehetséges Ja
obi-koordinátasorozatok száma a rendszert alkotó része
skék számával n®. A különböz® soroza-tok egyértelm¶en kifejezhet®k az egyrésze
ske koordináták segítségével, valamintegymás között is egyértelm¶ a kap
solat. Ezen összefüggések megadásától eltekin-tek (lásd pl. [10℄), viszont mint látni fogjuk, a számítások gyorsabb konvergen
iájaérdekében 
élszer¶ a különböz® Ja
obi-koordináta rendszerek együttes használata.



10 1. FEJEZET. ELMÉLETI MÓDSZEREK1.2.3. A korrelált Gauss-bázisA variá
iós eljárások során kritikus pont a próbafüggvény helyes megválasztása.Ezeket legtöbbször rugalmas, jó tulajdonságú bázisfüggvények lineáris kombiná
i-ójaként adjuk meg. A S
hrödinger-egyenlet, mint sajátérték-probléma sajátfügg-vényei egy teljes ortonormált függvényrendszert alkotnak. A sajátfüggvényeket kö-zelít® próbafüggvényt azonos alakú és tulajdonságú bázisfüggvények (a variá
iósparaméterek folytonos függvényei) lineáris kombiná
iójával közelítem. Ezekre abázisfüggvényekre már nem kell megkövetelni az ortonormáltságot.

-
6

1 2 3 4 5 6 7 8 r (fm)0.20.40.60.81.01.2
u(r)(fm�1=2 )

1.4. ábra. Az u(r)=2(a3/π)1/4re−
1
2

ar2 radiális Gauss-függvények l=0 impulzusmomen-tum és különböz® a= 1

8
, 1

4
, 1

2
, 1, 2, 4 fm−2 paraméterek esetén.Az egyrésze
ske-problémákra bevált 
somópont nélküli gömbi harmonikus-osz
illátor-függvények jó bázist alkothatnak. Ezeket impulzusmomentum-vetítettGauss-függvényeknek is tekinthetjük. Bármely l,m kvantumszámokkal jellemzettnégyzetesen integrálható hullámfüggvény közelíthet® az lm altérre vetített Gauss-függvények lineáris kombiná
iójával:

Flm(r) ≈
K∑

k=1

cke
− 1

2
akr2Ylm(r), ahol Ylm(r) = rlYlm(r̂), (1.9)ahol Ylm(r̂) a gömbfüggvény. Az 1.4. ábrán néhány l = 0-s Gauss-függvényt áb-rázoltam. E függvények kombiná
iói láthatólag valóban rugalmasan idomíthatók



1.2. A KORRELÁLT GAUSS-BÁZIS 11egy kötött állapoti probléma megoldásához. Az (1.9) egyenlet N része
skéb®l állórendszerre való általánosításával a következ® függvényt kapjuk:
ΨLML

(x) ≈
∑

k1,...,kN−1

∑

l

Ck1,...,kN−1l

N−1∏

i=1

e−
1
2
aki

xi
2

θlLML
(x̂)

=
∑

{kl}
Ckle

− 1
2
x̃AxθlLML

(x̂), (1.10)ahol az x1, . . . ,xN−1 mátrixokkal ((N − 1) × 1-es oszlopmátrixok) egy Ja
obi-koordináta sorozatot jelöltem, amelyekb®l már kihagytuk a rendszer tömegközép-ponti mozgását. Az exponensben szerepl®Amátrix diagonális. Ha a (1.10) másodiksorában megengedjük, hogy A ne legyen diagonális, azaz
x̃Ax =

N−1∑

i,j=1

Aijxi · xj , (1.11)akkor a korrelált Gauss-bázishoz jutunk, és ezáltal egy még rugalmasabb, jobbbázist kapunk. Az A mátrix egy a nemlineáris variá
iós paramétereket magábafoglaló (N − 1) × (N − 1)-es szimmetrikus, pozitív de�nit mátrix.Egy jól meghatározott L impulzusmomentumú és M mágneses kvantumszámúrendszer esetén a szögt®l függ® rész a következ®képpen adható meg:
θlLM (x̂) =

[
. . .
[
[Yl1(x1) × Yl2(x2)]L12

× Yl3(x3)
]
L123

× · · · × YlN−1
(xN−1)

]
LM

=
∑

κ={m1,m2,...,mN−1}l

cκl

N−1∏

i=1

Ylimi
(xi), (1.12)ahol Ylimi

(xi) = xli
i Ylimi

(x̂i) a térbeli gömbfüggvények, l =

{l1, . . . , lN−1, L12, L123, . . . } a része
skék impulzusmomentumai mellett avektorösszegzésb®l ered® részimpulzusmomentumokat is magába foglalja, cκ pedig
〈l1m1l2m2|L12m1 +m2〉〈L12m1 +m2l3m3|L123m1 +m2 +m3〉 . . . 〈L12...N−1m1 +

m2 + · · · + mN−1lNmN |LM〉 Clebs
h�Gordan-együtthatók szorzata (lásd [5℄vagy [6℄). Soktest-probléma esetén az (1.12) szögt®l f¶gg® rész az impulzusmo-mentumok 
satolása miatt nagyon elbonyolódhat, ugyanakkor a legtöbb esetbena részimpulzusmomentumok nem jó kvantumszámok, ezért egy realisztikusleírási mód több (l1, l2, . . . , lN ;L12, L123 . . . ) 
satolási 
satornát is �gyelembekell vegyen. Ezen segíthet az ún. globális vektor reprezentá
ió [10℄. A bonyolult
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satolási 
satornákkal el®állított szögt®l függ® részt egy sokkal egyszer¶bbmódon állítjuk el®. Amennyiben a részimpulzusokra teljesülnek a következ®feltételek (a paritásmegmaradás): (−1)L12 = (−1)l1+l2 , (−1)L123 = (−1)L12+l3 ,. . . ,(−1)L = (−1)L12...N−1+lN , akkor a hullámfüggvényt ugyanolyan jól adja visszaa
θLM =





N∏

j≥i=1

(xi · xj)
kij



 v2qYLM (v), (1.13)szögfügg® tényez®ket tartalmazó elemek lineáris kombiná
iója, ahol 2

∑N
i=1 kii +

2
∑N

j>i=1 kij + 2q =
∑N

i=1 li − L és a v =
∑N

i=1 uixi. Ily módon egy olyan kifeje-zéshez jutunk, amely már 
sak a jó L,M kvantumszámoktól függ. Természetesena v vektorban szerepl® lineáris paraméterek ismeretlenek, de ezek is variá
iós pa-raméterekként kezelhet®k.Ugyan a számításokban relativisztikus korrek
iókat nem használunk, és akéttest-köl
sönhatásaink sem tartalmaznak spint®l és izospint®l függ® tagokat, aspinhullámfüggvény �gyelembevétele mégis fontos, mivel több azonos része
skéb®lálló rendszereket vizsgálunk. Tehát
χSMS

=

[[[
χ 1

2
χ 1

2

]
S12M12

χ 1
2

]

S123M123

. . . χ 1
2

]

SMS

,vagyis az N darab spint kell valamelyik 
satolási 
satorna szerint össze-
satolni, eleget téve az impulzusmomentumok összegzési szabályainak. Mivelaz S12M12, S123M123, . . . , S12...N−1M12...N−1 kvantumszámok általában nem jókvantumszámok, a bázisállapotunk függ a 
satolási út megválasztásától.Végül a teljes báziselem a következ®képpen néz ki:
ψi = ψ(LS)JMJ

(Ai,x) = A
{
e−

1
2
x̃Ax[θLM (x̂)χS ]JMJ

}
, (1.14)ahol A a hullámfüggvényt megfelel®en antiszimmetrizáló operátor, és θLM lehetakár (1.12), akár (1.13). Tehát a hullámfüggvényben az azonos fermionokat tartal-mazó 
soportokon belül antiszimmetrizálunk. Például a (p+, p+, e−, e−, µ+) rend-szert a két protonra és a két elektronra külön-külön antiszimmetrizáljuk.Behelyettesítve az (1.5) próbafüggvényt az (1.4) S
hrödinger-egyenletbe egyáltalánosított sajátérték-egyenlethez jutunk:

Hc = EN c, (1.15)



1.2. MÁTRIXELEM-SZÁMÍTÁS 13ahol a H Hamilton- és N átfedési mátrixok elemei a következ®k:
Hij = 〈ψi |H |ψj〉 és Nij = 〈ψi|ψj〉 (i, j = 1, . . . ,K).Az (1.15) egyenlet numerikus megoldása nagyméret¶ mátrixok esetén sem jelentnapjaink számításte
hnikai kapa
itása mellett különösebben nagy problémát. Akorrelált Gauss-függvényekb®l felépített bázis használata mellett szól az a tényis, hogy a fenti mátrixelemek a legtöbb esetben analitikusan meghatározhatók.Igaz, vannak jól ismert hátrányaik is, például lassabban konvergálnak, mint a 
sakexponen
iális társaik, illetve nem tesznek eleget a Coulomb-köl
sönhatás eseténmegjelen® úgynevezett Kato-féle �
sú
sosodási (
usp)� feltételnek.1.2.4. Mátrixelem-számításA fenti mátrixelemek meghatározásához segédösszefüggésekre lesz szükség, neveze-tesen a korrelált Gauss-függvények g(s;A,x) generátorfüggvényét kell értelmezni.Legyen:

fKLM (u,A,x) ≡ e−
1
2
x̃Ax |ũx|2K YLM (ũx)

=
1

BKL

∫
YLM (ê)

( d2K+L

dλ2K+L
g(λeu;A,x)

)
λ=0,e=|e|=1

dê,
(1.16)ahol felhasználtam a következ® összefüggést:

(v · e)k = vk
∑

n,l≥0
2n+l=k

Bnl

l∑

m=−l

Ylm(v̂)Y ∗
lm(ê), ahol |e| = 1.A g(s;A,x) generátorfüggvény és a BKL tényez® alakja pedig:

g(s;A,x) = e−
1
2
x̃Ax+s̃x, BKL =

4π(2K + L)!

2KK!(2K + L+ 1)!!
.A (1.16) egyenletben s̃ = (s1, . . . , sN) segédvektor, az e egységvektor pedig aszögekt®l függ® paraméter. Felhasználva a fentiekben leírtakat, egy tetsz®leges Ôoperátornak az (1.16) egyenlettel értelmezett függvénnyel vett mátrixeleme:

〈 fK′L′M ′(u′,A′,x′)
∣∣∣Ô
∣∣∣ fKLM (u,A,x)

〉
=

1

BKLBK′L′

∫ ∫
dêdê′YLM (ê)Y ∗

L′M ′(ê′)

×
(

d2K+L+2K′+L′

dλ2K+Ldλ′2K′+L′

〈
g(λ′e′u′;A′,x)

∣∣∣Ô
∣∣∣ g(λeu;A,x)

〉)

λ=0,λ′=0
e=|e|=1

e′=|e′|=1

. (1.17)



14 1. FEJEZET. ELMÉLETI MÓDSZEREKAz egyszer¶ség kedvéért a továbbiakban 
sak a korrelált Gauss-függvények kö-zötti átfedési integrál kiszámítási eljárását adom meg, egy általánosabb Ô operátoresetén az eljárás hasonló, 
sak a generátorfüggvénnyel vett mátrixelemben fog kü-lönbözni.
〈 fK′L′M ′(u′,A′,x′)|fKLM (u,A,x) 〉 =

1

BKLBK′L′

∫ ∫
dêdê′YLM (ê)Y ∗

L′M ′(ê′)

×
[

d2K+L+2K′+L′

dλ2K+Ldλ′2K′+L′

(
(2π)N−1

detB

) 3
2

e[qλ2+q′λ′2+ρλλ′
e·e′]

]

λ=0,λ′=0
e=|e|=1

e′=|e′|=1

, (1.18)ahol
B = A+A′, q =

1

2
ũB−1u, q′ =

1

2
ũ′B′−1u′, ρ = ũ′B−1u.Az átfedési integrálban szerepl® exponenst a következ® sorfejtett alakban adhatjukmeg:

eqλ2+q′λ′2+ρλλ′
e·e′

=

∞∑

n=0

∞∑

n′=0

∞∑

m=0

H(n, q)H(n′, q′)H(m, ρ)λ2n+mλ′2n′+m(e · e′)m,ahol
H(n, x) =





xn

n! , ha n ≥ 0

0, ha n < 0
.A (1.18) egyenletben a λ és λ′ segédparaméterek szerint deriválva, majd tartvaezekkel nullához 
sak azokban az esetekben kapunk nullától különböz® tagokatamikor 2n+m = 2K+L és 2n′+m = 2K ′+L. Továbbá az e és e′ szögparaméterekszerinti integrálás során azok a tagok fognak különbözni nullától, amelyekre teljesülaz m = L+ 2k feltétel, ahol k pozitív egész szám. Tehát:

∫ ∫
dêdê′YLM (ê)Y ∗

L′M ′(ê′)(e · e′)2k+L
∣∣
e=1,e′=1

= BkL.Összefoglalva az el®z®ekben leírtakat, és �gyelembevéve az n = K−k és n′ = K ′−kparaméter
seréket, az átfedési mátrixelemre a következ®t kapjuk:
〈fK′L′M ′ (u′,A′,x′)|fKLM (u,A,x)〉 =

(2K + L)!(2K ′ + L)!

BKLBK′L′

×
(

(2π)N−1

detB

) 3
2

min(K,K′)∑

k=0

H(K − k, q)H(K ′ − k, q′)H(L + 2k, ρ)BkL.



1.2. MÁTRIXELEM-SZÁMÍTÁS 15A variá
iós számítások konvergen
iája és pontossága nagymértékben függ at-tól, hogy miként optimalizáljuk a nemlineáris paramétereket. Kisszámú része
skéttartalmazó rendszerek esetén is igaz, hogy az optimalizálandó paraméterek számaigen nagy, ezért a számítási id® 
sökkentése érdekében, alapos körültekintésselkell elvégezni a bázisoptimalizálásokat. Konven
ionális, determinisztikus optima-lizá
ión alapuló módszerek esetén (a nemlineáris paraméterek mértani haladványtalkotnak, esetleg valamely ekvidisztáns vagy Csebisev-rá
spontokként értelmezzük®ket), sokszor és ismételten kell a diagonalizálást és a mátrixelem kiszámítást vég-rehajtani, és az esetleges lokális minimumok jelenléte miatt még így sem biztos,hogy megtaláljuk a globális minimumot, amely a probléma megoldását (sajátérté-két) jelentené.Módszerünk a sto
hasztikus paraméter keresésen alapul [11℄, így a lokális mi-nimumba való �beragadás� megszüntethet®, valamint a nagy, és nem
sak nulla ele-mekkel rendelkez® mátrixok ismétl®d® diagonalizá
ióját azzal helyettesítjük, hogyegyszerre 
sak egy bázisfüggvényt változtatunk meg.Az (1.14) egyenlet exponensében szerepl® kvadratikus alak a következ®vel azo-nos:
x†Ax =

N∑

k<l

αkl(rk − rl)
2, (1.19)ahol ri a része
skék helyzetvektora, az αij és Aij nemlineáris paraméterek pedigkifejezhet®k egymás függvényében. A fenti jelölés többek között azért is el®ny®s,mert közvetlen módon tartalmazza az i-vel és a j-vel jelölt része
skék közötti kor-relá
iót. Az rk −rl relatív koordináták nem alkotnak lineárisan független halmazt,így az αij-k közül néhány lehet negatív is, azonban az A mátrixnak pozitív de�nit-nek kell maradnia, annak érdekében hogy a bázisfüggvény négyzetesen integrálhatólegyen. Mivel semmilyen el®ny nem származott abból, hogy az αij-knek megenged-tünk negatív értékeket is (ha az αij -re mint méretparaméterre gondolunk, akkor anegatív �zikai méretnek nin
s értelme), ezért maradunk a 
sak pozitív értékeknél[10℄.A sto
hasztikus variá
iós módszer szisztematikusan javítja az αij nemlineáris pa-ramétereket, és a véletlenszer¶en választott értékek közül 
sak azokat fogadjael, amelyek mélyítik az energiaértékét. A bázisépítés a következ®képpen zajlik:az els® báziselemhez azt a báziselemet adjuk hozzá, amelyet adott számú vélet-lenszer¶en választott paraméter készletb®l a legmélyebb energiaértéket adja. Így



16 1. FEJEZET. ELMÉLETI MÓDSZEREK1.1. táblázat. Coulomb-i néhánytest-rendszerek alapállapoti energiája atomi egy-ségekben. A proton tömegét végtelen nagynak választottuk kivéve az utolsó esetet,amikor ennek az értéke 1836.1527me volt.rendszer SVM bázis méret más eredmények bázis méret
∞H− −0.527710163 600 −0.52775116523 850 [48℄Ps− −0.262005070226 600 −0.2620050702328 1488 [49℄
∞HPs −0.789196553 1200 −0.7891967147 �� [35℄
∞H2 −1.17445 100 −1.174475714 1200 [36℄Ps2 −0.516003778 1200 −0.516002 400 [37℄H+

3 −1.3185 500 �� ��lépésr®l-lépésre növelhet® a bázis. Az eljárást mindaddig folytatjuk, amíg elérjükaz általunk megkívánt energia- és hullámfüggvénybeli pontosságot. További javításérhet® el azzal, ha a bázisra egy �nomító 
iklust engedünk rá. Ennek az eljárás-nak a lényege abban áll, hogy minden báziselemhez, általunk szabályozott számúúj, véletlenszer¶en választott nemlineáris paramétersorozatot generálunk, majd azeredeti paramétereket ezen sorozat elemeire 
serélve megvizsgáljuk, hogy mélyít-evalamelyik elem az energiaértéken. Ha igen, akkor az eredeti paramétert ki
se-réljük ezzel az újjal és a �nomítási 
iklus folytatódik a következ® báziselemmel.Ennek az eljárásnak köszönhet®en, már akár kis bázisméret mellett is nagy pon-tosságot tudunk elérni. Szemléltetésként néhány rendszer alapállapoti energiájátaz 1.1. táblázatban foglaltam össze.



2. fejezetKötött állapoti problémák
2.1. Coulomb-rendszerek kötött állapotaA klasszikus me
hanika legtöbbet tanulmányozott problémái közé tartozik az(1/r2)-es newtoni gravitá
iós törvény szerinti mozgás és az ennek megfelel®kvantumme
hanikai rendszerek, az (1/r)-es Coulomb-poten
iállal köl
sönhatónéhánytest-rendszerek. Amennyiben a része
skék száma kett®, a probléma ana-litikusan megoldható. Ha azonban eggyel növeljük a rendszert alkotó része
skékszámát, a feladatra már 
sak numerikus megoldást kaphatunk, hiszen a klasszikusme
hanikából tudjuk, hogy az �els®integrálok� száma kevesebb, mint az ismeret-len (x,p) általános koordináták és impulzusok együttes száma. A nagyteljesítmé-ny¶ számítógépeknek köszönhet®en, azonban különböz® közelít® eljárások alkalma-zásával lehet®ség van arra, hogy nagy pontossággal meghatározzuk a része
skékhelyzetét és sebességét valamely tetsz®leges id®pillanatban. A kvantumme
hanikaiCoulomb-köl
sönható háromtest-rendszer sokkal több fejfájást okozott az elméleti�zikusoknak, mint klasszikus párja.A diszkrét energiaspektrum meghatározására leggyakrabban variá
iós eljárá-sokat használtak [7, 10℄, a rezonan
iaállapotok jellemz®it pedig legtöbbször komp-lex elforgatáson alapuló eljárásokkal probálták meghatározni [54℄. A Fagyejev�Merkurjev-integrál-egyenletek megoldásával nagy pontossággal sikerült leírni kü-lönböz® háromtest-rendszerek kötött állapotai mellett, a rezonan
iaállapotokat ésa szórási állapotokat is [73℄. Ez utóbbi közelít® eljárásra a dolgozatban a kés®b-17



18 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKbiekben részletesebben is kitérek. Mindamellett, hogy háromtest-rendszerr®l vanszó és nagyon sokat tanulmányozták ezeket a rendszereket az elmúlt id®szakban,többek között a háromtest�felhasadási (bomlási) küszöb feletti állapotok leírásasin
s még teljesen megoldva.2.1.1. A S
hrödinger-egyenlet skálázhatóságaAz N töltött része
skéb®l álló rendszer S
hrödinger-egyenlete a következ®:

−~2

2

N∑

i=1

1

mi
∆ri

+

N∑

1≤i<j

qiqj
|ri − rj |


Ψ(r1, . . . , rN ) = EΨ(r1, . . . , rN ), (2.1)ahol r1, . . . , rN a része
skék koordinátáit, mi a tömegüket és qi pedig a töltésüketjelöli.Változtassuk meg arányosan egy c skálafaktorral a része
skék tömegét és egyide-j¶leg c−1-es szorzóval a koordinátákat: m′

i = cmi és r′i = c−1ri. Behelyettesítvemindezeket a (2.1) S
hrödinger-egyenletbe azt kapjuk, hogy:

−~2

2

N∑

i=1

1

m′
i

∆
r
′

i
+

N∑

1≤i<j

qiqj
|r′i − r′j |


Ψ(r′1, . . . , r

′
N ) = cEΨ(r′1, . . . , r

′
N ). (2.2)A �zikailag értelmes c > 0 esetben, a (2.1) és (2.2) problémának �ugyanakkor�van kötött állapota. Ebb®l pedig az következik, hogy a kötött állapot léte 
sak atömegarányoktól függ, és az átskálázott tömeghez (m′

i = cmi) tartozó kötött álla-pot energiában (E′ = cE) és méretben is (Ψ(r′1, . . . , r
′
N ) = Ψ(c−1r1, . . . , c

−1rN ))átskálázódik.Hasonló a végkifejlete annak az esetnek is, ha az átskálázást nem a része
skéktömegein, hanem a töltésein keresztül végezzük el, igaz ez esetben az energiaská-lázás már négyzetes.2.1.2. Három- és négytest-Coulomb-rendszerek stabilitásaTekintsük az egyszer¶ség kedvéért az (m+
1 ,m

−
2 ,m

−
3 ) egységnyi töltéssel rendel-kez® része
skéb®l álkotott háromtest-rendszert, ahol mi-vel a része
ske tömegét ésa fels®indexben lev® +-szal vagy−-szal az egységnyi töltés el®jelét jelöltük, és felté-telezzük továbbá, hogym3 ≤ m2. A rendszert leíró Hamilton-operátor 
sak kéttest



2.1.2. HÁROM- ÉS NÉGYTEST COULOMB-RENDSZEREK STABILITÁSA 19Coulomb-köl
sönhatást tartalmaz. A tömegközépponti mozgást leválasztottuk. Efejezet további részében atomi egységeket használok (melektron = 1, ~ = 1, e = 1).A rendszer legala
sonyabb küszöbenergiáját az
Eth = −1

2
µ12 = −1

2

m1m2

m1 +m2
,az (m+

1 ,m
−
2 ) alapállapotban lev® hidrogénszer¶ rendszer szolgáltatja. Természete-sen, többrésze
skés rendszerek esetén mindig léteznek a fentihez hasonló küszöb-energiák, amelyek felett a rendszer két vagy több része
skéb®l álló alrendszerekrebomlik. Vagyis amennyiben a rendszer a legala
sonyabb küszöb feletti energia-értékkel bír, akkor a rendszer nem stabil, ezért elbomlik. Egy rendszerr®l akkormondjuk, hogy stabil ha variá
iós módszerrel kapott energia-sajátértéke (melyfels® korlátja az egzakt értéknek) a legala
sonyabb küszöbenergia alatt van.Az (m+
1 ,m

−
2 ,m

−
3 ) háromtest-rendszer esetén elképzelhet®, hogy amikor a rend-szer energiája a kéttest küszöb felett van (az atom alapállapoti energiája), azon-ban az (m+

1 ,m
−
2 ,m

−
3 ) → (m+

1 ,m
−
2 )a.á. + m−

3 bomlás a paritássértés miatt nemvalósulhat meg, akkor a kéttest-alrendszer (az atom) valamely gerjesztett álla-pota lesz a küszöb, és a bomlás az (m+
1 ,m

−
2 ,m

−
3 ) → (m+

1 ,m
−
2 )g.á. + m−

3 →
(m+

1 ,m
−
2 )a.á. +m−

3 + γg.á.→a.á. formában valósul meg, ahol a.á.-tal az atom alapállapotát és g.á.-tal pedig ennek valamely gerjesztett állapotát jelöltem. Ezt ne-vezzük metastabilitásnak.Négy vagy több része
skéb®l álló rendszerek esetén nem könny¶ megmondani,hogy melyik a legala
sonyabb küszöbenergia, hiszen egy (m+
1 ,m

+
2 ,m

−
3 ,m

−
4 ) rend-szer esetén a küszöb függ a rendszert alkotó része
skék tulajdonságaitól is. Egynégy megkülönböztethet® része
skéb®l álló rendszer esetén a lehetséges bomlásiútvonalak:

(m+
1 ,m

+
2 ,m

−
3 ,m

−
4 ) →





(m+
i ,m

+
j ,m

−
k ) +m−

l (i j k l) = (1 2 3 4)

(m−
i ,m

+
j ,m

−
k ) +m+

l (i j k l) = (1 2 3 4)

(m+
i ,m

−
j ) + (m−

k +m−
l ) (i j k l) = (1 2 3 4)

,ahol (i j k l) = (1 2 3 4)-vel az indexek egy adott sorrendjét és ezek egyéb lehetséges
irkuláris permutá
ióját jelöltem.A legala
sonyabb küszöb meghatározása, a fenti bomlási utakat tekintve, márnégytest-rendszerek esetén is több alrendszer vizsgálatát követeli meg. Külön-külön megvizsgálva ezeket, egyértelm¶en eldönthetjük, hogy melyik küszöbhöz



20 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKkell viszonyítanunk a rendszer stabilitását. Érdekességképpen említeném meg az(e−,e−,e+,e+,x+) öttest rendszert, ahol x egy �ktív része
ske, amely sem nemelektron sem nem pozitron. Változtatva az x tömegét, a rendszer küszöbenergiájáta σ = me/mx < 1 tömegarány tartományban az (e−,e−,e+,x+)+e+ szolgáltatja.
σ = 1 esetén a (e−,e−,e+,x+) és Ps2 alrendszerek alapállapoti energiája azonos, ígya σ ≥ 1 tömegarányoknál már az (x++Ps2) öttest-rendszer lesz a legala
sonyabbküszöb. mx ≈ 0.56me tömegértéknél fog majd a rendszer az (x++Ps2) bomlásiútvonal szerint disszo
iálni.Az (m±

1 ,m
∓
2 ,m

±
3 ) egységnyi töltésekb®l felépített háromtest-rendszereket rész-letesen tanulmányozták az elmúlt id®szakban [9℄ és az ott található hivatkozások.Azt találták, hogy a rendszer stabilitási tartománya a 2.1. ábrán szemléltetett,besávozott terület szerint alakul.

2.1. ábra. Az (m+
1 ,m

−
2 ,m

−
3 ) egységnyi töltésekb®l felépített háromtest-rendszer sta-bilitási tartománya a tömegarányok függvényében.Minden (m+

1 ,m
−
2 ,m

−
3 ) rendszer egy pontnak felel meg az egységnyi magasságú(2√3/3 oldalú) A1A2A3 egyenl® oldalú háromszög alakú zárt lemezen. E pon-tot az jelöli ki, hogy az Ai ponttal szembenfekv® oldaltól vett távolsága αi =

mi
−1

m−1

1
+m−1

2
+m−1

3

, (i = 1, 2, 3). E konstruk
ió azért értelmes, mert az egyenl® oldalúháromszög bármely pontjának az oldalaktól vett távolságainak összege egyenl® aháromszög magaságával. A fenti geometriai tétel egyszer¶en bizonyítható. 1 To-vábbá innen következik az is, hogy az A1A2A3 háromszög magassága nem más,1A rendszerre jellemz® pontot összekötve a háromszög 
sú
saival, három darab αi magasságúháromszögre tagolódik az A1A2A3 háromszög. A kisháromszögek területeinek az összege egyenl®az A1A2A3 egyenl® oldalú háromszög területével, és ezáltal a tétel bizonyítást nyert.



2.1.2. HÁROM- ÉS NÉGYTEST COULOMB-RENDSZEREK STABILITÁSA 21mint ∑3
i=1 αi = 1. Hasonló ábrát kapunk a töltéskonjugált (m−

1 ,m
+
2 ,m

+
3 ) rend-szerekre is. Ily módon az �anti-rendszerek� stabilitására viszonylag könnyen lehetkövetkeztetéseket levonni.Az el®bbiek alapján belátható, hogy az (M+,m−,m−) típusú ionok mindig sta-bil rendszert alkotnak, hiszen változtatva azM tömeget, a rendszert jellemz® pontaz A1 
sú
sból kiinduló oldalfelez® mer®legesen mozog. Emiatt egy pozitív töltés¶magból és elektronból álló semleges rendszer képes bekötni egy újabb elektront. Afenti rendszer két végletes példája a H− hidrogén-, valamint a Ps− pozitrónium-ionok. A H− hidrogénion az alapesete a háromtest�Coulomb-rendszereknek, ezértnagyon sokat tanulmányozták. Az elektronnak hidrogénen való szórására vonat-kozó kísérletek és az elméleti számítások sok különleges tulajdonságra mutattakrá. Már a kvantumme
hanika kezdeti id®szakában egy elég pontos fels® határáthatározták meg a H− egyetlen, (szingulett) kötött állapoti energiájának [43, 44℄.Ezen az értéken különféle variá
iós próbafüggvényeket használva sokan javítottak,ezáltal egy referen
iarendszert hozva létre az új közelít® eljárások pontosságánakellen®rzésére. A másik sokat tanulmányozott véglet-rendszer a Ps− pozitróniumion,amelynek létezését Wheeler 1946-ban jósolta meg [16℄, és amelyet Mills 1981-ben[17℄ kísérletileg meg is talált. Ez a rendszer töltés szempontjából teljes mértékbenmegeggyezik a H− ionnal az egyetlen különbség az, hogy a protont helyetesít® po-zitron tömege az elektronéval egyenl®. A Ps− diszkrét energiaspektruma teljesenhasonló a H− ionéhoz, itt is 
sak egyetlen szingulett, kötött állapotot találtak.Id®közben arra is fény derült, hogy a Ps− rendszernek, és sejtésünk szerint a H−ionnak és a (p+, e−, e+) háromtest-rendszernek is végtelen sok rezonan
iaállapotavan [A3], amelyekre a dolgozatom második felében részletesen kitérek.A 2.1. ábra segítségével a tanulmányozni kívánt rendszer stabilitásáról, szá-mítások elvégzése nélkül is informá
iókat nyerhetünk. Az ilyen és ehhez hasonlóábrákból 
sak azt tudhatjuk meg, hogy a vizsgált rendszer stabil-e. A lehetsé-ges kötött állapotok számáról viszont semmilyen informá
iót nem kapunk. Nemléteznek általános elvek a kötött állapotok számát illet®en, azonban néhány spe
i-ális esetre léteznek szabályszer¶ségek. Így az (M±,m∓,m∓) rendszerek esetén azúgynevezett �összehasonlítási� elv alapján [45℄, ha m/M < 0.210101636, akkor arendszernek egy és 
sakis egy kötött állapota van. Amennyiben a rendszer stabil,és m/M > 0.210101636, akkor legalább egy kötött állapota biztosan létezik. Tehátbizonyítást nyert az a tapasztalati tény, hogy a H−-nak 
sak egy kötött állapota



22 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKvan. A Ps− és Ps+ töltéskonjugált rendszerek esetén a tapasztalatnak megfelel®envan legalább egy kötött állapot, míg a H+
2 rendszernek 19 L = 0 ered® impulzus-momentumú kötött állapotáról van tudomásunk. Itt kell megemlítenem, hogy azutóbbi két rendszer az (M+,M+,m−)-nak a két széls®séges esete, azzal a különb-séggel, hogy míg a H+

2 egy molekuláris ion (két lomhán mozgó nehéz tömegpontés egy megosztott elektron, amely lehet®vé teszi a Born�Oppenheimer-közelítésalkalmazását), addig a Ps+-nak már nem molekula, a molekuláris jelleg valahol a
σ = m/M ≈ 0.16-nál sz¶nik meg.Négy vagy annál több része
skéb®l álló rendszer stabilitási tartományának aszemléltetése sokkal bonyolultabb. A 2.2. ábra 
sak a jellegét próbálja meg szem-

2.2. ábra. Az (m+
1 ,m

+
2 ,m

−
3 ,m

−
4 ) egységnyi töltésekb®l felépített négytest-rendszerstabilitási tartománya a tömegarányok függvényében.léltetni a tartománynak, hiszen nehéz lenne berajzolni. A jellege nagymértékbenhasonlít az el®z® esethez: itt egyenl® oldalú háromszög helyett, egy szabályos ter-taédert használunk, amelynek valamely lapjával párhuzamos síkkal vett metszeteiadják meg a stabilitási tartományt. Az ábra balfels® sarkában erre az esetre vonat-



2.2.0. ÖT- ÉS HATTESTB�L ÁLLÓ COULOMB-RENDSZEREK 23kozó példa látható. Az ábrázolás azon alapszik, hogy a szabályos gúla mint zárttéridom bármely pontjának az oldallapoktól való távolságainak összege egyenl® agúla magasságával.Az ebbe a rendszer
saládba tartozó legtöbbet tanulmányozott rendszerek kö-zül meg kell említenem az (M+,M+,m−,m−) alakkal jellemezhet®ket, amelyekközé tartozik a H2 molekula, valamint a Hylleraas és Ore [46℄ által 1951-ben meg-jósolt Ps2 �molekula�, amelyet a mai napig nem észleltek a természetben. A H2molekulában a protonok tömege sokkal nagyobb az elektronokénál, míg a dipozit-róniumban az összes tömeg egyenl®. A H2 molekulának több kötött állapota van,a Ps2-nek viszont 
sak két kötött állapotáról tudunk [42℄. Egy másik, az utóbbiid®ben sokat tanulmányozott (M+,M−,m+,m−) atom-antiatom 
soportot is megkell említenem. Az ilyen rendszerek az anyag-antianyag köl
sönhatásának vizsgá-lata szempontjából érdekesek. Ezen rendszerek legtanulmányozotabb példányai aH−H valamint az ellentétes széls®ség Ps−Ps, ami nem más, mint a Ps2. Vége-zetül megemlítem a (M+,m+,m−,m−) típusú rendszereket is, amelyek közül alegismertebb HPs hidrogén-pozitrónium hibrid, amelyet 1947-ben jósoltak megés indirekt módon 1992-ben észleltek [19℄, és amelyr®l bebizonyosodott, hogy vankötött állapota. Az elmúlt id®szakban ezen rendszereket különböz® elméleti számí-tásokkal elég alaposan tanulmányozták [20℄. Miel®tt áttérnék a saját eredményeimtárgyalására, fel szeretném hívni a �gyelmet arra, hogy azon rendszerek, amelyekvalamely része
ske mellett tartalmazzák az antirésze
ske párjait is, nem stabilakugyan, hiszen annihilálhatnak, de élettartamuk elég hosszú ahhoz, hogy els® köze-lítésben stabil, kötött rendszerként kezeljük ®ket.2.2. Öt és hat testb®l álló Coulomb-rendszerekKöztudott, hogy a töltött része
skékb®l álló rendszerek kémiai kötése nagymérték-ben függ a része
skék tömegét®l. A (p+, e−, e−), (p+, p+, e−) és (e+, e+, e−) rend-szerek struktúrája, kötött állapotainak száma nagymértékben különbözik, ezenrésze
skék más kombiná
iói, pl. (p , e+, e−), pedig egyáltalán nem alkotnak kötöttrendszert. A nukleáris 
entrumokból és néhány elektronból felépített kis molekulákkötött állapotai jól ismertek, azonban az egységnyi töltés¶ része
skékb®l (pl. e−,
e+, µ−, p, d, t stb.) álló rendszerek stabilitásáról, egyáltalán a létezésükr®l, jóval



24 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKkevesebbet tudunk annak ellenére, hogy a három és négy része
skét tartalmazórendszereket különböz® tömegarányokra behatóan tanulmányozták [13, 14, 15℄.Az ilyen egzotikus rendszerek iskolapéldájának tekinthet® a (e+, e−, e−) po-zitronium ion, vagy az (e+, e+, e−, e−) része
skékb®l álló Ps2 molekula, illetve a
(p+, e−, e+, e−) PsH pozitrónium-hidrogén négytest-rendszer. Legújabban, a PsHrendszerhez �ragasztott� pozitronnal alkotott új e+PsH-ról derült ki, hogy stabilrendszert alkot [42℄. Ezen kevés számú része
skéb®l álló stabil rendszerek léte su-gallja azt a kérdést, hogy a molekulákhoz hasonlóan lehetséges-e nagyobb stabilrendszereket is létrehozni pozitronok segítségével. Így például az egyik igen érdekeskérdés az, hogy m darab elektronból és n darab pozitronból álló rendszer kötött-e(pl. (3e−, 3e+)), vagy képes-e bekötni a stabil atom vagy molekula egy pozitront,pozitróniumot, Ps− iont vagy Ps2 dipozitróniumot (pl. Lie+, LiPs).A pozitronos atomokat, elméleti úton sokat tanulmányozták az elmúlt években[22, 23, 24, 25, 26, 27℄, bár kísérletileg még nem sikerült ®ket kimutatni annakellenére, hogy a lehetséges észlelési eljárásokat is kidolgozták már [28℄. Nem lép-hetek tovább anélkül, hogy a �zika egy másik területének az érdekeltségeir®l neemlítsek néhány szót. A szilárdtest-�zikai kutatásokban nagy érdekl®dés mutatko-zik a félvezet®kben lev® ex
itonkomplexek (elektronok (e) és lyukak (h) rendszere)iránt [29, 10℄. A f® motivá
ió az ezirányú kutatások iránt abban keresend®, hogy azelektronok és lyukak rekombiná
iójából származó fotonokkal javíthatnánk a léze-rek, fotodiódák min®ségét, valamint az ex
itonkomplexekkel modellezett félvezet®ktulajdonságainak a pontosabb megismeréséhez is közelebb kerülhetnénk. Az atom-�zikai rendszerekre kapott eredmények, illetve számítási eredményeim ezen e�ektívtömeggekkel jellemzett komplexekre egyszer¶en átvihet®k. Az ex
itonkomplex lé-tezésére vannak kísérleti bizonyítékok is [30, 31, 32, 33℄.A 
oulomb-i néhánytest-rendszerek stabilitására vonatkozó el®rejelzések tehátki�nomult számításokat igényelnek. A nehézségek részben abból adódnak, hogyaz azonos, illetve különböz® töltés¶ része
skék közötti korrelá
ió nem azonos, hi-szen más jelleg¶ a köl
sönhatás � vonzó vagy taszító � annak függvényében, hogymilyen a vizsgált két része
ske töltése. Egy másik nagyon fontos tényez® a kö-tés szempontjából a Pauli-elv. Azonos része
skéket tartalmazó fermionokból állórendszerek teljes hullámfüggvénye antiszimmetrikus kell legyen. Ez a feltétel nagy-mértékben korlátozza a része
skék fázisterének nagyságát, és nem mindig engedimeg, hogy a naivan elképzelt legala
sonyabb energiájú állapot betölt®djék. A har-



2.2.0. ÖT- ÉS HATTESTB�L ÁLLÓ COULOMB-RENDSZEREK 25madik tényez®, amellyel számolni kell az az, hogy a gyengén kötött rendszerekkötési energiájának meghatározásához különösen nagy pontosságú számításokravan szükség.A továbbiakban némi kiegészítést teszek az el®z® fejezetekben bemutatott álta-lános elmélettel kap
solatban. Az (1.6) egyenlettel értelmezett Hamilton-operátorCoulomb-köl
sönható rendszerekre a következ®képpen alakul:
H = −

N∑

i=1

~2

2mi
∇2

i − Tc.m. +

N∑

i<j

qiqj
|ri − rj |

. (2.3)A része
skék egységnyi töltés¶ek, így |qi| = 1, továbbá mivel a számításokbanatomi egységeket (a.u.) használok, így az energia hartree-ban H(= mee
4/~2), míga távolság Bohr-sugárban (a = ~2/mee

2) értend®, ahol me az elektron tömegétjelöli.Számításainkban a tanulmányozott rendszerek alapállapotára voltunk kiván-
siak, és feltételeztük, hogy a rendszerek teljes impulzusmomentuma, és a 
satolási
satorna valamennyi rész impulzusmomentuma is nulla (l1 = l2 =, . . . , lN = L12 =

L123 · · · = L = 0), amely a globálisvektor-reprezentá
iós formalizmusban a K = 0esetnek felel meg. Az el®z®ekben elmondottak alapján, az 1.2.3. és 1.2.4. alfeje-zetekben szerepl® néhány fontosabb összefüggés nagymértékben leegyszer¶södik.Így a generátorfüggvény g(s;A,x) = g(0;A,x) ≡ e−
1
2
x̃Ax-vá alakul, továbbá abázisfüggvény a:

ψi(x) = e−
1
2
x̃AixY00(x̂)χSMS

(2.4)alakra módosul, és a két bázisfüggvény átfedési integrálja pedig
〈ψi(x)|ψj(x)〉 = C

∫
dxe−

1
2
x̃(Ai+Aj)x = C

(
(2π)N−1

det(Ai +Aj)

) 3
2 (2.5)lesz, ahol ∫ dx ≡

∫
x2

1dx1 . . .
∫
x2

N−1dxN−1 valamint a C együttható magába fog-lalja a szögek szerinti integrál értékeket és a spin-hullámfüggvények mátrixelemét.Ily módon, a relatív koordinátáktól függ® köl
sönhatási operátor mátrixeleméreazt kapjuk, hogy:
〈ψi(x) |V (|ri − rj |)|ψj(x)〉 = 〈ψi(x)|ψj(x)〉

(
cαβ

2π

) 3
2

∫
V (r)e−

1
2
cαβr2

dr, (2.6)
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1

cαβ
= w̃ (αβ) (Ai +Aj)

−1
w

(αβ). (2.7)A w̃ (αβ),w (αβ) sor-, illetve oszlopmátrixokat az (1.8) összefüggés segítségével értel-meztük. Szférikus köl
sönhatások esetén a (2.6) mátrixelem jobb oldalán szerepl®integrál analitikusan kiszámítható. A Coulomb-köl
sönhatás (α = −1) esetén akövetkez®t kapjuk:
∫
rαe−

1
2
cr2

dr = 2π

(
2

c

)α+3

2

Γ

(
α+ 1

2
+ 1

)
, (2.8)ahol a (2.7) egyenlettel értelmezett mennyiséget az egyszer¶ség kedvéért c-vel jelöl-tem. A fenti integrált kell akkor is kiszámítani, ha két része
ske közötti távolságravagyunk kiván
siak, például 〈r2〉 esetén (α = 2).Végezetül, miel®tt belekezdenék a számítási eredményeim tárgyalásába, em-lítést kell tennem a bázisfüggvény spint®l függ® részér®l. A Hamilton-operátornem függ a spint®l, és a teljes impulzusmomentum nulla, a hullámfüggvény tér-beli és spint®l függ® részre faktorizálodik. Továbbá a legmélyebb energiájú álla-potokra voltunk kiván
siak, amelyhez a legszimmetrikusabb térbeli rész tartozik.Ez a Pauli-elv miatt azt vonja maga után, hogy a spinrész hordozza az antiszim-metriát. Jelölje |sms〉 =

∣∣ 1
2

1
2

〉
≡ |↑ 〉 a fermion spinhullámfüggvényét. Két azonosrésze
ske (fermion, mindaddig amíg err®l másképp nem szólok) antiszimmetrikusspinhullámfüggvénye:

χSMS
= χ00 =

1√
2

[| ↑↓ 〉 − |↓↑ 〉 ] ,három fermion esetén pedig:
χS12

SMS
=





χ0
1
2

1
2

= 1√
2

[| ↑↓↑ 〉 − |↓↑↑ 〉 ]
χ1

1
2

1
2

= 1√
6

[2 |↑↑↓ 〉 − |↑↓↑ 〉 − |↓↑↑ 〉 ]
.Az elkövetkez®kben az egységnyi töltés¶ különböz® öt-, illetve hattest-rendszerekrevégzett számítási eredményeimet mutatom be. A nehéz része
skéketM+ vagyM−szimbólumokkal jelölöm töltésükt®l függ®en, a könny¶eket pedigm+-val vagym−-val. Ha valamely ismert része
skér®l van szó (pl. proton, elektron, müon és ezekantirésze
skéi), akkor a megszokott jelöléseket használom. A vizsgált rendszerekmindig valamely ismert atom�zikai rendszer általánosításai.



2.2.1. (m+, m+, m+, m−, m−) 27A számításokat a Varga K. által megírt SVM FORTRAN-program segítségévelvégeztem el [11℄.Kétféle konvergen
ia fogalom is szerepel a számításaimban. Az egyik a ener-giában való konvergen
ia, a másik pedig a hullámfüggvényben való konvergen
ia.Egy állapot energiaértékér®l akkor állítjuk, hogy bekonvergált, ha a báziselemnöveléssel az energiaértékbeli növekedés kisebb egy általunk megadott pontosság-nál. A számítás pontossága és a kovergen
ia további ellen®rzésére ad lehet®ségeta viriál-tétel [10℄, amely szerint: ha Ψ sajátfüggvénye a H = H0 + V Hamilton-operátornak, akkor teljesül a következ® egyenl®ség: 2〈Ψ|H0|Ψ〉 − 〈Ψ|V |Ψ〉 = 0.Vagyis az η =
∣∣∣ 〈Ψ|V |Ψ〉
2〈Ψ|H0|Ψ〉 − 1

∣∣∣ mennyiség minél közelebb áll a nullához, a bekon-vergált energiaérték mellett, annál közelebb vagyunk az egzakt megoldáshoz. Ezta konvergen
ia feltételt a hullámfüggvénybeli konvergen
iának is nevezhetjük.2.2.1. (m+, m+, m+, m−, m−)Az els® tanulmányozott rendszer öt azonos tömeg¶ része
skéb®l áll. A négy azonostöltés¶ (pozitív vagy negatív) és egy ellentétes töltés¶ része
skéb®l álló rendszer,mint ismertes nem kötött [10℄. Három pozitív és két negatív (vagy a három negatívés két pozitív) töltés¶ része
ske rendszere 
sak akkor kötött, ha a része
skékr®l fel-tételezzük, hogy bozonok, vagy ha a három azonos része
skéb®l valamelyiket meg-különböztetjük a többit®l. Ezen a példán keresztül is megtapasztalható a Pauli-elvtiltó hatása, amely magyarázza, hogy a három elektronból és két pozitronból állórendszer miért nem kötött, vagyis a Ps2 miért nem képes bekötni egy újabb elekt-ront. Ha azonban a harmadik pozitív töltés¶ része
skét �bozonként� kezeljük, vagymegkülönböztetjük társaitól, a rendszernek lesz kötött állapota.2.1. táblázat. Azonos tömeg¶, egységnyi töltéssel rendelkez® N-test rendszerek alap-állapoti energiája atomi egységekben megadva.N Rendszer Fermionként Bozonként2 Ps −0.250000 −0.2500003 Ps± −0.26200 −0.262004 Ps2 −0.516004 −0.5160045 Ps±2 nem kötött −0.556489



28 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKA 2.1. táblázatban, néhány azonos (me elektrontömeg¶) �bozonból�, illetve �fer-mionból� álló rendszer alapállapoti energiáját adtam meg. A Ps− ion és Ps2 �mo-lekula� (dipozitrónium) jól ismert példák erre az esetre. Az is szembet¶n®, hogy
N = 4 része
skeszámig a rendszerek alapállapoti energiája egyenl®, függetlenülattól, hogy bozonként vagy fermionként kezeljük ®ket. Bozonként, a része
skéketspin nélkülinek tekintettük, és engedtük, hogy a variá
iós eljárás a hullámfüggvénytérbeli részét szimmetrikussá tegye az azonos része
skék koordinátáinak fel
seré-lésével szemben. A fermionok feles spin¶ek, ezért a térbeli hullámfüggvény 
sakpáronként tud szimmetrikus lenni. A páratlan része
ske miatt a térbeli szimmetriabonyolultabb, és az expli
it antiszimmetrizálás határozza meg. Azonos tulajdon-ságú de megkülönböztethet® része
skékb®l álló rendszerek nem léteznek a termé-szetben. Számításaink arra jók, hogy a kötési me
hanizmust feltárjuk és kiinduló-pontjául szolgáljanak egy (e−,e−,e+,e+,x) rendszer stabilitásának vizsgálatához.A fermionokból felépített (3e+, 3e−) |SMS〉 = |00〉 legszimmetrikusabb spinálla-potba 
satolt hattest-rendszer energiája −0.7644337 a.u. A legala
sonyabb küszöba Ps2+Ps bomlási 
satorna energiája pedig −0.766004 a.u. Vagyis a (3e+, 3e−)hattest-rendszer nem kötött, és feltételezéseink szerint a (ne+,me−) többtest-rendszerek amennyiben fermionokként kezeljük az alkotó elemeket, ha n,m > 2nem alkotnak kötött rendszert.2.2.2. (M+, M+, M+, m−, m−)Az al
ímben szerepl® rendszer egyik legismertebb példája a H+

3 molekuláris ion.Szemléletesen úgy képzelhetjük el, hogy a három proton egy egyenl® oldalú há-romszög 
sú
spontjaiban helyezkedik el, megosztozva a két elektronon. A [34℄munka szerint az ilyen típusú rendszer (0 < σ = m/M < 0.2) tömegarány-intervallumban stabil. Ha a nehéz része
skéknek M tömegét 5m alá 
sökkentjük,a rendszer a (M+,M+,m−,m−) molekulára és egy M+ nehéz pozitív ionra bom-lik. Ez a meg�gyelés az el®z® fejezetben leírtakkal összhangban van, hiszen az
(m+,m+,m+,m−,m−) (σ = 1) rendszer már nem kötött. Ezen eredmény azt mu-tatja, hogy a H+

3 molekula akkor válna instabillá, ha a protonok tömege 5 elekt-rontömeg alá 
sökkenne. Továbbá, a stabilitás akkor is megmarad, ha ebben azöttest-rendszerben az elektronokat nehezebb része
skékkel helyettesítenénk. Ilyenegzotikus rendszerekre találunk példát a 2.2.�2.4. táblázatokban. A 2.2. táblázat B-



2.2.2. (M+, M+, M+, m−, m−) 292.2. táblázat. Néhány egzotikus öttest-rendszer energiája és egyéb �zikai tulajdonsá-gai atomi egységekben kifejezve. r2ab az �a� és �b� része
skék közötti négyzetes átlag-távolságot jelöli. Feltüntettük a legala
sonyabb küszöbenergiákat is. Számításaink-ban a következ® tömegértékeket használtuk: mp=1836.1527me , md=3670.4827me,
mt=5496.92158me , mµ−=206.76826me , ahol me az elektron tömegét jelöli, és
η = −〈2H0〉/〈V 〉 (egzakt értéke 1).
soport rendszer küszöbB (p+, p+, p+, µ−, µ−) (p+, p+, µ−, µ−)

E −203.10453 −199.63069

η 0.999984 0.999998
r2p+p+ 4.28 × 10−4 1.47 × 10−4

r2µ−µ− 2.93 × 10−4 2.35 × 10−4

r2p+µ− 3.32 × 10−4 1.35 × 10−4C (p+, p+, e−, e−, µ+) (p+, p+, e−, e−)

E −1.296583 −1.164023

η 0.999741 0.999989
r2p+p+ 3.86 2.26
r2e−e− 5.63 5.92
r2p+µ+ 4.15
r2e−µ+ 4.48
r2p+e− 3.77 3.22vel jelölt rendszere felel meg az (M+,M+,M+,m−,m−) esetnek. A müon és pro-ton tömegének aránya (σ = 0.11) jóval nagyobb a hidrogénatoménál (σ = 0.0005).A p+µ− atom energiája −92.92 a.u. és a közöttük lev® négyzetes átlagtávolság pe-dig r2p+µ− = 8.6 × 10−5 atomi egység. A két p+µ− atomból létrehozott molekula,akár a hidrogénmolekula, er®sen kötött, hiszen minden (M+,M ′+,m−,m−) rend-szer, ha m < M,M ′ mindig kötött, függetlenül az M/M ′ tömegaránytól. Legyen

w = Ekötési energia/µ = (Eküszöb−Erendszer)/µ, ahol µ = Mm
M+m . A (p+, p+, µ−, µ−)rendszer esetén w ≈ 0.07, míg a (p+, p+, p+, µ−, µ−) rendszerre w ≈ 0.02 értéketkapunk. Ugyanezen az értékekre a H2 és H+

3 molekulák esetén közel 0.16-ot, il-letve 0.15-at kapunk, amely tovább er®síti azt a tényt hogy a (p+, p+, p+, µ−, µ−)sokkal gyengébben kötött rendszert alkot a H+
3 molekulánál. Ez teljesen egyér-



30 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁK2.3. táblázat. A 2.2. táblázat folytatása
soport rendszer küszöbD (d+, e+, e+, e−, e−) (d+, e+, e−, e−)

E −0.81007844 −0.7890280

η 1.0000017 0.9999915
r2p+e+ 31.906 16.2621
r2p+e− 7.487 7.8183
r2e−e− 15.157 15.8839
r2e+e+ 65.674
r2e+e− 33.800 15.5881D (p+, µ+, µ+, e−, e−) (p+, µ+, e−, e−)

E −1.271788 −1.149679
η 0.999833 0.999614
r2µ+µ+ 4.62
r2e−e− 5.73 6.04
r2p+µ+ 4.05 2.36
r2e−µ+ 3.95 3.28
r2p+e− 3.76 3.89D (p+, e+, e+, e−, e−) (p+, e+, e−, e−)

E −0.8099127 −0.788865

η 1.0000029 0.999991
r2p+e+ 31.917 16.2709
r2p+e− 7.493 7.8242
r2e−e− 15.166 15.8941
r2e+e+ 65.682
r2e+e− 33.808 15.5927telm¶vé válik, ha a fenti rendszerek esetén összehasonlítjuk a protonok közöttinégyzetes átlagtávolságokat: a (p+, p+, p+, µ−, µ−) rendszerben a protonok sok-kal távolabb helyezkednek el egymástól, így ha még jobban növeljük a σ tömeg-arányt akkor a protonok egyre távolabb kerülnek egymástól, a rendszer egyre ke-vésbé lesz kötött, majd egy adott tömegaránynal a rendszer elbomlik, általában



2.2.4. (M+, x+, x+, e−, e−) 31az (M+,M+,m−,m−) +M+ bomlási 
satorna szerint. A (p+, p+, µ−) ion energi-ája −102.22 a.u., míg a (p+, p+, µ−, µ−) molekuláé −199.63069 a.u., s ez továbber®síti azt az empirikus szabályt, hogy az (M+,M+,m−) + (M+,m−) 
satornamagassabban fekszik, mint az el®z®ekben említett (M+,M+,m−,m−)+M+-mes.2.2.3. (p+, p+, e−, e−, x+)Ebben az alfejezetben azt az általánosabb esetet tanulmányozom, amikor a H+
3 mo-lekula egyik nehéz része
skéjének tömegét változtatjuk, hiszen arra vagyunk kiván-
siak, hogy egy molekula képes-e bekötni egy tesz®leges tömeg¶ ötödik része
skét.Az 2.3. ábra a rendszer teljes energiáját adja meg a σ = me/mx függvényében.Azt látjuk, hogy a rendszer energiája gyorsan le
sökken a H2 küszöbértékre, és

mx/me = 2.5 tömegaránynál a rendszer elbomlik egy H2 molekulára és az x ré-sze
skére. Ebb®l az következik, hogy a H2 molekula képes bekötni egy pozitívantöltött része
skét, ha annak tömege legalább 2.5×melektron, tehát a hidrogén mo-lekula beköt egy µ+, pozitív töltés¶ müont, de egy pozitront már nem (lásd 2.4.táblázat E-vel jelölt része).A (p+, p+, e−, e−, µ+) rendszer tulajdonságai nagymértékben hasonlítanak a H+
3molekuláéhoz azzal a különbséggel, hogy a három nehéz, pozitívan töltött ré-sze
ske, nem egyenl® oldalú, hanem egyenl®szárú háromszög 
sú
spontjaiban he-lyezkedik el oly módon, hogy a protonok közelebb vannak egymáshoz, mint amüonhoz. Ennek megfelel®en az elektronok is közelebb helyezkednek el a proto-nokhoz, mint a müonhoz. Csökkentve az x+ része
ske tömegét a protonok és az

x+ közötti távolság tovább növekszik, az elektronok viszont a protonok körül ma-radnak. Amint elérjük az mx+/me− = 2.5 körüli értéket, a rendszer elbomlik. Egyáltalánosabb (M+,M+,m−,m−,m′+) rendszer tanulmányozása túl nagy feladatlenne, és igazából nem várnánk az el®bbit®l eltér® viselkedést. A rendszer m′ ≈Mkörnyékén kötött lenne, és a stabilitását akkor veszítené el, ha az m′ tömeg meg-közelítené az m-et.2.2.4. (M+, x+, x+, e−, e−)Kiindulási pontnak ez esetben is a H+
3 molekulát választjuk. Amíg az el®z® feje-zetben 
sak egy nehéz tömeget változtattunk, addig a mostani rendszerben már



32 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁK2.4. táblázat. A 2.2. táblázat folytatása
soport rendszer küszöbE (p+, p+, e−, e−, µ−) (p+, p+, µ−, e−)

E −102.750286 −102.723336
η 0.99999887 1.000000012
r2p+µ− 1.81 ×10−4 1.81×10−4

r2e−e− 23.4847
r2p+e− 11.0676 3.0011
r2p+p+ 2.89 ×10−4 2.89×10−4

r2e−µ− 11.0676 3.0011E (d+, t+, µ−, e−, e−) (d+, t+, µ−, e−)

E −111.889612 −111.864106

η 1.0000135 1.00000034
r2t+µ− 1.26×10−4 1.26×10−4

r2d+µ− 1.37×10−4 1.37×10−4

r2t+e− 9.8831 2.9965
r2d+e− 9.8831 2.9965
r2e−µ− 9.8831 2.9965
r2e−e− 21.1378
r2t+d+ 1.93×10−4 1.93×10−4G (p+, p+, p−, e−, e−) (p+, p+, p−, e−)

E −481.605173 −481.580324

η 1.0000016 1.00000029
r2p+p+ 2.76×10−5 2.76×10−5

r2e−e− 21.382
r2p+e− 9.9285 2.995
r2p+p− 1.43×10−5 1.43×10−5

r2p−e− 9.9285 2.995két nehéz része
ske tömegét fogjuk egyidej¶leg vátoztatni, vagyis a H− ionhozkét nehéz, pozitív töltéssel rendelkez® része
skét adunk hozzá. Ily módon egy sta-bil (M+, x+, x+, e−, e−) rendszer hozható létre. A rendszernek ezúttal több bom-lási 
satornája is van. 4 + 1 módon bomolhat az (M+, x+, e−, e−) + x+, vagy
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2.3. ábra. A (p+, p+, e−, e−,mx+) öttest-rendszer energiája az me/mx tömegarányfüggvényében. A pontok jelölik azokat a tömegarányokat, amelyekre a számításokatelvégeztük. A vízszintes vonal a H2 molekula szolgáltatta küszöbenergiát adja meg.az (x+, x+, e−, e−) + M+ utakon, de 3 + 2�es típusú 
satornából is kett® van:az (M+, x+, e−) + (x+, e−) és az (M+, e−) + (x+, x+, e−). A 2.4. ábra a rend-szer kötési energiáját adja meg az me/mx < 1 tömegarány függvényében, ahol
me-vel minden esetben az elektron tömegét jelöltük. Rögzítve a nehéz része
sketömegét M = Mproton = 1836.1527me és feltételezve, hogy az me < mx kide-rült, hogy a legala
sonyabban fekv® elbomlási küszöb valamelyik 4 + 1 
satornáé,de a két lehet®ség közül mindig 
sak a rendszer paramétereinek ismeretében tud-juk eldönteni, melyik küszöb a legala
sonyabb. Kötött (M+, x+, x+, e−, e−) típusúrendszerre példákat a 2.3. táblázat D-vel jelzett részeiben találunk, nevezetesen a
(p+, µ+, µ+, e−, e−), illetve a (p+, e+, e+, e−, e−) rendszereket. Ez utóbbit a 2.2.8.fejezetben részletesebben is tanulmányozom. A 2.2.�2.4. táblázatok szerint, mind a
(p+, µ+, µ+, e−, e−), mind a (p+, p+, µ+, e−, e−) (lásd 2.2.5. fejezetet) rendszerekteljes energiája közel áll a H+

3 molekulájéhoz. A proton (protonok) és a müo-nok (müon) egy egyenl®szárú háromszög 
sú
spontjaiban helyezkednek el, de a
(p+, µ+, µ+, e−, e−) rendszer esetén, szemben a (p+, p+, e−, e−, µ+)�val az azonosrésze
skék közötti távolság nagyobb, így a háromszög alapja nagyobb, mint a szára.



34 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKÉszrevehet® azonban az is, hogy az me/mx tömegarányt 0 és 1 között változtatva,a rendszer stabil marad.
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2.4. ábra. A folytonos vonal az (M+,mx+ ,mx+ , e−, e−) öttest-rendszer energiáját,míg a szaggatott vonal a legala
sonyabb (M+,mx+ , e−, e−) rendszer szolgáltattaküszöbenergiát adja meg az me/mx függvényében.2.2.5. (M+, M+, e−, e−, x−)Egy másik 
oulomb-i öttest-rendszer, amely nagy �gyelmet kapott az a H−
2 ion.Igaz, hogy ez a rendszer nem kötött (a Pauli-elv tiltó hatása miatt), azonbana H−H− magok közötti távolság függvényében, Born�Oppenheimer-közelítésbenmeghatározott energia-görbének a 3.5 a.u. magtávolság környékén van vonzó tar-tománya. Ebb®l arra lehet következtetni, hogy a rendszer rendelkezhet metasta-bil, azaz rezonan
iaállapottal (állapotokkal). Amennyiben a hidrogénmolekuláhozegy x− az elektronnal azonos tulajdonságú, de ett®l megkülönböztetett része
s-két adunk hozzá, a rendszer kötötté válik, igaz nem túl er®s, körülbelül 0.096 a.u.kötési energiával. Tehát egy x− része
ske, elég széles tömegarány-tartományonbelül, hozzáragadhat a H2 molekulához, mivel a Pauli-elv ennek mozgását nemkorlátozza. A 2.5. ábra a (p+, p+, e−, e−, x−) általános esetM = Mproton spe
iális
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2.5. ábra. A (p+, p+, e−, e−, x−) öttest-rendszer kötési energiája az me/mx tömeg-arány függvényében, atomi egységekben.esetére adja meg a rendszer kötési energiáját az me/mx tömegarány függvényé-ben. Ez esetben a legala
sonyabban fekv® négytest-küszöb az (M+,M+, e−, x−)rendszer, amely ala
sonyabb energián van az (M+,M+, e−, e−) molekula alapál-lapotánál. A számítások egyáltalán nem egyszer¶ek, mivel a rendszer energiája ésjellemz®i nagymértékben függnek az mx/M tömegaránytól is. Az (M+,M+, x−)alrendszert vizsgálva, mx/M ≈ 0 határesetben a pozitív hidrogén molekuláris iontkapjuk vissza, míg ha mx/M ≈ 1, akkor a rendszer átmegy a Ps+ ionba. Figye-lembevéve a nehéz része
skék tömegeit, a rendszer mérete sokkal kisebb lesz a Ps+ionénál, így ez a kisméret¶ (M+,M+, x−) rendszer egységnyi pozitív töltés¶ ré-sze
skeként fog viselkedni. Az (M+,M+, x−)-t alkotó része
skék közötti távolságsokkal kisebb, mint a rendszer tömegközéppontja és a befogott elektron közöttitávolság. Ily módon az (M+,M+, x−) befoghat egy- vagy több elektront megal-kotva az (M+,M+, e−, e−, x−) rendszert, amely valójában egy H−-hoz hasonlítóionként viselkedik. Ha az x− része
skét, egy elég nehéz µ−�nal helyettesítjük,akkor a (p+, p+, µ−), az el®z®ekben elmondottak értelmében a (p+, p+, e−, µ−)és a (p+, p+, e−, e−, µ−) rendszerek is kötötté válnak. Ezek az állítások akkor isigazak maradnak, ha a két nehéz része
ske tömegét kissé változtatjuk, pontosab-



36 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKban, ha 1/3 < M1/M2 < 1, az (M+
1 ,M

+
2 , e

−, e−,mx−) rendszer stabil marad. Anégy különböz® tömeg¶ része
skéb®l felépített rendszer stabilitási tartományánaka keresésére irányuló rendszeres számítások, túl bonyolultak volnának, hiszen leg-alább három m/Mi tömegarány szerint kellene ezeket vizsgálni. Néhány spe
iálisesetre, azonban elvégeztük a számításokat, ezeket a 2.4. táblázat E-vel jelölt része-iben mutatjuk be. Ezek az eredmények az el®z® állításainkat igazolják. E szerinta (t+, d+, µ−) molekuláris ion képes bekötni egy vagy két elektront, és ezeket azöttest-rendszereket durván [(p+, p+, µ−), e−, e−℄ és [(t+, d+µ−), e−, e−℄ háromtest-rendszerekként képzelhetjük el. A (p+, p+, µ−) és (t+, d+, µ−) ionok a tér egy kisrészében kon
entrálódnak, és a közöttük lev® távolság sokkal kisebb, mint a ne-héz része
skék és az elektronok közötti távolság, így pozitív töltésként fejtik kihatásukat, és méretük elhanyagolható. Tekintsük a 2.2.�2.2. táblázatokban bemu-tatott rendszerek közül a (p+, p+, µ−) esetét. A három nehéz része
skéb®l állórendszer energiája −102.2202 a.u. A két proton közötti távolság várható értéke
2.89 × 10−4 a.u., a protonok és a müon közötti pedig 1.81 × 10−4 a.u. Hozzáadvaa rendszerhez egy, illetve két elektront a (p+, p+, µ−) alrendszer mérete változat-lan marad. A (p+, p+, µ−,e−) és (p+, p+, µ−,e−, e−) rendszerek kötési energiájára
ε = (Ekötési energia = Eküszöb − Erendszer) 0.50 a.u., illetve 0.027 a.u. adódik és ezteljes mértékben megegyezik a hidrogénatom és a H−�ion kötési energiájával.
2.2.6. (M+, M−, m+, m−, x+)Az (M+,M−,m+,m−, x+) rendszer annyiban különbözik a 2.2.3. fejezetben ta-nulmányozott esett®l, hogy egy hidrogénatomot, egy antihidrogénatomra (anti-protonból és pozitronból alkotott semleges rendszer) 
seréltük ki. Ennek az öttest-rendszernek a legala
sonyabb küszöbenergiáját az (M+,M−,m+,m−) alrendszerszolgáltatja, amely nem más, mint a hidrogén-antihidrogén �molekula�. Az iroda-lomból tudjuk [47℄, hogy ez a négytest-rendszer nem kötött, ha az m/M tömeg-arány kisebb 0.45-nél. Amennyiben az m/M tömegarány kisebb, mint 0.45 a kétellentétes töltés¶ nehézion egy semleges �atomot� hoz létre, amely már nem képestovábbi része
skék bekötésére, így nem alakul ki öttest-rendszer.
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2.6. ábra.Az (M+,M+,M−,m−) négytest-rendszer energiája az m/M tömegarányfüggvényében m < M esetén, atomi egységekben. Az eredményeinket az m = meesetben ábrázoltuk, ezeket m/me-vel szorozva a valódi energiaértékeket kapjuk.2.2.7. (M+, M+, M−, m−, m−)Az al
ímben szerepl® rendszer abban különbözik a 2.2.2. fejezetben tárgyalttól,hogy az egyik nehéz pozitív töltést, negatívra 
seréltük. Emiatt természetesenaz (M+,M+,m−,m−) helyett az (M+,M+,M−,m−) négytest-rendszer alapál-lapoti energiája lesz a legala
sonyabb küszöb. A fenti alrendszer energiájánaka σ = m/M�t®l való függése a 2.6. ábrán látható, az (M+,M+,M−,m−,m−)rendszer kötési energiáját pedig a 2.7. ábrán adtuk meg. A 2.4. táblázat G soratartalmazza a fenti típusú öttest-rendszerek közül az egyik legtipikusabb esetet,nevezetesen a (p+, p+, p−, e−, e−), egy antiprotont beköt® hidrogénmolekulát. Be-látható, hogy a hidrogénmolekula képes bekötni egy antiprotont, létrehozva egyolyan öttest-rendszert, amely a stabil H−
2 �ra hasonlít. Megengedve azt is, hogy

m > M legyen (két negatív töltés¶ nehéz, 2 pozitív töltés¶ és egy negatív töltés¶könny¶ része
skéb®l álló rendszer), az öttest-rendszer legközelebbi küszöbenergi-áját az (M+,M+,m−,m−) �antihidrogénes� molekula szolgáltatja. Vizsgálatainksorán (lásd 2.8. ábra) azt találtuk, hogy a (M+,M+,M−,m−,m−) rendszer ak-



38 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKkor kötött, ha a tömegarány 1 < m/M < 2 értékek között mozog. Két esetet kell

0 0.5 1
m/M

0

0.02

0.04

0.06

B
in

di
ng

 e
ne

rg
y 

(a
.u

.)

2.7. ábra. Az (M+,M+,M−,m−,m−) öttest-rendszer kötési energiája m/M függ-vényében. Az ábra jelölései megegyeznek a 2.6. ábra jelöléseivel.megkülönböztetnünk annak függvényében, hogy a m és a M tömegek hogyan vi-szonyulnak egymáshoz, hiszen a kialakuló rendszerek milyensége, struktúrája függa σ = m/M -t®l. Az els® esetben 0 < σ < 1 között változhat. Kis σ értékekrea három M tömeg¶ nehéz része
ske egy kis kiterjedés¶ c+ töltést hoz létre (a2.2.5. fejezetben tárgyaltakhoz hasonlóan), amely képes bekötni a két könny¶ ré-sze
skét létrehozva a (c+,m−,m−) rendszert. A c+ �része
ske� egy bels® szerkezetnélküli kis egységnyi pozitív töltés¶ része
skeként viselkedik. A rendszer felépítéseés tulajdonságai nagymértékben hasonlítanak a H−-ionéhoz.A második esetben, amikor m > M , akkor 0 < σ−1 < 1. Az 1/σ = 0 határ-esetben két m− tömeg¶, negatív töltés¶ nehéz ionból és az (M+,M+,M−) háromkönny¶ része
skéb®l álló C+ pozitív töltéssel állunk szemben. A C+ �része
ske� az
m− nehéz ionok közelében már nem tekinthet® struktúra nélkülinek. Energetikai-lag sokkal kedvez®bb, hogy az (M+,m−)+ (M+,m−) molekula alakuljon ki, minta (C+,m−,m−) rendszer, így a kötés valahol a 1/σ = 1 és 1/σ = 0 között bomlik
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2.8. ábra. A folytonos vonal az (M+,M+,M−,m−,m−) öttest-rendszer energiájátjelöli az m/M tömegarány függvényében a m > M esetben. A szaggatott vonal a
(M+,M+,m−,m−) rendszer szolgáltatta legala
sonyabb küszöbenergiát adja meg.fel.2.2.8. (e+,e+,e−,e−,x+)Az el®z® alfejezetekben mindig abból indultunk ki, hogy van két pozitív töltés¶nehéz és két negatív töltés¶ könny¶ része
skénk, és ezekhez próbáltunk hozzákötniegy nehéz (könny¶), pozitív (negatív) töltéssel rendelkez® része
skét. Másik vég-letként két pozitív és két negatív töltés¶ könny¶ része
skéb®l indulunk ki. Erre azesetre példa, a két elektron és a két pozitron. Tekintettel a négy része
ske töltés-eloszlására, tulajdonképpen nin
s jelent®sége annak, hogy az ötödik mx tömeg¶része
skének milyen a töltése, hiszen a kiindulási rendszer a töltés fel
seréléséreszimmetrikus. Egy fontos tényt azonban meg kell említenem, nevezetesen azt, hogya számításainkat oly módon végeztük el, hogy az extra x része
skét, megkülön-böztettük mind az elektronoktól, mind a pozitronoktól. Az öttest-rendszer kötésienergiáját az mx/me tömegarány függvényében a 2.9. ábrán adom meg. Amikor
mx > me a legala
sonyabb küszöbenergia az (x+,e−,e−,e+) + e+ bomlási 
sator-
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2.9. ábra. A folytonos vonal az (mx+ ,m+,m+,m−,m−) öttest-rendszer ener-giáját jelöli, a vízszintes és a szagatott vonalak a Ps2 molekula, illetve az
(mx+ ,m+,m−,m−) négytest-rendszer szolgáltatta köszöbenergiát adja meg az
m/mx tömegarány függvényében.nának felel meg. Ilyen feltételek mellett, az öttest-rendszer minden esetben kötött,és azmx tömegértéknek a növelésével az öttest-rendszer kötési energiája növekszik.Amelyik pillanatban a megkülönböztetett része
ske tömege kisebb az elektron tö-megénél, azaz mx < me, a küszöbenergiát már egy másik bomlási 
satorna fogjaszolgáltatni, nevezetesen a Ps2 + x+. A kötési energia az mx 
sökkentésével egyen-letesen 
sökken, és az öttest-rendszer közelít®leg mx = 0.56me értéknél elbomlik.Így, amint az mx → 0.56me disszo
iá
iós határértékhez közelít, az öttest-rendszerszerkezetét egyre inkább az x+Ps2 struktúrával közelíthetjük, vagyis a rendszeregy Ps2 molekulából és egy ehhez gyengén köt®d® x része
skéb®l áll.A stabilitási vizsgálat során eddig nem vettük �gyelembe azt a tényt, hogy arendszerben az elektronok mellett, antirésze
skéik, a pozitronok is jelen vannak. Arendszer általunk vett értelemben, a stabilitását nem befolyásolja, de a vizsgálatteljessége végett meg kell említenem az elektron-pozitron párok annihilá
ióját. Aleggyakoribb annihilá
iós folyamat a 2γ�s folyamat, amikor az elektron-pozitron



2.2.9. AZ e+PsH RENDSZER 41pár elt¶nik, energiájukat és impulzusukat a keletkezett két γ-fotonnak adva át. Afolyamat létrejöttének valószín¶sége függ attól, hogy milyen valószín¶séggel talál-ható egy id®ben, egy elektron és egy pozitron a tér egy adott pontjában, ellentétesspinbeállású (spin szingulett) állapotban (lásd a [24℄ (21)-es egyenletét). A 2γ-selbomlás annihilizá
iós sebessége az összes lehetséges végállapotra való összegzésután [38, 39, 40℄:
Γ = 4πcα4a2

0Ne〈Ψ|Ôsδ(re − rp)|Ψ〉,ahol c a fény terjedési sebességét, α a �nomszerkezeti állandót jelöli, az Ôs projek-
iós operátor pedig kiválasztja az elektron-pozitron állapotok lehetséges kombiná-
iói közül azokat, amelyeknek az ered® spinje 0. Az re és rp vektorok az elektronokés pozitronok helyzetét adják meg.2.2.9. Az e+PsH rendszerAz e+PsH nem más, mint az el®z® rendszer egy részesete, amikor az x+ része
s-két protonnal helyettesítjük. A 2.9. ábra tanulsága szerint ez is kötött rendszertalkot, vagyis stabil mind a H + Ps+, mind a p + Ps2, mind a PsH + e+ bom-lási 
satornákkal szemben. A legala
sonyabb küszöböt (−0.789197a.u.) a PsH +
e+ 
satorna szolgáltatja. Ezzel a küszöbbel szemben a rendszer kötési energiája
0.021050 hartree. Az e+PsH�t elég részletesen tanulmányoztuk, mivel ez azon egy-szer¶ Coulomb-rendszerek egyike a Ps2 molekula és a PsH pozitróniumhidrogénmellett, amely képes két pozitron bekötésére.A 2.5. táblázat tartalmazza az e+PsH rendszer néhány fontos tulajdonságát.Összehasonlítva a PsH és az e+PsH rendszerek része
skéi közötti relatív távolságo-kat, azt tapasztaljuk, hogy az elektron-mag vagy az elektron-elektron távolságokmajdnem azonosak a két rendszerben. Ebb®l azt a következtetést vonhatjuk le,hogy egy pozitron hozzáadása nem változtatja meg a rendszer elektron töltésel-oszlását. Mindez 
sak akkor igaz, ha a második megkötött pozitron a magtól nagytávolságra helyezkedik el, hiszen 
sak az elektronfelh®n kívül lev® pozitron nin
shatással az elektron töltéseloszlására. Ezt er®síti az a tény is, hogy a mag-pozitrontávolság az e+PsH esetén rendelkezik nagyobb értékkel. Továbbá a 2.74× 109 s−1érték¶ annihilá
iós sebesség is 
sak 10%-al nagyobb a PsH rendszerénél, ami arrautal, hogy a második pozitron kis valószín¶séggel találkozhat a tér általa kedvelttartományában elektronnal. Tehát elmondható, hogy a második pozitron a PsH



42 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKrendszer körül �kering�, elég nagy távolságra helyezkedve el a magtól.2.5. táblázat. Ez a táblázat az e+PsH∞ öttest-, PsH∞ négytest- és Ps− háromtest-rendszerekre jellemz® néhány �zikai menyiséget tartalmazza. K a bázis méretét,
−〈V 〉/〈H0〉 a poten
iálisenergia-operátor és a kinetikusenergia-operátor várhatóértékének arányát (pontos értéke 2), E a rendszer energiáját, ε a kötési energiát,az 〈r〉 pedig két része
ske közötti átlagtávolságot adja meg. A proton tömegét a szá-mításainkban végtelennek tekintettük. A Γ annihilá
iós sebesség kivételével, amelyet
109s−1�ben, a mennyiségeket atomi egységben adtam meg.Mennyiség e+PsH∞ PsH∞ Ps−

K 850 1000 200
−〈V 〉/〈H0〉 1.999980 1.999999 1.9999997
E −0.810247 −0.789197 −0.26005064
ε 0.021050 �� ��
〈rp+e−〉 2.281 2.312 ��
〈rp+e+〉 4.944 3.662 ��
〈re−e−〉 3.507 3.575 8.54856
〈re+e+〉 7.382 �� ��
〈re+e−〉 4.966 3.480 5.48962
Γ 2.744 2.470 ��2.2.10. A Li+Ps2 és Na+Ps2 rendszerekAz 2.2.8. fejezet tanulsága mutatja, hogy az (x+,m+,m+,m−,m−) rendszer széles

mx/m tömegarány-tartományban stabil marad. Ez a tény arra sarkall bennünket,hogy vizsgáljunk meg pozitívan töltött más része
skéket, amelyek képesek bekötnikét elektront, valamint két pozitront. Ilyen pozítiv ion lehet például a Li+ kation,amelyr®l már korábban kimutatták, hogy stabil rendszert alkot a Ps2�vel [21, 22℄.A kialakult rendszert Li+Ps2�vel jelöljük, hiszen - mint látni fogjuk - ez közelítimeg legjobban a rendszer valódi struktúráját. Noha a rendszer hét része
skéb®lépül fel ( Li3+ mag, négy elektron és két pozitron), mégis jónak t¶nik öttest-rendszerként kezelni. A Li3+ mag ugyanis er®sen beköt két elektront (100 eV-nélnagyobb a kötési energiájuk), ennek következtében a Li+=Li3++2e− �törzset�,



2.2.10. A Li+Ps2 ÉS Na+Ps2 RENDSZEREK 432.6. táblázat. Az (e+,e+,e−,e−) és egy pozitív (x+) töltést tartalmazó rendszereknéhány fontos �zikai mennyisége. A Li+Ps2 és Na+Ps2 rendszerekre adott átlagtá-volságok jelölésében x+ a Li+ és Na+ ionokat jelenti. A mennyiségek magyarázataérdekében lásd a 2.5 táblázat magyarázó szövegét.Mennyiség Li+Ps2 Na+Ps2 mx = me mx = 0.7me Ps2
K 660 780 600 400 1000
−〈V 〉/〈H0〉 - - 1.999938 1.999999 -
E −0.529408 −0.522319 −0.556489 −0.528733 −0.516004
ε 0.013404 0.006315 0.040485 0.012129 -
〈rx+e−〉 6.458 7.772 4.987 7.344 -
〈rx+e+〉 7.397 8.486 6.598 8.371 -
〈re−e−〉 5.871 5.977 5.482 5.767 6.033
〈re+e+〉 6.261 6.158 6.599 6.295 6.033
〈re+e−〉 4.706 4.648 4.965 4.765 4.487
Γ 3.881 4.044 3.247 3.717 4.470egyetlen egységként, egyszeresen töltött ionként kezelhetjük. A Li+Ps2 rendszerrea számításokat az úgynevezett �x (merev) törzs¶ SVM-mel, ún. ftSVM-mel végez-tük el. Azonban a Li+ �törzshöz� er®sen kötött passzív elektronok hatással vannaka valen
iaelektronokra és a pozitronokra, vagyis a �törzset� nem tisztán 
sak töl-tött nehéz része
skeként képzeljük el, amely valamilyen e�ektív ponttöltéssel hataz aktív elektronokra és pozitronokra. A Hamilton-operátor - a kinetikusenergia-operátor és Coulomb-tagok mellett - tartalmazza a passzív elektronok hatását is:az aktív része
skék Hartree�Fo
k-módszerrel meghatározott átlagtérben mozog-nak, továbbá �gyelembe vettük az elektronok megkülönböztethetetlenségét (ki
se-rél®dési tag), és egy félempirikus polarizá
iós poten
iáltaggal tettük pontosabbámodellünket. Végül pedig egy projek
iós operátort tartalmazó pszeudopoten
iá-lon keresztül követeltük meg azt, hogy az aktív elektronokat leíró hullámfüggvényortogonális legyen a �törzs� betöltött állapotaira.Mindezek helyességér®l egy teljes, hétrésze
skés ab initio számolás gy®z®tt meg[21, 23℄, amely nehéz volt, sok számítógépid®t igényelt, és még így is messze állt ahullámfüggvényben való konvergen
iától. Az ftSVM�mel végzett, öt aktív része
s-



44 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKkét magába foglaló, számítás, sokkal jobban konvergált. Ezek az eredmények, egykorábban publikált számítás [23℄ tovább fejlesztése ( a bázis dimenzióját növeltük,és az optimalizálást javítottuk).2.7. táblázat. A [23℄ munka néhány eredménye. A pozitív töltés¶ (x+) része
skévela Li+ és Na+ ionokat jelöltem. E a rendszer energiáját, ε a kötési energiát, rab =

〈rab〉 az a és b része
skék közötti átlagos távolságot jelenti. A Γ kivételével, amelyet
109s−1�ben, a mennyiségeket atomi egységben adtam meg.Rendszer E ε rx+e− rx+e+ re−e− re+e+ re+e− ΓLi+Ps2 −0.52915 0.01315 6.501 7.428 5.839 6.210 4.681 3.861Na+Ps2 −0.52174 0.00573 7.928 8.610 5.945 6.097 4.615 4.017Az új, javított számítások eredményeit az 2.6. táblázatban foglaltam össze, a[23℄ munka eredményei pedig a 2.7. táblázatban látható. A kötési energiában 
sak2%�ot nyertünk, más várható értékekben pedig a változás szinte elhanyagolható.A része
skék közötti relatív távolságok teljes mértékben meger®sítenek bennünketa rendszerre adott jelölésünk (Li+Ps2) helyességér®l, hiszen ezek körülbelül 5%�kaltérnek el a Ps2 alapállapotában számolt értékekt®l.A lítiumatom nem az egyedüli alkálifém, amely képes bekötni két pozitrontés egy elektront. Az Na+ ionról is bebizonyosodott [23℄, hogy a Ps2�vel stabilNa+Ps2 rendszert alkot, 0.0057 hartree körüli kötési energiával. A kötési ener-giaértéke ugyan elég nagy, hogy a stabilitást igazolja, a hullámfüggvény mégsemkonvergált be. Az 2.6. táblázatban listáztam a számítási eredményeket. Annak el-lenére, hogy a kötési energiában majdnem 10%�os a nyereség (0.0063 hartree), alegtöbb várható érték mégis változatlan maradt (az eredményeimet a 2.7. táblázat-ban összefoglaltakkal hasonlítottam össze). A része
skék közötti relatív távolság2%�os határon belül megegyezik a Ps2�re kapott értékekkel, így a rendszer struk-túrája �törzshöz� kötöd® Ps2 dipozitróniummal szemléltethet®.A Li+Ps2 (Na+Ps2) rendszer szerkezete (az alkálielemhez gyengén kötöd® Ps2dipozitrónium), kötött mivolta mind az ab initio hétrésze
skés (tizennégyrésze
s-kés) számítás, mind az öt aktív része
skét használó ftSVM számítással jó pontos-sággal megadható. Természetesen a konvergen
iát javíthatjuk a bázisméret növe-lésével, de ez a számítási id® kárára megy.A 2.2.8. fejezet tanulsága szerint az (e+, e+, e−, e−, x+) öttest-rendszer estén



2.2.10. A Li+Ps2 ÉS Na+Ps2 RENDSZEREK 45akkor alakul ki a Ps2 − x+ típusú rendszer, ha mx < me. Így találhatunk olyan
(e+, e+, e−, e−, x+) rendszert, amely energetikai és szerkezeti szempontból hasonlíta tanulmányozott Li+Ps2 és Na+Ps2 rendszerekhez. Ezen x+ tömege felfogható,mint a Li+/Na+ törzsek e�ektív tömege a Ps2�vel alkotott kötött állapotukban.A keresésben felhasználjuk az (x+,e−) alrendszert is oly módon, hogy azt az e�ek-tív mx tömegértéket fogadjuk el, amely jól adja vissza az (x+,e−)�nek megfelel®(Li+,e−) és (Na+,e−) kötési energiáját. A számítási eredményeimet a 2.5. táblá-zatban adom meg. A legjobb közelítést az mx+ = 0.7me�nél kaptuk. Az analógiaellen®rzése érdekében kiszámítottuk a (0.7me+ ,e−) alrendszer kötési energiáját, serre 0.20588 hartree körüli érték adódótt, amely egészen jól adja vissza a (Li+,e−)(0.198 hartree) és a (Na+,e−) (0.188 hartree) alrendszerek kötési energiáját.Tovább er®sítettek bennünket a [41℄-ben közöltek, ahol kiindulva az egyszer¶bb(x+,e−,e+) rendszerb®l, meghatározták az I és IB 
soportbeli atomok és a pozit-ron együttesének a kötési energiáját, felhasználva az (x+,e−) alrendszerek kötésienergiáját, és jó egyezést kaptak a valódi �zikai rendszerekre számított értékekkel.Összefoglalva az eddigieket kijelenthet®, hogy az (x+,e+,e+,e−,e−) rendszerstruktúrája mx = 0.7me tömegérték mellett, határozott hasonlóságot mutat aNa+Ps2 és Li+Ps2 rendszerekével, a kötési energiája és annihilá
iós hozama közeláll a Li+Ps2�éhez, és a része
skék közötti távolság 5%�os határon belül megegyezika fent említett két rendszerre számolt értékekkel.Az 2.2.8. fejezetben rámutattunk arra, hogy az (e+,e+,e−,e−,mx+) rend-szer elég széles (mx/m) tömegarány-tartományban stabil, azonban az mx =

0.56me alatti tömegérték esetén, a Ps2 + x+ 
satornába elbomlik. Ilyen tömegér-tékre az (x+,e−) alrendszer kötési energiája 0.1795 hartree. Továbbá, amennyi-ben az mx+ értéke n®, a Ps2 klaszter egyre inkább torzulni látszik. Már az(1.0me+ ,e+,e+,e−,e−) rendszer esetén az annihilá
iós hozam 25%�kal kisebb aPs2�re kapott értéknél. Az elektron-elektron átlagtávolság 〈re−e−〉 értéke 
sökken,és az elektronok nem
sak egymáshoz közelednek hanem az x+�hoz is, viszont apozitron-pozitron 〈re+e+〉 és pozitron-elektron 〈re+e−〉 átlagértékek az mx+ növe-kedésével egyre nagyobbá válnak. Az mx+ = ∞ határeset felé tartva, az (x+,Ps2)rendszer drasztikus átalakuláson megy keresztül, és végül a PsH∞ körül kering®pozitronná válik.Mivel a (K, Rb, Cs) nehezebb alkáli elemek kötési energiája kisebb az (x+,e−)alrendszerre az mx = 0.56me tömegérték mellett kapott kritikus kötésienergia-



46 2. FEJEZET. KÖTÖTT ÁLLAPOTI PROBLÉMÁKértéknél (0.1795 hartree), ezen alkáli elemeknek a Ps2 dipozitróniummal való kö-tésére nem tudunk jóslatokat tenni.2.2.11. Egyéb különleges rendszerekAz eddigiekben 
sak egységnyi töltés¶ része
skéket tanulmányoztunk. A tanul-mány kib®víthet® többszörösen töltött nehéz 
entrumok (atomok, molekulák) ese-tére is. Ilyen 
oulomb-i öttest-rendszerekre példa a LiH+ lítium-hidrogén kation,valamint a pozitronos e+Li lítium (lásd [22℄). A rendszer mindkét széls®séges tö-megértékre (me+ ésmp) kötött. Minden egyes eddig tanulmányozott rendszer ener-giája az alkotó elemek tömegarányának monoton függvénye, így egy közbens® tö-meg¶ nehéz 
entrum esetén is kötött rendszert kapnánk. Ezért valószín¶síthet®,hogy a µ+Li rendszer stabil.



3. fejezetRezonan
iaproblémákA dolgozatom els® felében, az 1.1. fejezet 1.1. ábráján szemléltettek értelmében,az S-mátrixnak a pozitív képzetes k-tengelyen elhelyezked® pólusaival (kötött ál-lapotokkal) foglalkoztam.A diszkrét energiaspektrum tanulmányozásából nem hagyhatók ki a 1.1. áb-rán szemléltetett pólusok közül, a negatív k-tengelyen (virtuális vagy antikötöttállapotok), valamint a k-sík 3. (felépül® rezonan
iák), és 4. negyedében (bomlórezonan
iák) elhelyezked® pólusok sem.Poten
iáltérben mozgó része
ske esetén a S
hrödinger-egyenlet � megfelel®enmegválasztott határfeltételek mellett � numerikusan egzakt módon megoldható,megadva ezáltal a része
ske rezonan
iahelyeit és szélességeit. A hullámfüggvénynormájának kiszámítása nem triviális, azonban a probléma megoldásához szüksé-ges matematikai apparátus ismert [50, 51℄.Három testb®l álló rendszerek esetén a S
hrödinger-egyenletet direkt módonnem tudjuk megoldani, ezért valamilyen közelít® eljárást kell alkalmazni. Az iro-dalomban a rezonan
iaállapotok lokalizálására vonatkozó számításokat legtöbbszörvalamilyen kötött állapoti módszer általánosításával végezték el. Ezek közül meg-említhet® a 
satolt-
satornás számításokon alapuló szoros 
satolásos módszer [4℄.E módszer szerint a teljes hullámfüggvény szorzatfüggvények lineáris kombiná-
iójaként adható meg, amelyekben a kéttest-alrendszernek ismert kötött állapotifüggvényei szerepelnek, és a 3. testnek és a másik kett® tömegközéppontjának rela-tív mozgási függvényei az ismeretlen függvények. Ezekre 
satolt egyenletrendszert47



48 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKkapunk, amely általában numerikusan megoldható.A rezonan
iahelyek meghatározásában jelent®s sikereket értek el, az ún. valósstabilizá
iós eljárással [55℄. Ennek lényege abban áll, hogy a variá
iós módszerrelmeghatározott sajátértékek mint valamely paraméter (általában a variá
iós bázis-dimenziója) függvényei torlódnak a rezonan
iák környékén. A módszer hátrányaabban áll, hogy vele kissé nehézkes be
slést adni a rezonan
ia szélességére.A számításokban leggyakrabban használt eljárás a koordináták komplex sík-ban való elforgatásán alapszik [54℄. A módszer alapjául az ABC-tétel szolgál [53℄,amely szerint az elforgatás során � amennyiben az elforgatás szöge elég nagy �a kontinuumba beágyazódott rezonan
iák a kontinuum állapotokkal ellentétbennem mozdulnak el. Természetesen ennek az egyszer¶ eljárásnak is vannak jól is-mert hátrányai, hiszen a számítások 
sak matematikailag kedvez® tulajdonságúköl
sönhatások esetén végezhet®ek el. Coulomb-köl
sönhatás esetén ez az egyetleneljárás, amely háromnál több része
skéb®l álló rendszerek rezonan
iaállaptainaklokalizálására alkalmaztak.A rezonan
iaállapotokra vonatkozóan a dolgozatomban részletesen két el-járást fogok bemutatni. Az egyik azon az elven alapszik, hogy a Hamilton-operátor poten
iálisenergia-tagjának változtatásával a rezonan
iaállapotok behúz-hatók a kötött állapoti tartományba. A másik eljárás, az ún. Fagyejev�Merkurjev-egyenletek megoldásán alapszik, és alkalmazhatóságát a Coulomb-köl
sönhatóháromtest-rendszerek esetén mutatom be.3.1. A 
satolási állandóbeli analitikus folytatás(ACCC)Tekintsük az m tömeg¶, l impulzusmomentumú pontszer¶ része
ske mozgását, egytetsz®leges V (r) poten
iálban. Tételezzük fel, hogy a tanulmányozni kívánt folya-matok leírhatók az id®t®l független kvantumme
hanikai formalizmus segítségével.Továbbá a poten
iál legyen olyan, hogy egy Vv(r) (< 0,minden r−re) vonzó és egy
Vt(r) (> 0,minden r − re) taszító tagot tartalmazzon, azaz V (r) = Vv(r) + Vt(r).A része
ske állapotát a (1.4)-gyel értelmezett S
hrödinger-egyenlet írja le, amelyet



3.1. ACCC 49a következ® alakra hozhatunk:
[
− d2

dr2
+
l(l+ 1)

r2
+

2µ

~2
(λVv(r) + Vt(r))

]
Ψλ(k, r) = k2(λ)Ψλ(k, r) , (3.1)ahol felhasználtuk, hogy E = ~

2k2

2µ , és λ az ún. 
satolási állandó, amelynek esetünk-ben az a szerepe, hogy rajta keresztül változtatjuk a ponten
iál mélységét. A kötöttállapot energiája a λ paraméter monoton 
sökken® függvénye. Ez könnyen bebizo-nyítható, ha kiindulunk a di�eren
iális Hellmann�Feynman-tételb®l [10℄ és felhasz-náljuk a vonzó poten
iál tagra el®írt feltételt. Jelöljük λ0-val az elágazási ponthoztartózó 
satolási állandó értéket. A 3.1.a ábrán a V (r) = λV01e
−a1r2

+ V02e
−a2r2alakú, egy vonzó és egy taszító Gauss-függvényb®l felépített köl
sönhatási po-ten
iált ábrázoltam a távolság függvényében, különböz® λ értékekre. A 3.1.b áb-rán pedig az egyedi poten
iálokban mozgó része
ske alapállapoti (legmélyebbenfekv®) energiáját ábrázoltam a λ paraméter függvényében. A 3.1.b ábrán ábrá-zolt E = E(λ) függvény gra�kus képe szemléletesen mutatja, hogy ez a függvényderiválható, azaz analitikus λ > λ0 tartományban.A [56℄ hivatkozás 5.1. fejezete és az ott hivatkozott munkák, valamint a [57℄ és[58℄ szerint, a k hullámszám a λ→ λ0 határesetben a következ®képpen viselkedik:

kl(λ) ∼
√
λ− λ0. (3.2)A (3.2)-es egyenletnek van egy fontos következménye nevezetesen az, hogy a kl(λ)függvénynek van egy törési/elágazási pontja, amely l 6= 0 esetén iχl = kl(λ0) = 0-nál, míg az l = 0 esetben egy véges iχ0 = k0(λ0) 6= 0 értéknél következik be.Az l 6= 0 esetén, ellentétben az l = 0-val, ez a pont egybeesik a rugalmas szórásiküszöbbel.A módszerünk alapjául a komplex függvénytan analitikus folytatására vonat-kozó tételek szolgálnak, amelyeket röviden úgy lehetne összefoglalni, hogy egykomplex változós di�eren
iálható függvény, analitikusan folytatható az értelme-zési tartományán kívüli tartományokba is.Egy másik nagyon fontos eleme a módszerünknek abban áll, hogy valamely (λ)paramétert®l függ® Hamilton-operátorral megadott S
hrödinger-egyenlet sajátér-tékei, sajátfüggvényei is függvényei lesznek a λ�nak. Ha változtatjuk a λ paraméterértékét, akkor az S-mátrix pólusai a k-térben egy jól meghatározott trajektóriamentén mozdulnak el [3, 56℄.
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a b3.1. ábra. Az a ábrán a V (r) = λV01e
−a1r2

+ V02e
−a2r2 poten
iált ábrázoltam az rfüggvényében, különböz® λ 
satolási állandó értékekre. A b ábrán látható pontok, akülönböz® 
satolásiállandó-értékekre kapott alapállapoti energiát adják meg.Ezek szerint, 
sökkentve a poten
iál mélységét (a λ paraméteren keresztül),vagyis λ → λ0, a kötött állapotnak megfelel® pólus elindul a pozitív képzetes

k-tengelyen lefelé az elágazási pont irányába. Elérve az elágazási pontot, a tra-jektoria két ágra szakad, lásd a 3.2. ábra fels® részét. A szórási elmélet szerint[3℄, minden kötött állapoti pólusnak van egy a negatív képzetes k�tengelyen el-helyezked® kv = −iχv, χv > 0 póluspárja (antikötött, virtuális állapot), amelya poten
iálmélység 
sökkenésének hatására elindul a negatív képzetes k-tengelymentén felfelé, az elágazási pont irányába. A két pólus a λ0-nál, a k(λ0) hullám-szám értéknél találkozik egymással, és amenyiben tovább 
sökkentjük λ értékét, aképzetes tengelyre mer®leges trajektória mentén hagyják el a képzetes k�tengelyt,átmenve a k-sík 3.
(
k(x) ág, ahol x =

√
λ− λ0

), illetve 4. negyedébe (k(−x) ág).Ha a része
ske nem nulla impulzusmomentumú, akkor a 
entrifugális poten
iál-gátnak köszönhet®en a elágazási pont egybeesik az origóval, és az átmenet a rezo-nan
ia tartományba egy sima trajektória mentén történik, amelyet 3.2. ábra alsórészén láthatunk (0P -vel jelzett folytonos vonal). Az l = 0 esetben, a kötött ál-
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3.2. ábra. A fels® ábra egy a sugarú négyszöglet¶ poten
iálgödörben mozgó s- ésp-hullámú pólusok trajektóriája a β = ka síkban, különböz® λ értékek mellett. Aszaggatott vonal az Imβ = ±Reβ �választó� vonalat adja meg. Az alsó ábra az s-és p-hullámok esetén az energia valós részét adja meg a λ függvényében [57℄.lapoti pólus elérve a k = 0 küszöböt, tovább halad a képzetes tengelyen, majdvalamely k0 = −iχ0, χ0 > 0 értéknél találkozik az antikötött állapoti pólussal, ésa tengelyre mer®legesen hagyják el a képzetes k-tengelyt belépve a komplex k-síkrezonan
iákra jellemz® tartományába. Ez azt jelenti, hogy az ER = ~
2k2

2m energia-függvény már nem monoton függvény, hanem a küszöb elérése után visszafordul,majd egy töréspont érintésével, valamely E0 energiaértéknél megy át a rezonan-
iatartományba. Mindezekb®l az következik, hogy l = 0 esetben nem triviális azelágazási pont helyének meghatározása, lásd 3.2. ábra alsó részét (1S-sel jelöltszaggatott vonal).Kihasználva a k(x) és k(−x) függvények analitikus tulajdonságait, a λ > λ0kötött állapoti tartományból kiindulva, analitikus folytatással meghatározhatjuka függvényértékeket a λ < λ0 nem kötött tartományban is. Az analitikus folytatáslegegyszer¶bben a Padé-közelítés segítségével valósítható meg. Kiindulva a kötött



52 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKállapoti tartományban meghatározott kl(λ) értékekb®l:
kl(x) ≈ k

[N,M ]
l (x) =

PN (x)

QM (x)
= i

c0 + c1x+ c2x
2 + · · · + cNx

N

1 + d1x+ d2x2 + · · · + dMxM
. (3.3)A konvergen
iatétel értelmében [56℄, N,M → ∞-ben a k[N,M ]

l (x) konvergálni fog ahelyes kl(x) értékhez, az összes olyan x értékre, amelyre a k(x) függvény analitikus.A rezonan
iaállapotot jellemz® energiaérték és szélesség mellett kiván
siak va-gyunk az állapot hullámfüggvényére és a mérhet® �zikai mennyiségekre is. Ehheza hullámfüggvényt kell analitikusan folytatni. Így, a hullámfüggvény alakjára aPadé-közelítésben a következ®t kapjuk:
Ψ[N,M ](k, r) =

PN (k, r)

QM (k, r)
=
a0(r) + a1(r)k + a2(r)k

2 + · · · + aN(r)kN

1 + b1(r)k + b2(r)k2 + · · · + bM (r)kM
. (3.4)Az eljárás, a hullámszám esetével analóg módon történik, a kötött állapoti hullám-függvényekb®l indulunk ki. Mivel a kötött állapoti tartományban a k imaginárius,a páros hatványok együtthatói valósak, a páratlanoké tisztán képzetesek, hiszen
sak így kapunk a kötött állapoti hullámfüggvényre valós függvényt.Végezetül, valamely mérhet® �zikai mennyiség a következ®képpen extrapolál-ható:

M[N,M ]
ij (x) =

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + aNx

N

1 + b1x+ b2x2 + · · · + bMxM
, (3.5)ahol a kötött állapoti mátrixelemekb®l kiszámított polinom együtthatói valósmennyiségek.A fenti sorfejtésekben az együtthatókat a kötött állapoti számítások soroza-tával határozzuk meg. A λ léptetésével a függvényeket sok λ(> λ0) értékre kilehet számítani a kötött állapoti probléma ismételt megoldásával, és a megoldás-sorozatból a Padé-együtthatók meghatározhatók. Erre majd a 3.2.1. alfejezetbenrészletesebben ki fogok térni.3.2. Egy modellproblémaEbben a fejezetben egy modellproblémán keresztül mutatom be az el®z®ekben fel-vázolt módszert. Megvizsgálom, hogy a lehetséges Padé-közelítések közül melyik alegalkalmasabb, illetve a hullámfüggvény analitikus folytatásához egy új lehet®sé-get mutatok be.



3.2. A PADÉ-PARAMÉTEREK MEGHATÁROZÁSA 53Tekintsük az m = 1 a.u. tömeg¶ része
ske mozgását a
V (r) = λVatr(r) + Vrep(r) = −λV01e

−0.16r2

+ V02e
−0.04r2

, (3.6)vonzó és taszító Gauss-tagokat tartalmazó poten
iálban.3.2.1. A Padé-közelítés paramétereinek meghatározásaA (3.3) egyenletben szerepl® PN (x) és QM (x) polinomok együtthatóit a kötött ál-lapoti tartományban meghatározott kl(x)-ek segítségével határozzuk meg. Ezáltalaz együtthatók mindig valósak. A rezonan
iaállapotra jellemz® képzetes energiaér-téket az x =
√
λ− λ0, ahol λ− λ0 < 0, szolgáltatja. Tételezzük fel, hogy megha-tároztuk a része
ske energiáját p darab, különböz® λi, i = 1, . . . , p kötött állapoti

(λi > λ0), 
satolási állandó esetén. A polinom-együtthatók meghatározására többlehet®ség is rendelkezésünkre áll.Els®ként a legkisebb négyetes eltérésen alapuló módszert említeném meg (Min).Ebben az esetben a következ® kifejezés minimumát kell megkeresnünk:
I =

1

p

p∑

l=1

|QM (xl)kl(xl) − PN (xl)|2 .A minimalizálás egy N +M + 1 darab egyenletb®l álló egyenletrendszerhez vezet:




∑N
i=0 cifim −∑M

j=1 djf
(2)
jm = f

(2)
0m; m = 1, 2, . . . ,M

∑N
i=0 cizil −∑M

j=1 djfjl = f0l; l = 0, 1, . . . , N

, (3.7)ahol
fij =

p∑

α=1

xi+j
α kα(xα), f

(2)
ij =

p∑

α=1

xi+j
α k2

α(xα), zij =

p∑

α=1

xi+j
α , (3.8)amelyet valamely numerikus eljárással (NAG [91℄, Numeri
al Re
ipes [92℄ nume-rikus algoritmustárakban megtalálható rutinnal) egyszer¶en megoldhatunk, meg-kapva ezáltal a PN , QM polinomok együtthatóit.A második eljárás szerint az QM (x)kl(x) − PN (x) kifejezés els® N + M + 1momentumát egyenl®vé tesszük nullával (Mom)

p∑

j=1

xl
j [QM (xj)kj(λj) − PN (xj)] = 0, l = 0, . . . , N +M,



54 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKami a következ® egyenletrendszerhez vezet:
N∑

i=0

cizil −
M∑

j=1

djfjl = f0l l = 0, 1, . . . , N +M , (3.9)ahol a zij , fij mennyiségeket a (3.8) egyenlettel értelmeztük. Ebben az esetben ismegoldva az egyenletrendszert megkapjuk az ismeretlen polinomegyütthatókat.A klasszikus Padé-közelítések közül a legjobb eljárásnak az bizonyult, amelyszerint a QM (x)kl(x) − PN (x) kifejezést az els® N + M + 1 pontban egyenl®vétesszük nullával (Fix). Vagyis
QM (xi)ki(λi) − PN (xi) = 0, i = 1, . . . , N +M + 1 .Ez a következ® egyenletrendszerhez vezet:


1 +

M∑

j=1

djx
j
i


 ki(xi) −

N∑

α=0

cαx
α
i = 0, i = 1, . . . , N +M + 1 . (3.10)Végezetül említést kell tennem egy iteratív eljárásról is, amellyel a számításaimnagy részét végeztem. A Padé-közelítés és a lán
törtek közötti szoros kap
solatbóladódóan [59℄, a (3.3) egyenlet helyett a következ® alakot használhatjuk (Cf):

kK
l (x) =

kl(x1)

1 +
a1(x− x1)

1 +
a2(x− x2)

1 + . . .

, (3.11)
ahol a K-ad rend¶ lán
tört utolsó (legalsó) tagja: 1 + aK(x − xK). A (3.11)-benszerepl® ai együtthatók pedig

ai =
1

(xi − xi+1)





1 +
ai−1(xi+1 − xi−1)

1 +
ai−2(xi+1 − xi−2)

1 + . . .





,alakúak, ahol a véges tagú lán
tört utolsó (legalsó) eleme: a1(xi+1 − xi)/
(
1 −

[
kl(xi)/kl(xi+1)

]) és a1 = {[kl(x1)/kl(x2)] − 1} /(x2 − x1) .



3.2. A PADÉ-PARAMÉTEREK MEGHATÁROZÁSA 55A kötött állapoti {(kl(xi), xi

)
, i = 1, . . . ,K} értékpár sorozat ismeretében,kiindulva az els® értékekb®l a lán
tört ai, i = 1, . . . ,K együtthatói, iteratív módonhatározhatók meg.Miután meghatároztuk a PN , QM polinomok együtthatóit, a rezonan
ia loka-lizá
ióhoz 
sak az elágazási pontot jellemz® λ0 és kl(λ0) = iχ0 meghatározásamarad hátra.Az l 6= 0 esetben, mint említettem, a 
entrifugális gát hatására a kl(x) függ-vény, monoton függvényként megy át a rezonan
iákat jellemz® tartományba, ésaz elágazási pont megegyezik a küszöbbel, vagyis kl(λ0) = 0. A λ0 meghatáro-zásához nem kell egyebet tenni, mint a λi = λ(ki) inverzfüggvényt extrapolálnia kl(λ0) = 0 pontba. Ezáltal meghatároztuk λ0 értékét, és az elágazási pontotegyértelm¶en behatároltuk.Az l = 0 esetben a λ0 meghatározásához a k0(λ) trajektória vizsgálata szük-séges. Els®re a k0(λ) = 0-ból egy durva közelítést kapunk a λ0 értékére. Tudjuk,hogy a trajektóriák a tengelyre mer®legesen lépnek be a rezonan
iatartományba,így a megbe
sült λ0 értékét változtatva azt fogadjuk el helyes értéknek, amelyikreteljesül a 1

∂k/∂λ

∣∣
λ→+λ0

≈ 0.A λ0 meghatározásával, a rezonan
ia lokalizá
iója egy behelyettesítésre redu-kálódik. A λ < λ0 esetre a (3.3) egyenlet megadja a keresett rezonan
ia komplexhullámszámát:
k̃ = k[N,M ](x) = k1 − ik2 , (3.12)ahol x =

√
λ− λ0. A rezonan
iaállapotok energiájának meghatározásához a(3.3) egyenletben szerepl® paraméterek meghatározására van szükség. A (3.7),(3.9), (3.10), vagy (3.11) egyenletrendszerek megoldásához p számú kötött állapoti

k(xi), xi =
√
λi − λ0 értékekre van szükségünk, amelyeket a 1.2.3. fejezetben be-mutatott variá
iós módszer segítségével határoztam meg. Annak érdekében, hogyeldöntsem, melyik Padé-közelítés a legjobb, a (3.6) egyenlettel értelemezett poten-
iálban mozgó egységnyi tömeg¶, töltéssel nem rendelkez®, l = 0 impulzusmomen-tumú része
ske esetén egy, pl. a λ = 0.4 
satolási állandóhoz tartózó rezonan
iaálla-pot hullámszámát határoztam meg, az el®z®ekben felsorolt módszerek segítségével.A hullámszámra kapott eredményeket a 3.1. táblázatban foglaltam össze. A számí-tási eredményeimet a Vertse Tamás és munkatársai által, a S
hrödinger-egyenletnumerikusan egzakt megoldására (DNI) írt FORTRAN programja (GAMOW) [66℄



56 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKszolgáltatta eredményekkel vetettem össze.3.1. táblázat. Különböz® eljárásokkal meghatározott paraméterek segítségével loka-lizált rezonan
ia (λ = 0.4) hullámszámának Padé-közelítései. A (3.6) köl
sönha-tásban V01 = −8.0 a.u. és V02 = 2.0 a.u. értékeket használtam.Eljárás k[5,5](a.u.) k[8,8](a.u.)Fix 0.613385-i2.465×10−3 0.613393-i2.448×10−3Min 0.613610-i2.615×10−3 0.61286-i2.828×10−3Mom 0.613427-i2.571×10−3 0.61368-i2.317×10−3Cf 0.613348-i2.465×10−3GAMOW 0.613347-i2.4660×10−3A számítás során p = 130 kötött állapoti {k(xi), xi} számpárt használtam fel, aFix eljárás kivételével, amelyhez 
sak N +M + 1 értékpárra van szükség. A vizs-gálat azt eredményezte, hogy a Padé-közelítés paramétereinek meghatározásábana legpontatlanabbnak a Min eljárás bizonyult. A N +M + 1 = 11, 17 kötött álla-poti számpárt felhasználó Fix jó értéket ad. Sajnos a pontosság növelése érdekébennem növelhettük a paramáterek számát tetsz®legesen, mivel rosszul kondí
ionáltegyenletrendszerekhez jutottunk. Ez elkerülhet®, ha a lán
törtes Padé-közelítést(Cf) használjuk.3.2.2. A rezonan
iaállapotok energiája és �zikaimennyiségekA pólus hullámszám értékének ismeretében a rezonan
iaállapot energiáját a kö-vetkez®képpen kapjuk meg:
E = ER − iΓ/2 =

~2k̃2

2m
=

~2

2m

[ (
k2
1 − k2

2

)
− 2ik1k2

]
,ahol a rezonan
iaállapot hullámszáma k̃ = k1 − ik2.A (3.6) poten
iálos modellprobléma esetén, megvizsgáltam azt is, hogy milyenszéles λ tartományban kapunk jó egyezést a numerikusan egzakt számításokkal.A számításokat l = 0, 2 impulzusmomentumokra végeztem el. A λ változtatásávalkapott pólus pályákat a 3.3. ábrán szemléltetem.
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3.3. ábra.A −λ8.0e−0.16r2

+V02e
−0.04r2 poten
iálban mozgó l impulzusmomentumúegységnyi tömeg¶ része
skére kapott trajektóriák, különböz® l és V02 értékek esetén,a komplex energiasíkon. A görbéken feltüntetett szimbólumok a kötött állapotokatés rezonan
iaállapotokat jelölik.A trajektóriákat az x = −

√
λ− λ0 ág extrapolá
ióját szemléltetik. A számításokelvégzéséhez oly fontos elágazási ponthoz tartozó λ0 értékeket a 3.2. táblázatbanadom meg.3.2. táblázat. A (3.6) poten
iál esetén az elágazási pontra jellemz® λ0 
satolásiállandó és E(λ0) energiaérték.

V02 l λ0 E(λ0) (a.u.)2.0 0 0.47672 −1.4829×10−42.0 2 1.04 −3.8971×10−80.25 0 0.135204 −2.6968×10−30.25 2 0.61273 −6.5309×10−7A magasabb poten
iálgát (V02 = 2.0) esetén kapott görbék közel azonosak. Ezesetben a poten
iálgát olyan magas, hogy a 
entrifugális gát járuléka szinte elha-nyagolható. A bels® tartományban az l(l+1)/r2 természetesen er®s, ennek hatása



58 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKazonban a pontoknak a görbe menti eltolásában merül ki. Ala
sony poten
iálgátesetén sokkal nagyobb szerepe van a 
entrifugális poten
iálgátnak. Sokkal nagyobbeltérés van a két trajektória között és a sorrendjük is megváltozott. A köl
sönha-tási poten
iál azonos ugyan a négy esetben, de a λ tartomány minden l-re más ésmás.A hullámszám analitikus folytatására a 3.1. fejezetben adott eljárás kib®ví-tehet® mind a hullámfüggvényre, mind a �zikai mennyiségekre. A rezonan
iaál-lapotnak energiája mellett egyéb jellemz®ire is kiván
siak vagyunk. Az állapototjellemz® hullámfüggvénnyel részletesebben a következ® alfejezetben foglalkozom.A továbbiakban a rendszerre jellemz® (mérhet®) �zikai mennyiségek meghatáro-zásáról teszek említést. Egy operátor mátrixelemét rezonan
iaállapot esetén a kö-vetkez® összefüggéssel adhatjuk meg (vö. (3.5)):
Mij(x) =

a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + aNx

N

1 + b1x+ b2x2 + · · · + bMxM
, (3.13)ahol az x = −√

λ− λ0.A mátrixelemek kiszámításakor hasonlóképpen járunk el, mint az energia meg-határozásakor, vagyis a kötött állapoti tartományban néhány λi értékre meghatá-rozzuk az 1.2.4. alfejezetben leírtak szerint a kötött állapoti mátrixelemeket, majdezekb®l kiszámítjuk a Padé-közelítés paramétereit. A rezonan
iaállapot mátrix-eleme így egyszer¶ behelyettesítéssel nyerhet®.A kötött állapoti számításokra használt Gauss-bázisos (mértani haladvánnyalde�niáltuk a bázisfüggvények nemlineáris paramétereit) módszer nagymértékbenmegkönnyíti a dolgunkat, hiszen a legtöbb mátrixelem analitikusan meghatároz-ható.A rezonan
iaállapotok hullámfüggvényeként használt Gamow-függvények nemelemei L2-nek, a szokásos módon nem normálhatók, vagyis nem létezik a következ®integrál: ∫∞
0 |u|2(r)dr. A függvénytér kiterjesztése a bels® szorzat általánosításarévén és a megfelel® regularizá
ióval lehetséges. E kiterjesztés a normára nézve pl.a limǫ→0

∫∞
0 u2(r)e−ǫr2

dr de�ní
iót adja. A konvergen
iafaktor és a határátmenetbeiktatását Zel'dovi
h-féle regularizá
iós eljárásnak nevezzük [51, 52, 56℄. Így afenti integrál már létezik és u(r) analitikus folytatása segítségével egyszer¶bben iskiszámítható [51℄:
lim
ǫ→0

∫ ∞

0

u2(r)e−ǫr2

dr= lim
ǫ→0

∫

C

u2(r)e−ǫr2

dr=

∫

C

u2(r)dr, (3.14)



3.2. A REZONANCIAÁLLAPOTOK ENERGIÁJA ÉS MÁTRIXELEMEK 59ahol a C integrálási útvonal a 3.4. ábrán látható.
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Rmax

2θ3.4. ábra. Az integrálási útvonal a hullámfüggvény normájának és a mátrixelemekkiszámításához. Rmax�ig az integrálást numerikusan végeztük el, majd e fölött akoordináták θ szöggel való elforgatásával tesszük a hullámfüggvényt négyzetesenintegrálhatóvá, így numerikusan integrálhatóvá válnak.Ha θ > | arg k|, akkor az integrandus exponen
iálisan 
sökken és ezáltal az integ-rál kiszámítható. Egy nem szinguláris O(r) operátor r-t®l függ® mátrixeleme ishasonlóan határozható meg:
lim
ǫ→0

∫ ∞

0

u1(r)Ou2(r)e
−ǫr2

dr=

∫

C

u1Ou2dr. (3.15)Rezonan
iaállapotok esetén a várható értékek is komplexek, az imaginárius résztakár
sak a Γ-t, a rezonan
ia mint diszkrét állapot értelmezési pontosságának mér-tékeként kell értelmezni. A numerikus kiintegrálás esetén egy véges Rmax értékiga (3.15) integrált numerikusan számítjuk ki, majd r > Rmax aszimptotikus tar-tományban a koordináta 2θ szöggel való komplex elforgatás hatására a hullám-függvény négyzetesen integrálhatóvá válik, így ebben a tartományban is az integ-rálértékek numerikusan meghatározhatók. Itt jegyzem meg, hogy az analitikusanfolytatott mátrixelemekre az el®bbi eljárást nem kell alkalmazni, hiszen az anali-tikus folytatás során a hullámfüggvény aszimptotikus tartományának a járulékáta kapott mátrixelemek már tartalmazzák. A normára, mint az egység operátormátrixelemére is érvényes az el®z® megjegyzés.



60 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKA számítási eredményeimet a 3.3. táblázatban adom meg. A küszöb közelében(a 
satolási állandó az elágazási pontban λ0 = 0.47672) 5− 6 értékes számjegynyiegyezést kapunk a numerikusan egzakt (DNI) módszer eredményeivel. A λ érté-két 
sökkentve, a rezonan
iaállapotnak megfelel® pólus egyre inkább távolodik akéttest-küszöbt®l. A számítási eredményeink az elvárásoknak megfelel®en alakul-nak, nevezetesen a küszöb közelében az egyezés nagyon jó, és a szélesnek számító
λ = 0.15 
satolási állandónál kapott rezonan
ia energiaérték esetén is az egyezés
2 − 3 értékes számjegynyi.3.3. táblázat. A −λ8.0e−0.16r2

+ 2.0e−0.04r2 (a.u.) poten
iálban mozgó l = 0 im-pulzusmomentumú egységnyi tömeg¶ része
ske rezonan
iaállapotainak helye, szé-lessége, négyzetes középtávolsága, középtávolsága, a.u.-ban kifejezve. Az eredmé-nyeimet az numerikusan egzakt (DNI) számításokkal hasonlítom össze.
ACCC/λ 0.4 0.35 0.3 0.25 0.2 0.15
ER 0.37618 0.59835 0.8024 0.9926 1.1729 1.347
Γ/2 3.0244·10−3 1.4217·10−2 4.198·10−2 9.22·10−2 0.1690 0.2776
〈r2〉 4.44172

+i0.58263 4.94979
+i1.46927 5.03326

+i2.57744 4.70099
+i3.66989 4.01388

+i4.57424 3.17748
+i5.23907

〈r〉 1.89578+
i0.084048 2.04357+

i0.23432 2.13056+
i0.44506 2.14843+

i0.67007 2.11643+
i0.89158 2.03642+

i1.11624
(〈r2〉)1/2 2.11205+

i0.13793 2.24867+
i0.3267 2.31171+

i0.55747 2.30920+
i0.79462 2.24716+

i1.01778 2.15694+
i1.21446

DNI/λ 0.4 0.35 0.3 0.25 0.2 0.15
ER 0.37618 0.59836 0.80240 0.99248 1.1734 1.3492
Γ/2 3.0250·10−3 1.4214·10−2 4.1936·10−2 9.2446·10−2 0.16970 0.27734
〈r2〉 4.4418+

i0.58283 4.950+
i1.4684 5.0318+

i2.5815 4.6965+
i3.6615 4.0305+

i4.5486 3.3888+
i5.5117

〈r〉 1.8958+
i0.084055 2.0434+

i0.23431 2.1311+
i0.44452 2.1496+

i0.67201 2.1116+
i0.89324 2.0389+

i1.1183
(〈r2〉)1/2 2.11206+

i0.13797 2.2559+
i0.3732 2.31161+

i0.55837 2.3077+
i0.79329 2.2481+

i1.0116 2.2202+
i1.2412Az egyezés nem
sak a rezonan
iák helye és szélessége esetén jó, hanem a számítottmátrixelemek esetén is.
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+V02e
−0.04r2 poten
iálban mozgó l = 0 impulzus-momentumú egységnyi tömeg¶ része
skére kapott 〈r2〉 négyzetes középtávolságotábrázoltam a 
satolási állandó függvényében. A folytonos vonal a kötött állapotitartományban, a pontozott vonal pedig a rezonan
iatartományban számított át-lagértékeket adja meg. A rezonan
iatartományra jellemz® függés 
sak az 〈r2〉 valósrészét tartalmazza. Az ábrából látszik, hogy a küszöb (λ0 az elágazási pont 
sato-lási állandója) közelében a kötött állapotra kapott átlagérték hirtelen növekszik,ami teljesen természetes hiszen a küszöb közelében a hullámfüggvény egyre inkábbszétterül. A rezonan
iatartomány és a kötött állapoti tartomány között a függ-
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3.5. ábra. A −λ8.0e−0.16r2

+V02e
−0.04r2 poten
iálban mozgó l = 0 impulzusmomen-tumú egységnyi tömeg¶ része
skére kapott 〈r2〉 négyzetes középtávolság a λ 
satolásiállandó függvényében. A folytonos vonal a kötött állapoti tartományra, míg a pon-tozott vonal a rezonan
ia tartományra kapott értékeket adja meg. λ0 az elágazásipont 
satolási állandója.vénynek egy szakadási pontja van, a függvény nem folytonos ebben a pontban, ajobb és baloldali deriváltjai +∞, illetve −∞. Az S-mátrix pólusa a kötött állapotitartományból a virtuálisállapotok érintésével megy át a bomló rezonan
iák tar-tományába. A virtuálisállapotok hullámfüggvénye exponen
iálisan növekv® függ-



62 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKvény, és a Berggrenn-reprezentá
ióban értelmezett skalárszorzatot �gyelembe véve((3.15) egyenlet) kapunk az 〈r2〉 átlagértékre −∞-t. A szakadási pontot kivéve, akét (kötött állapoti, valamint rezonan
iaállapoti) görbe egymás folytatásait képe-zik. A rezonan
iaállapotokra kapott átlagérték valós része sekélyen változó viselke-dést mutat, a poten
iálgátnak köszönhet®en pedig van egy maximuma. Körülbelülkétszer nagyobb az értéke a küszöbt®l távoles® kötött állapotra kapott értékekt®l.Vagyis rezonan
iaállapotban nagyobb a rendszer mérete.A kötött állapoti tartományban a négyzetes középtávolság és a középtávol-ság értékekre teljesül az úgynevezett S
hwartz-egyenl®tlenség, vagyis 〈r2〉 ≥ 〈r〉2.Megvizsgálva a 3.3. táblázatban közölt analitikusan folytatott mátrixelemek érté-keket, azt láthatjuk, hogy a S
hwartz-egyenl®tlenség nem
sak a kötött állapotokesetén teljesül, hanem a rezonan
iaállapotokra kapott értékek valós részére is. Ígyelmondhatjuk, hogy az analitikus folytatással nem 
sak a radiális S
hrödinger-egyenlet, mint sajátérték-egyenlet, sajátértékeit, a mérhet® �zikai mennyiségeket,és mint kés®bb látni fogjuk a sajátfüggvényeit tudjuk helyesen folytatni a megfelel®Riemann-felületre, hanem a várható értékekre jellem® általános egyenl®tlenségekis megfelel®en mennek át.3.2.3. A hullámfüggvényA bomló rezonan
iaállapotok tulajdonságairól az energia-sajátérték mellett a sa-játfüggvények ismerete is sokat elárul. Az 1.1. alfejezetben elmondottak alapján,a rezonan
iaállapotokat kifutó hullámos aszimptotikájú Gamow-állapotokkal rep-rezentáljuk.A (3.4) Padé-közelítés vagy a neki megfelel® lán
tört segítségével a hullám-szám, illetve a mátrixelemek mintájára, a radiális hullámfüggvény (továbbiakban
sak hullámfüggvény) is analitikusan folytatható. Ez esetben a Padé-közelítésselvaló analitikus folytatást pontról-pontra kell elvégeznünk a (k, r)-síkon. Kiindulvaaz exponen
iálisan le
seng® kötött állapoti hullámfüggvényb®l meghatározzuk az
ai(r), bj(r) paramétereket, amelyek közül a páratlan számú hatványkitev®höz tar-tozók imaginárius számok, hiszen a kötött állapotok esetén a hullámfüggvény valós.Több lehet®séget is kipróbáltam a hullámfüggvények extrapolá
iója során. Eze-ket a következ®kben fogom részletesebben tárgyalni. Els®ként a fentiekben vázolteljárást végeztem el. Behelyettesítve a (3.4) egyenletbe a rezonan
iaállapot energi-



3.2. A HULLÁMFÜGGVÉNY 63áját (hullámszámértékét k̃) a hullámfüggvényre a következ®t kapjuk (ACCC-pp):
Ψ(k̃, r) ≈ Ψ[N,M ](k̃, r) =

a0(r) + a1(r)k̃ + a2(r)k̃
2 + · · · + aN (r)k̃N

1 + b1(r)k̃ + b2(r)k̃2 + · · · + bM (r)k̃M
.Második lehet®ségként említem meg azt az eljárást, amelyben a Ψ(k, r)-t négy-zetesen integrálható bázisfüggvények lineáris kombiná
iójaként adjuk meg, bázis-ként pedig Gauss-függvényeket használunk. Az 1.2.3. fejezet tanulsága szerint aválasztott bázisfüggvények ugyanolyan jónak bizonyultak, mint bármely ortonor-mált bázis. A számításokat egy olyan bázison is elvégeztem, amelyet a Gauss-függvényekb®l a Gram�S
hmidt-féle ortogonalizá
iós eljárással nyertem. Kiindulvaa ψi(r) bázisfüggvényekb®l (az összefüggések mind a nem ortogonális, mind az or-tonormált bázisfüggvényekre érvényesek) a p darab, a λ értékének a változtatásávalmegoldott kötött állapoti problémák hullámfüggvényére kapjuk:

Ψj(r) =
K∑

i=1

ci(kj)ψi(r), j = 1, . . . , p.Mivel a bázis rögzítve van, a rezonan
iaállapotok hullámfüggvényét oly módonkapjuk meg, hogy a lineáris paramétereket folytatjuk analitikusan, felhasználva3.3. fejezetben elmondottakat. A ci(kj) paraméterek Padé-közelítése:
ci(kj) =

a0 + a1kj + a2k
2
j + · · · + aNk

N
j

1 + b1kj + b2k2
j + · · · + bMkM

j

, i = 1, . . . ,K és j = 1, . . . , p.Az el®z® két egyenletbe behelyettesítve a rezonan
iaállapot energiáját, a hullám-függvényre a következ®t kapjuk (ACCC-Gb):
Ψ(k̃, r) ≈

K∑

i=1

ci(k̃)ψ(r).Egy harmadik lehet®ségként megvizsgáltuk, mi történik, ha az aszimptotikustartományra vonatkozó a priori ismeretünket expli
it módon felhasználva 
supán apoten
iál hatótávolságán belüli tartományban végezzük el az analitikus folytatást.Ennek érdekében a hullámfüggvényt
Ψ(ki, r) = Ψcore(ki, r)Ψas(ki, r) (3.16)



64 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKalakban írtuk fel, ahol a Ψcore(k, r) = 1 lesz, ha r a poten
iál sugaránál nagyobb,vagyis az aszimptotikus tartományban. A (3.4) egyenletet a Ψcore(k, r)-ra alkal-mazva kapjuk
Ψ[N,M ]

core (k, r) =
a0(r) + a1(r)k + a2(r)k

2 + · · · + aN (r)kN

1 + b1(r)k + b2(r)k2 + · · · + bM (r)kM
,majd az analitikusan folytatott Ψcore(k̃, r)-t és a helyesen megválasztott Ψas(k̃, r)függvényeket a (3.16) egyenletbe behelyettesítve a rezonan
iaállapot hullámfügg-vényére kapjuk (ACCC-as):

Ψ(k̃, r) ≈ Ψcore(k̃, r)Ψas(k̃, r) . (3.17)ahol k̃ a rezonan
iaállapot hullámszáma.A három módszerrel kapott hullámfüggvényeket a 3.6. és a 3.7. ábrákon adommeg. Az egyszer¶ség kedvéért az u(r) = rΨ(k, r) függvényt ábrázoltam. A 3.6.ábrán a rögzített nem ortogonális (ACCC-Gb) bázison való sorfejtéssel kapott hul-lámfüggvényeket hasonlítottam össze a numerikusan egzakt eljárással (GAMOW).A hullámfüggvény bels®, nem aszimptotikus tartományában a függvények jellegeazonos, azonban az analitikusan folytatott alul be
süli a maximum helyét A ne-mortogonális és ortogonális bázissal kapott eredmények megegyeznek. Valójábanarra voltunk kiván
siak, hogy a bázis nemortogonális mivolta nin
sen-e kedvez®tlenhatással a rezonan
iaállapotra kapott hullámfüggvényre. A növekv® amplitúdóvaltörtén® osz
illá
iót nem adja helyesen vissza, igaz egy kis osz
illá
ió látható azaszimptotikus tartományban. Ez érthet®, hiszen nagyobb r esetén a kötött álla-poti hullámfüggvény exponen
iálisan le
seng® viselkedést mutat, és az analitikusanfolytatott lineáris paraméterek ezt a viselkedést nem tudják kompenzálni, és ezál-tal a növeked® amplitúdójú aszimptotikát visszaadni. Ezzel szemben a 3.7. ábránlátható Gamow-függvények már sokkal közelebb állnak a valós alakhoz. A bels®tartományban mindkét eljárással kapott hullámfüggvény teljesen azonos a nume-rikusan egzakt eljárással kapottal, azonban a pontról-pontra történ® analitikusfolytatás esetén a farokrész felveszi a kötött állapotra jellemz® exponen
iálisan le-
seng® viselkedést, és igazából itt érthet® meg a legutoljára bemutatott lehet®séghasznossága: 
sak a bels® tartományban kell helyesen elvégeznünk az analitikusfolytatást.A Gamow-állapotok farok részének jellegzetes viselkedéséért pedig a Ψas(k̃, r)tag a felel®s. Így elég pontosan tudjuk a növekv® amplitúdóval osz
illáló farokrészt
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3.6. ábra. A −3.2e−0.16r2

+V02e
−0.04r2 poten
iálban mozgó s-hullám hullámfüggvé-nye a.u.-ban kifejezve. A rögzített nemortogonális Gauss-bázison való sorfejtés li-neáris paramétereinek analitikus foytatássával kapott (ACCC-Gb) hullámfüggvény,és a direkt numerikus integrálással (GAMOW) kapott hullámfüggvény valós és kép-zetes része.is reprodukálni. A 3.7. ábra aszimptotikus (r > 12.5 a.u.) tartományban találhatókis, numerikus ponttatlanság okozta f¶részfogak, de ezek mértéke sokkal kisebbmint a többi bemutatott eljárás esetén.Természetesen meg kell említenem azt is, hogy a fenti eredményeket, egy a szó-rási küszöb közelében található rezonan
ia esetén ábrázoltam. Ha egy távolabbi,szélesebb rezonan
ia hullámfüggvényét ábrázolom, amint azt a következ® alfeje-zetben majd látni fogjuk, a numerikus pontatlanság egyre nagyobb mértéket ölt.A numerikus hibák kiküszöbölhet®k lennének, ha az els® két módszer eseténvégtelen nagyra választanánk a függvényteret kifeszít® bázis dimenzióját, továbbáha nem korrelált Gauss-függvényeket használnánk bázisfüggvényként, hiszen akötött állapoti hullámfüggvény exponen
iálisan le
seng® viselkedést mutat, amitmondjuk az exponen
iális függvények jobban leírnának. Ekkor viszont a kötöttállapoti számítások lennének nehezebben kivitelezhet®k.Összefoglalva az el®z® fejezetek tanulságait, az analitikus folytatáson alapuló



66 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁK

0 5 10 15 20
r (a.u.)

0

0,2

0,4

0,6

u(
r)

=
rΨ

(r
)

Re(u(r)) - GAMOW
Im(u(r)) - GAMOW
Re(u(r)) - ACCC-as
Im(u(r)) - ACCC-as
Re(u(r)) - ACCC-pp
Im(u(r)) - ACCC-pp

3.7. ábra. A −3.2e−0.16r2

+V02e
−0.04r2 poten
iálban mozgó s-hullám hullámfüggvé-nye a.u.-ban kifejezve. A pontról-pontra történ® analitikus foytatás mellett (ACCC-pp), az aszimptotikus viselkedést �gyelembevev® módszerrel (ACCC-as) és a direktnumerikus integrálással (GAMOW) kapott hullámfüggvények valós és képzetes ré-szét ábrázoltam.módszer akkor adja a legpontosabb eredményeket, ha a rezonan
iaállapotok ener-gia lokalizálásához (hely és szélesség) és a �zikai mennyiségek várható értékénekmeghatározásához a (3.11) egyenlettel megadott lán
törtes Padé-közelítést haszná-lom, és a hullámfüggvényt a (3.16)-tal megadott összefüggés segítségével folytatomanalitikusan.3.3. A 8Be rezonan
iaállapotaiEbben a fejezetben az el®z®ekben bemutatott módszert alkalmazom a 8Be insta-bil mag rezonan
iáinak lokalizálására. A nyol
 nukleonból (négy proton és négyneutron) álló elemnek nin
s kötött állapota. Diszkrét állapotainak ismerete, mégistöbb okból is alapvet® fontosságú.A világegyetembeli szén (a földi élet alapeleme) a vörös óriás
sillagokban tör-tén® fúzió végtermékeként áll el®. A 8Be �alapállapotának� élettartama azonban



3.3. A 8Be REZONANCIAÁLLAPOTAI 67elég hosszú ahhoz, hogy az α + α ⇋
8Be reak
ióban makroszkopikus mennyiség¶

8Be termel®djön. Ezt követ®en a 3.8. ábrán szemléltetett, úgynevezett 3α folya-maton keresztül (az alfa-része
skének a 8Be magon történ® befogása) eljutunk astabil 12C maghoz.

3.8. ábra. 12C kialakulását szemléltet® három�α-ás folyamat reak
ió ábrája [60℄.Ennek a folyamatnak azonban nagyon ala
sony a hozama a kis 8Be-s¶r¶ségmiatt. A [61℄ munka szerint a 8Be(α, γ)12C reak
iót egy ala
sonyenergiájú rezo-nan
ia feler®síti. Ezt a rezonan
iát vélték felismerni a 12C mag második gerjesz-tett (0+) állapotában, amelynek energiájára és szélességére Er = 0.3796 MeV-etés Γ/2 = 4.25 10−6 MeV-et kaptak [62, 63, 64℄.A 8Be magot alkotó nukleonok (négy proton és négy neutron) száma azt su-gallja, hogy a rendszert ne nyol
része
skés modellel, hanem inkább két α-
somób®lálló rendszerként kezeljük. Ennek a feltevésnek az igazolására egy ab initio szá-mítást végeztek el [58℄. A Minnesota-poten
iállal (a Coulomb-köl
sönhatást �gye-lembe veszi, de nin
s spin-pálya tag, ett®l függetlenül jól adja vissza a d,t,h és αmagok energiáját és méretét) elvégzett nyol
nukleon-számítások egyértelm¶ jeleitmutatják a 
somósodásnak. A 3.9. ábrán a párkorrelá
iós függvényeket ábrázolták�kontúrtérképekként�. Az ábra azt fejezi ki, hogy az × szimbólummal jelölt pontba



68 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKelhelyezett, jól meghatározott tulajdonságú, pl. ↓ spinállású, próbanukleon milyen-nek látja a többi nukleon s¶r¶ségeloszlását.

3.9. ábra. A 8Be mag �kontúrtérképekként� ábrázolt párkorrelá
iós függvénye. Az ×szimbólummal jelölt pontban (x, y) = (1.91 fm, 0) elhelyezett próbanukleon ilyenneklátja a többi nukleon s¶r¶ségeloszlását.Az ábrából az is egyértelm¶en kit¶nik, hogy a 8Be két α-
somób®l (klaszterb®l)álló rendszerként képzelhet® el. Ezekb®l kiindulva nem t¶nik megalapozatlannak,hogy a 8Be mag diszkrét állapotait egy már-már naivnak nevezhet® modell segít-ségével probáltuk meg lokalizálni.A számításaimban a 8Be magot szerkezet nélküli két pontszer¶, nulla spin¶�α� része
skeként modelleztem. A számításokban Ali�Bodmer-típusú, vonzó és ta-szító Gauss-függvényekb®l álló kéttest-köl
sönhatást használtam [65℄. A protonokközött ható Coulomb-taszítást is �gyelembe vettem. Tehát a köl
sönhatás alakja:
Vαα(r) =





−130e−(0.475r)2 + 500e−(0.7r)2 + (Zαe)2

r , l = 0

−150e−(0.5r)2 + 640e−(0.8r)2 + (Zαe)2

r , l = 2, 4.

, (3.18)ahol Zα = 2 az α része
ske töltése, a távolságegység fm, a Vαα(r) pedig MeV-



3.3. A 8Be REZONANCIAÁLLAPOTAI 69ban értend®. Ezen kívül az is meg�gyelhet®, hogy az α-szórási kísérleti értékekhezillesztett Ali�Bodmer-köl
sönhatás különbözik az l = 0 és az l 6= 0 esetekben.Az analitikus folytatást oly módon végeztem el, hogy λ > 1 
satolási állandó-val mélyítettem a poten
iálvölgyet, Gauss-bázisos variá
iós módszerrel meghatá-roztam a már bekötött rendszer kötött állapotát, majd a 3.1. fejezetben leírtakalapján analitikusan folytattam λ = 1-be.3.4. táblázat. A 8Be magbeli rezonan
iák energiái és szélességei (a két α-küszöbhözviszonyítva) MeV-ban megadva. ACCC-vel az analitikus folytatással kapott ered-ményeket, DNI-vel jelölt számítási eredményeket a GAMOW-program segítségévelkaptam meg [66℄, az MN-nel a Csótó Attila eredményeit adom meg [67℄, a kísérletieredmények forrása pedig [68℄.Módszer l 0 2 4ACCC ER 9.6344×10−2 3.0021 15.010
Γ/2 3.8×10−6 0.6377 7.40
〈r2〉 32.174+i0.04170 10.885 + i7.6585 8.1870+i7.2055

(〈r2〉)1/2 5.672+i0.0036 3.478+i1.1009 3.089+i1.1660DNI ER 9.633×10−2 3.0018 15.108
Γ/2 4.69×10−6 0.6366 7.307
〈r2〉 35.640+i0.93816 10.7788+i0.81873 8.9709+i8.0125

(〈r2〉)1/2 5.9704+i0.07856 3.4866+i1.1741 3.2403+i1.2364MN ER 9.2×10−2 3.03 13.10
Γ/2 3.07×10−6 0.699 2.055Kísérlet ER 9.189×10−2 3.04±0.03 11.4±0.03
Γ/2 (3.4±0.85)×10−6 0.75±0.01 ∼1.75A számítási eredményeket a 3.3. táblázatban adom meg. A táblázatban az ered-ményeimet a S
hrödinger-egyenlet numerikus megoldásán alapuló módszerrel, deugyanazon modellen belül hasonlítottam össze. Egy Minnesota-poten
iállal végzettmikroszkopikus számítás mellett a kísérleti eredményeket is feltüntettem. Össze-hasonlítva az energiák helyére és szélességére kapott eredményeket láthatjuk, hogya különböz® eljárásokkal de azonos modellben végzett számítások eredményei többszámjegyre azonosak. A módszerek a küszöb közeli 0+ állapotra, és a közepesenszéles 2+ rezonan
iára a realisztikus poten
iállal végzett számításokkal és a mé-



70 3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLÉMÁKrésekkel is jó egyezést mutatnak. Érdekes meg�gyelni, minél kisebb a rezonan
iaenergiája, annál nagyobb a sugara. Ez a küszöb körüli állapot kiterjedt voltávalmagyarázható (a nulla energiájú állapot végtelen kiterjedés¶). A 4+-os rezonan
ia-állapotra kapott eredmények, ugyan jó egyezést mutatnak a DNI-vel kapott ered-ményekkel, de 
sak nagyságrendben egyeznek meg a kísérleti értékekkel. Ezt azzalmagyarázzuk, hogy a modellünkben használt Vαα(r) Ali�Bodmer-köl
sönhatás,igazából az l = 2-es állapotra lett helyesen illesztve, és nem teljesen helyes a g-hullámokra. Ennek igazolására teszünk kísérletet oly módon, hogy nem a λ = 1-bevégezzük el az extrapolá
iót, hanem egy olyan λ értéket keresünk ahol az ext-rapolált rezonan
iahelye egyezik az MN-nel jelzett számítás rezonan
iahelyével,és összevetjük a kapott szélességeket. Azt kaptuk, hogy λ = 1.324-nél ACCC-vel
Er − iΓ/2 = 13.102− i3.493 MeV-et kapunk, ami jobb egyezést mutat az MN-neljelzett számítási eredményekkel. Az extrapolá
iót a kísérleti energiaértékekre elvé-gezve azt kapjuk, hogy λ = 1.5-nél az ACCCmódszerEr−iΓ/2 = 11.3127−i1.9826MeV-et ad, ami már kifejezetten jól egyezik a kísérleti eredménnyel.
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3.10. ábra. Két Ali�Bodmer-poten
iállal köl
sönható α-
somóként modellezett 8Bemag l = 0, 2 impulzusmomentumú rezonan
iáinak a hullámfüggvénye. DNI a nu-merikusan egzakt módszert, míg ACCC a (3.16) egyenlet szerint elvégzett analitikusfolytatást jelenti.A fenti eredmények igazolták sejtésünket, vagyis az l = 4 impulzusmomentumú re-zonan
iák lokalizálásához mélyebb poten
iálvölgyet kell használni a modell Vαα(r)Ali�Bodmer-köl
sönhatásban. További javítást érhetnénk el, ha a modellben nem



3.3. A 8Be REZONANCIAÁLLAPOTAI 71pontszer¶, nem szerkezet nélküli α-része
skéket használnánk. Természetesen pro-bálkozhatnánk jobb kéttest-köl
sönhatásokkal is.A 8Be mag négyzetes középsugarára az α-része
skék méretét is �gyelembe véveaz 〈r2〉1/2=3.42 fm értéket kaptuk. Ez az érték a nemrég elvégzett [69, 70℄ kötöttállapoti számításoknál (2.07�2.3 fm) jóval nagyobbnak adódott. Ez a tény arrautal, hogy egyetlen kötött állapoti módszer sem ad igazán realisztikus eredményt.Végezetül a 3.10. ábrán az analitikus folytatással, és a numerikusan egzaktS
hrödinger-egyenlet-megoldással kapott u(r) = rΨ(r) hullámfüggvények valós ésképzetes részét ábrázoltam az α-része
skék közötti távolság függvényében. T¶r-het®en jó egyezést kapunk mindkét 0+ és 2+ állapotra. Igaz, az l = 0 relatívimpulzusmomentumú állapotra kapott hullámfüggvény R = 20 fm-ig még nemérte el a Gamow-állapotok jellegzetes aszimptotikus tartománybeli viselkedését(bal oldali ábra), amelyre viszont jellemz® példát ad az l = 2-es állapotra kapotthullámfüggvény (jobb oldali ábra).Összefoglalásként elmondható, hogy a Gauss-bázist használó variá
iós módszer-rel kombinált analitikus folytatáson alapuló módszer nem marad alul a rezonan
ialokalizására használt egyéb eljárásokkal szemben. El®nyére válik viszont egyszer¶-sége.



4. fejezetA Fagyejev�Merkurjev-formalizmus
4.1. Elméleti összefoglalásAz egységnyi töltés¶ atomi része
skékb®l álló háromtest-rendszerek kötött állapo-tainak meghatározására az 1.2.3. fejezetben tárgyalt variá
iós módszer ad meg-bízható és pontos megoldást. A rezonan
iaállapotok vizsgálata azonban komo-lyabb feladat, hiszen a Gamow-állapotok hullámfüggvényei nem négyzetesen in-tegrálható függvények. A 
satolási állandó szerinti analitikus folytatás módsze-rének (ACCC, 3.1. fejezet) alkalmazhatósága nehézségekbe ütközik a háromtest�Coulomb-rendszerek esetén. A tömeg- vagy töltésskálázás nem ideális. Ha egyön-tet¶en skálázzuk e mennyiségeket, a kötött állapot mindig kötött állapot marad.Ha viszont a része
skék paramétereit külön-külön változtatjuk meg, a küszöbökegymáshoz képest tolódnak el, ami nehézzé teszi az extrapolá
iót.Az egységnyi töltés¶ háromtest-rendszerek rezonan
iáinak lokalizálásához egynehezebb, de közelítésmentes, a kvantumme
hanika elvein alapuló eljárást válasz-tottam, nevezetesen a Fagyejev�Merkurjev-féle homogén egyenletek megoldásánalapuló módszert.A háromtest-szórásproblémára kidolgozott Fagyejev-egyenletekben [72℄ erede-tileg 
sak rövid hatótávolságú köl
sönhatások szerepeltek. Feltételezték, hogy ha72



4.1. FAGYEJEV�MERKURJEV-EGYENLETEK 73valamelyik része
ske a három közül eléggé eltávolodik a másik kett®t®l, akkorköl
sönhatásmentesen mozog. A Coulomb-köl
sönhatás �gyelembevétele nehézsé-gekhez vezetett, hiszen a része
skék az aszimptotikus tartományban a Coulomb-aszimptotikát érzik, vagyis nem mozognak szabadon. Ennek következtében azegyenletek szingulárissá válnak, így a megoldások nem egyértelm¶ek.Az els® formálisan egzakt kezelése a problémának Noble nevéhez f¶z®dik [71℄.A taszító Coulomb-köl
sönhatást tartalmazó mag�zikai háromtest-probléma ese-tén a Coulomb-köl
sönhatást rövid és hosszú hatósugarú tagokra bontotta, és ahosszú hatósugarú tagot formálisan a �szabad� Green-operátorba illesztette bele.Így a formalizmus matematikailag korrekt egyenletekhez vezetett, viszont gyakor-lati haszna annál kevesebb volt. A taszító Coulomb-köl
sönhatás hiányában a 
sakrövid hatósugarú köl
sönhatást tartalmazó Fagyejev-egyenlethez jutunk, amelyekmegoldhatók.A Noble ötletét tovább fejleszt® Merkurjev [72℄ azt javasolta, hogy a Coulomb-köl
sönhatás szétválasztását nem a kéttest-, hanem a háromtest-kon�gurá
iós tér-ben kell elvégezni. A kidolgozott elméletben, mivel a 
oulomb-i háromtest�Green-operátor nem ismert, a problémára az jelentette a megoldást, hogy az integrál-egyenleteket a kon�gurá
iós térbeli di�eren
iálegyenletekké alakította át, és meg-felel®en megválasztott határfeltételekkel oldotta meg ®ket.4.1.1. A Fagyejev�Merkurjev-egyenletekA továbbiakban a 
satolt Lippmann�S
hwinger- és Fagyejev�Merkurjev-integrálegyenleteknek a Coulomb�Sturm-bázison történ® megoldásán alapuló mód-szerét vázolom. A közelít® eljárást Papp Zoltán és munkatársai sikeresen alkalmaz-ták háromtest-rendszerek kötött állapotainak meghatározására mind a mag�zika,mind az atom�zika területén [73℄. Az atom�zikai Coulomb-köl
sönhatás és a ré-sze
ske�zikai bezáró poten
iál közötti hasonlóság kib®vítette a módszer alkalma-zási lehet®ségeit [75℄. Papp munkássága nyomán [73, 74, 75, 77℄ a formalizmus ésa numerikus alkalmazása egy számítógépes-program formájában is készen állt.A három testb®l álló atomi rendszer Hamilton-operátorát a következ® módonírhatjuk fel:
H = H0 + vC

α + vC
β + vC

γ , (4.1)ahol H0 a háromtest-rendszer kinetikusenergia-operátorát jelöli, vC
α , v

C
β , v

C
γ pe-



74 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSdig az α, β, γ kéttest-alrendszerekben ható Coulomb-köl
sönhatásokat adják meg.A szokásos xα és yα Ja
obi-koordinátákat használjuk, így xα a (β, γ) kéttest-alrendszer relatív koordinátáját adja meg, az yα pedig a (β, γ) pár tömegközép-pontját köti össze az α-val jelölt harmadik része
skével. Mindezt a 4.1. ábránszemléltetem. A β és γ része
skék között ható vC
α Coulomb-poten
iál természete-sen 
sak az xα koordinátától függ. A fentiekben értelmezett Hamilton-operátort

4.1. ábra. A három része
ske egy lehetséges Ja
obi-koordináta-rendszere. A szagga-tott vonallal körülhatárolt, β és γ része
skék alkotta alrendszert a továbbiakban az
α kéttest-alrendszernek fogom nevezni.a háromtest�Hilbert-terében adtuk meg. A kinetikusenergia-operátor alakja a tö-megközépponti mozgás leválasztása után a következ®képpen alakul:

H0 = h0
xα

+ h0
yα

= h0
xβ

+ h0
yβ

= h0
xγ

+ h0
yγ
, (4.2)ahol h0

i a megfelel® Ja
obi-koordinátához tartozó kinetikusenergia-operátor. A po-ten
iális energia kéttest-operátorait formálisan a háromtest�Hilbert-térbeli operá-torokká alakítjuk: vC
i = vC

i (x)1y, ahol 1y az y koordinátához tartozó Hilbert-tér egységoperátora, és i = α, β, γ. A Merkurjev-féle közelítésben a Coulomb-köl
sönhatást felosztjuk egy rövid és egy hosszú hatósugarú tagra:
vC

α = v(s)
α + v(l)

α . (4.3)A két tag egy �vágási függvény� segítségével de�niálható:
v(s)

α = vC
α ζ(xα, yα)

v(l)
α = vC

α [1 − ζ(xα, yα)] ,
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4.2. ábra. A v(s) és v(l) rövid, illetve hosszú hatósugarú poten
iálok alakja egyvonzó Coulomb-poten
iál esetén.ahol a vágási függvénynek eleget kell tennie a következ® tulajdonságnak:
lim

x,y→∞
ζ(x, y) =

{
1, ha |x| < x0 (1 + |y|/y0)1/ν

0, ha |x| ≥ x0 (1 + |y|/y0)1/ν .

x0 és y0 pozítiv valós számok, míg ν > 2. Következésképpen a háromtest-kon�gurá
iós tér azon részében, amelyben a β és a γ része
ske elég közel vanegymáshoz, v(s)
α ∼ vC

α és v(l)
α ∼ 0, a másik széls® esetben pedig v

(l)
α ∼ vC

α és
v
(s)
α ∼ 0. A gyakorlatban a vágási függvényre a következ® alakot használjuk:

ζ(x, y) =
2

1 + exp
[

(x/x0)ν

1+y/y0

] . (4.4)A v(s) rövid hatósugarú és a v(l) hosszú hatósugarú poten
iál egy tipikus alakjáta 4.2. ábra szemlélteti. A már szétválasztott Coulomb-köl
sönhatással a háromtest-rendszer Hamilton-operátora a következ® alakú:
H = H(l) + v(s)

α + v
(s)
β + v(s)

γ , (4.5)ahol a hosszú hatósugarú rész a rendszer kinetikusenergia-operátora mellett ahosszú hatósugarú poten
iáltagokat is magába foglalja:
H(l) = H0 + v(l)

α + v
(l)
β + v(l)

γ . (4.6)A teljes és a hosszú hatósugarú Hamilton-operátor rezolvensét vagy Green-operátorát a következ® összefüggések adják meg:
G(z) = (z −H)−1, G(l)(z) = (z −H(l))−1. (4.7)



76 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSA Fagyejev-formalizmus alapgondolata szerint a hullámfüggvényt három kompo-nensre osztjuk fel:
|Ψ〉 = |ψα〉 + |ψβ〉 + |ψγ〉, (4.8)és a komponenseket de�niáló homogén-egyenletek alakja:

|ψi〉 = G(l)(z)v
(s)
i |Ψ〉, ahol i = α, β, γ. (4.9)Felhasználva a hullámfüggvény (4.8) egyenlettel értelmezett felbontását, va-lamint a Fagyejev-egyenleteket jutunk el a homogén Fagyejev�Merkurjev-integrálegyenletekhez, amelyeket a rendszer kötött és rezonan
iaállapotai egyarántkielégítenek. Így tehát a három 
satolt egyenlet:

|ψi〉 = G
(l)
i (z)v

(s)
i [|ψj〉 + |ψk〉] , (4.10)ahol (i, j, k) = (α, β, γ) és ezek 
iklikus permutá
iója. A hosszú hatósugarú 
sa-torna Hamilton-operátora és rezolvense pedig a következ®képpen néz ki:

G(l)
α (z) = (z −H(l)

α )−1, ahol H(l)
α = H(l) + v(s)

α = H0 + vC
α + v

(l)
β + v(l)

γ . (4.11)A (4.10) egyenletekr®l bebizonyítható, hogy matematikailag kedvez® tulajdonsá-gúak, és ezt a jó tulajdonságukat a z = E− iΓ/2, Γ > 0 komplex energiaértékekreis meg®rzik.A továbbiakban a S
hrödinger-féle di�eren
iálegyenletes és a Fagyejev-féle in-tegrálegyenletes formalizmusok ekvivalen
iájára szeretnék rámutatni. Induljunkki a (4.9) Fagyejev-komponensek de�ni
iós egyenleteib®l. Formális operátor-m¶veletek elvégzése után, és felhasználva a (4.11)-es de�ni
iókat eljutunk a kö-vetkez® egyenletekhez:
[
z −

(
H(l) + v

(s)
i

)]
|ψi〉 = v

(s)
i [|ψj〉 + |ψk〉] , (4.12)ahol (i, j, k) = (α, β, γ) és ezek 
iklikus permutá
iója. A három (4.12) egyenletetösszeadva és átrendezve kapjuk:

[
z −

(
H(l) + v(s)

α + v
(s)
β + v(s)

γ

)]
(|ψα〉 + |ψβ〉 + |ψγ〉) = 0, (4.13)ami nem más, mint a S
hrödinger-egyenlet.Az el®z®ekben bemutatott formalizmust atomi rendszerek rezonan
iaállapota-inak vizsgálatára használom. Ilyen esetben a Merkurjev-féle poten
iál felbontást



4.1. A KÖZELÍT� ELJÁRÁS 77((4.3) egyenlet) 
sak a vonzó Coulomb-köl
sönhatásokra végezzük el. Ily módonkét rövid hatósugarú poten
iál tagunk lesz, mert a harmadikat beleillesztettük aGreen-operátorba, vagyis a Fagyejev-komponensek száma maximum kett® lehet.Azonos része
skéket tartalmazó rendszerek esetén a két Fagyejev-komponensneksaját Ja
obi-koordinátáiban azonos függvényalakja van, ezáltal a formalizmus egy-komponens¶re redukálódik. Ezekt®l függetlenül a közelít® eljárást teljes általános-ságában mutatom be, az egyszer¶södésekre visszautalva az eredményeket tárgyalófejezetben.4.1.2. A közelít® eljárás4.1.2.1. A Coulomb�Sturm-bázisA (4.10) egyenletet a Sturm-féle szeparábilis sorfejtés módszerével oldjuk meg, ahola Coulomb�Sturm-függvények (CS) eleget tesznek a 
oulomb-i Sturm�Louiville-feladatnak. A Sturm-probléma általánosan a következ®képpen fogalmazható meg.Keressük a következ® egyenlet
[
− ~2

2µ

d2

dr2
+

~2

2µ

l(l + 1)

r2
+ αnlV (r)

]
Snl = ESnl (4.14)

αnl sajátértékeit és Snl sajátfüggvényeit (Sturm-függvények) rögzített E energia-értékek esetén, megfelel® határfeltételek mellett. Coulomb-köl
sönhatás esetén afenti egyenletet átrendezve, és az általunk használt jelölésre áttérve kapjuk meg a
oulomb-i Sturm�Louiville-feladatot:
[
− d2

dr2
+
l(l+ 1)

r2
− 2b(n+ l + 1)

r
+ b2

]
|nl; b〉 = 0, (4.15)ahol b2 = − 2µE

~2 és αnl = 2b(n+l+1)~2

2µZ1Z2e2 . A keresett sajátfüggvények, a Coulomb�Sturm-függvények pedig a következ® alakban adhatók meg :
|nl; b〉 =

[
n!

(n+ 2l+ 1)!

]1/2

(2br)l+1e−brL2l+1
n (2br), (4.16)ahol n és l a radiális, illetve impulzusmomentum kvantumszámokat jelöli, b pediga bázis energiától függ® méretparamétere. L-lel a Laguerre-polinomokat jelöltük.Az {|nl; b〉} CS függvények egy biortonormált bázist alkotnak a kéttest�Hilbert-térben, az |nl; b〉 biortogonális partnerét pedig az |ñl; b〉 = |nl; b〉/r összefüggéssel



78 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSértelmezzük. A CS-bázisra az ortogonalitás és teljességi relá
ió a következ®képpenadható meg:
〈ñ′l; b|nl; b〉 = 〈n′l; b|ñl; b〉 = δnn′ , (4.17)és

1 = lim
N→∞

N∑

n=0

|ñl; b〉〈nl; b| = lim
N→∞

N∑

n=0

|nl; b〉〈ñl; b|. (4.18)4.1.2.2. A kéttest�Green-operátor mátrixelemeiA Coulomb�Sturm-bázissal vett kéttest�Green-operátor mátrixelemek egyszer¶enszámíthatók. A kéttest Green-operátor alakja a következ®:
gC

l (z) = (z − hC
l )−1, ahol hC

l = − ~2

2µ

(
d2

dr2
− l(l + 1)

r2

)
+
Z

r
. (4.19)A 
él a gC

nn′
= 〈ñl; b|gC

l |ñ′l; b〉 mátrixelemek meghatározása. Kiindulunk a követ-kez® egyenletb®l:
(z − hC

l )gC
l (z) = 1. (4.20)Jobbról és balról hatva egy-egy CS bázisra és felhasználva a teljességi relá
iótkapjuk:

∞∑

i′=0

〈il; b|(z − hC
l )|i′l; b〉〈ĩ′l; b|gC

l |j̃l; b〉 = δij . (4.21)(4.21) egyenlet JC
ii′ = 〈ĩl; b|(z − hC

l )|ĩ′l; b〉 mátrixelemek végtelen tridiagonális(Ja
obi-alakkal rendelkez®) mátrixot alkotnak és zárt alakban megadhatók. A(4.21) egyenlet tehát nem más, mint egy rekurziós összefüggés az ismeretlen Green-operátor mátrixelemeire: J ii−1g
C
i−1j

+Jiig
C
ij

+J ii+1g
C
i+1j

= δij . A gC
00

ismeretébena többi ismeretlen Green-operátor mátrixelem meghatározható. Annak ellenére,hogy gC
00

zárt alakban megadható a rekurzióval meghatározott Green-operátormátrixelemek nem konvergáltak be. Viszont a Ja
obi-alakkal rendelkez® mátrixokinverzének kedvez® tulajdonságait kihasználva egy másik rekurziós összefüggés ve-zethet® le [73, 76℄, amely szerint egy ∞ × ∞-es Green-mátrix vezet® N × N -esalmátrixa megadható egy szintén N × N -es Ja
obi-mátrix segítségével. Vagyis akövetkez® rekurziós összefüggést kapjuk z < 0 esetre:
gC[N ] =

[
JC + δjN δiNJ

C
NN+1C

]−1
, (4.22)



4.1. A KÖZELÍT� ELJÁRÁS 79ahol C a J Ja
obi-mátrix mátrixelemeib®l felépített lán
törtes alak, amely a hul-lámfüggvény négyzetesen integrálható volta miatt negatív energiaértékeknél kon-vergál. Pozitív energiáknál (z > 0) � az állapotok szórási állapotok vagyis nemnégyzetesen integrálhatók � a C lán
tört nem konvergál. Mivel a Green-mátrixa kötött állapotok tartományán analitikus függvény, ezért C analitikusan foly-tatható a z > 0 esetekre is, és így konvergensé válik. Ezáltal meghatároztuk aCoulomb�kéttest-Green-operátor CS-bázissal vett mátrixelemeit a teljes komplexenergiasíkon.4.1.2.3. A CS-szepará
iós eljárás Fagyejev-típusú egyenletek megol-dásáhozA háromtest�Hilbert-teret kéttest�Hilbert-terek direkt szorzataként adhatjuk meg,így a teljes Hilbert-teret lefed® bázis impulzusmomentum-
satolt kéttest-bázisokdirekt szorzataként állítható el®:
|nνlλ; bxby〉α = |nl; bx〉α ⊗ |νλ; by〉α, (n, ν = 0, 1, 2, . . .), (4.23)ahol |nl; bx〉α és |νλ; by〉α bázisfüggvények az xα és yα koordinátákhoz tartozóCS-bázisfüggvények. A felépített bázisban a teljességi relá
ió a következ®képpenírható:

1 = lim
N→∞

N∑

n,ν=0

| ˜nνlλ; bxby〉i i〈nνlλ; bxby| = lim
N→∞

1N
i , (4.24)ahol 1N

i =
∑N

n,ν=0 | ˜nνlλ; bxby〉i i〈nνlλ; bxby|, és 〈xαyα| ˜nνlλ; bxby〉α =

〈xαyα|nνlλ; bxby〉α/(xαyα). Meg kell említenem, hogy a háromrésze
skésHilbert-térben három különböz® báziskészlet értelmezhet®, az α, β, γ kéttest-alrendszereknek megfelel®en (i = α, β, γ). Így a (4.10) Fagyejev�Merkurjev-egyenleteket a következ®képpen közelíthetjük:
|ψi〉 = G

(l)
i 1N

i v
(s)
i

[
1N

j |ψj〉 + 1N
k |ψk〉

]
= G

(l)
i 1N

i v
(s)
i

∑

q 6=i

1N
q |ψq〉, (4.25)ahol (i, j, k) = (α, β, γ) és ezek 
iklikus permutá
iói, valamint i 6= q = j, k.A háromtest�Hilbert-térben ható v(s)

i , i = α, β, γ rövid hatósugarú poten
iál



80 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSszeparálható alakkal közelíthet®, ahol felhasználtuk a (4.25) egyenletet:
v
(s)
i = lim

N→∞
1N

i v
(s)
i 1N

j ≈ 1N
i v

(s)
i 1N

j

≈
N∑

n,ν,n′,ν′=0

| ˜nνlλ; bxby〉i v(s)
ij j〈 ˜n′ν′l′λ′; bxby|, (4.26)ahol v(s)

ij = i〈nνlλ; bxby|v(s)
i |n′ν′l′λ′; bxby〉j és i, j = α, β, γ, valamint i 6= j. Eza szepará
iós sorfejtés azért tehet® meg, mert a v(s)

i |ψ〉 is négyzetesen integrál-ható, Hilbert-térbeli függvény. A fenti közelítés segítségével a homogén Fagyejev�Merkurjev-egyenletek megoldási eljárását átalakítottuk a ψ
i

= i〈ñνlλ; bxby|ψi〉hullámfüggvény-komponensekre érvényes mátrixegyenletekre:
ψ

i
= G

(l)
i (z)

∑

j 6=i

v
(s)
ij ψj

, (4.27)ahol G(l)
i = i〈 ˜nνlλ; bxby|G(l)

i | ˜n′ν′l′λ′; bxby〉i. A fenti egyenletrendszernek akkor és
sak akkor van megoldása, ha az egyenletrendszer Fredholm-determinánsa nulla,vagyis általános alakban:
D(z) ≡ det{[G(l)(z)]−1 − v(s)} = 0, (4.28)ahol [G(l)(z)]−1 és v(s) 3 × 3-as tömbmátrixok. Így a rezonan
iák lokalizálásáhoznem kell mást tennünk, mint megkeresni a D(z) determináns zérushelyeit a komp-lex energiasíkon.A G

(l)
i Green-operátor, a H(l)

i 
satorna Hamilton-operátorának a rezolvense,els® ránézésre ugyanolyan bonyolultnak t¶nik, mint a rendszer eredeti Hamilton-operátorához tartozó Green-operátor. Azonban H(l)
α azzal a különleges tulajdon-sággal rendelkezik, hogy 
sak az α alrendszerben vannak kötött állapotai, tehát
sak egyetlen aszimptotikus 
satorna létezik, és ez maga az α 
satorna. Ha jól ke-zeljük az aszimptotikus tartományt akkor egyetlen Lippmann�S
hwinger-egyenletis elég a megoldáshoz [78℄. Merkurjev a következ® egyenletet javasolta [79, 72℄:

G(l)
α = Gas

α +Gas
α V

as
α G(l)

α , (4.29)és megmutatta, hogy V as
α háromtest-poten
iál a kon�gurá
iós tér minden irányá-ban gyorsabban 
seng le 1/R-nél, ahol R a rendszer méretét leginkább kifejez®



4.1. A KÖZELÍT� ELJÁRÁS 81koordinátában (hiperszférikus koordinátákban) a sugár. Ezen kívül a kon�gurá-
iós tér különböz® tartományaira bonyolult közelít® alakokat is megadott. A V as
αgyors le
sengése miatt alkalmazható a poten
iál szepará
iós sorfejtés. Vagyis

V as
α ≈

N∑

n,ν,n′,ν′=0

| ˜nνlλ; bxby〉α V as
α α〈nνlλ; bxby|, (4.30)ahol V as

α =α 〈nνlλ; bxby|V as
α |n′ν′l′λ′; bxby〉α. Ezeket felhasználva következik, hogya (4.29) egyenlet a mátrixelemekre is teljesül:
G(l)

α = Gas
α +Gas

α V
as
α G

(l)
α . (4.31)A Gas

α és V as
α bonyolult háromtest-operátorok véges számú, négyzetesen integ-rálható CS-bázison vett mátrixelemeit kell kiszámítani. A kon�gurá
iós tér azonrészén, amelyet a CS bázis lefed, a Gas

α és V as
α egyszer¶bb alakot vesznek fel. Vagyisa (4.31) egyenlet a következ® alakú lesz:

G
(l)
i = G̃i + G̃iU

iG
(l)
i , i = α, β, γ, (4.32)ahol H̃i és G̃i a torzított 
satorna-Hamilton-operátora és rezolvense,

H̃i = H0 + vC
i + uC

i és G̃i =
(
z − H̃i

)−1

, i = α, β, γ, (4.33)és U i = vC
j + vC

k − uC
i , (i, j, k) = (α, β, γ). Az uC

i segédpoten
iál 
sak az yikoordinátától függ, és oly módon értelmeztük, hogy ne alakulhasson ki benne kö-tött állapot. Az aszimptotikus viselkedése pedig uC
i ≈ ei(ej + ek)/yi alakú, ha

yi → ∞, ahol (i, j, k) = (α, β, γ) és ezek 
iklikus permutá
iói. Vagyis ez olyane�ektív Coulomb-köl
sönhatás, amely az i kötött alrendszer tömegközéppontja ésa harmadik része
ske között hat. A végtelen távol lev® harmadik része
ske általérzékelt köl
sönhatást adja meg.Az (4.32) egyenletb®l következik, hogy:
(G

(l)
i )−1 = (G̃i)

−1 − U i, (4.34)ahol G̃i = i〈 ˜nνlλ; bxby|G̃i| ˜n′ν′l′λ′; bxby〉i és U i = i〈nνlλ; bxby|U i|n′ν′l′λ′; bxby〉i, és
(i, j, k) = (α, β, γ) és ezek 
iklikus permutá
iói. Az U i segédpoten
iál mátrixelemeinumerikusan minden esetben meghatározhatók.



82 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSNem maradt más hátra, mint a G̃i mátrixelemek meghatározása. Ez a Green-operátor � az eddigiekkel ellentétben � két különböz® kéttest�Hilbert-térbeli,kommutáló Hamilton-operátor összegéhez tartozik: H̃i = hxi
+ hyi

, ahol hxi
=

h0
xi

+ vC
i (xi) és hyi

= h0
yi

+ uC
i (yi). Ennek következtében a G̃i kéttest�Green-operátorok matrixelemeinek egy spe
iális pálya menti integrállal de�niált konvo-lú
iójaként adható meg:̃

Gi(z) =
1

2πi

∮

C

dz′ g
xi

(z − z′) g
yi

(z′), (4.35)ahol gxi
(z) = (z−hxi

)−1 és gyi
(z′) = (z′−hyi

)−1. Az integrálási kontúrt olyannakkell választani, hogy az óramutató járásával ellentétes irányban járja körül a hyiHamilton-operátor folytonos spektrumát oly módon, hogy a gxi
Green-függvényanalitikus legyen a C által közrezárt tartományban. A (4.35) egyenlet integran-dusában szerepl® kéttest�Green-operátorok CS-vel vett mátrixelemei analitikusanmeghatározhatók bármely komplex energiaértékre, lásd a 4.1.2.2. alfejezetet. A Ckontúr kiválasztása viszont nem egyszer¶ feladat. Induljunk ki a szórási feladat-ból, ahol a Green-operátor a következ®képpen értend® G̃i(E) = limε→0 G̃i(E +

iε), ahol ε > 0 és E < 0, hiszen a rendszer háromtest-bomlási küszöb alatti folya-mataira vagyunk kiván
siak. Véges érték¶ ε esetén a gxi
és gyi

Green-operátorok

4.3. ábra. A gx1
(E+iε−z′)gy1

(z′) analitikus tulajdonságai és az integrálási kontúr.További magyarázatért lásd a 4.4. ábra kísér® szövegét.szingularitásai szeparálódnak. Így a gyi
szabad Green-operátornak a [0,∞) inter-vallumon szakadása van, míg a gxi

-nek a (−∞, E + iε] szakadása mellett végtelen



4.2. REZONANCIAÁLLAPOTOK TORLÓDÁSA COULOMB-RENDSZEREKBEN 83sok az E + iε energiaértékhez torlódó pólusa van. A 4.3. ábrán szemléltetett kon-túrral véges ε érték esetén eleget teszünk a (4.35) integrál elvégezéséhez szükségesfeltételeknek. Ha azonban ε→ 0-hoz, a gxi
pólusait már nem kerüli ki a C kontúr,így ez nem lesz analitikus a kontúr által határolt tartományban, tehát a (4.35)integrál nem végezhet® el. Ezért változtatni kell a kontúron. Oly módon járunk el,hogy a C kontúr fels® ágát a gyi

Green-operátor nem �zikai Riemann-felületérevezetjük, míg a másik (alsó) ágat oly mértékben deformáljuk, hogy kerülje el a gxipólusait. Ily módon mind a szórási probléma mind a rezonan
iafeladatok esetén a(4.35) konvolú
iós integrál kiszámítható. Ezt szemléltetjük a 4.4. ábrán.

4.4. ábra. A gx1
(E − iε− z′)gy1

(z′) analitikus tulajdonságai és az integrálási kon-túr. A gy1
(z′) Green-operátornak a [0,∞) intervallumon, míg a gx1

(E − iε − z′)operátornak a (−∞, E − iε] intervallumon van vágása (folytonos vastag vonal), és
ε > 0. gx1

�nek végtelen sok E − iε�nél torlódó pólusa van (körök). A C kontúr a
gy1

vágását oly módon zárja körbe, hogy egy része a nem �zikai Riemann-felületenhalad át (szaggatott vonal) és a másik ág elkerüli a vágást. A gx1
vágási vonalaés néhány pólusa (telt körök) a �zikai Riemann-felületen vannak, míg más pólusok(üres körök) a gy1

nem �zikai Riemann-felületén helyezkednek el. A kontúr elkerülia gx1
szingularitásait.A G̃i és U i a CS-függvényekkel vett mátrixelemek ismeretében a rendszer diszkrétállapotainak meghatározásához meg kell keresni a (4.28) egyenlettel értelmezettdetermináns (Fredholm-determináns) zérushelyeit a komplex energiasíkon.



84 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUS4.2. Rezonan
iaállapotok torlódása Coulomb�háromtest-rendszerekbenAz el®z®ekben bemutatott módszert az Ps−=(e−, e+, e−) háromtest-rendszerdiszkrét nem kötött állapotainak a lokalizálására alkalmaztuk. Ezt a rendszertsokan tanulmányozták az elmúlt id®szakban [49, 80, 81, 82℄. A H−-hoz való ha-sonlósága valamint az a tény, hogy ez az egyedüli pozitronos többtest-rendszer,amelyet kísérletileg is kimutattak, arra sarkall, hogy további vizsgálatokat végez-zünk rajta. A korábbi vizsgálatok során azt találták, hogy 
sak egy kötött (E =

−0.26005070226 hartree) állapota és nagyon sok (talán végtelenül sok) rezonan
ia-állapota van. A kötési energia kis értékéb®l (Ekötési energia = E1küszöb − Erendszer =

0.01 a.u.) arra következtetünk, hogy a rendszer egy semleges �pozitróniumatom-ból� (Ps=(e−, e+)
) és egy ehhez gyengén köt®d® harmadik elektronból áll. A ré-sze
skék közötti átlagtávolságok variá
iós módszerrel végzett számításokkal kapottértékei is igazolják ezt a feltételezést. Tehát a Ps−=(e−, e+, e−) rendszer egyetlenkötött alrendszerrel rendelkezik (Ps=(e−, e+)

). A kéttest-alrendszernek (Ps atom)pedig végtelen sok, a szórási küszöbhöz torlódó, kötött állapota van (Rydberg-állapotok, energiájuk En = −1/(4n2) hartree, ahol n a kéttest-alrendszer f®kvan-tumszáma). Minden egyes n-re (kivéve n = 1-et) degenerált nívók együttesét kap-juk. Ezek a kéttest-nívók képezik a háromtest-rendszer küszöbenergiáit (Enküszöb).A tanulmányozott rendszerben 
sak egy kötött kéttest-alrendszer létezik hiszena két elektron megkülönböztethetetlen. Az azonos része
skékhez rendelt |ψi〉 és |ψj〉Fagyejev-komponensek a saját Ja
obi-koordinátájukban azonos függvényalakkalrendelkeznek. Jelöljük 1-essel az egyik elektront, 2-essel a másikat, így a pozitronlesz a 3-assal jelzett része
ske. Vagyis 〈x1y1|ψ1〉 = 〈x2y2|ψ2〉 = 〈xy|ψ〉, így 
sakegy komponens¶ a formalizmus. Ennek a matematikai leírására bevezetjük a Poperátort, amely az 1-es és 2-es indexeket fel
serél® operátor, és amelynek p = ±1 alehetséges sajátértékei, annak függvényében, hogy az állapot teljesen szimmetrikusvagy antiszimmetrikus. Így a három egyenletb®l álló (4.10) 
satolt egyenletrendszera következ® alakúra egyszer¶södik:
|ψ1〉 = G

(l)
1 v

(s)
1 pP|ψ1〉. (4.36)Továbbá azt is állítjuk, hogy a (4.36) egyenlet egzakt, és az egyetlen komponensellenére is teljesen jól írja le a rendszer aszimptotikáját és szimmetriatulajdonsá-



4.2. REZONANCIAÁLLAPOTOK TORLÓDÁSA COULOMB-RENDSZEREKBEN 85gait (a Pauli-elvre vonatkozó tulajdonságokat). A numerikusan kiszámított mát-rixelemek is egyszer¶södnek, hiszen az uC
i segédpoten
iál értéke nulla, így a (4.28)determináns értéke egyszer¶bben határozható meg.A diszkrét állapotok helyeinek meghatározásához a D(z) Fredholm-determináns vágás közelében lev® komplex zérushelyeit kell megkeresni. Ezt olymódon valósítjuk meg, hogy numerikusan kiszámítjuk a D(z) determináns érté-keit a komplex energiasík valós tengelye (vagy valamely véges θ értékkel elforgatotttengely) mentén, majd ezen {zi, D(zi)} pontpárokra Padé-típusú ra
ionális törtetillesztünk:

D[N,N ](z) =
PN(z)

QN (z)
=
a0 + a1z + a2z

2 + · · · + aNz
N

1 + b1z + b2z2 + · · · + bNzN
. (4.37)A Padé-együtthatókat 2N + 1 darab {zi, D(zi)} pontpár segítségével határozzukmeg. A ra
ionális tört ismeretében, a számlálóban lev® PN (z) polinom zérushelyeitmegkeressük, és ha találunk gyököt a valós tengely közelében, akkor feltételezhet-jük, hogy D(z)-nek is van ennek a közelében zérushelye, a megfelel® (második)Riemann-felületen.A Padé-közelítéssel kapott zérushelyek körül egy újabb zérushely-keres® prog-ram segítségével (ZERUS) rákeresünk a valódi pólusokra. A ZERUS név¶zérushely-keres® program azon a feltevésen alapszik, hogy egy f(z) = 1/D(z) függ-vény els®rend¶ pólussal rendelkezik a z0 pontban. Ekkor a függvényt a Laurent-sorral közelíthetjük:

f(z) ≈ c−1

z − z0
+

∞∑

n=0

cn(z − z0)
n,és a z ≈ z0 esetén az f(z) értéke tart a végtelenhez. A feltételezett zérushely körülelégséges, ha a Laurent-sor els® néhány tagját használjuk. Amikor a zérushely köze-lében vagyunk, akkor a Laurent-sorral kapott függvényérték több nagyságrenddelnagyobb a kiindulási függvényértékeknél. Mindaddig folytatjuk a zérushely kere-sést (kezd®érték adás, zérushely közelít® meghatározása, újabb kezd®érték adás,felhasználva a közelít® zérushely értékét), amíg D(z0) értéke egy megkívánt na-gyon kis értéket fel nem vesz. Ez az eljárás elég gyorsan bekonvergál, és pontoseredményt ad.Természetesen a Padé-közelítéses eljárás során álzérushelyek is megjelenhetnek.Ekkor azt tapasztaljuk, hogy a ZERUS-sal való keresés során nagyon eltávolodtunk



86 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSa kiindulási zérushelyekt®l távoli z-tartományokba, és a program nem konvergáltbe. Továbbá a CS-bázis méretparaméterének vagy a Merkurjev-féle vágási para-métereknek a változtatásával is kisz¶rhetünk nem valódi rezonan
iákat.Végezetül azért, hogy egyetlen pólus se maradjon ki a valós tengely menti pász-tázás során, a komplex analízis argumentumelvének segítségével meghatározhatóegy adott tartományban lev® pólusok száma. Tehát, egy C′ zárt görbe által kö-rülhatárolt tartományban az analitikus D(z) függvény gyökeinek NC′ számát akövetkez® integrál segítségével kapjuk meg:
1

2πi

∮

C′

D′(z)/D(z)dz = NC′ , (4.38)ahol D′(z) = dD(z)/dz. A (4.38) integrál kiszámítását numerikusan végeztük el.A Ps−=(e−, e−, e+) atomi rendszer azon rezonan
iáira voltunk kiván
siak,amelyeknél a teljes impulzusmomentum L = 0 (S-hullámú) és az ered® spin értéke
S = 1/2. A két elektron ered® spinje két lehetséges értéket vehet fel az antiparalel(s12 = 0, szingulett állapot), illetve a paralel (s12 = 1 triplett állapot) beállásnakmegfelel®en.A számításokat a Coulomb-köl
sönhatás három teljesen különböz® vágási pa-raméterére végeztük el: x0 = 18 és y0 = 50, x0 = 25 és y0 = 50, x0 = 5 és
y0 = 1000, illetve ν = 2.1 értékeket használtam mindhárom számítássorozat ese-tén. Ily módon teszteltük a program konvergen
iáját, és megvizsgáltuk azt is, hogya kapott zérushelyek valódi rezonan
iákhoz köthet®k-e. Számításainkat olyan bá-zison végeztük el, amely N = 20 CS radiális állapotból épül fel, lmax = λmax = 10impulzusmomentum-
satorna �gyelembevételével. Azt találtuk, hogy eredménye-ink gyorsan konvergálnak, és érzéketlenek a CS-függvények b méretparaméteréreegy viszonylag széles tartományon belül. Ez esetben a poten
iál szepará
iós sor-fejtésének bázisa (N + 1)2 × (lmax + 1) = 212 × 11 = 4851 elemet tartalmaz. Aszámítások pontosságának ellen®rzése végett egy jóval nagyobb méret¶ számítástis elvégeztünk (N = 30 CS-bázisállapot és lmax = λmax = 14 impulzusmomentum
satorna) és 5-6 értékes számjegynyi egyezést kaptunk az el®z®, kisebb méret¶, szá-mítási eredményekkel. Ez a pontosság az x0 és y0 vágási paraméterek változtatásaesetén is megmaradt.A leírt te
hnikákat alkalmazva sikerült reprodukálni az (e−, e+, e−) atomi rend-szer összes eddig ismert rezonan
iáját. Továbbá találtunk néhány új rezonan
iát is



4.2. REZONANCIAÁLLAPOTOK TORLÓDÁSA COULOMB-RENDSZEREKBEN 874.1. táblázat. A Ps− ion s-hullámú szingulett (az elektronok ered® spinje s12 = 0),kéttest-küszöb alatti rezonan
iaállapotainak energiája és szélessége, atomi egységek-ben megadva. Eredményeinket a komplex skálázással elvégzett számításokkal hason-lítom össze.Küszöb Er (a.u.) Γ/2 (a.u.) Er (a.u.) Γ/2 (a.u.)

−0.07596457 0.00002134 −0.0760305 0.0000215 [81℄2 −0.06361609 0.00000413 −0.0636 0.00004 [81℄
−0.06250453 0.000000334 � �
−0.03533063 0.000037443 −0.035341881 0.00003721 [82℄3 −0.02983161 0.000026792 −0.029846105 0.00002626 [82℄
−0.02805628 0.000010702 −0.028296 0.00000575 [82℄
−0.027724943 0.000011103 −0.027725 0.000021 [82℄4 −0.020213922 0.000064673 −0.020213985 0.00006506 [82℄
−0.017490957 0.000069084 −0.0175105 0.00006585 [82℄
−0.017309510 0.000078936 −0.0173109 0.00007895 [82℄
−0.012953977 0.000056842 −0.01303094 0.00005265 [82℄5 −0.011708829 0.000014448 −0.011722815 0.00002174 [82℄a kéttest-küszöbök közelében. Az eredmények egy részét a 4.1. és a 4.2. táblázatok-ban foglaltam össze. Ezeket az eredményeket a koordináták komplex elforgatásánalapuló számításokkal vetettem össze. Látható, hogy nagyon jó az egyezés, s®tnéhány esetben a már-már etalonnak számító Ho és társai [81, 82℄ által közölt4.2. táblázat. A Ps− ion s-hullámú triplett (az elektronok ered® spinje s12 = 1),kéttest-küszöb alatti rezonan
iaállapotainak energiája és szélessége, atomi egységek-ben megadva. Eredményeinket a komplex skálázással elvégzett számításokkal hason-lítom össze.Küszöb Er (a.u.) Γ/2 (a.u.) Er (a.u.) Γ/2 (a.u.)2 −0.063520876 1.458×10−9 −0.063537356 8.1×10−9 [83℄
−0.062534269 2.24×10−10 � �3 −0.02936920 9.3×10−8 −0.029370695 9.25×10−8 [82℄
−0.02806984 5.76×10−8 � �



88 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSeredményeken is tudtunk javítani, amit a kés®bb elvégzett számítások is igazol-tak [83, 84℄. A fenti két táblázatban megadott rezonan
iák lokalizálása közbenolyan, küszöb fölötti rezonan
iákra leltünk, amelyekre nem találtunk utalásokataz irodalomban, és ráadásul távol estek az eddig találtaktól is. Miután az ál-rezonan
iasz¶résen sikeresen átmentek, elkezdtük a (4.37) egyenlettel megadottPadé-közelítéssel és az ®t követ® zerushely keres®vel ezeket az energiatartományo-kat nagy alapossággal átfésülni. A kapott eredményeket a 4.5�4.12. ábrákon adommeg. A 4.5�4.9. ábrákon a Ps− rendszernek a szingulett (s12 = 0) állapotaira ka-pott n = 1, . . . , 8 kéttest-küszöbök közötti rezonan
iái láthatók. Az ábrákon azirodalomban közölt küszöb alatti rezonan
iákat is feltüntettem, valamint az els®ábrán a rendszer egyetlen kötött állapota is látható. Továbbá, a 4.10�4.12. ábrá-kon a rendszer triplett (s12 = 1) állapotára kapott rezonan
iákat adtam meg. Azeredményeink atomi egységekben értend®k. Azt találtuk, hogy a rendszernek nagyszámú rezonan
iája van, amelyek egy olyan egyenes mentén helyezkednek el, amelya küszöb irányába mutat. A komplex energiasíkon kapott egyenes iránytangensére
tgθ ≈ −0.1 adódik, és az egyenesen elhelyezked® rezonan
iák, a torlódási küszöb-b®l kiindulva más kéttest-küszöbökön is áthaladnak. Magasabb küszöböknél nemegy hanem két egyenes mentén helyezkednek el a kapott rezonan
iák (lásd 4.7�4.9.ábrákat).Az elektronnak pozitróniumon való szórására irányuló számítások nem iga-zolták a hozzájuk f¶zött reményt. A küszöb alatti más számítási módszerekkelis lokalizált rezonan
iák esetén a fázistolásban jelentkezett a rezonan
iákra jel-lemz® π/2-tes ugrás, amely a hatáskeresztmetszetben kis struktúrákat, osz
illá
ió-kat eredményez. Az egyenes mentén torlódó rezonan
iákra nem kaptunk meggy®z®eredményeket, de ez magyarázható, hiszen a torlódó rezonan
iák olyan közel van-nak egymáshoz, hogy a hatáskeresztmetszetben keletkezett struktúrák egymásratev®désük során egyszer¶en kioltják egymást, és marad a kiátlagolt függvény.Más háromtest-rendszereken (e++H, e−+H) végzett el®zetes tanulmányok ismeger®sítették az eredményeket, és alátámasztják abbéli hitünket, hogy a jelen-ség általános a � részben vonzó � Coulomb-köl
sönhatást tartalmazó háromtest-rendszerekben. Torlódási pont gyanánt, akár a hidrogénatom kötött állapotai, akára pozitrónium kötött állapotai, vagyis a kéttest-küszöbök szolgálnak.
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4.5. ábra. A Ps− S-hullámú szingulett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 1-eskéttest-küszöbnél.
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n=5-ös küszöb4.6. ábra. A Ps− S-hullámú szingulett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 2-eskéttest-küszöbnél.
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4.7. ábra.A Ps− S-hullámú szingulett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 3-askéttest-küszöbnél.
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iaállapotainak torlódása az n = 4-eskéttest-küszöbnél.
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4.9. ábra. A Ps− S-hullámú szingulett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 5-öskéttest-küszöbnél.
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n=5-ös küszöb4.10. ábra. A Ps− S-hullámú triplett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 1-eskéttest-küszöbnél.
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n=5-ös küszöb4.11. ábra. A Ps− S-hullámú triplett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 2-eskéttest-küszöbnél.
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4.12. ábra. A Ps− S-hullámú triplett rezonan
iaállapotainak torlódása az n = 3-askéttest-küszöbnél.



4.2. REZONANCIAÁLLAPOTOK TORLÓDÁSA COULOMB-RENDSZEREKBEN 93Köztudott, hogy rövid hatótávolságú poten
iálban nulla vagy véges számú kö-tött állapot alakul ki. Az aszimptotikusan le
seng®, hosszú hatósugarú poten
iálokesetén a helyzet egy kissé megváltozik. [1℄ szerint, amennyiben a poten
iál aszimp-totikus viselkedése olyan, hogy r2V (r) −−−→
r→∞

−∞, vagyis 1/r2-nél lassabban tartnullához, akkor megszámlálhatóan végtelen kötött állapotunk van. Ha azonban aköl
sönhatás 1/r2-nél gyorsabban tart nullához, akkor a kötött állapotok számavéges. Problematikus helyzettel állunk szemben akkor, amikor a V (r) = −β/r2.Ezidáig ugyanis az origóban a hullámfüggvény szinguláritása � jó tulajdonságú�volt (r2V (r) −−−→
r→0

0
). A −β/r2 poten
iálra azonban ez a jó tulajdonság megsz¶-nik, és [2℄ szerint: ha β > 1/4, akkor a diszkrét spektrum végtelen sok negatívenergianívót tartalmaz.Ezeket felhasználva Nuttal és társai [85℄ a szoros 
satolás módszere segítsé-gével1 azt találták, hogy degenerált kéttest-küszöbök esetén (a kéttest-rendszerf®kvantumszáma n ≥ 2) a háromtest�S
hrödinger-egyenlet két független V (r) ∼

−β/r2-tel arányos köl
sönhatást tartalmazó másodrend¶ di�eren
iálegyenletre re-dukálódik, és a rendszerben kialakuló rezonan
iaállapotok száma végtelen lesz.A számítási eredményeink azonban, lásd 4.5. és 4.10. ábrák, azt mutatják, hogya jelenség nem 
sak a degenerált, hanem a nemdegenerált küszöb¶ (n = 1) kéttest-alrendszer esetén is jelentkezik. A szoros 
satolásos számításban az n = 1-es küszöbkörnyékén, az úgynevezett polarizá
iós poten
iál V (r) ∼ −β/r4-nel arányos, és ezvéges számú rezonan
iát jósol. Tehát, nem lehet egyértelm¶en kijelenteni, hogy apolarizá
iós poten
iál lenne a felel®s a rezonan
iák torlódásáért.Egy másik me
hanizmus, amellyel magyarázni lehet a torlódási jelenséget, az azún. Je�mov-jelenség [86℄. Ennek lényege abban áll, hogy ha a kéttest-alrendszerneknagyon gyengén kötött (határesetben nulla energiájú) L = 0 impulzusmomentumúállapota van, akkor a háromtest-rendszerben nagyon sok (határesetben végtelensok) kötött állapot alakul ki. Ha a kéttest-köl
sönhatás er®sségét drasztikusanmegváltoztatjuk, er®sen bekötve, vagy kontinuumba kitolva a kéttest s-állapotot,akkor a jelenség megsz¶nik.Coulomb�háromtest-rendszerekben, a kötött kéttest-alrendszerek végtelen sok1A szoros 
satolás módszere szerint a háromtest-hullámfüggvény kéttest-atomi pályák, vala-mint a kéttest-tömegközéppontja és a harmadik része
skét összeköt® Ja
obi-koordinátában is-meretlen függvény szorzataként írható fel, így a S
hrödinger-egyenlet 
satolt egyenletrendszerréalakul.



94 4. FEJEZET. A FAGYEJEV�MERKURJEV-FORMALIZMUSa nulla energiához torlódó kötött állapota van. Így el lehet képzelni, hogy ezek azállapotok - egy gyengén kötött állapot végtelen sok kötött állapotot hozhat létre aháromtest-rendszerekben - végtelen sok, a küszöböknél torlódó rezonan
iaállapotothozhatnak létre az atomi háromtest-rendszerekben.A Je�mov-jelenség nagy �gyelmet kapott az elmúlt id®szakban. Mag�zikában,illetve semleges atomok közötti szórási kísérletekben írták le létezését [10, 58, 88℄.A jelenséget leíró elméleti munkák rövid hatósugarú mag�zikai köl
sönhatástfeltételeznek, illetve a semleges atomokra vonatkozóan, az atomok �molekulákká�(három atom kvázikötött rendszere) való alakulását Van der Waals-típusú köl
sön-hatások segítségével írták le. Végeredményben elmondhatjuk [87, 89, 90℄, hogy aszámítások során az e�ektív köl
sönhatás a rendszer méretét leginkább kifejez®koordinátában (hiperszférikus koordinátákban) 1/R2 viselkedést mutat, ahol R ahipersugár. Az 1/r2 szerint változó köl
sönhatások esetén pedig, [85℄ végtelen sokrezonan
iaállapot alakulhat ki a háromtest-rendszerekben.Az Je�mov-állapotok két fontos tulajdonságát hangsúlyoznám ki:
i) ezek az állapotok gyengén kötött állapotok, és méreteik (négyzetes középtávol-ságaik) jóval nagyobbak, mint a kéttest-alrendszerre jellemz® méretek;
ii) a gerjesztett Je�mov-állapotok skálázási tulajdonságot mutatnak, vagyis
E/E0 ∼ e−

2π
γ

n, ahol E0 az els® Je�mov-állapot energiája, n egy természetes szám,és γ pedig egy valós szám.A kapott rezonan
iahelyek küszöbökt®l vett távolságai eleget tesznek a máso-dik tulajdonságnak. Az els® tulajdonság vizsgálata azonban még folyamatban van.Els® lépésben azt a nem triviális feladatot szeretnénk megoldani, hogy a Fagyejev�Merkurjev-egyenletek segítségével a hullámfüggvény háromtest-kon�gurá
iós tér-beli közelít® alakját meghatározzuk. Azt várjuk, hogy a hullámfüggvény egy gyen-gén kötött állapotra jellemz® szétterül® alakot mutat.Összefoglalva az eddig elmondottakat, a rezonan
iaállapotok küszöböknél valótorlódási jelenségének magyarázatára két lehetséges me
hanizmust említünk meg.Ezek közül mindkett®nek lehet szerepe a torlódó rezonan
iák kialakulásában.Tehát, ezen kérdés is további vizsgálatokat igényel. Hasonlóan vizsgálni szeret-nénk, hogy más típusú háromtest-rendszerek, mint például a molekuláris ionok
(M+,M+,m−), esetén jelentkezik-e ez a viselkedés. Érdekes lenne megvizsgálni,hogy a kéttest-köl
sönhatás drasztikus változtatására elt¶nik-e a jelenség.



ÖsszefoglalásA dolgozatomban a néhánytest-�zika módszereinek és feladatainak több témakö-rét érintettem, a tanulmányozott két, három és öt, valamint hét része
skéb®l állórendszereken keresztül. A két- és háromtest-rendszerek esetén a rezonan
iaállapo-tok lokalizálása (energiájuk és szélességük meghatározása) és �zikai mennyiségekkiszámítása volt a 
él, míg az öt része
skéb®l álló rendszereknél a legala
sonyabbkötött állapotokat határoztam meg, és a rendszerek stabililitását tanulmányoz-tam. Vizsgálataimhoz részben kész programok álltak rendelkezésemre, részben pe-dig saját fejlesztés¶ FORTRAN programokat használtam. A továbbiakban sajáteredményeimet a dolgozatom felépítését követve fogom összefoglalni, kiemelve alegfontosabb eredményeket, következtetéseket.Kötött állapoti problémákA korrelált Gauss-függvényekkel felépített, sto
hasztikus eljárással optimalizáltvariá
iós módszer [11℄ segítségével meghatároztam néhány érdekes néhánytest-rendszer legala
sonyabb energiájú állapotát, ezáltal mintegy igazolva kötött, sta-bil létüket is. Elég nagy azon rendszerek halmaza, amelyeket öt egységnyi töltés¶,különböz® tömeg¶ része
skéb®l építhetünk fel. Vizsgálataimhoz ezek közül olyanrendszereket választottam, amelyek az atom- és molekula�zikában és a szilárdtest-�zikában játszanak fontos szerepet.A kötött öttest-rendszerekre vonatkozó egyik fontos következtetés az, hogya rendszer ered® töltése ±1, vagyis nem találtunk a természetben például
(+,−,−,−,−) típusú kötött rendszert. Egy másik fontos következtetés az, hogyamennyiben a (+,+,−,−,−) vagy (+,+,+,−,−) típusú rendszereket alkotó ré-sze
skék tömege azonos vagy közel azonos, de megkülönböztethet®k egymástól,95



96 ÖSSZEFOGLALÁSakkor ezek akár kötött rendszert is alkothatnak. A stabilitást a Pauli-elv és arésze
skék tömegaránya befolyásolja. A Pauli-elv er®sen korlátozza a része
skékszámára igénybe vehet® fázistértartományt, sokszor mintegy tiltva azon legmé-lyebb állapotok betöltését, amelyek a rendszert kötötté tennék. Így például egy
(m+,m+,m+,m−,m−) típusú megkülönböztethetetlen fermionokból álló rendszernem kötött, de amennyiben megkülönböztetett része
skékként (vagy bozonokként)kezeljük ®ket, kötött rendszert alkotnak.Azt találtuk továbbá, hogy a (3e−, 3e+) hat fermionból alkotott rendszer semkötött. Az öttest-rendszerhez hasonlóan, viszont a hattest-rendszer is kötötté vá-lik, ha bozonokként kezeljük a része
skéket, vagy ha egy elektront és egy pozitrontmegkülönböztetünk társaiktól. A stabilitáshoz az kell ugyanis, hogy a fel
serélés-sel szemben teljesen szimmetrikus állapot, amely kötöttnek adódik, megengedettlegyen. Az el®bbiekben elmondottak alapján az a sejtés fogalmazható meg, hogyaz (ne−,me+) , n,m > 2 fermionokból álló rendszerek nem alkotnak stabil, kötöttrendszert.Vizsgálataim során általában valamelyik ismert stabil rendszerb®l indultamki. A már ismert stabilitási eseteket úgy általánosítottam, hogy valamelyik vagyakár több összetev®jének a tömegét megváltoztattam. Így például a H+

3 öttest-rendszerb®l kiindulva bebizonyítottam, hogy az (M+,M+,M+,m−,m−) típusúrendszerek σ = m/M < 0.2 tömegarányokra kötött rendszereket alkotnak, így astabil H+
3 mellett néhány egzotikus rendszer pl. a (p+, p+, p+, µ−, µ−) is stabil. Atömegarányra vonatkozó korlát megegyezik az adiabatikus leírhatóság feltételével,ezért azt mondhatjuk, hogy az ilyen rendszerek 
sak akkor stabilak, ha a három ne-héz része
ske lassú mozgása adiabatikusan kezelhet®. A H+

3 rendszer akkor is stabilmarad, ha a két protonjának tömegét egy ki
sivel az elektrontömeg alá 
sökkent-jük. A H2 és Ps2 rendszerek közötti kap
solathoz hasonlóan a módosított H+
3 -ból(a három protonból egyet megkülönböztetünk a többeikt®l) a (p+, e+, e+, e−, e−)rendszerekbe át tudunk menni, ha változtatjuk a kétféle pozitív töltés¶ része
sketömegét. Az ebbe a 
saládba tartózó stabil egzotikus atomi rendszerek közül meg-említem a (p+, p+, µ+, e−, e−) és (p+, µ+, µ+, e−, e−) rendszereket.Érdekes esettel állunk szemben, amikor három nehéz töltés pl. (+,+,−) egy�összetett� része
skét alkot, és a hozzá 
satlakozó két könny¶ része
ske nem pola-rizálja vagy változtatja meg az összetett része
ske struktúráját. Ebben az esetbenaz öttest-rendszer jó közelítéssel három része
skéb®l állónak tekinthet®, és alkal-



ÖSSZEFOGLALÁS 97mazhatók a három testre kapott már jól ismert eredmények. Összetett része
skérepéldaként megemlíthetjük a (p+, p+, p−), (p+, p+, µ−), vagy a (t+, d+, µ−) rend-szereket, amelyekhez két könnyebb (elektron, vagy pozitron) része
skét 
satlakoz-tathatunk. Ezen öttest-rendszerek háromtest-modelljét a része
skék közötti kiszá-mított átlagtávolság-értékek támasztják alá. Ezek a rendszerek jó közelítéssel úgyviselkednek, mint a H− ion. A fennebb említett rendszerek mellett ebbe a 
saládbatartozik az antiprotont beköt® hidrogénmolekula (pH2 = (p+, p+, p−, e−, e−)
) is.Az, hogy a (+,+,−) összetett rendszer mikor tekinthet® bels® struktúra nélküliegységtöltésnek, nagymértékben függ a háromtest-rendszer és a két �valen
ia�-része
ske tömegarányától. Így a e+H2 vagy e+Ps2 öttest-rendszerek nem írhatók le

(X+, e+, e−) típusú háromtest-rendszerekként, mivel nin
s bennük olyan (+,+,−)alrendszer, amely bels® struktúra nélküliként viselkedne.Érdekes, mekkora különbségre bukkantam két, szinte azonosnak vélhet® rend-szer között. A H2 molekula akár egy pozitív, akár egy negatív müonnal kötöttrendszert alkot. Míg az els® esetben a három pozitív töltött része
ske egy egyen-l®szárú háromszög 
sú
spontjaiban helyezkedik el osztozva a két elektronon (arésze
skék közötti átlagtávolság azonos nagyságrend¶), addig az utóbbi esetén ahárom nehéz (két pozitív és egy negatív töltés) gyakorlatilag egységnyi töltés¶egyetlen nehéz része
skeként viselkedik, és ehhez kötödik a két elektron. A ne-héz része
skék közötti átlagtávolság öt nagyságrenddel kisebb, mint az elektronoknehéz töltésekt®l vett távolságának az átlaga.Vizsgáltaim arra a kérdéskörre is kiterjedtek, hogy mely része
skék alkotnak kö-tött rendszert a Ps2 dipozitróniummal. A protonnal alkotott stabil öttest-rendszervizsgálatából levonható az a következtetés, hogy a Ps2 �molekula� nagymérték-ben deformálódik, a rendszer egy kompakt HPs négytest-rendszerként és egy eh-hez gyengén köt®d®, a többi része
skét®l jóval távolabb elhelyezked® pozitronkéntszemléltethet®. Ezt mutatják ugyanis a e+HPs rendszerre meghatározott része
s-kék közötti átlagtávolság-értékek.A két pozitront beköt® H− ionra kapott eredmények hatására megvizsgáltam,hogy más negatív ion képes-e bekötni két pozitront, és kialakul-e a néhánytest-rendszerben egy kompakt Ps2 �molekula�, vagy a e+PsH-hoz hasonlóan egy el-torzult változata alakul-e ki. A (Li−, e+, e+) = Li+Ps2 héttest-rendszerre, egy ré-gebbi számítás javított változatát végeztem el, amelyben öt aktív része
ske van: aLi atommaghoz er®sen kötött két passzív elektron egyetlen része
skét alkot, és ef-



98 ÖSSZEFOGLALÁSfektív er®t fejt ki a Ps2 része
skéire. Hasonló modellben megvizsgáltam a Na+Ps2rendszert is. Azt találtam, hogy a rendszerek stabil, kötött rendszert alkotnak,és a Ps2 �molekula� a nehéz kationok torzító hatása ellenére meg®rzi geometriaistruktúráját.Az el®bbi modellszámítás eredményeit egy sokkal egyszer¶bb modellben is meg-kaptam, amelyet a (e+, e+, e−, e−,mx+) szimbólummal jelölhetünk. Itt a �nehéz�része
ske e�ektív tömege kisebb az elektronénál (mx+ = 0.7me). Az mx+ e�ektívtömeget az az el®írás határozta meg, hogy az (mx+ , e−) rendszer kötési energiájamegegyezzen a Li atom kötési energiájával.A szilárdtest-�zikai kutatásokban nagy érdekl®dés mutatkozik a félve-zet®kben lev® ex
itonkomplexek (elektronok (e) és lyukak (h) rendszere)iránt. Az (M+,mx+ ,mx+ , e−, e−)-re és alrendszereire kapott eredményeim az
(e, e, h), (e, h, h), (e, e, h, h) rendszerekre vonatkoztathatók. A (e+PsH) és az
(M+,mx+ ,mx+ , e−, e−) rendszerek kötött állapotai arra utalnak, hogy a biex
iton(két-két elektronból és lyukból álló rendszer) képes kötött rendszert alkotni egydonor szennyez®déssel (egy rögzített pozitív töltés a félvezet®ben). Hasonló példalehet a kötött öttest-rendszerekre (e, e, h, h, h), illetve az általánosabb (e, e, h, h, h′)rendszer, ahol az egyik lyuk különbözik a többit®l.Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A1]-gyel jelzett munkábanjelentek meg.Rezonan
iaproblémákA diszkrét nem kötött állapotok az S-mátrix pólusaihoz rendelhet®k. Tanulmányo-zásuk általánosított kötött állapoti módszerekkel vagy a határfeltételeket magukbafoglaló integrálegyenletek (Lippmann�S
hwinger-, Fagyejev-egyenletek) segítségé-vel végezhet® el. A dolgozatom második felében két módszert mutattam be a re-zonan
iaállapotok tanulmányozására.A 
satolási állandóbeli analitikus folytatásA poten
iálban mozgó része
skéhez rendelt S-mátrix pólusa a poten
iálvölgy mély-ségének változtatásával (a vonzó poten
iáltaghoz rendelt λ 
satolási állandón ke-resztül) egy trajektória mentén mozog. Ily módon a poten
iálvölgy emelésével arésze
ske kötött állapotai kitolhatók, a nemkötött tartományba (a komplex k-sík



ÖSSZEFOGLALÁS 99�zikai Riemann-felületr®l a nem�zikai Riemann-felületre), ahol mint rezonan
iákjelennek meg. Vagyis kötött állapotokból kiindulva analitikus folytatás segítségévela rezonan
iaállapotok lokalizálhatók, illet®leg egy �zikai rendszer rezonan
iáinaka helye meghatározható a λ segítségével elkészített kötött állapoti segédproblémáksorozatának megoldásával, és az eredmények a λ �zikai értékére való extrapolálásá-val. Az extrapolá
ió sikere attól függ, hogyan sikerül a pólus trajektóriáját a kötöttés a rezonan
iatartomány közötti törésponton/elágazási ponton átvezetni. A pólushelyzete a hullámszám-síkon mint λ függvénye, az elágazási pont környezetébenlegjobban ra
ionális törttel (Padé-alak) közelíthet®.A 
satolási állandóbeli analitikus folytatáson alapuló módszert, egy modell-problémán keresztül részletes vizsgálatnak vetettem alá. Több eljárás segítsé-gével meghatároztam az analitikus folytatáshoz szükséges paramétereket (Padé-együtthatókat), és kiválasztottam a legjobb eredményt adó lán
törtes Padé-közelítést. A Padé-paraméterek meghatározásához kötött állapoti számításokravan szükség. Ezeket egy geometriai sor segítségével felépített Gauss-bázisos vari-á
iós módszerrel végeztem el [11℄. A numerikus kivitelezéshez FORTRAN prog-ramokat kellett kifejlesztenem. Ezen modellproblémára meghatároztam a pólusokáltal leírt trajektóriákat. Eredményeimet a S
hrödinger-egyenlet numerikus meg-oldásán alapuló eredményekkel vetettem össze [66℄.A rezonan
iaállapotok lokalizálása mellett meghatároztam a rendszer méretéreutaló átlagtávolságokat. Azt találtam, hogy a rezonan
iaállapotokra kapott 〈r2〉átlagérték - mint λ függvénye - az elágazási pont környezetében lev® szingularitásegy környezetét kivéve, folytatása a kötött állapoti átlagértéknek. A szingularításannak felel meg, hogy a kötött és a rezonáns tartomány között egy keskeny virtuálistartomány is van. Ebb®l arra lehet következtetni, hogy ha a trajektóriának nin
svirtuális szakasza (a poten
iálproblémában l > 0 esetén), akkor az 〈r2〉-nak nin
sszinguláris szakasza.A kötött állapoti hullámfüggvényekb®l kiindulva, több eljárás segítségével iselvégeztem a része
ske hullámfüggvényének analitikus folytatását. A kapott hul-lámfüggvények a bels® tartományban jól adják vissza a Gamow-függvényt, de azaszimptotikus viselkedést nem. Ezért egy új módszert dolgoztam ki a hullámfügg-vény meghatározására, amelynek eredménye nagyon jól egyezik a numerikusan eg-zakt eljárással kapott hullámfüggvénnyel, még a nehezen kezelhet® aszimptotikustartományokban is.



100 ÖSSZEFOGLALÁSA módszert az instabil 8Be mag l = 0, 2, 4 impulzusmomentumú rezonan
ia-állapotainak a meghatározására alkalmaztam. Nagyon jó egyezést kaptam mind aazonos modellben végzett numerikusan egzakt számítási eredményekkel, mind egyrealisztikusabb kéttest-köl
sönhatással végzett ab initio számítással. Mivel az egye-zés a kísérleti eredményekkel jó, elmondható, hogy a két α-
somós modellünk jólírja le a 8Be mag rezonan
iaállapotait. Kéttest-köl
sönhatásként az Ali�Bodmer-köl
sönhatást [65℄ használtam, amelyet az l = 0, 2 impulzusmomentumú α szórásikísérleti adatok felhasználásával határoztak meg. Ez � kis változtatással � az l = 4-es, g-hullámú rezonan
iára kielégít®en leírja a kísérletet.Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A2]-vel jelzett munkábanjelentek meg.A Coulomb-háromtest-rendszerek rezonan
iaállapotainak a lokalizálása nehézfeladat a 
satolási állandóbeli analitikus folytatás alkalmazásával hiszen, mint lát-tuk, a Hamilton-operátor tömeg- vagy töltésbeli skálázása nem befolyásolja arendszer kötött mivoltát. Ily módon a köl
sönhatás me
hanikus átskálázásávalnem lehet a kötött állapotokat áttolni a rezonan
iatartományba, sem pedig for-dítva. Az analitikus folytatás a küszöböt nem befolyásoló kéttest- vagy háromtest-segédpoten
iál segítségével elvben megvalósítható, de nehezen kivitelezhet®.Coulomb�háromtest-rezonan
iaállapotokAz egységnyi töltés¶ három testb®l álló Coulomb-rendszerek rezonan
iaállapo-tainak energiáját a homogén Fagyejev�Merkurjev-egyenletek Coulomb�Sturm-bázison való megoldásával határoztammeg [73℄-[77℄. A két elektronból és egy pozit-ronból álló Ps− pozitrónium iont tanulmányoztam. A vizsgálataimhoz el®zmény-ként a [73℄ munkákat használtam fel. Az említett munkákban a rezonan
iakereséskét lépésben valósult meg, az elv pedig a Fredholm-determináns zérushelyeinekmegkeresésén alapszik. Els® lépésként egy széles energiatartományon, különböz®energiaértékekre meghatározták a Fredholm-determináns értékét, majd intuitívmódon, a determinánsérték valós és képzetes részének a vizsgálatából egy be
sléstkaptak a rezonan
iahelyre. A második lépésben a be
sült rezonan
ia-energiaértékkörnyezetében újra meghatározták néhány energiaértékre a Fredholm-determinánsértéket, majd egy pontosabb zérushelykeres® segítségével meghatározták ennek azérushelyeit, azaz a rezonan
iaenergiát.



ÖSSZEFOGLALÁS 101Az el®bbiekben ismertetett eljárás els® lépését, amely a rezonan
iahelyek köze-lít® meghatározására irányul, egy új eljárással helyettesítettem. Ennek lényege ab-ban áll, hogy a valós energiatengellyel párhuzamos egyenes, vagy a valós tengellyeltetsz®leges szöget bezáró egyenes mentén meghatároztam a Fredholm-determinánsértékeit. A kapott értékekre egy ra
ionális törtet (Padé-alakot) illesztettem, majdmeghatároztam a számláló zérushelyeit. A vizsgált energiatartományhoz közel es®zérushelyeket használtam fel a második lépésben. Ezzel az újítással könnyebbé válta rezonan
iák keresése.A leírt te
hnikákat használva sikerült reprodukálnom az összes eddig ismertrezonan
iát a Ps− atomi rendszer esetén, továbbá néhány újat is találtam a kéttest-küszöbök közelében.Az energiatartományok alapos tanulmányozása rávilágított arra, hogy a rend-szernek sok rezonan
iája van, amelyek egy, a küszöb irányába mutató egyenesmentén helyezkednek el, és ezek a rezonan
iák a küszöbök közelében torlódnak.Ez a jelenség nem
sak a magasabb küszöbök esetén, hanem már a els®, a hidrogénalapállapotának megfelel®, küszöbenergiánál is jelentkezik. Továbbá az is kiderült,hogy magasabb küszöböknél (n > 3), nem egy, hanem két (vagy több) egyenesmentén helyezkednek el a torlódást mutató rezonan
iák.Rámutattam arra, hogy az egyenes mentén torlódó, végtelen sok rezonan-
ia és a két egyenes léte, a háromtest-problémát közelít®leg helyettesít® kéttest-rendszerbeli 1/r2-es aszimptotikus köl
sönhatással magyarázható. E viselkedésmagyarázatára két lehetséges me
hanizmust tekintettem át a dolgozatban. Azegyik a hidrogénszer¶ alrendszert polarizáló harmadik, gyengén kötött része
skehatása, a másik pedig az úgynevezett Je�mov-jelenség. Az eddigi vizsgálatok alap-ján nehéz egyértelm¶en kijelenteni, hogy melyik me
hanizmus felel®s a jeleségért,bár mi a Je�mov-jelenséget valószin¶sítjük, mert a polarizá
ió az alapállapotikéttest-küszöbhöz illeszked® rezonan
iasorozatot nem magyarázza. De a me
ha-nizmus tisztázására további tanulmányokra van szükség. Az általunk talált érde-kes jelenség másutt is el®fordul, amint ezt más háromtest-rendszereken (e+ +H ,
e− +H) végzett el®zetes vizsgálataink alátámasztják.Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A3, A4]-gyel jelzett mun-kákban jelentek meg.



SummaryThe mi
ros
opi
 world as well as the ma
ros
opi
 world 
onsists of 
omplex many-body systems with many degrees of freedom. The experimental studies of physi
alsystems usually start with pro
esses that involve just a few degrees of freedom,and the theoreti
al framework for understanding of the 
omplex mi
ros
opi
 worldis developed step by step. The theoreti
al des
ription 
an be attained along twoalmost �orthogonal� paths. A

ording to the many-body or statisti
al theory thesystem is 
onsidered an assembly of many or in�nitely many intera
ting obje
ts,to whi
h statisti
al methods 
an be applied. But in the most typi
al modes ofmotion the many-body systems have just a few a
tive degrees of freedom, so theirdes
ription 
an be redu
ed to 
olle
tive models or to few-body models. But eventhe statisti
al methods require the knowledge of the elementary pro
esses involvingfew parti
les, and the appli
ability of the many-body methods to few-body systemsmay be a ben
hmark of the methods.Exhaustive knowledge on the few-body systems whi
h are the most trivialmultiparti
le systems belongs to the fundamental problems of quantum me
hani
s.Experimentally, this requires spe
tros
opi
 studies, while theoreti
ally it requiresquantum me
hani
al stru
ure 
al
ulations. Not only the bound-states, but alsothe resonan
e and virtual states are to be studied.In the thesis bound, resonan
e and virtual states of several few-body systemswere studied with di�erent well-established methods. The bound nature of systemswas studied with the sto
hasti
 variational method. The dis
rete unbound states(resonan
e and virtual states) 
an be 
onsidered generalization of the bound-statesbe
ause they also belongs to poles of the s
attering matrix. That is why the dis
reteunbound states 
an be des
ribed via bound-state type methods of whi
h analyti

ontinuation in the 
oupling 
onstant has been studied. The goal was to improve102



SUMMARY 103the appli
ability of this method and to obtain new information on some few-bodysystems.1. I have 
al
ulated the ground-state energies of several few-body systems usingthe sto
hasti
 variational method with 
orrelated Gaussian bases. A systemhas been identi�ed as bound (i.e., stable) if a state has been found belowthe lowest-lying threshold. The results of these studies 
an be summarizedin the following way:(a) I studied the stability of the (ne±,me∓), n,m = 2, 3 �ve and six-bodysystems. I have found that these systems have no bound states if theparti
les are 
onsidered fermions. However if the �fth and sixth parti
lesare assumed to be distinguishable from the others, or they are treatedas bosons, the systems will be
ome stable [A1].(b) Starting from a bound atomi
 �ve-body system and by 
hanging themass(es) of one (or several) parti
le(s) I determined stability 
ondi-tions for the mass ratio(s). In this way I was able to evaluate theground-state energies of other physi
al systems belonging to the samefamily of systems. Having determined the average distan
es betweenthe parti
les I drew 
on
lusions 
on
erning the possible geometri-
al stru
tures of the �ve-body systems studied. For example, in the
(M+,M ′+,M ′+,m−,m−) system the three heavy parti
les (M) forman isos
eles triangle and share the remaining two light parti
les (m).In 
ontrast, in the apparently very similar (M+,M ′+,M ′−,m−,m−)system the three heavy parti
les behave as a single point-like positi-vely 
harged entity, whi
h bonds the two light parti
les. This simpli�edpi
ture is 
orroborated by three-body model 
al
ulations [A1].(
) It is an intriguing question whether a heavy positive unit 
harge 
anbind a Ps2 positronium mole
ule. I have found that not only the pPs2system but the Li+Ps2 and Na+Ps2 systems also have bound states.Studying the average distan
es I have found that the pPs2 system under-goes a serious distortion and be
omes something like an e+HPs, while inthe 
ase of the heavier 
ores the stru
ture of the Ps2 mole
ule remainsmore or less inta
t. I have shown that these many-body systems 
an be



104 SUMMARYdes
ribed in the framework of a more simple (e+, e+, e−, e−,mx+)-type�ve-body model [A1].2. I performed a detailed study of the method of analyti
 
ontinuation in the
oupling 
onstant for resonan
es of a modell problem.(a) I have studied di�erent versions of Padé approximation to the basi
equation of the method to single out the one whi
h provides the highesta

ura
y for the wave number of the resonan
e state. The 
ontinuedfra
tion variant turned out to be the appropriate pro
edure [A2].(b) In addition to the positions and widths, I determined the mean squareradii of the resonan
e states of the model two-body system. I have foundthat the mean square radius as a fun
tion of the 
oupling 
onstant hasa singularity near the bran
h point. Ex
luding this singularity region, Ihave found that the mean square radius for the resonan
e states followsthe pattern of the 
oresponding bound-state values [A2].(
) I have developed a new method of determining the wave fun
tion ofresonan
e states [A2].(d) I have applied the method to determining the s-, d- and g-wave (l =

0, 2, 4) resonan
es of the unstable nu
leus 8Be. I have found very goodagreement of our naive, two α-
luster model 
al
ulations with the dire
tnumeri
al integration, with a more sophisti
ated ab initio 
al
ulationand with the experimental data. Making some reasonable 
hanges inthe two-body intera
tion, we have even improved the agreement withthe experimental energy and width for the g-wave resonan
e [A2].3. I studied the resonan
e states of the Ps− = (e−, e+, e−) Coulombi
 three-body system by solving the homogeneous Faddeev-Merkuriev equations. Ihave reprodu
ed all the published resonan
es and found even more below the
(e−e+) + e− thresholds. In addition to these resonan
es, I have found manyunknown resonan
es lying over the thresholds along lines pointing to the two-body thresholds. These sets of resonan
es have a

umulation points nearthe thresholds [A3]. I have dis
ussed the possible me
hanisms responsiblefor these resonan
es, and identi�ed the E�mov e�e
t as the most probableme
hanism [A4].
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