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El0sz6

A mikroszkopikus vilag — a makroszkopikushoz hasonléan — bonyolult, sok szabad-
sagi fokn, soktest-rendszereket alkot. Az anyagi rendszerekben lejatszodé folyama-
tok kisérleti vizsgalata sordn mindig néhiny szabadségi fokot mozgatd jelenségek
tanulméanyozasabol indulunk ki, és 1épésrdl 1épésre épitjiik fel azt a tudasbéazist,
amellyel a bonyolult rendszerek megismerheték.

Az anyagi rendszerek elméleti tanulményozasa egymésra kozel ,ortogonalis” két
szemlélettel valosithatd meg. A soktest-kozelités szerint a rendszer sok (végtelen
sok) kolesonhato részecske halmaza, amelyek tanulmanyozésahoz statisztikus mod-
szereket hasznalhatunk. A legtobb soktest-rendszer fontos mozgéasaiban azonban
a legtobb szabadsagi fok passziv, igy leirasukat vagy kollektiv, vagy néhanytest-
modellekre redukalhatjuk. Természetesen a kevés test kolcsonhatasabol allo elemi
folyamatok ismerete nélkiil nem létezhetnek a soktest-modellek sem.

A kvantummechanika egyik alapfeladatanak tekinthet a legtrividlisabb
tobbtest-problémak, azaz a néhanytest-problémak megoldasdanak minél alapo-
sabb, pontosabb ismerete, hiszen legtobbszor ezeken keresztiil vezet az 1t a
soktest-rendszerekben lejatszddo jelenségek megértéséhez. Néha viszont ennek
forditottja is elGfordul: a soktest-rendszerekbdl kovetkeztethetiink a néhénytest-
jelenségekre, tovabba a soktest-rendszerekre kidolgozott modszerek probakove le-
het a néhanytest-probléméra val6 alkalmazhatésaguk.

Az anyagszerkerkezet leirasanak alapvets eleme a néhanytest-probléma diszk-
rét, kotott allapotainak az ismerete. Megismerésiik 1ényegéhez tartozik az, hogy
vannak-e kotott allapotaik, és a valasztél fiiggetleniil a diszkrét nem ko6tott alla-
potaik vizsgélata is 1ényeges.

A disszertaciémban e két kérdéskor jatszik fontos szerepet. A kotott allapotok

iii



v ELOSZO

megtaldlasa mellett a kontinuumban talédlhaté de diszkrétként kezelhets allapotok,
a rezonancia- és a virtudlis allapotok is fontos szerephez jutottak. Ez utébbiak a
kotott allapotok altalanositasainak tekintheték. Az altalanositas alapja az, hogy a
rezonancia- és a virtualis allapotok is a szorasméatrix (S-matrix) egy-egy poélusahoz
rendelhet k.

A dolgozatomban a néhanytest-fizika modszereinek és feladatainak t6bb téma-
korét érintettem két, harom, 6t és hét részecskébdl all6 rendszerek tanulményo-
zasaval. Szamitasaimban a kvantummechanika id6t6l fiiggetlen nemrelativisztikus
modszereit hasznéltam.

Vizsgalataim sorédn alapeszkdzként olyan kiforrott moédszerek és numerikus
programok &lltak rendelkezésemre, mint a Varga Kalman altal kifejleszetett
stochasztikus eljarasokkal optimalizalt korrelalt Gauss-béazisos variacios eljaras,
vagy a homogén Fagyejev Merkurjev-egyenletek megoldasan alapul6, a rezonancia-
allapotok energiaértékeit meghatarozé modszer, amelyet Papp Zoltan dolgozott ki.
E modszerek mar bizonyitottak alkalmazhatosagukat a fizika kiilonb6z6 teriiletein
végzett szamitasokon keresztiil. E bevalt mddszerek mellett a rezonanciaallapotok
helyének meghatarozasara a csatolasi allandébeli analitikus folytatason alapuld
eljarast is hasznaltam, amely bizonyos fokig modszertani ajdonsag. Ez az eljaras
a rezonanciahelyét és egyéb tulajdonsagait (hullamfiiggvényét, mérhets adatait)
kotott allapoti feladatok sorozatanak megoldéasara vezeti vissza. E feladatokat a
kolesonhatési potencial egy tagjanak a valtozo mélysége (a csatolési allando) defi-
nilja, és a rezonanciara jellemz§ értékeket a csatolasi allando fizikai értékére valo
extrapolalassal nyerjiik. Célom volt mindezen moédszerek finomitasa, az analiti-
kus folytatason alapulé modszer tovabbfejlesztése és valds fizikai rendszerekre valé
alkalmazasa.

A néhanytest-fizikai kutatasaimat a kolozsvari atomfizikai tanulméanyaim utan
az Atomki Elméleti Fizikai Osztalyan elért eredményekre épitettem.

A disszertaciomat négy fejezetre osztottam. Az elsé fejezetben a nem kotott
de diszkrétként kezelhets &allapotok kotott allapoti altalanositdsat mutatom be
egy egyszerti modellprobléman keresztiil. Ezt kdveti a kotott allapotok meghatéa-
rozasara szolgald korrelalt Gauss-bazist tobbtest variaciés modszer, a stochasz-
tikus varidcios modszer bemutatdsa. A tovabbi fejezeteket elméleti bevezetdvel
kezdem, ahol az eddig elért eredményeket és a szamitédsokban hasznélt modszere-

ket mutatom be, majd ismertetem az adott témé&hoz val6é hozzajarulasom, illetve
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a kapott szamitasi eredményeket. A méasodik fejezetben kiilonb6z6 tomegii egy-
ségnyi toltésti néhanytest-rendszerek stabilitasi tulajdonsagait vizsgadlom. A har-
madik fejezetben ismertetem a rezonanciaallapotok tulajdonsigainak a kélcsénha-
tasi potencial mélységének valtoztatasan alapulé modszerét, ennek tovabbfejlesz-
tését és fizikai rendszerekre vald alkalmazasat. A negyedik fejezetben a haromtest

Coulomb-rendszerek rezonanciadllapotainak az energiajat hatdrozom meg a homo-
gén Fagyejev—Merkurjev-egyenletek megoldasaval, illetve egy Gjonnan megfigyelt
jelenségrél szamolok be. A dolgozatomat magyar és angol nyelvii Osszefoglaloval,

publikiciés listdmmal és a felhasznélt irodalmak jegyzékével zédrom.



1. fejezet

Elmélet1 bevezetés

Egy kvantummechanikai rendszer allapotét egy tetszéleges t idépillanatban az id6-

t6l fliggd Schrodinger-egyenlet segitségével hatarozhatjuk meg:

ihw = Hyx(x,1). (1.1)
ot

Az egyenletben H = Hy 4+ V a rendszer Hamilton-operatora, ahol Hy-val a
kinetikusenergia-operatort és V-vel a potencidlisenergia-operatort jeldltem, x pe-
dig magaban foglalja a rendszerre jellemz§ Gsszes szabadsagi fokot (térkoordinata,
impulzusmomentum, spin, izospin stb.). Amennyiben az (1.1) egyenlet staciona-
rius megoldésaira vagyunk kivancsiak az allapotfiiggvény x(x,t) = 7(¢)¥(x) szor-
zat alakban valé felirdsaval az id6tél és a helytsl valé fiiggést szétvalaszthatjuk.
Ezzel eljutottunk a stacionarius allapotok alapegyenletéhez, az id6tdl fliggetlen
Schrodinger-egyenlethez:

HU(x) = BV(x). (1.2)

Megfelel6en megvélasztott hatarfeltételek mellett az (1.1) és (1.2) egyenletek elv-
ben megoldhatok. Az (1.2) megoldasa a kvantummechanikai rendszer energiaspekt-
rumét és stacionarius allapotfiiggvényeit (hullamfiiggvényeit) adja.

Egy masik at lehet a formélis szoraselméletbsl valo kiindulds. Az elmé-
letben alapvets szerep jut a Hamilton-operator rezolvensének vagyis a Green-
operatoranak:

G(z)= (2 — H)™ L.

1



2 1. FEJEZET. ELMELETI BEVEZETES

A G(z)-nek - mint z komplex energia komplex fiiggvényének - vagasa van a po-
zitiv E (pontosabban a legalacsonyabb kiiszobtSl szamitott) energiaértékekre, a
Hamilton-operator diszkrét sajatértékeiben pedig pélusai vannak. Az allapotfiigg-

vények eleget tesznek a Lippmann—Schwinger-egyenletnek, vagyis:
U(x) = Up(x) + Go(E + ie)VI(x), (1.3)

ahol Go(z) = (2 — Ho)~! a kinetikusenergia-operator rezolvense. Az (1.3) egyen-
let egy integralegyenlet, amely az el6z6 megkdzelitési moéddal szemben magaban
hordozza a hatarfeltételeket, vagyis ezeket nem kell ra kiilon kiréni. Forméalisan
ez lenne a precizebb 1t, azonban az igy kapott egyenletek matematikai megoldéasa
sok esetben nagyon nehéz vagy lehetetlen. A dolgozatban e két ekvivalens és mégis

ergsen kiilonbo6z6 kozelités modra adok példakat.

1.1. A kotott Allapot fogalmanak altalanositasa

Egy kvantummechanikai rendszer stacionarius allapotait kotott (negativ energiaja,
kiiszob alatti, diszkrét) és szorasi (pozitiv energiaju, kiiszob feletti, folytonos) alla-
potokra oszthatjuk. A k6tott allapotok végtelen hosszu felezési idejd stacionarius
allapotok, amelyek energiaértéke a legalacsonyabban fekvé bomlasi kiisz6b energi-
4ja alatt van. A véges élettartami rezonanciaallapotok az elbomlési végtermékeken
keresztiil észlelhetSk. A rezonanciajelenség nem stacionarius, de szérési allapotok
nanciajelenséget az iitkozést jellemz8 mennyiségek (hatéskeresztmetszet, fazistolas
stb.) energiabeli hirtelen valtozésardl ismerhetdk fel.

Az egyszerii szemléltetés kedvéért az s-hullamu részecske rovid hatotavolsagu
szférikus potencidlban valé mozgasanak targyalasara korlatozzuk magunkat, de
kijelentéseink akar tobbrészecskés rendszerekre is altalanosithatok. A hullamszam
k ~ +VE okozta S(E) méatrixbeli kétértékiiség elkeriilése és a komplex E-re valo
kiterjesztése végett két Riemann-feliiletet (sikot) vezetiink be: Im k > 0-val jelle-
mezhetd az un. fizikai sik, Im k& < 0-val pedig az un. nem fizikai sik. F' az s-hullamua
részecske teljes energiadjat adja meg. A szorasi hullamfiiggvény (u(r) = r¥(r))
aszimptotikus alakja a kovetkezéképpen néz ki: u(r) ~ k=1/2(e”™" — Seikr)
(egy bejovs és egy kimend hullam kombinacidja), vagy mas alakban: u(r) ~

E=1/2(S—1etr — ¢i*). Egy kotott allapot hullamfiiggvényének aszimptotikus
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alakja pedig u(r) ~ e**" alakban irhat6, ahol k csak képzetes taghol 4llo komp-
lex szdm. Vagyis a kotott allapot hullamfiiggvényének aszimptotikus alakja nem
mas, mint a szorasi allapot hullamfiiggényének aszimptotikus alakja az |S| = oo
hataresetben. Ezért a diszkrét kotott allapotok megfeleltethetsk az S(k) szorasi
fiiggvény (matrix) komplex hullimszéamra vett altalanositasaval nyert fliggvény
polusainak. Ha azonban az S(k)-t komplex k-ra altalanositottuk, azt is érdemes
megvizsgalni, hogy a fliggvénynek nincsenek-e tovabbi olyan pélusai, amelyeknek
fizikai jelentés tulajdonithato.

A fizikailag értelmes polusok a kivetkezdk (lasd 1.1. 4bra):

(i) kotott allapotok: E < 0; k = ik ~ (E)Y/2 (k > 0), u(r) ~ e "";
(ii) virtudlis vagy antikétitt allapotok: E < 0; k = —ik (k > 0), u(r) ~ "’
(ili) rezonancidk (bomld ~): E=Eg—i3T, (Er,I'>0), k=r—ivy (k,7>0),
u(r) ~ e'yreinr;
(iv) antirezonancidk (felépiils rezonanciék): E = Eg + iil, k = —k — i,
u(r) ~ eYreTinT,

Az elébbiekben ismertetett rezonancia fogalom kozeliti a hullimcsomaggal leirt
rezonanciajelenséget, és egyértelmd ,allapotfiiggvényt” és komplex energiat rendel
hozzéa. A rezonancia természetesen nem egy stacionarius kvantummechanikai alla-
pot, de mint a stacionarius kvantummechanikai allapotnak egy jo kozelitése igen
hasznos. Megmutathato, hogy a rezonanciapdlus kizelében (az Er valos energia
kornyezetében) az iitkozést jellemz6 mennyiségek I' szélességii gyors valtozason
mennek &t, igy EFr-t a rezonancia energidjanak, a I'-t pedig szélességének tekint-
hetjiik. A rezonancia- és antirezonanciaédllapotok konjugalt pontokban helyezked-
nek el: Er :I:i%I‘, +r —1iv, vagyis a valos E-tengelyre és az imaginarius k-tengelyre
nézve egymas tiikorképei, hullamfiiggvényeik kozott pedig a kdvetkezd kapcsolat
all: u_g. (r) = uf
(idébeli) megvalositasanak tekinthetd.

(r). A boml¢ és felépiils allapot ugyanazon fizikai allapot kétféle

A ko6tott és virtualis allapotok is parban fordulnak els, de energiik, hullam-
szdmaik koz6tt nincs ehhez hasonlé egyértelmd kapcsolat. Lathatd, hogy mind a
kotott, mind a virtuélis dllapotok energiaja negativ, viszont a kiilonbség a hullam-
szdmban (a Riemann-felilletben), és ezéltal a hullamfiiggvényben van. A kotott
allapot hullamfiiggvénye exponencidlisan tart a nulldhoz, mig a virtuélis allapoté
exponencilisan ng. A virtualis allapot kialtoan fizikaiatlan, azonban a szérasmat-

rix sajatsagosan viselkedik, és igy kozvetve van fizikai jelentGsége. TObb ismert
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1.1. abra. Az S mdtriz polusai a komplex k-sikon. A fekete telt korék a kétitt
dllapotoknak, mig a vildgos korok a wvirtdlis dllapotoknak megfeleld polusok. A A
a bomlé rezonancidkat, mig a vildgos hdromsziogek a felépild (anti) rezonancidkat

jelképezik. A B-kel a nemfizikai rezonancidkat szemléltetem.

magfizikai ,allapot” virtualis, leghiresebb ezek koziil a deuteronnak a koétott alla-

pothoz hasonlit6 szingulett allapota.

A rezonanciaallapotok értelmezése érdekében a kovetkezd feltételezéssel éliink:
behelyettesitjiik a x = e~ #Z1W hullamfiiggvényt az (1.1) id6ta] fiiggd Schradinger-
ikr

egyenletbe elgirva a ¥(r) o< u(r) ~ " kimenshullam hatarfeltételt, ugyanis ez

felel meg az S(E) polusnak. Ezek utan azt kapjuk, hogy x ~ e~ 2rfe~nEnrigibr,

ikr aszimptotikus alakkal rendelkezik. A |x|2 o« e~ ! id6tél

ahol az allapot e
fligg6 tényezs, a I' szélességgel rendelkezé allapot exponenciélis elbomlasét irja
le. Az r szerint exponencialisan névekvé amplitudo arra utal, hogy az elbom-
las végtelen hosszi ideje tortént és végtelen sokaig tart. A rezonanciaallapotok
HShullamfiiggvényét” nevezziik Gamow-hullamfiiggvénynek. Ezaltal a rezonanciaal-
lapotok eredendGen a kotott allapotok meghatarozéasara alkalmas modszerek va-
lamely altalanositasanak a segitségével targyalhatok. A rezonanciadllapotokhoz
tartozé energia-sajatértékek komplex szdmok. Egy hermitikus operator sajatérté-
kei valésak, ebbdl kovetkezik, hogy a Hamilton-operdtor a Gamow-allapotokkal
kiegészitett fliggvénytérben nem hermitikus. E fliggvénytérben azonban egyfajta

altalanositott kvantummechanika, az tn. Berggren-reprezentacio [50] allithato fel.
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Jelen dolgozatnak nem célja a Berggren-reprezentacié targyalasa, viszont a teljes-
ség kedvéért osszefoglalva elmondhaté, hogy a fiiggvénytér kiterjesztésével, médo-
sitott skalarszorzattal egy olyan biortogonalis fliggvénytér hozhato létre, amelyben
a kotott allapoti formalizmus tokéletesen miikddik rezonanciadllapotokrais. A dol-
gozatban a nem kotott, de diszkrétként kezelhetd allapotokra ,diszkrét nem kotott”

allapotokként hivatkozok.

1.2. Variaciés médszer tobbtest-problémara

1.2.1. A variaciés modszer

Tekintsiink egy N részecskébdl 4llé rendszert, amelynek Hamilton-operatora
H(1,...,N)= Hp+V ,ahol Hy = Zf\; T; a rendszer kinetikusenergia-operatorat
jelsli, mig V = >, VF(r;) + >_i; V(rij) + ... arendszerben hato Gsszes kdleson-
hatést foglalja magaba (V*(r;) a részecskékre hat kiilsé kélesdnhatast, V(r;;) a
részecskék kozott hato kolesonhatast jeloli, és r;, r;; pedig az egyrészecske és relativ

koordinatakat. A diszkrét sajatértékspektrumot a
H(l,...,N)¥(1,...,N)=EVY(,...,N), (1.4)

id6tol fiiggetlen Schrodinger-egyenlet megfelel hatarfeltételek melletti megoldasa
szolgéltatja. Atom- és magfizikdban a Schrodinger-egyenlet kotott allapoti megol-
désainak kozelitésére leggyakrabban hasznalt médszerek egyike a varidcids elven
alapulo eljaras. A tovabbiakban ezt a modszert mutatom be, csupéan a legfontosabb
jellemzgire kitérve.

Egy négyzetesen integralhaté Wq fiiggvény akkor és csak akkor megoldésa a
HVUy = EgVq Schrodinger-egyenletnek (a H Hamilton-operator hermitikus), ha
az,

_ (Y[H|Y)

funkcional stacionarius ¥ = Wy-ban, vagyis ha az E[¥] funkcional dsszes §E[¥]
Ily médon egy kozelité megoldéast kaphatunk, ha a megfelel§en megvélasztott

U probafiiggvény paramétereit olyannak valasztjuk, hogy az E[¥] stacionérius le-
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segitségével meghatarozott sajatérték feliilrsl kozeliti az alapallapot energiaérté-
két.

Természetesen ha a fiiggvényteriinket K darab linearisan fiiggetlen, négyzete-
sen integralhato bazisfiiggvénnyel fedjiik le, akkor az alapéallapoti energiaértéknek

egy jobb kozelitését nyerjiik a varidcids feladat

K
U= Zciwi; (15)
=1

probafiiggvénnyel valé megoldasaval, mintha csak egyetlen egy bazisfiiggvénnyel
fednénk le a figgvényteret. Egy K dimenzios fiiggvénytér esetén K darab sajat-
értéket kapunk, hiszen a varidciés elv alkalmazasa egy K dimenzids sajatérték-
egyenlethez vezet. A sajatértékek pontossiga attol fiigg, hogy mennyire jol va-
lasztjuk meg a bazisfiiggvényeket.

A Hylleraas—Undheim-tétel:
Legyen egy K dimenziés bazis altal szolgaltatott sajatértékek sorozata By < Fy <
.-+ < Fk. Ha egy tjabb elemmel noveljiik a bazist, akkor a hasonléképpen ren-
dezett 4j Fi(i = 1,...,K 4 1) energia-sajatértékekre a kovetkezs Osszefliggések
érvényesek: [) < E) < Ey < FEy <--- < By < Ex < Ep ).

A fenti tételnek két fontos kovetkezménye van:

1. Amennyiben a bazis dimenzi6ja megegyezik a teljes fliggvénytér dimenzioja-
val (amely elvben lehetséges, noha &ltalaban a teljes fiiggvényteriink végtelen
dimenzi6ju), akkor a kozelits sajatértékek megegyeznek az egzakt energiaér-
tékekkel. Tovabba, ha a bazis teljesen lefedi a fliggvénytér egy alterét, akkor

a sajatértékek az altérre jellemzd energiaértékekhez fognak konvergalni.

2. Az FE; kozelits sajatenergia felsg korlatja az i-edik egzakt energiaértéknek.

Ez utobbit mini-mazx tételnek is nevezzik.

A fentiekben elmondottakat az 1.2. Abran szemléltetjiik. A szamitasokat az uigyne-
vezett korrelalt Gauss-bazison végeztiik el, amelynek targyalasara a késGbbiekben
térek ki. Figyelemre méltdé a mddszeriink pontossaga, hiszen mar kis bazisdimen-
zi6 mellett is nagy pontossiggal kapjuk meg a He-atom alapallapotanak, és az nS,
n > 1 gerjesztett szingulett allapotoknak az energidjat.

Ezen vizsgéalatok eredményeként elmondhat6, hogy variaciés probafiiggvényt

olyan négyzetesen integralhato fiiggvények (bazisfiiggvénynek) linearis kombinaci-
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1.2. dbra. A héliumatom alap- és néhdny gerjesztett, L—0 teljes impulzusmomen-
tumi szingulettdllapota, a fiigguényteret kifeszitd bdzis dimenzidjanak fligguényé-
ben. Az dbrdn ldthaté vastagitott rovid vonal relativisztikus korrekciokkal végzett

eqyéb szamitdsokat jeloli [8]. Az eredményeket atomi egységekben adtuk meg.

6janak érdemes valasztani, amelyek elég rugalmasak, konnyen kezelhet&k és ter-
mészetesen eleget tesznek a Schrodinger-egyenletre kirétt hatarfeltételeknek. Ez az
oka annak, hogy a hidrogénszerii, valamint a Hylleraas-tipusu fliggvények a tobb-
részecskés szamitasok esetén nagy szerepet kaptak az atomfizikdban, a harmonikus
oszcillator sajatfiiggvényeit hasznaljdk a magfizikusok, és hogy a Gauss-fiiggvények
nagymértékben elGsegitették a molekulafizika teriiletén a szamitasokat.

A szamitasok megkonnyitése érdekében jo ha a valasztott bazisfiiggve-
nyek informaciot tartalmaznak a vizsgélt rendszerre vonatkozoan. Ezért ad
jobb eredményt (és gyorsabb konvergenciat) egy két centrumra centralt Gauss-
fliggvényekhdl felépitett bazis a hidrogénmolekuléra, mint pusztin az origéra cent-

ralt, egycentrumui valtozat.

1.2.2. Tobbtest-feladat

Tobbtest-feladat esetén az (1.4) egyenletben szerepld Hamilton-operator alakja

egyrészecske koordinatakban a kovetkezd:

52 N 1 , N i N
H(l,....N)==5> —V; +Y VEr)+ > V(e =), (1.6)
i=1 " i=1 1<i<j
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Az esetek tobbségében a kolcsonhatas csak a részecskék relativ helyzetétsl fiigg
(kiilsétér hidnydban: V¥(r;) = 0). llyenkor az v, = v, — R, i = 1,...,N — 1 és
r’y = R koordinatak bevezetésével (R = mle fvzl m;r;, M. N = 27]\;1 mi>
a rendszer stulypontjanak mozgasa kiilonvalaszthaté a relativ mozgastol. A beve-
zetett 1j koordinatakkal (amelyekbdl a vesszét elhagyom) a Hamilton-operator a

kovetkezéképpen irhato fel:

I _ _
H'(1,...,N) = _7VR_7 Z(m Fmi NV -

g2 Nl N
———— > ViVi+ Y V(ri—ry)),

2m
LN ey 1<i<j

ahol a vessz@s Hamilton-operator arra utal, hogy ezt mar az 4j koordinatakban
adtam meg. A jobb oldal els6 tagja nem egyéb, mint a rendszer témegkdzéppont-
janak kinetikus energidja, a harmadik tag az tn. tomeg-polariziciés tag, amely
a Jacobi-koordinatak bevezetésével kikiiszobolhetd, igy a szamitasok egyszertisod-
nek. A kovetkezdkben a részecskék hely-, relativ és Jacobi-koordinatainak kapcso-

latara térek ki roviden.

1.3. abra. A bal oldali dbra szemlélteti hdarom részecske helyzetvektorait, relativ hely-
zetvektoraikat és ezek eqy alternativ alakjdt, az tin. Jacobi-koordindtik eqyikét. A

jobb oldali abrdn az dsszes lehetséges, ekvivalens Jacobi koordindta-sorozat ldthatd.

A 1.3. bal oldali abrajan, az egyszertiség kedvéért, harom kiillénb6z6 tomegii
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részecske altal alkotott rendszer helyzetvektorait, és kiillonb6zé relativ koordinéta-
vektorait abrazoltam. A Jacobi-koordinitak hasznéilata a rendszer bels§ dinami-
kajanak leirasa szempontjabol alapvets fontossagu.

Adott egy N részecskébdl allo rendszer, amelyet 3N helyzetkoordinataval
(t = (r1,...,ry)) jellemezhetiink. T egy 1 x N sor-matrixot jelent, amelynek i-edik
eleme az i-edik részecske helyzetvektorat adja meg. Az X = (x1,...,XN—1,XN)
Jacobi-sormétrix elemei kifejezhetSk az egyrészecske, valamint relativ koordinata-

vektorok segitségével és forditva.

N N
X; = ZUijrj; r; = Z(Uﬁl)ijxj (i=1,..,N), (1.7)
Jj=1 Jj=1
illetve
N —_—
rp—Tj = Z |:(U_1)ik - (U_l)jk:| xp, = wlx, (1.8)
k=1

ahol az N x N-es U transzformélé matrix alakja:

1 -1 0o ... 0
my my 0
mi2 mi2
U =
mq mo 1
mi2... N -1 mi2... N -1 oo
mi mo mnN
mi2...N mi2...N U o maglN

Az U maétrix utolso sordnak és oszlopanak a rendszer xy tomegkozéppontja ko-
ordindtainak a meghatarozasdban van csak szerepe. A belsd dinamika targyalasa-
hoz elégséges a rendszert 3N — 3 koordinataval megadni. A 1.3. jobb oldali abra-
jan pedig a mar emlitett haromtest-rendszerre jellemz& Gsszes lehetséges Jacobi-
koordinita sorozatot szemléltetem. Természetesen mindez Altalanosithatd a hé-
romnal t6bb részecskébdl allo rendszerekre is, ahol a lehetséges Jacobi-koordinata
sorozatok szama a rendszert alkoto részecskék szaméval n6. A kiilonb6z6 soroza-
tok egyértelmien kifejezheték az egyrészecske koordinatik segitségével, valamint
egymés kozott is egyértelmii a kapcsolat. Ezen Gsszefiiggések megadésatol eltekin-
tek (lasd pl. [10]), viszont mint latni fogjuk, a szamitasok gyorsabb konvergencidja

érdekében célszerd a kiilonb6z6 Jacobi-koordinata rendszerek egyiittes hasznalata.
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1.2.3. A korrelalt Gauss-bazis

A variacios eljarasok soran kritikus pont a probafiiggvény helyes megvalasztasa.
Ezeket legtobbszor rugalmas, j6 tulajdonsagn bazisfiiggvények linearis kombinéaci-
0jaként adjuk meg. A Schrédinger-egyenlet, mint sajatérték-probléma sajatfiigg-
vényei egy teljes ortonormalt fliggvényrendszert alkotnak. A sajatfliiggvényeket k6-

zelit§ probafiiggvényt azonos alaka és tulajdonsagi bazisfiiggvények (a varidcios

u(r) (fm=1/?)

1.4. dbra. Az u(r)=2 a,3/7r)1/47“e_%‘"2 radidlis Gauss-fiigguények | =0 impulzusmomen-

(
1 1
B

tum és kilonbozd a= ,i, 5,1,2,4 fm™2 paraméterek esetén.

A7z egyrészecske-problémékra bevilt csomoépont nélkiili gémbi harmonikus-
oszcillator-fiiggvények jo bazist alkothatnak. Ezeket impulzusmomentum-vetitett
Gauss-fiiggvényeknek is tekinthetjiik. Barmely [, m kvantumszdmokkal jellemzett

négyzetesen integralhaté hullamfiiggvény kozelithets az Im altérre vetitett Gauss-

K
Fim(r) = 3 cre 297 Y (), ahol Vi (r) = 1Yo (£), (1.9)
k=1

ahol Y}, () a gobmbfiiggvény. Az 1.4. dbran néhany [ = 0-s Gauss-fliggvényt ab-

razoltam. E fiiggvények kombinécioi lathatolag valoban rugalmasan idomithatok
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egy kotott allapoti probléma megoldasahoz. Az (1.9) egyenlet N részecskébdl allo

rendszerre valé altalanositisaval a kovetkezs fiiggvényt kapjuk:

N-1

_1 2 ~

Vi, () = > > Crepwut [ €72 birar, (%)
=1

ki,...kn—1 1
= chzf%mx@zLML (%), (1.10)
{ki}
ahol az xi,...,xy_1 métrixokkal ((N — 1) x l-es oszlopmétrixok) egy Jacobi-

koordinata sorozatot jeloltem, amelyekbdl mar kihagytuk a rendszer témegkdzép-
ponti mozgasat. Az exponensben szerepl6 A matrix diagonalis. Ha a (1.10) méasodik
soraban megengedjiik, hogy A ne legyen diagonélis, azaz
N-1
xAx = > Ayxi-x;, (1.11)
i,j=1
akkor a korrelalt Gauss-béazishoz jutunk, és ezaltal egy még rugalmasabb, jobb
bazist kapunk. Az A matrix egy a nemlineéris variacios paramétereket magaba
foglalo (N — 1) x (N — 1)-es szimmetrikus, pozitiv definit matrix.
Egy j6l meghatarozott L impulzusmomentumu és M mégneses kvantumszami
rendszer esetén a szOgtdl fliggd rész a kovetkezdképpen adhato meg:

O (%) = { D (1) X Vi (x2)] X Via(x3)] % X Vi, (xv-1)

123 LM

N-1
- Z Cril H yl'im'i(xi)’ (1.12)
i=1

k={m1,ma,....mn_1}

ahol  Vimi(x)) = @V, (%) a térbeli gombfiggvények, | =
{li,...,In-1,L12,L123,...} a részecskék impulzusmomentumai mellett a
vektordsszegzéshdl eredd részimpulzusmomentumokat is magéba foglalja, ¢, pedig
(Iymalama|Liama 4+ ma)(L1am + malzms|Lisgma + ma +ma) ... (Lia. N—1m1 +
mo + -+ + my_1lymy|LM) Clebsch-Gordan-egytitthaték szorzata (lasd [5]
vagy [6]). Soktest-probléma esetén az (1.12) sz6gt6l fliggd rész az impulzusmo-
mentumok csatolasa miatt nagyon elbonyolédhat, ugyanakkor a legtébb esetben
a részimpulzusmomentumok nem j6 kvantumszdmok, ezért egy realisztikus
leirasi mod tobb (li,la, ..., IN; L1, L123...) csatolasi csatornat is figyelembe

kell vegyen. Ezen segithet az an. globdlis vektor reprezentdcié [10]. A bonyolult
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csatoldsi csatorndkkal elGallitott szogt6l fiiggd részt egy sokkal egyszeriibb
moOdon Allitjuk el6. Amennyiben a részimpulzusokra teljesiilnek a kovetkezs
feltételek (a paritasmegmaradas): (—1)012 = (—1)btle (—1)l2 = (—1)Lwetls

(=D = (=1)Frznv—1HiN | akkor a hullamfiiggvényt ugyanolyan jol adja vissza

N
O =< [ (xi-x)F9 pv*Vpu(v), (1.13)
j>i=1

szogfiiggs tényezdket tartalmazo elemek linearis kombinaciéja, ahol 22?;1 ki +
22?;21 kij +2q = Zf\; lj—Lésav= Ef;l u;x;. Ily modon egy olyan kifeje-
zéshez jutunk, amely mar csak a jo L, M kvantumszamoktol fiigg. Természetesen
a v vektorban szerepld lineéris paraméterek ismeretlenek, de ezek is variacios pa-

raméterekként kezelhetdk.
Ugyan a szamitidsokban relativisztikus korrekciékat nem hasznalunk, és a
kéttest-kolcsonhatéasaink sem tartalmaznak spintél és izospintdl fiiggs tagokat, a

spinhullamfiiggvény figyelembevétele mégis fontos, mivel tobb azonos részecskébdl

)
] SMs

vagyis az N darab spint kell valamelyik csatolasi csatorna szerint Ossze-

all6 rendszereket vizsgalunk. Tehét

X X

Nl=

:| S123 M123

Nl=

:| S12 M12

[N

XsMs = H[x%x

csatolni, eleget téve az impulzusmomentumok 0Osszegzési szabalyainak. Mivel
az Slngg, 5123M123, ey SlQ...N—1M12...N—1 kvantumszamok altaldban nem ]()
kvantumszamok, a bazisdllapotunk fiigg a csatolasi tt megvalasztisatol.

Végiil a teljes baziselem a kovetkezdképpen néz ki:

Vi = sy, (A, x) = A {féiAXWLM(f()XS]JMJ} ; (1.14)

ahol A a hullamfiiggvényt megfelelGen antiszimmetrizalé operator, és 01 lehet
akar (1.12), akar (1.13). Tehat a hullamfiiggvényben az azonos fermionokat tartal-
maz6 csoportokon beliil antiszimmetrizalunk. Példaul a (p™,pT,e~, e, u™) rend-
szert a két protonra és a két elektronra kiilon-kiilon antiszimmetrizaljuk.
Behelyettesitve az (1.5) probafiiggvényt az (1.4) Schrodinger-egyenletbe egy

altaldnositott sajatérték-egyenlethez jutunk:

He = ENe, (1.15)
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ahol a H Hamilton- és N atfedési matrixok elemei a kovetkezsk:

Hij = (i [H|Yj) és Nig = (Yilyyy) (6,5 =1,...,K).

Az (1.15) egyenlet numerikus megoldasa nagyméretti matrixok esetén sem jelent
napjaink szamitastechnikai kapacitasa mellett kiilondsebben nagy problémaéat. A
korrelalt Gauss-fiiggvényekbdl felépitett bazis hasznalata mellett sz6l az a tény
is, hogy a fenti méatrixelemek a legtébb esetben analitikusan meghatarozhatok.
Igaz, vannak jol ismert hatranyaik is, példaul lassabban konvergéalnak, mint a csak
exponencialis tarsaik, illetve nem tesznek eleget a Coulomb-k&lcsénhatas esetén

megjelend tgynevezett Kato-féle ,csicsosodasi (cusp)” feltételnek.

1.2.4. Matrixelem-szamitas

A fenti matrixelemek meghatarozasihoz segédosszefiiggésekre lesz sziikség, neveze-

tesen a korrelalt Gauss-fiiggvények g(s; A, x) generatorfiiggvényét kell értelmezni.

Legyen:
Jrom(u, A x) = e TxAX |1~LX|2K Yem (ux)
1 ok (1.16)
_ % A <7 A ;A, ) de,
BKL/ zm(8) d,\2K+Lg( e; 4, x) A=0,e=|e|=1 ©

ahol felhasznéltam a kévetkezs Gsszefiiggést:

l
(v-e)f =vF Y Bu > Yim(V)V,(8), aholle| = 1.
n,>0 m=—1
2n+l=k

A ¢g(s; A, x) generatorfiiggvény és a By, tényezé alakja pedig:

47(2K + L)!

‘A — —1lxAx+sx B — )
g(s;A,x) =e 2 ) KL SKKI(2K + L+ 1N

A (1.16) egyenletben § = (s1,...,sy) segédvektor, az e egységvektor pedig a

szOgektdl fiiggs paraméter. Felhasznalva a fentiekben leirtakat, egy tetszéleges O

operatornak az (1.16) egyenlettel értelmezett fliggvénnyel vett méatrixeleme:

A 1 . a AN N
(el A ) 0] frerns(u, A0) = 5 [ [ dedelYian(@)Yinp (@)
BBk

P2E+L+2K +L L R
DRETL AT <g()\ e'u’; A’ x) ‘O‘ g()\eu;A,x)> A—ON =0 (1.17)
e=le|=1
e'=le'|=1
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Az egyszertiség kedvéért a tovibbiakban csak a korrelalt Gauss-fiiggvények ko-
z0Otti atfedési integral kiszamitési eljarasat adom meg, egy altalanosabb 0 operator

esetén az eljaras hasonlo, csak a generatorfiiggvénnyel vett méatrixelemben fog kii-

16nb6zni.
1 A ga R N
(Saonons (0 A Fewas(u &%) = 5 [ [ deds' Vi (€)@
BrrBrL
’7 ! g
2EK+L+2K +L (2m)N-1\ 2 N4 N L pAN oo (1.18)
ANFFLINE T \ " detB A=0N'=0 '
e=le|=1
e'=le’|=1

ahol ) )
B=A+ A ¢q= 5@3—1% q = 5@’3'—111, p=1u'B tu.
Az atfedési integralban szerepld exponenst a kovetkezs sorfejtett alakban adhatjuk

meg:

NN N NSNS H ) H (' o) H (m, p)A NP e ),

n=0n’=0 m=0

ahol

£ han>0
H(n,z)=4q¢ ™ .
0, han<0

A (1.18) egyenletben a A és A segédparaméterek szerint derivalva, majd tartva
ezekkel nulldhoz csak azokban az esetekben kapunk nullatél kiilonbozd tagokat
amikor 2n+m = 2K + L ¢s 2n’+m = 2K'+ L. Tovabbéa az e és €' szogparaméterek
szerinti integralas soran azok a tagok fognak kiilonb&zni nullatél, amelyekre teljesiil

az m = L + 2k feltétel, ahol k pozitiv egész szdm. Tehét:
//dédé/YLM(é)ij'M' (e)(e- e’)2k+L‘e:1 =1 = BrL:

Osszefoglalva az el6z6ekben leirtakat, és figyelembevéve azn = K —késn' = K'—k
paramétercseréket, az atfedési matrixelemre a kévetkezst kapjuk:
(2K + L)!(2K'+ L)!

BrgrBgrr,

<fK'L'M' (U/, A/v X/)|fKL]W(u7 A’ X)> =
%min(K,K’)

(QW)N—l / ,
“\TdetB > H(K —k,qH(K —k,q)H(L+ 2k, p)Bxr.
k=0
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A variacios szamitasok konvergencidja és pontossiaga nagymértékben fiigg at-
t6l, hogy miként optimalizaljuk a nemlinearis paramétereket. Kisszamu részecskét
tartalmazo rendszerek esetén is igaz, hogy az optimalizdlandé paraméterek szama
kell elvégezni a bazisoptimalizalasokat. Konvencionalis, determinisztikus optima-
lizacion alapulé modszerek esetén (a nemlinearis paraméterek mértani haladvanyt
alkotnak, esetleg valamely ekvidisztans vagy Csebisev-racspontokként értelmezziik
6ket), sokszor és ismételten kell a diagonalizélast és a méatrixelem kiszamitast vég-
rehajtani, és az esetleges lokalis minimumok jelenléte miatt még igy sem biztos,
hogy megtalaljuk a globalis minimumot, amely a probléma megoldéasat (sajatérté-
két) jelentené.

Médszeriink a stochasztikus paraméter keresésen alapul [11], igy a lokalis mi-
nimumba valé ,beragadas” megsziintethetd, valamint a nagy, és nemcsak nulla ele-
mekkel rendelkezé matrixok ismétlédd diagonalizaciojat azzal helyettesitjiik, hogy
egyszerre csak egy bazisfiiggvényt valtoztatunk meg.

Az (1.14) egyenlet exponensében szerepld kvadratikus alak a kévetkezGvel azo-
nos:

N
xTAx =) " ap(re — 1), (1.19)
k<l
ahol r; a részecskék helyzetvektora, az o;; és A;; nemlinearis paraméterek pedig
kifejezhetSk egymés fiiggvényében. A fenti jelolés tobbek kozott azért is elényds,
mert kozvetlen médon tartalmazza az i-vel és a j-vel jelolt részecskék kozotti kor-
relaciét. Az ry —r; relativ koordinatak nem alkotnak linearisan fiiggetlen halmazt,
igy az a;;-k koziil néhany lehet negativ is, azonban az A méatrixnak pozitiv definit-
nek kell maradnia, annak érdekében hogy a bazisfiiggvény négyzetesen integralhato
legyen. Mivel semmilyen elény nem szarmazott abbdl, hogy az o ;-knek megenged-
tiink negativ értékeket is (ha az c;;-re mint méretparaméterre gondolunk, akkor a
negativ fizikai méretnek nincs értelme), ezért maradunk a csak pozitiv értékeknél
[10].
A stochasztikus variaciés mddszer szisztematikusan javitja az o;; nemlineéris pa-
ramétereket, és a véletlenszertien valasztott értékek koziil csak azokat fogadja
el, amelyek mélyitik az energiaértékét. A bazisépités a kovetkezsképpen zajlik:
az els¢ baziselemhez azt a béziselemet adjuk hozza, amelyet adott szamu vélet-

lenszertien valasztott paraméter készletbdl a legmélyebb energiaértéket adja. Igy
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1.1. tablazat. Coulomb-i néhdnytest-rendszerek alapdllapoti energidja atomi egy-
ségekben. A proton témegét végtelen nagynak vdlasztottuk kivéve az utolso esetet,

amikor ennek az értéke 1836.1527Tm. volt.

rendszer SVM bézis méret mas eredmények bazis méret ‘
>°H~ —0.527710163 600 —0.52775116523 850 [48]

Ps™ —0.262005070226 600 —0.2620050702328 1488 [49]
>°HPs —0.789196553 1200 —0.7891967147 — [35]
>°H, —1.17445 100 —1.174475714 1200 [36]
Pso —0.516003778 1200 —0.516002 400 [37]

Hy —1.3185 500 — —

lépésril-lépésre novelhetd a bazis. Az eljarast mindaddig folytatjuk, amig elérjiik
az altalunk megkivant energia- és hullamfiiggvénybeli pontossagot. Tovabbi javitas
érhet el azzal, ha a bazisra egy finomité ciklust engediink ra. Ennek az eljaras-
nak a lényege abban all, hogy minden béaziselemhez, altalunk szabalyozott szamu
4j, véletlenszerten valasztott nemlinearis paramétersorozatot generalunk, majd az
eredeti paramétereket ezen sorozat elemeire cserélve megvizsgéljuk, hogy mélyit-e
valamelyik elem az energiaértéken. Ha igen, akkor az eredeti paramétert kicse-
réljiik ezzel az 1jjal és a finomitasi ciklus folytatodik a kovetkezd baziselemmel.
Ennek az eljarasnak koszonhetGen, mar akar kis bazisméret mellett is nagy pon-
tossagot tudunk elérni. Szemléltetésként néhany rendszer alapéllapoti energiajat

az 1.1. tablazatban foglaltam Gssze.



2. fejezet

Kotott allapoti problémak

2.1. Coulomb-rendszerek kotott allapota

A klasszikus mechanika legtobbet tanulményozott problémai kozé tartozik az
(1/r%)-es newtoni gravitaciés tdrvény szerinti mozgés és az ennek megfelels
kvantummechanikai rendszerek, az (1/r)-es Coulomb-potenciallal kolcsénhato
néhanytest-rendszerek. Amennyiben a részecskék szama kettd, a probléma ana-
litikusan megoldhaté. Ha azonban eggyel noveljiik a rendszert alkotd részecskék
szamat, a feladatra mar csak numerikus megoldast kaphatunk, hiszen a klasszikus
mechanikibél tudjuk, hogy az ,elsGintegralok” szdma kevesebb, mint az ismeret-
len (x,p) altalanos koordinatak és impulzusok egyiittes szama. A nagyteljesitmé-
nyd szamitogépeknek koszonhetGen, azonban kiilonb6z6 kozelits eljarasok alkalma-
zasaval lehetség van arra, hogy nagy pontossaggal meghatarozzuk a részecskék
helyzetét és sebességét valamely tetszbleges idGpillanatban. A kvantummechanikai
Coulomb-koélesénhato haromtest-rendszer sokkal tobb fejfajast okozott az elméleti
fizikusoknak, mint klasszikus pérja.

A diszkrét energiaspektrum meghatarozéasara leggyakrabban variacios eljara-
sokat hasznaltak [7, 10], a rezonanciaallapotok jellemz&it pedig legtobbszér komp-
lex elforgatdson alapuld eljarasokkal probaltak meghatarozni [54]. A Fagyejev
Merkurjev-integréal-egyenletek megoldasaval nagy pontossaggal sikeriilt leirni kii-
16nb6z6 haromtest-rendszerek k6tétt allapotai mellett, a rezonanciaallapotokat és

a szorasi allapotokat is [73]. Ez utobbi kozelits eljarasra a dolgozatban a késtb-

17
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biekben részletesebben is kitérek. Mindamellett, hogy haromtest-rendszerrél van
sz6 és nagyon sokat tanulményoztik ezeket a rendszereket az elmult idészakban,
tobbek kozott a haromtest—felhasadasi (bomlasi) kiiszob feletti allapotok leirasa

sincs még teljesen megoldva.

2.1.1. A Schrédinger-egyenlet skalazhatésaga

Az N toltott részecskébdl allo rendszer Schrodinger-egyenlete a kovetkezo:

h? s 1 Y g
S A Y ey = B ry), (2)
i=1""

1<i<j [t — 1]

ahol rq,...,ry a részecskék koordinétait, m; a tomegiiket és ¢; pedig a toltésiiket
jeloli.
Valtoztassuk meg aranyosan egy c skalafaktorral a részecskék tomegét és egyide-

1

jiileg ¢~1-es szorzoval a koordinatékat: m, = cm; és r; = c~'r;. Behelyettesitve

mindezeket a (2.1) Schrodinger-egyenletbe azt kapjuk, hogy:

R al q:q; / / / '
—?ZﬁAri—f— Z f \I'(rl,...,rN):cE\I/(rl,...,rN). (22)
i=1 ?

/
1<i<y s — ]

A fizikailag értelmes ¢ > 0 esetben, a (2.1) és (2.2) probléméanak ugyanakkor”
van kotott allapota. Ebbdl pedig az kdvetkezik, hogy a kotott allapot léte csak a
tomegaranyoktol fiigg, és az atskalazott tomeghez (m/ = cm;) tartozo kotott alla-
pot energidban (B’ = cE) és méretben is (U(r],...,vy) = U(clry,...,c7'ry))
atskalazodik.

Hasonl6 a végkifejlete annak az esetnek is, ha az atskalazast nem a részecskék
tomegein, hanem a toltésein keresztiil végezziik el, igaz ez esetben az energiaska-

l4zas mar négyzetes.

2.1.2. Harom- és négytest-Coulomb-rendszerek stabilitasa

Tekintsiik az egyszeriiség kedvéért az (m],m;,m3) egységnyi téltéssel rendel-
kezd részecskébdl dlkotott haromtest-rendszert, ahol m;-vel a részecske tomegét és
a felsgindexben levs +-szal vagy —-szal az egységnyi toltés elGjelét jeloltiik, és felté-

telezziik tovabba, hogy ms < mo. A rendszert leir6 Hamilton-operator csak kéttest
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Coulomb-kolcsonhatést tartalmaz. A tomegkdzépponti mozgést levalasztottuk. E
fejezet tovabbi részében atomi egységeket hasznalok (mejegtron = 1, A= 1,e = 1).
A rendszer legalacsonyabb kiiszObenergiajat az
1 1 mime
Ey, = —§M12 = —im,

az (mf, ms ) alapallapotban levd hidrogénszert rendszer szolgéltatja. Természete-
sen, tobbrészecskés rendszerek esetén mindig léteznek a fentihez hasonlo kiiszob-
energidk, amelyek felett a rendszer két vagy tobb részecskébdl allo alrendszerekre
bomlik. Vagyis amennyiben a rendszer a legalacsonyabb kiiszob feletti energia-
értékkel bir, akkor a rendszer nem stabil, ezért elbomlik. Egy rendszerrél akkor
mondjuk, hogy stabil ha variacios mddszerrel kapott energia-sajatértéke (mely
fels§ korlatja az egzakt értéknek) a legalacsonyabb kiiszobenergia alatt van.

Az (mf,m5,m3 ) haromtest-rendszer esetén elképzelhetd, hogy amikor a rend-
szer energidja a kéttest kiiszob felett van (az atom alapéallapoti energidja), azon-
ban az (mf,my,m3) — (mf,m3)as 4+ m3z bomlés a paritassértés miatt nem
valésulhat meg, akkor a kéttest-alrendszer (az atom) valamely gerjesztett &lla-
pota lesz a kiisz6b, és a bomlds az (mi,m5,m3) — (mf,my)ga +ms; —
(mf, my )aa +mg + Yg.a.—a.4. formaban valosul meg, ahol a.d.-tal az atom alap
allapotat és g.a.-tal pedig ennek valamely gerjesztett allapotat jeloltem. Ezt ne-
vezziik metastabilitasnak.

Négy vagy tobb részecskébdl allo rendszerek esetén nem kénnyd megmondani,
hogy melyik a legalacsonyabb kiiszobenergia, hiszen egy (mf, m;, mg ,my ) rend-
szer esetén a kiiszob fiigg a rendszert alkotd részecskék tulajdonsagaitol is. Egy

négy megkiilonboztethets részecskébdl all6 rendszer esetén a lehetséges bomlasi

utvonalak:
(mif,m} mg) +m; (ijk1)=(1234)
(mfmf mg,my) = (my mbmp) +mi (kD) = (1234),
(mf,m; )+ (my, +my) (ijkl)=(1234)

ahol (i j k1) = (1234)-vel az indexek egy adott sorrendjét és ezek egyéb lehetséges
A legalacsonyabb kiiszob meghatarozasa, a fenti bomlasi utakat tekintve, mar
négytest-rendszerek esetén is tobb alrendszer vizsgéalatat koveteli meg. Kiilon-

kiilon megvizsgéilva ezeket, egyértelmiien eldonthetjiik, hogy melyik kiiszébhoz
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kell viszonyitanunk a rendszer stabilitasat. Erdekességképpen emliteném meg az
(e7,e,et,et,2T) Ottest rendszert, ahol x egy fiktiv részecske, amely sem nem
elektron sem nem porzitron. Valtoztatva az x tOmegét, a rendszer kiiszobenergidjat
a o =me/m, <1 tomegarany tartoméanyban az (e”,e,eT,x¥)+eT szolgaltatja.
o = lesetén a (e”,e”,eT,a") és Psy alrendszerek alapéllapoti energidja azonos, igy
a o > 1 tomegardnyoknél mar az (zT+Pss) dttest-rendszer lesz a legalacsonyabb
kiisz0b. mg ~ 0.56m,. tomegértéknél fog majd a rendszer az (z™+Pss) bomlasi
utvonal szerint disszociélni.

Az (mf, mg, mgi) egységnyi toltésekbdl felépitett haromtest-rendszereket rész-
letesen tanulméanyoztdk az elmult idGszakban [9] és az ott talalhaté hivatkozasok.
Azt talaltdk, hogy a rendszer stabilitdsi tartoménya a 2.1. dbran szemléltetett,

besavozott teriilet szerint alakul.

As A,

2.1. dbra. Az (mf, my , M3 ) eqységnyi toltésekbdl felépitett haromtest-rendszer sta-

bilitdsi tartomdnya a témegardinyok fiigguényében.

Minden (mf,mg,mg) rendszer egy pontnak felel meg az egységnyi magassagu
(2/3/3 oldalt) A;AsA3 egyenls oldalti haromszog alakt zart lemezen. E pon-

tot az jeloli ki, hogy az A; ponttal szembenfekvs oldaltél vett tavolsaga «; =
-1
Mg
my my Tmy
haromszég barmely pontjanak az oldalaktol vett tavolsagainak Gsszege egyenls a

(i = 1,2,3). E konstrukci6 azért értelmes, mert az egyenld oldalu

haromszdg magasagaval. A fenti geometriai tétel egyszertien bizonyithaté. ! To-

vabb4 innen kovetkezik az is, hogy az A;As Az haromszog magassiga nem mas,

TA rendszerre jellemz8 pontot sszekdtve a hAromszdg csticsaival, hirom darab a; magassagi
haromszogre tagolodik az A1 Ax Az haromszog. A kisharomszidgek teriileteinek az Gsszege egyenls
az A1AgA3 egyenl$ oldalt haromszog teriiletével, és ezaltal a tétel bizonyitast nyert.
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mint Zle a; = 1. Hasonlé abrat kapunk a téltéskonjugalt (mj,m3,mJ) rend-
szerekre is. Ily modon az ,anti-rendszerek” stabilitdsara viszonylag konnyen lehet
kovetkeztetéseket levonni.

Az elébbiek alapjan belathato, hogy az (M, m™, m™) tipust ionok mindig sta-
bil rendszert alkotnak, hiszen véiltoztatva az M t&meget, a rendszert jellemzé pont
az A; csticsbdl kiindulé oldalfelez merélegesen mozog. Emiatt egy pozitiv toltési
magbdl és elektronbdl all6 semleges rendszer képes bekotni egy djabb elektront. A
fenti rendszer két végletes példaja a H™ hidrogén-, valamint a Ps™ pozitrénium-
ionok. A H™ hidrogénion az alapesete a haromtest Coulomb-rendszereknek, ezért
nagyon sokat tanulmanyoztik. Az elektronnak hidrogénen valé szérasara vonat-
kozo kisérletek és az elméleti szamitasok sok kiilonleges tulajdonsagra mutattak
rd. Mar a kvantummechanika kezdeti idGszakaban egy elég pontos fels6 hatarat
hataroztdk meg a H™ egyetlen, (szingulett) kotott allapoti energiajanak [43, 44].
Ezen az értéken kiilonféle variacios probafiiggvényeket hasznalva sokan javitottak,
ezaltal egy referenciarendszert hozva létre az Gj kozelits eljarasok pontossaganak
ellendrzésére. A masik sokat tanulmanyozott véglet-rendszer a Ps™ pozitroniumion,
amelynek létezését Wheeler 1946-ban josolta meg [16], és amelyet Mills 1981-ben
[17] kisérletileg meg is talalt. Ez a rendszer t6ltés szempontjabol teljes mértékben
megeggyezik a H™ ionnal az egyetlen kiilonbség az, hogy a protont helyetesits po-
zitron tomege az elektronéval egyenls. A Ps™ diszkrét energiaspektruma teljesen
hasonlé a H™ ionéhoz, itt is csak egyetlen szingulett, kotott allapotot talaltak.
Id6kozben arra is fény deriilt, hogy a Ps™ rendszernek, és sejtésiink szerint a H™
ionnak és a (p*, e, eT) haromtest-rendszernek is végtelen sok rezonanciaéllapota
van [A3], amelyekre a dolgozatom masodik felében részletesen kitérek.

A 2.1. abra segitségével a tanulmanyozni kivant rendszer stabilitdsardl, sza-
mitasok elvégzése nélkiil is informéciokat nyerhetiink. Az ilyen és ehhez hasonlé
abrakbdl csak azt tudhatjuk meg, hogy a vizsgélt rendszer stabil-e. A lehetsé-
ges kotott allapotok szadmardl viszont semmilyen informéaciét nem kapunk. Nem
léteznek altalédnos elvek a kotott allapotok szamat illetGen, azonban néhany speci-
alis esetre léteznek szabélyszeriiségek. Igy az (M*, mT, mT) rendszerek esetén az
ugynevezett Osszehasonlitasi” elv alapjan [45], ha m/M < 0.210101636, akkor a
rendszernek egy és csakis egy kotott allapota van. Amennyiben a rendszer stabil,
és m/M > 0.210101636, akkor legalabb egy kotott dllapota biztosan létezik. Tehat
bizonyitast nyert az a tapasztalati tény, hogy a H™-nak csak egy kotott allapota
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van. A Ps™ és Ps™ toltéskonjugdlt rendszerek esetén a tapasztalatnak megfeleléen
van legalabb egy kététt allapot, mig a Hy rendszernek 19 L = 0 ered§ impulzus-
momentumi kdétott allapotardl van tudomésunk. Itt kell megemlitenem, hogy az
ut6bbi két rendszer az (M ™, M, m™)-nak a két szélsGséges esete, azzal a kiilonb-
séggel, hogy mig a H egy molekularis ion (két lomh4n mozgd nehéz tomegpont
és egy megosztott elektron, amely lehet6vé teszi a Born Oppenheimer-kozelités
alkalmazasat), addig a PsT-nak mar nem molekula, a molekuléris jelleg valahol a
o =m/M = 0.16-nal szlinik meg.

Négy vagy annédl tobb részecskébdl allo rendszer stabilitési tartoméanyanak a

szemléltetése sokkal bonyolultabb. A 2.2. dbra csak a jellegét probélja meg szem-

b
J
R, Y Ry A(1,0,0,0)
C ! d
X (o1, oo, o3, 044)
D (00,0, 1)
10, 0.5, 0
B (0, 1,0, 0) H
Cn, 01,0

2.2. abra. Az (mf,mj,m;,m;) egységnyi toltésekbdl felépitett négytest-rendszer

stabilitdsi tartomdnya a tomegarinyok fliggvényében.

léltetni a tartomanynak, hiszen nehéz lenne berajzolni. A jellege nagymértékben
hasonlit az el6z6 esethez: itt egyenls oldali haromszog helyett, egy szabalyos ter-
taédert hasznalunk, amelynek valamely lapjaval parhuzamos sikkal vett metszetei

adjak meg a stabilitasi tartomanyt. Az abra balfels6 sarkidban erre az esetre vonat-
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koz6 példa lathatd. Az abréazolas azon alapszik, hogy a szabalyos gula mint zart
téridom barmely pontjanak az oldallapoktdl valé tavolsadgainak Gsszege egyenld a
gula magassagaval.

Az ebbe a rendszercsalddba tartozo legtébbet tanulméanyozott rendszerek ko-
ziil meg kell emlitenem az (M, M+ m~,m™) alakkal jellemezhetéket, amelyek
kozé tartozik a Ho molekula, valamint a Hylleraas és Ore [46] altal 1951-ben meg-
josolt Psy ,molekula”’, amelyet a mai napig nem észleltek a természetben. A Hy
molekuldban a protonok tomege sokkal nagyobb az elektronokénal, mig a dipozit-
roniumban az Osszes tomeg egyenls. A Hy molekulanak t6bb kotott allapota van,
a Psy-nek viszont csak két kotott allapotardl tudunk [42]. Egy masik, az utobbi
idében sokat tanulmanyozott (M, M~,m™, m™) atom-antiatom csoportot is meg
kell emlitenem. Az ilyen rendszerek az anyag-antianyag kolcsonhatésanak vizsgé-
lata szempontjaboél érdekesek. Ezen rendszerek legtanulményozotabb példényai a
H—H valamint az ellentétes szélsGség Ps—Ps, ami nem més, mint a Psy. Vége-
zetiil megemlitem a (M™*,m™ m™,m™) tipust rendszereket is, amelyek koziil a
legismertebb HPs hidrogén-pozitrénium hibrid, amelyet 1947-ben josoltak meg
és indirekt médon 1992-ben észleltek [19], és amelyrdl bebizonyosodott, hogy van
kotott allapota. Az elmult idészakban ezen rendszereket kiillonboz6 elméleti szami-
tasokkal elég alaposan tanulményoztak [20]. Miel6tt attérnék a sajat eredményeim
targyalasara, fel szeretném hivni a figyelmet arra, hogy azon rendszerek, amelyek
valamely részecske mellett tartalmazzék az antirészecske parjait is, nem stabilak
ugyan, hiszen annihildlhatnak, de élettartamuk elég hossza ahhoz, hogy els6 koze-
litésben stabil, kotott rendszerként kezeljiik Gket.

2.2. Ot és hat testbdl all6 Coulomb-rendszerek

Koztudott, hogy a toltott részecskékbdl 4llé rendszerek kémiai kbtése nagymeérték-
ben fiigg a részecskék tomegétsl. A (pT,e™,e7), (pT,pt,e7) és (eT,eT,e™) rend-
szerek strukturdja, kotott allapotainak szdma nagymeértékben kiilonbozik, ezen
részecskék més kombinAcioi, pl. (p,et,e™), pedig egyaltaldn nem alkotnak kotott
rendszert. A nuklearis centrumokbdl és néhény elektronbol felépitett kis molekuldk
kotott allapotai jol ismertek, azonban az egységnyi toltésii részecskékbsl (pl. e,

e’, u~, p, d, t stb.) all6 rendszerek stabilitasarél, egyaltalan a létezésiikrsl, joval
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kevesebbet, tudunk annak ellenére, hogy a harom és négy részecskét tartalmazo
rendszereket kiilonb6z6 témegaranyokra behatéan tanulmanyoztak [13, 14, 15].

Az ilyen egrotikus rendszerek iskolapéldajanak tekinthets a (et,e™,e™) po-
zitronium ion, vagy az (e¥,et,e™, e™) részecskékbsl 4llo Psy molekula, illetve a
(pT,e™,eT,e™) PsH pozitréonium-hidrogén négytest-rendszer. Legiijabban, a PsH
rendszerhez ,ragasztott” pozitronnal alkotott @j e™PsH-rél deriilt ki, hogy stabil
rendszert alkot [42]. Ezen kevés szamu részecskébdl allo stabil rendszerek léte su-
gallja azt a kérdést, hogy a molekuldkhoz hasonléan lehetséges-e nagyobb stabil
rendszereket is létrehozni pozitronok segitségével. Igy peldaul az egyik igen érdekes
kérdés az, hogy m darab elektronbdl és n darab pozitronbdl 4ll6 rendszer kétott-e
(pl. (37, 3e™)), vagy képes-e bekdtni a stabil atom vagy molekula egy pozitront,
pozitréniumot, Ps™ iont vagy Pss dipozitréniumot (pl. Lie™, LiPs).

A pozitronos atomokat, elméleti iton sokat tanulmanyoztak az elmult években
[22, 23, 24, 25, 26, 27], bar kisérletileg még nem sikeriilt 6ket kimutatni annak
ellenére, hogy a lehetséges észlelési eljarasokat is kidolgoztak méar [28]. Nem lép-
hetek tovabb anélkiil, hogy a fizika egy maésik teriiletének az érdekeltségeirdl ne
emlitsek néhany szot. A szilardtest-fizikai kutatdsokban nagy érdekl§dés mutatko-
zik a félvezet&kben levs excitonkomplexek (elektronok (e) és lyukak (h) rendszere)
irant [29, 10]. A {6 motivacio az eziranyu kutatasok irant abban keresendd, hogy az
rek, fotodiodak mindségét, valamint az excitonkomplexekkel modellezett félvezetSk
tulajdonsagainak a pontosabb megismeréséhez is kdzelebb keriilhetnénk. Az atom-
fizikai rendszerekre kapott eredmények, illetve szamitasi eredményeim ezen effektiv
tomeggekkel jellemzett komplexekre egyszeriien atvihetSk. Az excitonkomplex 1é-
tezésére vannak kisérleti bizonyitékok is [30, 31, 32, 33].

A coulomb-i néhanytest-rendszerek stabilitasiara vonatkozo el6rejelzések tehat
kifinomult szamitdsokat igényelnek. A nehézségek részben abbol adodnak, hogy
az azonos, illetve kiilénb6zd toltési részecskék kozotti korrelaciéo nem azonos, hi-
szen mas jellegii a kdlcsénhatas — vonzé vagy taszité — annak fiiggvényében, hogy
milyen a vizsgalt két részecske toltése. Egy mésik nagyon fontos tényez6 a ko-
tés szempontjabol a Pauli-elv. Azonos részecskéket tartalmazo fermionokbol allo
rendszerek teljes hullimfiiggvénye antiszimmetrikus kell legyen. Ez a feltétel nagy-

mértékben korlatozza a részecskék fazisterének nagysagat, és nem mindig engedi
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madik tényezs, amellyel szdmolni kell az az, hogy a gyengén kotott rendszerek
kotési energidjanak meghatarozdsahoz kiiléndsen nagy pontossagi szdmitasokra
van sziikség.

A tovabbiakban némi kiegészitést teszek az el676 fejezetekben bemutatott alta-
lanos elmélettel kapcsolatban. Az (1.6) egyenlettel értelmezett Hamilton-operator

Coulomb-koélcsonhaté rendszerekre a kdvetkezéképpen alakul:

N g N Gt
H=- —V:-T — 2.3
D g Vi Tem D 1 i (2:3)
=1 1<J
A részecskék egységnyi toltésdek, igy |¢;| = 1, tovabba mivel a szdmitasokban

atomi egységeket (a.u.) hasznalok, igy az energia hartree-ban H(= mce*/h?), mig
a tavolsdg Bohr-sugarban (a = h?/mee?) értendd, ahol m, az elektron tomegét
jeloli.

Szamitasainkban a tanulmanyozott rendszerek alapallapotara voltunk kivan-
csiak, és feltételeztiik, hogy a rendszerek teljes impulzusmomentuma, és a csatolasi
csatorna valamennyi rész impulzusmomentuma is nulla (I =ly =, ..., Iy = L12 =
Lys3--- =L =0), amely a globdlisvektor-reprezentdciés formalizmusban a K = 0
esetnek felel meg. Az el6z6ekben elmondottak alapjan, az 1.2.3. és 1.2.4. alfeje-
zetekben szerepld néhany fontosabb Gsszefiiggés nagymeértékben leegyszertisodik.
Igy a generatorfiiggvény g(s; A,x) = ¢(0; A,x) = e~ 3%A%_y4 alakul, tovabba a

béazisfiiggvény a:

i(x) = e AR Yoo (%) x5 (2.4)

alakra médosul, és a két bazisfiiggvény atfedési integralja pedig

T)N-1 3
000l 00) = [ et = (%) (2.5)

lesz, ahol [dx = [3dz; ... [ 2%, _,dxn_1 valamint a C egyiitthaté magaba fog-
lalja a sz0gek szerinti integral értékeket és a spin-hullamfiiggvények matrixelemét.
Ily modon, a relativ koordinataktol fiiggs kdlcsGnhatasi operator méatrixelemére

azt kapjuk, hogy:

(0 IV (s = w3 560)) = sy ) (52) [ Vi ieonran, (26)
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ahol

1 —_— _
— = we® (A + A) " w@), (2.7)
Cap
A w(@B) (@B sor-, illetve oszlopmétrixokat az (1.8) dsszefiiggés segitségével értel-
meztiik. Szférikus kolcsonhatasok esetén a (2.6) matrixelem jobb oldalan szerepld
integral analitikusan kiszamithat6. A Coulomb-kolcsénhatés (¢ = —1) esetén a

kovetkezdét kapjuk:

a+3
2\ % 1
/r"‘e_%CTer =27 <E) r (% + 1) , (2.8)

ahol a (2.7) egyenlettel értelmezett mennyiséget az egyszeriiség kedvéért c-vel jel6l-
tem. A fenti integralt kell akkor is kiszamitani, ha két részecske kozotti tavolsagra
vagyunk kivancsiak, példaul <7‘2> esetén (a = 2).

Végerzetiil, miel6tt belekezdenék a szamitasi eredményeim targyaldsidba, em-
litést kell tennem a béazisfiiggvény spintsl fiiged részérél. A Hamilton-operator
nem fiigg a spintdl, és a teljes impulzusmomentum nulla, a hullamfiiggvény tér-
potokra voltunk kivancsiak, amelyhez a legszimmetrikusabb térbeli rész tartozik.
Ez a Pauli-elv miatt azt vonja maga utén, hogy a spinrész hordozza az antiszim-
metriat. Jelolje | smg) = %%) = |7) a fermion spinhullamfiiggvényét. Két azonos
részecske (fermion, mindaddig amig err6l masképp nem szblok) antiszimmetrikus

spinhullamfiiggvénye:

S TTRSIEN]

XSMs = X00 =

S

2

hérom fermion esetén pedig:

o =01 - 1)
Xsmg = 122 . .
xhy = & 21110) — 141 — [111)]

Az elk6vetkezGkben az egységnyi toltésd kiillonboz4 6t-, illetve hattest-rendszerekre
végzett szamitasi eredményeimet mutatom be. A nehéz részecskéket M+ vagy M~
szimbélumokkal jelolom toltésiiktél fiiggden, a konnytieket pedig m™-val vagy m™-
val. Ha valamely ismert részecskérdl van szé (pl. proton, elektron, miion és ezek
antirészecskéi), akkor a megszokott jeldléseket hasznalom. A vizsgalt rendszerek

mindig valamely ismert atomfizikai rendszer altalanositésai.
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A szamitésokat a Varga K. 4ltal megirt SVM FORTRAN-program segitségével
végeztem el [11].

Kétféle konvergencia fogalom is szerepel a szamitasaimban. Az egyik a ener-
gidban valé konvergencia, a masik pedig a hullamfiiggvényben valé konvergencia.
Egy éallapot energiaértékérsl akkor allitjuk, hogy bekonvergalt, ha a béziselem
noveléssel az energiaértékbeli ndvekedés kisebb egy dltalunk megadott pontossag-
nal. A szamitas pontossiaga és a kovergencia tovabbi ellenGrzésére ad lehetGséget
a virial-tétel [10], amely szerint: ha U sajatfiiggvénye a H = Hy + V Hamilton-
operatornak, akkor teljesiil a kovetkezs egyenlGség: 2(¥|Ho|¥) — (¥U|V|¥) = 0.
Vagyis az n = ‘% — 1‘ mennyiség minél kézelebb all a nulldhoz, a bekon-
vergélt energiaérték mellett, annal kozelebb vagyunk az egzakt megoldashoz. Ezt

a konvergencia feltételt a hullamfiiggvénybeli konvergencianak is nevezhetjiik.

2.2.1. (mT,m" m*,m-,m")

Az els6 tanulméanyozott rendszer 6t azonos tomegi részecskébdl all. A négy azonos
toltést (pozitiv vagy negativ) és egy ellentétes toltésii részecskébdl allo rendszer,
mint ismertes nem kotétt [10]. Harom porzitiv és két negativ (vagy a harom negativ
és két pozitiv) toltésii részecske rendszere csak akkor kotott, ha a részecskékrol fel-
tételezziik, hogy bozonok, vagy ha a harom azonos részecskébdl valamelyiket meg-
kiilonboztetjiik a tobbitdl. Ezen a példan keresztiil is megtapasztalhaté a Pauli-elv
tiltd hatasa, amely magyaréizza, hogy a harom elektronbdl és két pozitronboél allo
rendszer miért nem kotott, vagyis a Pse miért nem képes bekotni egy Gjabb elekt-
ront. Ha azonban a harmadik pozitiv toltésd részecskét ,bozonként” kezeljiik, vagy

megkiilonboztetjiik tarsaitél, a rendszernek lesz kotott allapota.

2.1. tablazat. Azonos tomegi, eqységnyi toltéssel rendelkezé N-test rendszerek alap-

dallapoti energidja atomi egységekben megadva.

N Rendszer Fermionként Bozonként

2 Ps —0.250000  —0.250000
3 Pst —0.26200 —0.26200

4 Psy —0.516004  —0.516004
5 Pst nem ktott  —0.556489
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A 2.1. tablazatban, néhany azonos (m. elektrontomeg) ,bozonbol”; illetve , fer-
mionbol” 4ll6 rendszer alapallapoti energiajat adtam meg. A Ps™ ion és Psy ,;mo-
lekula” (dipozitrénium) jol ismert példak erre az esetre. Az is szembetiing, hogy
N = 4 részecskeszamig a rendszerek alapallapoti energidja egyenld, fiiggetleniil
attél, hogy bozonként vagy fermionként kezeljiik 6ket. Bozonként, a részecskéket
spin nélkiilinek tekintettiik, és engedtiik, hogy a variciés eljaras a hullamfiiggvény
térbeli részét szimmetrikussa tegye az azonos részecskék koordinatainak felcseré-
lésével szemben. A fermionok feles spiniiek, ezért a térbeli hullamfiiggvény csak
paronként tud szimmetrikus lenni. A paratlan részecske miatt a térbeli szimmetria
bonyolultabb, és az explicit antiszimmetrizalads hatarozza meg. Azonos tulajdon-
sagu de megkiilonboztethetd részecskékbdl allo rendszerek nem léteznek a termé-
szetben. Szamitasaink arra jok, hogy a kdtési mechanizmust feltarjuk és kiindulo-
pontjaul szolgéljanak egy (e~,e”,et,e™,x) rendszer stabilitasanak vizsgalatahoz.
A fermionokbdl felépitett (3et,3e™) [SMs) = |00) legszimmetrikusabb spinélla-
potba csatolt hattest-rendszer energidja —0.7644337 a.u. A legalacsonyabb kiiszob
a Psy+Ps bomlési csatorna energiaja pedig —0.766004 a.u. Vagyis a (3e™,3e™)
hattest-rendszer nem kotott, és feltételezéseink szerint a (ne™,me™) tobbtest-
rendszerek amennyiben fermionokként kezeljiik az alkoté elemeket, ha n,m > 2

nem alkotnak kotott rendszert.

2.2.2. (M*T,M* M* m ,m")

Az alcimben szerepld rendszer egyik legismertebb példaja a H; molekuléris ion.
Szemléletesen gy képzelhetjiik el, hogy a hdrom proton egy egyenld oldala héa-
romszOg csucspontjaiban helyezkedik el, megosztozva a két elektronon. A [34]
munka szerint az ilyen tipusa rendszer (0 < ¢ = m/M < 0.2) tOmegarany-
intervallumban stabil. Ha a nehéz részecskéknek M tomegét 5m ala csokkentjiik,
a rendszer a (M+, M™,m~, m™) molekulara és egy M T nehéz pozitiv ionra bom-
lik. Ez a megfigyelés az el6z6 fejezetben leirtakkal Gsszhangban van, hiszen az
(m*,m*,m*, m~,m™) (¢ = 1) rendszer mér nem kotott. Ezen eredmény azt mu-
tatja, hogy a H; molekula akkor vélna instabilla, ha a protonok tomege 5 elekt-
rontomeg ala csokkenne. Tovabba, a stabilitas akkor is megmarad, ha ebben az
Ottest-rendszerben az elektronokat nehezebb részecskékkel helyettesitenénk. Ilyen
egzotikus rendszerekre talalunk példat a 2.2.—2.4. tablazatokban. A 2.2. tablazat B-
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2.2. tablazat. Néhdny egzotikus dttest-rendszer energidja és eqyéb fizikai tulajdonsd-
gai atomi eqységekben kifejezve. rgb az ,a” €s ,,b” részecskék kozotti négyzetes dtlag-
tavolsdgot jeléli. Feltiintettik a legalacsonyabb kiiszébenergidkat is. Szamitdsaink-
ban a kovetkezd tomegértékeket haszndltuk: my, —1836.152Tm., mq—3670.4827m.,
my=5496.92158me, m,,- —206.76826m., ahol m. az elektron tomegét jeloli, és
n=—(2Ho)/(V) (egzakt értéke 1).

‘ csoport rendszer kiisz6b ‘
B (ptptptp,n7) (0T pTpm )
E —203.10453 —199.63069
n 0.999984 0.999998
2 428x107* 1.47 x 1074
o 293x107* 2.35 x 1074
re - 332x107* 1.35 x 10~*
C (pt,ptie e, ut)  (ptptiem,e7)
E —1.296583 —1.164023
n 0.999741 0.999989
7“127+p+ 3.86 2.26
r2 . 5.63 5.92
e 415
ro e 448
i 37T 3.22

vel jelolt rendszere felel meg az (M+, M, M* m~,m™) esetnek. A miion és pro-
ton tomegének aranya (o = 0.11) joval nagyobb a hidrogénatoménal (o = 0.0005).
A ptu~ atom energidja —92.92 a.u. és a kozottiik levs négyzetes atlagtavolsag pe-
dig rfjﬂb_ = 8.6 x 107° atomi egység. A két p™u~ atombdl létrehozott molekula,
akéar a hidrogénmolekula, ersen kététt, hiszen minden (M, M'T m™, m™) rend-
szer, ha m < M, M’ mindig kotott, fliggetleniil az M/M’ tomegaranytol. Legyen
w = Eigesi energia/ 1 = (Ekiiszib — Erendszer)/ 1, ahol p = ]%_n;n At pt,p,p)
rendszer esetén w ~ 0.07, mig a (p™,p*,p*, u~, ™) rendszerre w ~ 0.02 értéket

kapunk. Ugyanezen az értékekre a Hy és H;)r molekuldk esetén kozel 0.16-ot, il-
letve 0.15-at kapunk, amely tovabb erésiti azt a tényt hogy a (p™,p™,p*, n=, u™)
sokkal gyengébben kotott rendszert alkot a HI molekulanal. Ez teljesen egyér-
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2.3. tablazat. A 2.2. tdbldzat folytatdsa

csoport, rendszer kiiszob ‘
D (dr et eT,e,e”) (dF,et,e”,e7)
E —0.81007844 —0.7890280
n 1.0000017 0.9999915
r§+e+ 31.906 16.2621
2. TA8T 7.8183
r2. 15157 15.8839
r%...  65.674
r2, . 33.800 15.5881
D (pt,utputeem) (h,ut e, e7)
E —1.271788 —1.149679
n 0.999833 0.999614
e 462
r2 573 6.04
2 405 2.36
2 395 3.28
2, 376 3.89
D (pT,et,et,e”,e”)  (phet,e”,e7)
E —0.8099127 —0.788865
n 1.0000029 0.999991
20 31917 16.2709
r§+6_ 7.493 7.8242
r2__ 15.166 15.8941
r% ., 65.682
r%, . 33.808 15.5927

telmivé vilik, ha a fenti rendszerek esetén Gsszehasonlitjuk a protonok kozotti
négyzetes atlagtavolsagokat: a (p*,p*,pT, u~, ™) rendszerben a protonok sok-
kal tavolabb helyezkednek el egymastél, igy ha még jobban néveljiik a o tomeg-
aranyt akkor a protonok egyre tavolabb keriilnek egyméastoél, a rendszer egyre ke-

vésbé lesz kotott, majd egy adott tomegaranynal a rendszer elbomlik, &ltalaban
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az (M, M*,m~,m~)+ M™T bomlasi csatorna szerint. A (p*,p™, u™) ion energi-
aja —102.22 a.u., mig a (pT,p™, u~, p~) molekulaé —199.63069 a.u., s ez tovibb
ersiti azt az empirikus szabalyt, hogy az (M*, M+t m™) + (M*,m™) csatorna
magassabban fekszik, mint az elzekben emlitett (M, M, m™, m™)+ M T-mes.

2.2.3. (pt,pT,e e ,x™)

Ebben az alfejezetben azt az dltalanosabb esetet tanulményozom, amikor a H; mo-
lekula egyik nehéz részecskéjének tomegét valtoztatjuk, hiszen arra vagyunk kivan-
csiak, hogy egy molekula képes-e bekotni egy tesz6leges tomegt 6t0dik részecskét.
Az 2.3. 4dbra a rendszer teljes energidjat adja meg a 0 = m./m, fiiggvényében.
Azt latjuk, hogy a rendszer energidja gyorsan lecsGkken a Hs kiiszobértékre, és
My /me = 2.5 tomegaranynal a rendszer elbomlik egy Hs molekulara és az x ré-
szecskére. Ebbdl az kovetkezik, hogy a Ho molekula képes bekdtni egy pozitivan
toltott részecskét, ha annak témege legalabb 2.5 X Mejektron, tehat a hidrogén mo-
lekula bekdt egy u™, pozitiv téltési miiont, de egy pozitront mar nem (ldsd 2.4.
tablazat E-vel jelolt része).

A (pt,pt,e e, ut) rendszer tulajdonsagai nagymértékben hasonlitanak a Hy
molekul&déhoz azzal a kiilonbséggel, hogy a harom nehéz, pozitivan toltott ré-
szecske, nem egyenld oldali, hanem egyenl@szari haromszog cstiicspontjaiban he-
lyezkedik el oly médon, hogy a protonok kozelebb vannak egymdéshoz, mint a
miionhoz. Ennek megfelelGen az elektronok is kozelebb helyezkednek el a proto-
nokhoz, mint a miionhoz. Csdkkentve az ™+ részecske tomegét a protonok és az
T kozotti tavolsag tovabb novekszik, az elektronok viszont a protonok kériil ma-
radnak. Amint elérjitk az m,+/m.- = 2.5 koriili értéket, a rendszer elbomlik. Egy
altalanosabb (M™, M+ m™,m~,m'") rendszer tanulményozéisa til nagy feladat
lenne, és igazabol nem varnank az elbbitdl eltérd viselkedést. A rendszer m’ ~ M
kornyékén kotott lenne, és a stabilitdsat akkor veszitené el, ha az m’ tomeg meg-

kozelitené az m-et.

2.2.4. (M*,zt xt e e7)

Kiindulasi pontnak ez esetben is a H;,r molekuléat valasztjuk. Amig az el6z6 feje-

zetben csak egy nehéz tomeget valtoztattunk, addig a mostani rendszerben mér
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2.4. tablazat. A 2.2. tdbldzat folytatdsa

csoport rendszer kiiszob ‘
E (pt,pTe e, um)  (h, Pt u,e7)
E —102.750286 —102.723336
n 0.99999887 1.000000012
2y, 181 x107 1.81x10~*
r2 . 23.4847
2. 11.0676 3.0011
r§+p+ 2.89 x1074 2.89%x107%
r2. 110676 3.0011
E (dr,tt,p=,e",e”)  (dH,tT,u,e7)
E —111.889612 —111.864106
n 1.0000135 1.00000034
i, 1.26x107* 1.26x107*
i, 1.37x107* 1.37x107*
r . 9.8831 2.9965
r2. - 9.8831 2.9965
r2 - 9.8831 2.9965
r2 211378
rZ . 1.93x107* 1.93x1074
G (pt,p",p e 7)) (pF,pT,p7,e7)
E —481.605173 —481.580324
n 1.0000016 1.00000029
e 2.76x107° 2.76x107°
rZ . 21.382
T2 9.9285 2.995
7“12)+p, 1.43x107° 1.43x107°
2 9.9285 2.995

két nehéz részecske tomegét fogjuk egyidejiileg vatoztatni, vagyis a H™ ionhoz
két nehéz, pozitiv toltéssel rendelkezé részecskét adunk hozza. Ily médon egy sta-
bil (M*, 27, 2% e, e™) rendszer hozhato létre. A rendszernek eztttal t6bb bom-

l4si csatornaja is van. 4 + 1 moédon bomolhat az (M™, 2% e, e™) + 2T, vagy
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2.3. abra. A (pT,p*,e,e”,my+) ittest-rendszer energidja az m./m, tomegardny
fiigguényében. A pontok jelolik azokat a tomegardinyokat, amelyekre a szdmitdsokat

elvégeztiik. A vizszintes vonal a Hy molekula szolgdltatta kiszébenergidt adja meg.

az. (zT,x%,e",e”) + M™T utakon, de 3 + 2-es tipust csatornabdl is ketts van:
az (Mt xt e”) + (zT,e7) és az (MT,e”) + (z,27,e”). A 2.4. dbra a rend-
szer kotési energiajat adja meg az m./m, < 1 tomegarany fiiggvényében, ahol
me-vel minden esetben az elektron tomegét jeloltiik. Rogzitve a nehéz részecske
tomegét M = Mproton = 1836.152Tm, és feltételezve, hogy az m. < m, kide-
riilt, hogy a legalacsonyabban fekvs elbomlési kiiszob valamelyik 4 4 1 csatornéé,
de a két lehetség koziil mindig csak a rendszer paramétereinek ismeretében tud-
juk eldénteni, melyik kiiszob a legalacsonyabb. Kotott (M ™, zT, 2% e~ e™) tipust
rendszerre példdkat a 2.3. tablazat D-vel jelzett részeiben talalunk, nevezetesen a
(pT,ut,ut, e, e7), illetve a (pT,eT, et e™, ™) rendszereket. Ez utébbit a 2.2.8.
fejezetben részletesebben is tanulmanyozom. A 2.2.-2.4. tablazatok szerint, mind a
(pT,ut,ut, e ,e7), mind a (p*,pt,uT,e7,e7) (lasd 2.2.5. fejezetet) rendszerek
teljes energidja kozel 4ll a Hf molekuldjéhoz. A proton (protonok) és a miio-
nok (miion) egy egyenlGszari haromszog csicspontjaiban helyezkednek el, de a
(pT,ut, ut, e, e7) rendszer esetén, szemben a (p™,pT,e”, e, ut)-val az azonos

részecskék kozotti tavolsag nagyobb, igy a haromszog alapja nagyobb, mint a szara.
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Eszrevehet azonban az is, hogy az me/my tomegaranyt 0 és 1 kozott valtoztatva,

a rendszer stabil marad.

-0.6

-0.8

|
Loy
[=}

Energy (a.u.)

-1.2

-1.4 1 1 1 1

m,/m,
2.4. abra. A folytonos vonal az (M, my+, my+,e”,e”) dttest-rendszer energidjit,
mig a szaggatott vonal a legalacsonyabb (M™T ,m v, e, e”) rendszer szolgdltatta

kiiszébenergidt adja meg az me/m,, figgvényében.

2.2.5. (MT,M*, e e ,z7)

Egy masik coulomb-i &ttest-rendszer, amely nagy figyelmet kapott az a H; ion.
Igaz, hogy ez a rendszer nem kotott (a Pauli-elv tiltd hatésa miatt), azonban
a H—H~ magok ko6z6tti tavolsag fliggvényében, Born—Oppenheimer-kozelitésben
meghatarozott energia-gorbének a 3.5 a.u. magtavolsag kdrnyékén van vonzo tar-
toméanya. Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy a rendszer rendelkezhet metasta-
bil, azaz rezonanciaallapottal (allapotokkal). Amennyiben a hidrogénmolekulahoz
egy x~ az elektronnal azonos tulajdonsagu, de ettél megkiilonbéztetett részecs-
két adunk hozza, a rendszer kétotté valik, igaz nem tul erds, koriilbeliil 0.096 a.u.
kotési energiaval. Tehat egy x~ részecske, elég széles tomegardny-tartomanyon
beliil, hozzaragadhat a Hs molekuldhoz, mivel a Pauli-elv ennek mozgasat nem

korlatozza. A 2.5. abra a (p*,pT,e™,e™,27) altalanos eset M = M, o10n specidlis
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2.5. abra. A (pT,pt,e”,e”,x7) ittest-rendszer kitési energidja az me/m, témeg-

ardny fiigguényében, atomi eqységekben.

esetére adja meg a rendszer kitési energidjat az m./m, tOmegarany fliggvényé-
ben. Ez esetben a legalacsonyabban fekvé négytest-kiiszob az (M*, M™* e~ z7)
rendszer, amely alacsonyabb energian van az (M+, M T, e~ e~) molekula alapél-
lapotanal. A szamitdsok egyéltalan nem egyszertiek, mivel a rendszer energidja és
jellemz6i nagymértékben fiiggnek az m, /M tomegaranytol is. Az (M, M+ x™)
alrendszert vizsgalva, m, /M = 0 hataresetben a pozitiv hidrogén molekularis iont
kapjuk vissza, mig ha m, /M =~ 1, akkor a rendszer dtmegy a Pst ionba. Figye-
lembevéve a nehéz részecskék tomegeit, a rendszer mérete sokkal kisebb lesz a Ps™
ionénal, igy ez a kisméretd (M+, M™,27) rendszer egységnyi pozitiv toltésd ré-
szecskeként fog viselkedni. Az (M, M, z7)-t alkoto részecskék kozotti tavolsag
sokkal kisebb, mint a rendszer tomegkozéppontja és a befogott elektron kozotti
tavolsdg. Tly modon az (M+, M+, x™~) befoghat egy- vagy tébb elektront megal-
kotva az (M™*,M™* e~ e~ ,x) rendszert, amely valojaban egy H™-hoz hasonlit6
ionként viselkedik. Ha az x~ részecskét, egy elég nehéz p~ nal helyettesitjiik,
akkor a (pT,pT,u—), az eléz6ekben elmondottak értelmében a (p™,pT, e™, u™)
és a (p*,pT,e”, e, u) rendszerek is kototté valnak. Ezek az allitasok akkor is

igazak maradnak, ha a két nehéz részecske tomegét kissé valtoztatjuk, pontosab-
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ban, ha 1/3 < M;/M, < 1, az (M;", M}, e~,e~,m,) rendszer stabil marad. A
négy kiilonboz6 tomegti részecskébdl felépitett rendszer stabilitasi tartoményanak
a keresésére iranyul6 rendszeres szamitasok, til bonyolultak volnanak, hiszen leg-
alabb harom m/M; tomegarany szerint kellene ezeket vizsgalni. Néhany specialis
esetre, azonban elvégeztiik a szdmitasokat, ezeket a 2.4. tablazat E-vel jelolt része-
iben mutatjuk be. Ezek az eredmények az el6zé allitdsainkat igazoljak. E szerint
a (t7,d*, =) molekularis ion képes bekotni egy vagy két elektront, és ezeket az
Ottest-rendszereket durvéan [(p*,p*, u™), e, e | és [(tT,d ™), e, e~ | haromtest-
rendszerekként képzelhetjiik el. A (pT,p™, u~) és (tT,d™, u™) ionok a tér egy kis
részében koncentralodnak, és a kozottiik levs tavolsag sokkal kisebb, mint a ne-
héz részecskék és az elektronok kozotti tavolsag, igy poritiv toltésként fejtik ki
hatasukat, és méretiik elhanyagolhaté. Tekintsiik a 2.2.—2.2. tablazatokban bemu-
tatott rendszerek koziil a (p*,pT,u~) esetét. A harom nehéz részecskébdl 4llo
rendszer energidja —102.2202 a.u. A két proton kozotti tavolsag varhatd értéke
2.89 x 10~% a.u., a protonok és a miion kozotti pedig 1.81 x 10~* a.u. Hozzdadva
a rendszerhez egy, illetve két elektront a (p™,p™, ™) alrendszer mérete valtozat-
lan marad. A (p*,p*,pu",e”) és (pT,pT, ™7, e7) rendszerek kitési energidjara
€ = (Exstesi energia = Pikiiszsb — Erendszer) 0.50 a.u., illetve 0.027 a.u. adédik és ez

teljes mértékben megegyezik a hidrogénatom és a H™—ion kotési energiajaval.

2.2.6. (M*, M~ ,m*,m ,a")

Az (M, M~ ,m%,m™,x") rendszer annyiban kiilénbozik a 2.2.3. fejezetben ta-
nulményozott esettsl, hogy egy hidrogénatomot, egy antihidrogénatomra (anti-
protonbol és pozitronbol alkotott semleges rendszer) cseréltiik ki. Ennek az ttest-
rendszernek a legalacsonyabb kiiszobenergiajat az (M, M~ ,m™,m™) alrendszer
szolgaltatja, amely nem més, mint a hidrogén-antihidrogén ,molekula”. Az iroda-
lombdl tudjuk [47], hogy ez a négytest-rendszer nem kotott, ha az m/M tomeg-
arany kisebb 0.45-nél. Amennyiben az m/M tomegarany kisebb, mint 0.45 a két
ellentétes toltésti nehézion egy semleges ,,atomot” hoz létre, amely mar nem képes

tovabbi részecskék bekotésére, igy nem alakul ki Ottest-rendszer.
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2.6. abra. Az (M*, M™, M~ ,m™) négytest-rendszer energidja az m/M tomegardny
fiigguényében m < M esetén, atomi egqységekben. Az eredményeinket az m = m,

esetben dbrdzoltuk, ezeket m/me-vel szorozva a valddi energiaértékeket kapjuk.

2.2.7. (M, M* M~ ,m~,m")

Az alcimben szerepld rendszer abban kiilénbozik a 2.2.2. fejezetben targyalttol,
hogy az egyik nehéz porzitiv toltést, negativra cseréltiik. Emiatt természetesen
az (M*, M*,m~,m™) helyett az (M+, M, M~ ,m™) négytest-rendszer alapél-
lapoti energidja lesz a legalacsonyabb kiiszob. A fenti alrendszer energidjéanak
a o = m/M tdl valo fiiggése a 2.6. abran lathato, az (M, M M~ m~,m™)
rendszer kotési energidjat pedig a 2.7. dbran adtuk meg. A 2.4. tablazat G sora
tartalmazza a fenti tipusta Ottest-rendszerek koziil az egyik legtipikusabb esetet,
nevezetesen a (pT,pT,p~,e7,e7), egy antiprotont bekdtd hidrogénmolekulét. Be-
lathato, hogy a hidrogénmolekula képes bek6tni egy antiprotont, létrehozva egy
olyan &ttest-rendszert, amely a stabil H; —ra hasonlit. Megengedve azt is, hogy
m > M legyen (két negativ toltésii nehéz, 2 pozitiv toltési és egy negativ toltést
konnyt részecskébdl allo rendszer), az Ottest-rendszer legkozelebbi kiiszobenergi-
ajat az (M, M+, m~,m™) ,antihidrogénes” molekula szolgaltatja. Vizsgalataink
soran (lasd 2.8. dbra) azt talaltuk, hogy a (M, M+, M~ ,m~,m™) rendszer ak-
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kor kotott, ha a tomegarany 1 < m/M < 2 értékek kozott mozog. Két esetet kell
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2.7.abra. Az (M, M+, M~ ,m™~,m™) éttest-rendszer kotési energidja m/M fiigg-

vényében. Az dbra jelolései megegyeznek a 2.6. dbra jeloléseivel.

megkiilonboztetniink annak fiiggvényében, hogy a m és a M témegek hogyan vi-
szonyulnak egyméshoz, hiszen a kialakul6 rendszerek milyensége, strukturaja fiigg
a o = m/M-t6l. Az els§ esetben 0 < o < 1 koz6tt valtozhat. Kis o értékekre
a harom M tomegii nehéz részecske egy kis kiterjedésti ¢ toltést hoz létre (a
2.2.5. fejezetben targyaltakhoz hasonl6an), amely képes bekotni a két konny( ré-
szecskét letrehozva a (¢, m™,m™) rendszert. A ¢T ,részecske” egy belss szerkezet
nélkiili kis egységnyi pozitiv toltést részecskeként viselkedik. A rendszer felépitése
és tulajdonsigai nagymértékben hasonlitanak a H™-ionéhoz.

A masodik esetben, amikor m > M, akkor 0 < o0~ < 1. Az 1/0 = 0 hatér-
esetben két m™ tomegd, negativ t6ltést nehéz ionbol és az (M, M, M~ ) harom
konnyfi részecskéhdl allo CT pozitiv toltéssel allunk szemben. A CT  részecske” az
m~ nehéz ionok kozelében mar nem tekinthetd struktiira nélkiilinek. Energetikai-
lag sokkal kedvez&bb, hogy az (M ™, m™)+ (M, m™) molekula alakuljon ki, mint
a (CT,m~,m™) rendszer, igy a kités valahol a 1/0 =1 és 1/0 = 0 kozdtt bomlik
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2.8. abra. A folytonos vonal az (M, M+, M=, m™,m™) dttest-rendszer energidjit
jeloli az m/M témegardny fiigguényében a m > M esetben. A szaggatott vonal a

(M*, M™*,m~,m™) rendszer szolgdltatta legalacsonyabb kiiszobenergidt adja meg.

fel.

2.2.8. (et,et,em e ,at)

Az eléz6 alfejezetekben mindig abbdl indultunk ki, hogy van két pozitiv toltést
nehéz és két negativ toltést konnyii részecskénk, és ezekhez probaltunk hozzakstni
egy nehéz (konnyii), pozitiv (negativ) toltéssel rendelkezd részecskét. Masik vég-
letként két pozitiv és két negativ toltéstd konnyid részecskébsl indulunk ki. Erre az
esetre példa, a két elektron és a két pozitron. Tekintettel a négy részecske toltés-
eloszlasara, tulajdonképpen nincs jelent&sége annak, hogy az 6todik m, tomegi
részecskének milyen a toltése, hiszen a kiindulési rendszer a toltés felcserélésére
szimmetrikus. Egy fontos tényt azonban meg kell emlitenem, nevezetesen azt, hogy
a szamitasainkat oly médon végeztiik el, hogy az extra = részecskét, megkiilon-
boztettiik mind az elektronoktol, mind a pozitronoktél. Az Gttest-rendszer kotési
energidjat az m,/m. tomegarany fiiggvényében a 2.9. dbran adom meg. Amikor

mg > m. a legalacsonyabb kiiszébenergia az (z7,e”,e”,e™) + e™ bomlasi csator-
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2.9. abra. A folytonos vonal az (mg+,m*,m* m~,m™) Gttest-rendszer ener-
giajat jeloli, a vizszintes €s a szagatott vonalak a Psy molekula, illetve az
(Mgr,mT,m™,m™) négytest-rendszer szolgdltatta kdszébenergidt adja meg az

m/my tomegardny fiigguényében.

nénak felel meg. Ilyen feltételek mellett, az Gttest-rendszer minden esetben kotott,
és az m, tomegértéknek a novelésével az Ottest-rendszer kotési energidja novekszik.
Amelyik pillanatban a megkiilonboztetett részecske témege kisebb az elektron t6-
megénél, azaz m, < me, a kiiszObenergiat mar egy méasik bomlési csatorna fogja
szolgaltatni, nevezetesen a Psy + 7. A kdtési energia az m,, csokkentésével egyen-
letesen csokken, és az Ottest-rendszer kozelitGleg m, = 0.56m. értéknél elbomlik.
Igy, amint az m, — 0.56m,. disszocicios hatarértékhez kozelit, az Gttest-rendszer
szerkezetét egyre inkdbb az xtPsy strukttirdval kozelithetjiik, vagyis a rendszer

egy Psa molekuldbdl és egy ehhez gyengén két6ds x részecskébdl all.

A stabilitasi vizsgalat soran eddig nem vettiik figyelembe azt a tényt, hogy a
rendszerben az elektronok mellett, antirészecskéik, a pozitronok is jelen vannak. A
rendszer altalunk vett értelemben, a stabilitdsat nem befolyésolja, de a vizsgalat
teljessége végett meg kell emlitenem az elektron-pozitron parok annihilaciéjat. A

leggyakoribb annihilaciés folyamat a 2y—s folyamat, amikor az elektron-pozitron
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péar eltiinik, energidjukat és impulzusukat a keletkezett két y-fotonnak adva at. A
folyamat létrejottének valdszintisége fiigg attol, hogy milyen valészintiséggel talal-
hato egy id6ben, egy elektron és egy pozitron a tér egy adott pontjaban, ellentétes
spinbeéllasa (spin szingulett) allapotban (lasd a [24] (21)-es egyenletét). A 2v-s
elbomlas annihilizacios sebessége az Osszes lehetséges végallapotra vald 6sszegzés
utén [38, 39, 40]:

[ = 4mca*alN (U|0*5(r, — 1,)| W),

ahol c a fény terjedési sebességét, a a finomszerkezeti allandét jeldli, az O projek-
ci6s operator pedig kivéilasztja az elektron-pozitron allapotok lehetséges kombina-
ci6i koziil azokat, amelyeknek az eredd spinje 0. Az r. és r, vektorok az elektronok

és pozitronok helyzetét adjak meg.

2.2.9. Az ¢'PsH rendszer

Az e*PsH nem mas, mint az el6z8 rendszer egy részesete, amikor az zT részecs-
két protonnal helyettesitjiik. A 2.9. abra tanulsiga szerint ez is kotott rendszert
alkot, vagyis stabil mind a H + Ps*, mind a p + Psy, mind a PsH + e™ bom-
lasi csatornakkal szemben. A legalacsonyabb kiisz6b6t (—0.789197a.u.) a PsH +
eT csatorna szolgéltatja. Ezzel a kiiszobbel szemben a rendszer kotési energiaja
0.021050 hartree. Az e™PsH t elég részletesen tanulméanyoztuk, mivel ez azon egy-
szerti Coulomb-rendszerek egyike a Psy molekula és a PsH pozitroniumhidrogén
mellett, amely képes két pozitron bekotésére.

A 2.5. tablazat tartalmazza az etPsH rendszer néhany fontos tulajdonsigat.
Osszehasonlitva a PsH és az et PsH rendszerek részecskéi kozotti relativ tavolsago-
kat, azt tapasztaljuk, hogy az elektron-mag vagy az elektron-elektron tévolsagok
majdnem azonosak a két rendszerben. Ebbé&l azt a kdvetkeztetést vonhatjuk le,
hogy egy pozitron hozzdadasa nem viltoztatja meg a rendszer elektron toltésel-
oszlasat. Mindez csak akkor igaz, ha a méasodik megkotott pozitron a magtél nagy
tavolsagra helyezkedik el, hiszen csak az elektronfelhén kiviil levé pozitron nincs
hatéassal az elektron toltéseloszlasara. Ezt erésiti az a tény is, hogy a mag-pozitron
tavolsig az et PsH esetén rendelkezik nagyobb értékkel. Tovabba a 2.74 x 102 s~ !
értekid annihilacios sebesség is csak 10%-al nagyobb a PsH rendszerénél, ami arra
utal, hogy a méasodik pozitron kis valoszintiséggel taldlkozhat a tér altala kedvelt

tartomanyaban elektronnal. Tehat elmondhaté, hogy a masodik pozitron a PsH
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rendszer koriil kering”, elég nagy tavolsagra helyezkedve el a magtol.

2.5. tablazat. Ez a tdbldzat az e™ PsH™ éttest-, PsH™ négytest- és Ps~ hdromtest-
rendszerekre jellemzd néhdny fizikai menyiséget tartalmazza. K a bdzis méretét,
—(V)/(Hop) a potencidlisenergia-operdtor és a kinetikusenergia-operdtor vdrhato
értékének ardnydt (pontos értéke 2), E a rendszer energidjat, € a kétési energidt,
az (r) pedig két részecske kizitti dtlagtdvolsigot adja meg. A proton tomegét a szd-
mitdsainkban végtelennek tekintettik. A T' annihildcids sebesség kivételével, amelyet

109s~1-ben, a mennyiségeket atomi egységben adtam meg.

Mennyiség ~ etPsH™ PsH®>® Ps~

K 850 1000 200
(V)/(Hy) 1999980  1.999999  1.9999997
E —0.810247 —0.789197 —0.26005064
€ 0.021050

(o) 2.281 2.312 -

(Pt ot 4.944 3.662 -
(Fo-oo) 3.507 3.575 8.54856
(Tet et ) 7.382

(Teto—) 4.966 3.480 5.48962
Tr 2.744 2.470 —_—

2.2.10. A Li™Ps, és Na'™Ps, rendszerek

Az 2.2.8. fejezet tanulsaga mutatja, hogy az (z7, m*, m™, m~, m™) rendszer széles
m, /m tOmegarany-tartomanyban stabil marad. Ez a tény arra sarkall benniinket,
hogy vizsgéaljunk meg pozitivan toltott mas részecskéket, amelyek képesek bekdtni
két elektront, valamint két pozitront. Ilyen pozitiv ion lehet példaul a Lit kation,
amelyrsl mar korabban kimutattak, hogy stabil rendszert alkot a Pso—vel [21, 22].
A Kkialakult rendszert LitTPsy—vel jeldljiik, hiszen - mint 1atni fogjuk - ez kozeliti
meg legjobban a rendszer valédi struktirajat. Noha a rendszer hét részecskébsl
épiil fel ( Li** mag, négy elektron és két pozitron), mégis jénak tiinik Sttest-
rendszerként kezelni. A Li**t mag ugyanis erdsen bekot két elektront (100 eV-nél

nagyobb a kotési energiajuk), ennek kdvetkeztében a LitT=Li3t42e™ ,tdrzset”,
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2.6. tablazat. Az (eT,eT,e”,e”) és egy pozitiv (x+) téltést tartalmazd rendszerek
néhdny fontos fizikai mennyisége. A Lit Psy és NaT Psy rendszerekre adott dtlagtd-
volsdgok jeldlésében x a Lit és Nat ionokat jelenti. A mennyiségek magyardzata

érdekében ldasd a 2.5 tdbldzat magyardzo szévegét.

Mennyiség  LitPsy NatPss My =Me My =0.7m. Psy
K 660 780 600 400 1000
(VY/(Hy) - ; 1999938  1.999999 -

FE —0.529408 —0.522319 —0.556489 —0.528733 —0.516004
€ 0.013404 0.006315 0.040485 0.012129 -
(Pyte—) 6.458 7.772 4.987 7.344 -
(Tpteot) 7.397 8.486 6.598 8.371 -
(S 5.871 5.977 5.482 5.767 6.033
(Tetet) 6.261 6.158 6.599 6.295 6.033
(Tete—) 4.706 4.648 4.965 4.765 4.487
I 3.881 4.044 3.247 3.717 4.470

egyetlen egységként, egyszeresen toltott ionként kezelhetjiik. A LiTPs, rendszerre
a szamitasokat az ugynevezett fix (merev) torzsti SVM-mel, in. ftSVM-mel végez-
tiik el. Azonban a Lit ,t6rzshéz” erdsen kotott passziv elektronok hatassal vannak
a valenciaelektronokra és a pozitronokra, vagyis a ,torzset” nem tisztan csak tol-
tott nehéz részecskeként képzeljiik el, amely valamilyen effektiv ponttoltéssel hat
az aktiv elektronokra és pozitronokra. A Hamilton-operator - a kinetikusenergia-
operator és Coulomb-tagok mellett - tartalmazza a passziv elektronok hatasat is:
az aktiv részecskék Hartree Fock-modszerrel meghatarozott atlagtérben mozog-
nak, tovabba figyelembe vettiik az elektronok megkiilonboztethetetlenségét (kicse-
rélédési tag), és egy félempirikus polarizéaciés potencidltaggal tettiik pontosabba
modelliinket. Végiil pedig egy projekciés operatort tartalmazéd pszeudopotencié-
lon keresztiil koveteltiik meg azt, hogy az aktiv elektronokat leiré hullamfiiggvény
ortogondlis legyen a ,torzs” betoltott allapotaira.

Mindezek helyességérsl egy teljes, hétrészecskés ab initio szamolas gyGz6tt meg
[21, 23], amely nehéz volt, sok szamitogépidst igényelt, és még igy is messze allt a

hullamfiiggvényben vald konvergenciatol. Az ftSVM—mel végrett, 6t aktiv részecs-
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két magéba foglald, szamités, sokkal jobban konvergalt. Ezek az eredmények, egy
kordbban publikalt szamitas [23] tovabb fejlesztése ( a bézis dimenziojat noveltiik,

és az optimalizalast javitottuk).

2.7. tablazat. A [23] munka néhdny eredménye. A pozitiv toltési (x+ ) részecskével
a Lit és Nat ionokat jeldltem. E a rendszer energidjdt, ¢ a kotési energidt, rqp, =
(rab) az a és b részecskék kozotti dtlagos tavolsdgot jelenti. A T kivételével, amelyet

109s~1-ben, a mennyiségeket atomi egységben adtam meg.

Rendszer E € Tote— Totet Te—e— Tetet Tete— r
LitPsy —0.52915 0.01315 6.501 7.428 5.839 6.210 4.681 3.861
NatPs, —0.52174 0.00573 7.928 8.610 5.945 6.097 4.615 4.017

Az 4j, javitott szamitasok eredményeit az 2.6. tablazatban foglaltam Gssze, a
[23] munka eredményei pedig a 2.7. tablazatban lathato. A kotési energidban csak
2% ot nyertiink, mas varhato értékekben pedig a valtozas szinte elhanyagolhato.
A részecskék kozotti relativ tavolsagok teljes mértékben meger@sitenek benniinket
a rendszerre adott jeldlésiink (LiTPss) helyességérol, hiszen ezek koriilbeliil 5%—kal
térnek el a Psy alapéllapotaban szamolt értékekt6l.

A litiumatom nem az egyediili alkilifétm, amely képes bekdtni két pozitront
és egy elektront. Az Na™ ionrél is bebizonyosodott [23], hogy a Psy—vel stabil
Na™Ps, rendszert alkot, 0.0057 hartree koriili kitési energiaval. A kotési ener-
giaértéke ugyan elég nagy, hogy a stabilitast igazolja, a hullamfiiggvény mégsem
konvergélt be. Az 2.6. tabl4dzatban listdztam a szdmitési eredményeket. Annak el-
lenére, hogy a kotési energidban majdnem 10%—os a nyereség (0.0063 hartree), a
legtobb varhato érték mégis valtozatlan maradt (az eredményeimet a 2.7. tablazat-
ban osszefoglaltakkal hasonlitottam Ossze). A részecskék kozotti relativ tavolsag
2% os hataron beliil megegyezik a Pss re kapott értékekkel, igy a rendszer struk-
tardja ,torzshoz” k6t6ds Psy dipozitroniummal szemléltethetd.

A LitPsy (NatPsy) rendszer szerkezete (az alkalielemhez gyengén kotods Psy
dipozitronium), k6tétt mivolta mind az ab initio hétrészecskés (tizennégyrészecs-
kés) szamitas, mind az 6t aktiv részecskét hasznalé ftSVM szamitassal jo pontos-
saggal megadhato. Természetesen a konvergenciat javithatjuk a bazisméret nove-
lésével, de ez a szadmitasi id§ karara megy.

A 2.2.8. fejezet tanulsaga szerint az (eT,et e, e™, ") Ottest-rendszer estén
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akkor alakul ki a Psy — 2T tipusi rendszer, ha m, < m.. Igy talalhatunk olyan
(et,eT, e, e”, ") rendszert, amely energetikai és szerkezeti szempontbol hasonlit
a tanulmanyozott LiTPs, és NatPsy rendszerekhez. Ezen a7t tomege felfoghato,
mint a Lit /Nat torzsek effektiv tomege a Pso—vel alkotott kotott allapotukban.
A keresésben felhasznaljuk az (z+,e™) alrendszert is oly médon, hogy azt az effek-
tiv m, tomegértéket fogadjuk el, amely jol adja vissza az (z7,e”) nek megfelels
(Lit,e™) és (Nat,e™) kotési energiajat. A szamitési eredményeimet a 2.5. tabl4-
zatban adom meg. A legjobb kozelitést az m+ = 0.7m.—nél kaptuk. Az analogia
ellendrzése érdekében kiszamitottuk a (0.7m.+,e”) alrendszer kitési energiajat, s
erre 0.20588 hartree koriili érték adodott, amely egészen jol adja vissza a (LitT,e™)
(0.198 hartree) és a (Na™,e™) (0.188 hartree) alrendszerek kotési energiajat.

Tovabb erdsitettek benniinket a [41]-ben kozoltek, ahol kiindulva az egyszertibb
(zT,e”,eT) rendszerbdl, meghataroztak az I és IB csoportbeli atomok és a pozit-
ron egyiittesének a kotési energidjat, felhasznalva az (z7,e™) alrendszerek kotési
energiajat, és jo egyezést kaptak a valédi fizikai rendszerekre szamitott értékekkel.

Osszefoglalva az eddigieket kijelenthetd, hogy az (zT,e,e™,e”,e”) rendszer
struktardja m, = 0.7m. tomegérték mellett, hatarozott hasonlésidgot mutat a
Na*Psy és LiTPs, rendszerekével, a kdtési energidja és annihilaciés hozama kozel
all a LitPso—¢her, és a részecskék kozotti tavolsag 5%—os hataron beliil megegyezik
a fent emlitett két rendszerre szamolt értékekkel.

Az 2.2.8. fejezetben ramutattunk arra, hogy az (et,e',e”,e”,mg +) rend-
szer elég széles (m,/m) tOmegarany-tartomanyban stabil, azonban az m, =
0.56m,, alatti tomegérték esetén, a Pss + 2t csatornaba elbomlik. Ilyen témegér-
tékre az (z7,e”) alrendszer kotési energidja 0.1795 hartree. Tovabba, amennyi-
ben az m,+ értéke nG, a Psy klaszter egyre inkdbb torzulni latszik. Mar az
(1.0me+,eT,eT,e”,e7) rendszer esetén az annihilaciés hozam 25% kal kisebb a
Pso re kapott értéknél. Az elektron-elektron atlagtavolsig (r.-.-) értéke csokken,
és az elektronok nemcsak egymashoz kozelednek hanem az zT—hoz is, viszont a
pozitron-pozitron (r.+.+) és pozitron-elektron (r.+.-) atlagértékek az m,+ nove-
kedésével egyre nagyobba valnak. Az mg+ = oo hatareset felé tartva, az (z,Psy)
rendszer drasztikus atalakuldson megy keresztiil, és végiil a PsH., koriil kering6
pozitronnéa valik.

Mivel a (K, Rb, Cs) nehezebb alkali elemek kotési energidja kisebb az (z+,e™)

alrendszerre az m, = 0.56m. tomegérték mellett kapott kritikus kotésienergia-
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értékneél (0.1795 hartree), ezen alkéli elemeknek a Psy dipozitroniummal valo ko-

tésére nem tudunk joslatokat tenni.

2.2.11. Egyéb kiilonleges rendszerek

Az eddigiekben csak egységnyi toltésti részecskéket tanulmanyoztunk. A tanul-
many kibgvithetd tobbszorosen toltétt nehéz centrumok (atomok, molekulak) ese-
tére is. Tlyen coulomb-i dttest-rendszerekre példa a LiHT litium-hidrogén kation,
valamint a pozitronos e*Li litium (lasd [22]). A rendszer mindkét szélsGséges t6-
megeértékre (me+ és m,,) kotott. Minden egyes eddig tanulméanyozott rendszer ener-
gidja az alkoté elemek témegaradnyanak monoton fiiggvénye, igy egy kézbenss t6-
megi nehéz centrum esetén is kotott rendszert kapnank. Ezért valészintsithetd,

hogy a ptLi rendszer stabil.



3. fejezet

Rezonanciaproblémak

A dolgozatom els felében, az 1.1. fejezet 1.1. dbrajan szemléltettek értelmében,
az S-matrixnak a pozitiv képzetes k-tengelyen elhelyezkedd polusaival (kotott al-
lapotokkal) foglalkoztam.

A diszkrét energiaspektrum tanulméanyozasabol nem hagyhatok ki a 1.1. ab-
ran szemléltetett polusok koziil, a negativ k-tengelyen (virtualis vagy antikotott
allapotok), valamint a k-sik 3. (felépiils rezonancidk), és 4. negyedében (bomlo
rezonancidk) elhelyezkedd pélusok sem.

Potencialtérben mozgo részecske esetén a Schriodinger-egyenlet — megfelelGen
megvalasztott hatarfeltételek mellett — numerikusan egzakt médon megoldhato,
megadva ezaltal a részecske rezonanciahelyeit és szélességeit. A hullamfiiggvény
norméajinak kiszdmitasa nem trivilis, azonban a probléma megoldasahoz sziiksé-
ges matematikai apparatus ismert [50, 51].

Harom testbdl allo rendszerek esetén a Schrédinger-egyenletet direkt modon
nem tudjuk megoldani, ezért valamilyen kozelits eljarast kell alkalmazni. Az iro-
dalomban a rezonanciaéllapotok lokalizalasara vonatkozé szamitasokat legtobbszor
valamilyen kotott allapoti modszer dltalanositasaval végezték el. Ezek koziil meg-
emlithet§ a csatolt-csatornas szamitasokon alapuld szoros csatoldsos mddszer [4].
E moédszer szerint a teljes hullamfiiggvény szorzatfiiggvények linearis kombina-
civjaként adhaté meg, amelyekben a kéttest-alrendszernek ismert kotott allapoti
fliggvényei szerepelnek, és a 3. testnek és a masik ketts tomegkozéppontjanak rela-

tiv mozgasi fliggvényei az ismeretlen fliggvények. Ezekre csatolt egyenletrendszert
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kapunk, amely altaldban numerikusan megoldhaté.

A rezonanciahelyek meghatarozisaban jelentss sikereket értek el, az tin. valds
stabilizdcids eljdrdssal [55]. Ennek lényege abban all, hogy a variaciés modszerrel
meghatarozott sajatértékek mint valamely paraméter (altalaban a variacios bazis-
dimenzi6ja) fiiggvényei torlédnak a rezonancidk kérnyékén. A modszer hatranya

abban &ll, hogy vele kissé nehézkes becslést adni a rezonancia szélességére.

A szdmitasokban leggyakrabban hasznalt eljaras a koordindtak komplex sik-
ban val6 elforgatasan alapszik [54]. A modszer alapjaul az A BC-tétel szolgal [53],
amely szerint az elforgatas soran — amennyiben az elforgatéas szoge elég nagy —
a kontinuumba bedgyazddott rezonancidk a kontinuum &llapotokkal ellentétben
nem mozdulnak el. Természetesen ennek az egyszerii eljardsnak is vannak jol is-
mert hatranyai, hiszen a szdmitasok csak matematikailag kedvez6 tulajdonsagi
kélestnhatésok esetén végezhetdek el. Coulomb-kolesdnhatés esetén ez az egyetlen
eljaras, amely haromnal t6bb részecskébdl allo rendszerek rezonanciadllaptainak

lokalizalasara alkalmaztak.

A rezonanciaallapotokra vonatkozoan a dolgozatomban részletesen két el-
jarast fogok bemutatni. Az egyik azon az elven alapszik, hogy a Hamilton-
operitor potencidlisenergia-tagjanak valtoztatisaval a rezonanciadllapotok behtiz-
hatok a kotott allapoti tartoméanyba. A masik eljaras, az an. Fagyejev—Merkurjev-
egyenletek megoldasan alapszik, és alkalmazhatosagat a Coulomb-kdlcs6nhato

haromtest-rendszerek esetén mutatom be.

3.1. A csatolasi Allandébeli analitikus folytatas
(ACCC)

Tekintsiik az m témegt, [ impulzusmomentumu pontszerd részecske mozgasat, egy
tetsz6leges V (r) potencialban. Tételezziik fel, hogy a tanulméanyozni kivant folya-
matok leirhatok az id6tél fiiggetlen kvantummechanikai formalizmus segitségével.
Tovabba a potencial legyen olyan, hogy egy V,,(r) (< 0, minden r—re) vonzo és egy
Vi(r) (> 0, minden r — re) taszit6 tagot tartalmazzon, azaz V (r) = V,,(r) + Vi(r).
A részecske allapotat a (1.4)-gyel értelmezett Schrodinger-egyenlet irja le, amelyet
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a kovetkezs alakra hozhatunk:

)
dr?

F 2ROV ) + )| B = ) k) . (3

ahol felhasznaltuk, hogy F = %}’f, és A az un. csatolasi allandé, amelynek esetiink-
ben az a szerepe, hogy rajta keresztiil valtoztatjuk a pontencial mélységét. A kotott
allapot energidja a A paraméter monoton csdkkend fiiggvénye. Ez konnyen bebizo-
nyithato, ha kiindulunk a differencialis Hellmann Feynman-tételbdl [10] és felhasz-
néljuk a vonzé potencidl tagra elirt feltételt. Jeldljiik A\g-val az eldgazasi ponthoz
tartoz6 csatolasi allandé értéket. A 3.1.a dbran a V(r) = )\Vble*“”’2 + Voge’a”2
alaku, egy vonzo és egy taszito Gauss-fliggvénybdl felépitett kolcsonhatési po-
tencidlt dbrizoltam a tavolsag fliggvényében, kiilonbozé A értékekre. A 3.1.b &b-
ran pedig az egyedi potencidlokban mozgo részecske alapallapoti (legmélyebben
fekv$) energiajat dbrazoltam a A\ paraméter fliggvényében. A 3.1.b 4bran abra-
zolt E = E()\) fuggvény grafikus képe szemléletesen mutatja, hogy ez a fliggvény
derivalhaté, azaz analitikus A > A\ tartoményban.

A [56] hivatkozas 5.1. fejezete és az ott hivatkozott munkak, valamint a [57] és

[58] szerint, a k hulldimszam a A — )\ hataresetben a kovetkezSképpen viselkedik:

k(M) ~ VA = Xo. (3.2)

A (3.2)-es egyenletnek van egy fontos kovetkezménye nevezetesen az, hogy a k()
fiiggvénynek van egy torési/elagazasi pontja, amely [ # 0 esetén ix; = ki(Ao) = 0-
nal, mig az [ = 0 esetben egy véges ix, = ko(\o) # 0 értéknél kivetkezik be.
Az [ # 0 esetén, ellentétben az | = 0-val, ez a pont egybeesik a rugalmas szorasi
kiisz6bbel.

A modszeriink alapjiaul a komplex fiiggvénytan analitikus folytatasira vonat-
kozo tételek szolgalnak, amelyeket roviden ugy lehetne Osszefoglalni, hogy egy
komplex valtozos differencialhaté fiiggvény, analitikusan folytathatd az értelme-
zési tartomanyan kiviili tartomanyokba is.

Egy masik nagyon fontos eleme a modszeriinknek abban all, hogy valamely ()
paramétertdl fiiggd Hamilton-operatorral megadott Schrodinger-egyenlet sajatér-
tékei, sajatfiiggvényei is fiiggvényei lesznek a A nak. Ha valtoztatjuk a A paraméter
értékeét, akkor az S-méatrix polusai a k-térben egy jol meghatarozott trajektoria

mentén mozdulnak el [3, 56].
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3.1. dbra. Az a dbrdn a V(r) = )\Vme"“r2 + nge’aﬂg potencidlt dbrdzoltam az r
fiigguényében, kilénbézé \ csatoldsi dllandd értékekre. A b dabrdn ldthatd pontok, a

kiilonbézd csatoldsidllandd-értékekre kapott alapdllapoti energidt adjik meg.

Ezek szerint, csokkentve a potencidl mélységét (a A paraméteren keresztiil),
vagyis A — Ao, a kotott allapotnak megfelel6 polus elindul a pozitiv képzetes
k-tengelyen lefelé az elagazasi pont iranyaba. Elérve az elagazasi pontot, a tra-
jektoria két agra szakad, lasd a 3.2. abra fels6 részét. A szorasi elmélet szerint
[3], minden k6tott allapoti polusnak van egy a negativ képzetes k tengelyen el-
helyezkedd k, = —ixs, xo > 0 polusparja (antikotott, virtualis allapot), amely
a potencidlmélység csokkenésének hatésara elindul a negativ képrzetes k-tengely
mentén felfelé, az eldgazasi pont irdnyaba. A két polus a Ag-nél, a k(Ag) hullam-
szam értéknél talalkozik egymassal, és amenyiben tovabb csckkentjiik A\ értékét, a
képretes tengelyre meréleges trajektéria mentén hagyjak el a képzetes k—tengelyt,
dtmenve a k-sik 3. (k(z) 4g, ahol z = /X = X¢), illetve 4. negyedébe (k(—z) 4g).
Ha a részecske nem nulla impulzusmomentumi, akkor a centrifugélis potencial-
gatnak koszonhetGen a elagazasi pont egybeesik az origéval, és az d&tmenet a rezo-
nancia tartoméanyba egy sima trajektoria mentén torténik, amelyet 3.2. dbra also

részén lathatunk (0P-vel jelzett folytonos vonal). Az [ = 0 esetben, a kotott al-
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ImB

3.2. dbra. A felsé dbra egqy a sugari négyszogletd potencidlgodorben mozgo s- és
p-hulldmi polusok trajektoridja a B = ka sikban, kilénbézd )\ értékek mellett. A

22

szaggatott vonal az Im 3 = £Re [ ,vdlaszté” vonalat adja meqg. Az alsé dbra az s-

és p-hullimok esetén az energia valds részét adja meg a \ fiigguényében [57].

lapoti pdlus elérve a k = 0 kiiszobot, tovabb halad a képzetes tengelyen, majd
valamely kg = —ixo, Xxo > 0 értéknél talalkozik az antik6tott allapoti polussal, és
a tengelyre merélegesen hagyjak el a képzetes k-tengelyt belépve a komplex k-sik
rezonancidkra jellemzd tartomanyaba. Ez azt jelenti, hogy az Er = % energia-
fliggvény mar nem monoton fiiggvény, hanem a kiisz6b elérése utan visszafordul,
majd egy toréspont érintésével, valamely Ej energiaértéknél megy at a rezonan-
ciatartoményba. Mindezekbdl az kovetkezik, hogy | = 0 esetben nem triviélis az
elagazési pont helyének meghatérozéasa, lasd 3.2. dbra also részét (1S5-sel jelolt

szaggatott vonal).

Kihasznalva a k(z) és k(—z) fiiggvények analitikus tulajdonsigait, a A > Ag
kotott allapoti tartomanybdl kiindulva, analitikus folytatassal meghatarozhatjuk
a fliggvényértékeket a A < Ao nem kotott tartomanyban is. Az analitikus folytatas

legegyszertibben a Padé-kdzelités segitségével valdsithaté meg. Kiindulva a kétott



3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLEMAK

allapoti tartomanyban meghatarozott k;(\) értékekbdl:

Py () .Co+61x+c2x2+..._|_chN
() ~ kM () = _ . 3.3
1(z) 1 (2) Qu(x) ll+d1w+d2x2+...+deM (3.3)

A konvergenciatétel értelmében [56], N, M — oco-ben a kl[N’M] (x) konvergéalni fog a

helyes k; () értékhez, az Gsszes olyan x értékre, amelyre a k(z) fliggvény analitikus.
A rezonanciaallapotot jellemzd energiaérték és szélesség mellett kivancsiak va-

gyunk az allapot hullamfiiggvényére és a mérhetd fizikai mennyiségekre is. Ehhez

a hullamfiiggvényt kell analitikusan folytatni. Igy, a hullamfiiggvény alakjara a

Padé-kozelitésben a kovetkezst kapjuk:

_ Pn(k,7) ao(r) + a1 (r)k + az(r)k?® + - + an(r)kV

= Q) - 10k + b ok B

GINMI ()

Az eljaras, a hullamszam esetével analog médon torténik, a kotott allapoti hullam-
fiiggvényekbdl indulunk ki. Mivel a kotott, allapoti tartoményban a k imaginarius,
a paros hatvanyok egyiitthatéi valdsak, a paratlanoké tisztan képzetesek, hiszen
csak igy kapunk a kotott allapoti hullamfiiggvényre valds fiiggvényt.

Végezetiil, valamely mérhetd fizikai mennyiség a kovetkezGképpen extrapolél-

hato:
aop + a1z + agx® + -+ anazV
L+ bz +byx? 4 - - 4 bypaM

ahol a kotott allapoti matrixelemekbd! kiszamitott polinom egyilitthatoi valos

MM () = : (3.5)

mennyiségek.

A fenti sorfejtésekben az egyiitthatokat a kotott allapoti szamitasok soroza-
taval hatarozzuk meg. A X léptetésével a fliggvényeket sok A(> Ag) értékre ki
lehet szamitani a kotott allapoti probléma ismételt megoldasaval, és a megoldas-
sorozatbol a Padé-egyiitthatok meghatarozhatok. Erre majd a 3.2.1. alfejezetben

részletesebben ki fogok térni.

3.2. Egy modellprobléma

Ebben a fejezetben egy modellprobléman keresztiil mutatom be az el6zGekben fel-
vazolt modszert. Megvizsgalom, hogy a lehetséges Padé-kozelitések koziil melyik a
legalkalmasabb, illetve a hullamfiiggvény analitikus folytatasdhoz egy 1j lehetGsé-

get mutatok be.



3.2. A PADE-PARAMETEREK MEGHATAROZASA

Tekintsiik az m = 1 a.u. tomegi részecske mozgasat a
V(1) = AWVair (1) + Voep(r) = —AVore 0107 4 10047 | (3.6)

vonzo és taszitd Gauss-tagokat tartalmazod potencialban.

3.2.1. A Padé-ko6zelités paramétereinek meghatarozasa

A (3.3) egyenletben szereplé Py (x) és Qs () polinomok egyiitthatoit a kotott al-
lapoti tartoményban meghatéarozott k;(z)-ek segitségével hatarozzuk meg. Ezaltal
az egyiitthatok mindig valésak. A rezonanciaallapotra jellemz6 képzetes energiaér-
téket az £ = /A — Ao, ahol A — \g < 0, szolgaltatja. Tételezziik fel, hogy megha-
taroztuk a részecske energiajat p darab, kiilonb6zd A;, ¢ = 1,. .., p kotott allapoti
(A > Xo), csatolési allando esetén. A polinom-egyiitthatok meghatarozéasara tobb
lehetGség is rendelkezésiinkre all.

Elssként a legkisebb négyetes eltérésen alapulé modszert emliteném meg (Min).

Ebben az esetben a kovetkezs kifejezés minimumét kell megkeresniink:

I= 23" Quilals(a) — Px ()l
=1

A minimalizalas egy N + M + 1 darab egyenlethdl 4ll6 egyenletrendszerhez vezet:
N M 2 2

Zi:ocifim_zjﬂdjf;m): éwz, m:l,?,...,M
, (3.7)

Siocizn — gt dify =fu;  1=01,...,N

ahol

Jii =Y aikalwa)s £ =D @bk (xa), zg =Y @b, (38)

a=1 a=1 a=1

amelyet valamely numerikus eljarassal (NAG [91], Numerical Recipes [92] nume-
rikus algoritmustarakban megtalalhat6 rutinnal) egyszertien megoldhatunk, meg-
kapva ezéltal a Py, Qs polinomok egyiitthatoit.

A masodik eljaras szerint az Qn(x)k;(z) — Pn(z) kifejezés els6 N + M + 1

momentumét egyenléveé tessziik nullaval (Mom)

p
> 2k [Qu(x)k;(N;) = Pu(z;)] =0, 1=0,...,N+ M,
j=1
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ami a kovetkezs egyenletrendszerhez vezet:
N M
Zcizil_zdjfjl:fm l=0,1,.... N+ M, (39)
i=0 j=1

ahol a z;;, f;; mennyiségeket a (3.8) egyenlettel értelmeztiik. Ebben az esetben is
megoldva az egyenletrendszert megkapjuk az ismeretlen polinomegyiitthatokat.

A klasszikus Padé-kozelitések koziil a legjobb eljarasnak az bizonyult, amely
szerint a Qpr(z)ki(x) — Pn(z) kifejezést az els6 N + M + 1 pontban egyenlGvé
tessziik nullaval (Fiz). Vagyis

QM(xl)kl()\l)—PN(fEl):O, i=1,.... N+ M+1.

Ez a kovetkez6 egyenletrendszerhez vezet:

M N
14> dial | ki(wi) =D cand =0, i=1,... N+ M+1. (3.10)
j=1 a=0

Végeretiil emlitést kell tennem egy iterativ eljarasrol is, amellyel a szamitasaim
nagy részét végeztem. A Padé-kozelités és a lanctortek kozotti szoros kapcesolatbol
adodoan [59], a (3.3) egyenlet helyett a kovetkezd alakot hasznéalhatjuk (Cf):

kf (z) = kl((xl) T (3.11)
) ai(z — x1
g

ahol a K-ad rendd lanctort utolso (legalso) tagja: 1+ ax (v — zx). A (3.11)-ben
szerepld a; egylitthatok pedig

1 ai—1(Tit1 — Tiz1)
a; = 1"' )
(@i = Ti+1) ai—2(Tiy1 — Ti—2)
1+...

alakiak, ahol a véges tagu lanctort utolso (legalso) eleme: aj(x;41 — xl)/<1 -

[kaea) R rar)] ) €5 an = (ko) /Rae2)] = 1} /(w2 — 1) -
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A kotott allapoti {(kl(xi),xi), i = 1,...,K} értékpar sorozat ismeretében,
kiindulva az elsg értékekbdl a lanctort a;, @ = 1,. .., K egyiitthatoi, iterativ médon
hatarozhatok meg.

Miutédn meghataroztuk a Py, Qs polinomok egyiitthatéit, a rezonancia loka-
lizacidhoz csak az elagazasi pontot jellemzs Ao és ki(Ag) = ixo meghatarozasa
marad héatra.

Az [ # 0 esetben, mint emlitettem, a centrifugalis gat hatasara a k(x) figg-
vény, monoton fliggvényként megy at a rezonancidkat jellemz§ tartoményba, és
az elagazési pont megegyezik a kiiszobbel, vagyis k;(Ao) = 0. A )¢ meghataro-
zadsdhoz nem kell egyebet tenni, mint a \; = A(k;) inverzfiiggvényt extrapoldlni
a ki(Ag) = 0 pontba. Ezéltal meghataroztuk Ao értékét, és az elagazasi pontot
egyértelmtien behataroltuk.

Az | = 0 esetben a A9 meghatarozasahoz a ko(\) trajektoria vizsgalata sziik-
séges. Els6re a ko(A) = 0-bol egy durva kozelitést kapunk a Ao értékére. Tudjuk,
hogy a trajektoridk a tengelyre merélegesen lépnek be a rezonanciatartoméanyba,
igy a megbecsiilt \g értékét valtoztatva azt fogadjuk el helyes értéknek, amelyikre

A )y meghatéarozasaval, a rezonancia lokalizacidja egy behelyettesitésre redu-

teljesiil a m

kalodik. A X < Ag esetre a (3.3) egyenlet megadja a keresett rezonancia komplex

hullamszamét:

k=kNM(2) =k —iky , (3.12)

ahol + = +/A— Xg. A rezonanciadllapotok energidjanak meghatirozasahoz a
(3.3) egyenletben szerepld paraméterek meghatirozasara van sziikség. A (3.7),
(3.9), (3.10), vagy (3.11) egyenletrendszerek megolddsédhoz p szamu kotott allapoti
k(z;),m; = v/ Ai — Ao értékekre van sziikségiink, amelyeket a 1.2.3. fejezetben be-
mutatott variadcidés modszer segitségével hataroztam meg. Annak érdekében, hogy
eldontsem, melyik Padé-kozelités a legjobb, a (3.6) egyenlettel értelemezett poten-
cidlban mozgo egységnyi tomegt, toltéssel nem rendelkezd, [ = 0 impulzusmomen-
tumu részecske esetén egy, pl. a A = 0.4 csatolasi allandéhoz tartézo6 rezonanciadlla-
pot hullimszamat hataroztam meg, az el6zGekben felsorolt modszerek segitségével.
A hullamszamra kapott eredményeket a 3.1. tablazatban foglaltam 6ssze. A szadmi-
tasi eredményeimet a Vertse Tamés és munkatarsai altal, a Schrédinger-egyenlet
numerikusan egzakt megoldasara (DNI) irt FORTRAN programja (GAMOW) [66]



3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLEMAK

szolgéltatta eredményekkel vetettem Gssze.

3.1. tablazat. Kiulénbozd eljardsokkal meghatdrozott paraméterek segitségével loka-

lizilt rezonancia (A = 0.4) hullimszimdnak Padé-kizelitései. A (5.6) kdlcsinha-

tdasban Vo1 = —8.0 a.u. és Voo = 2.0 a.u. értékeket haszndltam.
‘ Eljaras  kl5(a.u.) k&8l (a.u.) ‘
Fiz 0.613385-i2.465x 1073  0.613393-i2.448x 1073

Min 0.613610-i2.615x1073  0.61286-i2.828x 1073
Mom  0.613427-i2.571x1073  0.61368-i2.317x 1073
Cf 0.613348-i2.465x 1073

GAMOW 0.613347-i2.4660x 103

A szamitas soran p = 130 kotott allapoti {k(x;),z;} szampart hasznaltam fel, a
Fiz eljaras kivételével, amelyhez csak N 4+ M + 1 értékparra van sziikség. A vizs-
galat azt eredményezte, hogy a Padé-kozelités paramétereinek meghatarozasaban
a legpontatlanabbnak a Min eljaras bizonyult. A N + M + 1 = 11,17 kotott alla-
poti szdmpart felhasznélé Fiz j6 értéket ad. Sajnos a pontossag névelése érdekében
nem novelhettiik a paraméaterek szamat tetszélegesen, mivel rosszul kondicionélt
egyenletrendszerekhez jutottunk. Ez elkeriilhets, ha a lanctortes Padé-kozelitést
(Cf) hasznaljuk.

3.2.2. A rezonanciaallapotok energiaja és fizikai

mennyiségek

A po6lus hullaimszam értékének ismeretében a rezonanciadllapot energidjat a ko-
vetkezSképpen kapjuk meg:
k2 R
E = Ep—i0/2= 5 = = | (k} = k) = 2ikaka)
" / 2m 2m ( ! 2) e

ahol a rezonanciaallapot hullamszama, k= k1 — iko.

A (3.6) potencidlos modellprobléma esetén, megvizsgaltam azt is, hogy milyen
széles \ tartomanyban kapunk jé egyezést a numerikusan egzakt szdmitasokkal.
A szamitasokat [ = 0, 2 impulzusmomentumokra végeztem el. A )\ valtoztatasaval

kapott polus palydkat a 3.3. 4bran szemléltetem.
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05- Vo025 %;72.0;

0,5
E; (au)

3.3. 4bra. A —/\8.06_0'16T2+V02€_0'04T2 potencidlban mozgd | impulzusmomentumai
egységnyi tomegi részecskére kapott trajektoridk, kilonbozd | és Vo értékek esetén,
a komplex energiasikon. A gorbéken feltiintetett szimbolumok a kotott dllapotokat

és rezonanciadllapotokat jelolik.

A trajektoridkat az x = —\/ A — A\g 4g extrapolaciojat szemléltetik. A szamitasok
elvégzéséhez oly fontos elagazasi ponthoz tartozo \g értékeket a 3.2. tdblazatban

adom meg.

3.2. tablazat. A (3.6) potencidl esetén az eldgazdsi pontra jellemzdé Ny csatoldsi

dllandd és E(X\o) energiaérték.

Ve I o E(\o) (au.) |
20 0 047672 —1.4829x10~*
20 2 1.04 —3.8971x10~8
0.25 0 0.135204 —2.6968x1073
0.25 2 0.61273  —6.5309x10~7

A magasabb potencialgat (Voo = 2.0) esetén kapott gorbék kozel azonosak. Ez
esetben a potencidlgat olyan magas, hogy a centrifugalis gat jaruléka szinte elha-

nyagolhaté. A belss tartoméanyban az [(I +1)/r? természetesen erés, ennek hatasa
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azonban a pontoknak a gérbe menti eltoldsaban meriil ki. Alacsony potencidlgat
esetén sokkal nagyobb szerepe van a centrifugalis potencialgatnak. Sokkal nagyobb
eltérés van a két trajektoria kozott és a sorrendjiik is megvaltozott. A kolcsonha-
tasi potencial azonos ugyan a négy esetben, de a A tartomany minden [-re més és
mas.

A hulldmszam analitikus folytatisara a 3.1. fejezetben adott eljaras kibdvi-
tehet6 mind a hullamfiiggvényre, mind a fizikai mennyiségekre. A rezonanciadl-
lapotnak energiaja mellett egyéb jellemzGire is kivancsiak vagyunk. Az allapotot
jellemzd hullamfiiggvénnyel részletesebben a kovetkezd alfejezetben foglalkozom.
A tovéabbiakban a rendszerre jellemz§ (mérhetd) fizikai mennyiségek meghataro-
z4sarol teszek emlitést. Egy operator matrixelemét rezonanciadllapot esetén a ko-
vetkezd Osszefliggeéssel adhatjuk meg (v6. (3.5)):

a0+a1x+a2x2+---+aNxN

Mij() = 1+bix+box2 4+ -+ byaM

ahol az x = —/\ — Xo.

A matrixelemek kiszamitdsakor hasonloképpen jarunk el, mint az energia meg-

(3.13)

hatarozasakor, vagyis a kotott allapoti tartomanyban néhany A; értékre meghatéa-
rozzuk az 1.2.4. alfejezetben leirtak szerint a kotott allapoti matrixelemeket, majd
ezekbdl kiszamitjuk a Padé-kozelités paramétereit. A rezonanciaallapot méatrix-
eleme igy egyszeri behelyettesitéssel nyerhetd.

A kotott allapoti szamitasokra hasznalt Gauss-bazisos (mértani haladvannyal
definidltuk a bazisfliggvények nemlinearis paramétereit) modszer nagymértékben
megkonnyiti a dolgunkat, hiszen a legtobb matrixelem analitikusan meghataroz-
haté.

A rezonanciaallapotok hullamfiiggvényeként hasznalt Gamow-fiiggvények nem
elemei L2-nek, a szokasos médon nem norméalhatok, vagyis nem létezik a kovetkezs
integral: [;*|ul?(r)dr. A fiiggvénytér kiterjesztése a bels6 szorzat éltalanositasa
révén és a megfelels regularizicioval lehetséges. E kiterjesztés a normara nézve pl.
a lim._.o fooouz(r)e’”2 dr definici6t adja. A konvergenciafaktor és a hataratmenet
beiktat4sat Zel'dovich-féle regularizacios eljarasnak nevezziik [51, 52, 56]. Igy a
fenti integral méar létezik és u(r) analitikus folytatasa segitségével egyszertibben is
kiszamithato [51]:

oo

lim u2(r)e*"2drzlim u2(r)e*"2dr:/u2(r)dr, (3.14)
e—0 /g e—0 /o c
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ahol a C integralasi titvonal a 3.4. abran lathato.

Imr

20

Rinax Rer

3.4. abra. Az integrdldsi itvonal a hullimfiigguény normdjinak és a mdtrizelemek
kiszdmitdsdhoz. Ruya. 19 az integrdldst numerikusan végeztik el, majd e folétt a
koordindtdk 6 széggel vald elforgatdsdval tessziik a hulldimfiigguényt négyzetesen

integrdlhatovd, igy numerikusan integralhatovd vdilnak.

Ha 6 > | arg k|, akkor az integrandus exponencialisan csékken és ezaltal az integ-
ral kiszamithat6. Egy nem szingularis O(r) operator r-t6l fliggd méatrixeleme is

hasonléan hatarozhat6 meg;:

liII(l) ul(r)OuQ(r)e_“2dr:/ulOqur. (3.15)
c~“Jo c

Rezonanciaéllapotok esetén a varhaté értékek is komplexek, az imaginérius részt
akarcsak a I'-t, a rezonancia mint diszkrét allapot értelmezési pontossiaginak mér-
tékeként kell értelmezni. A numerikus kiintegralas esetén egy véges R, értékig
a (3.15) integralt numerikusan szamitjuk ki, majd r > Ry, aszimptotikus tar-
tomanyban a koordinata 260 szdggel valé komplex elforgatas hatasadra a hullam-
fliggvény négyzetesen integralhatova vilik, igy ebben a tartomanyban is az integ-
ralértékek numerikusan meghatarozhatok. Itt jegyzem meg, hogy az analitikusan
folytatott matrixelemekre az elébbi eljarast nem kell alkalmazni, hiszen az anali-
tikus folytatés soran a hullamfiiggvény aszimptotikus tartomanyénak a jarulékét
a kapott matrixelemek mar tartalmazzak. A norméra, mint az egység operator

matrixelemére is érvényes az el6z6 megjegyzés.
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A szamitasi eredményeimet a 3.3. tablazatban adom meg. A kiiszob kozelében
(a csatolasi dlland6 az eldgazési pontban \g = 0.47672) 5 — 6 értékes szamjegynyi
egyezést kapunk a numerikusan egzakt (DNT) modszer eredményeivel. A X\ érté-
két csokkentve, a rezonanciaallapotnak megfelelg polus egyre inkabb tavolodik a
kéttest-kiiszobtdl. A szamitasi eredményeink az elvardsoknak megfelelen alakul-
nak, nevezetesen a kiiszob kozelében az egyezés nagyon jo, és a szélesnek szamito
A = 0.15 csatolasi dllandonal kapott rezonancia energiaérték esetén is az egyezés

2 — 3 értékes szamjegynyi.

3.3. tablazat. A —X8.0e=016"* 4 2.0¢=0-94 (4 u.) potencidlban mozgé | = 0 im-
pulzusmomentumii eqységnyi tomegid részecske rezonanciadllapotainak helye, szé-
lessége, négyzetes kézéptdvolsdga, kozéptdvolsiga, a.u.-ban kifejezve. Az eredmé-

nyeimet az numerikusan egzakt (DNI) szamitdsokkal hasonlitom dssze.

\ ACCC/) 04 0.35 0.3 0.25 0.2 0.15
Er 0.37618 0.59835 0.8024 0.9926 1.1729 1.347
r/2 3.0244-107? 1.4217-1072 4.198-1072 9.22:1072  0.1690 0.2776
(r?) 4.44172 4.94979 5.03326 4.70099 4.01388 3.17748
+i0.58263  +i1.46927 +i2.57744 +i3.66989 +i4.57424 +i5.23907
(r) 1.895784  2.04357+  2.130564  2.14843+  2.11643+  2.03642+

0.084048  40.23432  i0.44506  40.67007  i0.89158  41.11624
((r*)Y2 211205+  2.24867+ 2.311714+  2.30920+  2.247164+  2.15694+
i0.13793  40.3267 i0.55747  40.79462  i1.01778  41.21446

\ DNI/\ 0.4 0.35 0.3 0.25 0.2 0.15
Er 0.37618 0.59836 0.80240 0.99248 1.1734 1.3492
r/2 3.0250-1072 1.4214-1072 4.1936-1072 9.2446-1072 0.16970 0.27734
(r?) 44418+  4.950+ 5.03184+  4.6965+  4.0305+  3.3888+

i0.58283  i1.4684 i2.5815 i3.6615 i4.5486 i5.5117
(r) 1.8958+  2.0434+  2.13114+  2.1496+  2.1116+  2.0389+

i0.084055  0.23431  0.44452  40.67201  40.89324  i1.1183
((FPN)Y? 2112064+  2.2559+  2.31161+ 23077+  2.2481+  2.2202+
i0.13797  0.3732 i0.55837  0.79329  41.0116 i1.2412

Az egyezés nemcsak a rezonanciak helye és szélessége esetén jo, hanem a szamitott

matrixelemek esetén is.
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A 3.5. dbran a —)\8.0e 0167 —|—V02;e*0'04T2 potencidlban mozgé I = 0 impulzus-
momentumt egységnyi tdmegt részecskére kapott (r?) négyzetes kozéptéavolsagot
abrazoltam a csatolasi allando fiiggvényében. A folytonos vonal a kotott allapoti
tartomanyban, a pontozott vonal pedig a rezonanciatartomanyban szamitott at-
lagértékeket adja meg. A rezonanciatartomanyra jellemzé fiiggés csak az (r?) valds
részét tartalmazza. Az abrabol latszik, hogy a kiiszob (A\g az elagazési pont csato-
lasi allandoja) kozelében a kotott dllapotra kapott atlagérték hirtelen névekszik,
ami teljesen természetes hiszen a kiiszob kézelében a hullamfiiggvény egyre inkabb

szétteriil. A rezonanciatartomany és a kotott allapoti tartoméany kozott a fiige-

30 -
2 20 . o .
S rezonanciaallapotok kotott allapotok
LA |

A
N,
= 101 ,
\%
of- ,
L )\0 ‘ 4
0,45 0,5
A

3.5. 4bra. A —)\8.06*0'1“2+V026’0'04”2 potencidlban mozgo I = 0 impulzusmomen-
tumii egységnyi témegii részecskére kapott (r?) négyzetes kizéptdvolsdg a \ csatoldsi
dllando fiigguényében. A folytonos vonal a kétott dllapoti tartomdnyra, mig a pon-
tozott vonal a rezonancia tartomdnyra kapott értékeket adja meg. g az eldgazdsi

pont csatoldsi dllanddja.

vénynek egy szakadési pontja van, a fiiggvény nem folytonos ebben a pontban, a
jobb és baloldali derivaltjai +oo, illetve —oo. Az S-matrix polusa a kotott allapoti
tartomanybol a virtualisallapotok érintésével megy at a bomld rezonancidk tar-

toméanyaba. A virtualisallapotok hullamfiiggvénye exponencialisan névekvé fiigg-
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vény, és a Berggrenn-reprezenticiéban értelmezett skalarszorzatot figyelembe véve
((3.15) egyenlet) kapunk az (r?) atlagértékre —oo-t. A szakadasi pontot kivéve, a
ket (kotott allapoti, valamint rezonanciaéllapoti) gorbe egymaés folytatasait képe-
zik. A rezonanciaallapotokra kapott atlagérték valos része sekélyen valtozo viselke-
dést mutat, a potencidlgatnak koszonhetGen pedig van egy maximuma. Koriilbeliil
kétszer nagyobb az értéke a kiiszobtdl tavolesd kotott allapotra kapott értékektdl.
Vagyis rezonanciadllapotban nagyobb a rendszer mérete.

A kotott allapoti tartomanyban a négyzetes kozéptavolsiag és a kozéptavol-
sag értékekre teljesiil az igynevezett Schwartz-egyenlGtlenség, vagyis (r?) > <r>2.
Megvizsgalva a 3.3. tablazatban kozolt analitikusan folytatott matrixelemek érté-
keket, azt lathatjuk, hogy a Schwartz-egyenlGtlenség nemcsak a kotott allapotok
esetén teljesiil, hanem a rezonanciaallapotokra kapott értékek valos részére is. Igy
elmondhatjuk, hogy az analitikus folytatassal nem csak a radialis Schrédinger-
egyenlet, mint sajatérték-egyenlet, sajatértékeit, a mérhets fizikai mennyiségeket,
és mint késgbb latni fogjuk a sajatfiiggvényeit tudjuk helyesen folytatni a megfelels
Riemann-feliiletre, hanem a virhaté értékekre jellemé altaldnos egyenlGtlenségek

is megfelelGen mennek at.

3.2.3. A hullamfiiggvény

A bomlé rezonanciaédllapotok tulajdonsigairdl az energia-sajatérték mellett a sa-
jatfiiggvények ismerete is sokat elarul. Az 1.1. alfejezetben elmondottak alapjan,
a rezonanciadllapotokat kifuté hullamos aszimptotikiju Gamow-allapotokkal rep-
rezentaljuk.

A (3.4) Padé-kozelités vagy a neki megfelels lanctort segitségével a hullam-
szém, illetve a matrixelemek mintajara, a radialis hullamfiiggvény (tovdbbiakban
csak hullamfiiggvény) is analitikusan folytathat6. Ez esetben a Padé-kozelitéssel
valo analitikus folytatast pontrél-pontra kell elvégezniink a (k, r)-sikon. Kiindulva
az exponencidlisan lecsengs kotott allapoti hullamfiiggvénybdl meghatarozzuk az
a;(r), b;(r) paramétereket, amelyek koziil a paratlan szamu hatvanykitev6hoz tar-
tozok imaginarius szamok, hiszen a kotott allapotok esetén a hullamfiiggvény valos.

Tobb lehetséget is kiprobaltam a hullamfiiggvények extrapolaciéja soran. Eze-
ket a kovetkezdkben fogom részletesebben targyalni. Els6ként a fentiekben vazolt

eljarast végeztem el. Behelyettesitve a (3.4) egyenletbe a rezonanciaallapot energi-
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ajat (hullamszameértékét l;;) a hullamfiiggvényre a kovetkezst kapjuk (ACCC-pp):

\Il(k,'f’) ~ \IJ[N,M](I;’T) _ (1,()(7') _ .
14+ b1(r)k + ba(r)k?

- + a1 (rk 4 az(r)k® + -+ an (r)kN
b ()M

Masodik lehet&ségként emlitem meg azt az eljarast, amelyben a W(k, r)-t négy-
zetesen integralhato bazisfiiggvények linearis kombinacidjaként adjuk meg, bézis-
ként pedig Gauss-fliggvényeket hasznalunk. Az 1.2.3. fejezet tanulsiga szerint a
valasztott bazisfliggvények ugyanolyan jonak bizonyultak, mint barmely ortonor-
malt bazis. A szamitasokat egy olyan béazison is elvégeztem, amelyet a Gauss-
fliggvényekbdl a Gram Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarassal nyertem. Kiindulva
a ;(r) bazisfiiggvényekbdl (az Osszefliggések mind a nem ortogonélis, mind az or-
tonormaélt bazisfiiggvényekre érvényesek) a p darab, a \ értékének a valtoztatasaval

megoldott k6tott allapoti problémék hullamfiiggvényére kapjuk:

W) = Y il )n(x), j=1,...p.
i=1
Mivel a bazis rogzitve van, a rezonanciaadllapotok hullamfiiggvényét oly modon
kapjuk meg, hogy a linearis paramétereket folytatjuk analitikusan, felhasznalva

3.3. fejezetben elmondottakat. A ¢;(k;) paraméterek Padé-kézelitése:

ap + arkj + agk? + - + anky

1k = )
ci(ks) U+ biky + bak? + -+ bk

1=1,....,.K és j=1,...,p.

Az el6z6 két egyenletbe behelyettesitve a rezonanciaédllapot energiajat, a hullam-
fiiggvényre a kovetkezst kapjuk (ACCC-Gb):

U(k,r) =Y ci(k)v(r).
i=1
Egy harmadik lehet&ségként megvizsgaltuk, mi torténik, ha az aszimptotikus
tartoméanyra vonatkozo6 a priori ismeretiinket explicit médon felhasznéalva csupan a
potencial hatétavolsagan beliili tartomanyban végezziik el az analitikus folytatast.

Ennek érdekében a hullaimfiiggvényt

\Ij(ki; T) - \chore(ki; T)\Ijas(ki; T) (316)
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alakban irtuk fel, ahol a W.,,..(k,r) = 1 lesz, ha r a potencial sugardnal nagyobb,
vagyis az aszimptotikus tartomanyban. A (3.4) egyenletet a W.,..(k,r)-ra alkal-
mazva kapjuk

ao(r) +ay(r)k + ax(r)k® + - +an(r)kV

gV, M] _
) = Bk T B+ F by (DR

core

majd az analitikusan folytatott \I!wre(/;, r)-t és a helyesen megvalasztott W, (if, T)
fiiggvényeket a (3.16) egyenletbe behelyettesitve a rezonanciadllapot hullamfiigg-
vényére kapjuk (ACCC-as):

U(k, ) & Wegre (b, ) Was (K, 7) - (3.17)
ahol k a rezonanciaallapot hullamszama.

A harom moédszerrel kapott hullimfiiggvényeket a 3.6. és a 3.7. dbrdkon adom
meg. Az egyszeriiség kedvéért az u(r) = r¥(k,r) fiiggvényt abrazoltam. A 3.6.
abran a rogzitett nem ortogonélis (A CCC-Gb) bazison vald sorfejtéssel kapott hul-
lamfiiggvényeket hasonlitottam Gssze a numerikusan egzakt eljarassal (GAMOW).
A hullamfiiggvény belss, nem aszimptotikus tartomanyéaban a fiiggvények jellege
azonos, azonban az analitikusan folytatott alul becsiili a maximum helyét A ne-
mortogonalis és ortogonalis bazissal kapott eredmények megegyeznek. Valojaban
arra voltunk kivancsiak, hogy a bazis nemortogonalis mivolta nincsen-e kedvez&tlen
hatéassal a rezonanciaallapotra kapott hullamfiiggvényre. A névekvs amplituddoval
torténd oszcillaciot nem adja helyesen vissza, igaz egy kis oszcillacié 1lathato az
aszimptotikus tartomanyban. Ez érthets, hiszen nagyobb r esetén a kotott alla-
poti hullamfiiggvény exponencidlisan lecseng6 viselkedést mutat, és az analitikusan
folytatott linedris paraméterek ezt a viselkedést nem tudjak kompenzalni, és ezal-
tal a novekedd amplitidoja aszimptotikat visszaadni. Ezzel szemben a 3.7. 4bran
lathato Gamow-fiiggvények méar sokkal kozelebb édllnak a valds alakhoz. A belsé
tartomanyban mindkét eljarassal kapott hullaimfiiggvény teljesen azonos a nume-
rikusan egzakt eljarassal kapottal, azonban a pontrél-pontra torténd analitikus
folytatas esetén a farokrész felveszi a k6tott allapotra jellemz exponencialisan le-
csengl viselkedést, és igazabol itt értheté meg a legutoljara bemutatott lehetGség
hasznossdga: csak a bels§ tartoméanyban kell helyesen elvégezniink az analitikus
folytatést.

A Gamow-allapotok farok részének jellegzetes viselkedéséért pedig a W, 4 (if, T)

tag a felels. Igy elég pontosan tudjuk a névekvs amplitadoval oszcillalo farokrészt
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0,8 1

— Re(u(r)) - GAMOW 1
-+ Im(u(r)) - GAMOW
— Re(u(r)) - ACCC-G B
~-- Im(u(r)) - ACCC-Gh

=r¥(r)

u(r)

-02 | | |
"0 10 15 20

3.6. dbra. A —3.2¢70-167 +V026*0'04T2 potencidlban mozgd s-hulldm hullimfiggvé-
nye a.u.-ban kifejezve. A régzitett nemortogondlis Gauss-bdzison vald sorfejtés li-
nedris paramétereinek analitikus foytatdssdval kapott (ACCC-Gb) hulldmfigguény,
és a direkt numerikus integrdldssal (GAMOW) kapott hullamfiigguény valds és kép-

zetes része.

is reprodukalni. A 3.7. abra aszimptotikus (r > 12.5 a.u.) tartomanyban talalhato
kis, numerikus ponttatlansag okozta fiirészfogak, de ezek mértéke sokkal kisebb
mint a tébbi bemutatott eljaris esetén.

Természetesen meg kell emlitenem azt is, hogy a fenti eredményeket, egy a sz6-
rasi kiiszob kozelében talalhaté rezonancia esetén abrazoltam. Ha egy tavolabbi,
szélesebb rezonancia hullamfiiggvényét abrézolom, amint azt a kovetkezs alfeje-
zetben majd latni fogjuk, a numerikus pontatlansag egyre nagyobb mértéket olt.

A numerikus hibak kikiiszobolhetSk lennének, ha az elsé két modszer esetén
végtelen nagyra valasztanank a fliggvényteret kifeszité bazis dimenzi6jat, tovabba
ha nem korrelalt Gauss-fiiggvényeket hasznéalnank bazisfiiggvényként, hiszen a
kotott allapoti hullamfiiggvény exponencialisan lecsengs viselkedést mutat, amit
mondjuk az exponencidlis fliggvények jobban leirndnak. Ekkor viszont a kotott
allapoti szamitasok lennének nehezebben kivitelezhetsk.

Osszefoglalva az el6z6 fejezetek tanulsagait, az analitikus folytatason alapuld
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— Re(u(r)) - GAMOW_|
- Im(u(r)) - GAMOW
— Re(u(r)) - ACCC-as A
- Im(u(r)) - ACCC-as
0,4+ — Re(u(r)) - ACCC-pj
-+ Im(u(r)) - ACCC-pp

S

()

u(r)

3.7. abra. A —3.2¢~0-16° —|—%2€_0'047’2 potencidlban mozgd s-hulldm hulldimfiiggvé-
nye a.u.-ban kifejezve. A pontrél-pontra térténd analitikus foytatdis mellett (ACCC-
pp), az aszimptotikus viselkedést figyelembevevd mdodszerrel (ACCC-as) és a direkt
numerikus integrdldssal (GAMOW) kapott hullémfiigguények valds és képzetes ré-

szét dbrdzoltam.

modszer akkor adja a legpontosabb eredményeket, ha a rezonanciaallapotok ener-
gia lokalizalasahoz (hely és szélesség) és a fizikai mennyiségek varhato értékének
meghatarozasahoz a (3.11) egyenlettel megadott lanctortes Padé-kozelitést haszné-
lom, és a hullamfiiggvényt a (3.16)-tal megadott Gsszefiiggés segitségével folytatom

analitikusan.

3.3. A ®Be rezonanciaallapotai

Ebben a fejezetben az el6z6ekben bemutatott médszert alkalmazom a ®Be insta-
bil mag rezonancidinak lokalizdlasara. A nyolc nukleonb6l (négy proton és négy
neutron) 4ll6 elemnek nincs kotott allapota. Diszkrét dllapotainak ismerete, mégis
tobb okbdl is alapvetd fontossagu.

A vilagegyetembeli szén (a foldi élet alapeleme) a vords éridscsillagokban tor-

téns fuzié végtermékeként all els. A ®Be ,alapallapotanak” élettartama azonban
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elég hosszii ahhoz, hogy az o + a =%Be reakciéban makroszkopikus mennyiségii
8Be termelddjon. Ezt kovetSen a 3.8. Abran szemléltetett, tigynevezett 3a folya-
maton keresztiil (az alfa-részecskének a 8Be magon torténd befogasa) eljutunk a
stabil 12C maghoz.

O Proton Y Gamma Ray

3.8. abra. 12C kialakuldsdt szemléltetd hdarom «-ds folyamat reakcid dbrdja [60].

Ennek a folyamatnak azonban nagyon alacsony a hozama a kis 8Be-siiriiség
miatt. A [61] munka szerint a ®Be(a,~)!2C reakciot egy alacsonyenergidji rezo-
nancia felerdsiti. Ezt a rezonanciét vélték felismerni a 12C mag masodik gerjesz-
tett (0%) 4llapotaban, amelynek energidjira és szélességére E,. = 0.3796 MeV-et
és I'/2 = 4.251075% MeV-et kaptak [62, 63, 64].

A ®Be magot alkoté nukleonok (négy proton és négy neutron) szidma azt su-
gallja, hogy a rendszert ne nyolcrészecskés modellel, hanem inkdbb két a-csomobél
all6 rendszerként kezeljiik. Ennek a feltevésnek az igazolasara egy ab initio szé-
mitast végeztek el [58]. A Minnesota-potenciallal (a Coulomb-kolcsonhatést figye-
lembe veszi, de nincs spin-palya tag, ettdl fiiggetleniil jol adja vissza a d,t,h és «
magok energidjat és méretét) elvégzett nyolcnukleon-szamitasok egyértelm jeleit
mutatjik a csomésodasnak. A 3.9. abran a parkorrelacios fiiggvényeket abrazoltak

skonturtérképekként”. Az dbra azt fejezi ki, hogy az x szimbo6lummal jel6lt pontba
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elhelyezett, j61 meghatarozott tulajdonsagn, pl. | spinéllasi, prébanukleon milyen-

nek latja a t6bbi nukleon siirtiségeloszlasat.

{2
= 11
£ 1o
:J-..

4 -1

{2

3.9. dbra. A 8Be mag ,kontirtérképekként” dbrdzolt parkorreldcids figguénye. Az x
szimbolummal jelolt pontban (x,y) = (1.91 fm,0) elhelyezett prébanukleon ilyennek

latja a tobbi nukleon siriségeloszldsdt.

A7 abrabél az is egyértelmiien kittinik, hogy a 8Be két a-csomobél (klaszterbél)
all6 rendszerként képzelhet§ el. Ezekbdl kiindulva nem tiinik megalapozatlannak,
hogy a 8Be mag diszkrét llapotait egy mAr-mar naivnak nevezhetd modell segit-
ségével probaltuk meg lokalizalni.

A szamitasaimban a 8Be magot szerkezet nélkiili két pontszert, nulla spint
@ részecskeként modelleztem. A szamitdsokban Ali Bodmer-tipusi, vonzo és ta-
szit6 Gauss-fliggvényekbdl allo kéttest-kolecsonhatéast hasznéaltam [65]. A protonok
kozott hato Coulomb-taszitast is figyelembe vettem. Tehat a kdlcsonhatas alakja:

—130e~ (047" | 500e= 07 4 Zael®
Vaa(r) = ) (3.18)
—150e= (05" 4 640e— (080" 4 Zacl g9 4.

T

ahol Z, = 2 az « részecske toltése, a tavolsagegység fm, a V,,(r) pedig MeV-
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ban értendd. Ezen kiviil az is megfigyelhetd, hogy az a-szorési kisérleti értékekhez
illesztett Ali Bodmer-kdlesonhatas kiilonbozik az [ = 0 és az [ # 0 esetekben.

Az analitikus folytatast oly modon végeztem el, hogy A > 1 csatolasi allando-
val mélyitettem a potencidlvolgyet, Gauss-bazisos varidciés modszerrel meghaté-
roztam a mar bekotott rendszer kotott allapotat, majd a 3.1. fejezetben leirtak

alapjan analitikusan folytattam A = 1-be.

3.4. tablazat. A 8 Be magbeli rezonancidk energidi és szélességei (a két o-kiiszibhiz
viszonyitva) MeV-ban megadva. ACCC-vel az analitikus folytatdssal kapott ered-
ményeket, DNI-vel jelolt szamitdsi eredményeket a GAMOW-program. segitségével
kaptam meg [66], az MN-nel a Csoto Attila eredményeit adom meg [67], a kisérleti
eredmények forrdsa pedig [68].

Mobdszer l 0 2 4
ACCC Er 9.6344x 1072 3.0021 15.010
r/2 3.8x10°6 0.6377 7.40

()
()72

32.174+40.04170
5.672+140.0036

10.885 + 17.6585
3.4784-41.1009

8.1870+1:7.2055
3.089441.1660

DNI Egr 9.633x1072 3.0018 15.108
r/2 4.69x10~° 0.6366 7.307

(r?) 35.640+40.93816  10.7788+i0.81873 8.9709-+:8.0125

((r*)Y/?2  5.9704+40.07856  3.4866-+i1.1741  3.2403+i1.2364
MN Egr 9.2x1072 3.03 13.10
r/2 3.07x107¢ 0.699 2.055

Kisérlet Eg 9.189x10~2 3.0440.03 11.440.03

r/2 (3.4+0.85)x10~° 0.75+0.01 ~1.75

A szamitési eredményeket a 3.3. tdblazatban adom meg. A tébldzatban az ered-
ményeimet a Schrodinger-egyenlet numerikus megoldésan alapulé médszerrel, de
ugyanazon modellen beliil hasonlitottam 6ssze. Egy Minnesota-potenciallal végzett
mikroszkopikus szamitas mellett a kisérleti eredményeket is feltiintettem. Ossze-
hasonlitva az energidk helyére és szélességére kapott eredményeket lathatjuk, hogy
a kiilonb6z6 eljarasokkal de azonos modellben végzett szamitasok eredményei tGbb
szdmjegyre azonosak. A modszerek a kiiszob kozeli 0T 4llapotra, és a kdzepesen

széles 27 rezonanciira a realisztikus potenciallal végzett szamitasokkal és a mé-



3. FEJEZET. REZONANCIAPROBLEMAK

résekkel is jo egyezést mutatnak. Erdekes megfigyelni, minél kisebb a rezonancia
energidja, annal nagyobb a sugara. Ez a kiiszob koriili allapot kiterjedt voltaval
allapotra kapott eredmények, ugyan j6 egyezést mutatnak a DNI-vel kapott ered-
ményekkel, de csak nagysagrendben egyeznek meg a kisérleti értékekkel. Ezt azzal
magyarazzuk, hogy a modelliinkben hasznalt V,,(r) Ali Bodmer-kolcsénhatéas,
igazabol az | = 2-es allapotra lett helyesen illesztve, és nem teljesen helyes a g-
hullamokra. Ennek igazolaséra tesziink kisérletet oly médon, hogy nem a A = 1-be
végezziik el az extrapoléciot, hanem egy olyan \ értéket keresiink ahol az ext-
rapolalt rezonanciahelye egyezik az MN-nel jelzett szamitds rezonanciahelyével,
és Osszevetjik a kapott szélességeket. Azt kaptuk, hogy A = 1.324-nél ACCC-vel
E, —i'/2 =13.102 — i3.493 MeV-et kapunk, ami jobb egyezést mutat az MN-nel
jelzett szamitasi eredményekkel. Az extrapolaciot a kisérleti energiaértékekre elvé-
gezve azt kapjuk, hogy A = 1.5-nél az ACCC modszer E,—il'/2 = 11.3127—41.9826

MeV-et ad, ami mar kifejezetten jol egyezik a kisérleti eredménnyel.

‘ 2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
I — Reu(r) - DNI
— Reu(r) - DNI L
0% Im u((r))- DNI [ [ -- Reu(r)- ACCC
— — Re u(r) - ACCC| -~ Imu(n - ACCG
0.4 ~Imu(y-Accd| ¥ Im u(r) - DNI |,

3.10. abra. Két Ali Bodmer-potencidllal kélcsonhaté a-csomoként modellezett 8 Be
mag | = 0,2 impulzusmomentumi rezonancidinak a hulldmfiggvénye. DNI a nu-
merikusan egzakt maodszert, mig ACCC a (3.16) egyenlet szerint elvégzett analitikus

folytatdst jelenti.

A fenti eredmények igazoltdk sejtésiinket, vagyis az [ = 4 impulzusmomentum? re-
zonanciak lokalizalasdhoz mélyebb potencialvilgyet kell hasznélni a modell Vi, (1)

Ali-Bodmer-kélcsonhatasban. Tovabbi javitast érhetnénk el, ha a modellben nem
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pontszeri, nem szerkezet nélkiili a-részecskéket hasznalnank. Természetesen pro-
balkozhatnank jobb kéttest-kolcsonhatésokkal is.

A 3Be mag négyretes kizépsugarara az a-részecskék méretét is figyelembe véve
az (r?)1/2=3.42 fm értéket kaptuk. Ez az érték a nemrég elvégzett [69, 70] kotott
allapoti szamitasoknal (2.07 2.3 fm) joval nagyobbnak adodott. Ez a tény arra
utal, hogy egyetlen kétott allapoti médszer sem ad igazéan realisztikus eredményt.

Végezetiil a 3.10. dbran az analitikus folytatassal, és a numerikusan egzakt
Schrodinger-egyenlet-megoldéssal kapott w(r) = r¥(r) hullamfiiggvények valos és
képzetes részét dbrazoltam az a-részecskék kozotti tavolsag fiiggvényében. Tiir-
hetéen j6 egyezést kapunk mindkét 0% és 2T allapotra. Igaz, az | = 0 relativ
impulzusmomentumu &allapotra kapott hullamfiiggvény R = 20 fm-ig még nem
érte el a Gamow-allapotok jellegzetes aszimptotikus tartoménybeli viselkedését
(bal oldali 4bra), amelyre viszont jellemzs példat ad az | = 2-es allapotra kapott
hullamfiiggvény (jobb oldali 4bra).

Osszefoglalasként elmondhato, hogy a Gauss-bazist hasznalo variacios modszer-
rel kombinélt analitikus folytatason alapulé médszer nem marad alul a rezonancia
lokalizasara hasznalt egyéb eljarasokkal szemben. Elényére valik viszont egyszerti-

sége.



4. fejezet

A Fagyejev—Merkurjev-

formalizmus

4.1. Elméleti 6sszefoglalas

Az egységnyi toltésti atomi részecskékbdl 4116 haromtest-rendszerek kotott allapo-
tainak meghatarozasara az 1.2.3. fejezetben targyalt variaciés modszer ad meg-
bizhaté és pontos megoldast. A rezonanciadllapotok vizsgalata azonban komo-
lyabb feladat, hiszen a Gamow-allapotok hullAmfiiggvényei nem négyzetesen in-
tegralhato fiiggvények. A csatolasi allando szerinti analitikus folytatds modsze-
rének (ACCC, 3.1. fejezet) alkalmazhat6saga nehézségekbe itkozik a haromtest—
Coulomb-rendszerek esetén. A tomeg- vagy toltésskildzas nem ideélis. Ha egyon-
tetlien skaldzzuk e mennyiségeket, a kotott allapot mindig kétott allapot marad.
Ha viszont a részecskék paramétereit kiilon-kiilén valtoztatjuk meg, a kiiszobok
egymashoz képest tolodnak el, ami nehézzé teszi az extrapolaciot.

Az egységnyi toltéstd haromtest-rendszerek rezonancidinak lokalizalasahoz egy
nehezebb, de kozelitésmentes, a kvantummechanika elvein alapulé eljarast valasz-
tottam, nevezetesen a Fagyejev Merkurjev-féle homogén egyenletek megoldasan
alapul6 modszert.

A haromtest-szérasproblémara kidolgozott Fagyejev-egyenletekben [72] erede-

tileg csak révid hatotavolsagi kdlesonhatasok szerepeltek. Feltételezték, hogy ha

72
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valamelyik részecske a hirom koziil eléggé eltavolodik a méasik kett&tsl, akkor
kolcsonhatdsmentesen mozog. A Coulomb-kolcsonhatés figyelembevétele nehézsé-
gekherz vezetett, hiszen a részecskék az aszimptotikus tartomanyban a Coulomb-
aszimptotikat érzik, vagyis nem mozognak szabadon. Ennek kévetkeztében az
egyenletek szingularissa valnak, igy a megoldasok nem egyértelmtiek.

Az els6 formalisan egzakt kezelése a problémanak Noble nevéhez fiizédik [71].
A taszité Coulomb-kélesonhatést tartalmazo magfizikai hdromtest-probléma ese-
tén a Coulomb-koélcsonhatéast rovid és hosszu hatésugara tagokra bontotta, és a
hosszt hatésugaru tagot forméalisan a ,szabad” Green-operatorba illesztette bele.
Igy a formalizmus matematikailag korrekt egyenletekhez vezetett, viszont, gyakor-
lati haszna annal kevesebb volt. A taszitdo Coulomb-kdlecsonhatas hianyaban a csak
révid hatésugara kdlesonhatast tartalmazo Fagyejev-egyenlethez jutunk, amelyek
megoldhatok.

A Noble 6tletét tovabb fejleszts Merkurjev [72] azt javasolta, hogy a Coulomb-
kolcsonhatés szétvalasztasat nem a kéttest-, hanem a haromtest-konfiguracios tér-
ben kell elvégezni. A kidolgozott elméletben, mivel a coulomb-i haromtest Green-
operator nem ismert, a probléméra az jelentette a megoldéast, hogy az integral-
egyenleteket a konfiguracios térbeli differencidlegyenletekké alakitotta at, és meg-

felel6en megvéalasztott hatarfeltételekkel oldotta meg Gket.

4.1.1. A Fagyejev—Merkurjev-egyenletek

A tovabbiakban a csatolt Lippmann—Schwinger- és Fagyejev—Merkurjev-
integralegyenleteknek a Coulomb—Sturm-bazison térténd megoldasan alapulé mod-
szerét vazolom. A kozelits eljarast Papp Zoltan és munkatarsai sikeresen alkalmaz-
tak haromtest-rendszerek kotott dllapotainak meghatirozasira mind a magfizika,
mind az atomfizika teriiletén [73]. Az atomfizikai Coulomb-kolcstnhatas és a ré-
szecskefizikai bezaro potencial kozotti hasonlosag kibdvitette a modszer alkalma-
zéasi lehetGségeit [75]. Papp munkassdga nyoméan [73, 74, 75, 77| a formalizmus és
a numerikus alkalmazasa egy szamitdgépes-program formajaban is készen allt.
A harom testbdl allé atomi rendszer Hamilton-operatorat a kovetkezd modon
irhatjuk fel:
H:Ho—i—vg—i—vg—i—vg, (4.1)

C

ahol H® a haromtest-rendszer kinetikusenergia-operatorat jeloli, v§

c ,C
70,871}7 pe-
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dig az «, 3, v kéttest-alrendszerekben haté Coulomb-kélecsonhatéisokat adjak meg.
A szokasos z, és y, Jacobi-koordinatakat hasznaljuk, igy z, a (8,7) kéttest-
alrendszer relativ koordinatajat adja meg, az y, pedig a (8,v) par tomegkozép-
pontjat koti Ossze az a-val jelolt harmadik részecskével. Mindezt a 4.1. abran
szemléltetem. A (3 és v részecskék kozott hato v§ Coulomb-potencial természete-

sen csak az x, koordinatatol fiigg. A fentiekben értelmezett Hamilton-operatort

4.1. dbra. A hdrom részecske egy lehetséges Jacobi-koordindta-rendszere. A szagga-
tott vonallal kérilhatdrolt, B és v részecskék alkotta alrendszert a tovdbbiakban az

« kéttest-alrendszernek fogom nevezni.

a haromtest—Hilbert-terében adtuk meg. A kinetikusenergia-operator alakja a to-

megkdzépponti mozgés levalasztasa utan a kévetkezSképpen alakul:
0 _ 10 0 _ 30 0 _ 10 0
H” =hg +hy, =hy, +hy, =hy +hy, (4.2)

ahol hY a megfelels Jacobi-koordinatdhoz tartozo kinetikusenergia-operétor. A po-

tencialis energia kéttest-operatorait formalisan a haromtest—Hilbert-térbeli opera-
c

torokkd alakitjuk: vf = v (z)1,, ahol 1, az y koordinatahoz tartozé Hilbert-
tér egységoperatora, és i = «,3,v. A Merkurjev-féle kozelitésben a Coulomb-

kolesonhatast felosztjuk egy rovid és egy hossza hatésugara tagra:
v =0 400, (4.3)
A két tag egy ,vagasi fiiggvény” segitségével definialhato:

v = (Tas Ya)

[1 - C(xomya)] )

Ve
l c
vy = g
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4.2. abra. A v és vV rovid, illetve hosszi hatdsugari potencidlok alakja egy

vonzd Coulomb-potencidl esetén.

ahol a vagasi fiiggvénynek eleget kell tennie a kévetkez6 tulajdonsagnak:

1, ha |z| <o (1+ |yl/yo)"”
0, ha |z[> o (1+ |yl/yo)""

T,y—00

lim ((z,y) = {

To és yo pozitiv valés szadmok, mig v > 2. Kovetkezésképpen a haromtest-

konfiguracios tér azon részében, amelyben a ( és a ~ részecske elég kozel van

egymashoz, U((j) ~ v és U&l) ~ 0, a masik széls6 esetben pedig v&l) ~ 0S¢ és
v((f) ~ 0. A gyakorlatban a vigasi fiiggvényre a kivetkez$ alakot hasznaljuk:
2
((z,y) = e T (4.4)
1+ exp [1+y/yo}

A v révid hatosugara és a v hosszi hatésugara potencial egy tipikus alakjat
a 4.2. dbra szemlélteti. A mar szétvalasztott Coulomb-kdlcsénhatassal a haromtest-

rendszer Hamilton-operatora a kdvetkezd alakn:
H=H®Y 4 + vés) + v,(f), (4.5)

ahol a hossz hatésugarta rész a rendszer kinetikusenergia-operatora mellett a

hosszi hatésugarii potencidltagokat is magéiba foglalja:
HY = {0 + vg) + v,(yl). (4.6)

A teljes és a hosszi hatésugard Hamilton-operdtor rezolvensét vagy Green-

operatorat a kovetkezs Gsszefiiggések adjik meg:

Giz)=(z—-H)", GUGZ)=(z—HO)™, (4.7)



4. FEJEZET. A FAGYEJEV-MERKURJEV-FORMALIZMUS

A Fagyejev-formalizmus alapgondolata szerint a hullamfiiggvényt harom kompo-

nensre osztjuk fel:
W) = [Ya) + [¥8) + |1by), (4.8)

és a komponenseket definidlé homogén-egyenletek alakja:
i) = GO ()W), ahol i=a,B,7. (4.9)

Felhasznalva a hullamfiiggvény (4.8) egyenlettel értelmezett felbontésat, va-
lamint a Fagyejev-egyenleteket jutunk el a homogén Fagyejev—Merkurjev-
integralegyenletekhez, amelyeket a rendszer k6tott és rezonanciadllapotai egyarant

kielégitenek. Igy tehat a harom csatolt egyenlet:

i) = G ()0l [[5) + [, (4.10)

ahol (i,7,k) = (o, 8,7) és ezek ciklikus permutécidja. A hosszi hatdsugart csa-

torna Hamilton-operétora és rezolvense pedig a kdvetkezSképpen néz ki:
GO(z) = (z = HP)™Y, ahol HY = HO + o) = H + 05 + 0 + o). (4.11)

A (4.10) egyenletekrsl bebizonyithat6, hogy matematikailag kedvezd tulajdonsa-
guak, és ezt a jo tulajdonsagukat a z = E—iI'/2, T > 0 komplex energiaértékekre
is megorzik.

A tovabbiakban a Schrédinger-féle differencidlegyenletes és a Fagyejev-féle in-
tegralegyenletes formalizmusok ekvivalencidjara szeretnék ramutatni. Induljunk
ki a (4.9) Fagyejev-komponensek definiciés egyenleteibdl. Formélis operétor-
miiveletek elvégzése utan, és felhasznalva a (4.11)-es definiciokat eljutunk a ko-

vetkez§ egyenletekhez:

(2= (HO + o) ] 1) = o ) + o)), (4.12)

ahol (7,7,k) = (o, 8,7) és ezek ciklikus permutacioja. A harom (4.12) egyenletet

Osszeadva és atrendezve kapjuk:

[Z N (H(l) + ol + o)+ ”gs)ﬂ (Ita) + [1hg) + [¥y)) = 0, (4.13)

ami nem méas, mint a Schrédinger-egyenlet.
Az el6z6ekben bemutatott formalizmust atomi rendszerek rezonanciaallapota-

inak vizsgalatara hasznalom. Ilyen esetben a Merkurjev-féle potencial felbontést
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((4.3) egyenlet) csak a vonzé Coulomb-kolesonhatasokra végezziik el. Ily modon
két rovid hatésugara potencidl tagunk lesz, mert a harmadikat beleillesztettiik a
Green-operatorba, vagyis a Fagyejev-komponensek szdma maximum kettd lehet.
Azonos részecskéket tartalmazé rendszerek esetén a két Fagyejev-komponensnek
sajat Jacobi-koordinataiban azonos fliiggvényalakja van, ezaltal a formalizmus egy-
komponenstire redukalédik. Ezektd] fiiggetleniil a kozelits eljarast teljes altalanos-
sdgdban mutatom be, az egyszertisddésekre visszautalva az eredményeket targyald

fejezetben.

4.1.2. A kozelits eljaras
4.1.2.1. A Coulomb-Sturm-bazis

A (4.10) egyenletet a Sturm-féle szeparabilis sorfejtés modszerével oldjuk meg, ahol
a Coulomb-Sturm-fiiggvények (CS) eleget tesznek a coulomb-i Sturm-Louiville-
feladatnak. A Sturm-probléma altalanosan a kovetkezSképpen fogalmazhatoé meg.

Keressiik a kdvetkez§ egyenlet

R R2I(+1)

2udr? ' 2u  r?

+ Oéan('f') S = ESy (4.14)

o sajatértékeit és Sy sajatfiiggvényeit (Sturm-fiiggvények) rogzitett E energia-
értékek esetén, megfelels hatarfeltételek mellett. Coulomb-kdlecsonhatas esetén a
fenti egyenletet atrendezve, és az altalunk hasznélt jel6lésre attérve kapjuk meg a

coulomb-i Sturm-Louiville-feladatot:

 l(l+1) 2b(n+1+1)

2 _ _ 2uE _ 2b(n+l4+1)R?
ahol b° = —=F €8 ap = SCTAY v

Sturm-fiiggvények pedig a kévetkez6 alakban adhaték meg :

. A keresett sajatfiiggvények, a Coulomb—

1/2
n!

b)) = | ———— 2br) et L2H1(9p 4.16
iit) = | gy @0 e o), (4.16)
ahol n és [ a radiélis, illetve impulzusmomentum kvantumszamokat jeloli, b pedig
a bazis energiatol fiiggé méretparamétere. L-lel a Laguerre-polinomokat jeldltiik.
Az {|nl;b)} CS fliggvények egy biortonormaélt bazist alkotnak a kéttest—Hilbert-

térben, az |nl;b) biortogonalis partnerét pedig az |m) = |nl; by /r Gsszefliiggéssel
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értelmezziik. A CS-bazisra az ortogonalitas és teljességi relacio a kovetkezSképpen

adhat6 meg:

(/I blnl; b) = (n'l;b|nl; b) = G, (4.17)
és
N N -
1= ]\;Enoo; [nl; b)(nl; b = ngnoog [nl; b)Y (nl; b]. (4.18)
4.1.2.2. A kéttest—Green-operator matrixelemei

A Coulomb—Sturm-bazissal vett kéttest—Green-operdtor méatrixelemek egyszertien

szamithatok. A kéttest Green-operator alakja a kovetkezd:

R d> I(+1) Z
Cr.N _ cy\—1 c _
g7 (z) = (z—hy)" ", ahol iy ——ﬂ (W— 2 ) —l—?. (4.19)

A cél a an' = <7;l\,1b|glc|m> métrixelemek meghatdrozasa. Kiindulunk a kovet-

kez6 egyenletbdl:

(z—hS)gF () = 1. (4.20)
Jobbrol és balrél hatva egy-egy CS bézisra és felhasznalva a teljességi relaciot
kapjuk:
> (il bl(z — B i1 b1 blgf |1 0) = 6. (4.21)
=0

(4.21) egyenlet JS <m|(z - hlc)|le\,/b> matrixelemek végtelen tridiagonalis

N
(Jacobi-alakkal rendelkezd) matrixot alkotnak és zart alakban megadhatok. A
(4.21) egyenlet tehat nem més, mint egy rekurzios Osszefiiggés az ismeretlen Green-
operéator métrixelemeire: in_lgf_lj —l—iﬁgfj +i“+1gic+lj =0;5. A g(% ismeretében
a tobbi ismeretlen Green-operdtor méatrixelem meghatarozhaté. Annak ellenére,
hogy g& zart alakban megadhaté a rekurziéval meghatarozott Green-operator
matrixelemek nem konvergéltak be. Viszont a Jacobi-alakkal rendelkezé matrixok
inverzének kedvezs tulajdonsagait kihasznalva egy masik rekurzios 6sszefiiggés ve-
zethets le [73, 76], amely szerint egy oo X oco-es Green-métrix vezet6 N x N-es
almatrixa megadhato egy szintén N x N-es Jacobi-matrix segitségével. Vagyis a

kovetkezs rekurzios Gsszefiiggést kapjuk z < 0 esetre:

—1
QC[N] = [JC + 5jN5iNJ1€/N+1C} ) (4.22)
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ahol C' a J Jacobi-matrix matrixelemeibdl felépitett lanctortes alak, amely a hul-
lamfiiggvény négyzetesen integralhatd volta miatt negativ energiaértékeknél kon-
vergél. Pozitiv energidknal (z > 0) — az allapotok szérasi allapotok vagyis nem
négyzetesen integralhatok — a C lanctort nem konvergal. Mivel a Green-métrix
a kotott allapotok tartomanyén analitikus fiiggvény, ezért C analitikusan foly-
tathato a z > 0 esetekre is, és igy konvergensé valik. Ezaltal meghataroztuk a
Coulomb—kéttest-Green-operator CS-bazissal vett matrixelemeit a teljes komplex

energiasikon.

4.1.2.3. A CS-szeparacids eljaras Fagyejev-tipusiti egyenletek megol-

dasahoz

A haromtest—Hilbert-teret kéttest—Hilbert-terek direkt szorzataként adhatjuk meg,
igy a teljes Hilbert-teret lefedd bazis impulzusmomentum-csatolt kéttest-bazisok

direkt szorzataként allithato eld:
[nviX; bpby)a = [0l ba)a @ VA by)a, (R, =0,1,2,...), (4.23)

ahol |nl;bg)a €s |VA;by)q bazisfiiggvények az z, és y, koordinatakhoz tartozé

CS-bazisfiiggvények. A felépitett bazisban a teljességi relacié a kdvetkezSképpen

irhato:
N —_
= li ; » ; = lim 1Y 4.24
1 A}gnoonzu;OMVM,bmby)lZ(nz/l)\,bmby| Jim 1, (4.24)
ahol 1N = Zﬁiu:omlfmby% i(nulX; bybyl,  és <xaya|n1/7)_\:b/Iby>a =

(TaYa|nVIX; beby)a/(Taya). Meg kell emlitenem, hogy a haromrészecskés
Hilbert-térben harom kiilonb6zé baziskészlet értelmezhets, az a, 3,7 kéttest-
alrendszereknek megfelelsen (i = «,f3,7). Igy a (4.10) Fagyejev-Merkurjev-
egyenleteket a kdvetkezGképpen kozelithetjiik:

i) = GO0 1Y) + 1 )] = G163 18 ,), (4.25)
qFi

ahol (i,7,k) = (o, B,7) és ezek ciklikus permutécioi, valamint i # ¢ = j, k.

A haromtest—Hilbert-térben hato UZ(S), 1 = «, 8,7 rovid hatésugara potencial
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szeparalhato alakkal kozelithet, ahol felhasznaltuk a (4.25) egyenletet:

o = lim lfvvgs)lévmlfvvfs)lj-v
N—oo
N —_ —_—
> aviNbaby)s v (TN byby |, (4.26)

n,v,n’ v’ =0

ahol QE;) = i(nul)\;bwby|vfs)|n'l/'l')\’;bmby)j és i,7 = a, 3,7, valamint i # j. Ez
a szeparacios sorfejtés azért teheté meg, mert a v§8)|w> is négyzetesen integral-
hatd, Hilbert-térbeli fiiggvény. A fenti kozelités segitségével a homogén Fagyejev
Merkurjev-egyenletek megoldasi eljarasat atalakitottuk a ¢ = i@ﬁf\;bwbym)
hullamfiiggvény-komponensekre érvényes matrixegyenletekre:

v, =GV ()Y v, (4.27)

Yij

J#i
ahol le) = i(numby@gl)m’y’l’)\/\’;/bmbyﬁ. A fenti egyenletrendszernek akkor és
csak akkor van megoldésa, ha az egyenletrendszer Fredholm-determinansa nulla,

vagyis altaldnos alakban:
D(z) = det{[G"(2)] 7' — ¥} =0, (4.28)

ahol [GW(2)]7 és v(®) 3 x 3-as témbmatrixok. Igy a rezonanciak lokalizaldsahoz
nem kell mést tenniink, mint megkeresni a D(z) determinéans zérushelyeit a komp-
lex energiasikon.

A Gl(.l) Green-operator, a Hi(l) csatorna Hamilton-operatordnak a rezolvense,
els§ ranézésre ugyanolyan bonyolultnak tiinik, mint a rendszer eredeti Hamilton-
operatorahoz tartozo Green-operator. Azonban Hc(f) azzal a kiilonleges tulajdon-
sdggal rendelkezik, hogy csak az a alrendszerben vannak kotott allapotai, tehat
csak egyetlen aszimptotikus csatorna létezik, és ez maga az « csatorna. Ha jol ke-
zeljiik az aszimptotikus tartoméanyt akkor egyetlen Lippmann—Schwinger-egyenlet

is elég a megoldashoz [78]. Merkurjev a kivetkezs egyenletet javasolta [79, 72]:
GY = Go + GeveGY, (4.29)

és megmutatta, hogy V¢ haromtest-potencial a konfiguracios tér minden iranya-

ban gyorsabban cseng le 1/R-nél, ahol R a rendszer méretét leginkabb kifejezd
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koordinataban (hiperszférikus koordinatdkban) a sugéar. Ezen kiviil a konfigura-
ci6s tér kiilénbh6zé tartoményaira bonyolult kozelitd alakokat is megadott. A V¢

gyors lecsengése miatt alkalmazhaté a potencial szeparacios sorfejtés. Vagyis

N
Vism Y nvlAibaby)a Vo (nilibaby |, (4.30)
n,v,n’ ,v’'=0
ahol V& =4 (nvlX; byby |VEs |0V N byby) . Ezeket felhasznélva kovetkezik, hogy

a (4.29) egyenlet a méatrixelemekre is teljesiil:
GV =6y +Grvecd. (4.31)

A G% és VI bonyolult haromtest-operdtorok véges szamu, négyzetesen integ-
ralhato CS-bézison vett matrixelemeit kell kiszamitani. A konfiguracios tér azon
részén, amelyet a CS baazis lefed, a G&° és V° egyszertibb alakot vesznek fel. Vagyis
a (4.31) egyenlet a kivetkezs alaki lesz:

G =G +GUGY, i=a,B7, (4.32)

;5

ahol ﬁi és CNv'i a torzitott csatorna-Hamilton-operatora és rezolvense,

~ ~ —1
H; = H® +0f +uf ¢ G, = (z—Hi) , T=a, 0,7, (4.33)

és Ul = ch +of —uf, (i,5,k) = (o, 8,7). Az uf segédpotencidl csak az y;
koordinatatol fiigg, és oly médon értelmeztiik, hogy ne alakulhasson ki benne ko-
tétt dllapot. Az aszimptotikus viselkedése pedig u& ~ e;(e; + ex)/y; alakd, ha
y; — oo, ahol (i,7,k) = («,8,7) és ezek ciklikus permutécioi. Vagyis ez olyan
effektiv Coulomb-kolesonhatas, amely az ¢ kétott alrendszer tomegkozéppontja és
a harmadik részecske kozott hat. A végtelen tévol levs harmadik részecske altal
érzékelt kolcsonhatéast adja meg.
Az (4.32) egyenletbdl kovetkezik, hogy:
(@) =G - U (4.34)

7 =

ahol G, = 1<nul/)\,\b:by|éz|n’u’l/’)z/mby>z 6s U = ;(nviX; by U0V I N byb,) s, és
(1,7, k) = (e, B,7) és ezek ciklikus permutécioi. Az U’ segédpotencial matrixelemei

numerikusan minden esetben meghatarozhatok.
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Nem maradt mas hatra, mint a éz matrixelemek meghatirozasa. Ez a Green-
operiator  az eddigiekkel ellentétben — két kiilonb6zé kéttest Hilbert-térbeli,
kommutalé Hamilton-operéator Gsszegéhez tartozik: ﬁi = hg, + hy,, ahol hy, =
RS + vE(x;) és hy, = hY. + uf (y;). Ennek kdvetkeztében a G, kéttest—Green-
operitorok matrixelemeinek egy specidlis palya menti integréllal definialt konvo-

liciojaként adhatd meg:

él(z) S 2L7T7, g dz' gz(z -2 g, (2", (4.35)
ahol g, (2) = (z—hy,) " és gy, (2') = (2’ —hy,) "' Az integralasi kontirt olyannak
kell valasztani, hogy az 6ramutaté jardsaval ellentétes irdnyban jarja koril a hy,
Hamilton-operétor folytonos spektrumat oly modon, hogy a g,, Green-fiiggvény
analitikus legyen a C altal kozrezart tartoményban. A (4.35) egyenlet integran-
dusaban szerepls kéttest—Green-operatorok CS-vel vett matrixelemei analitikusan
meghatarozhatok barmely komplex energiaértékre, lasd a 4.1.2.2. alfejezetet. A C
kontur kivilasztasa viszont nem egyszertd feladat. Induljunk ki a szérasi feladat-
bol, ahol a Green-operator a kivetkezSképpen értendd éz(E) = lim._q éz(E +
ie), ahol € > 0 és E < 0, hiszen a rendszer haromtest-bomlasi kiisz6b alatti folya-

mataira vagyunk kivancsiak. Véges értéki ¢ esetén a g,, és g,, Green-operatorok

g, (E+ie-z’)
I

E* - Z

= -
g, (z’)

C

4.3. dbra. A g,, (E+ic—2")gy, (") analitikus tulajdonsdgai és az integrdldsi kontir.

Tovabbi magyardzatért lasd a 4.4. dbra kisérd szévegét.

szingularitasai szeparalodnak. Igy a gy, szabad Green-operatornak a [0, 0o) inter-

vallumon szakadasa van, mig a g,,-nek a (—oo, E + i¢] szakadasa mellett végtelen
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sok az E + ie energiaértékhez torlodd polusa van. A 4.3. dbrén szemléltetett kon-
turral véges € érték esetén eleget tesziink a (4.35) integrél elvégezéséhez sziikséges
feltételeknek. Ha azonban € — 0-hoz, a g,, polusait mar nem keriili ki a C' kontur,
igy ez nem lesz analitikus a kontur altal hatarolt tartomanyban, tehat a (4.35)
integral nem végezhetd el. Ezért valtoztatni kell a konttiron. Oly médon jarunk el,
hogy a C konttr fels§ agit a g,, Green-operdtor nem fizikai Riemann-feliiletére
vezetjiik, mig a mésik (als6) dgat oly mértékben deformaljuk, hogy keriilje el a g,,
polusait. Ily modon mind a szorési probléma mind a rezonanciafeladatok esetén a

(4.35) konvolicios integral kiszamithato. Ezt szemléltetjiik a 4.4. abran.

r

4.4. dbra. A gy, (E —ic — 2')gy, (2') analitikus tulajdonsdgai és az integrdldsi kon-
tir. A gy, (2") Green-operdtornak a [0,00) intervallumon, mig a g, (E —ic — 2’)
operdtornak a (—oo, E — ie] intervallumon van vdgdsa (folytonos vastag vonal), és
e > 0. gy, nek végtelen sok E —ie nél torléds polusa van (kérok). A C kontir a
gy, vdgdsdt oly mddon zdrja kérbe, hogy egy része a nem fizikai Riemann-felileten
halad dt (szaggatott vonal) és a mdsik dg elkerili a vdgdst. A g, vdgdsi vonala
és néhdny polusa (telt kérok) a fizikai Riemann-felileten vannak, mig mds pélusok
(iires korék) a g, nem fizikai Riemann-feliletén helyezkednek el. A kontir elkerili

a gy, szingularitdsait.

A Ql és U' a CS-fiiggvényekkel vett matrixelemek ismeretében a rendszer diszkrét
allapotainak meghatarozasahoz meg kell keresni a (4.28) egyenlettel értelmezett

determinans (Fredholm-determinans) zérushelyeit a komplex energiasikon.
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4.2. Rezonanciaallapotok torlédasa Coulomb—

haromtest-rendszerekben

Az eléz6ekben bemutatott modszert az Ps™=(e™,e™,e™) héaromtest-rendszer
diszkrét nem kotott allapotainak a lokalizdlasara alkalmaztuk. Ezt a rendszert
sokan tanulmanyozték az elmult idészakban [49, 80, 81, 82]. A H™-hoz val6 ha-
sonloséga valamint az a tény, hogy ez az egyediili pozitronos tobbtest-rendszer,
amelyet kisérletileg is kimutattak, arra sarkall, hogy tovabbi vizsgalatokat végez-
ziink rajta. A korabbi vizsgalatok soran azt talaltak, hogy csak egy kotott (E =
—0.26005070226 hartree) allapota és nagyon sok (talan végteleniil sok) rezonancia-
allapota van. A kotési energia kis értékébsl (Exstesi energia = Eﬁﬁszah — FErendszer =
0.01 a.u.) arra kovetkeztetiink, hogy a rendszer egy semleges ,pozitroniumatom-
bol” (Ps—(e—, e+)) és egy ehhez gyengén kot6ds harmadik elektronbol 4ll. A ré-
szecskék kozotti atlagtavolsdgok variaciés modszerrel végzett szamitésokkal kapott
értékei is igazoljak ezt a feltételezést. Tehat a Ps~=(e™,et, e™) rendszer egyetlen
kotott alrendszerrel rendelkezik (Ps:(e’, e*)). A kéttest-alrendszernek (Ps atom)
pedig végtelen sok, a szorasi kiisz6bhoz torlodo, kotott allapota van (Rydberg-
allapotok, energiajuk E, = —1/(4n?) hartree, ahol n a kéttest-alrendszer fokvan-
tumszama). Minden egyes n-re (kivéve n = 1-et) degenerélt nivok egylittesét kap-
juk. Ezek a kéttest-nivok képezik a haromtest-rendszer kiiszobenergidit (Eiq,ap)-

A tanulmanyozott rendszerben csak egy kotott kéttest-alrendszer létezik hiszen
a két elektron megkiilonboztethetetlen. Az azonos részecskékhez rendelt |1);) és |1;)
Fagyejev-komponensek a sajat Jacobi-koordinatajukban azonos fliggvényalakkal
rendelkeznek. Jeldljiik 1-essel az egyik elektront, 2-essel a méasikat, igy a pozitron
lesz a 3-assal jelzett részecske. Vagyis (z1y1|¢1) = (x2y2|2) = (zy|y), igy csak
egy komponenst a formalizmus. Ennek a matematikai leirasara bevezetjiik a P
operatort, amely az 1-es és 2-es indexeket felcseréls operator, és amelynek p = £1 a
lehetséges sajatértékei, annak fiiggvényében, hogy az allapot teljesen szimmetrikus
vagy antiszimmetrikus. Igy a harom egyenletbsl all6 (4.10) csatolt egyenletrendszer

a kovetkez6 alakura egyszertisodik:
1) (s
1) = G0 pPlyn). (4.36)

Tovabba azt is allitjuk, hogy a (4.36) egyenlet egzakt, és az egyetlen komponens

ellenére is teljesen j6l irja le a rendszer aszimptotikdjat és szimmetriatulajdonsa-
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gait (a Pauli-elvre vonatkozo tulajdonsigokat). A numerikusan kiszamitott mat-
rixelemek is egyszertisddnek, hiszen az u{ segédpotencidl értéke nulla, igy a (4.28)
determinéns értéke egyszertibben hatarozhat6é meg.

A diszkrét  allapotok helyeinek meghatarozasdhoz a D(z) Fredholm-
determinéns vagas kozelében levs komplex zérushelyeit kell megkeresni. Ezt oly
modon valositjuk meg, hogy numerikusan kiszamitjuk a D(z) determinéns érté-
keit a komplex energiasik valos tengelye (vagy valamely véges 6 értékkel elforgatott
tengely) mentén, majd ezen {z;, D(z;)} pontparokra Padé-tipusa racionalis tortet
illesztiink:

PN(z)  ap+aiz+az® + - +anz"

D[N’N] = — .
(=) QN (=) 14+biz4+b322+---+byzlN

(4.37)

A Padé-egyiitthatokat 2N + 1 darab {z;, D(z;)} pontpar segitségével hatarozzuk
meg. A racionalis tort ismeretében, a szdmlaloban levs PV () polinom zérushelyeit
megkeressiik, és ha taldlunk gyokot a valos tengely kozelében, akkor feltételezhet-
jik, hogy D(z)-nek is van ennek a kozelében zérushelye, a megfelelé (méasodik)
Riemann-feliileten.

A Padé-kozelitéssel kapott zérushelyek koriil egy tjabb zérushely-keres6 prog-
ram segitségével (ZERUS) rékeresiink a valodi polusokra. A ZERUS névi
zérushely-keresd program azon a feltevésen alapszik, hogy egy f(z) = 1/D(z) fiigg-
vény elsérendii polussal rendelkezik a zg pontban. Ekkor a fiiggvényt a Laurent-

sorral kozelithetjiik:

C_

oo
cn(z — 20)"
Z—ZQ+Z n( 0)7

n=0

f(z) =

és a z & zg esetén az f(z) értéke tart a végtelenhez. A feltételezett zérushely koriil
elégséges, ha a Laurent-sor els§ néhany tagjat hasznaljuk. Amikor a zérushely koze-
lében vagyunk, akkor a Laurent-sorral kapott fiiggvényérték tobb nagysagrenddel
nagyobb a kiindulasi fiiggvényértékeknél. Mindaddig folytatjuk a zérushely kere-
sést (kezdgsérték adas, zérushely kozelit6 meghatarozasa, tjabb kezd&érték adas,
felhasznalva a kozelits zérushely értékét), amig D(z) értéke egy megkivant na-
gyon kis értéket fel nem vesz. Ez az eljaras elég gyorsan bekonvergal, és pontos
eredményt ad.

Természetesen a Padé-kozelitéses eljaras soran alzérushelyek is megjelenhetnek.

Ekkor azt tapasztaljuk, hogy a ZERUS-sal valo keresés soran nagyon eltavolodtunk
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a kiindulési zérushelyektdl tavoli z-tartomanyokba, és a program nem konvergéalt
be. Tovabba a CS-bazis méretparaméterének vagy a Merkurjev-féle vagasi para-
métereknek a valtoztatasaval is kisziirhetiink nem valédi rezonancidkat.
Végeretiil azért, hogy egyetlen pélus se maradjon ki a valés tengely menti pasz-
tazés soran, a komplex analizis argumentumelvének segitségével meghatirozhaté
egy adott tartoményban levs polusok szama. Tehat, egy C' zart gorbe altal ko-
riilhatérolt tartoményban az analitikus D(z) fliggvény gyokeinek N¢» szamét a

kovetkez§ integral segitségével kapjuk meg:

1

5 D'(2)/D(2)dz = N¢v, (4.38)
i Joo

ahol D'(z) = dD(z)/dz. A (4.38) integral kiszamitasat numerikusan végeztiik el.

A Ps™=(e ,e ,e") atomi rendszer azon rezonancidira voltunk kivancsiak,
amelyeknél a teljes impulzusmomentum L = 0 (S-hullami) és az eredd spin értéke
S =1/2. A két elektron eredd spinje két lehetséges értéket vehet fel az antiparalel
(s12 = 0, szingulett &llapot), illetve a paralel (s;2 = 1 triplett allapot) beallasnak
megfelelGen.

A szamitasokat a Coulomb-kolcsénhatas harom teljesen kiilonb6z6 vagasi pa-
raméterére végeztiikk el: xg = 18 és yg = 50, g = 25 és yo = 50, zg = 5 és
yo = 1000, illetve v = 2.1 értékeket, hasznaltam mindharom szdmitassorozat ese-
tén. Ily médon teszteltiik a program konvergenciajat, és megvizsgaltuk azt is, hogy
a kapott zérushelyek valodi rezonancidkhoz kdthetSk-e. Szamitésainkat olyan ba-
zison végeztiik el, amely N = 20 CS radialis allapotbél épiil fel, 1,40 = Amae = 10
impulzusmomentum-csatorna figyelembevételével. Azt talaltuk, hogy eredménye-
ink gyorsan konvergalnak, és érzéketlenek a CS-fliggvények b méretparaméterére
egy viszonylag széles tartomanyon beliil. Ez esetben a potenciél szeparacios sor-
fejtésének bazisa (N + 1)? X (e + 1) = 212 x 11 = 4851 elemet tartalmaz. A
szamitasok pontossiganak ellenérzése végett egy joval nagyobb méretii szamitast
is elvégeztiink (N = 30 CS-bazisallapot és l;q: = Amaz = 14 impulzusmomentum
csatorna) és 5-6 értékes szamjegynyi egyezést kaptunk az el6z6, kisebb méreti, sza-
mitasi eredményekkel. Ez a pontossag az zq és yo vagasi paraméterek valtoztatasa
esetén is megmaradt.

A leirt technikakat alkalmazva sikeriilt reprodukéalni az (e, e*, e™) atomi rend-

szer Osszes eddig ismert rezonanciajat. Tovabba talaltunk néhany 4j rezonanciat is
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4.1. tablazat. A Ps™ ion s-hullimi szingulett (az elektronok eredd spinje s12 =0),
kéttest-kiiszob alatti rezonanciadllapotainak energidja és szélessége, atomi eqységek-
ben megadva. Eredményeinket a komplex skdldzdssal elvégzett szamitdisokkal hason-

litom dssze.

Kiiszob  E, (a.u.) r/2 (a.u.) E, (a.u.) r/2 (a.u.)
—0.07596457 0.00002134 —0.0760305 0.0000215 [81]

2 —0.06361609 0.00000413 —0.0636 0.00004 [81]
—0.06250453 0.000000334
—0.03533063 0.000037443 —0.035341881 0.00003721 [82]

3 —0.02983161 0.000026792 —0.029846105 0.00002626 [82]
—0.02805628 0.000010702 —0.028296 0.00000575 [82]
—0.027724943 0.000011103 —0.027725 0.000021 [82]

4 —0.020213922 0.000064673 —0.020213985 0.00006506 [82]
—0.017490957 0.000069084 —0.0175105 0.00006585 [82]
—0.017309510 0.000078936 —0.0173109 0.00007895 [82]
—0.012953977 0.000056842 —0.01303094 0.00005265 [82]

5 —0.011708829 0.000014448 —0.011722815 0.00002174 [82]

a kéttest-kiisz6bok kozelében. Az eredmények egy részét a 4.1. és a 4.2. tablazatok-
ban foglaltam Gssze. Ezeket az eredményeket a koordinatak komplex elforgatasan
alapulé szamitasokkal vetettem Gssze. Lathatd, hogy nagyon jo az egyezés, s6t

néhény esetben a mar-mar etalonnak szamito Ho és tarsai [81, 82] 4ltal kozolt

4.2. tablazat. A Ps~ ion s-hulldmi triplett (az elektronok eredd spinje s120 = 1),
kéttest-kiiszdb alatti rezonanciadllapotainak energidja és szélessége, atomi eqységek-
ben megadva. Eredményeinket a komplex skdldzdssal elvégzett szamitdisokkal hason-

litom dssze.

Kiiszob E, (a.u.) r/2 (au.) E, (au.) r'/2 (a.u.) |
2 —0.063520876 1.458x109 —0.063537356 8.1x10~° [83]
—0.062534269 2.24x10710 — —

3 —0.02036920  9.3x10~%  —0.029370695 9.25x 105 [82)

—0.02806984  5.76x 108
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eredményeken is tudtunk javitani, amit a késGbb elvégzett szamitasok is igazol-
tak [83, 84]. A fenti két tablazatban megadott rezonancidk lokalizalasa kdzben
olyan, kiiszob f6l6tti rezonancidkra leltiink, amelyekre nem talaltunk utalasokat
az irodalomban, és rdadasul tavol estek az eddig talaltaktol is. Miutan az al-
rezonanciasziirésen sikeresen adtmentek, elkezdtiik a (4.37) egyenlettel megadott
Padé-kozelitéssel és az 6t kovetd zerushely keresGvel ezeket az energiatartoményo-
kat nagy alapossaggal atfésiilni. A kapott eredményeket a 4.5-4.12. 4brakon adom
meg. A 4.5-4.9. abrakon a Ps~ rendszernek a szingulett (s12 = 0) allapotaira ka-
pott n = 1,...,8 kéttest-kiisz6bok kozotti rezonanciai lathatok. Az dbrakon az
irodalomban kozolt kiiszéb alatti rezonancidkat is feltiintettem, valamint az elsé
abran a rendszer egyetlen kotott allapota is lathat6. Tovabba, a 4.10-4.12. abra-
kon a rendszer triplett (s;2 = 1) allapotara kapott rezonancidkat adtam meg. Az
eredményeink atomi egységekben értenddk. Azt taldltuk, hogy a rendszernek nagy
szami rezonanciaja van, amelyek egy olyan egyenes mentén helyezkednek el, amely
a kiiszob irdnyaba mutat. A komplex energiasikon kapott egyenes iranytangensére
tgd ~ —0.1 adodik, és az egyenesen elhelyezkedd rezonanciak, a torlédési kiiszob-
b6l kiindulva mas kéttest-kiiszobokon is dthaladnak. Magasabb kiiszobdknél nem
egy hanem két egyenes mentén helyezkednek el a kapott rezonanciak (lasd 4.7—4.9.
abrakat).

Az elektronnak pozitroniumon vald szorasira irdnyuld szamitisok nem iga-
zoltak a hozzajuk fiizott reményt. A kiiszob alatti méas szamitasi modszerekkel
is lokalizalt rezonancidk esetén a fazistolasban jelentkezett a rezonancidkra jel-
lemz§ 7/2-tes ugras, amely a hatéaskeresztmetszetben kis strukttrakat, oszcillacio-
kat eredményez. Az egyenes mentén torlodé rezonancidkra nem kaptunk meggy6zd
eredményeket, de ez magyarazhaté, hiszen a torlédé rezonancidk olyan kozel van-
nak egymashoz, hogy a hataskeresztmetszetben keletkezett struktirak egymaésra
tevédésiik soran egyszertien kioltjak egymast, és marad a kiatlagolt fiiggvény.

Maés haromtest-rendszereken (et+H, e~ +H) végzett elézetes tanulményok is
megerdsitették az eredményeket, és alatdmasztjak abbéli hitiinket, hogy a jelen-
ség altalanos a — részben vonzé — Coulomb-koélcsonhatést tartalmazé haromtest-
rendszerekben. Torlédési pont gyanant, akir a hidrogénatom kotott dllapotai, akar

a pozitrénium kotott allapotai, vagyis a kéttest-kiiszobok szolgalnak.
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4.5. dbra. A Ps~— S-hullamii szingulett rezonanciadllapotainak torléddsa azn = 1-es

kéttest-kiszobneél.
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4.6. dbra. A Ps~— S-hullamii szingulett rezonanciadllapotainak torléddsa azn = 2-es

kéttest-kiiszobnél.
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4.7. abra. A Ps~ S-hullimi szingulett rezonanciadllapotainak torldddsa azn = 3-as

kéttest-kiiszobnél.
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4.8. dbra. A Ps~— S-hullamii szingulett rezonanciadllapotainak torléddsa azn = 4-es

kéttest-kiiszobnél.
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4.9. abra. A Ps— S-hullimi szingulett rezonanciadllapotainak torléddisa azn = 5-0s

kéttest-kiiszobnél.
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4.10. dbra. A Ps~ S-hullimii triplett rezonanciadllapotainak torlédisa az n = 1-es

kéttest-kiiszobnél.



4. FEJEZET. A FAGYEJEV-MERKURJEV-FORMALIZMUS

0 T T
T L
-0.002- .

. ! 1
S -0.004- ‘., | e
& | ‘e | b

o . | ;
& -0.0061 . | P
I + rezonanciak . P

— n=2-es kiisz6b . i i

<<<<< n=3-as kiiszdp | ;
-0.008~ Uszo P

--- n=4-es kiiszob . | i
H - n=5-0s kiiszdb ! .

! 1

. | | . | | | le I
.01 06 005  -0.04 -0.03 -0.02 -0.01

E, (a.u.)

4.11. d4bra. A Ps~ S-hulldmai triplett rezonanciadllapotainak torléddsa az n = 2-es

kéttest-kiiszobnél.
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4.12. abra. A Ps~— S-hulldimi triplett rezonanciadllapotainak torléddsa az n = 3-as

kéttest-kiiszobnél.
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Koztudott, hogy rovid hatotavolsagi potencidlban nulla vagy véges szamu ko-
tott allapot alakul ki. Az aszimptotikusan lecsengd, hosszi hatésugari potencidlok
esetén a helyzet egy kissé megvaltozik. [1] szerint, amennyiben a potencial aszimp-
totikus viselkedése olyan, hogy 72V (r) —— —oo, vagyis 1/r2-nél lassabban tart
nulldhoz, akkor megszamlalhatéan végtglzgo kotott allapotunk van. Ha azonban a
kolesonhatés 1/r2-nél gyorsabban tart nulldhoz, akkor a kotdtt allapotok szdma
véges. Problematikus helyzettel allunk szemben akkor, amikor a V(r) = —3/r2.
Ezidaig ugyanis az origoban a hullamfiiggvény szinguléritasa ,,jo tulajdonsaga”
volt (rQV(r) — O). A —3/r? potencialra azonban ez a j6 tulajdonsig megszii-
nik, és [2] szerint: ha 8 > 1/4, akkor a diszkrét spektrum végtelen sok negativ
energianivét tartalmasz.

Ezeket felhasznalva Nuttal és tarsai [85] a szoros csatolas modszere segitsé-
gévell azt taldltak, hogy degeneralt kéttest-kiiszobok esetén (a kéttest-rendszer
fékvantumszama n > 2) a haromtest—Schrédinger-egyenlet két fiiggetlen V(r) ~
—B/r?-tel ardnyos kolcsénhatést tartalmazé masodrendt differencislegyenletre re-
dukalédik, és a rendszerben kialakulé rezonanciadllapotok szama végtelen lesz.

A szamitasi eredményeink azonban, lasd 4.5. és 4.10. abrak, azt mutatjak, hogy
a jelenség nem csak a degeneralt, hanem a nemdegeneralt kiiszobt (n = 1) kéttest-
alrendszer esetén is jelentkezik. A szoros csatolasos szamitasban az n = 1-es kiiszob
kornyékén, az igynevezett polarizacios potencial V (r) ~ —3/r*-nel ardnyos, és ez
véges szami rezonanciat josol. Tehéat, nem lehet egyértelmiien kijelenteni, hogy a
polariziciés potencial lenne a felel6s a rezonancidk torlodéaséért.

Egy masik mechanizmus, amellyel magyarazni lehet a torl6déasi jelenséget, az az
un. Jefimov-jelenség [86]. Ennek lényege abban all, hogy ha a kéttest-alrendszernek
nagyon gyengén kotott (hataresetben nulla energidjiu) L = 0 impulzusmomentumi
allapota van, akkor a haromtest-rendszerben nagyon sok (hataresetben végtelen
sok) kotott allapot alakul ki. Ha a kéttest-kolcsonhatas ersségét drasztikusan
megvaltoztatjuk, erGsen bekotve, vagy kontinuumba kitolva a kéttest s-allapotot,
akkor a jelenség megsziinik.

Coulomb-haromtest-rendszerekben, a kotott kéttest-alrendszerek végtelen sok

LA szoros csatolas modszere szerint a haromtest-hullamfiiggvény kéttest-atomi palyak, vala-
mint a kéttest-tomegkozéppontja és a harmadik részecskét 6sszekotd Jacobi-koordinataban is-
meretlen fliggvény szorzataként irhato fel, igy a Schrodinger-egyenlet csatolt egyenletrendszerré
alakul.
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a nulla energishoz torlodé kotott allapota van. Igy el lehet képzelni, hogy ezek az
allapotok - egy gyengén kotott dllapot végtelen sok kotott allapotot hozhat létre a
haromtest-rendszerekben - végtelen sok, a kiiszoboknél torl6dé rezonanciadllapotot
hozhatnak létre az atomi haromtest-rendszerekben.

A Jefimov-jelenség nagy figyelmet kapott az elmult idgszakban. Magfizikaban,
illetve semleges atomok kozotti szorasi kisérletekben irtak le létezését [10, 58, 88|.

A jelenséget leir6 elméleti munkak rovid hatosugara magfizikai kolcsonhatast
feltételeznek, illetve a semleges atomokra vonatkozoan, az atomok ,molekuldkka”
(harom atom kvazikotott rendszere) valo alakulasat Van der Waals-tipust koleson-
hatasok segitségével irtak le. Végeredményben elmondhatjuk [87, 89, 90], hogy a
szamitasok soran az effektiv kélcsonhatas a rendszer méretét leginkabb kifejezd
koordinatdban (hiperszférikus koordinatakban) 1/R? viselkedést mutat, ahol R a
hipersugar. Az 1/r? szerint véltoz6 kolcsdnhatasok esetén pedig, [85] végtelen sok
rezonanciaallapot alakulhat ki a haromtest-rendszerekben.

Az Jefimov-allapotok két fontos tulajdonsagat hangsilyoznam ki:

1) ezek az allapotok gyengén kotott allapotok, és méreteik (négyzetes kdzéptavol-
sagaik) joval nagyobbak, mint a kéttest-alrendszerre jellemz8 méretek;

1i) a gerjesztett Jefimov-allapotok skalazasi tulajdonsagot mutatnak, vagyis
E/Ey ~ 6_27”", ahol Ey az els6 Jefimov-allapot energiaja, n egy természetes szam,
és v pedig egy valés szam.

A kapott rezonanciahelyek kiiszoboktdl vett tavolsagai eleget tesznek a maso-
dik tulajdonsagnak. Az els6 tulajdonsag vizsgalata azonban még folyamatban van.
Els6 1épésben azt a nem trivialis feladatot szeretnénk megoldani, hogy a Fagyejev—
Merkurjev-egyenletek segitségével a hullamfiiggvény haromtest-konfiguracios tér-
beli kozelits alakjat meghatarozzuk. Azt varjuk, hogy a hullamfiiggvény egy gyen-
gén kotott allapotra jellemz6 szétteriils alakot mutat.

Osszefoglalva az eddig elmondottakat, a rezonanciaallapotok kiiszoboknél valo
torlodasi jelenségének magyarazatara két lehetséges mechanizmust emlitiink meg.
Ezek koziill mindkettének lehet szerepe a torlédd rezonancidk kialakulasaban.
Tehét, ezen kérdés is tovabbi vizsgdlatokat igényel. Hasonléan vizsgalni szeret-
nénk, hogy maés tipusi haromtest-rendszerek, mint példaul a molekuléris ionok
(M*,M*,m™), esetén jelentkezik-e ez a viselkedés. Erdekes lenne megvizsgalni,

hogy a kéttest-kolcsonhatés drasztikus valtoztatasara elttinik-e a jelenség.



Osszefoglalas

A dolgozatomban a néhanytest-fizika mdodszereinek és feladatainak tobb témako-
rét érintettem, a tanulményozott két, harom és 6t, valamint hét részecskébdl allo
rendszereken keresztiil. A két- és haromtest-rendszerek esetén a rezonanciaallapo-
tok lokalizéldsa (energiajuk és szélességiik meghatarozasa) és fizikai mennyiségek
kiszamitasa volt a cél, mig az 6t részecskébdl 4llé rendszereknél a legalacsonyabb
kotott allapotokat hatiroztam meg, és a rendszerek stabililitasat tanulméanyoz-
tam. Vizsgalataimhor részben kész programok alltak rendelkezésemre, részben pe-
dig sajat fejlesztésti FORTRAN programokat hasznéltam. A tovabbiakban sajat
eredményeimet a dolgozatom felépitését kovetve fogom Gsszefoglalni, kiemelve a

legfontosabb eredményeket, kovetkeztetéseket.

Kotott allapoti problémak

A korrelalt Gauss-fiiggvényekkel felépitett, stochasztikus eljarassal optimalizalt
variacios modszer [11] segitségével meghataroztam néhany érdekes néhanytest-
bil 1étiiket is. Elég nagy azon rendszerek halmaza, amelyeket 6t egységnyi toltésii,
kiilonb6z6 tomegi részecskébdl épithetiink fel. Vizsgalataimhoz ezek koziil olyan
rendszereket valasztottam, amelyek az atom- és molekulafizikdban és a szilardtest-
fizikaban jatszanak fontos szerepet.

A kotott Ottest-rendszerekre vonatkozo egyik fontos kovetkeztetés az, hogy
a rendszer ered§ toltése +1, vagyis nem taldltunk a természetben példaul
(+,—,—, —,—) tipust kotott rendszert. Egy masik fontos kovetkeztetés az, hogy
amennyiben a (+,+,—, —, —) vagy (+, +,+, —, —) tipust rendszereket alkot6 ré-

szecskék tOmege azonos vagy kozel azonos, de megkiilonboztethet6k egyméstol,

95



OSSZEFOGLALAS

akkor ezek akar kotott rendszert is alkothatnak. A stabilitast a Pauli-elv és a
részecskék tomegaranya befolydsolja. A Pauli-elv erdsen korlatozza a részecskék
szamara igénybe vehetd fazistértartomanyt, sokszor mintegy tiltva azon legmé-
lyebb allapotok betdltését, amelyek a rendszert kitotté tennék. Igy példaul egy
(m™*, m*, m*, m~, m™) tipustt megkiilénboztethetetlen fermionokbol 4ll6 rendszer
nem kotott, de amennyiben megkiilonboztetett részecskékként (vagy bozonokként)
kezeljiik 6ket, kdtott rendszert alkotnak.

Azt talaltuk tovabba, hogy a (3e™,3e™) hat fermionbdl alkotott rendszer sem
kotott. Az ottest-rendszerhez hasonléan, viszont a hattest-rendszer is kototté va-
lik, ha bozonokként kezeljiik a részecskéket, vagy ha egy elektront és egy pozitront
megkiilonboztetiink tarsaiktol. A stabilitashoz az kell ugyanis, hogy a felcserélés-
sel szemben teljesen szimmetrikus allapot, amely kotottnek adodik, megengedett
legyen. Az elébbiekben elmondottak alapjan az a sejtés fogalmazhato meg, hogy
az (ne”,me™), n,m > 2 fermionokbol 4ll6 rendszerek nem alkotnak stabil, kitott
rendszert.

Vizsgélataim soran altalaban valamelyik ismert stabil rendszerbdl indultam
ki. A mar ismert stabilitasi eseteket gy altaldnositottam, hogy valamelyik vagy
akar tobb OsszetevGjének a tomegét megvaltoztattam. Igy példaul a H;r Ottest-
rendszerbdl kiindulva bebizonyitottam, hogy az (M*, M*™ M+ m™,m™) tipust
rendszerek o = m/M < 0.2 tomegaranyokra kotott rendszereket alkotnak, igy a
stabil HJ mellett néhany egzotikus rendszer pl. a (pT,p*,p*, u=, u7) is stabil. A
tomegaranyra vonatkozé korlat megegyezik az adiabatikus leirhatosag feltételével,
ezért azt mondhatjuk, hogy az ilyen rendszerek csak akkor stabilak, ha a ha&rom ne-
héz részecske lassii mozgasa adiabatikusan kezelhetd. A H;’ rendszer akkor is stabil
marad, ha a két protonjanak tGmegét egy kicsivel az elektrontémeg ala cstkkent-
jik. A Hy és Pss rendszerek kozotti kapcesolathoz hasonléan a modositott H;r—bc’)l
(a harom protonbol egyet megkiilonboztetiink a tobbeiktsl) a (p+, e, e, e™,e7)
rendszerekbe at tudunk menni, ha valtoztatjuk a kétféle pozitiv toltést részecske
tomegét. Az ebbe a csaladba tart6z6 stabil egzotikus atomi rendszerek koziil meg-
emlitem a (p*,p*,ut,e”,e7) és (pT,u", u", e, e ) rendszereket.

Erdekes esettel allunk szemben, amikor harom nehéz toltés pl. (4,4, —) egy
,osszetett” részecskét alkot, és a hozzé csatlakozo két konnyt részecske nem pola-
rizalja vagy valtoztatja meg az Osszetett részecske struktirajat. Ebben az esetben

az, Ottest-rendszer jo kozelitéssel harom részecskébdl allonak tekinthets, és alkal-
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mazhatok a harom testre kapott mar jol ismert eredmények. Osszetett részecskére
példaként megemlithetjiik a (p*,p™,p™), (p*,p*,u™), vagy a (tT,dT, u~) rend-
szereket, amelyekhez két konnyebb (elektron, vagy pozitron) részecskét csatlakoz-
tathatunk. Ezen 6ttest-rendszerek haromtest-modelljét a részecskék kozotti kisza-
mitott atlagtavolsig-értékek tamasztjik ala. Ezek a rendszerek jo kozelitéssel gy
viselkednek, mint a H™ ion. A fennebb emlitett rendszerek mellett ebbe a csaladba
tartozik az antiprotont bekotd hidrogénmolekula (ﬁHg = (p*,p*,p’,e*,e*)) is.
Az, hogy a (4, +, —) Osszetett rendszer mikor tekinthetd belss struktura nélkiili
egységtoltésnek, nagymeértékben fiigg a haromtest-rendszer és a két ,valencia’
részecske tomegaranyatol. Igy a et Hy vagy et Psy Gttest-rendszerek nem irhatok le
(XT,et, e™) tipust haromtest-rendszerekként, mivel nincs benniik olyan (+, +, —)
alrendszer, amely belsg struktira nélkiiliként viselkedne.

Erdekes, mekkora kiilsnbségre bukkantam két, szinte azonosnak vélhetd rend-
szer kozott. A Hy molekula akar egy pozitiv, akir egy negativ miionnal kotott
rendszert alkot. Mig az els6 esetben a harom pozitiv toltott részecske egy egyen-
16szara haromszog csicspontjaiban helyezkedik el osztozva a két elektronon (a
részecskek kozotti atlagtavolsag azonos nagysigrendi), addig az utobbi esetén a
harom nehéz (két pozitiv és egy negativ toltés) gyakorlatilag egységnyi toltési
egyetlen nehéz részecskeként viselkedik, és ehhez kotodik a két elektron. A ne-
héz részecskék kozotti atlagtavolsag 6t nagysagrenddel kisebb, mint az elektronok
nehéz toltésektdl vett tavolsaganak az atlaga.

Vizsgaltaim arra a kérdéskorre is kiterjedtek, hogy mely részecskék alkotnak ko-
tott rendszert a Psy dipozitroniummal. A protonnal alkotott stabil 6ttest-rendszer
vizsgalatabol levonhaté az a kovetkeztetés, hogy a Pss ,molekula” nagymérték-
ben deformélédik, a rendszer egy kompakt HPs négytest-rendszerként és egy eh-
hez gyengén k6t6ds, a tobbi részecskétsl joval tavolabb elhelyezkeds pozitronként
szemléltethets. Ezt mutatjak ugyanis a e™HPs rendszerre meghatarozott részecs-
kék kozotti atlagtavolsag-értékek.

A két pozitront bek6té H™ ionra kapott eredmények hatisara megvizsgaltam,
hogy més negativ ion képes-e bekdtni két pozitront, és kialakul-e a néhanytest-
rendszerben egy kompakt Psy ,molekula”, vagy a etPsH-hoz hasonléan egy el-
torzult valtozata alakul-e ki. A (Li~,e™, e™) = LiTPsy héttest-rendszerre, egy ré-
gebbi szamitas javitott valtozatat végeztem el, amelyben 6t aktiv részecske van: a

Li atommaghoz erésen kotott két passziv elektron egyetlen részecskét alkot, és ef-
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fektiv erdt fejt ki a Psy részecskéire. Hasonlé modellben megvizsgaltam a Na™Psy
rendszert is. Azt taldltam, hogy a rendszerek stabil, kotott rendszert alkotnak,
és a Psy ,molekula” a nehéz kationok torzité hatasa ellenére meg@rzi geometriai
struktarajat.

Az el6bbi modellszamitas eredményeit egy sokkal egyszertibb modellben is meg-
kaptam, amelyet a (e*,e™, e, ™, my+) szimbélummal jeldlhetiink. Ttt a ,nehéz”
részecske effektiv tomege kisebb az elektronénal (mg+ = 0.7m.). Az m+ effektiv
tomeget az az el6iras hatarozta meg, hogy az (m,+,e™) rendszer kotési energiaja
megegyezzen a Li atom kotési energidjaval.

A grilardtest-fizikai kutatidsokban nagy érdekl6dés mutatkozik a félve-
zet6kben levs excitonkomplexek (elektronok (e) és lyukak (h) rendszere)
irant. Az (M™*,mg+,my+,e”,e”)-Te és alrendszereire kapott eredményeim az
(e,e, h), (e,h,h), (e,e,h,h) rendszerekre vonatkoztathatok. A (eTPsH) és az
(M, mg+,my+, e, e ) rendszerek kotdtt allapotai arra utalnak, hogy a biexciton
(két-két elektronbol és lyukbol allé rendszer) képes kotott rendszert alkotni egy
donor szennyezdéssel (egy rogzitett pozitiv toltés a félvezetGben). Hasonlo példa
lehet a kotott Gttest-rendszerekre (e, e, h, h, h), illetve az altalanosabb (e, e, h, h, h')
rendszer, ahol az egyik lyuk kiilonbozik a t&bbitsl.

Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A1]-gyel jelzett munkéban

jelentek meg.

Rezonanciaproblémak

A diszkrét nem k6tott allapotok az S-métrix polusaihoz rendelhet6k. Tanulmanyo-
zasuk altalanositott kotott allapoti modszerekkel vagy a hatarfeltételeket magukba
foglalo integralegyenletek (Lippmann Schwinger-, Fagyejev-egyenletek) segitségé-
vel végezhetd el. A dolgozatom mésodik felében két mddszert mutattam be a re-

zonanciadllapotok tanulméanyozasara.

A csatolasi allandébeli analitikus folytatas

A potenciidlban mozgd részecskéhez rendelt S-métrix polusa a potencialvolgy mély-
ségének valtoztatasaval (a vonzé potencidltaghoz rendelt A csatolési allandon ke-
resztiil) egy trajektoria mentén mozog. Ily modon a potencialvilgy emelésével a

részecske kotott allapotai kitolhatok, a nemkotott tartoméanyba (a komplex k-sik
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fizikai Riemann-feliiletrsl a nemfizikai Riemann-feliiletre), ahol mint rezonancidk
jelennek meg. Vagyis kotott dllapotokbdl kiindulva analitikus folytatas segitségével
a rezonanciaallapotok lokalizalhatok, illetSleg egy fizikai rendszer rezonancidinak
a helye meghatarozhato a A segitségével elkészitett kotott allapoti segédproblémak
sorozatinak megoldasaval, és az eredmények a ) fizikai értékére valé extrapolalasa-
és a rezonanciatartomany kozotti térésponton/elagazasi ponton atvezetni. A pélus
helyzete a hullamszam-sikon mint \ fiiggvénye, az eldgazasi pont kdrnyezetében
legjobban racionalis torttel (Padé-alak) kozelithetd.

A csatolasi allandébeli analitikus folytatdason alapulé maédszert, egy modell-
probléman keresztiil részletes vizsgalatnak vetettem alad. T6bb eljaras segitsé-
gével meghataroztam az analitikus folytatdshoz sziikséges paramétereket (Padé-
egylitthatokat), és kivalasztottam a legjobb eredményt ado lanctortes Padé-
kozelitést. A Padé-paraméterek meghatarozasahoz kotott allapoti szamitasokra
van sziikség. Ezeket egy geometriai sor segitségével felépitett Gauss-bazisos vari-
acios modszerrel végeztem el [11]. A numerikus kivitelezéshez FORTRAN prog-
ramokat kellett kifejlesztenem. Ezen modellproblémara meghatéroztam a pélusok
altal leirt trajektoridkat. Eredményeimet a Schrédinger-egyenlet numerikus meg-
oldasan alapuld eredményekkel vetettem Ossze [66].

A rezonanciaallapotok lokalizil4dsa mellett meghataroztam a rendszer méretére
utald atlagtavolsdgokat. Azt taldltam, hogy a rezonanciaallapotokra kapott (r?)
atlagérték - mint A fliggvénye - az elagazasi pont kérnyezetében levs szingularitas
egy kornyezetét kivéve, folytatasa a kotott allapoti atlagértéknek. A szingularitas
annak felel meg, hogy a kotott és a rezonéns tartoméany kézott egy keskeny virtualis
tartoméany is van. Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy ha a trajektérianak nincs
virtuélis szakasza (a potencidlproblémédban [ > 0 esetén), akkor az (r?)-nak nincs
szingularis szakasza.

A kotott allapoti hullamfiiggvényekbdl kiindulva, tobb eljaras segitségével is
elvégeztem a részecske hullamfiiggvényének analitikus folytatasat. A kapott hul-
lamfiiggvények a bels6 tartomanyban jol adjak vissza a Gamow-fliggvényt, de az
aszimptotikus viselkedést nem. Ezért egy 0j médszert dolgoztam ki a hullamfiigg-
vény meghatarozasara, amelynek eredménye nagyon jol egyezik a numerikusan eg-
zakt eljarassal kapott hullamfiiggvénnyel, még a nehezen kezelhets aszimptotikus

tartoméanyokban is.
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A modszert az instabil ®Be mag [ = 0,2,4 impulzusmomentumi rezonancia-
allapotainak a meghatarozasara alkalmaztam. Nagyon j6 egyezést kaptam mind a
azonos modellben végzett numerikusan egzakt szamitasi eredményekkel, mind egy
realisztikusabb kéttest-kolcsonhatassal végzett ab initio szdmitassal. Mivel az egye-
zés a kisérleti eredményekkel j6, elmondhaté, hogy a két a-csoméds modelliink jol
irja le a 8Be mag rezonanciaallapotait. Kéttest-kdlcsdnhatasként az Ali Bodmer-
kolcsonhatést [65] hasznaltam, amelyet az | = 0,2 impulzusmomentumu « szérasi
kisérleti adatok felhasznalasaval hataroztak meg. Ez — kis valtoztatassal — az | = 4-
es, g-hullAmu rezonancira kielégitGen leirja a kisérletet.

Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A2]-vel jelzett munkiban
jelentek meg.

A Coulomb-haromtest-rendszerek rezonanciaallapotainak a lokalizalasa nehéz
feladat a csatolasi allandobeli analitikus folytatas alkalmazasaval hiszen, mint 14t-
tuk, a Hamilton-operator tomeg- vagy tdltésbeli skilazadsa nem befolyasolja a
rendszer kotott mivoltat. Ily moédon a kdlecsonhatds mechanikus atskalazaséaval
nem lehet a kotott allapotokat attolni a rezonanciatartomanyba, sem pedig for-
ditva. Az analitikus folytatas a kiiszob6t nem befolyésolé kéttest- vagy haromtest-

segédpotencial segitségével elvben megvaldsithatd, de nehezen kivitelezhetd.

Coulomb—haromtest-rezonanciaallapotok

A7z egységnyi toltési harom testbdl allo Coulomb-rendszerek rezonanciaallapo-
tainak energidjat a homogén Fagyejev—Merkurjev-egyenletek Coulomb—Sturm-
bazison valo megoldédsaval hataroztam meg [73]-[77]. A két elektronbol és egy pozit-
ronbdl all6 Ps™ pozitrénium iont tanulmanyoztam. A vizsgalataimhoz elGzmény-
ként a [73] munkakat hasznaltam fel. Az emlitett munkakban a rezonanciakeresés
két lépésben valosult meg, az elv pedig a Fredholm-determinans zérushelyeinek
megkeresésén alapszik. ElsG 1épésként egy széles energiatartomanyon, kiilonb6zé
energiaértékekre meghataroztak a Fredholm-determinans értékét, majd intuitiv
modon, a determinansérték valos és képzetes részének a vizsgalatabol egy becslést
kaptak a rezonanciahelyre. A masodik lépésben a becsiilt rezonancia-energiaérték
kornyezetében tijra meghataroztidk néhany energiaértékre a Fredholm-determinans
értéket, majd egy pontosabb zérushelykeress segitségével meghataroztak ennek a

zérushelyeit, azaz a rezonanciaenergiat.
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Az el6bbiekben ismertetett eljaras elsé lépését, amely a rezonanciahelyek koze-
lit6 meghatarozasara iranyul, egy 1j eljarassal helyettesitettem. Ennek lényege ab-
ban &ll, hogy a valés energiatengellyel parhuzamos egyenes, vagy a valos tengellyel
tetsz6leges szoget bezaro egyenes mentén meghataroztam a Fredholm-determinéns
értékeit. A kapott értékekre egy racionalis tortet (Padé-alakot) illesztettem, majd
meghatiroztam a szamlalo zérushelyeit. A vizsgalt energiatartoményhoz kizel esé
zérushelyeket hasznédltam fel a méasodik lépésben. Ezzel az Gjitassal konnyebbé valt
a rezonancidk keresése.

A leirt technikikat hasznalva sikeriilt reprodukilnom az 6sszes eddig ismert
rezonanciat a Ps™ atomi rendszer esetén, tovibba néhany tjat is taldltam a kéttest-
kiisz6bok kozelében.

Az energiatartoményok alapos tanulméanyozasa ravilagitott arra, hogy a rend-
szernek sok rezonancidja van, amelyek egy, a kiiszob irdnyaba mutaté egyenes
mentén helyezkednek el, és ezek a rezonancidk a kiiszobok kozelében torldédnak.
Ez a jelenség nemcsak a magasabb kiiszobok esetén, hanem mar a elsg, a hidrogén
alapéallapotanak megfeleld, kiiszobenergianal is jelentkezik. Tovabbéa az is kideriilt,
hogy magasabb kiisz6boknél (n > 3), nem egy, hanem két (vagy tébb) egyenes
mentén helyezkednek el a torlodést mutaté rezonanciék.

Ramutattam arra, hogy az egyenes mentén torlédo, végtelen sok rezonan-
cia és a két egyenes léte, a haromtest-problémat kozelitSleg helyettesits kéttest-
rendszerbeli 1/r2-es aszimptotikus kolcsénhatassal magyarazhato. E viselkedés
magyarazatara két lehetséges mechanizmust tekintettem at a dolgozatban. Az
egyik a hidrogénszerd alrendszert polarizalé6 harmadik, gyengén kotott részecske
hatésa, a méasik pedig az ugynevezett Jefimov-jelenség. Az eddigi vizsgalatok alap-
jdn nehéz egyértelmiien kijelenteni, hogy melyik mechanizmus felelds a jeleségért,
bar mi a Jefimov-jelenséget valdszintsitjiik, mert a polarizacio az alapallapoti
kéttest-kiisz6bhoz illeszked6 rezonanciasorozatot nem magyarazza. De a mecha-
nizmus tisztdzasara tovabbi tanulményokra van sziikség. Az altalunk talalt érde-
kes jelenség méasutt is eléfordul, amint ezt més haromtest-rendszereken (e™ + H,
e~ + H) végrett elézetes vizsgalataink alatamasztjak.

Az ebben az alpontban ismertetett eredményeim az [A3, A4]-gyel jelzett mun-

kédkban jelentek meg.



Summary

The microscopic world as well as the macroscopic world consists of complex many-
body systems with many degrees of freedom. The experimental studies of physical
systems usually start with processes that involve just a few degrees of freedom,
and the theoretical framework for understanding of the complex microscopic world
is developed step by step. The theoretical description can be attained along two
almost ,,orthogonal” paths. According to the many-body or statistical theory the
system is considered an assembly of many or infinitely many interacting objects,
to which statistical methods can be applied. But in the most typical modes of
motion the many-body systems have just a few active degrees of freedom, so their
description can be reduced to collective models or to few-body models. But even
the statistical methods require the knowledge of the elementary processes involving
few particles, and the applicability of the many-body methods to few-body systems

may be a benchmark of the methods.

Exhaustive knowledge on the few-body systems which are the most trivial
multiparticle systems belongs to the fundamental problems of quantum mechanics.
Experimentally, this requires spectroscopic studies, while theoretically it requires
quantum mechanical strucure calculations. Not only the bound-states, but also

the resonance and virtual states are to be studied.

In the thesis bound, resonance and virtual states of several few-body systems
were studied with different well-established methods. The bound nature of systems
was studied with the stochastic variational method. The discrete unbound states
(resonance and virtual states) can be considered generalization of the bound-states
because they also belongs to poles of the scattering matrix. That is why the discrete
unbound states can be described via bound-state type methods of which analytic

continuation in the coupling constant has been studied. The goal was to improve
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the applicability of this method and to obtain new information on some few-body

systems.

1. Thave calculated the ground-state energies of several few-body systems using
the stochastic variational method with correlated Gaussian bases. A system
has been identified as bound (i.e., stable) if a state has been found below
the lowest-lying threshold. The results of these studies can be summarized

in the following way:

(a) I studied the stability of the (ne*, meT), n,m = 2,3 five and six-body
systems. I have found that these systems have no bound states if the
particles are considered fermions. However if the fifth and sixth particles
are assumed to be distinguishable from the others, or they are treated

as bosons, the systems will become stable [A1].

(b) Starting from a bound atomic five-body system and by changing the
mass(es) of one (or several) particle(s) T determined stability condi-
tions for the mass ratio(s). In this way I was able to evaluate the
ground-state energies of other physical systems belonging to the same
family of systems. Having determined the average distances between
the particles I drew conclusions concerning the possible geometri-
cal structures of the five-body systems studied. For example, in the
(M*, M, M'T m~,m™) system the three heavy particles (M) form
an isosceles triangle and share the remaining two light particles (m).
In contrast, in the apparently very similar (M*, M'Y M'~ m~,m™)
system the three heavy particles behave as a single point-like positi-
vely charged entity, which bonds the two light particles. This simplified

picture is corroborated by three-body model calculations [A1].

(c) Tt is an intriguing question whether a heavy positive unit charge can
bind a Psy positronium molecule. I have found that not only the pPss
system but the LiTPsy and NatPsy systems also have bound states.
Studying the average distances I have found that the pPss system under-
goes a serious distortion and becomes something like an e*HPs, while in
the case of the heavier cores the structure of the Ps; molecule remains

more or less intact. I have shown that these many-body systems can be
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described in the framework of a more simple (e*,e™,e™, e, my+ )-type
five-body model [A1].

2. T performed a detailed study of the method of analytic continuation in the

coupling constant for resonances of a modell problem.

(a)

I have studied different versions of Padé approximation to the basic
equation of the method to single out the one which provides the highest
accuracy for the wave number of the resonance state. The continued

fraction variant turned out to be the appropriate procedure [A2].

In addition to the positions and widths, T determined the mean square
radii of the resonance states of the model two-body system. I have found
that the mean square radius as a function of the coupling constant has
a singularity near the branch point. Excluding this singularity region, I
have found that the mean square radius for the resonance states follows

the pattern of the coresponding bound-state values [A2].

I have developed a new method of determining the wave function of

resonance states [A2].

I have applied the method to determining the s-, d- and g-wave (I =
0,2,4) resonances of the unstable nucleus ®Be. T have found very good
agreement of our naive, two a-cluster model calculations with the direct
numerical integration, with a more sophisticated ab initio calculation
and with the experimental data. Making some reasonable changes in
the two-body interaction, we have even improved the agreement with

the experimental energy and width for the g-wave resonance [42].

3. T studied the resonance states of the Ps~ = (e, e™*,e™) Coulombic three-

body system by solving the homogeneous Faddeev-Merkuriev equations. I

have reproduced all the published resonances and found even more below the

(e~eT) + e~ thresholds. In addition to these resonances, T have found many

unknown resonances lying over the thresholds along lines pointing to the two-

body thresholds. These sets of resonances have accumulation points near

the thresholds [A3]. I have discussed the possible mechanisms responsible

for these resonances, and identified the Efimov effect as the most probable

mechanism [A4].
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