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Bevezetés

Az operaciokutatds elég 0j tudomanyag, mely szorosan Osszefligg a szdmitdogépek
kialakulasaval, fejlodésével. Az operdciokutatds feladata a gyakorlati élet kiillonb6zo
problémacsoportjaihoz az illetdé problémacsoportokat leird optimumszamitasi modellek
konstrualasa, tovabba a meglévé modellekhez az optimalis megoldast meghatarozo eljarasok
kidolgozasa.

Az operaciokutatasnak csak kis szeletével, a linearis programozéssal foglalkozom a
dolgozatomban. Altaldnos linearis programozasi feladatok megoldasara alkalmazhaté a
szimplex modszer. A szimplex moddszer Iényege egy lehetséges bazismegoldas megkeresése,
mely igen sok szamitast igényel, és néha a kerekitések miatt nem megfelelé eredményre
jutnak.

Dolgozatom els6¢ fejezetében rdviden ismertetem a linedris ¢és hiperbolikus
programozasi feladatokat, majd a masodik fejezetben irok a szamitasi problémakrol, és ezek
elkeriilésének, kikiiszobolésének két modjarol. Részletesebben targyalom a bazis matrix LU
felbontasan, és ennek frissitésén alapuld modszert.

Végiil ismertetem az LU felbontas Bartels-Golub modszer alapjan torténd frissités

Delphi nyelven torténé megvalositasat, kdrnyezetét, tapasztalatokat.



1. Linearis és hiperbolikus programozasi feladat

Linedaris programozasi feladat: Linearis programozasi feladaton olyan feltételes szélsoérték
feladatot értiink, amelyben a feltételek linearis egyenldség és egyenldtlenség formajaban
adottak, és ezen feltételek mellett keressiik egy linearis fiiggvénynek, a célfiiggvénynek a

minimumat, vagy maximumat.

Celfiiggvénye:

P(x) = ijxj — max/ min (1.1)
Jj=1

Hiperbolikus programozasi feladat (Linear-fractional programming): Hiperbolikus
programozasi feladat alatt olyan optimumszamitasi feladatot értiink, amelyben a feltételek
linearis egyenldség és egyenldtlenség formajaban adottak, €és ezen feltételek mellett keressiik

két linedris fliggvény hanyadosanak a maximumat vagy minimumat.

Celfiiggvénye:

ijxj+p0
O(x) = = = — max/min (1.2)
>.d x,+d,

J=1

Az eldbbi két célfiiggvényre a kdvetkezd megszoritasoknak kell teljesiilnie:

> ayx, = by i=l.m; (1:3)
j=1

x,20, j=1,....n, (1.4)

ahol V x=(x,,..., x,) €S, S a lehetséges megoldasok halmaza az (1.3) és (1.4) feladatra

vonatkozdan, és hiperbolikus esetben a D(x)>0 teljesiil.



2. Szamitasi problémak

A linedris és hiperbolikus programozasi feladatok megoldasa rengeteg lebegdpontos
aritmetikai szamitast igényelnek. A szamitogéppel végzett szamitdsok esetén — a modszer
pontossaga miatt - csekély szamu szamitasi hiba torténik. Ezeknek a hibdknak kommulativ
hatasa van, ami numerikus stabilitasi probléméahoz vezet és a kapott eredményben is jelentds
hibakat okozhat.

Ahhoz, hogy ezeket a hibdkat elkeriiljék, minden gyari LP megold6 rendelkezik egy
specialis és kifinomult technikaval, amely nagy mértékben csokkenti a kerekités 6sszegz6do
hatasait, és gyakran a megoldas nagymértékii javulasahoz vezet.

E technikdk egyik legegyszeriibb, viszonylag hatékony és széles korben elterjedt tipusa
a skalazas'. Ez a technika azt jelenti, hogy az eredeti optimalizalasi feladatA=||aij||mX,,
matrixanak azon sorait és/vagy oszlopait, melyek gyengén (vagy rosszul) skaldzottak,

egyenként el kell osztani (vagy meg kell szorozni) a sajat skalazasi fokszdmukkal:

I

p:,i=1,...,més/vagy pj,j= l,...,n. Alegtobb valos LP és LFP alkalmazas esetén a modell

eredetileg gyengén skélazott. Epp ezért mieldtt a szimplex modszert vagy mas modszert
alkalmaznank, a program ujraskalazza a sorokat, oszlopokat, vagy az RHS, azaz a
b=(b,,...,b,)" vektort.

Az ilyen skalazasi algoritmusok a célfiiggvény egyiitthatdit vagy tartalmazzak, vagy
nem. Az LP probléma esetén az 4 skdldz6 matrix, a jobb oldali b vektor és a P(x) célfiiggvény
nem okoz gondot a feltételek €és a célfiiggvény linearitasa miatt. A legtobb esetben a skaldzas
javitja a megoldott feladat eredményét, tehat célszerli alkalmazni. S6t, néha nagymértékben

csokkenti a szimplex mddszer iteracidinak a szamat is.

Altalaban a kdvetkezd skalazasok koziil lehet véalasztani:
— Nincs skalazas

— Csak sorokat skalaz

1 A probléma adatainck megoldas el6tti transzformalasa, mely segitségével megprobaljuk az adatok
terjedelmét olyan sziikre szabni, amennyire csak lehet.

2 Gyakori skalazé algoritmus, hogy osztunk minden sort a legnagyobb elemével, majd minden eredményiil
kapott oszlopot a legnagyobb elemével. Ezzel elérjiik, hogy a legnagyobb elem a matrixban 1.0 legyen, és
minden sorban és oszlopban legalabb 1 elem egyenld legyen 1.0-val.
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- Csak oszlopokat skalaz
- Sorokat és oszlopokat is skalaz,

mindezt célfiiggvénnyel vagy anélkiil.

Az LFP probléma esetében nem szabad megfeledkezniink az LFP és LP probléma {6
kiilonbségérdl, hogy az LFP QO(x) célfiiggvénye nem linedris.

Egy masik széleskdrben elterjedt modszer a kerekités kommulativ hatdsanak
csokkentésére, a bazismatrix refaktorizacioja. Ez a technika azt jelenti, hogy linearis algebrai
modszereket hasznalva Gjraszamoljuk a szimplex tabla x; egyiithatoit. A legtobb program az
LU-felbontast vagy mas specialis metdodusokat alkalmaz (pl. Cholesky-algoritmust, ami
szimmetrikus matrixot igényel) periddikusan frissitve a szimplex modszert a végrehajtas ideje

alatt. Ez javitja a numerikus stabilitast, ugyanakkor a refaktorizacio koltséges miivelet.

2.1. Hiperbolikus probléma skalazasa

Ezt a fejezet egy példaval kezdem, mely megmutatja, hogy egy rosszul vagy egyaltalan
nem skaldzott egyenleten végzett véges pontossagl szamitasok, és kerekitések milyen komoly

problémaékat okozhatnak.

A kovetkezd linearis egyenletiink van:
0.003 59.140 | [ x, | _ [ 59.17
5291 —6.130 X, 46.78

A pontos megoldas:

x, = 10.000; x, = 1.000

Most oldjuk meg az egyenletet Gauss eliminacidval és 4 tizedesjegy pontossaggal. Valasszuk
tengelynek az a;; = 0.003 -as elemet és szamoljuk ki a kovetkezd szorzot:

a
A= fa o 30 s 6667 ~ 1763.(6)
@, 0003



Ezutan végezziik el a kdvetkezd elemi soratalakitast:
(2.s0r) — A(l.sor) — (2.sor)
Ekkor a kovetkez6t kapjuk eredményiil, haa A = 1763.6667:

0.0030 59.1400 | L = 59.1700
0.0000 —104309.3786 X, —104309.3786
és ezt kapjuk, ha a kerekitett A-val szdmolunk:

( 0.0030 59.1400 ) ‘ ( X, ) _ ( 59.1700 )

=

0.0000 —104309.37(6) ~104309.37(6)

X

Az igy kapott helyettesitési érték: x, =71.00000000001, ami elég kozel van a helyes x, =1.0000
eredményhez. Habar egy kozel helyes x. értékkel szamolunk, az x; értékéiil mégis a

kovetkezdt kapjuk:

59.17—(59.140)(1.00000000001)
~ = —971(3
i 0.003 (3)

A helyes eredmény viszont x; =10.0000 lenne. Igaz, hogy x,-nél a hiba csak 0.00000000001
volt, de ez szorzodott 59.121 / 0.003-mal.

Természetesen sok szamitogép sokkal pontosabban szamol, de 6k is véges pontossaggal

dolgoznak. A legtobb az IEEE szabvanyt hasznélja, ami 16 szamjegy{i pontossagot jelent.

£=2.23%x10""°.

Ez azt jelenti, hogy: l+e=1+¢

l+is=1.
2

Egy linearis egyenletrendszer megoldasa kozben felmeriild6 pontossagi problémak
elkeriilésének egyszeri modja az, hogy egy teljesen skaldzott feladattal dolgozunk. Ezt a
megkozelitést eredményesen lehet alkalmazni az LFP problémaék esetén is. Az LFP probléma
skalazasa hatassal lehet a kiszamitott eredmény pontossagara, és ahhoz vezethet, hogy a

szimplex modszer kozben meg kell valtoztatni a kivalasztott tengelyt.

Az LFP feladat skéalazasakor a kovetkezd eseteket kiilonboztetjiikk meg:



1. Megszoritasok, feltételek skalazasa:

Jobb oldali vektor skalazasa: b=(b,,..., b,V

Az A matrix j. oszlopanak skalazasa: 4, j = 1,...,n;

Az A métrix sorainak skalazasa.

2. A célfiiggvény skalazésa:
Csak a szamlaloban 1évé P(x) fiiggvény vektora: p = (py, ...., ps)
Csak a nevezdben 1évo D(x) fiiggvény vektora: d = (dy, ...., d,)
A Q(x) célfiiggvényhez tartozo6 vektorok (p és d).

2.1.1. Az RHS vektor skalazasa: b — pb

Tegyiik fel, hogy az x"az optimalis megoldasa az LFP feladatnak, tehat

Zijj=b ées x =0

j=1
és a bazismatrixa: B = (4g,,..., 4q)
Helyettesitsiik a jobb oldali b vektort a b' = p b -vel, ahol p>0. Ezt figyelembe véve az 1j
vektor: x" = px”. Az x'kielégiti a kovetkezé feltételeket:

ZAj(pxj) =pb és X = px = 0,
=1

Tehat az x' lehetséges megoldéasa az alabbi LFP feladatnak:

n

2. P+ D,
o) = 5y = & = max @
2 d,x;+d,

melyre a kovetkezo feltételeknek kell teljesiilnie:

Zaijxj = pb, i =1,..m; (2.2)
j=1

x, =20, j=1,..,n (2.3)



Ellendrizziik le, hogy x’ optimalis megoldasa-e a (2.1)-(2.3)-mal jelolt feladatnak.
Mivel az x* optimalis megoldasa az eredeti LFP feladatnak, felirhatjuk a kovetkezot:

A(x) =0, j=1,..n, (2.4)
ahol

A(x") = D(xX)A=P(x)A7, j=1,...n,

m

A, = ;ps,xg—p,, j=1,...n,
A} = gd&x,-,—d‘,, i=l,....n.
Az x; egyiitthatot a kovetkezd rendszerbdl hatarozzuk meg:
> Ax, = A, j=1,....n (2.5)
i=1

ésA;jeldljeaz A = ||aij||,,,x,, matrix j. oszlopvektorat:

4; = <a1j,--- a,) ., j=l...n

’ mj

A skalazott A’ és A’ koltségek fiiggetlenek a b RHS vektortol, tehat a b — pb helyettesités

nincs hatassal a A; és A’ értékeire. Viszont a P(x) és D(x) fiiggvények értékei fiiggnek a b

RHS vektortdl, ezért figyeljiik meg az 0ij, csokkentett A, (x') kdltségeket, ahol x" = p x”

A;j(px)=D(px)A;=P(px)A]=

=
=2, d,(px))+dy)A' =2 p,(px))+p) A"
j=1

=
i=1

n

i=1

= d;(px))+dy+pd,—pd,) A -

—(2 p,(px)+ Pyt P po—p po) A

j:
i=1
=pD(x")A'+(dy—pd,) A’ -
—p P(x") A =(po=p py) A=
=p A, (x")+(dy—pd,) A= (py—p po) A=

=pA,;(x")-G, (2.6)



ahol:

Po—PPy A
dy—pd, A;/

J

A (2.6) azt jelenti, ha p, és d, olyanok, hogy
p Aj (X*) -G,

;= 0, j=I1,...,n,

vagy, ha

po=ppo é dy = pd,
akkor

2.6) (2.4)

Aj(px*) = ij(x*) > 0, Vj=1,...,n,

ezért az x' vektor egy optimalis megoldéasa az LFP feladatnak.

Tehat ha a b vektort helyettesitjiik valamilyen masik & = pb, p> 0 vektorral, akkor csak ki
kell cserélni a py és dy egyiitthatokat az eredeti Q(x) célfiiggvényben p, = p p, és

/

d, = pd, -ra. Ez a két helyettesités garantdlja az egyenlOséget az eredeti feladat és az 1j,
skalazott LFP feladat kozott. Nyilvanvald, ha az x' vektor optimalis megoldasa az Ujra

skalazott LFP feladatnak, akkor az x = x'/ p optimalis megoldasa az eredeti LFP feladatnak.
2.1.2. Oszlop helyettesités: 4, — p A,

Most az A4; oszlopvektort skalazzuk, ami az 4 = ||Cli,»||mx,, matrix egyik oszlopa (j=I,...,n).

tegyiik fel, hogy az x” vektor optimalis megoldas az eredeti LFP feladatban. Tehat:

Zij; =be x, =20, j=1,...,n
=1

és aB = (4g,..., 45 ) a bazis matrix. Cseréljiink ki néhany 4, vektort ( € J = {1,...,n})

1

néhany mas A, = p A, vektorra, ahol p>0.

Nyilvanvalo, hogy az @ij vektor : x" = (x,, Xx,, ..., X
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Ez ki fogja elégiteni a feltételeket:

. . X,
D A x+pA = = b,
i p

Jj=1
J#r

ezért az x' lehetséges megoldasa az uj skalazott LFP feladatnak:

D P A pix,+p,
i=1

P’ /o
O(x) = D/Ei; = Z — max (2.7)
21 d,x,+d,x +d,
;#r
a kovetkezo feltételek mellett:
;ijjJrArx, = b, (2.8)
=
x; =20, j=L..,n (2.9)

A célunk az, hogy megvizsgaljuk, hogy az x' vektor optimalis megoldasa-e a skalazott LFP
feladatnak.
Ha x" optimalis megoldas az eredeti feladatban, akkor

A(x) = D(x)A=P(x)A] =0, j=1,..,n (2.10)
Tegylik fel, hogy 4, egy bazisvektor, r € Jz = {s,,...,s,}. Ez esetben az 0j skalazott feladatnal:

A(x)=D'(x)A'—P'(x') A} =

J J

*

- . X, < , X,

=(z djxj+dr—+d0)(z pslxij+pr—"—pj)—
j=1 p i=1 p
J#r SFEr
§ . X, S X,

(X p X P A p) (X d xytd " —d )=
j=1 p i=1 p
J#r S, #r

n *
* / xr * *
=(Dd x,;+d,~+dy+d, x,—d x]) X
j=1 p

J#r

11



m
X,
X (le ps,x;’j—f—p;?’j_pj—}_prxrj_prx’?i)_
=
S, FEr
< b
* / - * *
-2 PX P Pt pox PR, X
j=1
J#Er

*

m
/ xr‘
X (D, d x,+d. r=d,d,x,—d,x,
i=1

S, FT

):
=(D(x')=d, 3 +d, 5 (8= p, %+ p, =)

* * /ﬁ //_ /ﬁ

Egyértelmii, ha p, = p,p és d. = d,p, akkor:

(2.10)

A(x) = Aj(x*) > 0, j=Il,..,n
Tehat az x' vektor optimalis megoldasa a (2.7)-(2.9) feladatnak.
Ha egy lehetséges 4, vektort helyettesitink 4, = p A, -rel (p>0), akkor egyszeriien csak ki
kell cserélni a p, és d, egyiitthatokat az eredeti feladat Q(x) célfiiggvényében p. = p.p

d, = d,p -re. Ez a két helyettesités garantalja az egyenldséget az eredeti és az 1ij, skalazott
LFP feladat kozott.

Egyértelmi, ha az x' vektor az 1j LFP feladat optimalis megoldasa, akkor:

— / / / / / /
X = (X1, Xo, ey Xo_yy X, Py Xoiis eeer X,)

az eredeti LFP optimalis megoldasa lesz.

Meg kell vizsgdlnunk azt az esetet, amikor a helyettesitett 4, vektor nem bazis vektor, » € Jy
=J\Js

Ahogy a kordbbi esetben, most is egyszerlien kicseréljiik az eredeti feladat p, és d,
egyiitthatoit pp, és pd. -re. Ha az r index nem bazis index, akkor x, = 0, ebbél kivetkezik,
hogy x'=x", P'(x") = P(x’), D'(x') = D(x") és ezért Q'(x') = Q(x).

Tehataz A, — pA,, r € Jyhelyettesités csaka A., A és A, (x') értékeire van hatassal.

Valoban, ha az eredeti LFP feladatban a nem bazisbeli 4, vektort vessziik, akkor:

12



m
As‘xir = A4, j=1,....n,

1

1

czutén az 4, — 4., helyettesitést végrehajtjuk, ahol 4, = p 4, , és kapjuk a kovetkezé j

A, reprezentaciot egy hasonld B bazisban:

ZAX,-<pxir) = pAr’ jzl,...,l’l.

i=1

Amikor 4, — p A, helyettesitést alkalmazzuk, akkor egyszerien helyettesitjiik p, — p,-

vel, ahol p, = pp,, ésd, — d,-vel, ahold, = pd,, ezutan az Gj ANL,A? és A (x)a

kovetkezo:

A; - Zpsi(pxir)_(ppr) = pA;;

= D(x)(pA,)=P(x)(pA]) = pA,(x') = O.

Ez azt jelenti,hogy az x* vektor optimalis megoldésa az uj LFP feladatnak.

Ha helyettesitiink egy nem bazis 4, vektort 4, = p A4, -vel (p>0), akkor egyszerlien ki kell
cserélni a p, és d, egyiitthatokat az eredeti O(x) célfiiggvényben p, = pp,,ésd, = pd, -re.
Ez a két helyettesités garantdlja az eredeti és az LFP feladat egyenldségét. SOt azt is, hogy

x, = x, = 0.
2.1.3. Sor helyettesités: a, — pa;

Az a, = (a1, a, ..., ) sort cseréljik az A = ||a@,||mx,l matrixbdl aza. = pa, sorvektorra. A
kovetkezd 2 esetet kiilonboztetjiilk meg:
1. Egyszerlien aza,— pa;kicserélésekor a b vektor » elemét is helyettesitjiik
b, —» b. = pb, re.

2. Mas elemet nem modositunk a b-ben, tehat a skalazast csak az 4 matrixban kell

13



végrehajtani.

Az 1. esetben:

Az r. sorbeli eredeti megszoritasok:

=

a;x, = b,
J=1
azaz:

=

(pa,)x, = (pb,),

Jj=1

Ismert, hogy az ilyen skaldzas nincs hatassal a lehetséges megoldasok S halmazanak

struktarajara. Tehat az 0j skalzasi probléma teljesen megegyezik az eredetivel.

A 2. esetben:

Nem modositjuk a b vektort. Az ilyen skaldzas eldre nem lathaté deforméciohoz vezet az S
megoldasok halmazéban, vagyis nem tudjuk biztositani, hogy a skdlazott feladat optimalis
bazisa az eredetihez hasonlo lesz.

fgy az egyetlen jarhat6 skalazas az 4 matrix sorain az d, — ., ahol

b,),

rn’ r

~

i =(a,, a,, ..., a

/

d, = (pay, pa,, ..., pay,, pb,)
Nyilvanvalo, hogy az optimalis megoldasa az eredeti és a skalazott feladatnak, azaz az x* és
x', pontosan ugyanaz. Tehat nincs sziikségiink skalazasra.
Jegyezziik meg, hogy a szimplex modszernek csak a tengely oszlop elemei hasonldak. Ezért a
tengely sor valasztisa fiigg a sor skalazastol. A rossz valasztas nagy szdmolasi hibahoz

vezethet, ez azt jelenti, hogy fontos a megfeleld sorskalazas.
2.1.4. A szamlalé vektor skalazasa: p — pp

Cseréljuk ki a p=(pys, ..., p,) vektort a Q(x) célfiiggvény P(x) szamlalojdban
p = (py P o p,/,)-ra, aholp;- = pp;,j=0, ... n.
Az ilyen csere nincs hatéssal sem a D(x) optimalis értékére, sem a csokkentett A’ koltségre,

de valtoztat a P(x) és Q(x) fiiggvények csokkentett A’ és A; koltségén.
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Tehat az 0j értékek: ANJ./, P(x), O(x)eésA (x).
4, = ;ps, i~ P =

= Y (pp)x,~lpp,) = pA,, j=l...n,

i=1

P(x) = Zp;xf‘;wg = §<pp_,.>xj+<ppo> = oP(x),
o(x) = B o pP) 6y,

D(x") D(x)
ezeért:
A)(x) = D(x)A/-P(x)A] =

J

= D(x)(pA)=(pP(XNA] = pA), j=l,.n

J

Az utdbbi egyenldségbdl kapjuk:

w (2.10)

A(x) = pAx) = 0, j=l,..n
Végiil jegyezziik meg, hogy a p — p p nem vezet semmilyen valtozdshoz sem az optimalis
bazisban, sem x~ optimalis megoldasban.
Tehat, ha mi skéldzatlanul akarjuk megoldani az LFP feladatot, akkor az optiméalis megoldést
ugy kapjuk, hogy o(x) = L‘OQ/(X*) , mivel a skdldzott feladat x' optimalis megoldasa

pontosan ugyanaz, mint az eredeti feladat x” optimalis megoldasa.

2.1.5. A nevezo vektor skalazasa: d — pd

Cseréljik ki a d=(d, .., d,) vektort a Q) célfiiggvény D(x) szamlalojaban
d = (dy, d\, ..., d,)-ra,ahold, = pd;, j=0, ..., n.
Az ilyen csere nincs hatassal sem a P(x) optimalis értékére, sem a csokkentett A_/, koltségre, de

valtoztat a D(x) és Q(x) fliggvények optimalis értékében és a A és A;(x) értékében.

* * ~ *)

Tehat az 0] értékek: A:-”, D'(x), O(x)ésA;(x



ezért:
A(x’) = D'(x)A)

= (pD(x)A/=P(x)(pA)) = pA,(x), j=l,m

Az utobbi egyenldségbdl kapjuk:

~ % (2.10)

Ax) = pA(x) = 0, j=l,..n

Végiil jegyezziik meg, hogy ad — pd nem vezet semmilyen valtozashoz sem a B optimalis
bazisban, sem x” optimalis megoldasban.

Tehat, ha mi skalazatlanul akarjuk megoldani az LFP feladatot, akkor az optimalis megoldast
gy kapjuk, hogy O(x) = pO'(x’), mivel a skaldzott feladat x' optimalis megoldasa

pontosan az eredeti feladat x* optimalis megoldasanak felel meg.
2.1.6. Skalazo faktorok

Figyeljiik meg az 4 = |la;l|,.., métrixot és a b=(b,, ..., b,,) vektort.

Az Ax=b rosszul skalazasanak a mértékét adja meg a kdvetkezo:
max (|a,|)
old) = ML
min (|a,)
i, jed,
ahol J.={i, j| a; # 0}. Minél nagyobb a kiilonbség a legkisebb ¢és a legnagyobb nem nulla a;

elemek kozott, annal rosszabb a rendszer skalazasa.
Definicio: Azt mondjuk, hogy egy A matrix gyengén, vagy rosszul skalazott, ha a(4) > 1E+5.

A skalazas célja, hogy a o(4) mértékét minél kisebbre csokkentse. Ahhoz, hogy ezt elérjiik, az

oszlopokat €s a sorokat skalazzuk, amennyiszer csak sziikséges.
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2.1.6.1. Hall szabdly

A szabdlynak megfelelden definidljuk a kdvetkezd sorskalazé p” oszlopvektort:
p" = (pl, ph e P (2.12)

ahol:

1
o = ([la, )" i=1...m;

=

J ,+ = { J: a@,-?f() } i=1, ...,m, sort meghatdroz6 index halmaz, mely azokat a j indexeket
tartalmazza, ahol aza; # 0az i. sorban,és a K; az i. sor nem nulla a; elemeinek a szamat

jelenti.

Hasonl6 mddon az oszlop skaldzashoz a kdvetkezd p¢ sorvektor kell:

p- = (pf, PS5 e pu), (2.13)
ahol:
1
o5 = ( Ila, )" j=1..n
j€J;

J, = liza;#0 ), j=1, ..n, sort meghatirozé index halmaz, mely azokat a i indexeket
tartalmazza, ahol az @; # 0O a j. sorban, és a Ka j. oszlop nem nulla a; elemeinek a szamat

jelenti.
2.1.6.2. Gondzio szabadly

Ez a faktor szamolas a Hall szabalynak megfeleléen mukodik, definidlni tudjuk a sorok

skalazo faktoranak p” oszlopvektorat.

roo__ r r r\T
p = (pl) p2) (RN} pm) ) (2'14)
ahol:
ro_ \/ N . X
p, = Nr;r;, i=l,...,m;
és:
/ ’7 . .
r, = max|a,7 , Iy = min |Cll-/< B l:1, , m.
j:aui ’ j:a”;tO ’
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Hasonldan a sorskalazé faktorhoz, az oszlopokhoz is definialhatunk egy p¢skalazo sorvektort.

p- = (pl, PS5 e P2, (2.15)
ahol:
és:

2.1.6.3. Implementacio

Egy LFP probléma skalazasakor ki tudjuk szamolni és tarolni tudjuk a sorok, oszlopok és a
célfiiggvény skalazo faktorat (kiilon a szamlalgjét és kiilon a nevezdjét).
A faktorok tarolasanak egyik lehetséges modja, hogy Kkiterjesztjiik a feladat matrixat a

kovetkez6 modon:

A b
Py @y dp cee Ay 1
A b
Py |Gy Ap N 2
~ r
A = pm aml amZ amn bn
.
pm+1 pl p2 pn pO
r
Puir |4y dy ... d, | d,
C C C C
T Pn Pt

Jegyezziik meg, hogy sok LP kod ahelyett, hogy pontosan kiszamolna a p skalazé faktort,
ezen értékek bindris kozelitéseibdl a legkdzelebbit haszndljadk. Ennek az az oka, hogy a
szamitogépek binaris rendszerek. Ez sokat javithat a skalazas hatékonysagan, mivel ebben az

esetben a meglehetdsen draga szorzas miivelete helyettesithetd a sokkal gyorsabb eltolassal.
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2.2. Bazis matrix faktorizacioja

A legtobb LP ¢és LFP alkalmazas tobb ezernyi ismeretlen valtozot és feltételt
tartalmazhat. Az erdsen skalazott problémak rendszerint tobb ezer iteraciot, és tobb millio
lebegdpontos szamolast igényelnek a szimplex metédusban. Mivel a szdmitogépek szamolasi
pontossaga véges, ezért ezekben aprd szamitdsi hibak léphetnek fel. A szimplex modszer
iterativ jellege miatt ez a hiba, pontatlansdg kommulativ hatast eredményez, végiil 1ényegesen
nagyobb hibdhoz vezet.

Ez a tipust hiba az egész szimplex metodust végigkoveti a transzformécid soran, amikor

a kovetkezo elemeket szamoljuk:

ahol J={I,..,n} minden A4; vektor indexeinek a halmaza, ahol Jz={s,,...,s,,} bazisvektor
indexhalmaza, » annak a vektornak az indexe, amelyiket kivissziik a bazisbdl, €s k a bejovo uj
vektor indexe.

Ez a formula a szimplex metddus végrehajtasa kzben kapcsolatot biztosit a régi és az Uj
x; egylitthatok kozott amikor vektort cseréliink a tablaban, és Gjraszamoljuk az 0 x :j elemet a
régi x;-b6l. Az iteracidkban végrehajtott véges pontossagii szamolasokbol fakadd kicsi
kerekitési hibak helytelen megolddst eredményezhetnek. Ezért szamoljuk ujra a {6 x;

elemeket a szimplex metodus végrehajtasakor, kozvetleniil az eredeti 4 matrixbdl ¢és az

aktualis B = (4 ..., Ag ) bazisbol.

Oldjuk meg a kdvetkezd linearis egyenletrendszert:
A, x; = A, ,aholjeJy = J\J,

1

1

azaz, mas szoval Ax=b alaku linearis egyenletrendszerek halmaza, melynek bal oldalan Ax,

jobb oldalan pedig b vektor.
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Ax = b

LHS RHS

Nem a legjobb valasztas Gauss eliminacidt vagy Gauss — Jordan metddust alkalmazni a
hasonlo6 feladatok megoldasara, mert mindkét metodus esetében ismerni kell az RHS vektort
mielStt végrehajtjuk a szamolast. Masik ok, hogy mindkét metodus draga és kb. m’/2+m’
lebegdpontos szamolast igényel az eredeti négyzetes matrix csokkentéséhez €s a megmaradt
helyettesitések végrehajtasahoz. Tehat ezek a metodusok O(m’) mértékben dragak.

Az LU faktorizaciondl nem kell elére ismerni az RHS vektort, és sokkal hatékonyabb is.
2.2.1. LU-faktorizacio

Az Ax=b alaku linedris egyenletrendszer megoldasanak egyik modjaval foglalkozom ebben a
fejezetben.

Ax=0b (2.16)
Az A matrix egy invertalhatd, ( mXm )-es négyzetes matrix, €s a b vektor egy tetszéleges m
elemit b=(b,,...b,)" oszlopvektor. Az A matrix A inverzét konnyii kiszamolni, tehat a (2.16)-
tal jelolt rendszer eredményét A”'b adja meg. Sajnos ritka az az eset, hogy a matrix alkalmas
legyen az invertalasra a lineéris egyenlet megoldasa céljabol. A legtobb kozvetlen modszer az
egylitthatd matrix egy faktorizacidjat alkalmazza a megoldashoz. Az egyik legismertebb, és
sz¢les korben haszndlt faktorizacié a nem szimmetrikus rendszerekhez alkalmazhaté. Ez az
LU-faktorizacio, ahol az A matrixot ugy hatarozzak meg, hogy van egy L als6 haromszog

matrix, €s egy U fels6 haromszdg matrix.

P.APc=LU, (2.17)
ahol:
n 0 0 Uy Up Uim
L = Ly 1y 0 ) U = 0 uy Upm
Zml ZmZ lmm O 0 umm

és a P, P. permutacios matrixok, melyekkel a sorokat és oszlopokat egyenként meg lehet

cserélni.
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Azutan, hogy az A matrixot LU alakba bontottuk, a kovetkezd 2 1épést kell végrehajtani a

megoldashoz:
Ly=P.b (2.18)
Uz=y (2.19)
igy az x megoldas a z vektorbol kiszamithaté egy permutécioval:
x=P.z (2.20)

Az LU felbontas nagyon hasznos, mert haromszog matrix alaki megoldas esetén a megfeleld

linedris egyenletrendszer helyettesitéseit konnyli meghatarozni.

Az Ax=b egyenletrendszer megoldasanak algoritmusat az LU-dekompozicioval a
kovetkezOképpen lehetne megfogalmazni:
1. A méatrix felbontdsa: 4 = LU.
2. LUx = b egyenletrendszerben jeldlje az Ux-et y, €s szdmoljuk ki az Ly = b rendszerbol
y-t:y =L"'b.
3. A mar ismert y segitségével hatarozzuk meg az Ux = y egyenletbeli x értékét:
x=U'L"b).

Nem minden matrixot lehet LU alakban felbontani.

Példa 1.:

4= (2 ;) N (ll (1))(”0“ ulz)’ uy =0 és lzlull = 4
21

Uy

De ez nem megfeleld, ezért 1étrehozzuk a B matrixot, amit az 4 matrixbol kapunk a sorok

s=(5 %)= 0)6 )

Ez mar felbonthat6 lesz, mivel az atl6jaban nincs 0 elem.

felcserélésével.

A matrix sorainak ez a fajta Ujrarendezése mindig lehetséges, ha a matrix nem szingularis,
azaz determinansa nem 0, ezért Ax = b egyenletrendszernek egy megolddsa van. A nem

szingularitas nem sziikséges feltétele az LU felbontas 1étezésének.
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Példa 2.: Szingularis matrix:

Ennek LU felbontasa:
_ (1 1) _ (1 O}/1 1) _
A_(l 1) (1 1)(0 0) LU.

Az els6 példdban lathatd probléma miatt alkalmazzuk a (2.17)-es formuldban a két

permutacids matrixot az LU-felbontashoz.

Tetel: (Az LU-felbontas 1étezése) Ha az 4 négyzetes matrix nem szingularis, akkor létezik
olyan P, és P. permutaciok, egy L alsd haromszog matrix, és egy nem szingularis U felsd

haromszog matrix, hogy P,A Pc = LU.
Ez azt jelenti, hogy mieldtt végrehajtjuk az LU felbontast, ellendrizniink kell, hogy minden

atlobeli elem nem nulla-e, kiilonben sorcseréket kell végezni ugy, hogy az atloban ne legyen

0. Egy matrixhoz nem csak egy LU-felbontés létezik.

LU-felbontas végrehajtasa:

a, a, a, Ly 0 o0 OV uy, u, ... uy,
4 = |9 an - an| Ly Ly oo 0| O wy oo uy,| U
aml amZ amm lml ImZ lmm 0 0 umm
A felbontas muveletei:
a; = lu”u + i =1,....m
Hai=1, akkor
ay = lLyuy, j = 1...m
Ha i =2, akkor:
aj Ly uy,
ay, = Lyu, + lyu,
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Ha 1= 3, akkor:

ay = Ly uy;
ay, = Ly uy + lypuy,
ay; = Lyuy + Lyuyy + Lyug

A tagok szdma az Oszegben fligg attdl, hogy az i vagy a j index a kisebb.

Z”uIj + l,-z”zj + ... + ll.iul.j = ay, ha i < j; (2.21)
l”ulj + l,.zu2j + ...+ l,.l.ujj = a,, ha i = j; (2.22)
Lyuy + Louy + oo + Lu, = ay, ha i > j; (2.23)

Lathatjuk, hogy ez az egyenletrendszer m’ egyenletet tartalmaz, és m’+m [; és u; ismeretlent
(a foatlobeli elemek kétszer szerepelnek). Mivel az ismeretlenek szama nagyobb, mint az
egyenleteké, rogzithetjiik barmely m db /; és u; ismeretlenek értékét, tetszéleges értéket adva
nekik, és megoldjuk a rendszert a tobbi, nem rogzitett imseretlenre. A kovetkezd értéket

mindig adhatjuk:

A kovetkezd eljarast, ami az elobbi egyenletrendszert oldja meg, Crout algoritmusnak hivjuk:
1. Legyen /; =1, minden i = [,...,m esetén.
2. Minden egyesj = ,...,m esetén végrehajtjuk a kdvetkezo 2 1épést:
1. Elészor hasznaljuk a (2.21)-(2.23) rendszert a kdvetkezd érték meghatarozasara
(i=1,..j):

a;, ha i = 1;

i i~1
a4 = Zlikulg‘, ha i > 1; (2.24)
k=1

2. Ezutan a (2.23)-as egyenlet segitségével, i=j+1, ...,m esetekben szdmoljuk ki a

kovetkez6 értéket:

(2.25)

=1
(aij - z likukj)
k=1

u

A Crout algoritmus iteracidit végrehajtva megfigyelhetjiik, hogy az ismeretlen /; és u;

elemek, melyek a képlet jobb oldalan szerepelnek, mindig meghatdrozddnak, mire sziikség
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van rajuk. Lathatjuk, hogy az eredeti 4 matrix minden a; elemét pontosan egyszer hasznaljuk
fel. Ez azt jelenti, hogy a megfeleld /; és u; elemeket ugyanott tudjuk tarolni a szdmitogép
végre lehet hajtani. Figyeljiilk meg azt is, hogy a féatloban 1évo /; egységelemeket sem kell
letarolni (hiszen mindegyik értéke 1). Mas szoval, a Crout algoritmus megengedi, hogy az
eredeti A matrix atalakitdsat LU alakba, helyben végezziik, anélkiil, hogy extra memoriat
igényelnénk, épp ezért a memoria felhasznaldsa hatékony.

Megfigyelhetjiik, hogy a (2.25)-0s egyenldség tartalmaz osztast, ami lényeges és
kihagyhatatlan része a Crout algoritmusnak. Az egyszeriibb, és hatékonyabb megvalositas
érdekében lehetds€ég van arra, hogy csak rész tengelykivalasztast végezziink, azaz csak

sorcseréket alkalmazunk.

Az LU felbontas elkészitése a Crout algoritmussal kb. m’/3 szorzast és ugyanennyi
Osszeadast igényel. Az Ly=b és Ux=y helyettesitések pedig m’-et. Tehat az Ax=b
egyenletrendszer, melynek csak egyetlen b RHS vektora van (vagy csak kevés kiilonb6z0),
sokkal kevesebb miivelet elvégzését igényli, mint a Gauss-eliminacidé vagy a Gauss-Jordan
metoédus. S6t, ha Ax=b egyenletrendszerek halmazat kell megoldanunk Osszetett RHS
vektorokkal, akkor eldnydsebb az LU-felbontast alkalmazni, mivel ebben az esetben a
felbontast csak egyszer végezziik el annyiszor hasznalhatjuk, ahany RHS vektor van. Az LU-
felbontas O(m’), a visszahelyettesités pedig O(m’) miiveletet igényel, ezért nyilvanvalo, hogy
a helyettesitések gyorsabba teszik az LU-felbontast. Minél nagyobb a megoldadné
egyenletrendszerek mérete, annal nagyobb részt tesznek ki ki az LU-faktorizacio 1épései az
Osszes miiveletbdl. Ezért fontos, hogy olyan kevés LU-felbontast hajtsunk végre, amennyit
csak lehetséges.

Fontos, hogy egy matrix LU felbontasa megegyezik a Gauss-eliminacioval, abbdl a
szempontbol, hogy az A matrixot balrol szorozva L”-gyel, ugyanazt a hatast érjiik el, mint az

elemi soratalakitdsokkal, azaz megkapjuk az U fels6 haromszdg matrixot.

2.2.2. LU-faktorizacio és Gauss-eliminacio

Egy A matrix LU felbontdsa nagyon kozel all a Gauss eliminacidhoz. A két eljaras
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kombinalhat6 egymassal.

Eloészor is hogyan alakitunk at egy adott 4 matrixot fels6 haromszog matrixsza Gauss

eliminécioval? Els6 1épésben helyettesitjiik az i. sort az (4 | b) bovitett matrixban a kdvetkezd

kifejezéssel:
. a;
(i. sor) — (1. sor )y, ahol  u;; = o
11
Matrix jelolésekkel leirva:
AP =MD 4
ha, az adott 4 matrix a kovetkezo:
ay ap Aim
4 = |9 9n Aom
am] amZ amm
és a (2.26)-0s formuldban szerepld tobbi matrix pedig:
a, Qap 4z ... diy 1
(2) (2) (2)
o 0 a,, ay .. a,, " —Uy
47 =10 a(322) a%) o dd) M= —py,
@ 0 _
0 a,, a,; ... a,, Hons
A masodik 1épésben létrehozzuk az M matrixot:
1 0 0 .. 0
0 1 .. 0
@) —
M~ =10 —pu;, 1 ... 0],
0O —-u,, 0 ... 1
ahol:
a2
Hp = —, = 34,....m
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Ezutéan kifejezziik A” matrixot:

A9 = MOMP4
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Ha az a; vagy a» nulldk, akkor még a végrehajtas elott kénytelenek vagyunk a sorokat

megfeleld modon felcserélni, azaz sor permutacidos matrixot kell alkalmazni. Az elézdeket

ennek megfelelden felirva:
A? = M" P4, (2.28)
A = M7 PP MV P4, (2.29)

ahol P megfeleld m-ed rendli permutdcios matrix, melyet az 4 matrixbeli sorok cseréjére
alkalmazunk, és P? szintén ilyen permutécios matrix, melyet az A matrixbeli sorok cseréjére

alkalmazunk.

Altalanositva:
A®D = pp® p® pgiel) poe) g ph 4,

A Gauss eliminaci6 végeredménye:

A™ = MimD pimD) pim-2) pin-2) | pgt) pli) 4 (2.30)
ahol:
(1 (1 (1) (1)
a ap as ... 4y
(2) (2) (2)
" 0 ay), ay ... a,,
A=l0 0 d . a|=v @31
’ (m)
ésa = a = 1,2,..,m
Y i J y 2, ..., m.

Szorozzuk be balrél a (2.30)-es képletet (M™ ") inverzzel, majd (P™")"-gyel:
(P(m-l))—] (M’(m—l))—]A(m) — (P(m—]))—] (M’(m—l))-]M(m—])P(m—])M(m—2)P(m—2) M(]) P(])A

Mivel (M) M0 =] g5 (P™-V)! Pl = ezért:
(P(m—l))-l (M(m—l))—IA(m) =M(m—2)P(m—2) M(I)P(I)A.
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Ezutan az eldz6 1épéseket ismételjiik, mig végiil a kovetkezdt akpjuk:

(P(I))-] (M(]))-I (P(m-l))-l (M(m-l))-IA(m):A’

azaz:

(PO) (M) .. (P! (M) U = A,

Vegyiik a kovetkez6 matrixot:

<
3
Il
S oo o...

0 0

0 0

1 0
—Hy+1k 1
“Hr+2,k 0
_um,k 0

(2.32)

(2.33)

amely megfelel a Gauss eliminacid k. [épésének, €s a kdvetkezd kivonast jelenti:

(i. sor) — (k. sor — Dy, i =k,

) eeey, M.

Lathatjuk, hogy az inverz miiveletet tigy kapjuk, hogy az i. sorhoz

(k.sor—1)-et, ahol i =k, k+1, ..., m. Ezért az M™ inverze:

1

<
z
L
I
S oo o

0

0 0

1

Hpt1 i

Mt k

um,k 0

l-szer hozzaadjuk a

(2.34)

Kénnyen ellendrizhetjiik, hogy (M®)” M® = M® (M®)" = I. Tehat minden egyes M® matrix

inverzét eldallithatjuk gy, hogy az atlotol kiilonbozo elemek eldjelét megvaltoztatom, €s

minden (M®)"is als6 haromszdg matrix lesz.

Tudjuk, hogy két alsé haromszdg matrix szorzatanak eredménye is alsd hdromszdg matrix,

tehat:

(M) (M) .. (M) = L.
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Vegylik a kovetkezé matrixot:
L = (P (MM (P )y (MY (2.36)
a (2.32)-es egyenldségbdl. Mivel P permutacidés matrixnal P = P, ezért irhatjuk az el6bbi
formulat a kovetkez6 modon:

L =Py P (Y (2.37)

Ennek ellenére sajnos nem mondhatjuk, hogy L also hdromszog matrix.

Ha kovetjikk a P, P?, ..., P permuticiés matrixokkal végrehajtott sorcseréket, akkor a 4
matrixot kapjuk, ami ugyanaz, mint az 4 matrix, csak a sorai fel vannak cserélve. Ennek a
permutalt 4 matrixnak a kévetkez6 felbontasa van:

4=1LU,
ahol az L alsé haromszog matrixot a (2.35)-es kifejezés adja, az U felsé haromszog matrixot,

pedig a (2.31).

A permuticids matrix nem csak arra valo, hogy elkeriiljiikk vele az atlobeli nulla elemeket,
hanem a szadmitds potnossagat is javitja. A szamitogépek véges pontossidga miatt gyakran
helytelen valasztas lehet a k. 1épésben, ha olyan sort valasztunk, melyben az atlobeli elemének
az abszolut értéke a legnagyobb, azaz:

lalf| = max{|af|: i =k, k+1,....m].

2.2.3. LU-faktorizacio frissitése

Mivel a szimplex mddszer bazis matrixa nem valtozik egyik iteraciordl a masikra nagy
mértékben , ezért egyértelmil, hogy a szamitdsok végrehajtasat javithatjuk, ha elkeriiljiik az j
bazis LU alakra bontasat, amikor csak lehetséges, és helyette Ujrahasznalndk a mar 1étezd, 4
matrixhoz tartozé6 LU felbontdst (amit korabbi 1épésben kaptunk meg) valahol a késdbbi
1épések folyaman. Szamos frissitésre szolgalo eljaras van. Ezek akkor alkalmazhatoak, ha az

A matrix alig modosul a tovabbi 1épéseknél.
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2.2.3.1. Alapok

Sziikséges jelolések:
B: Aktualis bazis (melyhez kiszamoltuk az LU felbontast).

B : A kovetkez0 iteracio bazisa.

Az 0j B bazis csak 1 oszlopban kiilonbozik B-t3l, ez a j. oszlop, amely a B bazis kovetkezd
oszlopvektorat tartalmazza:

A= (an, azy ..., am)’,
amely a kilépé x, véltozohoz tartozik, és az 0j B bazisban az A, oszlop kicserélédik a
kovetkezdre:

A = (am, ax, ..., am)’,
az Uj x; bazis valtozohoz tartozik. A matrixok jelolését alkalmazva a kovetkezOképpen

fejezhetjiik ki az elobbieket:
B =B+ (4, — 4)e" (2.38)

j ’
ahol ¢; a j. oszlopat jelenti az m-edrendil / egységmatrixnak.

Példa 3.

. ap a dg ¢y ap
B =la, ay, au|*t||le]| — |an (1’ 0, 0) =
as; 4z Q3 C3 as
. Y Sy P ¢, —ap 00 €1 @p “g
B =a, a, ay|t e —ay 0 0]=/|c, a, ayl
asz 43 a4y c; —ayp 00 C; 43 dg

Két nem nulla u = (u;, us,..., )" és v = (v, vs..., vi)" vektorok uv’” kiilsé szorzatanak
hozzdadasa vagy kivonasa aA=||a,,»||me matrixhoz, a kovetkez6 moédon irhaté le matrix

jeloléseket hasznalva:
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~ T
A= A4 % uv .
Ezt elsérendii mddositasnak nevezziik, mivel a matrix kiils6 szorzatanak csak egy linearisan

fiiggetlen oszlopa vagy sora van.

u, UV, UV, ... uv,
T u u,v u,v oo ULV
w' = "2 (V1: Vs, C v = | 2 V2 2V
u, u,v, u,v, ... u,v,

Ha egy A matrix valamely a; elemét valtoztatjuk, akkora; — d; = a; + «, igy az 1j
matrix:

~ T

A= A4+ xee;, (2.39)
ahol e; és e; az 1. €s j. oszlopa az egységmatrixnak.
Tegylik fel, hogy az aktudlis B bazis most mar megfelel a (2.38)-tel jelolt képletnek, és

alkalmas az LU felbontas frissitéséhez.

2.2.3.2. Bartels-Golub frissités

Az dtlet az, hogy ujrarendeziink egy, mar 1étezé LU felbontast, és kihasznaljuk a strukturajat.
Vegylik az aktudlis B bazis megfeleldo LU-felbontasat, amely 4,, Ao, ...., A, oszlopvektorokbol
all, ahol:

A; = (ay, ay, ..., aw)', j=1,2, ..., m,
és:

M) prb pgom2 pen2 M PUB = U,

ahol M7, i = I, ..., m-1, a Gauss transzformacié matrixa, P?, i = I, ..., m-1, egy permutacios
matrix, amely biztositja az M” Gauss transzformacio végrehajtisa el6tt a maximalis tengely

értéket, és az U az eredményiil kapott, felsé haromszdg matrix:

(1) (1) (1) (1)
ap dp a3 ... diy
2) () (2)
0 ay, a, ... a,,
- () 3)
U 0 0 ay ... ay, | (2.40)
o 0 0 .. a"
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Ahhoz, hogy az U felsé haromszdg matrixban elkertiljiik a sziikségtelen indexeléseket, irjuk

fel a kovetkez6 modon:

Uy Up U Uim

0wy Uy Urm,
U=U,U,...U,)=10 0 ug s, (2.41)

0 0 0 u

Tegylik fel, hogy a B egyik oszlopat le kell cserélni. Ez az oszlop legyen az 4,, ami a B matrix
r. oszlopa. A helyette bejovo 1j vektor pedig legyen az A,. Tehat a bazis:

A transzformacio utan:

Hogy meg6rizziik a mar létez LU felbontas haromszog alakjat, Gjrarendezziik a B bazist ugy,
hogy az A, jobb oldalan 1év0 Gsszes vektort eggyel balra toljuk, és az A oszlopvektor lesz a

matrix legjobboldalibb vektora. Az Gjrarendezett B bazis:
BP(R) = <A1,A2 ..... Ar_],Ar+1,Ar+2 ..... Am, Ak)! (2'42)

ahol a P® egy megfelelé permutacids matrix.

Jelolje f'a kovetkezd szorzatot:
f= M"Y Pl ppm2 pom2 MO PO 4, (2.43)

Ha az 4j, permutalt B bazist megszorozzuk balrdl a kovetkezével:

M) PoD A2 P2 g PO

akkor kapjuk:
M Py pnmd  yWpU B PR = U, (2.44)
ahol:
u = (U,U,...,U_.U.,..U,/f) (2.45)
vagy:
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U1,1 Ul,r—l Ul,r+l Ul,r+2 Ul,m fl

0 U2,r—] U2,r+1 U2,r+2 U2,m f2

, 0 Ur—l,r—l Ur—l,r+1 Ur—l,r+2 Ur—l,m fr—l
U = 0 O Ur,r+1 Ur,r+2 Ur,m fr
0 0 Ur+1,r+1 Ur+l,r+2 Ur+l,m fr+l

0 0 0 Ur+2,r+2 Ur+2,m fr+2

0 ... 0 0 0 . U,n fu

Ennek az U' méatrixnak specidlis strukturdja van (még mindig felsé haromszog matrix, csak
van benne a foatlo mellett egy részatld: w,iir+s, Urizriz, ..., Umm), Viszonylag konnyen
visszaalakithatd tisztdn fels6 haromszog alaki matrixsza a megfeleld6 Gauss
transzformaciokkal. Ehhez a kovetkezé miiveletek ismétlésére van sziikség, méghozza j =

r+1, ..., m-1 értékekre:

1. 1épés: Alkalmazzuk a P ; permutacios matrixot a j. és j+1. Sorokra Ggy, hogy:

. . = 1. .
Z/l]’j = M]_H’j.

(2.46)

Jegyezziik meg, hogy P ;egy m-edrendli egységmatrix, ha nem sziikséges a csere,

akkor:

>
Uy = Wi

2. lépés: Hajtsuk végre a A7) Gauss transzformaciot, hogy lenullazzuk a i j+1,; elemet.

- T
MY =7 — (0)0,...,0,@,0,0,...,0) e; —
7 JsJ

1 0 ... 0 0
1 0 0
_fo o 1 0
0 0 SLTSHE
. L_‘j.j
0 0 0 1

Az m-r darab P;permutcio és M U)Gauss transzformacié utin az @j U’ matrixot
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visszaalakitottuk felsé haromszog matrixsza:
U’ = M(m—l)p(m—l)M(m—Z) p(m—Z)'“M(Hp(r) U
Vagy a (2.44)-at alkalmazva kapjuk a kovetkezot:

’ ~ ()~ ~

U — M(’"‘Ui)(’"‘l)M(’"—z) i)(m—z)”.M(')P(V)M<Wl—1)P(m—l)M(m—z)P(m—z). M(1>P(1)B P(R> .

Jegyezziik meg, hogy minden egyes P ; permutacids matrix csak két sort valtoztat meg. Tehat
minden Gauss transzformacioés A"/ matrixnak csak 1 nem nulla féatlon kiviili eleme van.
Tehat ezek alapjan az LU frissitése nagyon gyors. De ennek az eljarasnak is van hatranya. A

f6 probléma az, hogy az LU sora:

M(m—l)i)(m—l)M(m-2) p(m-2)“.A;I(r)p(r)M(m—l)P(m—l)M(m—ﬂ P(m—2)“.M(I)P(1)
a B bazis minden frissitésénél egyre hosszabb lesz. Nyilvanvald, hogy minél nagyobb a
probléma mérete, annal hosszabb lesz az el6bbi LU sor. A pontosabb €s hatékonyabb memoria
felhasznalas érdekében az LU felbontast a kezdetektdl fogva periddikusan Gjraszdmoljuk.
Figyeljiik meg a kovetkezd altalanos sémat az LU-felbontés frissitésére, amikor egy lineéris
egyenletrendszert oldunk meg: B x = b.
A B bazis LU felbontasa: B = LU, vagy LB = U.
Tehat a B bazis modositasa utan a kovetkezét kapjuk: ™' B = @7, ahol az U matrixnak van

egy ugynevezett hegye, ami az f; vektort tartalmazza:

* % ¥ ¥
L R

Qz

Il
PR R
* % ¥ ¥ % %
I I

Miutén jobbrol alkalmazzuk ra a P® permutacios matrixot, a kdvetkezd U’ matrixot kapjuk:

* K% K *

* ¥ ¥ ¥ X

¥ ¥ ¥ X X* ¥
* ¥ X X X X X
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Az U' matrixot felsd haromszog alakuva konvertaljuk P ; €s MY, j =71 rtl, ...,m-1
segitségével. Bal oldalrol szorozva az egyenldséget :
L BP® = gp"
a kovetkezdvel:
B pln=1) ppm=2) plm=2) () plr)
Ezutan kapjuk:
oL BP® = o0 P®, (2.47)
ahol a Q akodvetkezd szorzast jelenti:
0 = M"Y Py pd g pv (2.48)
A QU P" a frissitett U" felsé haromszog matrix. Tehat a (2.47)-ot a kovetkezd modon is
felirhatjuk:
oL BP® = U", (2.49)
Végiil a (2.49)-as egyenl8ségbdl kapjuk az LU felbontés j B bazisat:
B=Lo0'U (PP (2.50)
A (2.50)-as formuldval mar meg tudjuk oldani a Bx = b egyenletrendszert, a kdvekezd
1épéseket alkalazva:
1. 1épés: A (2.50)-as formula segitségével atfogalmazzuk a Bx = b egyenletrendszert:
LOT U (P x = b, (2.51)
2. lépés: Ezutan bevezetiink egy 0y valtozot:
y =0 U (P " x
Meg kell oldanunk az L y = b egyenletrendszert, és ekkor kapjuk az y = L’ b vektort.
Lehet, hogy ennek az egyenletrendszernek a megolddsa mar az eléz6é 1épésben meg
lesz, amikor az eredeti B x = b egyenletrendszert megoldottuk. Ekkor természetesen
kihagyjuk ezt a 1épést.
3. 1épés: Q-val y = 07" U”(P™)" x mindkét oldalat szorozzuk meg balrél:
Oy = 00 U (P x
azaz:
U'(P) " x = 0y

Ezutan vezessiik bea z = (P")™" x 0 véltozot és helyettesitsiik be a rendszerbe:
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Uz =00y
4. lépés: Végiil megkapjuk az eredményt:
x = P®z

Egy masik modja a (2.50)-es formula alkalmazasanak a Bx = b egyenletrendszer

megoldasahoz, a kdvetkezd 1épésekbdl all:

1. 1épés: Ahogy az elébbi els6 1épés esetében, itt is atirjuk a Bx = b egyenletrendszert
(2.51)-nek megfelel6 alakba.
2. 1épés: Majd ennek mindkét oldalat beszorzom balrdl L”-gyel:

Lo v’ (PP x = L7 b, (2.52)
3. 1épés: Ezutan szorozzuk be balrol O-val (2.51)-es formulat:
oo'u’' (P 'x = oL (2.53)
4. 1épés: Szamoljuk ki U" matrix inverzét, majd szorozzuk be vele balrdl a (2.53)-es
formulat:
oyt P™y'x = vy oL, (2.54)

5. 1épés: Végiil szorozzuk be (2.53)-as formulat P®-rel:
PP x = PP oL,
¢s ebbdl megkapjuk az x-et:

x = P®Ww’ )y oL (2.55)
Ez a megoldas extra szamitasokat igényel, az L, O, (U")" és P® matrixok inverzét is ki
kell szamolni (a Q és P™ inverzét U" kiszdmolasanal meghatarozzuk). Amikor vektort
cseréliink a B bazisban, akkor minden sziikséges frissitést végre kell hajtani a megfelel6 LU
felbontas U fels6 haromszog matrixdban, viszont az L alsé haromszdg matrixnak
valtozatlannak kell maradnia. Ez azt jelenit, hogy az L inverzét (L) csak egyszer kell
kiszdmolnunk, ezutan valtozas nélkiil hasznéalhatjuk, ahanyszor csak sziikségiink van ra. Ezek
alapjan, amikor ezt a modszert valasztjuk, akkor egyediil a 4. 1épésnél kell plusz szdmolast
végrehajtani, mégpedig az (U")”’ meghatarozasanal. Mivel az U" fels6 haromszdg matrix,

ezért inverzének kiszamitasa viszonylag olcs6 miivelet.
Az eljaras legnagyobb eldnye, amikor a B bazisban baziscsere torténik, akkor az LU

felbontas frissitése az L matrix valtozasa nélkiil megy végbe.
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2.2.3.3. A Forest-Tomlin frissités

Ahogy a Bartels-Golub moédszernél, itt is a kovetkezd 1épések torténnek baziscsere
esetén. A B bazis A, oszlopvektorat egy 0 vektorra cseréljiik, B bazisban az 0sszes oszlop
balra tolodik és jobbrol bejon az j 4, oszlopvektor, és a (2.42)-nek megfeleld ) bazisvektort
kapunk, (2.45)-nek megfelelé U’ fels6 haromszog matrixszal, melynek féatloja mellett van
egy részatld: ey s, Urizysz, -o., Umm. A Forest-Tomlin modszer szerint az L és az U matrixok
nem szingularisok, és a részatlds elemek nem 0-dk az i. sorban (i = r+1, r+2, ..., m). Ezért az
r+1, r+2, ..., m sorokat hasznalhatjuk az r» sor r r+I, r+2, ..., m-1. oszlopelemének

eliminaldsara, megadva a kovetkezé matrixot:

Ul,l Ul,r—l Ul,r+1 Ul,r+2 Ul,m fl

0 U2,r—1 U2,r+l U2,r+2 UZ,m f2

. O Ur—l,r—l Ur—l,r+l Ur—l,r+2 Ur—l,m fr—l
U =10 0 0 0 .. 0 f
0 0 UV+1,I‘+1 U;‘+I,r+2 Ur+l,m fr+l
0 0 O Ur+2,r+2 Ur+2,m fr+2

0 .. 0 0 0 .. U,, [

Eggyel felfelé mozgatva az Osszes lenti »+1, r+2, ..., m sort és az r. sort a végére téve, igy

megkapjuk a kivant felsé haromszog matrixot:

U],l Ul,r—] U],r+1 Ul,r+2 Ul,m fl

O U2,r—l U2,r+l U2,r+2 U2,m f2
» O Ur—l,r—l Ur—l,r+1 Ur—l,r+2 Ur—l,m fr—l
U = O O Ur+1,r+1 Ur+1,r+2 Ur+l,m fr+l :

0 .. 0 0 Uprrir o Uir fron

0 .. 0 0 o .. U,, fn

0 .. 0 0 0 e 0 7.

Ez a permutéci6 inverze annak, amelyikben az r+1, r+2, ..., m oszlopokat toltuk eggyel balra

¢s az r. oszlopot vittiik a jobb oldalra.
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Hasznaljuk a matrix jeldléseket és jeloljiik ezt a permutéaciot O-val, ekkor azt kapjuk, hogy:
O'ML'B=U". (2.56)
ahol az L inverze:
L™= M"Y M

az a Gauss eliminacid, amely az eredeti B matrixot transzformalja U fels6 haromszog

matrixsza. Az M = M, _,...M, M, eredmény matrix az a transzformacioés matrix, amely
elimindlja az » r+1, r+2, ..., m-1. elemeket az . sorban (ez eredményezi U"-t). Nyilvanvalo,
hogy az M; matrixok transzformacidés matrixok, melyek minden i = # r+1, r+2, ..., m-1.

elemet lenullaznak az . sorban:

B, = 1= egl,

1

ahol az e, az . oszlopvektora az m-edrendli egységmatrixnak, és:
gtT = (090:-“90 :uiaOaOJ--wO)T
%t_/

1

u._ .
, Ji+1 .
és p, = ——, i =vr,r+l,....m—1.

Uitt,itl

Tehat a y; szorz6 az i+ 1. Eleme az i. sornak, azaz:

1 .00 0 0 .0
0 1 0 0 0 0
Mi= 0 0 1 —u 0 O, i =r,r+1,...,m—1.
0 00 1 0 0
0 0 0 1 0
0 00 0 0 1

Végiil O a permutacios matrix, és legyen O = Q. Irjuk 4t a (2.56)-et a kovetkezd alakban:

oM, .M, MM"". . M*MVB =U". (2.57)

Ez az algoritmus csak az U felsd haromszog matrixszal foglalkozik, az L alsé haromszog

matrixszot nem valtoztatja.
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2.2.4. Egyéb faktorizacio tipusok

A lineéaris algebra, az LP ¢és az LFP programozas legfontosabb feladata, hogy a
szamitasok végrehajtasat fejlessziik. Az 4 matrix minden specialis jellemzdjét megprobaljuk
kihasznalni, pl.:szimmetrikussag, ortogonalitds, stb. A kovetkezé algoritmust gyakran

hasznaljék az LP feladatoknal.

2.2.4.1. Cholesky felbontds

Ha az adott A=||aij||mx,, matrix szimmetrikus és pozitiv definit, akkor az altalanos LU

felbontas helyett egy specidlisabb és hatékonyabb haromszdg felbontast alkalmazunk:

A=LL" (2.58)
ahol az L jelol egy alsd haromszog matrixot és L” egy felsd haromszdg matrixot. Ezt hivjuk
Cholesky felbontasnak.

A szimmetrikussag azt jelenti, hogy: a; = a;, mindeni =1, ..., m, ésj =1, ..., m, azaz:

A=A"
A matrix pozitiv definit, ha v’4v > 0 minden v # 0 vektor esetén.

Az LL" felbontast hasonléan szdmoljuk ki, mint az LU felbontast az (2.24)-(2.25)-0s

formulaban:
\/a\ﬁ, ha i = 1;
l; = i 2.59
= 2, ha 0> 1 (2-59)
k=1
i-1
(ay = 2 14l4) (2.60)
_ k=1 .o . .
lﬁ = I ,  J =i+l i+2, ..., m,
minden 1 = 1, ..., m esetén. Mint ahogy a Crout algoritmus szerinti LU felbontasnal, itt is

sikeresen tudjuk alkalmazni a (2.59)-as és (2.60)-es egyenldségeket. Ha végrehajtjuk ezeket a
miveleteket, lathatjuk, hogy a jobb oldali /;-k mindig meghatidrozddnak, mire sziikség van
rajuk.

A Cholesky algoritmus teljes miiveletigénye kb. kétszer kevesebb, mint egy 4 matrix LU
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felbontasa, melyben a szimmetriat figyelmen kiviil hagyjuk. A masik elénye ennek a
elemeket kivéve) tarolhatd az 4 matrix als6 haromszog részében. Az egyetlen plusz tarhelyet

csak egy m hosszu vektor taroldsa igényli, amit hozzailleszt az L atlojahoz.

Altalanosabb szimmetrikus matrixok esetén sokkal jobb a kovetkezé:
A=LDL, (2.61)
ahol a D egy diagonalis matrix, és L jeldl egy alsé haromszdg matrixot.
Figyeljiik meg, hogy a (2.59)-as és (2.60)-as formuldk csak azokra az a; komponensekre
hivatkoznak, ahol j > i. Ha az A szimmetrikus, akkor van elég informécid, hogy végrehajtsuk a
felbontast. A (2.59)-as és (2.60)-as formuldk egy hatékony modjat adjdk annak, hogy

ellendrizziik egy matrix szimmetrikussagat és pozitiv definitségét.
2.2.4.2. QR felbontas

Egy masik hasznos matrix faktorizacio a QR felbontas:

A= 0R,
ahol R felsd haromszog matrix, Q pedig ortogonalis matrix, azaz O'Q = [ és Q" = 0. Mint
ahogy az eddigi metdédusok is, ez is hasznalhato az Ax = b linedris egyenletrendszer
megoldasara.
Helyettesitsiik be a O-t és R-t az egyenletrendszerbe a kdovetkezé modon:

ORx =b.
Elészor is oldjuk meg a Oy = b egyenletrendszert, ahol y = Rx, hogy az y ismeretlen értékét
megkapjuk. Ezutan oldjuk meg az Rx = y egyenletrendszert, ¢s megkapjuk x értékét.
Mivel Q" = Q7 ezért:

Oy =b, - 0'Qy=0"b - y=0

Ez a faktorizaci6 nem csak négyzetes matrixokra vald, de itt csak az A=||a,»j||an alaka
matrixokkal foglalkozunk. Ez az algoritmus sokszor fontos szerepet jatszik a sajatérték
kiszamitasaban vagy a legkisebb négyzetek modszerének megoldasaban. Mivel a QR kétszer

annyi miveletet igényel, mint az LU felbontas, és masfélszer tobb memdoriat is hasznal, ezért
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kevésbé hasznaljak a négyzetes matrixokra. Mindazonaltal szdmos oka is van annak, hogy
miért hasznaljunk mégis ortogonalis metodust. El6szor is, a metddus rendszerint nem igényel
foelem kivalasztast, és szamitasilag is nagyon stabil, ami nem mondhat6 el a Gauss
eliminaciordl. Egy masik elénye, hogy a QR felbontds megfelel egy 4 matrix elsd rendi
modositasanak O(m’) miiveleten. A QR frissités implementéacidja konnyebb és egyszeriibb,

mint az LU felbontasé.

Van két standard algoritmus a QR faktorizacidra. Az egyik magabafoglalja a Householder
transzformaciot vagy mas néven Householder tiikrozést, a masik pedig a Givens forgatast
veszi alapul. Ez egy masik metodus a QR faktorizaci6 alkalmazasara. Ezt az algoritmust
szoktak Gram-Schmidt ortogonalizacionak vagy Gram-Schmidt eljardsnak hivni. Mivel a
klasszikus Gram-Schmidt eljaras numerikusan nem stabil, ezért nem vessziik figyelembe. A
Householder transzformacié egy kevesebb szamitast igényld algoritmushoz vezet, mint a

Givens forgatas, ezért ezt nézziik a kovetkezokben.

Definicio: Ha v # 0, akkor a:
T
H=1-2%"
vy

matrixot hivjuk Housholder matrixnak vagy Housholder tiikr6zésnek, és a v vektort

Housholder vektornak.

A Housholder matrix szimmetrius €s ortogonalis. A megfeleld v vektort alkalmazva
létrehozhatunk egy olyan Housholder matrixot, amivel az adott A4 matrixot balrol
megszorozva, el tudjuk tiintetni az 0sszes elemet az 4 matrix j. oszlopaban a kivalasztott a;
elem alatt.

Tehat legyen a kivalasztott elemiink a;, ekkor a kdvetkez6 modon szamoljuk ki a O,

Housholder matrixot, ha az 4 matrix a kovetkez6:

ap;; a4, ... 4y,
4 = |9 9 Aom
aml amZ amm



és:

a; dp Aim ap 2 - T

a a ... a 0 a . a 1
I L I I

a, a,, ... a,, o a,, ... a,,

Hasonldan tudjuk 1étrehozni a Q> matrixot, kinulldzva az elemeket a d,, alatt, és igy tovabb
Q-1 Householder matrixig. Tehat
0,,.--0,0,4 =R

Kihazsnalva a Qi, ..., Qun.1 matrixok ortogonalitasat, konnyen megallapithatjuk, hogy

0 = (0n1-0:01)7 = 01030y

Mivel a Householder matrixok szimmetrikusak, ezt felirhatjuk ugy, hogy:

0=00,.0,.,

A Q; matrix kiszdmitasahoz, szlikségiink van a kovetkezd vektorra:
vi = 4, + |A1 |el,
ahol az A, = (ay, aa, ...., aw)" oszlopvektor az 4 matrix els6 oszlopa, és |4, | jeleni az 4,

vektor hosszat, azaz:

2
ml >

2 2
|4,] = \/a11 + a5 + ...t a
¢és az e; az m-ed rendii egységmatrix elsé oszlopa. Igy:
T
ViVi

T
ViVi

O =1-2

és
0, 4= 4".
Az eljarast hasonléan folytatjuk az A' =||@;|,.-, x,,—; métrixon, mely tgy llt eld, hogy 4’-bol

toroltiik az elsé sort €s oszlopot, azaz:

a22 a23 Clzm
;11 — 6132 6133 a3m
amZ am3 te amm



fgy most mar a megfelelé Householder vektor csak (m-1) dimenzids, tehat kiegészitjiik

nullaval: v, = (0, ¥,)". Hasznaljuk a ¥, vektort a kovetkez Householder matrixhoz:
I
2V2
QZ =1-2 T ~
VaVs

Ezutan hasznaljuk ezt a matrixot a kovetkez6hoz:
_[1 0
o=y 8}
Majd (m-1) Iépés utan megkapjuk a kivant 4 = QR felbontast, ahol:
R=0,.,.0,04 és 0=00,.0,..
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3. Bartels-Golub frissités megvalositasa

A szimplex mddszert megvalosito Wingulf program néhany feladatndl a kerekitésbol
szarmazd hibak miatt nem megfeleld eredményt ad. Ennek kikiiszobolését segiti az aktualis
bazis LU felbontdsa, frissitése, ¢és a szimplex modszer egyiitthatdinak megfeleld
ujraszamolasa. A sziikséges eljarasokat Delphi nyelven DLL f3jlként valositottam meg.

A kovetkezdkben roviden ismertetem, hogy mi is az a DLL f4jl, és hogyan valositottam

meg az LU felbontést, és frissitését.

3.1 ADLL

A DLL-ek dinamikus csatolasu konyvtarak (Dynamic Link Libraries). A DLL fajlok
kozvetleniil nem futtathatok, de tartalmaznak programkddot (fiiggvényeket, eljarasokat),
tovabba tartalmazhatnak erdforrasokat (képeket, hangokat, szovegtablakat), akarcsak a
programok. Amikor egy Delphi alkalmazést irunk, akkor egy programfijlt készitiink. Ez a
programfajl felhasznalhatja a DLL-ekben talalhato fiiggvényeket, eljardsokat, er6forrasokat.

DLL-ek felhasznalhatosaga €s azok fobb eldnyei:

Tobb program hasznalhatja ugynazt a DLL-t. Vagyis, ha készitliink egy DLL-t
olyan fliggvényekkel, eljarasokkal, eréforrasokkal, melyeket gyakran
hasznalunk a programjainkban, akkor késébb barmelyik alkalmazasban
felhasznalhatjuk ezt.

Ha tobb program fut egyszerre, melyek ugyanazt a DLL-t hasznaljak, akkor a
DLL csak egyszer t6ltddik be a memoriaba. Igy tehat memoriat is takarithatunk
meg.

A Delphi-ben elkészitett DLL-eket mas programozasi nyelven késziilt

alkalmazasokban is felhasznalhatjuk.
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Az egyes eljarasok és fliggvények megirasa utan fontos, hogy azokat a fiiggvényeket
¢s eljarasokat, melyeket kiviilrél (a programokbol, melyek a DLL-t hasznalni fogjak) is meg
kivanunk hivni, felsoroljuk az exports zaradék utan. Ha mas fejlesztéi rendszerbdl is el
szeretnénk érni a DLL exportalt eljarasait és fiiggvényeit, akkor a Delphi-ben alapértelmezett
register paraméteratadasi mod helyett a stdcall szabvanyos Win32 paraméteratadasi modot

kell hasznalnunk.

Ahhoz, hogy a kész DLL konyvtar fliggvényeit és eljarasait fel tudjuk hasznalni
alkalmazasainkban, a leforditott DLL allomanyt masoljuk oda, ahova alkalmazasunkat

mentjuk.

A DLL-ben definialt alprogramokat elérhetdvé tehetjiik, ha importaljuk Oket az

external kulcsszoval.

function pelda(a,b: integer) :integer; stdcall; external 'dll pelda.dll’';

3.2 Az LU felbontas frissitésének megvalositasa.

A diplomamunkdm nagy részét tette ki a Bartels-Golub frissités vizsgalata, ¢és
megértése. Az altalam készitett DLL allomany neve EnDII.

Az EnDIl a Wingulf nevi, operaciokutatassal kapcsolatos feladatokat megoldo
programhoz késziilt, annak szamitdsait hivatott pontosabba tenni. Ahhoz, hogy a Wingulf
szamara felhasznalhato legyen a DLL, sziikkség volt néhany valtoztatasra. A DLL-ben csak
olyan féjlokra hivatkozhatunk, melyeknek a mérete nem til nagy. Ez okozta az elsd
problémat, mivel az EnDll-nek hozza kell férnie a Wingulf néhany valtoz6jahoz, melyek
eredetileg az Ulnit.pas tajlban voltak. Ez a fajl viszont til nagy méretli, ezért a sziikséges
valtozokat egy alap.pas nevi fajlban adtam meg, mely az Ulnit.pas-bol is elérhetd.

Az EnDll-ben az alap.pas allomanyban taldlhatdo valtozok kozil is csak az
OriginalProblem nevii rekordot hasznalom. Az OriginalProblem rekord tartalmazza a feladat
eredeti oszlopvektorait, és ennek segitségével t6ltom fel a bdazisoszlopokat tartalmazo

matrixot.

44



3.2.1 Az EnDIl dllomany ismertetése

Az EnDIl allomanyban harom fontos eljaras talalhatd. Az LU Init, LU Frissit ¢és a
SimTabColJav. Ezeken kiviil van még a sorcserét megvalosito ChangeRows eljaras. Az els6
harom eljarast hasznalhatja majd a Wingulf, csak ezeket adtam meg az export kulcssz6 utan. A

ChangeRows eljarast csak a DLL-en beliil hasznalom.

A program soran alkalmazott valtozok:

fris=sito=Record
LU: array of array of RealType:
BG: array of array of FealType:
OBEL:array of integer;
MEL:array of integer;
LUFP:array of integer:;
End:;

Abra 1: A frissito rekord

Egy rekordba keriiltek a fontos valtozok, melynek neve fiissito. Az LU egy mXm -es matrix,
elemeinek tipusa RealType, melyet a Wingulf hasznal, és az alap.pas alloméanyban
definidltam. Az LU fogja tartalmazni a bazis matrix felbontasat. BG az LU-hoz hasonlo
matrix, csak ez a Bartels-Golub frissitéskor sziikséges sorcseréket és moddositasokat
tartalmazza, melyekkel elérjiik, hogy az U Gjra felsé haromszog matrix legyen. Lényegében a
BG matrix a (2.48)-as szorzas eredményét tartalmazza:
BG = A=V plim= gy m=2 pln=2)  re(r) pir)
Ez azért el6nyds, mert az Gjabb és ujabb frissitésekkel az LU felbontés sora egyre csak ndne.

~

M(m—l)i)(m—l)M(m—Z) i;(m—Z)”.M(i‘)P(F)M(m—l)P(m—l)M(m—Z) P(m_Z)...M(l)P(l)

fgy viszont ezt a hosszii szorzatot csak egy matrixban elég tarolni, és nem igényel egyre tobb
helyet. Késobb a frissités folyaman ezt a szorzatot kell hasznalnunk.

Az OBL ¢és MBL két 1 dimenzios tomb, melyek a bazisoszlopok eredeti feladat szerinti
indexeit tartalmazzak. Az OBL a bazisoszlopok eredeti sorrend;jét tarolja. Ezt hasznaljuk majd
fel a szimplex tabla egyiitthatoinak az Ujraszamolédsanal, hogy a megfelelé sorrendben adja
vissza a SimTabColJav eljaras az egylitthatokat. Az MBL tomb elemeinek a sorrendjét viszont

mindig aszerint valtoztatom, ahogy az U fels6 haromszog matrixban valtozik a bazisoszlopok
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sorrendje. Tehat az MBL tomb segitségével talallom meg, hogy az U matrixban melyik oszlop,
melyik eredeti indexii bazisoszlophoz tartozik, és innen tudom, hogy az U melyik oszlopat
kell kicserélni az 0j bazisoszlopra. Lényegében a (2.42)-es képletben taldlhato P®
permutacidés matrixok (melyekkel a bejovo Ax bazisoszlopokat az U matrix utolsé oszlopaba

mozgatom) altal okozott oszlopsorrend valtozasokat dokumentalja.
EP(R) = (Al’ AZJ"')Ar—l:Ar+1!Ar+2: "':Am: Ak):

Az rekord utolsé eleme az LUP, mely m-1 elemli 1 dimenzios tomb. Ez 1irja le az LU
felbontas folyaman tortént sorcseréket. Mivel az i. 1épésben a sorcseréhez alkalmazhatd
sorokat csak az i. sor alatti sorokbol valasztom ki, ezért az utolsé sornal nem lehet sorcsere,
ezért elég, hogy az LUP m-1 elemi legyen. Az LUP i. elemének értéke -/, ha nem tortént az i.
1épésben sorcsere, azaz az i. sort nem kellett felcserélni egy masikkal, ellenkezd esetben az i.

elem értéke annak a sornak az indexe, amellyel az i. sort kicserélem.

Az elobbieken kiviil még két globalis valtozdja van az EnDll-nek. A frissito rekord tipust

valt, amivel a frissito rekord elemeire hivatkozhatunk. A size, amely az LU mérete lesz.
Az Eljarasok:

ChangeRows

Kiilsé fajlbol nem elérhetd. Az LU felbontds soran sziikséges sorcseréket valdsitja meg.
Sziikséges megjegyezni, hogy nem teljes sorokat cserél fel, mivel az L és az U matrixokat egy
LU matrixban tarolom, és sorcserét csak az U matrixban kell alkalmazni. Paraméteriil két

egész szamot kap, melyek a két felcserélendd sor indexét hatarozzak meg.

LU Init

Kiilso fajlbol elérhetd eljaras. Paraméterei: m:integer; bl:array of integer. Az m egy egész
szam, mely meghatarozza a bazismatrix méretét. A size globalis valtozo kapja értékiil az m-et,
hogy az EnDIl 6sszes eljardsaban hozzaférhetd legyen. A b/ oszlopindexeket tartalmazo 1
dimenziés tomb. Az aktudlis bazis oszlopainak indexét tartalmazza. Ennek segitségével

toltom fel az LU matrixot a bazisoszlopokkal, melyekre az LU felbontést kiszamolom.
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Az LU Init eljaras elején torténik az LU, BG, LUP, OBL, MBL clemek helyfoglalasa,
inicializalasa. Az LU-t feltoltom a bl paraméter altal meghatarozott oszlopvektorokkal, az
LUP 6sszes elemének -/-et adok értékiil. Az OBL, és MBL tombok értékei a bl tomb értékeit
veszik fel, azaz kezdetben még megegyeznek. A BG matrix az inicializalaskor megegyezik az
egységmatrixszal.

Az LU felbontés algoritmusa részben megegyezik a Crout algoritmussal. Annyival bévebb,
hogy ez az algoritmus megvalositja a sorcserét, ha a féatloban nulla szerepel. Amennyiben az
i. sorban a féatlobeli elem nulla, akkor az i. oszlopban az i-t6] nagyobb indexili elemek koziil
megkeresi a legnagyobb abszolut értékii elemet, €s az i. sort ennek a sorara cseréli, de csak az

U-ban.

IMax:=0;
for i:=1 to w1 do
begin
if valt.LU[i,i]=0 then
bhegin

Big:=0.0;

for j:=i+l1 to m do
Allegnagyobb abszolut értékid elem megkeresdse 2z adott oszlopban

if Abs(valt.LU[3,1i])>Big then

hegin
Big:= Abs(valt.LU[]j,1i]):
IMax:=3:
end;
if Big<>0.0 then
begin
Changelows (i, IMax) ;
valt . LUP[1i] : =IMax;
end;

end;

If valt.LU[i,i]=0.0 Then
walt . LU[i, 1] :=Tiny:

for j:= i+l to m do

bhegin
if walt . .LU[i,i]<>0 then
walt LU[],1i] :=valt.LU[],i] fvalt.LU[i,1i]:
for k:=i+l1 to m do
wvalt.LU[], k] :=valt.LU[],k] - (valt.LU[j,i] *valt.LU[i, k]
end;

end;

Abra 2: A médositott Crout

LU Frissit
Kiils6é fajlbol elérhetd eljaras. Paraméterei: mode:integer;var be:array of integer;var ki:array

of integer; n:integer. A mode paraméter segitségével lehet megadni, hogy melyik modszerrel
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torténjen az LU felbontas frissitése. Ha 1, akkor Bartels-Golub, ha 2, akkor Forest-Tomlin
frissitéssel. Ez majd csak a tovabbi fejlesztéseknél lesz érdekes, mivel jelenleg a Bartels-
Golub frissités valosult meg.

A Wingulf programban be lehet allitani, hogy hany iteracionként legyen az LU felbontés
frissitése. Ennek megfeleléen, amikor a Wingulf meghivja az EnDIl allomény LU frissit
eljarasat, akkor meg kell adnia az eljarasnak, hogy az iteraciok soran, mely oszlopok keriiltek
ki a bazisbol, és melyek keriiltek be a bazisba. Tehat a Wingulfnak dokumentalnia kell a bazis
valtozasait. Az n egész szam adja meg, hogy hany iteracionként van frissités. A be 1
dimenziés tomb tartalmazza az n iteracid alatt a bazisba bejové oszlopok indexét, a ki 1
dimenzids tomb pedig a kimend oszlopok indexét. Tehat az utolsé LU felbontds utani i.
iteracional a bejovo oszlop indexét hatdrozza meg a be tomb i. eleme, és az i. itercaional

kimend oszlop indexét adja meg a ki tomb i. eleme.

Az eljaras els6 lépéseként masolatot készitek az U fels6 haromszog matrixrél, mivel egytitt
tarolom az L als6 haromszdg matrixszal az LU valtozoban. A masolat segitségével érem el,
hogy az U matrix valtozasai ne mddositsak az L. matrixot.

Az LU frissit eljaras folyamén az LU frissitése n-szer torténik meg. A frissités ciklusa a
kovetkezo 1épésekbdl all:

1. A bejovo oszlopvektor megfelelo dtalakitasa: az 0j oszlopon ugyanazokat a 1épéseket
kell végrehajtani, mint amiket az eredeti bazison hajtottunk végre, hogy LU alakra
hozzuk. Ehhez az L alsé haromszog matrixot hasznaljuk fel. Az L matrix féatlobeli
elemeit kivéve, minden elemének vegylik a -7/-szeresét, €s m-1-szer szorozzuk meg
balrdl az 1) oszlopot gy, hogy példaul az i. szorzasnal a modisitott L matrixnak csak
az i. oszlopaban 1év0 elemeket vegyiik figyelembe, a tobbi elem legyen nulla, illetve a
foatlobeli elemek 1-ek. A szorzas kdzben figyelni kell, hogy az LUP tomb i. eleme
milyen érték, amennyiben nem -/, akkor az i. 1épésben végre kell hajtani a megfeleld
sorcserét is. Ezzel pont azokat az elemi soratalakitdsokat hajtjuk végre az 0j oszlopon,
melyeket a bazison kell végrehajtani, hogy megkapjuk az U felsé haromszog matrixot.
Ehhez a Iépéshez kihasznaltam, hogy az LU felbontas nagyon kozel all a Gauss-
eliminaciohoz, csak kevesebb a miiveletigénye.

f= MY prmlpom2 pin2 MO P4,
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ahol az M/ als6 haromszog matrixok olyanok, hogy a f8atloban csupa 1-es szerepel,
¢és ezen kiviil csak egy, az i. oszlopukban van nullatol kiilonb6zo elem. Pont emiatt
tarolhatok ezek az M matrixok egy matrixban, és ha a foatlo alatti elemeit -1-gyel
megszorozzuk, pont az L matrixot kapjuk. Ez az oka annak, hogy az L matrix
megfeleld oszlopait figyelembe véve, és -1-gyel vald szorzés helyes alkalmazaséaval a
bejovo, 1j bazisoszlopot az elébbi képlet alapjan at tudom alakitani, az M matrixok

helyett az L-et hasznalva.

for k:i=1 to zize-1 Ao /S 3z £ uj eoszlopvektor szorzasa L-lel

hegin
if walt.LUP[k] <>-1 then
Begin
seged:=f[k]:
flk]:=f[wvalc.LUP[kK]]:
flwalc.LUP[K]] :==eged;
End;
for 1:=1 to size do
bhegin
count[1] :=0;
for j:= 1 to =i=ze do
begin
if 1=3j then
count[l] :=count[1l] + £[1]:
if 1>j then
bhegin
if j=k then
count[l] :=(-1%wvalt.LU[1l,3]) *£[]]:
end;
end;
end;
for 1l:=1 to =size do
begin
f[1l]:= count[l]:
end ;

end;

Abra 3: Az ij oszlop dtalakitisa LU-nak megfeleléen

2. BG matrixszal valo szorzas: A megfelelden atalakitott 0j oszlopot balrol be kell
szorozni az el6z6 ciklusokban 1étrejové BG matrixszal, ami az eddigi Bartels-Golub
frissités sorcseréit €s U matrix megfeleld moddositasait tartalmazza. Mivel a BG
matrixban sok nulla elem lehet, ezért a szorzasok szama csokkenthetd egy

ellenOrzéssel.
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3. Az OBL és MBL bazisleirasok aktualizalasa: Az OBL tombben meg kell keresni a ki
tombben megadott kimend oszlop indexét, és kicserélni a be tombben megadott
megfeleld bejovdé oszlop indexére. Az MBL tombben pedig meg kell keresni a ki

tombben megadott kimend oszlop indexét, és PR lokalis valtozd értéke felveszi ennek

s

4. Az uj, modositott bazisoszlop beszurdasa a PR altal jelolt helyre: Mivel az 0j oszlopot
ugyis az U matrix utolsé oszlopaba kell forgatni, az U oszlopait a PR. oszlop utén,
eggyel eldrébb toljuk, majd az 4j oszlopot az U utolséd oszlopaba szurjuk. Amennyiben
a PR értéke megegyezik az U matrix méretével (azaz m vagy size), akkor nincs

forgatas. Ebben a Iépésben aktualizaljuk az MBL tombot a forgatasnak megfelelden.

if PR<»si=ze then
Begin
for j:=PE+1 to size do
for k:=1 to size do
Begin
Ulk,31-1]1:=U[k,3]:
wvalt .MBEL[j-1] :=wvalt.MBL[]]:
End;
End;
for j:=1 to =ize do
Begin
U[lj,=size] :=Count[]j]:
valt.MEL[=size] :=he[i]:
End:

Abra 4: Az ij bazisoszlop beszirdsa az U matrixba

5. Az U matrix atalakitasa és a Bartels-Golub frissitése: Az 0j bazisoszloppal frissitett U
matrixban a PR. oszloptol kezdve a f6atlo alatt van egy plusz sor. Ezt a sort kell
eltiintetni, hogy az U Ujra fels6 haromszog matrix legyen. El6szor megvizsgalom,
hogy a j. sor féatlobeli eleme nem nulla-e, ha igen, akkor a j. sort fel kell cserélni a
j+1.-el, mivel az U matrix adott oszlopaban a féatlobeli j. elem alatt csak a j+/. elem
nem nulla. A BG matrixot is frissiteni kell a sorcserének megfeleléen. Majd a
kovetkezO Gauss transzformdacids 1épéseknek megfeleléen nullazzuk le a f6atlo alatti
elemeket:

~ T
MY =1 = (0,0,...0, 2 0,0,...0) e =

J
J 0



—
S
S

] 0 0

1o o 1 0

0 0 .. —L‘f .. 0
u;,

00 .. 0 .. 1

Ez lényegében azt jelenti, hogy az U matrixot balrél szorozzuk egy olyan matrixszal,
amelynek a féatlobeli 1 értékii elemektdl eltekintve, egy nullatol kiillonbdzo eleme
van. Az ilyen matrixszal val6 szorzas az U matrixnak csak egy sorat valtoztatja meg, a
fenti képlet jeloléseit figyelembe véve, ez a megvaltozo sor a j+1. sor. Természetesen
a BG matrixot is meg kell szorozni balrdl ezzel a matrixszal, az U fels§ haromszog

matrixhoz hasonloan.

for j:=1 to =size-1 do

Begin
if U[j,J]1=0 then fisorcsere
Begin
Alseged:=0.0.
for k:=j to size do
Begin
seged:=U[],K]:
UL3,K] :=U[3+1,k]:
T[j+1, k] :=seged;
Alseged:=0.0.
seged:=wvalt.BG[],k]:
valt.BG[J, k] i=valt.BG[i+1,K]:
valt.BG[i+1, k] :==eged;
End:;
End;
if U[j+1,3]<>0 then Afatlo glatti elem eltuntetese
Begin
S seged:=0.0;
seged:=-1%*U[3+1,3]1/0[3,3]:
for k:=1 to =ize do
Begin
T[i+1,k] :=seged*U[],kK]+U[3+1, K]
valt.BG[i+1, k] i=seged*valt . .BG[], kK] +valt . BG[i+1, k] :
End;
End;
End:

Abra 5: Az U matrix f3atl6 alatti elemeinek lenulldzdsa
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Miutan a frissités ciklusa végére ért, a frissitett U felsé haromszog matrixot visszamasoljuk a

frissito rekord LU matrixaba.

SimTabColJay

Kiilso f4jlbol elérhetd eljaras. Paraméterei: var tomb:array of RealType; k:Integer. A tomb egy
ires 1 dimenziés tdmb, melyben majd a szimplex tadbla adott oszlopanak az Ujraszdmolt
egylitthatoit kell visszaadni. A k azt az oszlopot adja meg, melynek egyiitthatoit Gjra kell
szamolni. Ennek az eljarasnak 4 {6 1épése van:

1. Az Ly = A, egyenletrendszerbdl szamoljuk ki az y értékét.

2. Az y vektort balrél szorozzuk be a BG matrixszal. Erre azért van sziikség, mivel az 1.
lépsben alkalmazott L matrix az eredeti LU felbontashoz tartozik, viszont az y
megfeleld értékéhez sziikségilink van arra, hogy az U minden valtozasaval is frisitsiik
az y-t. Amennyiben még nem valtozott az U matrix értéke, akkor a BG matrix
egységmatrix, tehat az y nem valtozik. Mivel a BG matrixban sok nulla elem lehet,
ezért a szorzasok szama csokkenthetd egy ellendrzéssel.

3. Az Ux = y egyenletrendszerbdl szamoljuk ki az x értékét. A programban a seged

valtozo tartalmazza a 2. 1épés utani y vektort.

geged[3ize] r=3eged[sice] fvalt.LU[=2ize, 2ize]
for i:=size-1 downto 1 do
Begin
for j:=size downto i+l do
zeged[i] i=seged[i] —seged[]] *valt.LU[1i,]3];
geged[i] i=seged[i] fvalt . LU[i,1i]:
End:

Abra 6: Az Ux = y kiszamitdsa
4. Mivel a frissitéskor sok oszlopcsere tortént, a tombben nem megfeleld sorrendben

vannak az egyiitthatok. fgy a tomb elemeit az OBL és MBL segitségével megfelel6

sorrendbe rendezem, ¢és igy adom vissza.
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Osszefoglalas

A diplomamunkdm készitése kozben sikeriilt elmélyiilndm a bazismatrix frissitésével
kapcsolatos médszerekben, kiilonds tekintettel a Bartels-Golub metddusra. Feladatom volt
ennek a moédszernek a megvalositdsa, a Wingulf pontossaganak, hatékonysaganak novelése
céljabol. A sok kutakodas kozben, az LU felbontas elkészitésére leltem mas algoritmusokat is,
melyek megvalositottdk a sorcserét, ha a féatlobeli elem nulla. Mégis a tobb modszer koziil,
az ismertetett algoritmust valasztottam, amely a Crout algoritmuson alapszik, ugyanis ez a
feladat szempontjabol sokkal kezelhetdbb felbontast eredményezett.

Ugy vélem, hogy a programban még szamos lehetdség rejlik, amivel csokkenteni lehet
az elvégzett miiveletek szamat. Ez abbdl addodik, hogy a Bartels-Golub frissités kozben
sokszor szamolunk ritkamatrixokkal.

Az LU frissit eljaras paraméterében szerepel a mode valtozo, melynek jelenleg még
nincs funkcidja, de a tovabbi fejlesztés reményében szerepel az eljarasban. Ez biztosit
lehetdséget majd valasztani a modszerek koziil, hogy melyikkel szeretnénk az LU felbontas
frissitését elvégezni. Tobb olyan modszer is van, mellyel tovabb lehet fejleszteni ezt a DLL-t,
de ezek koziil 1s a legfontosabb a Forest-Tomlin médszer.

Visszatekintve azt kell mondanom, hogy hasznos ismeretekkel és tapasztalatokkal
gazdagodtam, mikdzben megtanultam egy altalam eddig nem alkalmazott programozasi

nyelvet, a Delphit.
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