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Bevezetés

A dolgozat az als6 tagozatos tanuldk négyzet, téglalap, parhuzamossag,
merdlegesség és szimmetria fogalmanak fejlodését, illetve fejlesztési lehetbségeit
mutatja be. Kilonbdzé életkoru tanuldknal, az ismeretszerzés kuldnb6zé szintjein —
eltér6 mértékben ugyan — ugyanazok a hibak fordulnak el6, mint példaul:

e az altalanos paralelogramma téglalapokhoz sorolasa;

e az altalanos paralelogramma atléiban szimmetriatengelyek felismerése;

e a négyzet és a téglalap kozds tulajdonsagainak felismerésébdl nem
kovetkezik, hogy a négyzet téglalap is egyben (a kisiskolasok geometriai
gondolkodasaval ez teljes mértékben oOsszeegyeztethetd, 6. osztalytdl — a
definiciok szerepének megértésétdl — kezdve azonban mar nem);

e a negyzet szomszédos oldalai parhuzamos helyzetiiként torténé jellemzése
(valoszinileg a ,szomszédos” sz6 nem megfelel értelmezése a hiba forrasa)
stb.

A fels6bb osztalyokban jelentkezd — ilyen és hasonlo jellegl — problémak gyodkerei
feltehetbleg az alsé tagozatra nyulnak vissza. Az el6bb emlitett — tanitoszakos
hallgatoknal is tapasztalt — problémak adtak az indittatast, hogy a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merflegesség és szimmetria fogalmakat vizsgaljuk negyedik
osztalyos fejleszt6 tanitasi kisérlet keretében.

Az altalanos iskola als6 tagozatan a geometria alapvet6 fogalmainak — koztuk
a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség, szimmetria — alapozasa torténik.
A geometriai fogalmak fejl6dése hosszu folyamat, az elsé négy évfolyamon nem
zarul le, mas tanulasi szinteken folytatodik tovabb. A fogalmak kialakitasanal a
gyerekek életkoranak megfelel6 tényleges cselekvésekbdl indulunk ki, mivel a
geometria tanulasanak alapja a tapasztalatszerzésbdl kiindulé induktiv megismerés.
A konkrétbdl vald kiindulas, a sokféle tevékenységbél szarmazéd tapasztalatok
Osszegyljtése vezet el az altalanosabb 6sszefliggések megfogalmazasaig. Tanitasi
kisérletunk alatt végig arra torekedtink, hogy a gyerekek sajat tapasztalatszerzésuk
révén, sok munkaeszkozzel, konkrét targyi tevékenységekkel fedezzék fel a
fogalmak adott szinten elvarhaté tartalmi mélységeit.

1. A kutatashoz kapcsol6dé elméleti hattér

Ebben a fejezetben a kutatdshoz kapcsoldodé pszicholégiai és
matematikadidaktikai elméleti hatteret mutatjuk be, amelyre a tanitasi kisérlet
tervezésénél és megvalositasanal tamaszkodtunk.

1.1. Pszicholédgiai elméletek

Fontosnak tartottuk az értelmi fejlédés Piaget-féle szakaszainak ismertetését,
kiemelve az altalunk vizsgalt korosztalyra jellemzé konkrét miveletek szakaszat.
Ebben a szakaszban a gyermek gondolkodasa még kapcsolodik a konkrét
targyakhoz vagy ezek manipulaciéjahoz, de mar képes elképzelni konkrét targyakkal
valé tevékenységeket, melyek nincsenek a kornyezetében. Képes a belsévé valt
(interiorizalt) cselekvésekrol, konkrét miveletekrél beszélni, azokat forditott iranyban
is elképzelni (reverzibilitas). A dolgoknak az egyén cselekvéseihez vald
asszimilacioja (a kornyezeti hatasok beépulése, magyarazata a meglévd szellemi



strukturakba, sémakba) és a szubjektiv sémaknak a dolgok médosulasahoz valé
akkomodacioja (a meglévé séma korrigalasa, modositdasa vagy egy Uj séma
létrehozasa a kornyezet megértése, felfogasa céljabdl) kdzoétti egyensuly létrejotte
magyarazza a megfordithatésagot. Adott szituacioban a gyermek egyszerre tobb
szempontot is figyelni tud, dsszeflggéseket képes felismerni (decentralizacio).
Skemp szerint egy fogalmat vagy valamilyen informaciét megérteni annyit
jelent, mint asszimilalni egy megfeleld szkémaba. A tanar feladata ugy kdzvetiteni az
uj fogalmakat, hogy azok alkalmasak legyenek megfeleld, hosszutavon érvényes
szkémak kialakitasara. A tanulas kezdetén a tanar felel6ssége az, hogy a tanuldk
szkémak szerint (értelmesen) tanuljanak, ne csupan szimbodlumokkal valé6 miveletek
memorizalasat (magolasat) végezzék. Fel kell ismernie a pedagdgusnak azokat a
pontokat, amelyek csak egyszerl asszimilaciot igényelnek, valamint azokat is, ahol
akkomodaciéra van sziukség. Utdbbi esetben lassubb léptekkel kell haladnia és a
tanulok haladasat gondosabban kell ellenériznie.
A matematikai fogalomalkotasban Skemp a kdvetkez6 két alapelvét fogalmazta meg:

1. Definicid segitségével senkinek nem kozvetithetink az altala ismerteknél
magasabb rendld fogalmakat, hanem csak is oly mddon, hogy megfelelé
példak sokasagat nyujtjuk.

2. Minthogy a matematikaban az el6bb emlitett példak majdnem mind kulonb6z6
fogalmak, ezért mindenekelbtt meg kell gy6zédnunk arrdl, hogy a tanulé mar
rendelkezik ezekkel a fogalmakkal.

A megfelel6 példak kivalasztasa nehéz feladat, mert a példaknak rendelkeznilk kell
azokkal a ko6zos tulajdonsagokkal, amelyek a fogalmat alkotjak, de nem szabad
rendelkeznitik semmiféle mas kdzos tulajdonsaggal.

Bruner szerint minden gondolkodasi folyamat harom kulonb6zé sikon mehet
végbe: materialis (enaktiv), ikonikus vagy szimbolikus sikon. Ez a harom
reprezentacios mod az oktatasi folyamat minden fazisaban szerepet jatszik. Az
alsObb osztalyokban az enaktiv és az ikonikus reprezentacio dominal, mindemellett a
nyelv (beszéd) is fontos szerepet jatszik, amely szimbolikus sikot jelent. Kisérletink
tervezésekor az volt a célunk, hogy az altalunk vizsgalt geometriai fogalmak
(négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesseég, szimmetria) tanitdsa soran az
enaktiv reprezentaciét alkalmazzuk a leghosszabb ideig, a késébbi megfelel
képzetrendszer kialakulasa érdekében, valamivel kevesebb ideig az ikonikus
reprezentaciot. A nyelv — mint szimbolikus reprezentacié — folyamatosan jelen van.

Shlomo Vinner és David Tall vezették be a fogalomképzet (concept image)
elnevezést a matematika-didaktika szakirodalomba. A képek, konkrét példak, konkrét
tapasztalatok, konkrét tevékenységek (modellezés, hajtogatas, nyiras, rajzolas)
jelentdés szerepet jatszanak a sokoldalu fogalomképzet kialakitasaban. A
fogalomrealizalasi és a fogalomazonositasi feladattipusok hozzgjarulnak a fogalmak
gazdag képzetének kialakulasahoz.

1.2. Matematikadidaktikai elméleti alapok
A matematikadidaktikai elméleti alapok kozul Pierre és Dina van Hiele
geometriai gondolkodasrol szolo elméletét emeljuk ki. A geometriai ismeretszerzés

folyamatat 5 szintre tagoltak:

1. szint: alakzatok globalis megismerése,



szint: alakzatok elemzése,

szint: lokalis logikai rendezés (informalis dedukcio),

szint: térekvés a teljes logikai felépitésre (formalis dedukcio),

szint: axiomatikus felépités.

A geometrlal fogalmak fejl6édése, majd kialakulasa ezen hierarchikus szinteken
keresztul zajlik.

Az alakzatok globalis megismerésének szintjén (1.szint) a gyerek a geometriai
alakzatokat, mint egységes egészet fogja fel. Konnyen felismeri a kulonb6zé
alakzatokat a formajuk alapjan, megtanulja az alakzatok nevét. Nem tudja azonban
0sszehasonlitani a kulonboz6 alakzatokat. Nem ismeri fel a négyzetben a téglalapot,
mert szamara ezek egészen kilénbdz6 dolgok.

Az alakzatok elemzésének szintjen (2. szint) a gyermek az alakzatokat részeire
bontja, majd Osszerakja. Az alakzat és részei kozott kapcsolatokat fedez fel.
Megkezdddik a megismert alakzatok elemzése, a megfigyelések, meéreések,
rajzolasok, hajtogatasok, nyirasok, ragasztasok, modellezések, parkettazasok,
tukorhasznalat révéen. Ezen konkrét tevékenységek segitségével a tanuld
megallapitja, felsorolja az alakzat tulajdonsagait, de a tulajdonsagok kozotti logikai
kapcsolatokat még nem ismeri fel. A tulajdonsagok megallapitasa csak az alakzatok
megkulonboztetéséhez sziukségesek. Nem érti a definicio sziukségességét. Megindul
az osztalyba sorolas. Ezen a szinten a gyerek még nem veszi észre az alakzatok
kozotti kapcsolatokat. Megallapitja ugyan az alakzatok k6zos tulajdonsagait, példaul
a négyzet és a téglalap vonatkozasaban, de ebbdl nem kovetkezik szamara, hogy a
négyzet téglalap is egyben.

Az als6 tagozaton (1-4. osztaly) az els6 két szint megvalositasa realis, amit
hipotézisunkben is megfogalmaztunk.

A négyzet, téglalap, parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmak
tanitasi kérdéseinek vizsgalataban egyarant tamaszkodtunk a holland realisztikus
matematikaoktatas, Dienes Zoltan, valamint Pdlya Gyérgy matematikaoktatasi és a
Varga Tamas-féle komplex matematikatanitasi kisérlet alapelveire. Az alapelvek
kozul az alabbiakra helyeztlk a legnagyobb hangsulyt:
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e A matematikatanitasnak olyan jelenségekbdl, szituaciokbdl kell kiindulnia,
amelyek a tanuldék szamara fontosak, érdekesek, motivalé hatasuak, elésegitik
a tanulasi folyamatokat.

e Az ismeretszerzésnek konkrét tapasztalatokbdl kell kiindulnia, hiszen
absztrahalni csak konkrétumokbal lehet.

e A tanuldk konfrontaldédjanak a sajatjuktdl eltéré, masféle megoldasi moédokkal
is, szembesuljenek sajat konstrukcioik elényeivel és hibaival.

e A passziv tanulasi médot az aktiv tanulasi médnak kell felvaltania. A tanulok
maguk fedezzék fel mindazt, jojjenek ra mindarra, ami az adott kérilmények
kozOott lehetséges.

e Célszerli a fogalmi strukturakat lehetdleg sok ekvivalens, de az észlelés
szamara kulonb6z6 formaban bemutatni a gyerekeknek.

o Az életkori sajatossagok figyelembevétele. Az als6 tagozatos tanulok életkori
sajatossagainak figyelembevétele a jaték és a manipulacidk alkalmazasat
jelenti.

2. A kutatas bemutatasa



Negyedik osztalyos fejleszt6é oktatasi kisérlet keretében tobb geometriai
fogalom (négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség, szimmetria)
fejlesztésével foglalkoztunk, amelynek célja a van Hiele-modell szerinti
geometriaoktatas megvalodsitasa. A kisérletet 2006 majus-juniusaban a bajai E6tvos
Jozsef Féiskola Gyakorld Altalanos Iskolajanak 4.c osztalyaban végeztiik, majd ezt
2008 majus-juniusaban megismételtik az iskola 4.b osztalyaban. A valasztasunk
azért esett a negyedik évfolyamra, mert korabban a parhuzamossag és a
merélegesség fogalmat még nem tudtunk volna vizsgalni, mivel - az iskola helyi
tanterve alapjan - negyedik osztalyban kerulnek bevezetésre ezek a fogalmak. A
négyzetr6l és a téglalaprdl tanultak is az alsdé tagozat negyedik osztalyaban
teljesednek ki. A fejleszt6 oktatasi kisérlet mindkét alkalommal 17 tanitasi orat foglalt
magaba.

2.1. A fejleszt6 tanitasi kisérlet tantervi vonatkozasai

A tantervi szabalyozas legfels6 szintjén a Nemzeti Alaptanterv (a tovabbiakban:
NAT) all. Ezt kovetik a masodik szinten a NAT-ra épulé kerettantervek, a harmadik
szinten pedig a helyi tantervek talalhatok. A NAT nem tananyag el6ird, a tanitandé
tananyagot az egyes tantargyakon belll évfolyamokra és témakoérokre bontva a
kerettantervek és a helyi tantervek tartalmazzak. A négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség és szimmetria fogalmakra vonatkozéan az Oktatasi
Minisztérium kerettanterve geometria témakdrben a kovetkezd tananyagot irja elé:

1. osztalyban: Sikidomok elballitasa tevékenységgel. Sikbeli alakzatok
szétvalogatasa, tulajdonsagok alapjan. Geometriai tulajdonsagok
felismerése, 0Osszehasonlitasok. Jatékos tapasztalatszerzés
siktukorrel.

2. osztalyban: Sikidomok masolasa, el6allitasa egy-két feltétel szerint.
Tapasztalatgyljtés egyszer(i alakzatokrol, a megfigyelések
megfogalmazasa. Téglalap, négyzet el6allitasa. Sokszogek
néhany tulajdonsaga. Tukorkép épitése. Egyszer( tukrozés
megfigyelése, tukorkép elballitasa.

3. osztalyban: Sikidomok eléallitasa szabadon, masolassal és egy-két feltétel
megkotésével. Tengelyesen tukros alakzatok eldallitasa
tevékenységgel. A téglalap és a négyzet tulajdonsagai: oldalak,
csucsok szama, mérete. A tulajdonsagok Osszehasonlitasa.
Tukrozések. Szo6g mérése alkalmi egységekkel.

4. osztalyban: Sikidomok eléallitasa parhuzamos és meréleges vonalparok
segitségével. Sikidomok masolasa, tengelyes tukrozés.
Szogfogalom el6készitése tapasztalati uton. Szogmeérés
derékszoggel, felével, negyedével.

2.2. Kutatasi kérdések

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei hogyan realizaloédnak a
négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség és szimmetria fogalmak
also tagozatos tanitasaban?

o Az els6 két szintre vonatkozo targyi tevékenységek milyen hatékonysaggal
jarulnak hozza a fenti fogalmak fejlédéséhez?



2.3. A kutatas hipotézisei

e A geometriai gondolkodas van Hiele-féle szintjei kozul az elsé kettd, a globalis
felismerés szakasza, illetve az elemzés szakasza realis a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merdlegesség és szimmetria fogalmak als6é tagozatos
tanitasaban.

e Az els6 két szintre vonatkozd targyi tevékenységek jelentds meértékben
jarulnak hozza a négyzet, téglalap, parhuzamossag, merblegesség és
szimmetria fogalmak fejl6déséhez.

2.4. Kutatasi hattér

Ebben a részben a fejleszt6 tanitasi kisérletben részt vett osztalyokat és az iskolat
mutatjuk be.

2.5. A tajékozodo felmérés feladatai és értékelésiik

A tanitasi kisérletek megtervezése el6tt tajékozddd felmérést végeztunk a
kisérleti osztalyokban. A tdjékozodo-felméré feladatlap dsszeallitasanal az el6zé
tanév (3. osztaly) tananyagat, a kisérleti osztalyban latogatott bemutatd Oorai
megfigyeléseinket, valamint az osztalyt tanité szakvezet6 tapasztalatait, javaslatait
vettuk figyelembe. Célunk a négyzet és a téglalap, illetve a tengelyes szimmetria
fogalmi szintjének felmérése volt. A parhuzamossag és merdlegesség fogalmaval
kapcsolatos feladatokat nem allt modunkban kitGzni, mert ezekkel a fogalmakkal a
gyerekek eddigi tanulmanyaik soran még nem talalkoztak. Ugyanakkor lehet6ségunk
volt — a merélegességhez kapcsolddoan — tajékozdédni a derékszog, a derékszognél
kisebb és a derékszognél nagyobb szdg fogalmi szintjérél. A tajékozédod felmérések
értékelésével megallapitottuk, hogy a kisérleti osztalyokban a gyerekek:

e jelentbés része a négyszdg szd kapcsan specidlis esetekre (négyzetre,
téglalapra) gondolt;

e 70%-a (2006-ban), illetve 79%-a (2008-ban) az altalanos paralelogrammat
téglalapnak tartotta;

e kozel egyharmada (2006-ban), illetve negyede (2008-ban) a csucsara allitott
négyzetben nem fedezte fel a négyzetet;

e kb. fele nem ismerte fel az 6sszes derékszdget az adott sokszdgek esetén;

e majdnem haromnegyede  hibazott a  sikidomok  tlkrosségének
megallapitasanal vagy a tukortengelyek berajzolasanal.

Ezek a van Hiele-féle elsé szintnek (az alakzatok globalis megismerésének) felelnek
meg.

2.6. Tanitasi kisérlet

A tajékozédd felmérés eredményeinek figyelembevételével terveztik meg a
fejlesztd kisérlet tananyagat. Ennek soran folyamatosan térekedtlink a zajszint
novelésére, a fokozatossag betartasa mellett. Igyekeztink a problémakat egyre
neheziteni. Az elsé o6rakon a téglatest és a kocka lapjaiként foglalkoztunk a
téglalappal és a négyzettel. A van Hiele-féle masodik szintnek (alakzatok elemzése)



megfeleléen az alakzatokat részeire bontottuk, majd Osszeraktuk. Az alakzatok
elemzését, a tulajdonsagok megallapitasat, felsorolasat — a kozottuk levé logikai
kapcsolatok felismerése nélkll — konkrét tevékenységek segitségével végeztik. A
téglatest és a kocka szemkozti, valamint a szomszédos lapjai helyzetének vizsgalata
soran vezettuk be Uj fogalomként a parhuzamossagot és a merdlegességet, majd ezt
kovetbéen a testek kiteritésével téertunk at a sikra. A szimmetriaval is el6bb testek,
majd ezt kovetden sikidomok esetén talalkoztak a gyerekek. A négyzet és a téglalap
tulajdonsagainak megallapitasa az alakzatok megkulonboztetésére szolgalt.

A tananyag, illetve az 6rak tervezésekor azt tartottuk szem elétt, hogy a gyerekek
elébb konkrét tapasztalatok alapjan, valdésagos jatékok keretében, targyi
tevékenykedés kdzben, majd vizualis sikon (rajzolas), végul absztrakt, nyelvi sikon
fedezzék fel az elsajatitand6 geometriai fogalmakat. Az 6rak jelentés részét a konkrét
targyi tevékenységekre, cselekvésekre, manipulaciokra szantuk.

A tanitasi kisérlet vazlatos tematikaja:

A négyzet és a téglalap fogalom fejlesztése:
o téglatest és téglalap, kocka és négyzet megkuldnboztetése;
e neégyzet, téglalap alkotasa konkrét targyi tevékenységekkel;
e anégyzet és a téglalap tulajdonsagainak 6sszehasonlitasa,
tulajdonsagkartyak;
e atéglalap és a paralelogramma, illetve a négyzet és a rombusz
tulajdonsagainak 6sszehasonlitasa;
e négyzetek alkotasa vizualis sikon.
A parhuzamossag és merdlegesség fogalmanak fejlesztése:
e aszemkozti és szomszédos szavak matematikai értelmezése;
e a parhuzamossag és merélegesseg fogalmanak bevezetése;
e kulonbozd testek szemkozti, illetve szomszédos lapjai helyzetének vizsgalata;
e parhuzamos, merdleges egyenesparok elballitasa sikban konkrét targyi
tevékenységgel;
e sikidomok parhuzamos, illetve meréleges oldalparjainak megfigyelése.
A szimmetria fogalom fejlesztése:
testek tikorképének épitése;
e szimmetriasikok helyének meghatarozasa kulonb6zé testek esetén;
sikbeli tukorképek vizsgalata konkrét targyi tevékenységgel,
e tengelyesen szimmetrikus alakzatok konstrualasa;
sikidomok tengelyes tikrosségének vizsgalata.
A vizsgalt fogalmakkal kapcsolatos vegyes feladatok.

2.7. Az utoteszt, késleltetett teszt feladatai és értékelésiik

A fejlesztd tanitasi kisérletet — 2006-ban és 2008-ban egyarant — felméré
feladatlappal zartuk, amelyeket a kisérleti osztalyokon kivul a parhuzamos osztalyok
tanul6i is megoldottak. 2008-ban a tanitasi kisérlet utan 3 hoénappal kerult sor a
késleltetett tesztek megirasara.

3. Konkluzid, tovabbi kutatasi lehetéségek



Ugy gondoljuk, hogy a kisérletezd altal iranyitott fejleszté tanitas hatékonyan
jarult hozza a téglalap és a négyzet fogalmanak elmélyuléséhez, a parhuzamossag
és a merblegesség, valamint a szimmetria fogalmak alakulasahoz. A tajékozédé
felmérések és a zar¢ feladatlapok 0sszehasonlitasa is ezt igazolta. A hatékonysagot
tamasztja ala az a tény is, hogy mind 2006-ban, mind 2008-ban a parhuzamos
osztalyokban tapasztalt eredményekhez képest altalaban jobb, esetenként
Iényegesen jobb eredmények szilettek a kisérleti csoportokban. A szimmetria
fogalom vonatkozasaban ugyanakkor megallapithaté az is, hogy a 2008-as kisérlet
soran a hatékonysag jelentés mértékben nétt. A 2008-as tajékozodd felmérés és
zaré feladatlap erre vonatkozé eredmeényeinek Osszehasonlitasa — 2006-oshoz
viszonyitva — nagyobb fejlédést mutat. Ennek — allaspontunk szerint — az az indoka,
hogy a korabbi tanitas tapasztalatai alapjan részletesebben, elmélyultebben
dolgoztuk fel a szimmetriaval kapcsolatos feladatokat.

Megallapitasaink csak a vizsgalt — nem reprezentativ — mintakra vonatkoznak, ezeért
statisztikai probakat nem végeztink.

A mért adataink, az ismertetett interjuk, jatékok igazoljak azt a hipotézist,
miszerint a geometriai gondolkodas van Hiele-féle 3. szintjére nem lehet atlépni az
also tagozat végére, csak az els6 két szint megvaldsitasa realis.

A 2. szintet elér6é tanuldk az alakzatokat részeire bontjak, majd oOsszerakjak. Az
alakzatok alkotorészeit megkulonbdztetik egymastol, kézottik kapcsolatot fedeznek
fel. A tanitasi kisérlet soran a gyerekek a téglatestet (gyufasdobozt), a kockat
kiteritették, a kiteritett halérdl bizonyos lapokat levagtak. Megnevezték a téglatest,
kocka, Otszdg alapu hasab, négyzet alapu gula hatarold lapjait. Megbeszéltuk, hogy
a szomszedos lapok élben talalkoznak, az élek talalkozasanal a csucsok talalhatok.
Vizsgaltuk a kulonb6zé sikidomok hatarold vonalait. Mar az 1. szinten kdénnyen
felismerik a tanulék a kilénb6z6 alakzatokat a formajuk alapjan, és gyorsan
megtanuljak a neviket. A tanodrakon tapasztaltuk, hogy milyen fogékonyak a
kilonb6z6 négyszogek neveinek elsajatitasara (trapéz, paralelogramma, rombusz,
deltoid). Ugyanakkor az is megallapithaté, hogy a téglalapot és a négyzetet, a
rombuszt és a négyzetet, a paralelogrammat és a rombuszt, a paralelogrammat és a
téglalapot, a deltoidot és a rombuszt teljesen kulonb6zé dolgokként kezelik. Nem
fedezik fel a négyzetben a téglalapot, illetbleg a rombuszt vagy a rombuszban a
paralelogrammat, illetve a deltoidot. Az utotesztek eredményei is azt mutattak, hogy
a negyedik osztalyos tanuldk tobbsége szamara a négyzet nem téglalap.

Konkrét tevékenységek — mint a mérés, hajtogatas, rajzolas, nyiras, modellezés,
tukorhasznalat stb. — segitségével megallapitjak az alakzatok tulajdonsagait, de a
tulajdonsagok kozotti logikai kapcsolatokat még nem ismerik fel a 2. szinten. Nem
latnak Osszefliggéseket az alakzatok tulajdonsagai és az alakzatok kozott.
Eszrevették példaul, hogy a téglalapnak és az altalanos paralelogrammanak is 4
csucsa, 4 oldala van, a szemkoOzti oldaluk paronként egyenlok, valamint
parhuzamosak egymassal, de nem jutottak el arra a megallapitasra, hogy a téglalap
paralelogramma, vagy ehhez hasonléan azt sem ismerték fel, hogy a négyzet
téglalap, a kocka téglatest.

A barkéba jaték soran tdbbszdr megfigyelhettik, hogy a gyerekek nem tudnak
kdvetkeztetni az alakzatok egyik tulajdonsagardl a masikra. Igy példaul a téglalap
kitalalasakor elhangzott az a kérdés, hogy ,van derékszége?”, majd az ,igen” valasz
utan késdbb — feleslegesen — az, hogy vannak-e merdleges oldalai. EQy masik jaték
soran a Kkitalalandé négyszog szemkozti oldalainak parhuzamossagabdl nem
kovetkezett szamukra a szemkdzti oldalak egyenlésége.



A felsoroltak mind azt tamasztjak ala, hogy a negyedik osztalyos tanuldk a van
Hiele-féle 2. szintet tudjak — legfeljebb — elérni.

A 6-10 éves tanulok gondolkodasa erésen kotdédik a targyi valésaghoz, ezért a
fogalmak kialakitasakor a legkonkrétabb dolgoktol kiindulva — manualis
tevékenységgel, illetve az 6ket korllvevé kdzvetlen vilagbdl vett példakkal — indokolt
eljuttatni 6ket az elvontig. Sok példa, ellenpélda tanulmanyozasa, a fogalom
tobbszords konkretizalasa, modellezése a feltétele annak, hogy a gyerekek
felismeriek a kialakitandé fogalom lényeges jegyeit és képesek legyenek az
absztrahalasra. Tanitasi kisérletinkben ezért arra térekedtlink, hogy a tanuldk sok
konkrét tevékenység segitségével a téglalap, négyzet, parhuzamossag,
merélegesség, illetve szimmetria fogalmaval kapcsolatban gazdag tapasztalatra
tegyenek szert, fogalomképzetik sokoldalu legyen. Az els6 két szintre vonatkozé
targyi tevékenységek jelentés mértékben hozzajarultak a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merdlegesség és szimmetria fogalmak fejlédéséhez.

Tovabbi kutatasi lehetéségként a kisérleti tanitas kiterjesztését latjuk 5-6.
osztalyra, majd 7-8. osztalyra. A kutatas targyat képezheti a négyzet, téglalap,
parhuzamossag, merélegesség, valamint a szimmetria fogalmak tovabbi
fejlédésének vizsgalata, illetbleg a van Hiele-féle 3. szintre eljuté tanulok
gondolkodasi jellegzetességeinek, jellemzdinek bemutatasa.



Introduction

In the dissertation the evolvement of the concepts of square, rectangle,
parallel, perpendicular and symmetry in lower primary and the development options
are presented. In various age groups and at various levels of gaining knowledge the
same typical mistakes occur, even if to various degree:

¢ including general parallelograms into rectangles;

e recognizing symmetry axes in the diagonals of general parallelograms;

e even if young learners recognize the common characteristics of squares and
rectangles, it does not mean that they would realize that squares are actually
rectangles. (This is completely in line with young learners' geometric thinking,
but not from grade six, when they grasp definitions);

e describing the neighbouring sides of the square as parallel, which probably
comes from the misinterpretation of word 'neighbouring' etc.

The above and similar problems in upper primary probably go back to the lower
primary. Beside the above-mentioned, difficulties that teacher training college
students face, gave reasons for studying the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry in grade four within the framework of a development
teaching experiment.

In the first four grades of lower primary the basic concepts of geometry, such
as square, rectangle, parallel, perpendicular and symmetry are established. Teaching
geometric concepts is as a matter of fact a long process, and it is not completed by
the first four grades, but it continues at other levels of learning. During the formation
of concepts we relied on activities which were in line with the age group of children,
as learning geometry is based on inductive cognition by gaining experience. Starting
out from the concrete, gathering experience from various activities can lead to the
formulation of broader relationships. Throughout our teaching experiment every effort
was made in order that children through gaining experience and using various tools
in diverse activities could discover the content of concepts at a given level.

1. Theoretical background

In this chapter the psychological and didactic theories related to the research
are presented, on which we relied in designing and conducting the teaching
experiment.

1.1. Psychological theories

We have attached great importance to the Piaget stages of cognitive
development, highlighting the stage of concrete operations characteristic of the age
group we are concerned with. At this particular stage children's thinking is connected
to concrete objects, or activities with them, but children are also able to imagine
activities with concrete objects, which cannot be found in their environment. Children
are also able to talk about interiorized actions and concrete operations, and to
imagine them in reverse direction (reversibility). The balance of assimilation of things
into individual actions (incorporation of environmental influences into already existing
cognitive structures) and the accommodation of subjective patterns to the
modification of things (the correction or modification of the existing pattern, or



creating a new pattern for a better understanding of the environment) gives account
for the reversibility. In a particular situation children are able to pay attention to
various points of views at the same time and are also able to grasp relationships
(decentralisation).

According to Skemp to understand a concept or some information is nothing
but its assimilation into a proper pattern. It is up to the teacher to transmit new
concepts in a way that they should be suitable for the formation proper patterns, valid
in the long run. In the beginning of the learning process it is the teacher's
responsibility that learners study in terms of patterns, in a meaningful way and not
only memorize operations with symbols (cramming). Teachers should recognize
where learners need simple assimilation or accommodation. In the latter case
progress ought to be slower and the learners' achievement should be carefully
controlled.

Regarding the formation of mathematical concepts Skemp formulated the following
two principles:

1. By means of definitions it is impossible to transmit concepts to anyone which
are at a higher level than their knowledge; it can be done only by providing
plenty of proper examples.

2. Since in mathematics the examples mentioned above are almost all of them
various concepts, we have to make sure that learners have already acquired
these concepts.

Selecting the proper examples is not an easy task, as the examples should possess
the common characteristics that make up the concept, but they should not have any
other common characteristics.

According to Bruner every process of thinking takes place at three levels:
material (enactive), iconic and symbolic level. These representation levels play a part
in every stage of teaching, but in the lower primary classes the enactive and iconic
levels are in the foreground, however language (speech), which is the symbolic level,
is also very important. When designing our teaching experiment our aim was to make
use of enactive representation for the longest time in the teaching of geometric
concepts examined by us, such as square, rectangular, parallel, perpendicular and
symmetry in order that the proper system of images could be established. Iconic
representation was used for a shorter period of time, and language, as symbolic
representation is always present.

Shlomo Vinner and David Tall introduced the term 'concept image' in the
literature of methodology of mathematics teaching. Pictures, relevant examples,
experience and activities such as modelling, folding, clipping and drawing play an
important part in the formation of versatile concept image and the tasks for realising
and identifying concepts can contribute to well-established concept images.

1.2. Theoretical background of the methodology of teaching mathematics

Among the theories underlying the methodology of teaching mathematics we
would like to focus on the theory of geometric thinking put forward by Pierre and Dina
van Hiele. The process of acquiring knowledge in geometry is divided into five
stages:

Level 1: global recognition of shapes,
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Level 2: analysis of shapes,

Level 3: local logical arrangement,

Level 4: aiming at a complete logical set-up (formal deduction),
Level 5: axiomatic set-up.

The evolvement and then the establishment of geometric concepts take place
through these hierarchic levels.

At the level of global recognition of shapes (level 1) children perceive geometrical
shapes as a whole. They easily recognize various shapes according to their forms
and they remember the names of the shapes. However they are not able to compare
the various shapes. They do not recognize the rectangular prism in the cube and the
rectangle in the square, because these are totally different things for them.

At the level of analysing shapes (level 2) children break down shapes into their
components and then put them together. They discover the relationships between
the shape and its components. At this point particular importance is attached to
observation, measurement, folding, clipping, sticking, drawing, modelling, parquetry
and using mirror. By means of these concrete activities children can establish and
enlist the characteristics of shapes, but they are not able to recognize the logical
relationships between the characteristics. The establishment of the characteristics is
needed only to make difference between shapes and children do not really
understand the importance of definition. They begin creating categories. At this level
children do not see the relationships between shapes. Even if children notice what
squares and rectangles have in common, but they cannot come to the conclusion
that squares are actually rectangles.

In lower primary geometry teaching (classes 1- 4) the first two stages can be put into
practice as it was also mentioned in the hypothesis.

In examining the issues of teaching the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry we also relied on the Dutch realistic mathematics
teaching, the achievement of Zoltan Dienes and Gydrgy Pdlya and the principles of
the complex way of teaching mathematics carried out by Tamas Varga. Most
emphasis has been laid on the following principles:

e Mathematics teaching should be based on phenomena and situations which
are relevant, interesting and motivating for the learners and also contribute to
learning processes.

¢ In gaining knowledge concrete experience should be the starting point, since
abstraction can be done only from the concrete.

e Learners should also meet solutions different from their own, and should also
face the advantages and the mistakes in their own constructions.

e An active way of learning should replace the passive one. Learners should
discover everything that is feasible under the given conditions.

e It seems to be proper to present the concept structures to the children in
several equivalent forms, which however can be perceived as different by the
children.

e The characteristics of the age groups should be taken into consideration. In
lower primary it means that a great deal of games and activities are used with
young learners.

11



2. The presentation of the research

Within the framework of the developmental teaching experiment in grade four
we were concerned with the development of some geometric concepts such as the
square, rectangle, parallel, perpendicular and symmetry by putting van Hiele’s model
of geometry teaching into practice. The experiment was conducted in class 4.c of the
Practice School of Jozsef EGtvos College in Baja in May-June 2006, and then the
experiment was repeated in class 4.b. The reason why we selected grade four is that
the concepts of parallel and perpendicular are introduced in grade four in line with the
local curriculum of the school. The young learners' knowledge about square and
rectangle will have become more systematic by grade four of the lower primary. The
teaching experiment covered seventeen lessons on both occasions.

2.1. The development teaching experiment and the curriculum

The highest level of curriculum regulation is represented by the National Core
Curriculum (NCC), which is followed by framework curricula based on NCC (level
two), and the local curricula can be found at level three. While the NCC provides the
guidelines, the teaching material of the various subjects is formulated in the frame
curricula and the local curricula broken down into grades and topics. In the
framework curriculum of the Ministry of Education the teaching material of geometry
related to square, rectangle, perpendicular and symmetry is formulated as follows:

Grade 1: Presenting plane figures through activities. Sorting out plane figures according
to properties. Recognition of geometric properties, comparisons. Gaining
experience by using plane mirror playfully.

Grade 2: Copying and presenting plane figures according to one or two conditions.
Gaining experience in simple shapes, the formulation of observations.
Producing rectangles and squares. Some properties of polygons. Building
reflection and the observation of simple reflection. Producing reflection.

Grade 3: Producing plane figures without restrictions, by copying and with one or two
restrictions. Producing axial symmetric figures through activities. The
properties of rectangles and squares: the number and size of sides and
vertexes. Comparison of properties. Reflections. Measuring angles by non-
standard units in practice.

Grade 4. Producing plane figures by means of parallel and perpendicular pairs of
straight lines. Copying plane figures, axial reflection. Preparation of the
concept of angle by gaining experience. Measuring angle by using right
angle, its half and its quarter.

2.2. Research questions

e How are the van Hiele levels of geometric thinking and teaching of the
concepts of square, rectangle, parallel, perpendicular and symmetry in lower
primary put into practice?

¢ How efficiently the concrete activities used at these levels can contribute to the
development of the concepts of square, rectangle, parallel, perpendicular and
symmetry?
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2.3. Hypotheses

e In lower primary teaching of the concepts of square, rectangle parallel,
perpendicular and symmetry, the first two stages of the van Hiele levels of
geometry thinking, i.e. global recognition and analysis are feasible.

e The concrete activities related to the first two levels contribute to the
development of the concepts of square, rectangular, parallel, perpendicular
and symmetry.

2.4. Research background

In this chapter the classes and the school participating in the development teaching
experiment are shown.

2.5 The tasks and evaluation of the pre-tests

Prior to planning the teaching experimental preliminary survey was conducted
in the classes of the experiment. When compiling the pre-test the syllabus of the
previous class (class 3), the observations of the demonstration classes in the
experimental classes as well as the comments and suggestions of the mathematics
teacher of the class were taken into consideration. The aim was to measure the
conceptual level of square, rectangle and axial symmetry. As children were not
familiar with the concepts of parallel and perpendicular no tasks were given related to
these concepts. However it was possible to gain information on the conceptual level
of the right angel and angles smaller and larger than the right angle connected with
the perpendicular. The findings of the pre-test in the classes of the experiment are as
follows:

e in case of quadrangles most children think of special cases such as squares
and rectangles;

e seventy percent of the children considered the general parallelograms as
rectangles in 2006 and 79 % of them in 2008;

e as many as one third of them did not recognize squares turned on its point
vertex in 2006 and one quarter of them in 2008;

e about 50% of the children did not recognize all the right angles in given
polygons;

e almost three quarters of them failed to recognize reflection in plane figures or
to draw symmetry axis.

All these mentioned above are in line with the van Hiele level of global recognition.
2.6. The teaching experiment

The content of the development teaching experiment was designed among
others on the basis of the pre-test results. The level of noise was continuously
increased by observing the principle of gradualness and the problems were made
more and more challenging. During the first lessons we dealt with rectangles and
squares as the faces of rectangular prisms and cubes. According to van Hiele level 2,
(the analysis of shapes) the shapes were broken into their components and put
together again. The analysis of shapes, the establishment and enumeration of their
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properties took place by means of concrete, manual activities; however the logical
relationships between them were not recognized. When examining the position of
opposite and neighbouring faces of rectangular prism and cubes, the new concepts
of parallel and perpendicular were introduced. Then after spreading the solids we
moved on to the plane. Children were introduced to symmetry first through solids and
then through plane figures. By establishing the properties of square and rectangle
children were able to make difference between shapes.

When designing the course material and the lesson plans what we considered of
utmost importance was that children could discover geometric concepts first through
concrete experience in real games and activities, later at visual level (drawing) and
later at abstract, linguistic level. During the lessons a large amount of time was
allocated to concrete, manual activities.

The outline of the topics of the teaching experiment:

The development of the concepts of square and rectangle:
making difference between rectangular prism and rectangle, cube and square;
producing square and rectangle through activities;
comparing the properties of square and rectangle, property cards;
comparing the properties of rectangle and parallelogram as well as square
and rhombus;
e producing squares at visual level.
The development of the concepts of parallel and perpendicular:
o the mathematical interpretation of the terms of opposite and neighbouring;
¢ the introduction of the concepts of parallel and perpendicular;
e examining the position of the opposite and neighbouring faces of various
solids;
e producing parallel and perpendicular pairs of straight lines in planes by
activities;
e observation of the parallel and perpendicular side-pairs of plane figures.
The development of the concept of symmetry:
constructing reflection of solids;
establishing the position of symmetry planes in various solids;
examining reflected images in plane by activities;
constructing axially symmetric shapes;
e examining axial reflections of plane figures;
Mixed tasks related to the concepts we have studied.

2.7. The tasks of the post-tests and the delayed test and their evaluation

The development teaching experiment was completed by an evaluation worksheet
both in 2006 and in 2008 which were filled not only by the learners of the
experimental class but by the learners of parallel classes as well. In 2008 three
months after the completion of the teaching experiment the delayed tests were done.
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3. Conclusions and further research options

We are convinced that the development teaching experiment efficiently
contributed to the better understanding of the concepts of square and rectangle and
also to the formation of the concepts of parallel and perpendicular as well as
symmetry. The comparison of the results of the pre-test and post-test have also
supported the above finding. The efficiency is also shown by the fact that the
achievement in the experimental classes was better; occasionally much better than in
the parallel control classes in 2006 an 2008. During the experiment conducted in
2008 the concept of symmetry was also firmly established. The comparison of the
2008 pre-test and evaluation worksheet with the ones done in 2006 shows
considerable progress. This can be accounted for the fact that relying on our former
experience we have dealt with symmetry in detail and depth.

Our findings are related only to the samples examined, which are not representative,
and therefore no statistical trials have been carried out.

The data measured the interviews and the games support the hypothesis that
it is not possible to reach the van Hiele level 3 of geometric thinking by the
completion of lower primary; only reaching the first two levels is feasible.

Learners at level 2 break down the shapes into their components and then they put
them together again. They are able to make a difference between the components
and to discover the relationships between them. During the teaching experiment
children spread rectangular prisms (match boxes) and cubes then cut some of the
faces. They named the faces of rectangular prism, cube, pentagon prism,
quadrilateral pyramid. The position of the neighbouring faces and edges and the
vertexes was also discussed. The bordering lines of various plane figures were also
presented. Children at level 1 easily recognize various shapes according to their form
and remember their name, such as the names of various quadrangles: trapezoid,
parallelogram, rhombus, and deltoid. However it can also be seen that they perceive
rectangle and square, rhombus and square, parallelogram and rhombus,
parallelogram and rectangle, deltoid and rhombus as totally different things. They are
not able to discover the rectangle in the square, or the rhombus, and the
parallelogram in the rhombus or the deltoid for that matter. It is also revealed in the
post-test results that most of the learners in grade 4 do not consider square as
rectangle.

By means of concrete activities such as measuring, folding, drawing, clipping,
modelling and the use of mirror learners establish the properties of shapes but they
do not recognize the logical ties between them at level 2. They cannot see the
relationships between the properties of the shapes and the shapes. They have
actually noticed that both the rectangle and the general parallelogram have four
vertexes, four sides, and that opposite side pairs are equal and parallel, but they
were not able to come to the conclusion that the rectangle is a parallelogram or they
did not realize that the square is a rectangle and the cube is a rectangular prism.

While playing the game twenty questions it was noticed that several times
when children were not able to infer from one property of the shapes to the other.
E.g. when guessing the rectangle it was asked 'Does it have a right angle?’ after the
answer 'yes', they still asked if it had perpendicular sides. During another game the
parallel opposite sides of the quadrangle did not make them realize that the opposite
sides are equal.

As it is shown by the above examples learners in grade 4 can get as far as
van Hiele level 2.
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The cognition of learners of the 6-10 year-olds is highly attached to real life of
objects, which is why during the formation of concepts only starting out from concrete
activities and examples taken from their immediate experience is it possible for them
to reach the level of abstraction. A large number of examples and counter examples
and making the concept concrete and modelling are the preconditions that make it
possible that children could recognize the essential characteristics of a concept and
reach the level of abstraction. This was the reason why we attempted to provide
children with a wide range of experience in the concepts of rectangle, square, parallel
and perpendicular and symmetry mainly through various concrete activities so that
their concept image would be versatile. These concrete activities related to level 1
and 2 contribute to the development of the concepts of square, rectangle, parallel,
perpendicular and symmetry to a considerable degree.

Further research could be conducted in grades 5 and 6 and 7 and 8 in order to
study the development of the concepts of square, rectangle, parallel, perpendicular
and symmetry and to reveal the characteristics of the cognition of learners reaching
van Hiele level 3.
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