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1. Exponencialis és
Rosenthal-egyenlotlenségek

A maésodik fejezetben a [Fazekas, Pecsora, Porvazsnyik (2018)]
cikkiink alapjan exponencialis és Rosenthal egyenlGtlensé-
geket targyalunk. Legyen d > 0 valés szam és legyen £ egy
valésziniiségi valtozd. A tovabbiakban

¢ = min{¢, d}

jeloli a feliilrél csonkitott valdszintiségi valtozot.
Az ni,1m9,...,n, valdszinliségi valtozdk sorozatira te-
kintsiik a kovetkezo feltételt:

n
Fedaio1 Mi < g(n) H Eei (1.1)
i=1

ahol 0 < g(n) < oco.

A kovetkezékben latni fogjuk, hogy, ha feltessziik a
(1.1) feltételt a A pozitiv értékeire a megfeleléen csonkitott
valésziniiségi valtozdkra, akkor meg fogjuk kapni az egyol-
dali exponencialis egyenlGtlenséget. Ha pedig feltessziik a
(1.1) feltételt a A\ pozitiv és negativ értékeire is, akkor meg
fogjuk kapni a kétoldali exponencidlis egyenlGtlenséget.

A kovetkezé tételben szereplé exponencidlis egyenlét-
lenséget negativan ortans fiiggd (negatively orthant depen-
dent, tovdbbiakban NOD) valdszintiségi véaltozokra kap-
tak meg a [Gan, Chen, Qiu (2011)] 3. Lemmaéjaban, va-
lamint kiterjesztett negativan fiiggd (extended negatively
dependent, tovibbiakban END) val6szintiségi valtozokra a
[Wu, Guan (2012)] 1.2 Lemmajaban.



1.1. Tétel. Legyen X1, Xs,..., X, valdsziniségi viltozok
egy sorozata, d > 0. Legyen Sy, = > i X; az Osszegiik és
B, =YY" | EX? a szérdsnégyzetek dsszege.

Feltételezziik, hogy (1.1) teljesil n; = Xi(d),
i=1,2,...,n-re 0 < XA < )y esetén. Akkor minden olyan
z-re, melyre 0 < x < (Bpe®° — B,))/d, a kivetkez6 igaz

P (S, > z) SIP’(lma<X X >d> +

<i<n
xd

+g(n) exp <Z — %ln (1 + Bn>> :

Ha pedig (1.1) teljesil n; = Xi(d), 1 = 1,2,....,n és
i = (X))@, i = 1,2,....n esetén is minden
0 < X < Xo-ra, akkor minden olyan z-re, melyre

0 <z < (Bpe®™o — B,)/d a kivetkezd teljesiil:

(1.2)

1<i<

d
+2g(n) exp (Z - gln <1 + Z)) :

Most a Hoeffding-egyenlétlenséggel folytatjuk, mellyel
Wassily Hoeffding 1963-ban megjelent "Probability inequa-
lities for sums of bounded random variables" cimi frasaban
taldlkozhatunk el6szor [?]. Hoeffding eredeti eredménye
fliggetlen valdszintiségi valtozdkra vonatkozik. Kés6bb ezt
kiterjesztették egyes fliggd sorozatokra is. A kovetkezd té-
tel a [Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)] 2.3 Tételének egy
valtozata, melyben elfogadhaté valésziniiségi valtozdkat te-
kintettek.

P (IS > ) <P (max X > d) +
" (1.3)



1.2. Tétel. Legyen X1, Xo,..., X, valdsziniségi viltozok
egy sorozata. Legyen S, = Y i' 1 X; az dsszeg. Legyenek
a valésziniiségi valtozok korldtosak, azaz a; < X; < b,

1 =1,2,...,n-re, ahol a; és b; valds szamok. Tegyiik fel,
hogy (1.1) teljesil n; = X;, i = 1,2,...,n és 0 < XA < X
esetén. Akkor  minden  olyan  e-ra, hogy

0<e< Z—O S (b — ai)?, a kévetkezd igaz:

P(S,—ES, >¢) <

2 1.4
< g(n) exp <—n_1(2bi_az)2> . (14)

Tegyiik fel, hogy (1.1) teljesil n; = X;, i = 1,2,...,n és
Al < Xo esetén.  Akkor minden olyan e-ra, hogy
0<e< % S (b — a;)?, teljesiil a kévetkezd:

P(|Sn - ESH‘ Z 5) S

2¢2 ) (1.5)

<2 ——
< 2g(n) exp < T (b —a)?

A kovetkezo tételtink 1ényege az, hogy nem teszink fel a
kiindulé valdszintliségi valtozdk kézott semmilyen fliggdségi
feltételt, hanem absztrakt médon egy exponencialis egyen-
16tlenség teljesiilése esetére vezetjiik le a Rosenthal-tipusa
egyenlGtlenséget.

1.3. Tétel. Legyen X1, Xo, ..., X, nulla varhatoértéki va-
[0szintiségi  wvdltozok egy  sorozata,  tovdbbd legyen
Sn = Yo Xi az dsszegik és By pozitiv szamok egy so-



rozata. Tegyiik fel,

P(|Su| > 7) < I(n)P <max IX;] > d) +
1<i<n

d
+h(n)exp (2 - gln <1 + f}))

teljestil minden © > 0 és d > 0 esetén, ahol l[(n) és h(n)
valds szamok. Akkor p > 0-ra

(1.6)

E|Sn|” < C1l(n)E max | X[ + Cyh(n)BP/? (1.7)

teljesiil, ahol Cy = pP, Cy = p'*P/2ePB (B, B) abszolit
konstansok, a B(u,v) béta figgvénnyel.

A tovabbiakban bemutatjuk, hogy egy éaltaldnos ex-
ponencialis egyenl6tlenséghol kovetkezik egy Baum—Katz-
tipusu tétel. A nagy szamok térvényeinek vannak igyneve-
zett teljes konvergenciat (complete convergence) kimondé
valtozatai.

Azt mondjuk, hogy Y,, — 0 teljesen, ha Ve > 0 esetén

o
Y P(JYy]>¢) < co.
n=1

A Borel-Cantelli-lemma alapjin lathaté, hogy a teljes
konvergenciabdl kévetkezik az 1 valdszinliséggel vald kon-
vergencia.

A nagy szamok torvényének teljes konvergenciat kimon-
dé valtozata Hsu—Robbins és Erdds nevéhez flizédik.

A kovetkezo tételiink egy Baum—Katz-tipusu tétel.



1.4. Tétel. Legyen X1, Xo,... wvaldszintiiségi valtozok egy
sorozata, tovabbd legyen S, = Y"1 | X; a részdsszegiik. Le-
gyen 0 < p < 2 és a egy pozitiv szam. Tegyiik fel, hogy az
exponencidlis egyenldtlenség teljesiil csonkitott és centrali-
zalt valosziniiségi valtozokra, azaz

> x) <

4

n

Z (j(i(t) ) Ni(t)>

i=1
<Pp (max X0 - EXY| > d) 4 (1.8)
1<i<n
r xd
S N I R i
+g(n)exp(d g n( + Bn))
mindent >0, x > 0,d >0 ésn =1,2,... esetén, ahol

B,=>",E (Xi(t) - IEXZ@)2. Tegyiik fel, hogy g(.) reguld-
ris vdltozdsi r kitevével, ahol 0 < r < a(2—1p). Tegyik fel,
hogy X1, Xo, ... datlagosan gyengén domindlt (weakly mean
dominated, wmd) az X wvaldszintiségi vdltozo dltal, melyre
E|X[Pg(|X|/%) < co. Ha 0 < p < 1, akkor feltessziik, hogy
ap > 1. Hal < p < 2, akkor feltessziik, hogy ap > 1 és
EX; = 0 minden i-re. Ekkor tetszéleges € > 0-ra:

o0
Z n®P72P (|S,| > en®) < oc.

n=1



2. A von Bahr—Esseen egyenlotlenségek
és alkalmazasaik

A harmadik fejezetben a [Fazekas, Pecsora (2017)] cikkiink
alapjan von Bahr—Esseen egyenlotlenségeket és alkalmazé-
saikat targyaljuk.

2.1. Tétel. Legyen 1 < p < q. Legyen X,,n=1,2,... va-
loszindségi wvdltozok egy sorozata és E|X,|P < oo,
EX,, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy tet-
szoleges © > 0 esetén

i ( —) _E( m)X(ff))

q

E <
k:i (2.1)
E|-2x - B2 x [
k:l
Akkor . » .
E|> Xi| < fogn) Y E|Xil, (2.2)
k=1 =

ahol fpq(n) csak gq(n)-tél, p-tél és q-tol figg (egy lehet-
2

séges valasztds az fpq(n) = 5+ 2cqgq(n)29 (ﬁ) , ahol

cg =2971).

Tekintsiik a kovetkezd feltételt

Ee2oim1 Mi < g(n HE@’W (2.3)

Ha a (2.3) feltétel teljestil g(n) = 1-re és tetszbleges A € R
esetén, akkor az ny,ns, ..., Ny-t tagabb értelemben elfogad-
haténak nevezziik. Lathat6, hogy, ha (2.3) igaz n1,m2, ..., n



esetén, akkor igaz m — ai,me — ag,...,Mn — an
esetén is, minden valds aq, ..., a, szamra, specidlisan igaz
m — Em, no —Ena, ..., 0, — En, esetén.

2.2. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen X,,n = 1,2,...
valdszindségi valtozok egy sorozata, gy, hogy E| X, [P < oo,
EX, = 0 minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy (2.3)
teljesiil tetszdleges X € R és n; =) Xi(bi) esetén minden
a; <b;,1=1,2,...,n-re. Akkor

D> X

k=1

p
E

< fon) S EIXLP, (2.4)
k=1

ahol f,(n) csak g(n)-tdl és p-tél fiigg.

A kovetkezd tétel egy nagy szamok gyenge térvénye,
amelyben L, konvergenciat is bizonyitunk.

2.3. Tétel. Legyen 1 < p < 2. Legyen az X,,n=1,2,...
sorozat dtlagosan gyengén dominalt az X valdszinidségi val-
tozo dltal, ahol E|X|P < oco. Tegyiik fel, hogy EX, = 0
minden n = 1,2,...-re. Tegyiik fel, hogy (2.3) teljestil
g(n) = C-re, tetszbleges A € R-re és n; = (“i)XZ-(bi)—re
minden a; < b;, i =1,2,... esetén. Akkor

' 1 n p
lim E ey > Xy =o. (2.5)
k=1
Tovabbd,
. 1 &
Jim 7 kz_:l X, =0 (2.6)

valdsziniiségben.



2.4. Tétel. Legyen 0 < p < 2, 1 < r < 2, és
0 < a < 2. Legyen az X,, n = 1,2,... sorozat dtla-
gosan gyengén domindlt az X wvaldszintségi vdltozé dltal.
Teqgyiik fel, hogy EX,, =0 mindenn = 1,2,...-re. Tegyik
fel, hogy (2.3) teljesiil g(n) = C' esetén minden \ € R-re és
n; =(ai) Xz-(bi)—re tetszoleges a; < b;, 1 =1,2,... esetén.

(i) Ha r < «, akkor feltessziik, hogy E|X|* < oco.

(i) Ha r = o, akkor feltessziik,  hogy
E|X|"log(1 + | X]|) < oc.

(ii) Ha v > «, akkor feltessziik, hogy E|X|" < oo.

Akkor

1

(o] / n
—2
S el E{ Ly,
n=1 k=1

—e}r < 00 (2.7)

+

minden € > 0-ra, 2.7 a teljes momentum konvergencia, ami
implikdlja o teljes konvergencidt.



3. Perturbalt matrixok vizsgalata

A negyedik fejezetben a [Fazekas, Pecsora (2020)]] és a [Fa-
zekas, Pecsora (2020)II] cikkeink alapjan perturbélt mét-
rixokat vizsgalatat targyaljuk. Tekintsiink egy rogzitett P
determinisztikus sablon (pattern) matrixot, ezt felfujjuk,
hogy megkapjunk egy ,nagy” B, blokk-matrixot, majd
hozzdadunk egy W, véletlen zajt. A kovetkezOkben ha-
tarérték tételeket bizonyitunk be az A, = B, + W,, sajat-
értékeire, ahogy n — oo.

A kovetkezo tételben B, és W, egyarant komplex her-
mitikus matrixok (specidlis esetben szimmetrikus valés mat-
rixok).

3.1. Tétel. Legyen B,, n = 1,2,..., komplex hermiti-
kus mdtrixok eqy sorozata. A W,, n = 1,2,... Wigner-
mdtrizok legyenek komplex hermitikus mdtrizok, melyek tel-
jesitik a kovetkezd feltételeket. Legyenek a W, fédtlojdn
lévs wy; elemek fiiggetlen azonos eloszldasu valos valdoszini-
ségi valtozok, tovdbbd legyenek a féatlo feletti elemek fiig-
getlen azonos eloszldst komplex valdszintségi vdltozok és
mindezek az elemek legyenek fiiggetlenek. Legyen w;; = wj;
minden i,j-re. Feltételezziik, hogy Ew?; < oo, Ewiy = 0,
Elwia — Ewia|? = 02 véges és pozitiv, Elwya|* < co. Akkor

Jimn sup |Xi(Bn + Wy,) — X\i(By)
n—o0 vn

minden i-re majdnem biztosan.

<2 (3.1)

Most tekintsiik azokat a perturbdlé matrixokat, me-
lyek elemei fiiggetlen azonos eloszlasi komplex szamok.



10

Legyen x;, j,k = 1,2,..., egy végtelen tomb, mely ele-
mei fiiggetlen azonos eloszlasi komplex valésziniiségi valto-
z6k, nulla varhaté értékkel és o2 szérasnégyzettel. Legyen
X = (k)2 4=, a bal felsd sarokban 16v6 m x n méretii
blokk.

3.2. Tétel. Minden m-re és n-re legyen B egy m xn mére-
tii komplexr mdtriz és legyen X = Xy egy fent leirt m x n
méretd komplex mdtriz, mely elemei fliggetlen azonos el-
oszlastak. Tovabbd, tegyiik fel, hogy X elemet rendelkeznek
véges negyedik momentummal. Tegyiik fel, hogy m,n — oo
gy, hogy K1 < 7t < K3, ahol 0 < Ky < Ka < oo rogzitett
konstansok. Jelélje rendre s; és z; B és B 4+ X szinguldris
értékeit, 1 > -+ > Spinfmm}s 21 = 0 2 Zminfm,n}- Akkor,
minden i-re
|si — zi] = O(V/n)

ahogy m,n — oo, majdnem biztosan.

Most altaldnos feltételek mellett megmutatjuk, hogy a
sajatértékek ,nagyok”, ha a varhaté értékek pozitivak. Ez
a tétel egy kiterjesztése a [Bolla (2005)] 4.1 Tételének olyan
matrixokra, melyek minden soraban elfogadhaté valészini-
ségi valtozdk vannak.

3.3. Tétel. Legyenek x;j, i,j = 1,2,... nemnegativ valds
valdszintségi valtozok, 0 < x;; < K < oo minden 1, j-re.
Tegyiik fel, hogy minden sor teljesiti a kévetkezd elfogadha-
tosagi feltételt:

n
EeXoim ki < T Eet™wi (3.2)
i=1
tetszoleges t < 0-re és minden k,n = 1,2,... esetén.

Legyen my, = Exp + Exzge + -+ + Exg, és
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a,%n = D%z + D%x4o + - - - + D%ay,, tetszbleges k,n-re. Te-
gytk fel, hogy léteznek c1, co pozitiv véges konstansok, & €s
A teljesitik a 0 < 6 < A < 1/2 egyenlbtlenséget és olyanok,

hogy

641/2 A+1/2
)

2
Mkpy = C1N O, < 21

minden k,n = 1,2,...-re. Jelolje X, = (mij)?jzl a fenti
végtelen mdtrixz bal felsé sarkdban lévé n x n részt. Akkor
a maximalis sajatértékre teljesiil

Amax (Xn) > n8+1/2

kivéve véges sok n-et, majdnem biztosan tetszoleges olyan
e-ra, melyre 0 < e < 4.

Végiil, a disszertacié negyedik fejezetének végén a per-
turbalt matrixok sajatértékeire vonatkoz6 eredményeinket
numerikus példdkkal illusztraljuk, és egy grafikus médszert
adunk a strukturalis sajatértékek elkiilonitésére. Legyenek
A1l > |A2] > ... a felfdjt és perturbalt métrix sajatérté-
kei csokkend sorrendben, akkor a strukturalis sajatértékek
A1l > |A2| > -+ > |N| ,nagyok” és gyorsan csokkennek.
A tobbi sajatérték |Aj1| > [Ng2| > ... relativ kicsik és
nagyon lassan csokkennek. Tehat konnyen megtalalhato-
ak a strukturdlis sajatértékek. Ahhoz, hogy megkapjuk a
strukturalis sajatértékeket, a kovetkez& numerikus (grafi-
kus) médszert javasoljuk:

o Megkeressiik A néhdny sajatértékét, az abszolut érték
szerinti legnagyobbal kezdve, majd a rakovetkezét és
igy tovabb.

o Addig folytatjuk az els6 1épést, mig a legutoljara ka-
pott 5-10 sajatérték kozel van a nulldhoz és az abszo-
lat értékitk majdnem nulla.
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o Az igy kapott [N < |N—1] < -+ < |A1] novekvo
sorozatot ebben a sorrendben abrazoljuk, majd meg-
keressiik a hirtelen valtozast.

Amennyiben
0~ ’)\t‘ ~ |At—1| ISR ’)\l+1| < |)\l‘ < e <& |)\1|’

akkor a hirtelen valtozas [-nél kovetkezik be, tehat
AL, Al—1, ..., A1 tekinthetd a strukturalis sajatértékeknek.
A tipikus hirtelen valtozas a nem strukturalis és struktu-
ralis sajatértékek kozott a kovetkezo abran lathato:

elsé hirtelen
véltozas

~ ~

nem strukturdlis sajatértékek strukturdlis sajatértékek

1. Abra. A hirtelen valtozés a nem strukturélis sajatérté-
keket kovetéen

Hasonlé moédszer igaz a szingularis értékek esetén is. A
kapott numerikus eredmények stabilak voltak abban az ér-
telemben, hogy kicsi volt a szérasnégyzet, illetve a sajatér-
tékek viselkedése hasonld volt a feltételek széles spektruma
mellett.
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1 Exponential and
Rosenthal-inequalities

In the second section we discuss exponential and Rosenthal-
inequalities, based on our paper [Fazekas, Pecsora, Porvizs-
nyik (2018)]. Let d > 0 be a real number and ¢ a random
variable. Hereinafter

¢ = min{¢, d}

will denote the r.v. truncated from above.
For a sequence of r.vs n1,n2,...,n, we shall consider
the condition

n
Eezi:l AN < g(n) H Ee: (1.1)
i=1

where 0 < g(n) < oco.

We shall see that, if we assume, that (1.1) condition
is satisfied for positive values of A\ and for the appropri-
ately truncated r.v’s, then we shall obtain a one-sided ex-
ponential inequality. If we assume condition (1.1) both for
positive and negative values of A, then shall we obtain a
two-sided exponential inequality.

The following type exponential inequality was obtained
for negatively orthant dependent r.v.s in Lemma 3 of [Gan,
Chen, Qiu (2011)] and for extended negatively dependent
r.v’s in Lemma 1.2 of [Wu, Guan (2012)].

Theorem 1.1. Let X1, Xo,...,X,, be a sequence of zero
mean r.v.’s, d > 0. Let S, = > X; be the sum and

B, = " EX? be the sum of variances. Assume that

(1.1) s satisfied for n; = X.(d), i = 1,2,...,n and
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0 < A< Xg. Then for any x with0 < x < (B,e®™ —B,)/d,
we have

]P’(Sn>x)§]P’<maX Xi>d>+
1<i<n

d
+g(n) exp <Z — gln <1 + 2)) :

If (1.1) is satisfied both for n; = Xi(d) i=1,2,...,n,

andn; = (=X;)D,i=1,2,....,n and 0 < X\ < )g, then for
any x with 0 < < (Bpe®™ — B,)/d we have

(1.2)

P(|Sy| >z) <P (max | X5| > d) +
1<i<n

d
+2g(n) exp (Z - gln (1 + f?)) :

Now we turn to Hoeffding’s inequality, which can be
found in Wassily Hoeffding’s "Probability inequalities for
sums of bounded random variables" work, published in 1963
[Hoeffding (1963)]. It was obtained for independent ran-
dom variables. Then it was extended to certain depended
sequences. Our next theorem is a version of Theorem 2.3 in
[Shen, Hu, Volodin, Wang (2011)], where acceptable r.v.s
were considered.

(1.3)

Theorem 1.2. Let X1, Xo,..., X, be a sequence of r.v.’s.
Let S, = Y 1" 1 X; be the sum. Let the random variables
be bounded, i.e. a; < X; < b; fori=1,2,...,n, where q;
and b; are real numbers. Assume that (1.1) is satisfied with
=X, i =12,....,n and 0 < A < A\g. Then for any ¢
with 0 < & < 205 (b; — a;)2, we have

22
P (Sn —ES, > ¢) < g(n) exp (‘2:7121(21)1_(%)2) - (1.4)



Assume  that (1.1) s satisfied for n = X;
i = 1,2,...,n and |A\| < Xo. Then for any e with
0<e< % S (b — a;)?, we have

2¢2
P —E > <2 —=n o 9 |-
(|Sn S’n‘ = 8) — g(n) exXp < ?:l(bi _ ai)2>

(1.5)

In our next theorem we do not assume any dependence
condition on the initial random variables, but we show, that
if an exponential inequality holds, it implies a Rosenthal-
type inequality.

Theorem 1.3. Let X1, Xs,...,X, be a sequence of zero
mean r.v.’s, let S, = > X; be their sum and By, be a
sequence of positive numbers. Assume that

P (IS > o) < [(n)P (max X, > d) 4
1<i<n

d
+h(n)exp (Z — gln (1 + 2))

is satisfied for any x > 0 and d > 0 where I(n) and h(n)
are some real numbers. Then, for p > 0 we have

(1.6)

EISa|” < Cil(n)E max X7 + Coh(m)BE?, (1.7)

where C1 = pP, Cy = %p”p/ZepB (5,8) are absolute con-
stants with B(u,v) being the beta function.

Now we show, that a Baum-Katz-type theorem follows
from a general exponential inequality. The law of large
numbers has varieties which state complete convergence.



We say, that Y,, — 0 completely, if Ve > 0
[o¢]
S P(|Yal > ¢) < .
n=1

Our next theorem is a Baum-Katz-type theorem.

Theorem 1.4. Let X1, Xo,... be a sequence of r.v.’s, let
Sp = Y1 X; be their partial sum. Let 0 < p < 2 and
let o be a positive number. Assume that the exponential
inequality is satisfied for the truncated and centered r.v.’s,

that is
n
P < > :c) <

v® _rpx®
; (XZ EX )
<P (max )X’i(t) — EXi(t)‘ > d) + (1.8)

1<i<n

+g(n) exp (d -3 In (1 + gi))

forallt >0, 2 >0,d>0andn = 1,2,..., where
B, =" ,E (Xi(t) —EXi(t))2. Assume that g(.) is regu-
larly varying with exponent r, where 0 < r < «a(2 — p).
Assume that X1, Xa,... is weakly mean dominated by the
rov. X for which E|X[Pg(|X|V/*) < co. If0 < p < 1, then
assume ap > 1. If 1 < p < 2, then assume ap > 1 and
EX; =0 for all i. Then we have

8
8

Z n®?2P(|S,| > en®) < co.

n=1



2 The von Bahr—Esseen inequalities and
their applications

In the third section we discuss von Bahr—Esseen inequal-
ities and their applications, based on our paper [Fazekas,
Pecsora (2017)].

Theorem 2.1. Let 1 < p < q. Let Xp,n =1,2,... be a
sequence of random variables with E|X,|P < oo, EX,, =0

for alln=1,2,.... Assume that for any r > 0

E an (X - EC2x7) "o
=L (2.1)

< ) 3[R B

k=1
Then . » .
ED " Xi| < fogn) Y EIXil, (2.2)
k=1 k=1

where fp4(n) depends only on g4(n), p and q (a possible
2
choice is fp q(n) = 5+2c4g4(n)2¢ (q_ip) , where ¢, = 2971).

Consider the condition

n
Ee2ini M < g(n) [ E™. (2.3)
i=1

If condition (2.3) is satisfied for g(n) = 1 and for all A € R,
then n1,m9,...,n, are called acceptable. It is easy to see
that, if (2.3) is true for ny,72,...,n,, then it is true for
M —ai, Ny —as, ..., N, —a, for any real numbers aq, ..., an,
in particular it is true for n; —Eny,ne —Eng, ..., n, — Eny,.



Theorem 2.2. Let 1 < p < 2. Let X,,,n=1,2,... be a
sequence of random variables with E|X,|P < oo, EX,, =0
foralln=1,2,.... Assume that (2.3) is satisfied for any

A € R and for n; =(%) Xi(bi) foranya; <b;,i=1,2,...,n.
Then
n
> Xk
k=1

where fp(n) depends only on g(n) and p.

E

p n
< fo(n) 3 EIX,PP, (2.4)
k=1

The following theorem contains a weak law of large
numbers and L,-convergence.

Theorem 2.3. Let 1 < p < 2. Let the sequence
Xn,mn =1,2,... be weakly mean dominated by the r.v. X
with E|XP < oo. Assume that EX,, = 0 for all
n=12,.... Assume that (2.3) is satisfied with g(n) = C
for any A € R and for n; = (ai)Xi(bi) with any a; < b,
1=1,2,.... Then

1 n p
lim E ey ];Xk =0. (2.5)
Moreover,
1 n
Jim 7 ;Xk =0 (2.6)

in probability.

Theorem 2.4. Let 0 < p < 2, 1 < r < 2, and
0 < a < 2. Let the sequence X,, n = 1,2,... be weakly
mean dominated by the r.v. X. Assume that EX,, = 0 for
alln=1,2,.... Assume that (2.3) is satisfied with g(n) =



C for any A € R and for n; =(%) XZ-(bi) with any a; < b,
i=1,2,....

(i) If r < «, then assume E|X|* < co.

(ii) If r = «, then assume E|X|"log(1 + | X]) < oo.

(iii) If r > a, then assume E|X|" < co.

Then

nl/p

00 L 1 n
> PR { P.¢
n=1 k=1

—e}r < 00 (2.7)

+
for any € > 0.



3 Perturbed matrices

In the fourth section we discuss Perturbed matrices, based
on our papers [Fazekas, Pecsora (2020)I] and [Fazekas, Pec-
sora (2020)II]. We consider a fixed deterministic pattern
matrix P, blow it up to obtain a ,large” block-matrix B,
and add a random noise W,,, say. We prove limit theorems
for the eigenvalues of A, = B, + W, as n — oo.

In our next theorem both B, and W, are complex Her-
mitian matrices (in particular, symmetric real matrices).

Theorem 3.1. Let B,, n = 1,2,..., be a sequence of
complexr Hermitian matrices. Let the Wigner matrices W,
n=1,2,..., be complex Hermitian random matrices satis-
fying the following assumptions. Let the diagonal elements
wy; of Wy be i.i.d. real, let the above diagonal elements
be i.i.d. complex random wariables and let all of these
be independent. Let w;; = wj; for all i,j. Assume that
Ew%l < 00, Ewyy = 0, Elwis — Ewia|? = o2 is finite and
positive, E|lwyz|* < co. Then

n—o0 \/ﬁ

for all © almost surely.

<20 (3.1)

Now we consider perturbation with matrices having in-
dependent and identically distributed complex entries. Let
Tjk, j,k = 1,2,..., be an infinite array of i.i.d. complex
valued random variables with mean 0 and variance 2. Let
X = (x]k);nzl oy be the left upper block of size m x n.

Theorem 3.2. For each m and n let B = B,,, be a com-
plex matriz of size m X n and let X = X,,,, be the above



complex valued random matriz of size m X n with i.i.d.
entries. Moreover, assume that the entries of X have fi-
nite fourth moments. Assume that m,n — oo so that
K < % < Ko, where 0 < K1 < Ko < o0 are fized con-
stants. Denote by s; and z; the singular wvalues
of B and B + X, respectively, s1 > -+ > Smin{mn}
212 2 Zmin{m,n}- Lhen for alli

|si — il = O(v/n)
as m,n — oo almost surely.

Now we show under general conditions, that the eigen-
values ar ,large”, if the means are positive. This theorem
is an extension of the Theorem 4.1 of [Bolla (2005)] to ran-
dom matrices having acceptable random variables in each
row.

Theorem 3.3. Let x5, 4,5 = 1,2,... be bounded non-
negative real random variables, 0 < z;; < K < oo for each
i,7. Assume that each row satisfies the following accept-
ability condition:

n
EGZizl bk < HEem’” (3.2)

i=1
for any t < 0 and for each k,n = 1,2,....
Let mg, = Exxp1 + Exge + -+ + Exg, and

a,%n = D%y + D%xpo + - - + D3y, for any k,n. Assume
that there exist positive finite constants ci, co, 0 and A
satisfying 0 < 6 < A < 1/2 such that

M, > cln6+1/2, O-lzn < C2nA+1/2
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forallk,n =1,2,.... Let X, = (245);;_, denote the left
upper n X n part of the above infinite matriz. Then for the

mazximal eigenvalue we have
)\max(Xn) > C1n8+1/2

excluding finitely many values of n almost surely for any e
with 0 < e < 0.

At the end of the fourth section we illustrated our
results with numerical examples and gave a graphical
method to separate the structural eigenvalues.  Let
A1l > |A2| > ... be the absolute values of the eigenval-
ues of the perturbed blown-up matrix in descending order.
Then the structural eigenvalues [Ai| > || > -+ > |A| are
Harge”
and they rapidly decrease. The other eigenvalues
|Aix1| = [Aig2| > ... are relatively small and they decrease
very slowly. So it is easy to find the structural eigenval-
ues. To obtain the structural eigenvalues we suggest the
following numerical (graphical) procedure:

e Calculate some eigenvalues of A, starting with the
largest ones in absolute value.

e We are repeating the previous step, until the last
5-10 eigenvalues are close to zero and they are almost
the same in absolute value.

e Then we obtain the increasing sequence
[At] < [Ae—1] < -+ < |A1]. Plot their values in the
above order, then find the first abrupt change.
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If, say,
0~ |)\t| ~ |)\t71| R |)\l+1| < |)\l‘ <0 < |)\1|,

that is the abrupt change is at [, then A\;, \;_1,..., A1 can
be considered as the structural eigenvalues. The typical
abrupt change after the non-structural eigenvalues can be
seen on the following figure.

first abrupt
change

N N

non-structural eigenvalues structural eigenvalues

Figure 1: The abrupt change after the non-structural eigen-
values

Similar method is valid for the singular values, too. Our
results are stable in the sense that variances are small and
the behaviour of the eigenvalues is the same in wide range
of conditions.
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