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1. Bevezetés

PhD. értekezésem két, témajat tekintve szervesen kapcsolodd fejezetbdl all. Nem

szerepeltetem benne azokat az eredményeimet, melyeket tarsszerzével kbzosen értem el.
A tételek donté része linearis rekurziv sorozatokkal foglalkozik.
Az elsé fejezetben modulo 1 eloszlassal, a masodikban diofantikus approximaciéval
kapcsolatos eredményeim talalhatok. A tételekre elemi bizonyitasokat adunk, kiegészitve
a mod 1 aszimptotikus eloszlasfuggvényeknél és diszkrepancia vizsgalatoknal szokasosan
alkalmazott moédszerekkel. Az idézett dolgozatokra az irodalomjegyzék alapjan [IV]
alakban, a sajat publikdciéimra a publikacios jegyzék alapjan [4] forméaban hivatkozunk.

A kovetkez6kben megadunk néhany definiciét és jelolést, amit a tovabbiakban
hasznalni fogunk.

Maisodrendd linearis rekurziv sorozatnak nevezzik a
(1) Gﬂ+2 = AGn+1 + BGn (” 2 0)

formulaval és az A,B,G,G| €Z paraméterekkel definialt sorozatot, ahol AB # 0 ¢és
Gg + G12 #0  feltételek teljesilnek. A masodrendd linearis rekurziv sorozatot
G=(G,) - =G(A,B,G,,G;) mdbdokon fogjuk jelslni. Ha az el6z6 definiciéban
A,B,G(,G1 €R, akkor valds értéki linearis rekurziv sorozatrdl beszélunk.

A G(A,B,G(y,Gqy) sorozat karakterisztikus polinomjanak a  P(x) = x*—Ax B

polinomot nevezziik, melynek zérushelyeit & —val és f — val jeloljiik.

Ha o # f , akkor minden nem negativ 7 egész szamra érvényes a

@) G,=aa” —bB" (#20)

Osszefliggés (Binet-formula), ahol

G, -G G -Gya
3) 4= 1—0'8 és p=—r 07
a-p a-p
A k—adrendi G=(G,) -, lineris rekurziv sorozatot a
rekurzioval definidljuk, ahol a G, kezdSértekek ¢s a2 A,y (/=0,1,..4=1)

egyutthatok adott racionalis egészek.

o0 , , s . , 7 7
Ha o =(a,),—; egyvalésszamsorozat, N egy pozitiv egész szam és E < [ =[0,1),
akkor az  A(E;N;®) — val jeloljik az @ sorozat azon «, tagjainak a szamat,

melyekre # < N és {a,} € E teljestl, ahol {y} jeloliaz y valds szam tortrészét.
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az ®=(a,),., sorozatot modulo 1 egyenletes eloszlistinak nevezzik, ha

minden olyan a, b szamparra, melyre 0<a <5 <1 teljesil, érvényes a

A([a,b); N ; o)

“) lim =b—a
N—o0 N
egyenlGség.
Azt mondjuk, hogy az @=(a,) o, szamsorozatnak van modulo 1

aszimptotikus eloszlasfiiggvénye (az angol a.d.f. roviditést alkalmazzuk) és az T, ha

. A([0, x); N @)
N—>o N

=F(x), 0<x<1.

A diofantikus approximacional a [I] altalinosan elterjedt jel6léseit alkalmazzuk, melyb6l
most csak egyet idéziink:
Legyenek az «a  irracionalis szam lanctort jegyel ¢, cq,¢0,... . Az «

lanctortalakjanak szeleteit 2 _nel fogjuk jelolni:

bﬂ

5) L(cgy61560, .0 5¢,) =/é— ,ahol (b,,k,)=1 és neN.
n



2. Modulo 1 eloszlasok

Masodrendd linearis rekurziv sorozatokkal kapcsolatban, ha azok valds értékiek,
természetszerileg felvetédnek a modulo 1 eloszlasok. Egészértékl sorozatoknal viszont
modulo m eloszlasokra gondolunk.

Ha az f val6s fiiggvény értelmezési tartomanyaba G elemei beletartoznak az f (G, )

sorozatok kapcsan a mod 1 eloszlasok és bizonyos konvergencia vizsgalatok — melyek
pl. a diofantikus approximaciéhoz kellenek — azonnal érdekessé valnak.
Kiss Péterrel k6z6s dolgozatunkban, KISS PETER és MOLNAR SANDOR |[1] - ben végtelen

sok olyan x R illetve yeR szamot adtunk meg, melyekkel az (x G, )}ZO (ahol G
egy k — ad rendd linearis rekurziv sorozat) mod 1 mindeniitt strd, de nem egyenletes
eloszlasa [0, 1 [—ben , illetve ( G, )ﬂojo sorozatnak végtelen sok torlédasi pontja van

mod 1, de nem mindenitt sara [0, 1 [ — ben.

R. F. TicHY [XIX] megmutatta, hogy kontinuum sok valés értéki misodrendd linearis
rekurziv sorozat van pozitiv diszkriminanssal D=A%+4B > 0, melyekre teljesil, hogy

(G” )ﬂfo mod 1 mindenitt strd, a [ 0, 1 [ intervallumon, de (Gﬂ )ﬂf nem egyenletes

0
closzlasi mod 1. MOLNAR SANDOR [11] az alabbi tétellel ugyanezt igazolta negativ
diszkriminansu sorozatokra.

1. TETEL: Legyen A egy valds szim, melyre —2 < A <2 és
) :Larccos (A/2)
27
irraciondlis.
Legyen B=-1, G, 20, G,,G, € R éslegyen G, ,=AG,,1+BG, ,ha n=0.
Gi1=Gp

Ha a Binet formuldban szereple a= konstanssal ag 1 =2| a |22 egész sdm, akkor

(G” )ﬂfo modnlo 1 mindeniitt sirdt, de nem egyenletes eloszlissi a |01]  intervallumban.

A kovetkezé tétel megfogalmazasahoz néhany jelolést vezetiink be. Legyen n egy egész
szam és legyen 7, az el6z6 tételben bevezetett érték. Legyen tovabba

n, ha #>0
K,=
max{n,—rn}, ha 7<0
és
min {#n+x,7n}, ha 220,
L,(x)=
ahol 0 < x <1

Ezen jel6lések alkalmazasaval érvényes a kovetkezé:

max{n+x,-n}, ha #<0



2. TETEL: Legyen A egy valés szim, melyre —2 < A <2 és
1
®=——arccos(A/2)
2
trraciondlis. Legyen B=—1, G, #20, G ,G e R. Ekkora
G,,=AG, +BG, (n=0)

n
linedris rekurziv sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénye

(7] . ,
F(X):% Z (arccos (&]—arccos(L/ (X)J] , 0<x<1.

. 7 7
J=l=n] 1 1

1. KOVETKEZMENY: Kontinuum sok valés értékd linearis rekurziv sorozat van
negativ diszkriminanssal, amely modulo 1 mindeniitt strd, de nem egyenletes eloszlasi a
[0,1] intervallumon.

Szamos hatarértékkel kapcsolatos problémat tanulmanyoztak a linedris rekurziv
sorozatokkal kapcsolatban.
Példaul Kiss PETER [VII] és MATYAS FERENC [XIV] a G,.;/G, (i rogzitett)

tipusi hanyadosok konvergenciajara vonatkozé allitasok segitségével bizonyitottak
diofantikus approximaciéval kapcsolatos tételeket. W. GERDES [II] meghatirozta a

Gy,G, A, BER & G, ,=AG,,+BG, (120) eseténa (G,)2,

konvergenciajanak feltételét. Eredménye szerint ahhoz, hogy a G sorozat konvergens
legyen, az (A, B) szamparnak egy altala meghatarozott sikbeli tartomanyba kell esnie.

sorozat

M. B. GREGORI és J. M. METZGER [IV] a lim sin (#,x7) hatarértéket vizsgaltik,
7—>0

ahol x egy valds szamot, (#,) ”20 pedig egy Fibonacci tipusu sorozatot jelol, vagyis egy
olyan masodrendd linearis rekurziv sorozatot, amelyben A = B =1 és  #,,u
tetszOleges egész szamok. Bizonyitottak, hogy ez a hatarérték akkor és csakis akkor
létezik, ha x eleme a Q(\/g test egy — altaluk meghatarozott — specialis

részhalmazanak. Tovabba ilyenkor lim sin (#,x7)=0 teljesil.
n—>0

M. B. Gregori és J. M. Metzger idézett eredményét [2] — ben altalanositottuk
G(A,1,Gy,Gy) sorozatokra (A,Gy, Gy egész szamok). Ekkor mar a hatarérték nem
feltétlentl nulla.

Ha csak azokat az x valds szamokat keressiik, melyekkel a lim sin (G,x7)=0
n—>0

egyenl6ség teljestl, akkor eredményesen hasznalhatjuk a Pisot — Vijayaraghavan
szamokkal, vagyis a PV szamokkal kapcsolatos ismereteket (J. W. S. CASSELS [1] 133 —
134 old.).

Viszont, ha a G sorozat nem Fibonacci tipust a lim sin (G,x7) hatarérték
n—>0

kiilonbozhet zérustdl, ezért mas megfontolasokra is szitkség van. A [2] - beli moédszer
minden olyan G sorozatra mikodik, melynek egyik gyoke PV szam, de a szerteagazé
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esetek nehezen formalizalhatok, ezért nem irjuk le altalanossagban. Tovabba konkrét
esetekben olyankor is eredményre vezethet, ha a karakterisztikus polinom zérushelyei
kozott nincs PV szam. Megemlitjiik, hogy az alkalmazhatésagot egy konkrét esetben a
G(4,3,G,G;) sorozatra egy korabbi dolgozatban illusztraltuk, MOLNAR SANDOR [10].

Megjegyezzitk, hogy a probléma nem azonos az  (xG,),-, sorozat mod 1

konvergenciajanak problémajaval, amit dolgozatunkban példakkal tamasztunk ala.
Most az alabbi, [2] — beli tételiinket idézziik:

3. TETEL: Legyen a G midsodrendsic linedris rekurziv sorozat az A, B,Gy,Gy  egész
szamokkal és a G, ,=AG, +BG,  (n=0) rekurzidval definidlva. Tegyiik fel, hogy
A#0,B=1 é Gi+GE#0. Jeliljin x egy valds szamot. A

lim sin (G,x7)
n—>0

hatdrérték akkor és csak akkor létezik, ha
oo 2la=o B+ —d B)
(G1=Gy p)-af
ahol ¢1,cy €5 e tets30leges egésy s3damokat jeliinek, tovabbd ha A paratlan sgdm, akkor tets3idleges
k  egész szammal, dy,d, € { 26/ A; 1-2k/ A }, mig ha A pdros szdm, akkor tetszdleges &

egésy  szammal  dy=d,=2k/ A vagy ha A |2 k akkor  pdros A esetén  is
dy,dye{2k) A; 1-2k/ A}
Ha x  a fenti formdnak eleget tesz, akkor lim sin (G, x ) =sin (2kx/ A) .

n—>0

A [4] — ben bevezettik az f invarians eloszlasu sorozat fogalmat.

DEFINICIO: Legyenck o=(x, )nO:OO és E=(f (x, ))nioo valos szamsorozatok, ahol

[ egy valés fuggvény Haaz o ésa ¢ sorozatoknak egyarant létezik a mod 1
aszimptotikus eloszlasfuggvényiik (a.d.f. mod 1) és ezek a fiiggvények egymassal
egyenlSk, akkor az @ sorozatot modulo 1 f invaridns eloszlasunak nevezzik.

Példak:
1. Ha © egy porzitiv irracionalis szam, akkor az wz(n@)ﬂfo ésa Ez(Jﬂ@)”:O
sorozatok egyarant mod 1 egyenletes eloszlastuak, ezért mindkettéhoz van a.d.f.

o]

mod 1 és ezek azonosak: F(x)=x, 0<x<1. Az a)Z(ﬂ@)”fO sorozat

négyzetgyok invarians eloszlasu sorozat mod 1 .
2. Ismeriink olyan eseteket is, amikor a sorozathoz van a.d.f. mod 1, a sorozat nem
egyenletes eloszlasi mod 1, de valamely f figgvénnyel f invarians eloszlasu
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mod 1 . A [6] — ban megadtuk annak feltételét, hogy a G linearis rekurziv

1
w . . ‘o
, Sorozat mod 1 f(x)=— invarians eloszlasu
n= X

sorozattal képzett (G wi1/ Gﬂ)

legyen. Az ilyen sorozatokat modulo 1 reciprokinvarians eloszlasinak is szoktuk
nevezni.
3. Vannak olyan fuggvények is pl. fi(x)={x} vagy f,(x)=x+4k, akol £ egy

egész szam, melyekre nézve minden olyan valés szamsorozat, melynek van mod 1
aszimptotikus eloszlasfuggvénye, modulo 1 invarians eloszlasu.

Vegytik észre, hogy éppen azok az f valds fiigevények az egyenletes eloszlast megérzé
(ud.p.) fuggvények, melyek a [0,1] intervallumot a [0,1] intervallumra képezik le és
barmely mod 1 egyenletes eloszlasu sorozat tagjai tortrészébdl allo sorozat  f invarians

closzlasi mod 1 . Az ud.p. figgvények szamos tulajdonsagat megtalalhatjuk pl. S.
PORUBSKY, T. SALAT, és O. STRAUCH [XVII] dolgozatiban.

Néhany tovabbi jelolésre lesz sziikségiink.
Az f valos fiiggvény értelmezési tartomanyit D - el jeloljik. A graf f
halmazt, mint ismeretes, az alabbi formulaval értelmezziik:
graf f={(x,0)|x €D, y=f(x)} .
Ebbél a graf f mod 1 halmaz az x ¢és y koordinatak mod 1 redukalasaval

szarmaztathato, vagyis:
graf f modl ={(x, y)|3k,i €Z, x+k €D, y+i=f(x+k) & 0<ux,y<l}

Ervényesek az aldbbi tételek:

4. TETEL: Legyen az | valds értékii fiiggvény értelmezve a D + & R halmazon és legyenek ag
F é G a [0,1] intervallumon értelmezett nem csikkend valds fiiggvények. Legyen tovdabbd
F(0)=G(0)=0 & F()=G(1)=1.

Akkor és csakis akkor litezik barmely T és G fiiggényhez ohan  @=(a,) oy valds
szamsorozat, melyre @  mod 1 aszimptotikus eloszlasfilggvénye F és & =( f (cz”))ﬂfo mod 1
asgimptotikus eloszlasfiigvénye G, ha graf f mod 1 mindeniitt siirii a 0<x<1, 0< y<1
egységnégyeten.

Ebbdl F = G helyettesitéssel adodik:

2. KOVETKEZMENY: Ha f egy olyan valos fiiggvény, melynek graf / mod 1
halmaza mindeniitt siria 0<x<1, 0< y<1 egységnégyzeten, akkor minden,a [0,1]

intervallumon nem csékken6 F(0) = 0 é  F(1) = 1 feltételek szerinti valés F
figevényhez 1étezik w valés  szamsorozat, melynek mod 1 aszimptotikus
eloszlasfuggvénye F,és w f invatidns eloszlasi mod 1.



5. TETEL: Legyen [ egy valds fiiggény. Akkor és csakis akkor litezik olyan mod 1 egyenletes
eloszlisii @  szdmsorozat mely  f invaridns elosgldsi modulo 1, ha a [0,1]  intervallum

tetszdleges véges sok paronként disgjunkt  |ay,by|,[ay,b5,...,|a,,b,| részintervallumara

§27S

w*({ |38, 3x €lay, b [= (x, y) e gaf fmodl})2Y (b —a;)
i=1

és
K

w*({|3,3 y €lag, b [ = (x, )€ graf fmod1 )2 (b;—a;)
i=1

teljesiily, ahol m" (H) jelili a H halmaz; Jordan — féle kiilsé mértékeét.

MEG]EGYZES: Konnyen ellenérizhetd, hogy a 4. tétel feltételeit a sin, cos, tg, ctg és
barmely olyan folytonos periodikus fiigevény kielégiti, melynek periédushossza
irracionalis szam ¢és értékkészlete olyan intervallum, melynek hossza legalabb 1. Ezek a
fuggvények az 5. tétel feltételeit szintén kielégitik. Az f(x)=1/x, x=#0 fuggvény

eleget tesz az 5. tétel feltételrendszerének.

Negativ diszkrimindns esetére, KISS PETER és R. F. TICHY [IX] meghatiroztik a

(G,.1/G,), - sorozat modulo 1 aszimptotikus eloszlisfiiggvényét . Most a

(G,ur /G, ,;:1 esetre altalanositjuk eredményiiket, ezt kovetéen megadjuk annak

szitkséges és elegendd feltételét, hogy (G ,,.1/G,) =4 sorozat reciprokinvarians
eloszlasa legyen mod 1.

Rogzitett 0 < x <1 esetén a kévetkez6 jelolést alkalmazzuk:

1 ha 0<{y}<x<1,
cx(x, )=
X:x(x,) 0 ha x<{y

6. TETEL: ILegen a G Z(Gﬂ )”020 madsodrendii  linedris refur3iy  sorozat definidlva a
G

n

02=AG, 1 +BG, (n=20) formulival, az A, B érustd] kiilonbizd valos szamokkal és a
Gy, Gy valds kexdi értékekkel, mebekre Go +Gi#0 .
Legyen a D = A*+4B diszkrimindns negatiy és legyen k#0 tetsgidleges egés szanm.

-D
Ha a ©®=—arctan irraciondlis s3dm, akkor a3 = ( G,/ Gﬂ)

0]
y s A n=0

sorozatnak van
modulo 1 aszimptotikus eloszlasfiiggvénye és ag
H(x)=Hy(x=ten)+Hi({c})
ahol
sin (27 x)

H, (x):x+larctan ,
exp(27|d|) —cos(27 x)
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tovabba

A+1/A2+4B‘
c=r* cos(km @), d=—r* sin(Ar @) és r=|a|=‘

R
Ervényes tovibbi az
N+ny—1 1
1 0 G
— x| x, nik —J.;((x,t+dtan(72'(y+a)))@/ <
N i=ry G, 0

4-(\/‘rksin(/é7z®)0- An +6AN

becslés, ahol A =An (On) =D\ (On) a (@ﬂ);il sorozat disgkrepancidjit jelils.

7. TETEL: Legyen a G :(G” )”020 egy valos értékii mdsodrendii linedris rekurziy sorogat negativ

D=A*+4B diszkrimininssal.

Az w :(G a1/ Gﬂ) * o Sorexat akkor és csakis akkor reciprokinvarians eloszldsi mod 1, ha
n=

B=-1.

8. TETEL: Legyen a G Z(Gﬂ )”020 egy egésg értékil mdsodrendii linedris rekuriv sorogat pogitiv

D=A*+4B diszkrimindnssal.

Az w :(G a1/ Gﬂ) OOO sorozat akkor és csakis akkor reciprokinvarians eloszlasi mod 1, ha
n=

B=1.
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3. Masodfoku valos algebrai szamok approximacioja masodrendii
linearis rekurziv sorozatok tagjainak hanyadosaval

A

© AP

=t |<—
£
9

egyenl6tlenséggel kapcsolatban tobb elindulasi irany ismeretes.
Egyrészrél nyilvanvald, hogy hiba lenne olyan éles hatarvonalat huzni, hogy az
egyenlétlenség ¢ = 1— re érdekes, ¢ = 0,99 — dal pedig nem is foglalkozunk. Ebben a

témakorben két eredményt emeliink ki.

* Haaz |7—p/q|<1/q* cgyenlbtlenség fennill, akkor valamely n pozitiv egész
szammal és a bevezetésben leirt jelolésekkel, p/qg=(jb,+h,_1)/(jk,+4,_1)
teljestl, ahol  j=0,1 vagy ¢,,; (ldsd: LANG [XIII]) .

* RT.WORLEY [XVIII] a (6) egyenlStlenségben £ =2 valasztis mellett a

0<e¢<2 feltételt irta elé. Megadott hirom formuldt, melyek kozil a  p/g

valamelyiknek szukségszerten eleget tesz, birmelyik megoldasa legyenisa p/g
a (6) egyenl6tlenségnek.

A miaisik, ezzel ellentétes tendencia & = 2 valasztas mellett cZ\/E esetén megadni az
{r,\r,=h,/k

¢ Z\/g megvalasztasa, mint tudjuk tavolrél sem onkényes, maximuma a t szamtol figg

ne€N} halmaz egy végtelen részhalmazat, mellyel (6) teljesul. A

v/l

Itt Iényegében arrdl van szo, hogy egyes algebrai szamokat sikertlt £ =2 feltétel

mellett az elképzelheté legjobb ¢ konstanssal approximalni, konkrét sorozat
segitségével. Ez a konkrét sorozat nyilvan csakis a lanctort szeletek részsorozata lehet.

A kutatasok egy harmadik iranyat képezi, amikor konkrét algebrai szamot approximalunk
konkrét sorozattal, 0<& <2 feltétel szerint. Ez az eset azért lehet érdekes, mert itt az

approximaci6 altalaban a bonyolult lanctort eléallitasi rekurziv procedurat megkertlve,
gyakran explicite adott sorozattal torténik.
Az utébb emlitett két iranyban Kiss Péter, egri professzor kutatasai messze
kiemelked&ek.
* Kiss PETER [VII] egyrésztdl az  R(A, B, 0, 1) linearis rekurziv sorozatra,
melyre A B#0, A% +4B>0 bizonyitotta, hogy « -val jel6lve a sorozat

karakterisztikus polinomjanak dominans zérushelyét az
Rﬂ+l 1

<
R, | JA42+4B R?

egyenl6tlenség akkor és csakis akkor teljesiil

végtelen sok n-re, ha |B |:l .
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. ? 1 o
Mistészt megmutatta, ha p/g -ra |0—*|< ————=— érvényes, akkor
7| JA*+4B4

p/q bennevanaz R, /R, , n€N halmazban.

Olyan sorozatokra, melyekre |B|¢1 Kiss Péter és Sinka Zsolt (P. KIsS és Zs.

o =Gt

Gﬂ

SINKA [X]) megadtik annak feltételét, hogy végtelen sok

k
olG
n-re teljesiljon, ahol A B#0, és A% +4B>0 feltételek tovabbra is érvényesek.

J. P. JONES és P. Kiss [V] a masodrendd linedris rekurziv sorozat pozitiv
D=A*+4B>0 diszkrimindnsinak négyzetgyokét approximaltak a
17(A,B,2, A) Lucas sorozat, ésaz R(A,B,0,1) R sorozat tagjainak 17, /R,
hanyadosaval. Akkor és csak akkor kaptak legjobban approximalé sorozatot, ha a

B definialé konstansra az |B|=1 teljesul.

P. J. GRABNER , P. Kiss AND R. F. TiCHY [VII] negativ diszkriminins esetén
approximaltak a | D | szamot, valamint a karakterisztikus gyok |0{ | abszolut

értékét 1/n nagysagrendben.

Valés masodfoku algebrai szam konkrét racionalis szamsorozattal valé approximalasat
optimalisnak tekinthetjiik, ha

@)
(i)
(iif)

(iv)

Az w=(G,/H, )ﬂfl approximalé sorozat zart alakban adott

Az o — talanctortektd] fuggetlendl allitjuk el6

Az |r——2L

Hﬂ

< egyenl6tlenségben k=2 € =Cna =Cmax(?)

/3

o|F|
(¢max jelOli azt a legnagyobb valds szamot, mellyel a (6) — nak £=2 esetén

végtelen sok megoldasa van.)

P
q

<
c

Az @ sorozat minden olyan p /¢ tortet tartalmaz, melyre

max .q

fennall.

Ez azt jelenti, hogy a lanctortektSl fuggetlentl képzett, zart alakban adott sorozattal
kivalogatjuk az (5) konvergensek koziil a ,,legjobban approximalé tagokat”.

A problémara a Kiss Péterék olyan és csakis olyan # algebrai egészekre adtak meg a

valaszt, melyek definialé egyenletei t* — Ar+1=0 alakiak. Azokkal a valos
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masodfoku algebrai szamokkal, melyek nem algebrai egészek, Kiss Péterék nem
foglalkoztak.

A ¢ valés masodfoku algebrai szam approximacidja helyett valés masodfoku algebrai
egészekkel képzett Q(a) egyszert testbévitések elemeinek approximaciéjaval kezdtiink
el foglalkozni. Ha a masodrendd linearis rekurziv sorozatok kozott keressiik a megoldast,
a Q(a) elemeit @=(G,,/H,) -, alaki sorozatokkal van esélyiink j6l approximalni,
ahol az a algebrai egész definialé polinomja egyben a G ¢és H sorozatok kozos
definialé polinomja is. A kezd6értékek (G,Gq,H,H ) alkalmas megvalasztasaval
érhet6 el, hogy az  w hatarértéke az el6re adott 7€ Q (&) legyen. Ezt a koncepciot
er6siti meg Kiss Péter (P. Kiss [ VIII]) dolgozata is.

Mivel barmely t valés masodfoku algebrai szamhoz végtelen sok «a valés masodfoku
algebrai egész szam van, melyre 7€Q () , ezért még ha egy ¢ algebrai egészet

helyeziink is el, egy masik masodfoku valos algebrai egész altal 1étrehozott tesbévitésben,
teQ (a”) , még akkor is van esélyink a [X]— belinél magasabb approximaciés
fokokat talalni, ami MOLNAR SANDOR [5] —dolgozat példaibél deril ki.

A MOLNAR SANDOR ([5], [7]) dolgozatok tételeivel a kévetkezoket tudjuk elvégezni.

e Barmely valés masodfoku algebrai egész szamhoz (specialisan t=+/D - hez is)
meg tudunk adni (i), (ii) és (iii) feltételeknek is eleget tevé legjobban approximaléd
sorozatot.

e Barmely nem valés (komplex) masodfoka algebrai egész szam abszolut
értékéhez, ha az nem racionalis szam, meg tudunk adni (i), (ii) és (i) feltételeknek
is eleget tevo legjobban approximald sorozatot.

e Birmely valés masodfoku algebrai szamhoz meg tudunk adni olyan k = 2
szerintl approximal6 sorozatot, amely az (i) és (i) feltételeket teljesiti (az (iif) —
bena ¢=¢_, (#) feltételt tobbnyire nem tudjuk garantalni, ha az approximalando
szam nem algebrai egész).

e Barmely nem valés masodfokd algebrai szam abszolut értékéhez, ha az nem
racionalis szam, meg tudunk adni olyan £ = 2 szerinti approximalé sorozatot,
amely az (i) és (ii) feltételeket teljesiti. Az (iii) —bena £ = 2 feltételt mindig, a

¢ (#) feltételt tobbnyire nem tudjuk garantalni, ha a széban forgd szam

:[max
abszolut értéke nem algebrai egész.
e Barmely olyan valés masodfoku algebrai szamhoz, melyet denominatoraval

megszorozva olyan algebrai egészet kapunk, melynek x% = Ax—B=0 minimal
egyenletében | B|=1, meg tudunk adni az (i), (if), (iii) és (iv) (tehat mind a négy)

feltételt kielégit6 approximalé sorozatot.
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PELDA: A z‘=(1+\/g) /6 miasodfoka algebrai, de nem algebrai egész szamot a
G(7,-1,0,1) és a  H(7,-1,2,13) sorozatokbdl képzett w=(G,,,/H,) ", sorozat

mind a négy feltételt teljesitve approximalja.
Most az alabbi tételeket ismertetjiik:

9. TETEL: Legyenck azx A és B oban raciondlis egésy szimok, melyekre AB#0 és
D=A*+4B>0 nem teljes négyzet. Jelolje o és [ az x? = Ax—B=0 egyenlet ket gyokét,

ahol |0£|>|,6’| Legyen az s, g > 0, p#0 és r egésg szamokkal z‘=£+£a . Definidljuk a

s q
\ A2 +4B

¢y $xdmot agz ¢ egyenldséggel és jeloljon ¢ egy pogitiv szamot.

- 2
[pgls
A G(A,B,qr, psB) é H(A,B,0,qsB) masodrendii linedris rekuriv sorogatokkal felirt
;G| 1
H, cH ,‘Z‘

egyenlitlenség
a) akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n értékre, ha |B| =1és ¢<¢y,
b) akkor és csakis akkor teljesiil minden n egész szdmra, ha B = —1 és ¢<¢, .

10. TETEL: Legenck az A és B oban raciondlis egésy szamok, melyekre AB#0 és
D=A*+4B>0 nem teljes négyzet. Jelolje o és B az x? = Ax—-B=0 egyenlet ket gyikét,

ahol |0£|>|,b’| Legyen az s, g > 0, p#0 é5 r egésg sgdmokkal z‘=£+£a . Definidljuk a

gl _WB["

ko 65 ¢y sgdmokat ay  Ry=2—
log|a|

egyenliségekkeel és
Jeloljon ¢ egy pogitiv szdmot.
A G(A,B,qr, psB)és H(A,B,0,95B) mdsodrendii linedris rekurgiv sorozatokkal felirt
PELC/ES] P

k

CRNY

egyenlitlenség akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n  értékre, ha:
()  k<ky ,vagy
(1)  k=ky é c<cqy,vagy

<

(i)  k=ky,c=cq és B>0,vagy
()  k=kqy,c=cy, B<O é& £y>1.
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(Megjegyezziik, hogy £, >0 , mivel |B| :|0( p |<(l2 2

11. TETEL: Legyenck ax A B és U oban raciondlis egés3 s3amok, melyekre ABU#0 és
D=A*+4BU>0 nem teljes négyzet. Jeloje o és p az U x? = Ax—B=0 egyenlet két

ik, abol |o|>|p|. Legenaz 5 q>0,p20 & regisy simokkal t="+Lc .
s q
o _,_loglpU] D[
Definidljuk a &y és ¢y s3dmokat a3 ky=2 ogloU] % U] pl

egyenliségeeel és jeliljenck k és ¢ pogitiv szdmokat.
A G(A,BU,qr, psB)  és H(A,BU,0,qsBU)  mdsodrendii linedris rekurziv sorogatokkal
Jelirt
;G| 1
H n ¢ |H ﬂ| £
egyenlitlenség akkor és csakis akkor teljesiil végtelen sok egész n  értékre, ha:
a) k<kgq ,vagy

b) k=ky é c<cqy,vagy
¢) k=kgy,c=cq é UB>0,vagy
d) k=ky,c=cq,UB<0 & ky>1.
(Megjegyezziik, hogy k, >0 , tekintve, hogy
o >[op|=|B/U| = |oU[>[BU| = 2> logBU|/logloU].)

12. TETEL: Legyen 1 egy valds misodfokii algebrai egész szam. Legyen t definidld polinomja
P(x)=x* — Ax—B. Jelilje ag n* —(A* +4B)E* =1 Pell egyentet alapmegoldasdt (&y,1).

A+, A*+4B
Ha t=f, akkor G(21y,—1, AE) —ny,~1) é H(2ny,—1,0,-2&,) esetén,

A—+ A +4B
mig ha t:f, akkor G(2ng,—1, Ay +1ng,1) & H(2ny,—1,0,-2&,) esetén

minden pozitiv egésy n —re teljesiil ag;

l__Gﬂ+1|< 1
H, | \A*+4B-H?

egyenlotlenség.
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3. KOVETKEZMENY: Legyen a £ pozitiv egész, de nem teljes négyzet. Legyen az
n*—4kn=1 Pell egyenlet alapmegoldasa (&,,7,). A G(2ng,—1L1y,1) és a
H(2ny,—1,0,2§,) masodrendd linedris rekurziv sorozatokkal az

ﬂ+1| 1
Ve - 2J_ H?

i’l

minden 7 eN7'  esetén teljestl.

4. KOVETKEZMENY: Legyen t masodfoku algebrai egész nem valés (komplex)
szam. P(x):xz — Ax— B definial6é polinommal és legyen |t|¢ Q.
Jelslie az M>—4B&*=1 Pell egyenlet alapmegoldasat (£,,7,). A G(2Ng,—1,10,1)
ésa H(2n,,—1,0,2&,) masodrendd linedris rekurziv sorozatokkal az
‘| - G | 1 1
H, | oN-B-HE J-(A*+4B)- H

minden #» eNT esetén teljesiil.

13. TETEL: Legyen ¢ egy valds masodfoki algebrai, de nem algebrai egész, szim.
Legen ¢ definidld polinomja P(x)=U x> - Ax—B, ([U|>1,4,BeZ) Jdilje az
N —(A> +4BU)E” =1 Pell egyentet alapmegoldisit (&,1,). Ha
t:(A+\/A2 +4BUJ/ 2U, akkor G(2ny,—1, A& —ny,~-1) é H(2ny,—1,0,-2U¢)
esetén, mig ha

=[A—1/A2 +4BUJ/2U , akkor G(2ng,—1, A, +1ny,1) & H(2ny,—1,0,-2U &)
esetén  minden poitiv egésy n —re teljesiil ag
Y]

Fo ﬂ+l|
\/A +4BU - H,

egyenlitlenség.

A 12, tételben valamint a 3. Kévetkezményben ¢és 4. Kovetkezményben szerepld
konstansok értéke a lehetd legjobb (ldsd: J. W .S. CASSELS [I] p. 24).

16



On the distribution modulo 1 of sequences

Let G=G(A,B,Gy,G)=(G,),2y be a second order linear recursive sequence of

rational integers defined by the recursion
G42=AG, 1 +BG, (n20) ,
where A, B and the initial terms G, G, are fixed integers, with restrictions . AB#0,
D=_A4%+4B#0 and not both Gy and G; are zero.
It is well-known that the terms of G can be written in the form
G,=aa"—bp",

where o and [ are the roots of the characteristic polynomial x?—Ax—B of the
G -Gy p G -Gya

a-p a-p

Throughout this paper we assume that |a |Z| p | and the sequence G is non-

sequence G and a= b= (see e.g. [XV], p.91).

b

degenerate, i.e. a/f is not a root of unity and «b#0.If Gy;=0 we may also
suppose that G, #0 for n > 0 since in [VI] [VI]it was proved that a non-degenerate
sequence G has at most one zero term and after a movement of indices this condition
can be fulfilled.

In the following we shall use the terminology and notation of L. KUIPERS and H.
NIEDERREITER [ XII] adapted to suit our purposes.
Let @=(x,); ,be a given sequence of real numbers. For a positive integer N and a
subset E of [0, 1), let the counting function A(E;N;®) be defined as the number
of terms x, , 1<#< N , for which {x,}eE .

We need the following known definitions.

DEFINITION: The sequence @ = (x,),.; of real numbers is said to be uniformly
distributed modulo 1 (abbreviated by u. d. mod 1) if for every pair (a,0) of real numbers
with 0<2<b<1 we have

lim Ala,b); N;0) _ b2

N—w N

DEFINITION: The sequence @ = (x,) -, is said to have asymptotic distribution

function modulo 1(abbreviated by a.d.f. mod 1) F if

A(0,x); N; )
N

lim

N—>o©

=F(x) for 0<x<1.
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R. F. TICHY [XIX] showed that there are infinitely many linear recutsive sequences G
which are everywhere dense modulo 1 on the unit interval but they are not uniformly
distributed, if the parameters _A4,B,G,,G; of the sequence G are real numbers.

However, the characteristic polynomials of the sequences in Tichy ’s construction have
positive discriminants: D=A*+4B>0. In [11] we extended this result to sequences

having negative discriminants furthermore we gave the asymptotic distribution
functions, too. The following two theorems show our results.

THEOREM 1: lLet A be a real number with restrictions —2<A<2 and
®= %arccos(/I/Z) s an irvational number. Let B=-1, G;#0, G,,Gi€e R and let
G, =AG,  +BG, (n=0).

Gy -Gy

If n=2|a|=2 oy

> 2 s an integer then G is everywhere dense modulo 1 on the unit

interval |0,1) but it is not uniformly distributed.

We need the following notations. Let # be an integer and let 7 as in theorem 1.
We denote

n, if  #20,
- max{z,—n}, if #<0
and
min{z+x, r}, if  #20,
Lﬂ(X): . >
max{n+x,—-n}, if  #<0

where 0 < x < 1.

We have:

THEOREM 2: let A be a real number with restrictions —2<.A4A<2 and
1

®= Z—arccos(A/Z) s an irvational number. Let B=-1, G;#0, G,,Gie R and let
T

The sequence G has asymptotic distribution function modulo 1 F , where

[r] . (x
F(X):l > (arccos [&}—arccos(L‘/( )D 0<x<1.

, 7, 7
J=[-n1 1 1

COROLLARY 1: There are infinitely many linear recursive sequences G which are
everywhere dense modulo 1 on the unit interval [0,1) but they are not uniformly

distributed, if the parameters A, B,G,G; of the sequence G are real numbers and the
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characteristic ~ polynomials of the sequences have negative discriminants:
D=A*+4B<0.

Some limit properties of the linear recurrences were studied by several authors.
For example P. Kiss [ VII] and F. MATYAS [XIV] investigated the limit lim G, /G,

71—>0

for fixed /7 and they gave the best rational approximation of the limit in the case

| B|=1. W. GERDES [II] gave the condition for the existence of the limit lim G, , if
Nn—>0

the parameters A, B,G, G of the sequence G are real numbers.

In the case A4 =B =1, the sequence G of integers is called Fibonacci-type sequence

and we denote its terms by %, %, ,...

M. B. GREGORY and J. M. METZGER [IV] investigated the limit
lim sin (#,x7) ,
n—>00
where x is a fixed real number. They have showed that if the limit exists then it must be
zero and x is a number of the quadratic number field Q(\/g ) .

In [2] we generalized the results of Gregory and Metzger for more general
second order linear recurrences. If we look for x for which

lim sin (G,x7) =0,
n—>0

we can use the results on Pisot-Vijayaraghavan numbers (see J. W. S. CASSELS [I]). But
we shall show that the limit can be not only zero in general.
We note that the problem is not identical with the problem of studying the

convergence of the sequence ({G,x}) —, , where {y} is the fractional part of y.
Namely, for example, in the case A4 =10,B=1 G;=1,G;=4 and x=1/5 we have
{G,x}=1/5 foreven » and {G,x}=4/5 forodd 7, thus

lim sin (G,x7) =sin(zx/5) but lim {G,x} does not exist. Another example: if
n—>0 n—>0

A=7,B=1 Gy=G;=1and x=1/7,then lim {G,x}=1/7,but

7—>0
sin (G,xm) = —sin (7 /7) for integers of the form » =34+ 2 and
sin (G,x7) =sin (7 /7) for other n’s.

We prove the following theorem.

THEOREM 3: Ler G be a second order recurrence defined by integers A,B,Gy and Gy with

restriction A#0,B=1 and Gg +G12 #0. Let x be a real number. The limit

lim sin (G,x7)
n—>0

excists if and only if x has the form
19



X=2(51—52 p)+(d—dy )
(G1—=Gy p)-a

where ¢ co,¢ are arbitrary integers, dy,d, e { 26/ A; 1-2k/ A } with some integer k if A is
an even number, and dy=d,=2k/ A with some integer k or dy,d, E{Z/é/A; l—Zk/A}
with integer & for which 2k/ A is an integer, if A is odd. If x has this form then

lim sin (G,x7) =sin (27 /A).

n—>0

Suppose that a sequence @ has a. d. f. mod 1 whichis F.If f is a real valued
function, defined at the terms of @, and the sequence & =(f(x,)) - also has a.d.f.

mod 1, then, in general, the two distribution functions are distinct. E.g. if @ = (#©) '~ |

where @ is an irrational number, and f(x)=cosx ot f(x)=1/x, then the a.d.f.
mod 1 of @ is different from the a.d.f. mod 1 of the sequence & = (cos#®) ;.

Another most striking example is the following one: The sequence @ = (F,) 2, of the
Fibonacci numbers has a non-continuous a.d.f. mod 1 but the a.d.f. mod 1 of the
sequence & =(logF,) 2, is continuous, see L. KUIPERS [XI] . (The sequence of the

Fibonacci numbers is a second order linear recurrence defined by the constants A = B
=F =1 and F,=0. However, there are sequences @ and functions f such that

the sequences @ = (x,) .y and & =(f(x,)) -, have the same a. d. f. mod 1.

We introduce a definition.

DEFINITION: Let @ =(x,) -, and &=(f(x,)), -; be sequences of real numbers,

where f is a real — valued function. If the sequences @ and ¢ have a.d.f. mod 1 and

these functions are identical, then we say that @ is an f invariant distributed sequence
modulo 1 (abbreviated by i.d. mod 1 to f).

EXAMPLES

1: If ® is a positive irrational number, then the sequences @ = (#2©) ;il and

&= (1//2@) >, are ud. mod 1 and they have common asymptotic distribution function
mod 1 (F(x)=x). Thus @ is a square root invariant distributed sequence mod 1 .

2: We know sequences also having a.d.f. mod 1 which are not uniformly
distributed mod 1 but they are invariant distributed to a function. In this paper we will
give conditions for second — order linear recurrences G such that the sequence

©=(G,/G,.1) - tobe invariant distributed to the function f(x)=1/x (we say

reciprocal invariant).
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3: There ate functions, e.g. fi(x)={x} or fr(x)=x+4k ,where £ isan

integer, such that any sequence of real numbers, which has a.d.f mod 1 , is invariant
distributed mod 1 to these functions. But if a real number ¢ is not integer, then not
every sequences is invariant distributed mod 1 to the function f3(x) = x + ¢ , but each

uniformly distributed sequence mod 1 is i.d. mod 1 to f5.

The functions f that map the interval [0,1] into itself and any uniformly

distributed sequence mod 1 is invariant distributed mod 1to [ are called uniform
distributed preserving function (u.d.p.). Some results for u.d.p. functions can be found in
S. PORUBSKI, T. SALAT and O. STRAUCH [XVII].

We prove four theorems for mod 1 invariant distributed sequences. We need some
notations.

For a real valued function /[ we denote its domain of definition by D/,
furthermore the set graph f is defined by
graph f ={(x, y)[x € D/, y = f(x)}
We write graph fmod 1 instead of graph f if we reduce the coordinates x, y mod 1:
graph f mod1={(x, y)| 3k,i € Z,x+k €D/, y+i= f(x+k) and 0<wx,y<l1}.
In [4] we proved:

THEOREM 4: Let [ be a real-valued function with D, C R and let ' and G be non —
decreasing  functions defined on the interval  [0,1] such that  F(0)=G(0)=0  and

F()=GQ)=1. For any such functions F and G there exists a sequence @ =(a ) i of real
numbers, such that the asymptotic distribution function mod 1 of @ is F and the a.d.f. mod 1 of the
sequence @ =(f(a,)) oy s G if and only if graph fmod 1 is everywhere dense on the unit
square 0 <x <1, 0< y<1.

From this theorem , with F =G, we obtain

COROLLARY 2: If f is a real-valued function such that graph fmod 1 is everywhere
dense on the unit square, then for every nondecreasing function F, for which F(0)=0

and F(1) =1, there exists a sequence @ of real numbers such that F is the asymptotic
distribution function modulo 1 of @ and @ is mod 1 f invariant distributed.

THEOREM 5: et [ be a real — valued function. There exists a sequence @ = (u,) oy of real

numbers, which is uniformly distributed mod 1 and [ invariant distributed mod 1 if and only if for any
painvise disjunct finitely many subintervals [ay,by| ,[ay,b5],...,[a,, b of [0,]]

m*({ﬂﬂ,é,flxe[ak,[%[:(x,y)egraphfmodl})sz:(bj—gz.)
=1
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and
m*({x| 14,3 y€lay, b= (x, y)egraph fmod1 })ZZ(@ —a;) ,
i=1
where m" () denotes the Jordan outer measure of the set H .

NOTES: It is easy to check that the conditions of Theorem 4 for the function f are
satisfied by the functions sin, cos, tg, ctg, and by any continuous periodic function for
which the period length is irrational and the range of this function is an interval of length
at least one. These functions satisfy also the conditions of Theorem 5, moreover, the
function 1/x also satisfies the conditions.

P. Kiss and R. F. TiCHY in [IX] investigated the asymptotic distribution

function modulo 1 of the sequence (G” /G, );il when D < 0 . Their theorem can be

extended to any sequence (Gn /G, );';1 where £#0integer number. In [6] we proved

THEOREM 6: Le G :(G” )ﬂio be a linear recurring  sequence  defined by

G,=AG, +BG,_, , (n>1) with non-zgero real coefficients A,B, real initial values G ,Gy
(not both Gy and Gy are gero) and with negative discriminant D=A*+4B . Lot k#0 be an

/D
A

nction modulo 1 of the sequence (G, . /G, )* . is given b
q n+k n =1 & 7)

integer number. If the number ©=—arctan
T

is irrational, then the asymptotic distribution

H(x)=H, (> —{c})+ H,({c})
with
sin (277 x)

1
H,(x)=x+—arctan ,
r exp(27|d |) —cos (27 x)

where [:chos(/éﬂ'®) , d=—r/€sin(/é72'®)and 7‘:|0[|:‘(A+\/A2+4Bj/2‘.

THEOREM 7: Let G :(Gﬂ )}20 be a non-degenerate second order linear recursive sequence defined by
G,=AG, +BG,_, , (n>1) with non-zgero real coefficients A,B , real initial values G ,Gy

(where Gg +G12 #0 ) and negative discriminant D=A*+4B .

The sequence @ Z(Gﬂ /G, )20:1 is reciprocal invariant distributed modulo 1 if and only if B = —1.
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THEOREM 8: et G Z(Gﬂ );0 be a non-degenerate second order linear recursive sequence defined
by the recursion G,=AG, +BG,_, , (n>1) with non-zero integer coefficients A,B integer

initial values Gy, Gy (where Gg + Glz #0 ) and with positive discriminant D= A*+4B .

The sequence Z(Gﬂ /G, );';1 15 reciprocal invariant distributed modulo 1 if and only if B =1.
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On the approximation of quadratic algebraic numbers by the
quotients of terms of linear recurrences

Let G=G(A,B,Gy,G)=(G,),o0 be a second order linear recursive sequence of

rational integers defined by the recursion
G”:AG”_1+BG”_2 <ﬂ>l) 5
where A, B and the initial terms G, G, are fixed integers, with restrictions . 4AB#0,

D=_A4*+4B=0 and not both Gy and G; are zero.

It is well-known that there are connections between the diophantine approximation of
real quadratic algebraic numbers and second order linear recurrences. For example, we

know that the inequality
l-i_\/E _ Fn+l | 1

2 F, <\/?F”2

holds for infinitely many n, where F,, F,, F,, ... denote the Fibonacci numbers. We
shall deal with similar inequalities for arbitrary real quadratic algebraic integers,
permitting the numerators and denominators of the approximating fractions belong to
different second order linear recurrences.

In the case D=.4° +4B>0, the roots of the characteristic polynomial are real,
la|>|3

MATYAS, [XIV])
Several authors have dealt with the approximation of real quadratic algebraic integer o
using the sequence G,,, / G, . For example, P. Kiss [VII] proved that the inequality

1
a—% <—5 is fulfilled for infinitely many integers n if and only if |B |=1 , when
G 2

n

GO=O and G1=1 .

, and (ﬂ/a)” —> 0 as #z—>oandsoby (1) lim %za follows. (F.

0
n— )

n

. . . . 1
Furthermore , if |B |:1 , then the solutions 2 of the inequality a—£ < 5 have
9 JD q
the form G,,,/G, .
Thereby P. Kiss generalized an important property of the number and the

Fibonacci sequence to other irrational numbers and the respective linear recursive

24



sequences. In [X], P. KiSS and Zs. SINKA, determined the values of £<2 and ¢ >0
1
‘lc,|

Gn+1

Gﬂ

o— <

for |B |¢1 so that the inequality had infinitely many solutions.

k

If D<0,then a and P are non real complex numbers with |a |:| p | and by

(1) we have

n+1
Gt _1 (b/a)(f/) -a . But |,B/a|:1 , thus  lim G does not even
G, 1=(/a)(p/a)" oo G,

exist. The approximation of |a| by rationals of the form |G” w1/ Gﬂ| was considered e.g.

in [X]. In [X] it is proved that if G is a non-degenerate second order linear
recurrence with D <0 and the initial values G,=0,G; =1, then there exists a constant

“
n

Gﬂ+l

G

n

¢;>0, depending only on the sequence G, such that |0(|— < for infinitely

many 1n.

The case when D >0 has been studied by a larger number of authors since it is
more important, thus several results are known in this case. For example, in [III], [V],
D was approximated with the quotients of the generalized Fibonacci numbers and the
generalized Lucas numbers.

In [VII], P. Kiss divided the set of the convergents of the real quadratic
algebraic number t into finite disjunct subsets so that the subsets could be generated by
the quotient G,/ H, of the terms of second order linear recurrences. He did not study

the connections between the constants defining the number t and those defining the
sequences G and H, or the constants of the approximation.

In [VII] the root @ of the polynomial x*—_.4x—B was not approximated by
the rationals of the form G,.,/G, but by G,/ H

appropriately chosen second order linear recursive sequence H.

where H, is a term of an

7> n

We gave a better approximation for |a| if D <0, and for a in the most cases if
D >0, than it was given by the authors in [X]. 'This can be achieved by the
approximation of the numbers of the quadratic number field Q(a”) when D*>0 . This

can be done since there exists infinitely many quadratic algebraic integers o for any

quadratic real algebraic number « , so that ¢ Q (« ")

Using o —s, different approximation qualities can be reached. We saw in [5] that the

root of the characteristic polynomial x?—Ax—B can often be better approximated by

an appropriate G,/ H, thanby G,,,/G, ,as described in [X].
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We attach second order linear recurrences G and H to any quadratic algebraic
integer t to fulfil the inequality

1
< 5
N D H?

for all n, where ¢=~/D is the possible best constant which gives infinitely many

Gn +1
Hﬂ

Z‘_

1
<—5 (see p.24 of [I]).
cq
Essentially, we give an appropriate partial sequence of the convergents of 7 in explicit
form, where we use Binet’s formula instead of the continued fraction process.

solutions for the inequality t—£
q

In the corollaries, we approximate V£ with the best constant to second degree, where
k is an arbitrary integer but not a perfect square, or the absolute value of any complex
quadratic algebraic integer, when the absolute value is not a rational number.

In Theorem 13, we give approximation to second degree but not with the best constant
to arbitrary quadratic algebraic numbers, which are not algebraic integers.

We have:

THEOREM 9: Let A and B be rational integers with the restrictions AB#0  and

D=A*+4B>0 is not a perfect square. Denote the roots of equation x? = Ax—B=0 by a and

B, where |a|>|B|. Let r="1 L e Q (o) with integers s, g>0, p#0 and r.
9

\A%+4B

Define the number ¢y by ¢, and let ¢ be a positive real number. Then with

- 2
|45
linear recurrences G(A,B,qr, psB) and H(.A,B,0,9sB) , the inequality
PECTS PER
H, JHZ“

(i) holds for infinitely many integer n if and only if |B|=1 and c<c, ,
(i1) holds for all positive integer n if and only if B=—1 and ¢<c, .

If we want to approximate a quadratic real algebraic number, which is not an

algebraic integer i.e. the root o of the equality Unx?=Ax—B=0 , whete U, A, BeZ
and |U|>1, then the zero of f(x)=x"—Ax-UB=0 is suitably applicable for a"

since it results the same field extension. That is why our next theorem may be of interest.

THEOREM 10: Ler A and B be rational integers with the restrictions AB#0  and

D=A*+4B>0 is not a perfect square. Denote the roots of equation x? = Ax—B=0 by a and
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B, where |a|>|ﬂ|. Lot t="+Lqe Q (o) with integers s, ¢>0, p#0 and r. Define the
S q

ogh - _Wp[" 1
log|a| 0 ‘q&B‘ |pJB|

positive real number. Then with linear recurrences G (A, B, qr, psB) and H (A, B,0,q5B) the
inequality

numbers kg and ¢y by ky=2-— and let ¢ be a

Gﬂ+1
Hn

1

’— [
o|F|”

holds for infinitely many integers n if and only if

(1)  k<kgy,or

(1)  k=ky and ¢<cq ,or

(i)  k=ky,c=cq and B>0 ,or

()  k=kqy,c=cy, B<O and ky>1.
(Note that &, >0 since |B|:|Otﬂ|<a2.)

THEOREM 11: Let A, B and U be rational integers with the restrictions ABU#0 and

D=A*+4BU>0 is not a perfect square. Denote o and —p  the roots of the equation
Ux?=Ax—B=0, where |G|>|p|. Let z‘:£+£ceQ(0) with integers s, g>0, p#0 and
g

1. Define the numbers kq and ¢y by

B log|B U| \/B ot 1

log|0 U| gsB U? | psB U|
and let & and ¢ be positive real numbers. Then with linear recurrences G(A,BU,qrU,psBU) and
H(A,BU,0,gsBU’) the inequality

/é0=2

and ¢y =

Gﬂ+l < 1 -
Hy | e |Hn| ‘
holds for infinitely many integers n if and only if one of the following conditions holds:

f_

(1) k<ky and ¢ is arbitrary,

(i2) k=ky and c<cy ,

(i)  k=ky,c=cq and B>0,

(iv) k=kg,c=cy, B<O and ky>1.
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log|B U|

THEOREM 12: Let t be a real quadratic algebraic integer. Let the polynomial defining t be
P(x)=x2 — Ax—B. Denote the basic solution of the Pell equation 1°—(A> +4B)E*=1 with

($0-M0) -

A+ A% +4B
If t=———————, then with the sequences G(21my,—1, AEy—1y,~1) and

2
A\ A% +4B

H(2n,,—1,0,-2&)) or if  t= f ,  them  with  the  sequences
G(2ny,—1, AEy +1ny,1) and H(2n,—1,0,-2&,) the inequality
F— ﬂ+1 | 1
\/A +4B-H?

holds for all positive integers n .

COROLLARY 3: Let £ be a positive integer but not a perfect square. Let the basic
solution of the Pell equation 772 —4k fz =1 be (&),n ). With the second order linear
recurrences G(2174, —1, 7y,1) and H(2n, —1,0,2&,) the inequality

\/Z_Gﬂ-k—l _

H

Gn+1 |< 1

2k -H?

n n

holds for all neN"*

COROLLARY 4: Let t be a not real quadratic algebraic integer with the defining
polynomial P(x)zx2 — Ax—B and let |z‘ |§E Q.
Let the basic solution of the Pell equation 7 2_ 4B£%=1 be (&9>1¢) - With the second
order linear recurring sequences G(21,,—1,1,,1) and H(2n,, —1,0,2&,) the
inequality
< 1 1

2+/-B-H; \/ (A2+4B)-H?

| |_ n+1

i’l

holds for all neN"*
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THEOREM 13: et ¢ be a quadratic algebraic but not algebraic integer with the defining polynomial
P(x)=Ux*-Ax-B, ([U|>1,4,BeZ).
Denote the basic solution of the Pell equation n* —(AZ +4BU)E* =1 by (&451 ) -

If z‘:[A+\/A2+4BU)/2U,, then with the sequences G(21y,~1, AEy—19,~1) and

H(2ny,-1,0,-2U¢&,) or if ¢t= [A —\ A%+ 4BU)/2U, , then with the sequences
G(2ny,—1, AE) +1ny,1) and H(2n,—1,0,-2U&)) the inequality

ZL_Gn+1|< |U|
H, | J A2 +4BU - H?

holds for all positive integer n .

Note: If we use an other solution instead of the basic solution of the Pell equation in
Theorem 12 or 13, or Corollary 3 or 4, then statements will hold true but the above
sequences will be subsequences of the was given in the original version.

The constants in Theorem 12, Corollary 3 and Corollary 4 are the possible best. (See J.
W. S. CASSELS [I] p. 24.)
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