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,van egy téeveszme, hogy a langelméet nem lehet
elnyomni, az utat tér maganak. Csodat tor utat! Nincs
kénnyebb dolog, mint egy langelmét elnyomni, mert
az nagyon érzékeny. Azt ugy el lehet fujni és taposni,

mintha ott sem lett volna.”(Szent-Gyoérgyi Albert)

1. Bevezetés

Amiota létezik iskola, mindig is volt tehetségfejlesztés a kiemelked6 képességi
gyerekek értékeinek kibontakoztatasa érdekében. Ez a feladat nem csupan a
kiemelkedd képességek feltérképezését és fejlesztését jelenti, hanem a személyiség
egészének fejlesztését. Ez a munka a pedagogustdl sokféle feladat megoldasat
kivanja, valamint olyan nevel6i stilust, amelyben az eddiginél sokkal nagyobb
szerepet kap a differencialt banasmaod.

Ez a munka azonban hosszu idén at hattérbe szorult, napjainkban viszont ismét
reflektorfénybe kerllt a tehetségprobléma.

Dolgozatom elsé részének célja, hogy némi segitséget nyujtson a tehetségek,
ezen belll a matematikai tehetségek azonositasaban, valamint feltarja azon
lehetéségeket, amelyek ezen kiemelked6 képességl tanuldk fejlesztésében
rendelkezésre allnak.

A dolgozat masodik részében némi betekintést igyekszem nyujtani a
matematikai tehetséggondozas egyik szinterének, a matematika versenyeknek a
vildgaba, a matematika egyik legdsszetettebb aganak, a szamelméletnek néhany
matematika versenyen el6forduld feladatan keresztll. Célom az, hogy ezzel a
feladatgyijteménnyel, és a feladatok megoldasahoz szukséges fogalmak és tételek
O0sszegyujtéseével megkonnyitsem a versenyeken el6fordulé szamelméleti feladatokra

valoé felkészulést.



2. A tehetségrol altalaban

2.1. A tehetség meghatarozasa és 6sszetevoi

A tehetség ma hasznalt definiciojahoz hosszu uton jutott el a pszicholdgia.
Kezdetben a sikeres embereket (igy a legjobb tanuldkat, a leggazdagabb embereket,
a legmagasabb pozicioba kerll6ket.) soroltdak ide. Késébb a kilénbdzé
intelligenciatesztekben legmagasabb pontszamokat eléréket vélték tehetségesnek.

Révész Géza ,A tehetség korai felismerése” ciml kdnyvében a tehetség egyik
f6 kritériumanak — O0sszhangban kora szellemiségével — az intelligenciat tartotta,
ugyanakkor azonban felismerte meghatarozasanak problematikus voltat is. Késébb a
tehetség megnyilatkozasaban az intelligencianal jellemz&bbnek tartotta az intuiciot
és a spontaneitast; az emberi tevékenységekkel és az alkotassal kapcsolatos
magatartast. Modelljében a tehetség négy adottsagon alapult:

* intelligencia — vagyis az atlagon fellli értelmi képesség;

* atehetség iranya — specifikus mentalis képességek;

* azintuicid és a spontaneitas — kreativitas;

* a gyermek szellemi-erkdlcsi magatartasa és alkotdereje — a feladat iranti

elkotelezettség vagy motivacio. [2]

Renzulli az ugynevezett haromgylris modelljében Iényegében ugyanazok a
tulajdonsagok jelennek meg a tehetséget meghataroz6 faktorokként, mint Révész
modelljében. [2]

Szerinte a tehetség nem pusztan kiemelked6 intellektualis képességet,
kiemelkedd kreativitast feltételez, hanem e két tényezdének és egy nagyon fontos

harmadiknak, a feladat iranti elkdtelezettségnek az egyuttes jelenlétét. [2]



Feladat
elkitelezettség

Atlag feletti
képesseg

Ereatiwvitas
Tehetség

A képességekkel egyenrangunak tekinti a kreativitast és a feladat iranti
elkotelezettséget. Kés6bbi tanulmanyaban megkulonbozteti az altalanos, és a
specifikus képességeket. Az altalanos képességek kdzé sorolta a magas szintl
elvont gondolkodast, a j6 memdriat, a folyékony beszédet, a gyors és pontos
szelektiv informaciofeldolgozast stb., mig a specifikus képességeket lényegében az
altalanos képességek kilonb6z6 kombinacidinak egy vagy tobb specialis terlleten
(matematika, kozgazdasagtan, zene stb.) valé alkalmazasaként irta le. M6nks (1986)
kés6bb modositotta Renzulli modelljét, szerinte a tehetség kibontakoztatasanak
alapfeltételeinez tartozik a kornyezet is. [2]

Gagné (1991) elkuloniti a természetes képességeket és a modszeresen
kifejlesztett készségeket, amelyek szakemberré tesznek valakit egy adott terlleten.
Ennek alapjan megkulonbozteti az atlag feletti képességekkel rendelkezd potencialis
tehetségeket és az emberi tevékenység valamely teruletén atlag feletti teljesitményt
produkald tehetségeket. [2]

Az emlitett elméletek mind a tehetségnek valamely implicit felfogasat nyuijtjak,
€s megegyeznek abban, hogy a tehetséget mindig valamely f6 szemponthoz
viszonyitva definialjak, legyen ez az egyén, a tarsadalom, vagy ezek valamely
kapcsolodasa. Valamint a fent emlitett elméletalkotok egyetértenek abban, hogy a

kognitiv képességek a tehetség lényegi részét képzik, bar e kapcsolat természetét



illetben nem teljes az egyetértés, kulondsen abban nem, hogy mely képességek
altalanosak, és melyek specifikusak a kornyezet szempontjabdl. Tovabba a feladat
iranti elkotelezettség formajaban megjelené motivacié minden tehetségfogalom
elengedhetetlen része, minthogy a latens képességek enélkil sohasem kertlnének
napvilagra. [1]

Az explicit elméletalkotok (Butterfield, Borkowsky, Peck, Davidson, stb.)
egészen mas stratégiat kovetnek a tehetség megértésében. A kognitiv tedria
felrajzolasakor nem a tehetség fogalmanak hasznalatara koncentralnak, hanem
sokkal inkabb ennek bels6, kognitiv elbfeltételeire. Hivei tobbet foglalkoznak a
tehetség intellektualis formaival, mint barmely mas formaval, példaul a vezetbi vagy
mivész tehetséggel. [1]

Ma mar a tehetséget sokarcu jelenségnek tekintik, magat a fogalmat pedig
tobbféle sajatos tehetséget magaba foglald gyijt6fogalomként értelmezik. Ez a
felfogas tukroz6dik a tehetség szOvetségi szinten elfogadott, hivatalos
meghatarozasaban:

.1ehetségnek tekintend6k azok a szakemberek 4&ltal annak azonositott
gyerekek, akik mar bizonyitottak teljesitménylket és/vagy potencialis képességeiket
a kovetkezd terlletek barmelyikén: altalanos intellektualis képesség, specifikus
tanulmanyi képesség, kreativ vagy produktiv gondolkodas, vezetdi képesség,
vizudlis és elbaddmiivészetek, pszichomotoros képesség; és eziranyu képességeik
kiteljesitése érdekében differencialt pedagodgiai programokat igényelnek.” (582.

cikkely).
2.2. A tehetség azonositasa

A tehetséges emberek altalaban nagy Onbizalommal rendelkeznek,
fuggetlenek, kockazatvallalok, energikusak, lelkesek, kalandvagyoak, kivancsiak,
jatékosak, humorosak, idedlisak és érzékenyek, gyakran miivészi és esztétikai
érdeklédés jellemzi bket, és vonzzak 6ket a komplex és rejtélyes dolgok. Azonban
lehetnek olyan tulajdonsagaik is, amelyek komoly gondot okoznak a tanaroknak.
FOként a kreativitasra olyannyira jellemz6 nonkonformitassal és a tarsadalmi
szabalyok figyelmen kivul hagyasaval 6tvoz6d6 flggetlenség és energikussag az,

ami makacssaghoz, a tanar, vagy szil6 dominencidja elleni lazadashoz, az



egyuttmikodés elutasitasahoz, a kbzmegegyezésen alapuldé normak iranti

k6zombosséghez vezet (Smith, 1966). [1]

Létezik néhany alapelv, amelyek segitségul szolgalhatnak a tehetségek

azonositasaban:

Az azonositashoz a korabban bemutatott Renzulli-féle definicio ad
kapaszkodokat, mind a négy 6sszetevore figyelnunk kell.

A tesztek segitséget nyujthatnak, de 6nmagukban nem tévedhetetlenek, igy
nem jelenthetnek egyeduli megoldast.

A szunnyadd tehetség rejtekezik, gyakran ezért is nehéz felismerni.

A képesség és a teljesitmény két kiulonb6zb dolog, gyakori az alulteljesitd
tehetséges gyerek.

A pedagdgus vagy mas fejleszté szakember és a gyerek folyamatos egyuttes
tevékenysége ad legtobb kapaszkodot a tehetség felismeréséhez.

Minél tobb forrasbdl szerzink a gyerekre vonatkozd informaciokat gyerek

teljesitményérdl, képességeirél, annal megbizhatdbb az azonositas. [5]



3. A matematikai tehetség

3.1. A matematikai tehetség jellemzdi

A matematika és a szamok vilaga Osszefuggések, szabalyok, rendszerek
kimerithetetlen tarhaza, ezért a szellemi tevékenység kivalo terepe mar kevés
ismeret és tapasztalat birtokaban is. A matematikai tehetség mar igen Kkorai
életkorban megmutatkozik, és fejlédési fazisai igen gyorsan kovetik egymast. A
legtobb matematikai tehetség mar 20 éves kora el6tt igen komoly eredményeket ér
el. [4]

Kisgyermekkorban a matematikai tehetséget altalaban kordhoz képest
magasabb szintl gondolkodas és absztrakciés képesség, valamint a matematika
iranti er6s eérdekl6dés jellemez. Tanulmanyok szerint a matematikai tehetség
viragzasa 40 éves korig tart, ezen életkor felett mar kiemelked6 matematikai
alkotasokat nem hoznak létre. [2]

Altalanos iskolas korban a matematikaban tehetséges gyerekek elsésorban
hosszu tavu emlékezetikkel, és szamolasi tehetségukkel tlinnek ki tarsaik kozul. A
szamolo tehetségekbél azonban nem feltétlendl valik tehetséges matematikus.

Kllonbségek figyelheték meg a lanyok és fiuk matematikai képességei kdzott.
Kisgyermekkorban a fiuk és a lanyok matematikai képessége egyforma szintl, de
12-13 éves korban a fiuk folénybe kertilnek. Ennek a folénynek az okat tébb kutatd is
a fiuk jobb téri képességeinek tulajdonitja.

Poincaré a matematikai tehetségnek két tipusat kulonboztette meg. Az egyik
tipus, aki elmerul a logikaban (logikus), a masik, aki a megérzéseire tamaszkodik,
gondolkodasa vizualis, geometrikus (intuitiv).

A matematikai tehetségeknek igen sok jellemezéjét tartak fel a kutatasok,
vizsgalatok, ezek a jellemz&k azonban kulonb6z6 mértékben fedezhetbk fel az

egyénekben.

A matematikai tehetségek fébb tulajdonsagai:
» Kitartas és feladat-elkotelezettség a problémamegoldasban.

e Faradhatatlan, ha matematikardl van szo.



» Csodalatba ejtik a tények, formulak stb.

* Keresi a problémakat.

* Kivalé emlékezete van szamokra, formulakra, viszonyokra, megoldasi mdédokra
stb.

* Rugalmas a gondolkodasa a matematikai strukturak és mintak terén.

* Konnyen fordit a gondolkodasan.

» Kiemelkedéen j6 vizualis képzelet jellemzi.

* Problémak és absztrakt viszonyok vizualizaciojanak képessége mutatkozik.

* A részleteken felilemelkedik, az O0sszetettet egyszeriibbé teszi.

* A problémat gyorsan formalizalja és altalanositja.

* Hasonlé problémakra mar a kézbilsé logikai Iépések kihagyasaval reagal.

» Egyszer(, egyenes és elegans megoldasokat keres.

* Verbalis problémakat is egyenletben tud megfogalmazni és kezelni.

A matematikai tehetségek fejlesztésekor érdemes figyelembe venni sajatos
munkamodszeruket. Reichel (1997) tapasztalatai szerint a matematikai tehetségek
szeretnek versenyezni, a csoportmunka azonban nehezikre esik. Szivesebben
dolgoznak egyedul, és konzultalnak tanarukkal. Ezért a csoportos gondolkodas
kevésbé hatékony, sokkal inkabb a kész gondolatok megvitatasara van szukséguk.

[2]
3.2. A matematikai tehetség felismerése

A matematikaban tehetséges gyerekek mar koran nagy érdeklédést mutatnak a
szamok irant. Vannak kedvenc szamaik, vannak olyanok, amelyeket nem szeretnek.
Gyakran megszemélyesitik a szamokat, érzelmileg fordulna a szamok felé. Szeretik
a szamjatékokat, élvezettel szamolnak, keresnek és talalnak Osszefuggéseket.
Szeretnek szabalyos mintazatokat rajzolni, szeretik a rejtvényeket, jatékaikat
rendszerezik, szortirozzak, sok mindent osztalyba sorolnak.

A matematikai képességgel kapcsolatban R. Skemp medgfigyelte, hogy a
matematikai képesség strukturalasaban az un. reflektiv intelligencia jelent6s szerepet
jatszik. A reflektiv intelligencia segitségével tudjuk észlelni sajat fogalmainkat és

mentalis mlveleteinket, felfogni a fogalmaink és a miveleteink kdzotti relacidkat,



valamint ezeket a relaciokat és veluk egyutt az emlékezetbdl vagy a kulvilagbal
kapott informaciékat szamon tartva cselekedni. A matematikai tehetség
identifikacidjanak egyik f6 iranyelve szerint az intelligenciateszteken elért
eredmények 0Osszefliggést mutatnak a matematikai tehetséggel. Féleg a nem-
verbalis téri gondolkodast kivand feladatokat tartalmazé tesztek — mint a Raven-féle
intelligenciateszt — lehetnek jelzésértékiek. A Raven-féle intelligenciateszt
els6sorban azt mutatja meg, hogy a vizsgalt személynek milyen fejlett az Uj (nem
verbalis) képzeteket alkotd képessége. [2]

Kutatasok szerint 6sszeflggés figyelheté meg a verbalis képesség és a
matematikai tehetség kozott. Ezek a gyerekek altalaban jo verbalis képességekkel
rendelkeznek, azonban ennek mértéke Osszefliggésbe hozhaté a matematikai
képességekkel. Ha egy gyermeknek nagyon jok a verbalis képességei, kevésbé
valoészinl, hogy matematikus lesz, mintha verbalis képességei szerényebbek. Ezek
szerint van egy optimalis arany a matematikai tehetség és a verbalis
képességekben.[4]

A legujabb elméletek a matematikai tehetséget a gondolkodasi folyamatok
altal tekintik meghatarozottnak. A gondolkodasi folyamatnak két fajtajat kulonboztetik
meg:

* a szubjektiv valdsagbol a masikba valé konnyed attolas,
* Uj szubjektiv valésagok kdonnyed alkotasa.

Egy masik elmélet szerint a matematikaban vagy mas kapcsol6do terlleteken

megvalosulo alkotd teljesitmeény jelz6iként hat faktor azonosithato:
* az anyag szervezése,

* mintazat és szabalyok felismerése,

a probléma uUjrastrukturalasa és a szabalyok, mintazatok ujrafelismerése,

er6sen komplex strukturak megértése és hasznalata,

feldolgozas ellenkez6 és forditott modon,

kapcsolddo problémak megtalalasa vagy kialakitasa.
Osszefoglalva a tapasztalatokat a kévetkezd iranyelvek szolgalhatnak segitségiil az

azonositas terén:



A korai érdeklédés és bens6séges kapcsolat a szamok terén, a téri-vizualis
jatékok, rejtvények preferalasa jelezheti az atlagon feluli matematikai
képességeket.

A matematikai tehetséget legjobban matematikai feladatokkal lehet azonositani.
Még miel6tt szamolni kezdenének, megtervezik a megoldashoz vezet6 utat és a
szukséges eljarasokat.

A matematikai képességeket mérd szamos eljaras geometriai rejtvényekbdl all.

A téri-vizudlis képességeket és a memoriat mérd eljarasok sikerrel
hasznalhatok az azonositasban.

Az intelligenciatesztek valamelyest korrelalnak a matematikai tehetséggel, de
nagy eltérések lehetnek a tesztek eredményei kozott. Féleg a nem verbalis téri
gondolkodast kivano eljarasok, példaul a Raven-tesztek lehetnek jelzéértékiek.
Az alkot6 matematikai tehetség a problémamegoldasban meghatarozott, igen
hatékony folyamatokat hasznal, ezen folyamatok elemeinek az azonositasa a

tehetség jelzéje lehet. [2]
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4. Tehetséggondozas

4.1. A tehetségfejlesztes kritikus pontjai

LA tehetséggondozas elsé feladata id6ben megtalalni azokat az embereket, akik
kiemelked6ek valamilyen képességet illetben. Ezt kOveti a megszokott értelemben
vett tehetséggondozas, amikor is ezekkel az emberekkel kulon elkezdenek
foglalkozni annak érdekében, hogy a kiemelkedd képességeikben rejlé lehetéségek
ne vesszenek el.” [3]

A fejleszt6 munkanak egyik kritikus pontja, hogy milyen életkorban kezdjuk el a
specialis tehetségfejlesztést. Az is gondot okozhat, ha tul koran kezdjik ezt a
munkat, de az is, ha elszalasztijuk a szenzitiv korszakot a specialis
képességteruleteken.

Az 6vodaskor ,alapozd” korszaknak tekinthet6 bizonyos értelemben: elsésorban
a megfeleld érzelmi fejlédést kell biztositani a gyerekek szamara azzal, hogy
torédink vellk, s engedjik Oket jatszani. Ebben a korban még nem szabad
elktloniteni a tehetségesnek latszo gyerekeket, ebbdl sok probléma adodhat.

Az iskolaskor mar mas lehet6ségeket kinal. A kisiskolas korban is alapozo
munkat végezhetlink, csak mas értelemben, mint az évodaskorban: elsésorban a
tehetség altalanos képességeihez tartozé elemeit kell hatékonyan fejleszteni. Az
ugynevezett specialis osztalyok koraiak még ebben az id6szakban, hiszen ezekben a
kiemelkedd teljesitmény alapja tobbnyire a magas szintl altalanos intellektualis
képesseégrendszer, nem pedig a specialis képesség. Ha felbukkan a tehetség — pl.
matematika, nyelv —, egyéni programmal lehet a fejlesztést megoldani.

A fels6 tagozat (illetve az ennek megfeleld gimnaziumi osztalyok) mar szintere
lehet a hatékony specialis tehetségfejlesztésnek. Ez az a kor, amelyben a kutatasok
és tapasztalat szerint (12-13 éves kor korul) mar tobbnyire megjelenik a specialis
tehetség. Kettés itt az iskola funkcidja: egyrészt a tehetséges gyerekek
felderitéséhez kell folyamatosan m(kddd, valtozatos programokat biztositani,
masrészt — ha megtalaltuk a tehetséget — specialis szervezeti formakban kell azt
tovabbfejleszteni.

11



A kozépiskolas kor ad igazan teret a hatékony specialis tehetségfejlesztéshez.
Sokféle szervezeti forma alakult ki ehhez az iskolai gyakorlatban: fakultacio,
tagozatok, specialis osztalyok, mentor-program stb. Ezek mindegyike hatékonyan
mikodhet. Fontos azonban, hogy a programok ne legyenek tulzéan specialisak.
Egyrészt a tehetség altalanos képességeihez tartozo elemek fejlesztéserdl sem
szabad megfeledkezni ekkor sem, masrészt még ekkor is lehetdseget kell biztositani
a tanuld szamara, hogy érdekl6désének valtozasaval, U0j, magas szintl
képességének megjelenésével dsszhangban tudjon valtoztatni  képzési
menetrendjén. Rugalmas, sokféle képességteruletet atfogé programokra van tehat
szukség, a lényeg azonban, hogy a kozépiskolas korszak végére talaljuk meg a
gyerek igazi értékeit, s készitslik el6 a felséoktatdsban a szamara legadekvatabb
tertleten valo sikeres tanulmanyokra.

A tehetségfejleszté programok tervezésekor figyelmet kell forditani arra, hogy a
képesseégek mellett a személyiség-tényezdk formalasa is szerepet kapjanak. Néhany
szempont, amit a programok tervezésekor figyelembe kell venni:

* atehetséges gyerek erds oldalanak fejlesztése;

» a tehetséges gyerek gyenge oldalanak fejlesztése (Csaknem minden
tehetséges gyereknél van ilyen, s ez akadalyozhatjia az erb6s oldal
kibontakozasat, példaul alacsony onértékelés, biztonsageérzet hianya, stb.);

* megfeleld ,légkdr” megteremtése (kiegyensulyozott tarsas kapcsolatok
pedagogusokkal, fejleszté szakemberekkel és a tarsakkal);

* szabadidds, lazitdé programok, amelyek biztositjak a feltoltédést, pihenést.
Természetesen a tehetséggondozast sem tudja a szul6k hatékony

kézrem(ikodése nélkll megoldani az iskola. Fontos tehat a szul6kkel valo folyamatos
kapcsolattartas, informaciocsere. A csaladdal valé egylttmikddésnek sokféle
szervezeti formajat kell mikodtetni ahhoz, hogy a kapcsolattartas hatékony legyen:
szul6i értekezlet, szul6bk akadémiaja, egyéni konzultacio, csaladlatogatas,
tanacsadas stb. Az egylttmikdodés fébb tartalmi szempontjai:

» célok tisztazasa, egyeztetése, azonos kdvetelményrendszer kialakitasa;

» afejl6dés kdzos értékelése;

* pedagdgus, mas fejleszté szakember tanacsa, modszertani segitségnyujtasa;

* atanulé megismerése;
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* tehetség, képesseg felismerése;
* a gyerek érzelmi tamogatasa, elfogadas, odafigyelés;
* kdzOs programok szervezése;

* palyavalasztas iranyitasa. [5]
4.2. A tehetségfejlesztes utjai

A tehetségek fejlesztése altalaban az iskolaban, illetve az iskolan kivuli torténik.
Jelenleg haromféle f6 stratégia létezik: a gyorsitas, a gazdagitas, és az elkllonités.
Ezek mindegyikének az altalanos alapelve, hogy nem az ismeretek gyarapitasa,
hanem a képességek, a kreativitas és a személyiség 0sszehangolt fejlesztése az
els6dleges célja.

A gyorsitas a tanulas id6tartamanak a tehetséges tanuldk képességeihez vald
igazitasat jelenti. Hivei javasoljak, hogy az 6vodaba jaras id6épontjaval egyidében
megkezdddjon a tehetségfejlesztés, és a gyermekek koruktdl fuggetlenul
haladhassanak tovabb az érdekl6dési teruletiknek megfelelé targyakban. A
gyorsitas egyik modja az osztalyugras. Mivel a kiemelkedd képességl tanulok
legfontosabb jellemzéje az, hogy az uj informaciok felfogasahoz és feldolgozasahoz
kevesebb id6re van szikséguk, igy képzési idejuket meg kell roviditeni, igy
nyari taboroknak, valamint a mentoroknak. A matematikai tehetségek gondozasaban
a gyorsitast tartjak hatékonyabb megoldasnak.

A dusitas, gazdagitas ezzel szemben nem az elsajatitas idejét roviditi meg,
hanem olyan tanulasi tapasztalatokrdl gondoskodik, melyek a gondolkodasnak és a
kreativitasnak az atlagosnal joval magasabb szintjeit igénylik, illetve fejlesztik.

A tehetség azonositasanak és gondozasanak egyik fontos szintere a tanitasi
ora. A pedagogusnak olyan megoldast kell talalnia, amellyel a tanulas valamint az
orai munka soran meg tudja allapitani a kiemelkedd tehetséget, illetve képességet,
és amellyel el6segitheti a tehetség kibontakozasat, fejlesztését. Fel kell ébreszteni a
tanulok kivancsisagat, és lehetéséget kell biztositani arra, hogy kivancsisagukat sajat
er6feszitésuk segitségével elégitsék ki. Olyan stratégiara van szikség, melyek a
problémak elemzése és megoldasa mellett folyamatosan igénylik a tanuloktél az

altalanositast, a szintetizalast, az értékek vizsgalatat és érvényességuk probajat.
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Amennyiben egy iskola meg tudja a gyerekek tevékenységét ugy szervezni, hogy 6k
jol érezzék magukat az iskolaban, tehat motivaltak legyenek, akkor megvan az els6
feltétel arra, hogy a gyerekek képességei is fejlédjenek. Minél tdbbféle
tevékenységet tud az iskola szervezni — és ha ez a tevékenységszervezés sikeres -,
akkor a gyerekek tobb mindennel szembesulhetnek.

Amennyiben az intézmény nem tudja megszervezni a tehetségek gondozasat,
fontos, hogy a tehetségek tanulok minél hamarabb olyan intézménybe kerlljenek,
amely intézmény kiemelt feladatai k6zé tartozik a tehetséges tanuldk nevelésével,
tanitasaval valdé hangsulyos torédés (elkulonités, szegregacio). A differencialt
oktatasban azonban fontos, hogy a csoportok viszonylag homogének legyenek. Az
elkilonitésnek nagy elénye az intenziv képességfejlesztés, viszont az egyoldalu
intellektualis fejlesztés, illetve a ,normal” gyerekektdl valo elszigetelddés kedvezbtlen
hatasokkal is jarhat.

A tandran kivuli nevelés sokféle lehet6séget nyujt az érdeklédés elmélyitésére.
Az érdeklédési csoportokban, a szakkorokben felismerhetd és fejleszthetd a
tehetség. Ezek a csoportok akkor jelenthetnek kulonésen hatékony megoldast a
matematikai tehetséggondozasban, ha a kiemelkedd teljesitményeket mutato
gyerekeknek lehetbséget biztositanak a tovabblépésre, személyes kapcsolatokra
matematikusokkal, esetleg egyéni programok kidolgozasaval. Oszténdzni kell Sket
arra, hogy érdeklédésik és tehetséguk iranyanak megfeleléen hasznaljak fel
szabadidejuket. A tehetségfejlesztésre kedvez6 hatast gyakorolhat a tanuldk
szabadidds tevékenysége, hosszu tavu feladatok vagy hazi feladatok megoldasa,
részvetel a kilonb6z6 barati csoportok munkajaban, a csalad Iégkore, valamint a

fiatal otthoni foglalatossagai.
4.3. Tehetséggondozas a matematikaban

Hajlamos a pedagdgiai kdzvélemény a tehetséggondozas, a tehetségesekkel
valé foglalkozas szinterének a versenyeket tekinteni. Ez nyilvan helytallé
megallapitas, ebbdl baj csak akkor szarmazik, ha azonositjak a tehetséggondozast a
versenyzéssel. A verseny ugyanis csak része a tehetséggondozasnak, amelynek
nem a versenyeztetés az igazi formaja. A versenyek kuldnben sem alkalmasak

minden esetben a tehetségek azonositasara, hiszen a matematikai tehetséggel
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rendelkezOk tekintélyes része rossz versenyz6. Nem minden tehetséges gyerek
szerepel eredményesen versenyeken. Van, akire nem a gyors gondolkodas, hanem
az elmélyult, hosszu toprengéssel jar6 munka a jellemz6, ami egy alkotd
matematikus munkajanak sajatja. A versenyeken a felkészlltség, a tudas és a
tehetség mellett a szerencsének is nagy szerepe van.

A tehetséggondozasnak fontos szinterei a matematikai szakkorok. E
foglalkozasokon érdemes nagy gondot forditani a ,bizonyitasos” matematika
bevezetésére, illetve kisérletezd, ,felfedeztetd” feladatok megoldasara. Ezek altal
megismerkednek a tanulok a legegyszeribb direkt és indirekt bizonyitasokkal, a
sziikséges és elégséges feltétellel, konstruktiv bizonyitasokkal. izelitét nydjtanak a
matematikai kutatds érdekességeibdl, buktatoibdl, mddszereibdl, a felfedezés
orémeibdl.

A tehetségek kimilvelése nem nélkulozheti az egyéni, vagy csaknem egyeéni
foglalkoztatast.
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5. Szamelméleti feladatok a matematika

versenyeken

A szamelmélet a matematikanak az az aga, amely az egész szamok
tulajdonsagaival foglalkozik. A feladatok megoldasi mddszereinek gazdagsaga,
sokszinlsége jellemz6 erre a tudomanyra, amely talan éppen emiatt a matematika
egyik legkomolyabb és legnehezebb aga. Eppen ezért a matematikanak ez az aga
alkalmas talan leginkabb a matematikai tehetségek kiszlrésére.

A szamelmélet témakorével igen keveset foglalkozunk a kozépiskolaban.
Eppen csak a legsziikségesebb fogalmak megtanitasara, a legegyszeriibb
tipusfeladatok megoldasara van id6. Az ismeretlen, szokatlan feladattipusok
megismerésére, begyakorlasara nincs id6. Gyakran eléfordul, hogy az a tanuld, aki
szivesen old meg feladatokat, és joval tobbet gyakorol a megszokottnal, ha arra kerul
a sor, hogy egy komolyabb versenyen részt vegyen, nincs sikerélménye, mert a
versenyen el6forduld feladatokat nem tudja megoldani. Ez a jelenség ott
eredeztethetd, hogy nagy a szakadék a kdzépiskolai tananyag és a versenyek szintje
kozott.

Ezt tdmasztotta ala az a megfigyelés is, amit az egri Szilagy Erzsébet
Gimnazium 10. osztalyos matematika szakkorén veégeztem. A tanuldk képességeit
illetéen mar a feladatsor megirasa elétt is rendelkeztem némi tapasztalattal, ugyanis
a szakkoéron résztvevé tanuldk nagy részét tanitasi gyakorlatom alkalmaval
tanitottam, illetve a gyakorlat soran szakkori foglalkozason is részt vettem.
Medfigyelésem kozéppontjaban az a kérdés allt, hogy vajon versenyfeladatok
megoldasa alapjan kiszlrheték e a matematikaban tehetséges tanuldk, illetve szoros
Osszefuggés figyelheté e meg a tanuldk versenyfeladatokban valé teljesitménye, és
a szakkori, vagy levelezds feladatok (esetleg otthoni) kidolgozasaban valo jartassag
kozott.

Hogy kérdéseimre valaszt kapjak, egy harom versenyfeladatbdl allé feladatsort
allitottam Ossze, melyet a szakkor keretein belll kellett a tanuléknak megoldani. A
szakkoron résztvevd tanuldk mindegyike realtagozatos osztalyban tanul, tehat a

kotelez6nél magasabb déraszamban tanulja a matematikat. Ezen kivul valamennyi
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tanuld ezen a teruleten tervezi a tovabbtanulasat. A szakkor foglalkozasok
alkalmaval otthoni kidolgozasra kapnak feladatsorokat, melyek megoldasat egy
kivalasztott — altalaban a feladatot legjobban megoldé - tanulé a kovetkezd
foglalkozason ismerteti.

A feladatsor Osszeallitasanal természetesen figyeltem arra, hogy olyan
feladatok szerepeljenek benne, amelyekhez sziukséges ismereteknek elvileg mar
birtokdban vannak a tanuldk, és ezek felhasznalasan kivul a feladatok megoldasahoz
némi Otletre, kreativitasra legyen sziikség.

A feladatsor harom szamelméleti feladatot tartalmazott, melyek mindegyike
el6fordult valamilyen matematika versenyen. Prébaltam kilonb6z6 stilusu feladatokat
O0sszevalogatni, ezért harom kilénb6z6 verseny feladatai kdzll valasztottam. Az elsé
feladat (5.1. fejezet, 1. feladat) az 2004-ben megrendezett OKTV |. kategéridjanak
els6 forduldbeli feladata volt; a masodik feladat (5.2. fejezet, 1. feladat) az 1995-ben
Pakson rendezett Magyar Kozépiskolas Matematikai Verseny |. osztalyos feladata
volt; a harmadik pedig (5.3. fejezet, 2. feladat) a Kdzépiskolai Matematikai és Fizikai

Lapok 1990. februari szamaban jelent meg.

Feladatok:

1. Melyek azok a 10-es szamrendszerbeli haromjegyl pozitiv egész szamok,
amelyeknek szamjegyei kozul valamelyik a 3-as, tovabba a szamjegyek
0sszege és szorzata egyenl§?

2. Bizonyitsuk be, hogy 1995 + 4" &sszetett szam!

3. A tizes szamrendszerben felirt (n+1) jegyl 4=a,a, ,..a,a, szam forditottjan

az A" =aya,..a, szamot értjik. (A 759 forditottja tehat 957, a 980 forditottja

pedig 89.) KeressiUk meg azokat a négyjegyl szamokat, amelyek
,megfordulnak”, ha 9-cel szorozzuk &ket, tehat amelyekre 9A=A".

Annak mérésére, hogy milyen Osszefuggés tapasztalhatd a versenyfeladatok
megoldasaban valo jartassag, és a megoldasban nyujtott teljesitmény kozott, ket
kérdést tettem fel a tanuloknak:

* oldott —e mar meg valamilyen levelezés versenyfeladatot (pl.:KéMal);

* vett —e mar részt valamilyen matematika versenyen.
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Azért tettem kulonbséget a levelez6s versenyek, és a nem levelez6s versenyek
kozott, mert ezek megoldasa masfajta rutint ad a tanuldoknak. Mig a levelezds
feladatok megoldasan van idejuk otthon esetleg napokat tdprengeni, addig a
hagyomanyos versenyeken adott pillanatban kell ismereteiket felhasznaini.

A feladatsort 20 tanuld irta meg, akik kozul valamennyien vettek mar részt
valamilyen matematika versenyen, és tizenegyen pedig oldottak mar meg levelezés
versenyfeladatot is. Tehat rendelkeznek valamilyen rutinnal a versenyfeladatok
megoldasa terén. Ezen tanuldk kozul 2 tanulé 50% folotti eredményt, 7 tanulé 50%
es 25% kozotti eredmeényt, 2 tanuld pedig 25% alatti eredményt ért el. Azok kozul,
akik az els6 kérdésre nemmel valaszoltak (9 tanuld) 3 tanuld ért el 50% folotti
eredményt, 2 tanulé 50% és 25% kozotti eredményt, és 4 tanuld pedig 25% alatti

eredményt.

Levelezés feladatot megoldék Levelezés feladtot nem megoldék

f6
o - N w B [4)] o
L L
f6

1 4 8 10 16 24 30 0 6 8 1" 17 18 20 30

pontszam pontszam

Az egész csoportot tekintve 5 tanuld ért el 50% feletti eredményt, 9 tanulé 25% és

50% kozotti eredményt és 6 tanuld 25% alatti eredményt.

Csoport

fo
o - N w B [6)] »
| L L L L L

01 4 6 8 10 11 16 17 18 20 24 30

pontszam
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Lathato a diagrammokon, hogy mindharom esetben hasonlé mintazat
rajzolddott ki. Ha az oszlopok tetejét Osszekdtnénk, egy Gauss-gorbéhez hasonlo
gorbét kapnank. Kutatdsok igazoljak, hogy ha nagy tomegil, valogatas nélkuli
sokasagot alkotd embereken vizsgaljuk az értelmi képességet, és ezt koordinata-
rendszerben abrazoljuk, harang-alaku, Gauss-féle normalis eloszlast kapunk.

A jobb eredményt eléré tanuldk kdzott tdobben voltak olyanok, akik nem oldottak
még meg levelezds feladatot, viszont valdszinlleg a versenyzésben nagyobb rutinnal
rendelkeznek. Az ,atlagosan” teljesiték kozott azonban mar joval tobben voltak
olyanok, akik valamilyen levelezds versenyen is részt vettek, viszont 6k jellemz&en
csak egy feladatot dolgoztak ki részletesen — sokkal részletesebben, mint a masik
fele a csoportnak —, és igy id6 hianyaban a tobbi feladathoz csak épphogy, vagy
egyaltalan hozza sem kezdtek. Ebbdl is latszik, hogy 6k elmélyultebb, hosszabb
gondolkodast igényelnek a feladatok megoldasa soran.

A tanitasi gyakorlaton tapasztaltakat 6sszevetve a feladatsor megoldasaban
elért eredményekkel, az is szembetliné volt szamomra, hogy akik a szakkoéri
feladatok megoldasaban a legotletesebbek voltak, azok a feladatsor megoldasaban
nem értek el kimagaslo eredmeényt.

A feladatsor eredményei alapjan, valamint a tanitasi gyakorlaton tapasztaltak is
azt igazoltak szamomra, hogy a versenyfeladatok, de leginkabb a teljesitményt az
adott pillanatban méré versenyfeladatok, nem alkalmasak a tehetségek
azonositasara. A ,nagy otletek” minden bizonnyal nem versenyszituaciéban, hanem
elmélyult, hosszas gondolkodas eredményeként sziletnek.

Dolgozatomban olyan szamelméleti feladatokat igyekeztem &sszegydijteni,
amelyek eléfordultak az elmult évek matematika tanulmanyi versenyének
valamelyikén, illetve megjelentek a Kozépiskolai Matematikai és Fizikai Lapokban.
Az O6sszegyUjtott feladatok megoldasa egyszerd, egy kis segitséggel barki, aki ismeri
a szamelméleti tételeket, és szivesen foglalkozik matematikaval, meg tudja oldani,
viszont megoldasuk leirasa, formaba dntése egy kissé nehézkes, és emiatt nagyon
kevés feladat kerul el6 a kozépiskolai 6rakon.

A feladatokat megoldasi modszereik alapjan prébaltam csoportositani, bar ez

nem koénnyl, hiszen a kdzépiskolai szamelmélet tananyagban nagyon kevés az
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alkalmazhaté tétel, ismeret, valamint sok szamelméleti feladat megoldasa alapjan
tobb csoportba is besorolhaté. A feladatok ismertetése el6tt minden
feladatcsoporthoz  Osszegyljtéttem a feladatok megoldasdhoz  szikséges
szamelméleti ismereteket.

Reményeim szerint ez a feladatgyljtemény segitséget nyujt a versenyeken
el6forduld szamelméleti feladatokra vald felkészilésben, és némileg athidalja a

versenyek szintje és a kozépiskolai szamelmélet tananyag kozti szakadékot.
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6. Szamelméleti versenyfeladatok a kozépiskolaban

6.1. Szamrendszerek

Tétel: Minden N >0 természetes szam egyértelmiien felirhato
N=a,10" +a, 10" +..+a,10° +a,10+a,, a, >0

alakban.

10-et a szamrendszer alapjanak, vagy alapszamanak nevezzik, az N szamot pedig

a kdvetkez6 maédon jeldljuk:

N=a,a, ..a,aa,

Tétel: Minden N >0 természetes szam egyértelmiien felirhato
N=a,g"+a,,g"" +..+ azg2 +a,g+a,
alakban, illetve minden A >0 racionalis szam felirhat6
A=a,g" +a, g +..+a,g" +a,g+a,+bg +b,g” +...

alakban, ahol g>1 az adott szamrendszer alapszama, az a,,a,,a,,...,a,, illetve

b,,b,,.. szamok pedig a szam szamjegyei, amelyek barmelyikére teljesiil, hogy

0<a,,a,,..a,,b,b,,..<g.

g szamrendszerben az N természetes szamot N =(a,a, ,...a,a,a,),, alakban irjuk.

Megjegyzés:

a) Barmely szamrendszerben igaz, hogy az adott szamrendszerben felirt
szamban a szamjegyek alakiértéke kisebb az alapszamnal.

b) A tetszbleges alapszamu szamrendszerekben felirt szamokban pontosan
annyi kilonbo6z6 alakiértéekl szamjegy fordul el6, amennyi az alapszam.

c) Barmely szamrendszerben az alapszam mindig 10 alakban irhatd fel.

(Ejtsd: egy nulla.)
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Miiveletvégzés nem tizes alapu szamrendszerben

Kettes szamrendszer:

+ [ 0 1 0 1
00 1 0| 0] O
1 1 110 1 0 1

Harmas szamrendszer

FELADATOK

1. feladat
(OKTV, 2004-2005, I. kategoria, els6 forduld)

Melyek azok a 10-es szamrendszerbeli haromjegyl pozitiv egész szamok,
amelyeknek szamjegyei kozul valamelyik a 3-as, tovabba a szamjegyek 0sszege és

szorzata egyenl6?
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Megoldas: A keresett haromjegyl szam egyik szamjegye a 3-as, a két ismeretlen
szamjegyet jelOlje a és b, ahol a,be N és 1<a<9,1<bh<9.

A feltétel szerint

(1) (a+b)+3=3-a-b

Az (1) egyenletbél kovetkezik, hogy a+b oszthatd harommal. a+b szobajohetd
ertékei tehat 3, 6, 9, 12, 15, 18.

Ezeket az értékeket (1)-be behelyettesitve ab értékére a kovetkezbket kapjuk:

‘a+b 3 ‘ 6 9 12 15 ‘ 18 ‘
R
Megoldva az a+b=6

a-b=2

egyenletrendszert a =2, =1, illetve a =1,b =2 adodik.
A tdbbi eset nem ad egész a,b értékeket, tehat a feladatnak nem megoldasai.

igy a keresett haromjegy(i szamok

123, 132, 213, 231, 312, és 321.

2. feladat
(KoMaL, 1995. februar)
Van —e olyan N pozitiv egész szam, amelynek tizes szamrendszerben felirt

alakjaban a szamjegyek dsszege 10, N? szamjegyeinek dsszege pedig 100?

Megoldas: Probalkozzunk elészor a csupa 1-esbél allé szammal. 10 darab 1-est kell
egymas utan irnunk. Reményeinket megerdsiti az a megfigyelés, hogy

1 db 1-es esetén a szam négyzetében a szamjegyek 6sszege 1,

2 db 1-es esetén a szam négyzetében a szamjegyek dsszege 4,

3 db 1-es esetén a szam négyzetében a szamjegyek dsszege 9,

4 db 1-es esetén a szam négyzetében a szamjegyek 6sszege 16,

tehat mindig igaz, hogy ha a jegyek 6sszege n, akkor a szam négyzetében a jegyek
osszege n>.

Most vegylk a 10 db 1-esbél allé6 szam négyzetét:
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11111111111%2=12345678900987654321.

Itt a jegyek Osszege csak 90. A bajt az okozza, hogy a 10. részletdsszegben 10 db 1-
es all egymas alatt, s ezért a négyzetszamban fellép a 0, ami csokkenti a jegyek
O0sszegét. A bajt ugy lehet kikliiszobdlni, hogy a részletdsszegeket eltoljuk, vagyis
valahova (de nem kozépre) 0-t, esetleg O-kat irunk, ami az eredeti szam jegyeinek
dsszegét nem befolyasolja. Alljion pl. 0 a 4. helyen, és végezziik el a négyzetre
emelést.
11101111111-11101111111
11101111111
11101111111
11101111111
11101111111
11101111111
11101111111
11101111111
11101111111

11101111111
123234667898767654321
Itt a jegyek O0sszege valoban 100.

A feladat kérdésére a valasz igen, van a feltételeket kielégité szam, nem is egy.

3. feladat
(KoMaL, 1993. januar)
Mekkora lehet egy xyxyxy alaku tizes szamrendszerbeli szam legnagyobb

primosztéja?

Megoldas: Az xyxyxy szam primosztdira a kovetkezd szorzatfelirasbdl fogunk
kovetkeztetni:

xyxyxy =10101-(10x+ y)=3-7-13-37-(10x+ y).
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Ebbél kdvetkezik, hogy xyxyxy legnagyobb primosztéja a 37, illetve 10x+y
primosztéi kozul keral ki. A 10x+ y alaku szamok legnagyobb primosztéja pedig a

legnagyobb kétjegyl primszam, vagyis 97 lehet. Tehat e legnagyobb keresett
primoszté 97, ami a 979797-hez tartozik.

4. feladat
(Gyoér — Moson — Sopron Megyei Matematikai Verseny, 2000.)

Egy tizes szamrendszerben felit négyjegyl szambdl kivonjuk azt a
haromjegyl, majd kétjegyd, végul egyjegyld szamot, amelyet az eredeti szam utolso,
utolsé kettd, illetve utolsé harom szamjegyének elhagyasaval kapunk. Mi volt az
eredeti szam, ha a kivonasok utan 1778-at kapunk?

Megoldas: Legyenek a keresett szam szamjegyei a (# 0), b, ¢, d. Ekkor a keresett

szamunk abcd alaku. A feltétel szerint:
(1000a+100b+10c+d ) - (100a+10b+c)- (10a+b) - a=1778
889a+89b+9c+d =1778.

Itt a értéke csak 1 vagy 2 lehet (3:889 > 1778).
Haa=1

89b+9c+d = 889

Ekkor b = 9, majd ugyanigy folytatva kapjuk, hogy c =9 és d = 7. A keresett szamra
egy megoldas a 1997.
Haa=2

89b+9c+d =0

Ekkor b = ¢ = d = 0 lehet csak. A keresett szamra egy Ujabb megoldas a 2000.
A feladatnak 2 szam felel meg, ezek a 1997 és a 2000.
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5. feladat
(KoMaL, 1989. marcius)
Jeldlie A azt a 221 jegyl szamot, amelynek valamennyi szamjegye 9-es.

Mennyi A? szamjegyeinek 6sszege?

Megoldas: Jeldlie 4, az n-jegyi, csupa 9-esbdl allé6 szamot. Ekkor 4, =10" -1 és
igy

A% =10"=2-10"+1=10"(10" =2) +1.

10" —2 utolsé jegye 8, a tobbi (n-1) jegye pedig 9. Ha ezt a szamot 10" -nel

szorozzuk, akkor a jegyek 6sszege nem valtozik, és mivel az igy kapott szam 0O-ra

végzodik, egyet hozzaadva 1-gyel nd a jegyek 6sszege..
A’ jegyeinek Osszege tehat (n—1)-9+8+1=9n. Esetinkben n =221, tehat A4°

n

szamjegyeinek 0sszege 9:221=19809.

6. feladat
(KoMaL, 1993. marcius)

Keressuk meg azokat a pozitiv egész A, B szamokat, amelyek tizes szam-
rendszerbeli alakjat egymas utan irva négyzetszamot kapunk, és ez egyenl6 az A és

B szorzatanak kétszeresével.

Megoldas: Egy négyzetszam csak paros szamu nullara végzédhet. irjuk a B szamot

az A mogeé, ekkor tehat B paros szamu nullara végzédik, hiszen 4B négyzetszam.

Konnyl belatni, hogy ha egy 4,B par megfelel a feladat kdvetelményeinek, akkor

A,B-100is megfelel. (Hiszen AB és 2-AB is 100-szorosara valtozik.) Feltehetjik

tehat, hogy B nem oszthaté 10-zel. Legyen a B szam b-jegyd. Ekkor AB

négyzetszam, és
AB=10"A+ B =24B

Atrendezve
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(1) 10°4=24-1)B

adddik, azaz 2”- 4osztoja a (24 —1)B szorzatnak. Azt allitjuk, hogy 2”4 és a szorzat

els6 tényezéje24 -1, relativ primek. Valdéban 2°- 4 tetszéleges p primosztoja vagy
p=2 vagy pedig osztdja A- nak és igy 2A-nak is. A 2 nyilvan nem osztdja a paratlan
(24-1)-nek, a masodik esetben, pedig p szintén nem lehet egyidejlleg osztdja a

szomszédos (24 —1)-nek és 2A-nak.
igy viszont 2°- 4 mint a (24—-1)B szorzat osztdja, a masodik tényezének, B-nek is
osztdja, vagyis B=k-2"-4 valamilyen pozitiv egész k-val. (1)-ben 2°-A-val

egyszerUsitve
(2) 5"=QA4-k

adaédik. (2)-bél mind (24 —-1), mind pedig k az 5 hatvanya Mivelb > 1, azért k értéke
csak 1 lehet, egyébként ugyanis B =k - 2" - 4 oszthaté volna 10-zel.

57 +1

igy 5" =24-1 azaz4 = és B=2"-A4. Ekkor 24B =2""' 4’ pontosan

57 +1

akkor négyzetszam, ha b paratlan. Eszerint 4 = és B=12"-4=2""(5"+1), ahol

b paratlan.
igy 24B =2""'4? valoban négyzetszam, fennall az AB = 2AB egyenl3ség, hiszen
10°4+B=10"4+2"4=2"A(5" +1)=2""4> =24B végul 10"'<B<10’, azaz B

jegyeinek szama valdban b. A feladat kovetelményeit tehat az

57 +1

A= ésa B=2"4-100"

alaku szamok elégitik ki, ahol b paratlan, m pedig tetsz6leges természetes szam.
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7. feladat
(KoMaL, 1999. februar)

Van-e olyan kdbszam, amelynek tizes szamrendszerbeli alakja ababab 1 alaku?

Megoldas: Feltételezve, hogy a # 0, olyan x szamot keresuink, amelynek kobe hét-

jegyl, ezért x>1008és x <215, mivel 216° = 1 0077696 mar nyolcjegy.

Ha x’ = abababl, akkor x’—1= ababab0alakl, tehat 10-zel oszthatd, és mivel
szamjegyeinek dsszege 3(a+b), 3-mal is oszthato. Belatjuk, hogy ha x’ —1oszthato
30-cal, akkor x —1is.

x—1 oszthaté 10-zel, mivel ha x’ 1-re végz6dik, akkor, végignézve a paratlan egy-
jegyl szamok kobeit, x is biztosan 1-re végz6dott.

x’ pontosan akkor ad 1 maradékot 3-mal osztva, amikor x. Ez hasonldan lathaté be,
a maradék (a 0, az 1 és a 2) kobének ellendrzésével. Ez azt jelenti, hogy x-1
oszthato 3-mal.

Csak négy darab 30-cal oszthatd 99 és 214 kozé es6 szam van, igy x= 121, 151, 131
és 211 lehetne. Ezeket kdbre emelve lathatjuk, hogy a feladatnak csak 211° =
9393931 a megoldasa.

8. feladat
(KoMaL, 1981. november)

Egy paros szamot felirtunk kettes szamrendszerben. A szam végén all6 0-t
elhagyva, ugyanennek a szamnak a harmas szamrendszerbeli alakjat kapjuk.

Hatarozzuk meg a szamot!

Megoldas: A keresett szam kettes szamrendszerbeli alakjaban az utols6 el6tti
szamjegy helyi értéke 2. Ha elhagyjuk a szam végén allé 0-t, ennek a szamnak e
helyi értéke 1 lesz, tehat az atalakitas a helyi értéket 1-gyel csokkenti ezen a
pozicién.

Nézzik meg mi torténik a tdbbi szamjegy helyi értékével! A hatulrdl szamitott

harmadik szamjegy helyi értéke 4. Az atalakitds utdn ez egy harmas
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szamrendszerbeli szam utolso el6tti szamjegye lesz, vagyis helyi értéke 3, ami ismét
1-gyel kisebb az iménti helyi értéknél. Mivel mindkeét helyi érték csokken, a keresett
szamnak biztosan vannak tovabbi 0-t6l kildonb6z6 szamijegyei is, hiszen az atalakitas
a keresett szam értékét nem valtoztatja meg.

A kettes szamrendszerbeli szam hatulrol szamitott negyedik szamjegyének a helyi
értéke 8, ennek az Uj helyi érték 9 lesz, itt tehat egyel né a helyi érték. igy két
megfelel6 szamot is kapunk aszerint, hogy ezt az egységnyi ndvekedést az elébbi
egyseégnyi csdokkenések kozul melyikkel elégitjik ki. Ezek a kettes szamrendszerbeli
1010, és 1100 szamok, melyeknek tizes szamrendszerbeli alakja 10 és 12, és
harmas szamrendszerbeli alakjuk pedig 101 és 110.

Nincs is tdbb megoldas, hiszen a kettes szamrendszerbeli szdmok szamjegyei nem
lehetnek 1-nél nagyobbak, igy a helyi értékek eddig latott csbkkenésébdl egyuttvéve
legfeljebb 2 csokkenés adodhat, a tovabbi helyi értékek pedig ennél tobbel nének.
Valdban a kdvetkezd szamjegy eredeti helyi értéke 16, Uj helyi értéke pedig 27, a
ndvekedés 11. Tovabb menve a kulonbség tovabb nd, hiszen az eredeti helyi érték
csak 2-vel, az U] helyi érték viszont 3-mal szorzédik.

A keresett szam 10-es szamrendszerbeli alakja tehat 10 vagy 12.

9. feladat
(Kriischak Jozsef verseny, 1966)

Van-e nemnegativ egész szamokbdl allé olyan két végtelen A és B halmaz,
hogy barmely nemnegativ egész szam pontosan egyféleképpen irhatd fel egy A-hoz

tartozé és egy B-hez tartozd szam 6sszegeként?

Megoldas: Megmutatjuk, hogy vannak kivant tulajdonsagu A, B szamhalmazok, s
ehhez elég egyetlenegy példat megadnunk.

Tartozzanak az A halmazhoz mindazok a nemnegativ egész szamok, amelyeket a
tizes szamrendszerben felirva minden O-t6l kulonb6zd jegye (a szam végétdl
visszafelé szamitva) paratlan sorszamu helyen all, B-hez pedig azok, amelyeknek
minden O-t6l kuldnb6zd jegye paros sorszamu helyen helyezkedik el. A 0 eszerint

mind a két halmazhoz hozzatartozik, hiszen nincs 0-t6l killdnb6z6 szamjegye.
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Ha egy-egy A-hoz és B-hez tartoz6 szamot 6sszeadunk, akkor az 0sszeg szamjegyei
éppen a két szam megfeleld jegyei lesznek, hiszen ugyanazon a helyen mindig csak
az egyikben allhat 0-t6l kilonb6z6 szamjegy, s ez lesz az 6sszeg megfeleld jegye.
Barmely nemnegativ egész szam paratlan sorszamu jegyeibdl egy A-hoz, paros
sorszamu jegyeibdl egy B-hez tartoz6 szamot alkothatunk, s ezek 0sszege a fentiek
szerint éppen az a szam lesz. amelybdl kiindultunk. A két halmaz mas szamainak
0sszege nem lehet ugyanez az érték, mert valahol mas szamjegynek kell bennik
szerepelnie, s akkor ezt 6sszeguk is tartalmazza.

Ha pl. 1967-bdl indulunk ki, akkor ebbdl az A-hoz tartozé 907 és a B-hez tartozé
1060 adodik. Ezek 0sszege valdéban 1967.

Vildgos végll, hogy az A, B halmazok mindegyike végtelen halmaz, mert végtelen

sok paratlan sorszamu és végtelen sok paros sorszamu tizedes hely van .

Megjegyzés: Eljarasunk valtozatlanul alkalmazhaté, ha nem tizes, hanem
tetszbleges alapu szamrendszert hasznalunk. Legtetszet6sebb példanak talan a
kettes szamrendszer valasztasakor adodoé példa mondhato.

Megoldasunkban a (szam végétdl visszafelé szamlalt) paratlan sorszamu és paros
sorszamu tizedes helyek szolgaltattak a két szamhalmazt. Ehelyett a tizedes
helyeket akarhogyan is eloszthattuk volna két csoportba, mindenesetre azonban ugy,
hogy mindkét csoport végtelen sok tizedes helyet tartalmazzon. igy pl. sorolhatnank
az egyikbe azokat a tizedes helyeket, amelyeknek a szam végétél visszafelé
szamitott sorszama 3-mal oszthatd, s a masikba a tobbit. Vagy az egyikbe azokat,
amelyeknek a sorszama primszam, s a masikba a tobbit. llyen mddon ujabb
példakhoz juthatunk természetesen akkor is, ha nem a tizes szamrendszert
hasznaljuk.

Tovabbi példakhoz jutunk, ha valtozé alapu szamrendszerbdél indulunk ki. Ez a
kovetkez6t jelenti: tetszOlegesen megvalasztjuk az 1-nél nagyobb ki, ko,
alapszamokat; ezekkel minden nemnegativ egész szamot kifejezhetliink ¢4 + coky +
cskika + c4kikoks + ... alakban, ahol a c4, ¢y, ... szamjegyek mindegyikére teljesil a 0
<ci< kj megszoritas, és természetesen minden szam kifejezésében csak véges sok
szamjegy szerepel. Egy szam szamjegyeihez ugy juthatunk el, hogy azt ks-gyel

osztva ¢4 lesz a maradék, a hanyadost kp-vel osztva maradékként ¢, adédik, majd a
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hanyadosokat mindig tovabb osztva a tobbi szamjegyet is megkaptuk. llyen valtozé
alapu szamrendszerre valtozatlanul alkalmazhatjuk megoldasunk eredeti eljarasat, s
igy a feladat kérdésére adott valasz helyességét bizonyité ujabb példakat kapunk.
Kénnyen meggy6z&dhetink arrdl, hogy minden korabban emlitett példa ennek a

most ismertetett példanak specialis esete.

10. feladat
(Krischak Joézsef verseny, 1989.)

Adott pozitiv egész n-re jeldlie S(n) a tizes szamrendszerben felirt n szam
jegyeinek 0Osszegét. Melyek azok az M pozitiv egész szamok, amelyekre
S(Mk)=S(M), minden olyan k egészre, amelyre 1<k < M?

Megoldas: 1. M=1 megfelel, mivel k csak 1 lehet. Nagyobb M-re nézzik meg k=2

valasztast. Tudjuk, hogy egy szam 9-cel osztva ugyanannyi maradékot ad, mint
szamjegyeinek osszege. Igy 9|M — S(M) és 9]2M - S(2M),
amibdl kuldnbséget képezve

9(2M - S2M )- (M - S(M))=M-S(2M)+S(M)=M.

Ekkor 1-en kivul csak a 9-el oszthaté szamokra teljesulhet.
Tegyuk fel, hogy m egy n-jegyl szam, amelyre teljesul a feladat feltétele:

10" < M(10"

és els6 jegye a(>1), M =a-10"" + 4, ahol A legfeljebb (n-1)-jegyi (lehet 0 is; ha n=1,
akkor csak ez lehet). Mivel M oszthaté 9-el, igy nagyobb 10™'-nél, tehat k
valaszthat6

10™"+1-nek. Ekkor

M =(10"" +1)M =10" (M +a)+ 4

az els6 tag (n-1)db 0O-val végzddik, a masodik legfeljebb (n-1)-jegyd, tehat az
O0sszeadasnal minden jegyét 0-hoz kell adni. A szamjegydsszeg tehat a két tag
jegydsszegének az dsszege. Az els6 tag jegydsszegét a végén allé 0-ak nem

befolyasoljak, igy annak jegydsszege S(M+a).
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A jegyei azonosak M jegyeivel, a kivételével, igy S(A)=S(M)-a. A feladat feltétele
tehat akkor teljesul, ha S(M+a)=a. Ha M+a is n-jegyl, akkor elsé jegye vagy a, €s
ekkor van még 0-t6l kulonbdzd jegye, mivel nagyobb M-nél, vagy pedig a+1.
Jegyosszege mindkét esetben nagyobb a-nal. Ha M+a (n+1)-jegydl, tehat legalabb
10", akkor

10" >M >10" —a 210" -9,

ebben a szamkozbe pedig csak egy 9-el oszthatdé szam esik: 10"-1, vagyis az n db 9-
el irt szam (n tetsz6leges pozitiv egész).

Megmutatjuk, hogy az ilyen alaki szamok megfelelnek. Legyen M=10"-1 és
2< k <M ,ekkor

kM = (k —1)10" +10" & = (k —1)10" + (10" —1)— (k —1)

Itt az els6 tag n db O-val végzddik, a masodik az n db 9-el irt szam, a kivonando
pedig legfeliebb n-jegyii. igy a jegydsszeg ismét az elsé tag jegydsszegének és a
kulonbség jegydsszegének az dsszege. Az els6 tag jegyosszege S(k-1), a kuldonbség
képzésénél pedig k-1 minden jegyét 9-bdl kell levonni, tehat atvitelre nem kerul sor.
igy a kiildbnbség jegydsszege 9n-S(k-1). kM jegydsszege tehat 9n, ami megegyezik
S(M)-el. Ezt akartuk belatni.

2. Az el6z6 megoldasbdl atvesszik azt, hogy csak 9-el oszthaté szamok
johetnek szoéba, és, hogy az 1 és 10"-1 alaki szamok megfeleinek. Ezekre
tamaszkodva latjuk be, hogy ezek mar megadjak az 6sszes megfelel6 szamot.

Legyen M egy 1-nél nagyobb megfelelé szam. Legyen hozza n az a pozitiv egész,

n_ n+l
amelyre QOTI) < M<£¥). Az also korlatot valasztva k-nak
S(k ) = S((%J(IO” - 1)J

((10” —1). Mivel (10"-1)-re teljesll a feladat feltétele,

S(%(IO” ~1)=s(10" - 1)) =on.

n+l
It %<M
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Ha M n-jegyl, akkor ez csak ugy egyezhet meg S(M)-mel, ha M az n db 9-el irt
szam,

10"-1. Ha M (n+1)-jegy(l, akkor elsd jegye csak 1 lehet és a tovabbi jegyei kozt kell 0-
nak lennie, mert kisebb a csupa egyessel irt szamnal. Ekkor azonban jegyosszege

legfeljebb 1+9(n—1)<9n volna. A feltételnek tehat valdban csak a mondott szamok

felelnek meg.
6.2. Primszamok, 6sszetett szamok

Definicié: Primszamnak, vagy torzsszamnak nevezziik azt a természetes szamot,
amelynek pontosan két osztdja van a természetes szamok kézott. (Az 1 és 6nmaga.)
Azokat a természetes szamokat, amelyeknek ketténél t6bb osztojuk van, Osszetett

szamoknak nevezziik.

Egy aszam 1-en és 6nmagan kivili osztoit a szam valodi osztoinak, 1-et és a-t a

szam nem valodi osztéinak nevezzuk.
Megjegyzés: Az 1-et sem primszamnak, sem 0sszetett szamnak nem tekintjuk.

Definicié: Azokat a primszamokat, amelyek kiilbnbsége 2, ikerprimszamoknak, vagy

réviden ikerprimeknek nevezziik.

Tétel: (A szamelmélet alaptétele) Minden &sszetett szam felbonthaté térzsszamok

Szorzatara, és ez a felbontas a tényezbk sorrendjétdl eltekintve egyértelmd.
Tétel: Végtelen sok primszam van.

A primszamok kikeresésére alkalmas mddszer az eratoszthenészi szita: Folirjuk a
szamokat 2-t6l N -ig. A sorban az elsd — a 2 — prim. A kett6 tobbszoroseit kinuzzuk a
sorbdl. A kdvetkez6 legkisebb, amelyik megmaradt — a 3 — szintén prim. Kihuzzuk a
harom tébbszérdseit. A megmaradé legkisebb szam megint prim. igy folytatva tovabb

az eljarast, a sorban megmaradt szamok mindegyike prim. Az eljarast elég addig

folytatni, mig a megmaradé legkisebb szam nem nagyobb JN -nél.
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FELADATOK

1. feladat
(Magyar Kozépiskolas Matematikai Verseny, Paks, 1995, I. osztaly)
Bizonyitsuk be, hogy 1995* + 4" 3sszetett szam!

Megoldas: 1995% + 4" =(1995%)% + (2"7)* = (19957 +2"*)* -2 19957, Ez két

négyzetszam kulonbsége. Ezért két — nyilvan egynél nagyobb és egész — szorzata,
tehat 0sszetett szam.

2. feladat
(Magyar Kozépiskolas Matematikai Verseny, Paks, 1995, Il. osztaly)

Bizonyitsuk be, hogy ha p és ¢ 3-nal nagyobb primszamok, akkor
p>+7q% -23

nem primszam.

Megoldas: Minden 3-nal nagyobb primszam 6k+1 vagy 6k-1 alaku. Ezért
p=6k+l, g=6l*1 jeloléssel:

p’+7q° —23=12(36k> +k+21/° £7[)-15.

Ez nyilvan oszthaté 3-mal, és nagyobb 3-nal, igy nem primszam.

3. feladat
(OKTV, 1999-2000, Ill. kategoria, els6 fordulo)
Adjuk meg az 6sszes olyan (pozitiv) primszamot, amelynek alkalmas (pozitiv

egesz, kitevés) hatvanya felirhatd két pozitiv egész szam kdbének az 6sszegekent.

Megoldas: A 2 és a 3 megfelel, példaul 2 = 13 + 13, illetve 3% = 23 + 1. Megforditva,
tegylk fel, hogy x’+ )’ = p“. Az egyenletet (x,y)’-nal leosztva egy hasonlo tipusu

egyenlet keletkezik, ahol (az Uj) x és y mar relativ primek (és az Uj « esetleg
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kisebb, mint az eredeti volt). Szorzatta bontas utan(x + y)(x> —xy + y*) = p® adddik,
ahonnan a szamelmélet alaptétele (és a pozitivitasi feltételek) szerint azt kapjuk,

hogy

x+y=pf  x-xy+yi=pf =0, y=0  ftv=c

Az (x+y)> — (x> —xy+ ) = 3xy azonossag alapjan ekkor p*’ — p” =3xy.

Ha y=0, akkor I=x>-xy+y’=(x—-y) +xy>xp>1xl=1 alapjan x=y=1 és
p=2.

Ha y >0, akkor p|3xy. Ha itt p|x, akkor p|x+ y(= p”)miatt p|y is teljesil, ami
ellentmond annak, hogy x és y relativ primek. Ugyanigy p|y is ellentmondasra
vezet. Ezért csak p|3, azaz p =3 lehetséges.

Megjegyzés: A feladat néhany kozeli rokona tobb érdekes szamelméleti kérdést vet
fel.

1. A 3-nal nagyobb primek hatvanyai nem allnak elé semmilyen két pozitiv m-
edik hatvany 6sszegeként sem, ahol m >1 paratlan szam. Ennek igazolasa hasonld,
de joval bonyolultabb meggondolasokat igényel.

2. Paros kitevd esetén alapvetéen megvaltozik a helyzet, példaul két
négyzetszam O0sszegeként minden 4k +1 alaku prim felirhaté.

3. Osszeg helyett két pozitiv kdbszam kiildnbségét nézve ismét valtozik a
helyzet. Ekkor egyrészt a 2, illetve a 3 hatvanyai nem irhatok fel ilyen alakban,
masrészt a fenti megoldashoz hasonléan adodik, hogy legfeljebb akkor kaphatunk
primhatvanyt, ha egymast kdvetd egész szamok kobeinek a kuldnbségét vesszik.
Ekkor a kilonbség (y+1)° -y’ =3y*> +3y+1, és megoldatlan probléma, hogy létezik-

e végtelen sok olyan egész y, amelyre ez a kifejezés (primszam vagy) primhatvany.

4. feladat
(KoMaL, 1994. aprilis)
Milyen p (nem feltétlendl pozitiv primek esetén lesz a 2p+1, 4p+1, 6p+1

kifejezések értéke is prim?
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Megoldas: Konnyen ellenérizhetjuk, hogy p=+2 nem megoldasa a feladatnak, hiszen
ekkor 4p+1=9 nem primszam.

A p=-2-re viszont 2p+1=-3, 4p+1=-7, 6p+1=-11, ez tehat megfelel6. Kérdés, van -e
mas megoldasa a feladatnak.

Vegylk észre, hogy barmely p egészre p, 2p+1, 4p+1kdozul pontosan egy oszthatd
harommal, a 6p+1 viszont soha nem oszthaté 3-mal.

1. Ha p oszthaté 3-mal, akkor mivel primszam, ez csak ugy lehet, hogy p=+3.

Ha p=3, akkor 2p+1=7, 4p+1=13, 6p+1=19.

Ha p=-3, akkor 2p+1=-5, 4p+1=-11, 6p+1=-17

Ekkor a kapott értékek mindegyike primszam, tehat a p=+2 megoldasa a

feladatnak.

2. Ha 3 osztéja (2p+1)-nek, akkor a 2p+1 primszam lehetséges értékei
2p+1=3, ahonnan p=1, ami nem primszam, vagy 2p+1=-3, ahonnan p=-2, s
errél mar lattuk, hogy megoldas.

3. Hasonldéan, ha 4p+1=3, akkor p=0,5 nem egész szam, vagy 4p+1=-3 és p=-
1, ami nem prim.

Osszefoglalva: p lehetséges értékei -2 és +3, és tébb megoldas nincs.

5. feladat
(KoMaL, 1994. aprilis)
Bizonyitsuk be, hogy ha a és b kulonb6z6 egész szamok, akkor végtelen sok

olyan n természetes szam létezik, amelyre a+n és b+n relativ primek.

Megoldas: A két szam kozul legyen b a nagyobbik; az n pedig olyan |a|-nal és |b|-nél
is nagyobb természetes szam, melyre b+n primszam. Ekkor 1 <a+n <b+n teljesul.
Nyilvanvald, hogy b+n csak 1-gyel és 6nmagaval oszthatd, a+n viszont nem oszthato
b+n-nel, hiszen kisebb nala. igy a+n és b+n relativ primek. llyen n szam viszont

végtelen sok van, mivel a primszamok szama végtelen.
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6. feladat
(KoMaL, 1990. marcius)
Hatarozzuk meg azokat a p és g primszamokat, amelyekre p+q és p>*+q° —¢q

egyarant primszamok.

Megoldas: Ha p és g primek 6sszege is prim, akkor egyikik 2, masként az 6sszeg 2-
nél nagyobb paros szam lenne, és igy nem lehetne primszam. Mivel a feltétel szerinti
masik prim p’ +q*> —qés itt (¢° —q) = g(¢ —1) paros pozitiv szam, ezért p> nem lehet
paros, igy csak q=2 lehetséges. Ebben az esetben p+g=p+2, p’+q¢°—q=p*+2,

igy olyan primet keresiink,melyre p+2 és p* +2 is primszamok.

P +2=(p°-D+3=(p-D(p+D+3

igy ha p nem oszthatdé 3-mal, akkor (p-1), (p+1) szamok egyike 3-mal oszthato , és
igy az egyenlet jobb oldalan 3-nak egy 3-nal nagyobb tobbszordse all, ami nem lehet
primszam.

Az egyetlen megmaradt lehet6ség a p=3. Ebben az esetben p+2=5, p’+2=11, igy egy
megoldasat kaptuk a feladatnak, €s mas megoldas, mint lattuk, nincsen.

A feladatban szerepl6 p és g primek tehata 3 és a 2.

7. feladat
(Arany Daniel verseny, 1999/2000. I. fordulé haladdk - I. kategoria)

Melyek azok a p, q pozitiv primszamok, amelyekre 7p + q, és pq + 11 is prim?

Megoldas: p és q pozitiv, igy pq+11 csak paratlan prim lehet, tehat p vagy q paros,
azaz 2. Ha p=2, akkor g-t ugy kell valasztani, hogy q, 14+q, €s 2g+11 mind primek
legyenek. Vizsgaljuk ezeket a szamokat a harommal valé oszthatésag alapjan!
Ha q harmas maradéka 1, akkor 14+q, oszthaté harommal, ha pedig q harmas
maradéka 2, altkor 2q+11 oszthaté harommal. Mivel 14+q, és 2q+11 3-nal biztosan
nagyobbak, igy ezekben az esetekben nem kapunk megoldast. Maradt az az eset,

amikor q oszthaté harommal, azaz q=3. Ez egy megoldast is jelent, hiszen a kapott
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"négy" szam (2, 3, 17, és 17) mind prim. Ha viszont q=2, akkor p-t kell megvalasztani
ugy, hogy p, 7p+2, és 2p+11 mind primek legyenek. Ha p harmas maradéka 1, akkor
7p+2, ha a harmas maradék 2, akkor 2p+11 oszthatdé harommal. Mivel 7p+2, és
2p+11 3-nal biztosan nagyobbak, igy ezekben az esetekben sem kapunk megoldast.
Mar csak azt az esetet kell megnéznunk, amikor p oszthatdé harommal, azaz p=3.
Ebben az esetben is j6 megoldast kapunk, hiszen 3, 2; 23, és 17 primek. Tehat

O0sszesen két megoldas van.
6.3. Osztok, oszthatosag

Definicié: Legyenek a és b egész szamok (azaz a, b €Z). Az a szamot a b
szammal oszthaténak nevezzik, ha van olyan g szam, mellyel a = bq, ahol q is
egesz szam.

Jeldlés: b | a.

Ugyanezt ugy is szoktak mondani, hogy b osztdja a-nak, vagy a tobbszorose b-nek.
Ha b nem osztdja a-nak, akkor ezt a kovetkez6képpen jeldljuk: b t a.

Az oszthatdsag tulajdonsagai:
Az oszthatdésag szamos tulajdonsaga kdzvetlenul kdvetkezik az értelmezésbdl.
1. 1|aés-1]a;
2. ala al-aés-ala(=-(-a);
3. haal|b, akkora| bc, (c € R tetszbleges);
4. haa|b, akkor ac | bc, (c € R tetszbleges).
Egy a szam osztdi kdzul az 1-et, -1-et, a-t és -a-t a szam ftrivialis osztéinak nevezzuk.

Definicié: Ha egy szam minden szamnak osztoja, akkor egységnek nevezzik.

A racionalis egész szamok kozott két egység van, 1 és -1. Kituntetett szerepe van

oszthatésag szempontjabdl a 0-nak is.
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5. a 0-nak minden szam osztdja, vagyis tetszéleges a esetén a | 0, ugyanis

0=0-a: 3 0 az egyetlen olyan szam, amely végtelen sok osztéval
rendelkezik;
6. tetszlleges a =0 szamnak véges sok osztdja van;
7. 0 csak a 0-nak osztdja.
Az oszthatdsag reflexiv és tranzitiv relacio.
8. reflexivitas: a| a;
9. tranzitivitas: haa|b és b | c, akkora | c;
A szimmetria viszont altalaban nem all fenn. Ennél pontosabb is mondhaté:
10. ha a| b és b | a, akkor |a|=|b|;
11. a | b akkor és csak akkor teljestil, ha |a|=|b|;
12. ha a kbz6s osztdja b-nek és c-nek, tehat a | b és a | ¢, akkor a | bx+ cy;
minden x, y€ Z ez az oszthatosag linearis kombinacios tulajdonsaga;

13. haa| b és c| d, akkor ac | bd; ez az oszthatosag multiplikativ tulajdonsaga.

Tétel:
a a-bla"-b", ha n tetszéleges természetes szam.
b) a+b|a* -b*" han tetszéleges természetes szam.

2n+1

c) a+b|a”" +b*" ha n tetszbleges természetes szam.

Legnagyobb k6zdés oszté

Definicié: A ¢ szamot az a és b szamok kdz0s osztéjanak nevezziik, hac|aésc| b

is teljesdl, vagyis a =ca,, b=ca,.

Az egység barmely két szamnak kdzos osztdja: +1 | a és +1 | b tetszbleges a és b

szamok mellett teljesuil.
Definicié: Legyenek a és b egész szamok. Az a és b szamok legnagyobb kdzos

osztdjanak nevezziik az olyan d szamot, amelyre d | a, d | b, tehat d k6zbs oszto, és

az a és b szamok minden kb6zbs osztoja, d-nek is osztdja.
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Két szam legnagyobb k6zds osztéjat (roviden: a és b l.n.k.o.-ja) a kdvetkezOképpen
jeloljuk: d = (a, b).

A legnagyobb kézbs oszté néhany tulajdonsaga:

a) ((a b)c)=(a, (b, c));
b) (a, b)=(b, a);
¢) (a, b)c=(ac, bc), aholceN.

Megjegyzés: Tébb szam legnagyobb koz6s osztdja
Az a,,a,,.,a,€Z (n>2) szamok legnagyobb koz6s osztéjat (a,,a,,...,a,)-nel
jeloljuk és igy értelmezzuk:
(a,a,,..,a,)= ((a,,a,).a;,.,a,)= ((a,,a,),a; ),a4,...,a,)= ... =
=((((a), a,),ay ),a4,...,a, ), a,)
A legnagyobb k6z0s oszto fenti a) tulajdonsaga alapjan tobb szam legnagyobb k6zd6s

osztoja fliggetlen a zardjelezéstdl, és mindig visszavezethetd két szam legnagyobb

k6zos osztéjanak megkeresésére.

Definicié: Ha két pozitiv egész szam legnagyobb k6zbs osztéja 1, akkor azokat

relativ prim szamoknak nevezziik.

Definicié: Az a,,a,,.,a, €¢Z szamokat relativ prim szamoknak nevezziik, ha
(a,,a,,..,a,)=1,aholn>2.

Definicié: Az a,,a,,...,a, €Z (n>2) szamokat paronként relativ prim szamoknak
nevezziik, ha (a,,a;)=1, ahol i # j.

Tétel Ha (a,b) létezik, akkor

a b 1
(a,b) (a,b))
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Tétel: Ha a | ¢ és b | ¢, valamint (a,b) = 1, akkor ab | ¢, azaz ha egy szamnak két
olyan osztoja van, amelyek relativ primek, akkor a szamnak osztdja a két oszto

szorzata is.

Tétel: Az a, b és ¢ szamokra vonatkoz6 (a,bc) = 1 relacié akkor és csak akkor

teljestil, ha (a,b) = 1 és (a,c) = 1 teljesiil.

Tétel: Ha két relativ prim szorzata teljes négyzet, azaz ab = ¢ (a,b) = 1, akkor

mindkét szam teljes négyzet, vagyis a = a;>, b = b
Legkisebb k6z6s tobbszorés

Definicié: Az a és b szamok legkisebb kdz6s tobbszordsének nevezziik az olyan k
szamot, amelyre

a) alk, b|k, vagyis k kbz6s tébbszbrés és

b) haa|tésb|t akkor k | t, vagyis az a és b szamok legkisebb k6z6s

tobbszbrése osztja e ket szam barmely k6z6s tobbszbrdseét.

Két szam legkisebb kdzos tdbbszordsét (roviden: a és b 1.k.k.t.-e) a kdvetkezOképpen
jeléljuk: k= [a,b].
A legkisebb k6zds tobbszords néhany tulajdonsaga:

a) [la, bl.c]=[a, [b, c]],

b) [a, b] = [b, a];

¢) [a, bjc = [ac, be].

Tétel: Tetszbleges két szamnak van egyértelmiien meghatarozott legkisebb kbzos

tébbszbrése.

Megjegyzés: Tobb szam legkisebb k6zos tobbszorose
Az a,a,,.,a,€Z (n>2) szamok legkisebb kdz6s tobbszorosét [qa,,a,,..., a,]-nel

jeldljuk és igy értelmezzuk:

la,,a,,...,a,1=[[a,, a,],a;,...., a,1=..=[[[a,, a,],a5,....,a, ] a,].
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A legkisebb k6z0s tObbszords fenti a) tulajdonsaga alapjan tobb szam legkisebb
kOz0s tObbszorose fuggetlen a zardjelezéstél, és mindig visszavezethetd két szam
legkisebb k6zds tobbszorosének megkeresésére.

Ha egy a (a € Z) szamot primtényezdkre bontunk, akkor az egyenld primtényezéket
hatvanyokba gyUjthetjik:a =+p,“ p,”..p,“, ahol p,p,,..p,az a szam kilénb6zd
pozitiv primtényezéi; «, a,....,a, pozitiv egész kitevOk €s p, az a-ban «,-szer fordul

el6. Az a szamnak ezt a felirasat a kanonikus alakjanak nevezzuk.

Tétel: Az a=+p“p,”..p,"* kanonikus alakkal rendelkezd szamnak a d egész

szam akkor és csak akkor osztdja, ha d =+p,” p,” ..p,”* ,ahol 0< B <, i=12,. . k.

Tétel: Az a=+p,“ p,”...p," kanonikus alakt szam pozitiv osztéinak szama
d(a) = (a, +1)(a, +1)..(a, +1).

Tétel: Az a=+p,“ p,”...p,”" kanonikus alaku szam pozitiv osztéinak 0sszegét o(a) -
val jelbljlik és

a;+1
a a 273 - i’ _1
0(@) = (14 py ot PN Py bt Pl py ot ™) = [ [P

i=1 i

Definicié: Az olyan szamokat, amelyek pozitiv osztdinak 6sszege éppen a szam

kétszerese, tokéletes szamoknak nevezziik.

Tétel: Legyen

a

a=xp, 'p, ..p. " (a, 20 egész),

_ B Ve B
b=xp" p,..p, (B, 20 egész).

Ekkor

min(e,,5;) min(a,,/5,) min(e;, [ )
(a,b)y=%p, ", T pe Y,
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Ahol min(e,,S,) az «, és , szamok kozul a kisebbiket jelenti, ha «, # £,, ha pedig
a, = f3,, akkor a kdzos értékiket jelenti.

(Azaz: A koOzos tényez6k kozul kivalasztjuk azokat, amelyeknek a kitevdjuk a
legkisebb, és ezeket O0sszeszorozzuk. Ez a szorzat lesz a kifejezések legnagyobb

kbzb6s osztdja.)

Tétel: Legyen

a

a=xp 'p, ..p. " (a, 20 egész),

_ B B B
b=xp" p,”..p, (B, =0 egész)

Ekkor

max(e,;,f,) max(a,,[,) max(ay,[;)
[a,b]=%p, P, LDy o

ahol max(e,,f,) az o, és f,szamok kozul a nagyobbikat jelenti, ha «, # §,, és kdzos
értékuket jelenti, ha o, = g, .

(Azaz: A legkisebb kdzds tdbbszdérosben minden tényezdnek szerepelnie kell. A
legkisebb kbézds tébbsz6rés olyan szorzat, amelyben minden tényezé a legma-

gasabb hatvanykitevén szerepel.)

Tétel: Két szam, a és b legnagyobb kdzos osztdja és legkisebb kdzos tdbbszordse

kozott fennall az
ab = (a,b)[a,b]

osszefligges.
Maradékos osztas

Tétel: (A maradékos osztas tétele) Tetszbleges a és b (b #0) egész szamokhoz

léteznek olyan egyértelmiien meghatarozott q és r egész szamok, amelyekre

a =bg +r, ahol 0Sr<|b|
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Az el6bbi egyenléséget az a és b (b #0) egész szamokon végrehajtott maradékos
osztasnak, masképpen euklideszi osztasnak nevezzuk, g-t hanyadosnak, r-et
maradéknak, pontosabban legkisebb nemnegativ maradéknak nevezzik. (Az a az
osztando, b pedig az osztd.)

Az euklideszi algoritmus

Legyenek a és b (b+#0) egészek. A maradékos osztas tételének alkalmazasaval

kapunk olyan g¢,,r, egészeket, amelyekkel
a =bqg+r, ahol 0Sr<|b|

teliesul. Ha r, # 0, akkor az euklideszi osztas a b,r, elemparral, azaz az osztoval és a

maradékkal megismételhet. Ekkor van olyan ¢, és r, elem, hogy
b=rgq,+r,,ahol 0<r, <r

Ha r, #0, akkor ismételjlk meg az euklideszi osztast az rés r, elemparral.

Folytassuk ezt mindaddig, amig maradékul zérust nem kapunk. Tegyuk fel, hogy az
n+1-edik lépésben kapunk elészér 0 maradékot. igy az euklideszi osztasoknak a

kovetkezd sorozatat kapjuk:

a=bq, +r,ahol 0£r<|b|
b=rq,+r,,ahol 0<r, <r

1, =ryqs+r,ahol 0<r <vr,

r.,=r,4,+r,,ahol 0=<r <r_,

n—

r

n—1

= rnQnH + 0

Az euklideszi (maradékos) osztasoknak ezt az egymasutanjat az a és b (b#0)
elemeken végrehajtott euklideszi algoritmusnak nevezzuk. Azt, hogy az a és
b (b= 0) szamokon végrehajtott euklideszi algoritmus véges szamu lépésben véget
ér, azaz véges szamu lépés utan zérust kapunk, az biztositja, hogy a fellépd
maradékok természetes szamokbdl allé (szigoruan) csdkkend sorozatot alkotnak,

azaz
b>rn>r,>.>r_ >r 20.

Az ilyen sorozat pedig csak véges hosszusagu lehet.
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Tétel: Az a és b (b # 0) szamokon végrehajtott euklideszi algoritmusban az utolsé 0-
tol kulonb6z6 r, maradékra r, = (a,b) teljesul. Tovabba, (a,b) elballithatd az a és b

egy linearis kombinacidjaként, azaz van olyanx,y e R, hogy ax + by = (a,b) teljesul.

Oszthatésagi szabalyok

* Egy szam pontosan akkor oszthaté 2-vel (5-tel, 10-zel), ha az utolsé szamjegye
oszthat6 2-vel (5-tel, 10-zel).

* Egy szam pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha szamjegyeinek 6sszege oszthato

3-mal.

* Egy szam pontosan akkor oszthatdé 4-gyel (25-tel, 100-zal), ha az utolsé két

szamjegyébdl alkotott szam oszthaté 4-gyel (25-tel, 100-zal).

 Egy szam pontosan akkor oszthaté 6-tal, ha oszthaté 2-vel és 3-mal, azaz

paros €s, és szamjegyeinek 0sszege oszthaté 3-mal.

* Egy szam akkor és csakis akkor oszthato 7-tel, ha a szam szamjegyeit rendre
az 1, 3, 2, -1, -3, -2, 1, 3, 2, -1, -3 -2...sorozat elemeivel megszorozva,és a

szorzatok dsszegét véve az dsszeg oszthatd 7-tel.

* Egy szam pontosan akkor oszthato 8-cal (125-tel, 1000-rel), ha az utolsé harom

szamjegybdl alkotott szam oszthat6 8-cal (125-tel, 1000-rel).

* Egy szam pontosan akkor oszthatd 9-cel, ha szamjegyeinek 6sszege oszthato

9-cel.

* Egy szam akkor és csakis akkor oszthatd 11-gyel, ha valtakozo el6jellel vett

szamjegyeinek 0sszege oszthato 11-gyel.

* Egy szdm pontosan akkor oszthaté 16-tal (625-tel, 10000-rel), ha az utols6
négy szamjegyébdl alkotott szam oszthatd 16-tal (625-tel, 10000-rel).
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FELADATOK

1. feladat
(OKTV, 1995-1996, Il. kategéria, masodik forduld)
Melyik az a legkisebb pozitiv egész, amelynek hatszor annyi hattal oszthatd

osztdja van, mint hattal nem oszthaté?

Megoldas: Tegyiik fel, hogy a keresett szam N=2° -3" -t, ahol a és B pozitiv egészek,
t pedig sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthaté pozitiv egész, és legyen t osztéinak
szama d(t).
A 6-tal oszthatd osztdk 2°% -33,- -t alakuak, ahol a; = 1,2,...,a; Bj = 1,2,...,8; t& pedig t
osztdja (k=1,2,...,d(t)).
A 6-tal nem oszthatd osztok harom csoportba oszthatok:
1.) 2-vel oszthatok, de 3-mal nem oszthatdk; ezek szama a -d( t);
2.) 3-mal oszthatdk, de 2-vel nem oszthatdk; ezek szama B-d( t);
3.) sem 2-vel, sem 3-mal nem oszthatdk; ezek szama d( t ).
A feladat feltétele szerint
a-f-dt)y=6-(a-d@t)+ [-d(t)+d(t))
Osszuk el mindkét oldalat d( t )-vel. Rendezzik at az egyenletet szorzatalakba:
a-f=6a+66+6,

(a—6)(f—6)=42.

42 szorzattd 1-42=2-21=3-14=6-7 alakban bonthaté fel. Mivel a legkisebb N-et

keressuk, 3 kitevoje kisebb 2 kitevbjenél, tehat a > 3, ezért a és 3 lehetséges értékei:

a6 |42 2114 7
B6 | 1|2 3|6
a 48 [ 27 [ 20 | 13
7189 |12

Minthogy 2* .37 > 2% .3% > 2%.3% > 2" .3 3 legkisebb N esetén a=13, =12, t=1;

a minimalis N ezért
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N=2".32=2.6" =4.353.564-672.

2. feladat
(KoMaL, 1990. februar)

A tizes szamrendszerben felirt (n+1) jegyll 4=a,a, ,...a,a, szam forditottjan az
A" =a,a,..a, szamot értjik. (A 759 forditottja tehat 957, a 980 forditottja pedig 89.)

Keressuk meg azokat a négyjegyl szamokat, amelyek ,megfordulnak”, ha 9-cel

szorozzuk Sket, tehat amelyekre 9A=A".

Megoldas: Nyilvan 1000 < 4<1111, hiszen 4" legfeljebb négyjegyi,és ha 4>1111
akkor 94 mar 6tjegyl. Ezért
9000 <94 <9999,

igy A" pontosan négyjegyd, elsé jegye 9 tehat 4 utolso jegye is 9. A4” oszthato 9-
cel, igy 4 is, ezért jegyeinek dsszege tehat oszthatd 9-cel. Ez azt jelenti, hogy 4
els6 harom szamjegyének 6sszege is oszthatd 9-cel. Mivel 4 elsd jegye 1, masodik
jegye pedig 0 vagy 1 igy harmadik jegye 8, vagy 7. Az utdbbi esetben azonban
A=1179 lenne, ami tul nagy. Az egyetlen lehetéség tehat 4=1089, amire valéban
teljesul a feltétel, hiszen 9-1089 = 9801.

3. feladat
(KoMaL, 2000. januar)

Az els6 n pozitiv egész szamot egy kor keruletén ugy szeretnénk elhelyezni,
hogy barmely két szomszédos szam 0sszege oszthatd legyen az éramutatd jarasa

szerint kdzvetlenll utanuk allé szammal. Milyen n-re lehetséges ez?

Megoldas: El6szdr bebizonyitjuk, hogy nem allhat egymas utan két paros szam.
Legyen a, b és ¢ harom egymas utani szam, és tegyuk fel, hogy b és ¢ paros. A
feltétel szerint ¢ osztdja (a+b)-nek, ezért a+b és ezaltal a is paros. Azt kaptuk, hogy
ha valahol egymas utan két paros szam all, akkor a kozvetlendl eléttik allé szam is
paros. Visszafelé |épkedve pedig lathatjuk, hogy az 0Osszes szam paros, ami

ellentmondas.
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Masodszor azt bizonyitjuk be, hogy egy paros szam el6tt két paratlan szamnak kell
allni. Legyen ismét a, b és ¢ harom egymas utani szam, és tegyuk fel, hogy c paros.
Mint lattuk, b csak paratlan lehet. Viszont ezuttal is a paros ¢ szam osztdja (a+b)-nek,
ezért a+b paros és a paratlan. Ha tehat ¢ paros, akkor a és b paratlan.

Utébbi eredményunkbél kovetkezik, hogy a kor kerlletén legalabb kétszer annyi
paratlan szam all, mint paros. Viszont a paratlan szamok szama legfeljebb csak 1-
gyel nagyobb a paros szamok szamanal, ezért legfeljebb csak egy paros szam lehet;

n értéke legfeljebb 3.

Ha n=1 vagy 3, akkor a kivant feliras lehetséges, s6t Iényegében egyértelm(; lasd a
bal- és a jobboldali abrat. (Az n=1 esetben mondhatjuk azt, hogy korben haladva az
1, 1, 1 szamok egymas utan kdvetkeznek, és az 1+1=2-nek osztdja az 1.) Ha n=2,
akkor is csak egyféleképpen irhatdk fel a kor korul az 1, 2 szamok, de most az
1+2=3-nak nem osztdja a 2.

Tehat n=1 és n=3 esetén irhatdk fel a szamok a kor kerlletén a feltételeknek

megfeleléen.

4. feladat
(KoMaL, 1998. marcius)
Van -e olyan pozitiv egész szam, melyre 1-2-3-...-(n—1)-n azaz n! pontosan

100 nullara végz6dik?

Megoldas: A feltétel azt jelenti, hogy n! 10-nek pontosan 100-adik hatvanyaval
legyen oszthaté. Mivel 10-nek a primtényezds felbontasa 2-5, ezért ez pontosan
akkor teljesul, ha n! primtényezds felbontasaban a 2 és az 5 egyike pontosan 100-
adik , a masikuk pedig legalabb 100-adik hatvanyon szerepel. Varhaté, hogy 5
szerepel kisebb hatvanyon, ezért el6szor azt nézzik meg, hogy mikor lesz 5-nek a
kitevéje 100.
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Mivel minden 6todik természetes szam oszthatd 5-tel, ezért az n-ig fellépd szamok
szorzata csak Ugy lehet pontosan 5'° -nal oszthatd, ha #-ig legfeljebb 100 darab 5-
tel oszthaté szam van, azaz ha » <500 .

irjuk fel most n-et ,6tds szamrendszerben”, azaz n =a+5b+25¢+125d + 625e +...,
ahol a szerepl egyutthatok nemnegativ 5-nél kisebb egész szamok (ilyen feliras a
maradékos osztas alapjan minden pozitiv n -re létezik) . Mivel n <500, ezért ebben a
felirdsban csak az els6 négy tag lehet 0-t6l kilonb6z8: n = a +5b+25¢+125d .
Nézzik meg n-ig hany szam oszthato 5-tel, 25-tel, 125-tel. 5-tel minden 6todik, 25-
tel minden huszono6tddik, 125-tel minden szazhuszonotodik. Ezek szama tehat
rendre b+ 5c¢+25d,c+5d.,d .

A szorzatban tehat b+5c+25d -szer 1ép fel tényezbként 5, ¢+ 5d -szer egy ujabb 5-

s faktor, és d-szer még egy 6tds faktor. igy a fellépé 5-6s faktorok szamara:

(b+5¢+25d)+(c+5d)+d =b+6¢c+31d =100

teljesul.

d >3 lehetetlen, mert 31--4>100. Mivel b,c>5, ezért d <3 sem lehet, mert
4+24+62=90<100. A d=3 esetben azt kapjuk, hogy b+ 6¢=100-93 =7, aminek
nyilvanvaléan egyetlen megoldasa b=c=1. Ebb6l n=a+5+25+325=405+a.
Eszerint a sz6bajové szamok n = 405,406,407,408,409 .

Mivel 405-ig tobb, mint 200 paros szam van, ezért ezek mindegyikére az n! oszthato
2'"-nal is. Ezek tehat valoban megfelelnek a feladat kévetelményeinek. Ha viszont

n > 409, akkor egy ujabb 5-6s faktor |ép fel, mas megoldas tehat nincs.

5. feladat
(OKTV, 1996-1997, Il. kategéria, masodik forduld)

Legyen s pozitiv egész szam. Bizonyitsuk be, hogy s-nek van olyan egész
szamu tobbszorose, amelynek tizes szamrendszerbeli alakjaban a jegyek 6sszege s-

sel egyenld.
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Megoldas: Allitasunkat legegyszeriibben gy bizonyithatjuk be, hogy eléallitjuk s-nek
olyan tobbszorosét, amelynek jegyei: s darab 1-es, a tobbi jegyen pedig 0, vagy
pedig csupan s darab 1-esbdl all. Ehhez felhasznaljuk, hogy egy pozitiv egész s-sel
valo osztasi maradékai csak s-félék lehetnek: 0, 1, 2,..., s-1. Ezért az

(1) 1,10,10%,10°,...,10" ...

szamok kodzott végtelen sok olyan van, amelyeknek s-sel vald osztasi maradékai
egyenlék; legyen ez a maradék m. Az ilyen szamok sq-+m alakuak, ahol ¢ nemnegativ
egész. Valasszunk ki kozullk s darabot, és adjuk ezeket 6ssze:

(2) (sq,+m)+(sq, +m)+..+(sq, + m)=s(q, +q, +...q, + m)

tehat 6sszeguk s tobbszorose. Viszont az (1) alatti szamok mindegyikében pontosan
egy egyes szam van, meéghozza mindben kulonb6zd helyi értékd helyen, ezért az s
darab szam Osszegében pontosan s darab egyes lesz, a tobbi jegy (ha van ilyen)

mind nulla; a (2) alatti szam ezért kielégiti a feladat kdvetelményét.

6. feladat
(OKTV, 1996-1997, Il. kategéria, masodik forduld)

2000 kulonbozé pozitiv egész szam fele paros, fele pedig paratlan; 6sszeguk
kisebb 3 000 000-nal. Bizonyitsuk be, hogy van kozottuk 3-mal oszthaté.

Megoldas: Allitsuk elé a feltételeket kielégitd legkisebb 2000 olyan szam &sszegét,
amelyek kozott nincs 3-mal oszthatd, azaz az 1-t6l 3000-ig terjedd, 3-mal nem

oszthato szamok 6sszegét:
S=01+2+...43000)-(3+6+...4+3000) = (1+2+...+3000) — 3(1 + 2 +...+1000)

= %(3000-3001)—%(1000-1001) =3 000 000

Ez az 6sszeg nem kisebb 3 millional, és ezért egyetlen olyan 2000 pozitiv egészbdl
allé 6sszeg sem, amely nem tartalmaz 3-mal oszthaté tagot. Ezért 3 milliénal kisebb
O0sszeget csak ugy kaphatunk, hogy a fenti dsszegben valamelyik tagot kicseréljuk
egy nala kisebb, vele azonos parossagu, 3-mal oszthaté szammal.

A feltételeket kielégitd 2000 szam kozott tehat sziksegképpen kell lennie 3-mal

oszthaté szamnak.
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7. feladat
(OKTV, 1997, 3. forduld)

Legyen n pozitiv egész. Milyen n-ekre teljesul, hogy
n=d’+d,’+d’+d,’

ahol d,,d,,d,,d, az n szam négy legkisebb pozitiv egész osztdja?

Megoldas: n nem lehet paratlan, mert akkor minden osztéja paratlan lenne; négy
paratlan szam 6sszege viszont paros.

n nem lehet 4-gyel oszthatd. Ugyanis, mivel n paros, szukségképpen d{ = 1, dz = 2;
ha 4-gyel oszthatd lenne, 4 is a legkisebb négy osztd kozé tartoznék, hiszen 4-nél

kisebb osztdja n-nek legfeljebb 1, 2 és 3 lehet; legyen pl. d; = 4. Ekkor
n=1"+2"+4*+d,’> =21+d,.

Minthogy n paros, ds-nek paratlannak kell lennie és igy ds?=4k+1. De ezzel n= 4
(k+5)+2, ami nem oszthato 4-gyel, és igy ellentmondasra jutottunk.

n paros volta miatt d; és d4 kdzUl az egyiknek parosnak, a masiknak paratlannak kell
lennie, legyen pl. d;3 = p paratlan, d4 = 2p’. Itt p-nek a d4, d2, ds egyikével egyeznie
kell, kilénben p' < d4 miatt nem lehetne 2p’ a negyedik legkisebb oszt6. Ezért p=p’,

hiszen az el6bbiek miatt p' # 2 és p' # 1.
n=1"+2>+p>+(2p)* =5+5p°.

Mivel p osztdja n-nek, 5-nek is osztdja, tehat p # 1 miatt csak p=5 lehetséges.
Ennélfogva az egyedul lehetséges el6allitas:

n=1*+2*+5*+10%* =130,

és ez valoban ki is elégiti a feladat feltételeit, mivel 130=2-5-13 miatt 130 legkisebb

négy osztdja

1,2,5,10.
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8. feladat
(OKTV, 1995-1996, Ill. kategéria, masodik forduld)
Mutassuk meg, hogy az n!+1,..., nl+n szamok mindegyikének van olyan

primosztdja, amely a tobbi n-1 szam egyikének sem osztoja.

Megoldas: Legyen 1<k<n. Ekkor n!+k>k miatt valaszthatunk olyan p primszamot,
hogy n!+k a p-nek magasabb hatvanyaval oszthatd, mint k. Legyen példaul p? Kk,

a+1

p® 't k, és p™*| nl+k (ahol a=0 egész). Allitjuk, hogy p nem osztdja az nl+t (t=1, 2, ...,
n, t#k) szamoknak.

Ha p>n, akkor ez nyilvanvald, hiszen ekkor n darab egymas utani szam koézul p
legfeljebb egynek lehet osztdja. Tegylk fel tehat, hogy psn. Ha még p| nl+t is
fennallna (ahol 1< t< n és t#k), akkor p| n! miatt p| t , és igy kt| n! miatt p®'| n!

kdvetkezne, ami ellentmond annak, hogy p**'| nl+k és p**'t k.

9. feladat

Mutassuk meg, hogy a’ + b’ csak akkor oszthato héttel, ha a is és b is oszthato
héttel!

Megoldas: a* +b> = (a+b)’ —2ab . Ha a és b is oszthatd héttel akkor az 8sszegilk és

szorzatuk is oszthatd héttel, ha az egyenlet jobb oldala oszthaté héttel, akkor a
baloldala is oszthato.

Ha a oszthaté héttel, de b nem oszthatd, akkor az &sszegik nem oszthaté a
szorzatuk oszthatd, az egyenlet jobboldala nem oszthatd, igy a baloldala sem.

Ha a és b sem oszthatd héttel, akkor az 6sszegik oszthato lehet, a szorzatuk nem,
igy az egyenlet jobboldala nem oszthatd, ezért a baloldala sem.

A fentiek alapjan tehat a” +5b° csak akkor oszthatd héttel, ha a is és b is oszthat6
héttel.
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10. feladat
(KoMaL, 2000. januar)
Melyik az a legkisebb 28-cal oszthatd pozitiv egész szam, amelynek a 10-es

szamrendszerbeli alakja 28-re végz6dik, és szamjegyeinek 6sszege 287

Megoldas: Legyen a keresett szam 100B+28. Nyilvan 100B is oszthat6é 28-cal, azaz
B oszthat6 7-tel: tovabba B szamjegyeinek dsszege 28 - (2+8) = 18 lévén, B oszthato
9-cel is, tehat 63 tobbszorose. A 63 néhany tobbese: 63, 126, 189. Lathatd, hogy
ezek kozul a legkisebb olyan, amelyben a szamjegyek 0sszege 18, a 189. Tehat a
feltételeket kielégito legkisebb szam 189-100 + 28= 18 928.

11. feladat
(KoMaL, 1995. januar)

Legyen n természetes szam. Bizonyitsuk be, hogy
2567 77" —168>" —32°" +3*"

oszthatd 1995-tel.

Megoldas: Jeldljuk a feladatban szerepl6 kifejezést S-sel. Ekkor
S — 2562n . 72n _168211 _322n +32n — (28)211 . 72n _(23)211 _(25)211 +32n —
— (23)2n . 72}’1 ((25)2n _ 3271) _ ((25)2n _3271) — ((23)271 . 72n _ 1)((25)2n _ 3271) — (562}1 _ 1)(322n _ 3271).

A kozismert
a’ —b" =(a’ -b) a7 +a” b + .. +b" ) =(a-b)a+b)(a" P +a¥ D + ...+ b"?)

azonossag mutatja, hogy a +b | a* —b*", és igy

56+1=57|56""  3243=35|32>-3"

57 és 35 egymashoz relativ primek, ezért szorzatuk osztdja az elébbi két tényezb

szorzatanak, vagyis
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35-57=1995-§.

12. feladat
(KoMaL, 1995. aprilis)
Egy kilenccel oszthatd 1995 jegyl szam jegyeinek 0sszegét jeldlje a. Ennek is

O0sszeadjuk a jegyeit, az eredmény legyen b. Mennyi lehet b jegyeinek 6sszege?

Megoldas: Az a értéke akkor a legnagyobb, ha az eredeti szam 1995 kilencesbdl all,
tehat a <1995-9 =17955. Ezek szerint az a vagy legfeljebb négyjegydl, vagy otjegyl
és az elsé jegye 1. Emiatt » <1+4-.9 =37. Lathato, hogy b jegyeinek 0sszege kisebb,
mint 3+9=12, ugyanakkor hatarozottan pozitiv, hiszen nemnulla szambal indultunk ki
(amennyiben a nullat is 1995-jegyl szamnak tekintjik, akkor b jegyeinek 0sszege 0
is lehetne.)

Mivel az eredeti szam 9-cel oszthatd volt, ezért jegyeinek 8sszeg is az. igy a is, b is
€s b jegyeinek Osszege is 9-cel oszthatd. Ez viszont az elébb igazolt korlatokkal

egyutt azt jelenti, hogy b jegyeinek 6sszeg 9.

13. feladat
(Gyoér — Moson — Sopron Megyei Matematikai Verseny, 1999.)
lgazoljuk, ha P és O haromnal nagyobb primszamok, akkor P 2—0? oszthaté 24-

gyel!

Megoldas: Vizsgaljuk meg el6szor 3-mal valé oszthatésag szerint.
Ha P és Q haromnal nagyobb primszamok, akkor négyzeteik harommal val6 osztasi

maradéka 1, ugyanis
(3k +1)% = 9k? + 6k +1= 3(3k? + 2k )+1
(3k + 2)%= 9k? +12k + 4 = 3(3k? + 4k +1)+1

igy viszont kiilénbségiik oszthaté 3-mal.

Nézzik most a 8-cal vald oszthatésag szerint.
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Ha P és Q haromnal nagyobb primszamok, akkor négyzeteik nyolccal valé osztasi

maradéka 1, ugyanis
(8k +1)% = 64k® +16k +1= 8(8k 2 + 2k)+1
(8k + 3)? = 64k® + 48k + 9 = 8(8k> + 6k +1)+1
(8k + 5)? = 64k? + 80k + 25 = 8(8k* +10k + 3)+1
(8k + 7)? = 64k? +112k + 49 = 8(8k? +14k + 6)+1

igy viszont kiilénbségiik oszthato 8-call.
Kaptuk, hogy kifejezéslink oszthaté 3-mal és 8-cal is, mivel ezek relativ primek, ezért

oszthat6 24-gyel is.

14. feladat
(KoMaL, 1996. szeptember)
Az 1996-ot felbontottuk néhany egész szam O0sszegére. Milyen maradékot ad 6-

tal osztva a szamok kobeinek 6sszege?

Megoldas: Barmely a egészre a’ —a=(a—1)a(a+1) oszthatdé 6-tal, mert a jobb
oldalon all6 szorzat harom tényezdjének egyike oszthatd 3-mal, és a harom tényezé
kozott biztosan van paros.

Tehat, ha 1996 = a, +a, +...+a,, akkor
a’+a, +.+a’-1996=(a’ —a)+(a, —a,)+..+(a,’ —a,)

biztosan oszthaté 6-tal. igy a’+a,’ +...+a,’ 6-tal osztva ugyanazt a maradékot adja,

mint 1996, vagyis 4-et.
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15. feladat
(OKTV, 1996-1997, Il. kategoria, harmadik forduld)

Hany olyan szamharmas létezik, amelyek egy pozitiv egész hanyadosu mértani
sorozat egymast kovetd elemei, és amelynek minden eleme pozitiv egész osztodja
N=90 000-nek?

Hany ilyen szamharmas létezik N=30"° esetén?

Megoldas: 90 000 primtényezds felbontasa 2*.5*32, ezért minden osztéja 2%-5P.3"
alaku, ahol 0<o<4, 0<p<4, 0<y<2. Legyen a szoban forgd szamharmas x, y, z a
hanyados pedig ¢. Ekkor y=gx, z=¢°x. Mivel z osztéja 90 000-nek, ezért ¢ és ¢° is
osztoja, primtényez6ik igy csak 2, 5 és 3 lehetnek; kitevéje legfeljebb 2, 3 kitevgje
legfeljebb 1 lehet. Felhasznalva, hogy 2*5P-3" osztéinak szama (a+1)(B+1)(y +1), ¢
lehetséges értékeinek a szama 3-3-2=18.

Ha kivalasztunk egy ¢ értéket, akkor a szamharmas kezdé eleme osztéja N/Ng* —g°
nek, és N/Ng’ —q°> minden osztoja lehet kezd6 elem. Egy adott g mellett a kezdd
elem a szamharmast mar egyértelmien meghatarozza, ezért rogzitett ¢ esetén a
szamharmasok szama N/Ng® —¢*> osztéinak a szamaval egyenlé.

Allitsuk dssze a szdba j6v6 ¢ értékekhez tartozd szamharmasok (azaz N/Ng’ - g

osztdinak) a szamat.

N/Ng* —q*> osztbi
q N/Ng* -¢°
szama
1 24.54.32 5.5.3=75
2 22.54.32 3.5.3=45
4 20.54.32 1.5.3=15
5 24.52.32 5.3.3=45
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10 22.52.32 3.3-3=27
20 20.5%.32 1-3-3=9
25 24.50.32 5.1-3=15
50 22.50.32 3-1-3=9
100 20.50.32 1-1.3=3
3 24.54.30 5.5.1=25
6 22.54.30 3.5.1=15
12 22.5%.3° 1.5.1=5
15 24.5%.3° 5.3-1=15
30 22.5%.3° 3-3-1=9
60 20.52.30 1.3-1=3
75 24.50.30 51.1=5
150 22.50.30 31-1=3
300 20.50.3° 1-1.1=1

Ez 6sszesen 324 lehetbség, ennyi tehat a mértani sorozatok szama.

Medfigyelhetjuk, hogy tablazatunk utolsé oszlopaiban az 1, 3, 5 szamok ismétléses
variacioi allnak azzal a megszoritassal, hogy az utolsé helyre csak 1 vagy 3 kerllhet.
Ez kozvetlen kdvetkezménye annak a ténynek, hogy 2%5%3%t négyzetszammal
osztva a hanyados 2*.5.3" alaku, ahol o, B,, v, paros szamok, ezek osztdinak a
szama igy paratlan szamok szorzata. A tablazatok utols6 oszlopaiban levé szamok

O0sszegét az
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(143+5)(1+3+5)(1+3)

szorzat is el6allitja, hiszen kifejtve éppen a széban forgd haromtényez6s szorzatokat
kapjuk meg. Ez az észrevétel lehetéséget ad arra, hogy egyszerien valaszoljunk a

feladatban feltett masodik kérdésre.

N=310=210.310.510 gsetében N/Ng*> —¢* 2% -37 alaku, ahol

0<a, B, y<10, «a, B, y paros.

N/Ng*>-¢q* osztéinak a szama (a +1)(f+1)(y +1), a zarojelekben itt az 1-tol 11-ig
terjed6 paratlan szamok allhatnak. Az osztok szamanak az Osszegét elObbi
megallapitasunknak megfeleléen itt az

(143+ ... +11) (143+ . +11) (1+3+ .. +11)

szorzat adja, ami 36°=46 656; ennyi a haromelem(i szamtani sorozatok szama.

16. feladat
(Kriischak Jozsef verseny, 1990)
Legyen p paratlan primszam, n pedig pozitiv egész. Bizonyitsuk be, hogy pn*-

nek legfeljebb egy olyan d osztdja van , amelyikre d +n” négyzetszam.

Megoldas: A szamelmélet alaptétele értelmében d primszamhatvanyok szorzatara
torténs felbontasaban csak azok a primszamok szerepelhetnek, amelyek pn’

felbontasaban szerepelnek, és legfeljebb akkora hatvanyon, mint az utobbi

felbontasaban. igy két esetet kiildnbdztethetink meg. Ha p nem szerepel d
felbontasaban, akkor d osztdja n’-nek is, ha pedig szerepel, akkor d = pd', ahol
d' osztdja n’-nek.

Feltétel szerint van olyan m pozitiv egész, amelyre az els6 esetben

d+n’ =m", amasodikban pd’ +n* =m®.

Véve d, illetleg d' egy tetszés szerinti ¢ prim osztojat, azzal n*> és m’ is oszthato.
Mivel a primtényezds felbontas Iényegében egyértelm, ez csak ugy lehetséges, ha

az alapok is oszthatok g-val, ésigy n> és m’ is oszthato ¢* -tel.
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Ekkor d, illetbleg d’ is oszthatd g¢°-tel, kivéve a masodik esetben, ha ¢g=p. Az

emlitett eset kivételével tehat egyszerisithetlink ¢° -tel, és

*

2

d +n'*=m*, illetbleg pd +n'* =m'*alaki 06sszefliggésekhez jutunk, ahol d

osztoja n'*-nek.
Ha a masodik esetben g = p, d akkor is oszthatd ¢° -tel, de akkor ¢°-tel osztva a

fenti elsd tipusu egyenlethez jutunk, ahol d” most is osztoja lesz n'*-nek.

Az eljarast megismételhetjiik sorra d” minden prim osztdjara, és igy azt kapjuk, hogy
van olyan pozitiv egész n, és m,, amelyekkel fennall, hogy

(1) 1+n12:m12,vagy p+n12=m12.

Az eljaras soran minden l|épésben n egy ¢ prim osztdéjanak a négyzetével
egyszerisitettink, tehat végul is egy olyan n, egésszel, amelyikre n=nn,, és
d=n,,illetéleg d = pn,’.

Az (1) alatti els6é egyenlet nem allhat fenn, mert két pozitiv négyzetszam kulénbsége

legalabb 3. A masodik egyenléségbdl
p=(m, +n,)(m, —n,).
Mivel p primszam, igy ebbdl
m,+n =p, m—-n =1 ,tehat2n =p-1.
Ezzel azt kaptuk, hogy a feladat feltételei akkor teljesulhetnek, ha

n :%(p—l)n2 és d =pn,’.

Ezekre

d+n’ = [p{%(p—l)jz]n'z = G(pﬂ)n’jz

valoban négyzetszam.

Eszerint valdéban legfeliebb egy megfelelé d van, éspedig akkor van ilyen, ha

n oszthato %(p —1)-gyel.
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Megjegyzes: Nem hasznaltuk ki a megoldas soran, hogy p paratlan, viszont p =2

esetben az (1) alatti masodik egyenléség sem Aallhat fenn, tehat nincs a feladat
feltételeit kielégitd d szam. Ennek bizonyitasat kivanta az 1953. évi verseny 2.

feladata.
6.4. Kongruenciak

Definicié: Legyen m e N rogzitett érték, a,b € Z. a kongruens b—vel modulo m, ha

m|la—-b. Ezt a téenyt a=b (modm)-mel, vagy a=b (m) -mel jelbljik. Ha

mta —bakkor a két szamot inkongruensnek nevezziik, és ezt a#b (mod m)-mel

jeldljik.

Megjegyzés: a=b (mod m) pontosan akkor teljesul, ha a és b m-mel valé osztasi

maradéka azonos.

A kongruenciak tulajdonsagai

Tétel: Legyenek a,b,c,m egész szamok. Ekkor érvényesek rajuk a kbvetkezdk:
a) Reflexivitas:a=a (mod m);
b) Szimmetria:ha a=b (modm), akkor b=a (mod m);

c) Tranzitivitas:ha a=b (mod m) €és b=c (mod m), akkor a=c (modm).

Miiveletek kongruenciakkal

Tétel: Legyenek a,b,c,d,m egész szamok, valamint a=b (modm) és
c=d (modm). Ekkor teljestilnek a kbvetkezbk:

a a+c=b+d (modm);

b) a-c=b-d (modm);

c) ac=bd (modm).
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Tétel: Legyenek a,b,c,m egész szamok, valamint a=b (mod m). Ekkor teljestilnek

a kbvetkezok:
a a+c=b+c (modm);

b) a-c=b-d (modm).

Tétel: Legyenek a,b,c,m egész szamok. Ekkor teljestilnek a kbvetkezbk:

a) ac=bc (modm)<a=b (mod ~ j;
m,c

b) (m,c)=1 eseténha ac =bc (mod m),akkor a=b (mod m);

c) Ha a=b (modm), akkor ac=bc (mod mc).
FELADATOK

1. feladat
(KoMaL, 1996. szeptember)

Egy konvex poliédernek legalabb 9 csucsa van, a csucsok koordinatai egész
szamok. Mulassuk meg, hogy talalhat6é a poliéderben olyan, a csucsoktél kiildonb6zé

pont, amelynek koordinatai szintén egész szamok.

Megoldas: A tér minden egész koordinataju pontjahoz rendeljik hozza azt a P’
pontot, amelynek koordinatai az x1, Xz, X3 szamok kettével valé (nemnegati) osztasi
maradékai. Ezen maddon nyolcféle P' pontot kaphatunk. Mivel poliéderiinknek
legalabb 9 csucsa van, lesz koztuk két olyan, amelyekhez ugyanazt a pontot ren-
deltik. E két csucsot 0sszekotd szakasz felezbpontja a konvex poliédernek csucstol

kllénbdz6 pontja, és koordinatai egész szamok; azaz eleget tesz a kikotéseknek.

2. feladat
(KoMaL, 1996. szeptember)

Legfeljebb hany olyan héonap lehet egy évben, amelyben 6t vasarnap van?
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Megoldas: Egy hénap napjainak szama 28 és 31 kozott valtozik, vagyis minden
hénapban legalabb 4 vasarnap van, 5-néi tobb viszont egyetlen hdnapban sincsen.
Egy év 365 = 52-7+1 napbdl all, vagy padig - szokéév esetén - 366 = 52-7+2 napbdl,
igy egy évben 52 vagy 53 vasarnap van.

A tizenkét hénap mindegyike tartalmaz tehat legalabb 4 vasarnapot. Az igy addédoé
48-on tul fennmarado 4, illetve 5 vasarnap feltétlenul kilonb6z6 hénapokra esik, mert
6 vasarnap nem lehet egy hdnapban.

Ez azt jelenti, hogy legfeljebb 6t olyan héonap lehet egy évben, amelyben 6t vasarnap
van. Ez éppen azokban az években fordul el6, amelyekben 53 vasarnap van, vagyis,
ha az év els6 napja vasarnap, illetve szok6év esetén, ha az elsé nap szombat, vagy

vasarnap.

3. feladat
(OKTV, 2004-2005, Il. kategoria, els6 forduld)
Igazoljuk, hogy 102 szam kozul kivalaszthaté kettdé agy, hogy azok Gsszege

vagy kulénbsége oszthaté legyen 200-zal.

Megoldas: A szamokat 200-zal valé osztasi maradékuk szerint vizsgaljuk, ezek a
maradékok: 0, 1, 2, ..., 199.

Felhasznaljuk, hogy ha két szam maradéka egyenld, akkor kuldnbséglk, ha pedig
maradékaik 6sszege 200, akkor kulonbséguk oszthatd 200-zal.

Ha a 102 szam kozott van két egyenlé maradéku, akkor az el6z6ek szerint 6sszeguk
oszthaté 200-zal, tehat készen vagyunk.

A tovabbiakban ezért feltehetjlik, hogy a 102 szam koézott nincs két azonos
maradéku.

Készitsunk 101 darab skatulyat, és cimkézzik meg Oket a kovetkez6 modon: az
els6 cimkéje legyen nulla, az utols6é 100, a tdbbié pedig két olyan maradék, melyek

0sszege 200.

‘ 1. ‘ 2. ‘ 3. ‘ .. ‘ 101.

Cimke: ‘ 0 ‘ 1; 199 ‘ 2; 198 ‘ ‘ 100
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Helyezzik most be mind a 102 szamot abba a skatulyaba, melynek cimkéje a szam
200-zal valé osztasi maradékat tartalmazza. Mivel 102 szam van, de csak 101
skatulya, igy lesz olyan skatulya, amelybe két szam fog kerulni. Ezeknek maradékuk
kilonb6z6, de maradékaik oOsszege 200, tehat Osszeguk oszthaté 200-zal.

Allitasunkat ezzel igazoltuk.

4. feladat
(Nemzetkozi Matematikai Diakolimpiak, 1995)
Legyen p paratlan primszam. Hatarozzuk meg az { 1, 2, ..., 2p } halmaz olyan
A részhalmazainak a szamat, amelyekre teljesul, hogy
A-nak p eleme van,

A elemeinek az dsszege oszthato p-vel.

Megoldas: Vagjuk szét a H={1,2,...,2p} halmazt két p elemi részhalmazra:
A={12,.p}, B={p+1Lp+2,..2p}

Legyen most C a H-nak A-t6l és B-t6l kulonbozé p elemi részhalmaza; ez
szukségképpen tartalmaz A-beli és B-beli elemeket is, legyenek az A-beli elemei

ai, az, ..., an (1=n<p-1).

Adjunk most hozza C-nek minden A-beli eleméhez 1-et, és vegyuk a kapott szamok
p-vel valé osztasi maradékat (azaz: a szamokat mod p irjuk fel), a 0 maradék helyett
azonban p-t szerepeltessink. Az igy modositott C részhalmazt jeldlje C4.

Hasonléan: ha az a; szamokhoz 2-t, 3-at, ..., p-t adunk hozza és az el6bbi értelemben
mod p szamolunk, rendre a C, , Cs, ..., Cp, halmazokat kapjuk; itt nyilvan C, azonos
C-vel. A C; -k természetesen H-nak p elemi részhalmazai és egy osztalyt alkotnak,
kozulik barmelyikbél a mondott eljarassal valamennyi C; el6all és csakis a felsorolt C;
részhalmazok, mas C-bél kiindulva ezek nem kaphatdék meg.

Jeldlje H egy tetszéleges p elemi C részhalmazaban az elemek 6sszegét s( C ); pl.
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s(A) 2@,5(3) =s(A)+ p*. s(A) és s(B)oszthato p-vel, mert p paratlan. Mivel C;

és Ci+1 elemeinek az 6sszege n-nel kllonbozik, ha i > |

$(C)+s(Cy)=(3~— jn (mod p)

Viszont i-j < p és n < p miatt (i-j)n nem oszthaté p-vel, ezért az s(Ci) szamok
kildnb6z6 maradékosztalyba tartoznak mod p, s mivel a C; részhalmazok szama
éppen p, van koézulik pontosan egy, amelyben s(C;) = 0 mod p, azaz elemeinek az
0sszege oszthato p-vel.

2
H-nak A-n és B-n kivil ( P

]—2p elem( részhalmaza van, s ezek a fentiek szerint
p

2
l( pj—z osztalyba sorolhatdk, és minden osztalyban pontosan egy részhalmaz
p\p

elemdsszege oszthatod p-vel, H olyan p elemii részhalmazainak a szama (A-val és B-

vel egyutt), amelyekben az elemek 6sszege oszthatoé p-vel:

2
AP 3

p
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6.5. Diofantikus egyenletek

Definicié: Az olyan egyenletet (egyenletrendszert), amelyben az ismeretlenek
egyltthatoi egész szamok, és az egyenlet (egyenletrendszer) alaphalmaza is az
egész szamok halmaza, diofantikus (diofantoszi) egyenletnek (egyenletrendszernek)

nevezziik.

Definicié: Az ax=05b (a # 0)egyenletet, ahol a,becZ, és az alaphalmaz is a Z,

els6foku egyismeretlenes diofantoszi egyenletnek nevezziik.

Tétel: Az ax=b (a # 0) diofantoszi egyenletnek pontosan akkor van megoldasa, ha

a|b, és a megoldas a # 0 esetben x :2.
a

Definicié: Az ax+ by =cegyenletet, ahol a,b,ccZ és az alaphalmaz az egész

Sszamparok halmaza, kétismeretlenes els6foku diofantoszi egyenletnek nevezziik.

Tétel: Az ax+by=c diofantoszi egyenlet pontosan akkor oldhato meg, ha a
konstans tag oszthaté az ismeretlenek egyulitthatoinak legnagyobb k6zds osztojaval,
azaz (a,b)|c.

Ha egy (x,y,) szampar megoldasa a diofantoszi egyenletnek, akkor végtelen sok

megoldasa van ennek az egyenletnek, és a gyokdk

b
X=Xy +——t Yy=y,—

(a,b)

3

b
(a,b)
alakban irhatok fel, ahol t tetszéleges egész szam.

Definicié: Az a,x, +a,x,+..+a,x, =c egyenletet, ahol a,,a,,..,a,,ceZ és az

alaphalmaz az egész szam n-esek halmaza, n-ismeretlenes els6foku diofantoszi

egyenletnek nevezziik.
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Tétel: Az ax, +a,x,+...+a,x, =c diofantoszi egyenlet pontosan akkor oldhato meg,

ha a konstans tag oszthaté az ismeretlenek egyiitthatéinak legnagyobb kbz6s

osztojaval, azaz (a,,a,,...,a,)|c.
FELADATOK

1. feladat
(KoMaL, 1995. januar)

Két testvér eladta a birkanyajat. Minden birkat annyi tallérért adtak, ahany birka
a nyajban eredetileg volt. A bevételen 10 talléronként osztoztak. El6sz0r az id6sebb
testvér kapott 10 tallért, aztan a fiatalabb, majd ismét az id6sebb és igy tovabb.
Utoljara a fiatalabbnak mas 10-nél kevesebb tallér jutott, ezért az idésebb neki adta a

bicskajat, igy ugyanakkora bevételre tettek szert. Hany tallért ért a bicska?

Megoldas: Ha a birkanyajban n birka volt, Ugy a feladta szévege szerint n? tallért
kaptak érte. Ezt igy osztottak szét:

idésebb testvér fiatalabb testvér

10 tallér 10 tallér
10 tallér 10 tallér
10 tallér m tallér (1< m <9 egész)

Tehat n?=20k+10+m (k >1 egész). Egy tetszleges négyzetszam 20-szal valo
osztasi maradékai a kovetkezdk lehetnek csak: 0, 1, 4, 9, 16, 5. ezek kézul 10+m=16
jéhet csak szdba, igy m=6. Jeldlje b a bicska értékét; a bicskat az idésebbik testvér a

fiatalabbnak adta, és igy a két testvér bevétele ugyanakkora lett, vagyis:
10-b=b+m,

innen b=2.
A bicska 2 tallért ért.

66



2. feladat

(Kriischak Jozsef verseny, 1987)

a, b, ¢, d kulénb6zé pozitiv egész szamok, amelyekre teljesil az
a+b=cd
és az
ab=c+d

egyenléség. Hatarozzuk meg az dsszes ilyen szamnégyest.

Megoldas: Mivel a négy szam szerepe semmiben sincs kituntetve egymashoz
képest, feltehetjuk az altalanossag megszoritasa nélkul, hogy a a legkisebb, tovabba,
hogy ¢ < d, tehat

a<b, a<c<d
Nem lehet a > 2, mert akkor ¢ > 3, és igy
ab 2 2b > a+b=cd 2 3d > c+2d=ab+d > ab

kellene, hogy fennalljon, de ez lehetetlen. Eszerint

a=1, c=22 és d=ct1,
tehat

a+b=1+b=cd = 2d = c+1+d=ab+1=b+1.

Ez csak ugy allhat fenn, ha mindenutt az egyenldség jele érvényes, tehat

c=2, d=c+1=3, és b=cd-1=5.

Az 1, 5 és 2, 3 szdmpar valdoban megfelel a feltételeknek. Ezekbdl tovabbi 7
megfelel6 szampart kapunk, ha a parok elemeit egymas kozt felcseréljik, tovabba ha
a két part megcseréljuk.

Alakitsuk at a feltételi egyenl6ségek felhasznalasaval az (a-1)(b-1) szorzatot:

(a=1)(b—1 )=ab—a—-b+1=c+d-cd+1=2- (c-1)(d-1),
azaz

(@=1)(b-1)+(c-1)(d-1)=2.
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Miutan a feladat pozitiv egész szamokrol szol, ez csak ugy allhat fenn, ha a
baloldalon vagy mindkét tag 1, vagy az egyik 0, a masik 2. Az elsé lehetéség egyedul
az a=b=c=d=2 esetben kdvetkezik be. Ezekre teljeslilnek a feladatban megkivant
egyenléségek, de a szamok nem kulonbozok.

A masodik eset akkor kovetkezik be, ha az egyik szam 1, mondjuk a=17, amibdl

kovetkezik, hogy
(c—1)(d-1)=2.

Feltehetjuk, hogy ¢ < d. Ekkor c-1=1, d-1=2 kell, hogy legyen, azaz c=2, d=3 és

b=1-b=c+d=5. Ezek az értékek kielégitik a feladat 6sszes kdvetelményét.

3. feladat
(OKTV, 1981-1982, |. kategoria, els6 forduld)

Hany megoldasa van az
X, +x, +x; +x, =48
egyenletnek a nem negativ egész szamok kérében, ha még azt is megkivanjuk, hogy
X, >5,x,>6,x;>7,x, >10

legyen?

Megoldas: Mivel a megoldast a nem negativ egész szamok korében keressuk, ezért

példaul az x, >5 feltétel egyenértékli x, > 6-tal. A tobbi feltétel helyébe a kovetkez6t

irhatjuk:
X, 27,x;28 x, 211.
Ezek utan eredeti egyenletliinket a kdvetkezd alakra hozhatjuk:
(x, =6)+(x, =7+ (x; =8)+(x, —11) =16
Vezesslk be a kdvetkezd jeldléseket:
X, —6=y,x,-7=y,, x;-8=y;, x,-11=y,.

Nyilvanvald, hogy ahany (ktlénb6z6) megoldasa van az
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Y+, +ys+y, =16

egyenletnek a nem negativ egész szamok kdorében, ugyanannyi kulénb6zé
megoldasa van az eredeti egyenletnek ugyancsak a nem negativ egész szamok
korében, amelyek eleget tesznek az ismeretlenekre kirott nagysagi feltételeknek is.

Az utolsé egyenlet megoldasait a nem negativ egész szamok koérében példaul a

kovetkez6 meggondolassal szamolhatjuk 0ssze: Tegyuk fel elészor, hogy y, +y, =0.
Ez csak abban az egy esetben lehetséges, ha y, =y, =0. Viszont ekkor y,és
v, 0sszegének 16-ot kell adni, hogy teljesuljon a négy y ismeretlen 6sszegére eldirt
feltétel. Mivel y,-nak és y,-nek is nem negativ egész szamnak kell lennie, ez
osszesen 17-féleképpen johet létre: ha y,= 0 és y,= 16; ha y,=1és y,= 15; ..;
végll, ha y, = 16 és y, = 0. Ebben az els6 esetunkben a kulonb6z6 megoldasok

szama tehat 1-17.

Ugyanilyen okoskodassal lathatd be, hogy y, +y, =1 feltevésbél indulva ki, az y

ismeretleneket tartalmazd egyenletnek 2:16, egymastél és az el6bbiektdl is
kilénb6z6 megoldasahoz jutunk.
Tovabb folytatva okoskodasunkat, valamennyi kulonb6z6, nem negativ egész

megoldas szamara az alabbi dsszeget kapjuk:
1-17+2:16+ ... +16-2+17-1.

Az Osszegzés tobbféleképpen torténhet. llyen pl. az els6 n pozitiv egész szam
0sszegére és az elsd n pozitiv egész szam négyzetének 0sszegére vonatkozo, un.
zart formulak felhasznalasaval, amelyekben tehat a tényezdk szama flggetlen az

0sszeg tagjainak szamatol:

17 17 17 . . . . . — . .
zk(lg_k):zlgk_zkz :181+1717_17 18 35:17 18-(3-18 35):17 18 19:969
P p p 2 6 6 6

Végul is azt kaptuk, hogy az eredeti egyenletnek 969 olyan kulonb6z6 megoldasa
van a nem negativ szamok korében, amelyeke kielégitik az

X >5%x,>6,x;>7,x,>10

egyenlétlenséget is.
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4. feladat
(OKTV, 1993-1994, |. kategéria, els6 fordulo)

Egy vizsgan 20 kérdésre kellett valaszolni. Az értékeléskor minden jo valasz 5 -
5 pontot ért, viszont minden rossz valasz esetén 2 - 2 pontot levontak. Ha egy
kérdésre a vizsgazé nem valaszolt, akkor arra 0 pontot kapott. igy valamelyik
vizsgazé 48 pontot gydjtott.

Hany j6 valaszt adott?

Megoldas: Legyen a j6 valaszok szama j, a rossz valaszok szama r, a meg nem
valaszolt kérdéseké n.

A feladat matematikai felirasa:

(1) 5.j-2-r+0-n=48,

(2) j+r+n=20,

ahol 0<j,r,n<20. (1)-bél

(3) r=2,5j-24,
és mivel r=0, azért
(4) j210.

(3)-at (2)-be behelyettesitve és rendezve
n=44-3,5;,

de mivel n>0, azért

(5) <12,

(4)-et és (5)-0t egybevetve j lehetséges értékei: 10, 11, 12. A hozzajuk tartozo r-eket
és n-eket kiszamitva azt kapjuk, hogy j=11 nem lehet megoldas, mert ekkor r és n

nem egész.

J R N
10 1 9
11 Nem egész Nem egész
12 6 2
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Tehat a feladatnak 2 megoldasa van: j =10 és j =12.

5. feladat
(KoMaL, 1993. november)

Egy budapesti egyetemen a legeredményesebb tanulok kétféle Osztondijat
palyazhatnak meg. A kiemelt 6sztondij egyik feltétele az, hogy a legutdbbi félévben
szerzett jegyek atlaga 4,5 folott legyen. A kdztarsasagi 6sztondijhoz viszont legalabb
4,51-0s atlag szukséges.

Legalabb hany osztalyzatot kellene valakinek szerezni, hogy az atlaga 4,5 folott
legyen, de a 4,51-ot ne érje el?

Megoldas: Legyen az osztalyzatok szama n, 6sszeguk pedig s. Az, hogy az atlag

4,5 folott van, de nem éri el a 4,1-ot, azt jelenti, hogy

45<> <451,
n

Szorozzuk meg az egyenl6ség mindkét oldalat 2n-nel, és vonjunk ki 9n-et:

In<2s<9,02n, 0<25s-9n<0,02n.

A kozépen szerepld 2s—-9negész szam. Az hogy 0-nal nagyobb azt jelenti, hogy

legalabb 1.
1<25s-91n<0,02n
amibdl
1<0,02n
azaz
50<n

kovetkezik. Mivel n pozitiv egész szam (az osztalyzatok szama), ez az egyenléség
azt jelenti, hogy legalabb 51.
Ha n=51, akkor meg lehet valasztani az osztalyzatokat ugy, hogy a feltétel teljesuljon.

Ha példaul valaki 26 darab 5-0st és 25 darab 4-est kap, akkor az atlaga
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26-5+25-4 _ 230 ~ 4,5098.
51 1

A 4.5 és 4,51 kozé esé atlaghoz tehat legalabb 51 osztalyzat sziukséges.

Megjegyzés: az n nem lehet akarmilyen 50-nél nagyobb szam. Ha ugyanis n paros,

akkor 2s —9n pozitiv paros szam, igy a
2<2s-91<0,02n,
majd a
100<n

egyenlétlenséget kapjuk. Az 50-nél nagyobb paratlan, illetve a 100-nal nagyobb
paros n-ek azonban mar valamennyien lehetségesek, mert ilyenkor s értékét meg

lehet valasztani ugy, hogy 2s-9n=1, illetve 2s5s-9n=2 legyen. Paratlan n esetén

. 1 . -1 X . .
példaul % darab 5-0s és anarab 4-es, paros n esetén §+1 darab 5-0s és

%—1 osztalyzattal el6allithato a kivant atlag.

6. feladat
(KoMaL, 1991. szeptember)

Oldjuk meg az egész szamok kdrében az alabbi egyenletet:

(C+)x+yY)=(x—y).

Megoldas: Végezzik el a beszorzast és a kdbreemelést, és rendezzik a tagokat a

baloldalra:
x*y? +3x7y=3xp° +2y° +xy =0.

Ha y=0, akkor ez tetszlleges x-re teljesul. Tegyuk fel, hogy y =0, akkor y-nal

oszthatunk:

x*y+3x> =3xp+2y° +x=0.
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Rendezzuk el a tagokat y hatvanyai szerint:
29" +(x* =3x)y+(Bx* +x)=0.

Ezt az egyenletet ugy tekintjuk, mint egy egész egyutthatos masodfoku egyenletet,

amiben y az ismeretlen, és azokat az x értékeket keressik, amelyekre az

egyenletnek van egész gyoke.
Ahhoz, hogy az egyenletnek legyen egész gyoke, szukséges, hogy az egyenlet D

diszkriminansa négyzetszam legyen:
D=(x*-3x)"-4-2-3x* +x) = x(x = 8)(x +1)*.

Ha x=-1, akkor D=0 és y=-1.

Ha x#-1, akkor ( D1)2 = x(x—8) is négyzetszam: x’—8x =4k, ahol k valamilyen
X+

nemnegativ egész szam.

Az x* - 8x kifejezést teljes négyzetté alakitva és atrendezve:
(x—4)?—k*=16
(x—-4-k)(x—-4+k)=16.
A 16 lehetséges szorzatta alakitasai (figyelembe véve, hogy x—4-k<x-4+k ) az

(x—4-k)+(x—4+k)+8 értékek, illetve az y megfelel6 egész

ezekhez tartozd x =

2
ertékei:
x-4-k x-4+k X Vi V2
1 16 12,5
2 8 9 -6 -21
4 4 8 -10 -10
-16 -1 -4.5
-8 -2 -1 -1 -1
-4 -4 0 0 0

A megoldasok tehat:
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x tetszbleges egész és y=0;
x=-1és y=-6;

x=9 és y=-6;

x=9 és y=-21;

x=8 és y=-10.

7. feladat
(KoMaL, 1991. szeptember)
Oldjuk meg az alabbi egyenletet, ha x, y, z és v pozitiv egész szamok

Lo

x+ =
1 91

Megoldas: Mivel x, y, z, v pozitiv egész szamok, ezért

0<x+;1<1,

y+ 1
Z+—
N

ennek alapjan csak x=1 lehetséges. Ekkor a kovetkez6 egyenlethez jutunk:

1 91 1
R TREARTS
z+—

\%

Mivel y, z, v pozitiv egész szamok, igy

0< <1
Z4+—
v
amibdl y=9 kovetkezik. Ezt felhasznalva az
l =10-z
v
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egyenletet kapjuk. Ennek jobb oldala egész szam, ezért a bal oldala is egész. De v
pozitiv egész, igy reciproka csak akkor lehet egész, ha v=1 teljesul. Ebbél pedig v=9
adodik.

Tehat azt bizonyitottuk, hogy az egyenlet egyeduili megoldasa az x=1, y=9, z=9, v=1

szamneégyes.
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