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Bevezetés

A fixponttételekbe csak a matematikaval komolyabban foglalkoz6 hall-
gatok nyernek betekintést a felsGoktatasi tanulményaik soran. Azonban a
fixelemek alkalmazésaival a didkok mar altaldnos iskolaban megismerkednek.
LegelGszor a tengelyes tiikrozés keriil napi rendre, ezt koveti majd késébb
a fels6bb osztalyokban a forgatéas és az eltolas. Ilyen korban még nincsen-
nek tisztaban a jelent&ségével, még kevés ismeretiik van a tulajdonsagokrol
és jellemzokrsl. Tételrsl, mint fogalomrol még hallomasbdl sincsenek isme-
reteik, de jatékos feladatokkal és megoldasokkal kozelebb hozhaté ennek a
témanak az elsajatitasa szamukra. Példaul a tengelyes tiikrozéssel valo fog-
lalkozas még szorosan, kapcsolodik az egyszerii feladatokhoz, rajzolasokhoz
és konkrétan a tiikorhoz valo alkalmazashoz.

Kozépiskoldban a didkok mar jobban belemeriilnek ezek tanulméanyozé-
saba, ismereteket szereznek méas transzforméciokrol is, mint példaul a kozép-
pontos és a csusztatva tiikrozésekrdl, a kicsinyitésrsl és a nagyitasrol. ElG-
térbe keriilnek a definiciok, a tételek és a bizonyitasok. Megismerik a hdrom-
szogek egybevagosaganak és hasonlosaganak alapeseteit. Tovabba rajonnek,
hogy egyes transzformaciok elGallithatok mas transzforméciok segitségével.

LegelGszor komolyan csak a felsGoktatas altal ismeri meg a hallgato a
fixponttételeket. Itt 0j szemszoghdl, mélyebben dolgozzak fel ezt a témakort.

A szakdolgozatom megirasaval az volt a célom, hogy ezen tudasanyagot
osszefoglaljam és példakkal érthet6bbé tegyem. A dolgozatom vaza azt az el-
vet koveti, hogy elészor a hasonloséigi és az egybevagosagi transzformaciokat
elevenitem fel roviden. Majd ezeket kovetGen ratérek az affin transzformé-
ci6 kifejtésére. Tovabba érdekességként bemutatom a forgatva és a tiikrézve
nyujtasokat. Ebben a részben arra torekedtem, hogy magyarédzatommal ko-
zelebb hozzam, és érthetébbé tegyem az itt 1évé fogalmakat, és példakon
keresztiil illusztraljam a gyakorlati hasznukat. Végezetiil a projektiv sik fix-
ponttételével zarom az egészet egy kerek egységbe.



1. fejezet

Hasonl6sagi transzformaci6

1.1. Definicié. Az ¢: ¢ — ¢ (illetve p: a — a, ahol az « az euklideszi tér
egy sikja) hasonlosagi transzformacionak vagy hasonlésagnak nevezziik,
ha 3k € R,k > 0, hogy VP, Q € € : d(¢(P), p(Q)) = kd(P, Q) teljestl. k-t a
hasonlésag aranyénak nevezziik.

1.2. Definicié. Legyen adva egy O pont és egy k > 0 valos szam. A tér (sik)

egy O-t0l kiilonboz6 P pontjahoz rendeljik hozza az OP azon P’ pontjat,
melyre OP" = kOP. Legyen tovabba O képe O. Ez a leképezés olyan k
aranyd hasonlosag, melynél minden egyenes képével parhuzamos. A leképe-
zés megtartja a ,kozott van” relaciot, tovabbéa tetszoleges félegyenes és képe
egyezd iranyuak.

1.3. Megjegyzés. Minden hasonlésagi transzformécié egyenestard, szogtartod
és rendezéstarto.

1.4. Tétel (A hasonlésigok fixponttétele). Ha egy hasonldsig nem
izometria, akkor egyértelmiien létezik fixpontja.

Bizonyitds. Egyértelmtiség: abbol kovetkezik, hogy két fixpont létezése ese-
tén a hasonlosag aranya egy lenne.

Létezés, sikbeli eset. Rogzitlink egy sikot. Legyen adva az ABCD pa-
ralelogramma (1.1. &abra). Ennek képe az A’B'C’D’ paralelogramma. Ha
a két paralelogramma kozéppontosan hasonld, akkor az allitds nyilvanvalé.

Egyébként AB N A'B'= {P}, CD N C'D'= {R}. P képe P' €A'B. R képe
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R €C'D'. PR és P'R metszik egymaést, mert ellenkezs esetben PP'RR’ pa-
ralelogramma lenne, azaz az egymésnak megfelels PR és P'R’ aranya egy len-
ne. Jelolje O a metszés pontot. A parhuzamos szelGktétele miatt % = %
is teljesiil mivel minden hasonlosag aranytart6. A hasonlosag a kozott van

relaciot is megtartja, ezért O = O'. O

1.1. abra.



2. fejezet

Egybevagosagi transzformacio

2.1. Definicié. Legyen H C ¢,0: H — H leképezés. A P € H pontot a o
leképezés fixpontjanak nevezziik, ha o(P) = P.

2.2. Definici6. A T C H ponthalmaz a o leképezés invarians alak-
zata(vagy fixalakzata), ha o(T) = {o(P)|P € T} = T. T-t pontonként
fix alakzatnak nevezziik, ha VP € T': ¢(P) = P. A ¢ neve involutérikus
leképezés, ha nem identités, de o2 = id.

2.3. Definici6. Ha H = ¢ vagy H € P,0: H — H bijektiv leképezés és
minden egyenes képe egyenes, akkor o neve egyenestartd vagy affin le-
képezés. Ha H = ¢ vagy H € P és 0: H — H olyan bijekci6, hogy
VP,G € H: d(P,Q) = d(o(P),c(Q)) teljestil, akkor o-t izometrianak vagy
egybevagosagi transzformacionak nevezziikk. Ha H € P, akkor sikizo-
metriarol beszéliink.

2.4. Definicié. Legyen [ a rogzitett o sik egyenese. Ertelmezziik a kovetkezd
leképezést: o;: o« — a, 0)(P) = P, ha P € l. Ha P ¢ [, akkor g;(P) legyen az

az egyértelmi pont, melyre Pg;(P) felezd merdlegese [. g-t az | egyenesre
vonatkozo6 tiikrozésnek nevezziik.

2.5. Definicié. Legyen a € P. Ertelmezziik a kovetkezd leképezést:

Oa: € — €, 0o(P) = P, ha P € a. Ha P ¢ «, akkor g,(P) legyen az az
egyértelmi pont, melyre Pg,(P) felez6 meréleges sikja . 0,-t az a sikra
vonatkozo6 tiikrozésnek nevezziik.

2.6. Megjegyzés. o; olyan involutorikus leképezés, mely [ oldalait felcseréli.
0. olyan involutérikus leképezés, mely « oldalait felcseréli. Mind sikra vo-
natkozo6 tiikrozés, mind az egyenesre vonatkozo tiikrozés bijektiv.
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2.7. Tétel.
1. Minden sikizometria legfeljebb 3 tengelyes tikrozés szorzata.

2. Minden térizometria legfeljebb 4 sikra vonatkozo tikrézés szorzata.

2.8. Tétel.

. . oL 1 . . ..
1. Egy k ardnyd hasonldsdg inverze  ardnyu hasonldsdg.

2. Egy k ardnyu és | ardnyi hasonlosdg szorzata kl ardnyi hasonldsdg.
3. A hasonldsagok csoportot alkotnak a kompozicio szorzds miveletére.
4. Az egybevigosdgok pontosan az 1 ardnyi hasonldsdgok.

2.9. Megjegyzés (Az affin leképezések fizponttétele). Ha f: e — ¢ affin leképe-
zés és ker(f —idy ) = {0}, akkor f-nek egyértelmiien létezik fixpontja. Jelolje
f a szoban forgd hasonlosagot. Az a kérdés, hogy

JEEN

ker(f —idy) =0

- JEEN

teljesiil-e? Legyen (f —idy)(PQ) = 0. Ekkor

JEEN N RN

(F(P)F(Q) = (PQ) = 0 = F(P)F(Q=PQ= f(P)f(Q) = PQ
=k-PQQ=PQ=P=Q,

mert ha P # () lenne, akkor egybevagosigrol lenne szo.



3. fejezet

Affin transzformacid

3.1. Definici6é. Az F': R" — R" bijektiv transzforméciot affin transzfor-
macioénak nevezziik, ha

Vie R,)Vx,y e R": F(tx + (1 —t)y) = tF(x) + (1 — t)F(y),

vagy ezzel egyenértékien F' = 7, 0 ¢, ahol ¢ € GI(R") egyértelmiien létezd
linearis automorfizmus és 7,: R" — R",z — x + v (v € R") egyértelmiien
létezs eltolés. ¢-t az F linearis részének nevezziik.

Az x € R" vektor az F fixpontja akkor és csakis akkor, ha ¢(z) +v = x vagy
més alakban, ha (¢ —id)(z) = —v.

3.2. Tétel. Az F' = 1, 0 ¢ affin transzformdcionak egyértelmien létezik fiz-
pontja akkor és csakis akkor, ha ¢ —id az R" izomorfizmusa. Sét az egyér-
telmiien létezd fizpont (¢ — id) 1 (—v).

3.3. Kovetkezmény (Hasonlosagok fixponttétele). Ha a hasonlosag
R"-ben nem izometria, akkor egyértelmten létezik fixpontja.

Konstrukcio

3.4. Megjegyzés. Tovabbiakban az x # y € R? esetén az zy jelentse, a
tr+ (1 —1t)y, (t € R) egyenest, mig az [vy] szakasznal tx + (1 —t)y,t € [0, 1].

3.5. Tétel. Legyen F: R* — R z — F(2) = 2 affin transzformdcié a
sikban. Legyen (a,b,c,d) paralelogramma, legyen a,b,c,d € R* nem kol-
linearis pontjai gy, hogy b —a = ¢ — d. Tételezziik fel raaddsul, hogy
rang(b — a, b — a') = rang(d — a,d’ — a’) = 2. Legyen végiil is

abNad'b =p, dendd =r, benbd =q,ésadNadd = s.

7



3. FEJEZET. AFFIN TRANSZFORMACIO 8

Ezen jelolésekkel
1. ha F-nek m az egyetlen fixrpontja, akkor m = prNq's’.
2. ha F-nek nincs fizpontja, akkor pr|lqs, de pr # gs.
3. ha F-nek van pontonként fix eqyenese, akkor ez az eqyenes pr = ¢s.

Bizonyitds. A harmadik allitas és a megforditasa nyilvanvalo.

Ha F tengelyes affin transzformécio, akkor a megfelel6 egyenesek minde-
gyike a tengelyen metszik egymast.

Megforditva, ha pr = ¢s, akkor t € R esetén p = ta + (1 — t)b. Miutén
cbllad és cV||d'd’, (3) magéban foglalja:

p=ts+(1—t)g=p=td + (1 —t)b' = p =17 és hasonloan r =’

igy pr = qs egyenes pontonként fix egyenes.
Most az elsé allitast bizonyitjuk (3.1. abra). A p és r pontok definicojabol
kovetkezik és ezt folytatva a Jda, 3,7,d € R-ra:

(1) p=a-at(—ah=F o +(1- A

(5) r=7vy-d+(1—7)c=0-d+ (1 —~) azaz

(6) P=a-d+ (1 —a)t

(7) r'"'=~-d + (1 =) (6)-bdl és (4)-bol kapjuk, hogy

(8) p—p = (a—pB)(a’ — V') Hasonloképpen (7)-bél és (5)-bél kapjuk, hogy
(9) r—r"=(y—=0)(d — ) Miutan (', ,d’) paralelogramma, folytatva

(10) «/ =V =d — =x At € R, (8-t szorozva t-vel és (9)-t szorozva
(1 — t)-vel, ez oda vezet, hogy

(11) tp' —tp = t(a — Bz

(12) (1 —t)r' — (1 —t)r = (1 —t)(y — §)x Most (11)-t és (12)-t bsszeadva,
kapjuk, hogy

(18) tp/ + (1 —t)r =tp+ (1 —t)r+[t(a—B)+ (1 —t)(y —0)]z Vegyiik észre,
hogy ha ¢ — id linearis automorfizmus, akkor meg tudjuk hatarozni ¢-t,
gy, hogy
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(14) tla = B) + (1 =t)(y = 0) = 0 <= t[(a = B) = (y = 9)] = —(y —0)
Valoban, indirekt bizonyitassal, ha (a— ) — (v —0) = 0, akkor (8)-bol
és (9)-bél kapjuk, hogy

pP—p=r—r=96@p) -—p=0or)—r=(¢—id)(p—7) =0,

amely lehetetlen. A (13)-as formulat t = —%—Vel helyetesitve:
tp'+ (1—t)r" = tp+ (1 —t)r-vé egyszertisodik. A kapott pontot jeloljiik

m-mel. Most alkalmazva m-re F-t, azt kapjuk, hogy
Fm)=Fp—(1-t)r)=tp'+ 1 —t)r'=m

Ez azt jelenti, hogy az m fixpont a pr egyenesen van és anal6g modon
a qs egyenesen is. Igy az els¢ allitast bizonyitottuk.

Tovabba a (13)-as elemzés a masodik allitashoz vezet. Haao— =y —3 =0,
akkor a (8)-bol és (9)-bél kapjuk, hogy p’ = psr’ = r, ami azt jelenti, hogy F
p-t és r-t fixen hagyja. Ha az affin transzformacié két kiilonb6z6 pontot fixen
hagy, akkor ezen pontokat Gsszekéts egyenesek minden pontjat fixen hagyja.
Ez a harmadik eset, igy ha F-nek nincs fixpontja, akkor « — 3 =~ — 4 # 0.
A (8)-bol és (9)-bol azt kapjuk, hogy

P—p=r'—r<=odp-r)=p-re=op-r)-(p—r)=0
< p—r € Ker(¢ — id)

Analog modon g — s € Ker(¢p — id). Miutan dimKer(¢ — id) = 1, tehat az
kovezkezik, hogy ¢ — s||p — r. Ez a masodik allitas.
]

3.1. 4bra.
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3.6. Tétel (A sik affin geometria alapvets tételének egyszeri ko-
vetkezménye). A sik minden affin transzformdcidja elédall hasonlésdg és
tengelyes affin transzformdcio szorzataként.

3.7. Megjegyzés. Legyen F' olyan affin transzformécié, amely

(p,q,r) — (', q,7").

Jelolje x azt a hasonlosagot, amelyiknél x(p) = p' és x(q) = ¢. Akkor F
X ¢és a tengelyes affin transzformécio szorzata. [p',¢, x(r) — 7’| Ha f-nek
egyetlen fixpontja van, akkor ezt valasszuk p-nek és igy p = p'.

3.8. Tétel. Ha a sik affin transzformdcidjanak p az egyetlen fixrpontja, akkor
a p kozépponti forgatds p kozépponti kidzéppontos hasonldsdg és tengelyes
affinitds szorzata, ahol p a tengelyen van.

3.9. Tétel. Minden fizpont nélkili affin transzformdcio a sikban eltolds és
tengelyes affin transzformdcio szorzata.

Bizonyitds. A fixponttétel kivetkezményeként ebben az esetben
dimKer(¢ —id) > 1 (3.2. abra).
Legyen q — p € Ker(¢ — id), (p,q € R* p # q). Akkor
F(q) = F(p) = q — p, ezért (p,q)-t (F(p), F(q))-ba

tudjuk eltolni. A p — F(p) &altal meghatarozott eltolast 7-val jeldljiik. A
(p,q,7) — (F(p), F(q), F(r))-val tudjuk megadni. Ez az affinitas a 7 eltolas
¢és a tengelyes affin transzformécio szorzata. [F(p), F(q), F(r) — F(r)] O

F(r)

F(p)=1(p) F(a)=1(q)

3.2. 4abra.
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Az equiaffin eset

3.10. Definici6é. A sik affin transzformacioja, ami a tertiletet megtartja az
equiaffin transzformacio6.

3.11. Megjegyzés. Legyenek p, q,r kollinearis pontok R?-ben. Az egyértelm
affin transzformacio, amely a p-t fixen hagyja, mig ¢-t és r-et felcseréli, ezt
affin tiikrézésnek nevezzik és [p,q < r]-rel jeloljik. Legyen tovabba s
qr szakasz felezé pontja. A fent emlitett affin tiikrozés ps minden pontjat
fixen hagyja, de a mésikat nem. Tehat minden euklideszi tiikrozés affin tiik-
rozés. Legyenek p,q,r nem kollinearis pontok R*-ben. Az egyértelmd affin
transzforméacio a p-re illeszkedd gr-rel parhuzamos egyenes minden pontjat
fixen hagyja és ¢-t r-be képezi. [p,q — r]-rel jeloljiik és nyirasnak nevez-
ziik. [p,q — r] nyirasnak van p-re illeszkedd és gr-rel parhuzamos egyenese.
A fixpontok konstrukci6jabol a Veblen ismert tételének bizonyitéasa konnyen
bevezethetd.

3.12. Tétel (Veblen tétele). A sik minden equiaffin transzformdcidja két
affin transzformdcio szorzata.

b=a'=p c=b'=q

3.3. 4bra.

Bizonyitds. Ha a sik equiaffin transzformacioja kiilonbozik az eltolastol, fél-
fordulattol vagy a nyirastol, akkor (a, b, c,d) — (b, ¢, ,d’),ad = d'¢ alakban
adhato meg, ahol (a, b, c,d) paralelogramma. A fixpontok konstrukciojat a
3.3. abra illusztralja. Legyen n [ab] szakasz kozéppontja. Az n-t kossiik
Ossze az egyértelmiien 1étezd m fixponttal vagy a fixmentes esetben huizzunk
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parhuzamost n-en keresztiil pr-rel (gs-sel). Ebben az egyértelmten létezs
fixpont esetben az affinitast az (a,b,m) — (b,c,m) adja, azonkiviil fixpont-
mentes esetben (a,b,d) — (b, c¢,d'). Mindkét esetben az affinités a [t,a < b
és [p,a < | affin tikrozés kompozicidja. A nyirds eset konnyen kezelhets:
[p,q — r] nyiras éppen [p,q < s] és [p, s <> r| affin tiikkrozés szorzata, ahol
s a p kozéppontu qr forgatas képén van. Eltolas és a félfordulat 2 euklideszi
tiikrozés szorzata, igy az allitds nyilvan valo. O]



4. fejezet

Forgatva nytjtas

4.1. 4bra.



4. FEJEZET. FORGATVA NYUJTAS 14

4.1. Definici6. Legyen Fi az F' alakzathoz kézéppontosan hasonlo, ahol O
a kozéppontos hasonlésidg centruma és k az aranya. Majd forgassuk el az O
pont korill az « szoggel az F; alakzatot az F' helyzetbe. Ezt a transzfor-
maciot, mely az F alakzatot az F' helyzetbe atvitte, forgatva nytjtasnak
nevezziik. Az O pont a forgatva nyujtas kézéppontja (4.1. dbra).

4.2. Megjegyzés.

1. Lathato, hogy a forgatva nyujtas két {6 jellemzdGje: k aranyt hasonlosag
és « forgatési szog.

2. A forgatva nyijtast mésképpen is megvalosithatjuk: Elgszor az
O kozéppont koriil « szoggel elforgatjuk az F' alakzatot az F, helyzet-
be. Majd alkalmazzuk az Fy-t F-be atvivé O kozéppontu, k ardanyu
koézéppontos hasonloségot.

3. Ebbdl lathato, hogy a sorrend mindegy. Tehét az eredményen semmit
nem valtoztat, ha elGszor egy O kozépponti és k aranyu kozéppontos
hasonlésagot, majd egy O pont koriil a szogl forgatést hajtunk végre,
vagy eldszor egy O kozépponti « szogl forgatast végziink és utana egy
O kozépponti k aranyu kozéppontos hasonlosagot.

Forgatva nyujtas alkalmazasa egy adott [ egyenesre

Az " megszerkesztéséhez elészor az [* egyenest keressiik meg. Az [*
egyenest az [ egyenesbdl egy O kozépponti k aranyt kézéppontos
hasonlésaggal kaphatjuk meg (4.2. dbra). Tegyiik fel, hogy k = 42 ekkor

CcD?
AB  OT* . AB
co-or T =cp

Itt a parhuzamos szel6k tételét alkalmazzuk.

-OT.

oT*

oT

/ AB / cD

4.2. abra.

Ezek utan az [* egyenest elforgatjuk az O kozéppont koriil o szoggel I/
helyzetbe (4.3 abra).
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4.3. abra.

Forgatva nytjtas alkalmazasa egy adott S korre

4.4. 4bra.

Elgszoér meghatarozzuk az S kor A kozéppontjanak az O kozéppontu k
aranyu (most példaképpen k = %) kozéppontos hasonlosagi képét, vagyis az
S* kor A* kozéppontjat:
I 0A”

2 0OA

— OA" = % -OA (4.5. abra).
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OA*

OA

o

S S
4.5. abra.
Majd ezek utan elforgatjuk S* kort O kozéppont koril « szoggel S’
helyzetbe (4.4. abra).

I. Pont koriili elforgatas

4.3. Megjegyzés. Ez a forgatva nytjtas olyan specialis esete, ahol a hasonlosag
aranya k = 1.

4.4. Példa. Szerkessziink olyan szabélyos haromszoget, melynek a csicsai
hérom parhuzamos egyenesen helyezkednek el.

4.6. abra.

Megoldas:

Jeloljiik a keresett haromszoget ABC A-gel, melynek csicsai rendre 1, [o, I3
egyeneseken helyezkednek el (4.6. abra). Vegyiink fel az [; egyenesen egy A
pontot. Ezek utan forgassuk el a B pontot tartalmazo Iy egyenest az A pont
koriil 60°-kal. Az igy kapott [y egyenes és az I3 egyenes metszéspontja lesz a
keresett haromszog C' csicsa. Mivel az [y egyenest az A pont koriil 60°-kal
két iranyba is eltudjuk forgatni, igy a feladatnak két darab megoldasa van.
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4.5. Megjegyzés.

1. Ha az A pont helyett egy masik A’ pontot vettiink volna fel az [, egyene-
sen, akkor természetesen ebbdl a pontbdl is megszerkeszthettiik volna
az A'B'C'A szabélyos haromszoget. Ez az A'B'C'A az ABCA AA’
nagysagu és [ iranyu eltolt képe. A geometridban az ilyen megoldasok
kozott nem tesziink kiilonbséget. Tehat épp ezért a feladat megoldasa
fliggetlen a pont megvélasztasatol. De ha az [q, [5, I3 egyenesek nem par-
huzamosak, akkor a feladatot hasonléan lehet megoldani, de ebben az
esetben mar a feladatnak végtelen sok megoldéasa van. Mert ha kilon-
boz6képpen valasztjuk meg az A pontot, akkor nem kapunk egybevago
haromszogeket.

2. Ez a feladat altalanosithatoé, ha az egyenls oldalt haromszogeket tet-
sz6leges haromszogekhez hasonlé haromszogekkel helyetesitjiik.

11. Ko6zéppontos hasonlésag

4.6. Definici6é. Ha egy transzformacié megtartja minden haromszognek a
koriiljarasi irdnyat vagyis az iranyitasat, akkor iranyitastarté transzfor-
maciorol beszéliink.

4.7. Megjegyzés. Minden iranyitastarté kozéppontos hasonlésag
nyuajtva forgatas, vagyis a nyujtva forgatason olyan kozéppontos hason-
l6sag és elforgatas szorzatat értjiik, amelynél a hasonlosag és elforgatas ko-
zéppontja egybeesik.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott egy olyan hasonlésag, amit az ABCA
és A'B'C'A haromszogek egymashoz rendelésével tudunk megadni (4.7. ab-
ra). Legyen A a hasonlosag ardnya. Feltessziik, hogy A # 1, vagyis nem
egybevagosagrol van szo.

Ha ABCA és A'B'C' A egyallasu haromszogek, akkor kézéppontos hason-
losaggal, tehat egy nulla szogi elforgatéssal egymasba vihetSk. Tegytik fel,
hogy az ABCA és A’B'C'A haromszogek nem egyallastak. Legyen az alta-
lunk meghatéarozott hasonlosdgnak O a fixpontja, igy az ABOA és A’ B'OA
héromszogek hasonlok és egyezd iranyitasiak.

Legyen AOB< = AOB'<< = v és AOA'<« = ¢. Ekkor sziikségképpen BOB'<
is egyenld ¢, igy az AOBA haromszoget vagyis az ABCA haromszoget is az
O koriili ¢ szogt elforgatas, majd pedig az O kdzéppontta ﬁg' aranyd hason-
losag O A’ B’ A haromszogbe vagyis A’ B’'C’' A haromszogbe viszi. ]
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4.8. 4bra.

4.8. Tétel. A forgatva nyujtdasndl a kézéppont, eqy tetszdleges pont és a képe,
valamint a ponton dtmend tetszdleges eqyenesnek és képének a metszéspontja
egy koron van.

Bizonyitds. Ha a 4.7. abran csak az AB és A’'B’ szakaszpér lenne megadva,
akkor is meg tudnank szerkeszteni az O kozéppontot. Mivel az AB egyenesét
éppen ¢ szoggel kellene elforgatni, hogy az A’B’-vel parhuzamos helyzetbe
keriiljon. Legyen M az AB és A'B’ egyenesek metszéspontja (4.8. &bra).
Mivel az OAM A’ és az OBM B’ négyszogeknél az O-nal 1évé és a szemkozti
M csticsanal 16vé kiilss szog egyenld, ezért a négyszogeink hurnégyszogek. Igy
az AMA'A és BM B'A haromszogek koré irt korok az O pontban metszik
egymast.
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A szerkesztés menetét nem befolyéasolja az AB és az A'B’ szakaszok mas
elhelyezkedése sem. O]

4.9. Kovetkezmény (A négy haromszog tétele). Ha sik négy egyenese
négy haromszoget zar kozre, akkor az ezek koré irt korok egy ponton mennek
at.

Bizonyitds. Ha a 4.8. abrat tekintjiik, akkor észrevehetjiik, hogy az AOA'A
és BOB'A haromszogek egyezd iranyitast hasonld héaromszogek. Mivel
AOA'c« = BOB'a = ¢ és % = %, igy a két haromszog megegyezik
egy szogben és a szoget kozrefogd oldalak aranyaban. Tehét 1étezik olyan
hasonlosag, pontosabban egy forgatva nyujtas, amely AOA’A haromszoget
atviszi BOB'A haromszogbe. Jelolje az AA’ és a BB’ egyenesek metszés-
pontjat M’ és alkalmazzuk erre az esetre az el6bbi tételiinket, igy az OABM

és OA'B'M' egy-egy koron 1év pontnégyes.

4.9. abra.

A 4.9. abran felvettiink négy olyan egyenest, amelyek paronként metszik
egymast és nem megy at koziiliikk harom egy ponton. Ezt kévetGen jeloljiik ki
rajtuk a metszéspontok altal meghatarozott AB és A’B’ szakaszokat. Mivel
van olyan forgatva nyujtas, amely AB-t atviszi A’ B’-be, igy ebbdl kovetkezik
a bizonyitando tétel. O

4.10. Példa. Szerkessziink olyan S kort, amely
a; két adott [y és [y egyenest érint és atmegy az adott A ponton.

b; atmegy két adott ponton A-n és B-n és az adott [ egyenest érinti.



4. FEJEZET. FORGATVA NYUJTAS 20

Megoldas:
® q;

— Ha [y és [, parhuzamosak, akkor a feladat megoldasa egyszert.

— Kiilonben messe egymast az [; és [, egyenes az M pontban és
legyen S abban az [y M, szogtartomanyba irt tetszéleges kor, mely
az A pontot belsejében tartalmazza. Az M A egyenesnek az S-sal
valo metszéspontjat jeloljik B-vel (4.10. &bra).

4.10. abra.
A keresett S kor kozéppontosan hasonlo lesz az S korhoz, ahol
M a kozéppont és az ardny k = %—g. Vegyiik észre, hogy

01B||OyA. Mivel ismerjiik a hasonlosag kozéppontjat és aranyét,
S-et konnyen megszerkeszthetjiik.

4.11. abra.

e b; Legyen m az AB szakasz felez6merd6legese, [ pedig az [ tiikorképe
m-re (4.11. abra). A keresett S kornek érintenie kell | egyenest és
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metszenie kell A és B pontokat. Tehat a b; részt visszavezettiik az a;
feladatra.

4.11. Megjegyzés. Adjunk meg a sikon egy a egyenest és egy O pontot. Le-
gyen tovabbéa Aq; As;...; A, pontok az a egyenes pontjai. Majd alkalmazzuk
ezen pontokra az O kozéppontu forgatva nyudjtast, igy az a egyenest b egye-
nesbe és az Aq; As; ... pontokat pedig rendre a b egyenes By; Bo; ... pontjaiba
viszi at. A keletkez6 OA; B1A; OA3BsA... haromszogek egyezd irdnyitasuak
és hasonloak (4.12. abra). Ennek a megjegyzésnek a megforditdsa adja a
kovetkezs tételiinket:

4.12. abra.

4.12. Tétel. Ha az OA1B1A; OA3BA..; OA,B,A eqyezd irdnyitdsu ha-
sonld hdromszégek és az Ay; As; ...; A, pontok egqy a eqyenesen vannak, akkor
eqy b egyenesen helyezkednek el a By; Bs; ...; B, pontok is.

4.13. Kovetkezmény. Ha az OABC:..Ny; OA3By(Cs...Ns; ..
OA,B,C,...N,, sokszogek hasonlok és A;; As;...; A, pontok egy a
egyenesen vannak, akkor egy egyenesen vannak a Bi; Bs;...; B,; a Cq; Cy; ...
Cyn; -.; az Ny; Na;...; N, pont n-esek is, mert az eléz6 tétel kiilon-kiilon
alkalmazhatdé OA; B;; OA;Cy; ...; OA;N; tipusu haromszogekre.

4.14. Tétel. Ha adottak az a; b; c; egyenesek, akkor a sik minden O pont-
jahoz tartozik egy hdromszégalak, talpponti hdromszégének az alakja, ami O
vdltoztatdsdval természetesen vdltozik.
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4.13. abra.

Bizonyitds. Ha 4.8. és 4.12. abrakat jol megfigyeljiik, akkor észrevesziik
hogy, az a egyenes A;; As;... pontjainak a képeit a b egyenesen az O ko-
zéppontl nyudjtva forgatasnal Ggy is megszerkeszthetjiik, hogy az O-bol a B;
ponthoz olyan egyenest hiizunk, amely ugyanakkora szdget zar be a b egyenes
egy megjelolt iranyaval, mint amekkorat az O A; zér be az egyenes megfeleld
irdnyaval.

Vegyiink fel a stkon harom egyenest: a-t, b-t és c-t és egy O pontot. Le-
gyen tovabba rendre hq, hs illetve hg olyan O koézéppontu forgatva nyujtas,
amely a-t b-be, b-t c-be illetve c-t a-ba viszi at (4.13. &bra). Legyenek rendre
Aq; By; C1 az O-bol az a-ra, b-re illetve c-re bocsatott merdlegesek talppont-
jal.

Ezt az A1 B1C1A haromszoget az O pont altal az adott egyeneseken 1étreho-
zott talpponti haromszdognek nevezziik. A bizonyitas elején elmondottak
alapjan kovetkezik, hogy h; az Ai-et Bi-be, hy a Bi-et Ci-be és hz pedig
Ci-et Aq-be viszi 4t. Legyen most Ay az a-nak egy masik pontja. Ezt a hy
Bs-be, ezt hy a Cy-be és ezt pedig hs az As-be viszi at. Tehat OAy; OBy és
O szakaszok azonos szoget zarnak be rendre az a, b illetve c egyenessel. Az
A1 B1C1A és Ay BoCsA haromszogek hasonlok, mivel hasonlé haromszogré-
szekbol tevédnek ossze. Altalanosabban az AsByCoA héromszoget is szokas
az O pont altal létrehozott (egyik) talpponti haromszognek nevezni vagyis
az O pont altal 1étrehozott talpponti haromszogek tehat mind hasonlok. [

4.15. Megjegyzés. Ha O a hadromszog koré irt kor kozéppontja, akkor a hozza
tartozo haromszogalak a hdromszogével azonos, hiszen a derékszoghoz tarto-
z6 talppontok éppen az oldalfelezé pontok.
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4.16. Tétel. A hdromszdg koré irt kor tetszdleges O pontjaibol az oldalakra
emelt merdlegesek talppontjai eqy eqyenesen vannak. Ezt az eqyenest az O-hoz
tartozo Simson-egyenesnek vagy Wallace-egyenesnek nevezik.

4.14. abra.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az O pont az XY ZA haromszog koré irt koron
van (4.14. &bra). Most az el6z6 tételben szerepl§ a;b illetve ¢ egyenesek
szerepét rendre az XY;Y Z illetve ZX egyenesek fogjak betolteni.

Legyen A; az XY egyenes X pontja. Mivel a keriileti szogek tétele szerint
OXY<a=0ZY< = ¢, ezért By a Z ponttal azonos. Legyen tovabba C a
Z X egyenesnek olyan pontja, amelyre teljesiil, hogy OC1Z< = ¢. Mivel az
Ay, By és C} pontok mindegyike rajta van az X7 egyenesen, ezért kell, hogy
az O-hoz tartoz6 valamennyi talpponti haromszog egyenes szakassza fajuljon
el és ebbdl a ténybdl kdvetkezik a bizonytando allitas. O

4.17. Példa. Szerkessziik meg azt az altalanos haromszoghoz hozzatartozo O
pontot, amelyhez egy adott szabélyos haromszogalak tartozik.

Megoldas:

Legyen adott az ABCA altalanos haromszog (4.15. &bra). Ebbe irjunk
bele egy olyan szabalyos haromszoget, amelynek X;Y és Z csiicsai rendre az
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AB; BC és C'A oldalegyeneseken helyezkednek el. Messe egymast az AX ZA
és BY XA héaromszogek koré irt kor az X-en kiviil az O pontban. Mivel
AXOZ és BYOX hurnégyszogek, ezért OXB< = OYC< = OZA<, és ez
éppen azt jelenti, hogy XY ZA az O-hoz tartozo egyik talpponti haromszog
és mivel ez szabalyos, igy az O pont altal 1étrehozott valamennyi talpponti
héromszog szabalyos.

4.15. abra.

Lassunk példakat most forgatva nyuajtasra

4.18. Példa. Az ABC'A héromszogbe irjunk olyan PXY A haromszoget, mely
egy adott LM NA héaromszoghoz hasonlé. (P az AB oldal adott pontja)

Megoldas:

Tételiizzok fel, hogy a feladat meg van oldva (4.16. abra).

Az Y pontot az X pontbol forgatva nyijtassal kapjuk meg, ahol a forgatva
nyujtas kézéppontja P, az ardnya k = %, és a forgatas szoge o« = MLN<,
ami a feladatban szerepl6 LNMA C csticsanal 1évS szog. Ebbdl kovetkezik,

hogy az Y pont egy olyan egyenesen van, amelyet BC' = [-b6l P kozépponti
k = % aranyu és « szogd forgatva nyujtéssal kapunk. Tehat [* :3(_{/ .
Ugyan akkor Y pont rajta van az :4—C>' egyenesen is. Kovetkezésképpen YV
éppen ﬁ/ és fTC metszéspontja lesz.
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4.16. abra.

Képletekkel:
X eBC=l= X'el ésX' =Y eAC= X' =Y € I'N AC
4.19. Megjegyzés.
e Ha [||AC, akkor nincs megoldésa.
e Hal és AC egybesik, akkor végtelen sok megoldas van.
4.20. Példa. Az ABC D paralelogrammaba irjunk egy adott K LM N parale-

logrammahoz hasonlé paralelogrammat.

Megoldas:

4.17. abra.
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Tételezziik fel, hogy K'L'M’'N’ paralelogramma az a keresett paralelo-
gramma, amely ABC'D paralelogrammaba van beirva (4.17. abra). A két
paralelogramma atloinak a metszéspontjai egybeesnek vagyis O = O'-vel.
Ezek utan K'L'OA hasonlé K LOA-gel, ahol O a KLMN paralelogramma
kozéppontja. Ebbdl kiévetkezik, hogy az ABCD paralelogramma AB = [

oL

oldalegyenesét az O kozéppontu k = Z ardnyq, KOL< = a szogii forgatva

nyujtas olyan I’ egyenesbe viszi, mely a BC' egyenessel valo metszéspontja
éppen a keresett paralelogramma L’ cstcsa lesz.

4.21. Példa. Szerkessziink olyan ABC'D hurnégyszoget, melynek oldalai adot-
tak: AB=a,BC =b0,CD =cés DA =d.

Megoldas:

4.18. abra.

Tételezziik fel, hogy a feladat meg van oldva (4.18. &bra). Ekkor az
ABCA-et az A kozépponta k = g aranyd o = BAD< szog forgatva nyajtas

ADC’'A-be viszi. Tehat B’ = D és a Cképe C' C'D egyenes meghosszabitéasra
keriil, mert ABC<t+ ADC< = 180°. Majd ezek utan ACC’A-ben ismert
CD =cés DC' = g és AD = d és ezen kiviil, hogy % = g arany. Ezért
megtudjuk szerkeszteni.

Szerkesztés menete:

1. Vegyiik fel CC" szakaszt.

2. Az ACC'A A cstcsanal 1év6 szogfelez6 N és M pontokban metszik
CC’ egyenest.
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3. Tudjuk, hogy CC/—]]\\j = CC”]]VV = g. Ezeket a pontokat meg lehet szerkesz-

teni, mert M AN< = 90°, kovetkezésképpen M N szakasz folé rajzolt
Thalesz kor és a D kozépponti a sugart kor metszéspontja lesz.

4. Ha az AC szakasz folé a és b oldalt haromszogeket szerkesztiink, akkor
megkapjuk a keresett négyszoget.

4.22. Megjegyzés. A feladatnak vagy egy megoldasa van, vagy nincs megol-
désa.

4.23. Példa. Szerkessziink ABC' D négyszoget, ha adott a B és D cstuicsanal
lévs szogeinek Osszege és oldalainak hossza: AB = a, BC = b,CD = ¢ és
DA =d.

\

/
v
4
4.19. abra.

Megoldas:

Tételezziik fel , hogy ABC D négyszog meg van szerkesztve (4.19. abra).
Majd az ABCA-et az A kozéppontu k = g aranya BAD< szogi forgatva
nyujtas ADC'<t-be viszi, ahol DC" = g-b és CDC'<t = B<+D<. Legyen M
oM _ C'N _ d

és N a C'C" szakasz olyan pontjai, amelyre teljesiilnek, hogy &7 = 57 = o
Ekkor A az M N szakasz f6lé rajzolt Thélesz-kor és a D kozéppontt, d sugara
kor metszéspontja lesz.



5. fejezet

Tikrozve nyujtas

5.1. 4bra.
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5.1. Definicié. Legyen az F| alakzat kozéppontosan hasonld az F-hez az
O kozéppontra vonatkozoan, ahol a hasonlosag aranya k pozitiv. Az F’
pedig az Fi-gyel tengelyesen szimmetrikus egy az O ponton atmend egyenesre
vonatkozoan. Ekkor azt mondjuk, hogy az F' alakzatot F-bél k aranyu
tiikkrozve nyutassal kaptuk. Az O pontot és az [ egyenest a tiikrozve
nyajtas kozéppontjanak illetve tengelyének nevezziik (5.1. abra).

5.2. Megjegyzés.

1. A tikrozve nyujtast agy is meg lehet valositani, hogy elGszor az [ egye-
nesre tiikroziink — ekkor az F' alakzat Fy-be megy 4t —, majd utana
pedig egy O kozéppontu és k ardnyd kozéppontos hasonlosaggal Fo-t
F'-be vissziik.

2. A tikrozve nyujtas egy O kozéppontu kézéppontos hasonlosag és egy
O ponton atmend [ egyenesre vonatkozo tiikrozés szorzata.

3. Lathato, hogy ha az F’ alakzatot F-bél tiikkrozve nyujtassal kapjuk,
akkor F-hez is eljuthatunk F’-bdl tiikrozve nyujtassal, de itt méar a
hasonlésag arédnya %, mig az O kozéppont és az [ tengely ugyanaz.

Tiikrozve nyujtas alkalmazasa egy adott | egyenesre

El6szor az n egyenesre alkalmazzuk az O kdzépponta k aranyt kézéppon-
tos hasonlosigot, igy kapjuk meg az n, egyenest. Majd ezt az n; egyenest
kell az O ponton atmeng [ egyenesre (tengelyre) tiikrozni. Ezzel megkaptuk
a keresett egyenest (5.2. abra).

5.2. abra.
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Tiikrozve nyuajtas alkalmazasa egy adott S korre

El6szor az S korre alkalmazzuk az O kézépponta k aranyt kézéppontos
hasonlésagot, igy 1étrejon az S; kor. Majd ezt tiikrozziik az [ egyenesre, mely
egyenes az O ponton megy at. Ezzel megkaptuk a keresett S kort (5.3. dbra).

5.3. 4abra.

5.3. Megjegyzés.

1. A valodi tiikrézve nyujtasnak egyetlen fixpontja van: az O kozéppont,
és a helyben marad6 egyenese az [ tengely és az O pontban raemelt
merdleges.

2. Az [ egyenesre vonatkozo tokrozés egy k = 1 aranyu tiikrozve nyujtés-
nak felel meg.

5.4. Példa. Adott az | egyenes, rajta az A pont és az S;, Sy korok. Szer-
kessziink olyan ABC'A haromszoget, melyben az [ egyenes az A cstucsnal
1év6 szoget felezi, a B és C cstuicsok sz Sy illetve Sy kéron vannak, és az AB,
AC oldalak arénya az adott m : n érték.
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Megoldds:

Tegyiik fel, hogy megszerkesztettiik az ABCA haromszoget (5.4. abra). A
B pontot a C-be egy A kozéppontt, [ tengelyti és = ardnyt tiikrozve
nyujtas viszi at. Ha ezt a tiikrozve nyujtast alkalmazzuk az S; korre, akkor
megkapjuk S| kort. Ezért a C' pont egyidejtileg rajta van Sy-n és azon az S|
korén, melyet S1-bél a fenti tiikrozve nyujtéssal kapjuk. A feladatnak attol
fiiggen van ketts vagy egy megoldasa vagy egyetlenegy sem, hogy az S|

kornek és az S, kornek hany metszéspontja van.

5.4. abra.

5.5. Példa. Szerkessziink olyan ABC' D négysziget, amelynek AC atloja az
A cstucsanél 1évs szog szogfelezdje, ha

a; adott az AB és a CD oldal, az AC' atlo és a B és C' csticsoknél 1évé
szogek kiilonbsége.

b; adott a BC' és a C'D oldal, valamint az AB és az AD oldalak aranya
és a B és a D csticsoknal 1évs szogek kiilonbsége.

c; adott az AB és az AD oldal, az AC' atl6 valamint a BC' és C'D oldalak
aranya.
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Megoldds:

Tegyiik fel, hogy megszerkesztettiik az ABC D négyszoget (5.5. abra). Az

A kozéppontta, AC tengelyt és 4=

AB & aranyu tiikrozve nytjtas az ADCA

haromszoget az ABC'A haromszogbe viszi.

a,

b;

Ismerjiik az AC' atlot és tovabba az AC" = AC' - AB 7 Osszefiiggest is.
Tovabba tudjuk azt is, hogy ABC'<t = ADC< es ez azt jelenti, hogy
a C'"BC<1 = ABC< — ADC< = B« — D< vagyis B csucs a CC’
szakasz f6lé rajzolt B<t — D< latoszogd koriv és az A kozépponta, AB
sugaru kor metszéspontja lesz. Ezek utan a D cstics mar konnyen
megszerkeszthets. A feladatnak legfeljebb egy megoldasa van.

5.5. 4bra.

Mivel ismerjitkk a BC és BC' = DC - A—B oldalakat és tovabbé, hogy a
C'BC< = B« — D<«, igy a CBC'A haromszoget meg tudjuk
szerkeszteni Az A cstucs a CC’ egyenes olyan pontja lesz, hogy

,31%/ A D A feladatnak egyetlen megoldésa van.

; Itt ismerjilk a BC' : BC" = BC' : (CD - 42) = 25 = 4D aranyt. A B

CD ~ 4B
pontot ugy kapjuk meg, hogy megszerkesztjiik azon pontok mértani

helyét, melyeknek a C és a C' pontoktol mért tavolsigainak aranya az
adott BC A 5 D érték és vessziik ennek és az A kozépponttu, AB
sugari kornek a metszéspontjat. Ennek a feladatnak is legfeljebb egy
megoldéasa van.



6. fejezet

Fixponttétel a projektiv sikon

6.1. Megjegyzés. A projektiv sik két legfontosabb fogalma: az idealis pont
és az idealis egyenes.

o A legegyszeriibben az idedlis pontot tugy tudjuk elképzelni, hogy
az egyenes pontjainak halmazahoz hozzacsatolunk egy tjabb pontot,
amely kovetkezd tulajdonsigokkal rendelkezik:

a sik parhuzamos egyeneseinek a halmazahoz hozzarendeliink egy
idealis pontot, amely minden parhuzamos egyenesen rajta van,
csakis ezeken az egyeneseken;

egy adott egyenesnek pontosan csak egy idealis pontja van;

egy idedlis pontot az egyenes nyalab egy tetszéleges egyenesével
adhatunk meg;

a parhuzamos egyenesek ezzel az idealis ponttal egy ponton atme-
né egyenesekké vagyis metszékké valnak

vagyis roviden az azonos irdnyvektori egyeneseknek azonos az
idealis pontja.

e Egy sik egyeneseinek idealis pontjai a sik idealis egyenesét alkotjak.
Az idealis egyenes néhany fontosabb jellemz§je:

A sik ideélis egyenese a sik minden egyenesét metszi.
Egy adott sitknak pontosan csak egy idealis egyenese van.

A péarhuzamos sikoknak kozos ideélis egyenesiik van.
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— Egy idedlis egyenest egy sikkal vagy pedig a vele parhuzamos si-
kokkal lehet magadni.

— Az ideélis egyenesek halmazat idealis siknak nevezziik.

Az el6bb megismert idealis elemekkel bévitett sikot projektiv siknak
nevezziik.

6.2. Megjegyzés. Az idealis pontok mellett a sik tobbi pontjat kdzonséges
pontoknak nevezziik.

Egy kozonséges és egy idealis pontot 0sszekotd egyenesen olyan egyenest ér-
tiink, amely atmegy az adott kozonséges ponton és parhuzamos az idealis
pontot megado egyenessel.

Az idealis pont és egyenes megjelenése maga utan vonta az 1j koordinata
fogalom megjelenését, igy jelent meg a pont és az egyenes Descartes-féle
homogén koordinétai.

6.3. Definicidé. Az {i, j, o} sikbeli koordinata-rendszerben a P(x,y) ponthoz

rendeljiik hozzd az Gsszes olyan (1,79, 23) szimharmast, amelyre 22 = és

22 = y teljesiil. Az ilyen szimharmast a P pont homogén koordinatéainak
3

nevezziik.

6.4. Definicié. Az ax + by + ¢ = 0 egyenletii e egyeneshez rendeljiik hoz-
zé azt az (uy,ug,us) szdmhéarmast, amelyre u; : us : u3 = a : b : ¢ azaz
valamilyen A # 0 szammal u; = Aa,us = Ab,uz = Ac. Ezt az (uq,ug, us)
szamhérmasokat az e egyenes homogén koordinatajanak nevezziik.

6.5. Kovetkezmény. Az z = (x1, x5, x3) kdzOnséges pont e egyenesen valo
illeszkedésének feltétele, hogy ex = 0 vagyis ax; + bxs + cxg = 0.

6.6. Definicio (Dualitas elve). Minden olyan tételbdl, amelyben csak a
pont, az egyenes és a koztiik 1évé kapcsolatként az illeszkedés szerepel, ér-
vényes tételt kapunk, ha a tételben a pont helyett egyenest, egyenes helyett
pontot, illeszkedés helyett illeszkedést mondunk.

6.7. Megjegyzés. Tegyiik fel, hogy ur = w1 + usrs + uszrs = 0 egyenlet az
u egyenes egyenlete.

e Ha u rogzitett, akkor azt szoktuk modani, hogy u pontsoranak az egyen-
lete.
Pontsor: egy egyenesre illeszked6 pontok halmaza.

e Ha x rogzitett, akkor pedig azt mondjuk, hogy x sugarsoranak az egyen-
lete.
Sugarsor: az egy pontra illeszkadd egyenesek halmaza.
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6.8. Definicio. Az ABCA és az A’ B'C’ A haromszogek egy S pontra nézve
perspektivek, ha az AA’, BB' és CC’ egyenesek az S tartopontu sugarsor-
hoz tartoznak vagyis atmennek az S ponton.

6.9. Definici6. Az ABCA és az A’B'C'A haromszogek egy s egyenesre
nézve (tengelyesen) perspektivek, ha az AB, A'B’; BC,B'C";CA,C'A’
egyenesparok X,Y, Z metszéspontjai az s egyenes pontsorahoz tartoznak
vagyis illeszkednek az s egyenesre.

6.10. Tétel (Desargues-féle haromszogtétel). Ha az ABCA és az
A'B'C'A hdromszogek az S pontra nézve perspektivek, akkor tengelyesen is
perspektivek és ez forditva is igaz vagyis: ha tengelyesen perspektivek, akkor
pontra nézve is azok.

6.11. Definici6é (Kettdsviszony).

o Legyen X,Y és Z kozonséges pontok homogén koordinataharmasai
rendre z,y és z rendre és legyen tovabba ezen pontok egy egyenesre
illeszkeds pontok vagyis z = Az + py, akkor az (XY Z) osztéviszony

értéke éppen S

e Legyen most X,Y, 7 és U egy egyenes négy pontja és homogén koor-
dintaik rendre x,y, z és u. Tegylik fel, hogy z = Ax+ uy és u = pxr+oy,
akkor az X,Y, Z ¢és U pontnégyes kettésviszonyan a £ : % hanyadost
értjik.

Jelélésben: (XY ZU) =£4:2

p

A Kettgsviszony legfontosabb tulajdonsagai:

1. Ha XY, Z és U kozonséges pontok, akkor (XY ZU) = %

2. Ha U az XY egyenes idealis pontja, akkor (XY ZU) = —(XY Z).
3. Egyértelmtiségi tétel: Ha (XY ZU) = (XY ZU’), akkor U = U".

4. Azt a pontnégyest, amelynek kettGsviszonya —1, azt harmoénikus
pontnégyesnek nevezziik.
Ha C az AB szakasz felez6pontja, D pedig idealis pontja, akkor A, B, C
és D harmonikus pontnégyes.

5. Az (ABCD) kettésviszonya,

e akkor pozitiv, ha C és D az AB szakaszon beliil vagy azon kiviil
van,



6. FEJEZET. FIXPONTTETEL A PROJEKTIV SIKON 36

e akkor negativ, ha C' és D koziil az egyik az AB szakszon beliil,
mig a masik azon kiviil van.

Sikbeli kollinaciok

6.12. Definici6. Egy transzformacioé akkor és csakis akkor hasonlosag, ha
egyenestarto és szogtarto.

Az egyenestartas azt jelenti, hogy ha A, B és C' az egyenes harom pontja,
akkor az A’, B’ és C' is egy egyenesen vannak.

A szogtartas pedig azt jelenti, hogy A és B a (' cstcsu szog egy-egy szaran
helyezkedik el, akkor ACB< = A'B'C'«.

6.13. Definicié. A projektiv tér egyenestarté transzformacioit kollinea-
coknak nevezziik.

A tovabbiakban a kétdimenzids kolllinedciokkal, azaz a siknak sikra
valo egyenestartod leképzéseivel foglalkozunk. Ezek koziil a legismertebb a
kézéppontos (centralis) vetitések.

7N

6.1. abra.

6.14. Definicio. Kozéppontos (centralis) vetités Legyen adott a o és a
o’ sik, és az egyikiikre sem illeszkeds C' pont. Ezt kdvetSen rendeljiik hozzéa
a o sik minden P pontjahoz a C'P egyenesnek azt a P’ pontjat, amely a o’
és a C'P metszeteként all els (6.1. &bra).
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6.15. Megjegyzés. Ez a hozzarendelés egyenestartd, mert ha g a o sik tet-
sz6leges egyenese, akkor a C' és g altal meghatéarozott siknak és a o’-nek a
metszésvonala ¢, tartalamazza a g egyenes minden pontjanak a képét. A o
és o’ sikok metszésvonala, az e egyenes pontjai fixpontok.

6.16. Megjegyzés. Legyen a o sik idealis egyenese i. Ennek a képét, i-t oly
modon kaphatjuk meg, hogy a C' ponton at a o-val parhuzamosan fektetett
sik metszi ki o’ sikb6l. Tovabba a C' ponton at a o’-vel parhuzamosan huzott
sik o-t olyan t egyenesben metszi, amelynek a ¢’ sik idedlis egyenese, t'. Ez-
zel belattuk, hogy o és o’ pontjai kozott a megfeleltetés valoban kolcsonosen
egyértelmd.

A kozéppontos vetités csak a projektiv térben kolcsonosen egyér-
telmi megfeleltetés, mert példaul: at egyenes pontjainak nincsennek meg-
felel6i a o sikon.

6.17. Tétel (Papposz-Steiner tétel). Ha a,b,c és d egyenesek egy sugdr-
sor egyenesei €s eqy e eqyenes ezeket rendre az x,y,z €s u pontokban metszi,
akkor az igy kapott pontnégyesnek és sugdarnégyesnek a kettdsviszonya egyen-

2

16.

6.18. Kovetkezmény. A kozéppontos vetités egy pontnégyes kettGsviszo-
nyat nem valtoztatja meg.

6.19. Megjegyzés. Ha a o’ sikot raforgatjuk a o sikra az a egyenes mentén,
akkor az igy kapott 0 = o’ sikban a megfeleltetés kolcsonosen egyértelmii,
egyenestarto és kettGsviszonytarto.

6.20. Definici6. A sikot 6nmagara leképezé kollineéciot, amelynek van olyan
tengelye, melynek minden pontja fixpont axialis (tengelyes) kollinea-
ciénak nevezziik.

6.21. Megjegyzés. Az axialis kollineaci6 dualis parja a centralis (k6zéppon-
tos) kollineaci6, ennek kozéppontja van, vagyis egy olyan fixpont, melyen

atmend minden egyenes fixegyenes.
6.22. Megjeqyzés.
o Két fixpontot Gsszekots egyenes fixegyenes. Ha F) és F; fixek és A az

F1 F5 egyenes egy pontja, akkor természetesen A’-nek is rajta kell lennie
az I és F, pontok altal meghatérozott egyenesen.

o Két fixegyenes metszéspontja fixpont.

e Ha a kollineacionak két tengelye van, akkor az azonossag. Mert a sik
minden pontjan atmegy két fixegyenes, amelyek a tengelyeket fixpon-
tokban metszi.
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e Egy kollinedcionak nem lehet két kozéppontja. Mert a sik tetszéleges P
pontjat ezekkel 6sszekotve két fixegyenest kapunk, tehat P is fixpont,
igy van két egyenes, amelynek minden pontja fixpont, vagyis van két
tengely, ami lehetetlen.

e Ha a kollineacionak van a tengelyen kiviili fixpontja, akkor az kozép-
pont. Mert a rajta atmend minden egyenesnek van még egy fixpontja,
a tengellyel alkotott metszéspontja.

6.23. Definici6. Kollineacional a centrum és a tengely mindig egyiittesen
lép fel, az ilyen kolline4cidkat centralis-axialis kollineacidknak vagy rovi-
debben c-a kollineacidknak nevezziik.

Ha a c-a kollineé4cid kézéppontja a tengelyen van, akkor elaciorol beszéliink.

6.24. Tétel. A c-a kollinedcio kettdsviszonytarto leképezés.

6.2. 4bra.

Bizonyitds. A Papposz-Steiner tétel alapjan elegendé ezt a pontnégyesek ket-
tésviszonyara megmutatni.

Ha az A, B,C' és D pontok egyenese nem megy at az S centrumon, ak-
kor az allitas kovetkezik abbol, hogy A, B,C' és D pontnégyes S-bdl valo
vetiilete éppen az A’, B',C" és D' pontnégyes, tehat (ABCD) = (A'B'C'D’)
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(6.2. abra). Ha viszont az A, B,C és D pontok az S-en atmend egyenesen
vannak, akkor Osszekotjiik ezeket az a tengely egy az egyenesiikre nem il-
leszkedd @ pontjaval. Majd QA, QB,QC és QD egyeneseket egy S-re nem
illeszked6 g egyenes az Ay, By, C és D pontokban metszi, ezeket a kollineécio
az Ay, By, Cy és D' pontokba viszi at. Azonban (Q-bol az utobbiak vetiile-
tei az SA egyenesen éppen az A', B',C" és D’ pontok és a vetitések miatt
(ABCD) = (AlBlClD) = (AQBQCQD’) = (A/B/O,D/) (63 ébra). ]

6.3. abra.

6.25. Tétel. A sikbeli kollinedciok csoportot alkotnak. Minden sikbeli kolli-
nedcio eldallithato c-a kollinedciok szorzataként.

Ezen tételb6l mar egyszertien kovetkezik a kollinedciok alaptételének
nevezett Osszefiiggés, melynek a kovetkezd két formaja ismert:

6.26. Tétel (Kollineacidk alaptétele).

1. Minden kollinedcio kettdsviszonytarto.

2. Ha adott a sikon két pontnégyes: A, B,C,D és A', B',C"', D" gy, hogy
eqyik pontnégyesben sincs hdarom pont eqy egyenesen, akkor eqy és csakis

eqy eqy olyan kollinedcio van, amely az A, B,C, D pontokat rendre az
A" B, C", D" pontokba viszi dt.
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6.27. Tétel. Legyen S a sik eqy tetszdleges pontja €s a eqy egyenese. Legyen
tovdbbd adva eqy P, P’ pontpdr, amelyek dsszekitd egyenese dtmegy az S-en.
Ez annak a sziikséges €és ellégséges feltétele, hogy létezzék eqyértelmien olyan
c-a kollinedcio, amelynek kézéppontja S, tengelye a és P-t P'-be viszi dt az,
hogy a sikon érvényes legyen a Desargues-tétel.

6.4. abra.

Bizonyitds. Ha a c-a kollineaciok 1éteznek, akkor érvényes a Desargues-tétel.
Legyen ABCA és A’B'C' A két olyan haromszog, amelyek az S pontra pers-
pektivek (6.4. abra). Legyen tovabba AB és A’B’ egyenesek metszéspontja
X, AC és A'C’ egyenesek metszéspontja Z, és legyen a egyenes az X és Z
pontokat tartalmazd egyenes. Az S kozépponti, a tengelyd és az A A’-be
vivl c-a kollineacié az X-et onmagaba viszi at, ezért AX egyenes képe A'X,
kovetkezésképpen B képe B’.

Az el6z6ekhez hasonloan:

AZ képe A'Z, ezért C képe C', ebbdl kovetkezik, hogy BC képe B'C’, ezért
e két egyenes az a tengely Y pontjaban metszik egymast. Tehat a két hé-
romszog tengelyesen perspektiv. Most tegyiik fel, hogy a sikon érvényes a
Desargues-tétel.

Legyen adva egy S pont, a egyenes és egy olyan A és A’ pontpar, amelyre
teljesiil, hogy AA’ egyenes atmegy az S ponton. Ha a megadott adatokkal
létezik a c-a kollineécio, akkor ez egyértelmd. Legyen B a stk SA egyenesé-
re nem illeszkedS pontja és messe AB egyenes a-t X pontban. B képének,
B'-nek sziikségképpen rajta kell lennie az SB és X A" egyeneseken, tehat a



6. FEJEZET. FIXPONTTETEL A PROJEKTIV SIKON 41

helyzete egyértelmiien meghatarozott. A c-a kollineicio 1étezéséhez azt kell
belatnunk, hogy ha a stk tetszéleges C' pontjanak a képét az el6bbi mdédon
akar az A, akar a B pont segitségével szerkesztjiik meg, akkor képként ugyan-
azt a C’ pontot kapjuk.

Bizonyitas:

Messe AC' az a egyenest Z pontben, és BC pedig Y pontban. C’ pontnak
rajta kell lennie az A'Z és B'Y egyeneseken, tehat C’ ezek metszéspontja.
Igy azonban az ABCA és A'B'C’ A haromszogek az a egyenesre perspektivek,
ezért az S pontra nézve is azok. Tehat C' és C 6sszekots egyenese atmegy
S-en és igy C' valoban c-a kollineaciés képe a C' pontnak. m

6.28. Megjegyzés (A csoport algebrai definicidja). Csoportnak neveziink egy
olyan G halmazt, amelyen definidlva van egy * kétvaltozos mivelet és telje-
siilnek a kovetkezo feltételek:

1. a x mivelet asszociativ;
2. a G halmaznak van e neutrélis eleme;

3. a GG halmaz minden a eleméhez hozzarendelhets egy olyan b € G elem,
hogy axb =bxa = e. A b elemet az a elem inverzének nevezziik és
a~l-gyel jeloljiik.

Kommutativ csoport: Ha a csoportmiivelet kommutativ, akkor a
csoportot kommutativ csoportnak vagy Abel-csoportnak nevez-
ziik.

6.29. Megjegyzés (Hasonldsdgok alaptulajdonsdgai).

e Definicié: A hasonlésagok (hasonlésagi transzformaciok) a le-
képezések osztalyat alkotjak. A hasonlosag olyan kdlesondsen egyértel-
mi ponttranszformécio, amely tetsz6leges P, () pontpéarhoz olyan P’, ()’
pontpért rendel, amelyre Ij;g =\

A X neve: a hasonlosag aranya, P'-t P képének, P-t P’ &sének

nevezziik.

e A sik hasonlosagai csoportot alkotnak. Mert

— a x mivelet: a transzformaciok egymés utani alkalmazasa, amit
a transzformacidk szorzatanak nevezziik. A transzforméaciok
szorzata asszociativ vagyis a ti,ts,t3 transzforméaciokra teljestil,

hogy (tltg)tg = tl (tgtg).

— az e neutralis elem: olyan transzformaci6, amely minden ponthoz
onmagat rendeli, amit azonossiagnak vagy egységtranszfor-
macibénak nevezziik.
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— Azt a transzforméciot pedig, amely a P’ pontot visszaviszi a P
pontba az eredeti transzformacioé inverzének nevezzilk. A ¢ transz-
formaci6 inverzét t~!-nel jeloljiik. A transzformécionak és inver-
zének szorzata egységtanszformacio: tt—! =t~ 't = e.

6.30. Tétel. A kozos tengelyii c-a kollinedciok csoportot alkotnak.
6.31. Tétel. A kozos tengelyi eldciok kommutativ csoportot alkotnak.

6.32. Tétel. kis Desargues-tétel: Ha az ABCA és A'B'C'A hdromszo-
gek olyanok, hogy az AA', BB',CC" egyenesek eqy S ponton mennek dt és
az AB és A'B’ egyenesek eqy X pontban, a BC és B'C" egyenesek eqy Y
pontban metszik egymdst, és S az XY = s egyenesen van, akkor a C'A és
C' A" egyenesek Z metszéspontja is rajta van az s egyenesen (6.5. dbra).

6.5. abra.

6.33. Megjegyzés. A c-a kollineaciok specialis esetei tartalmazzék az elemi
stkgeometria leggyakoribb transzformacioit.
A c-a kollineacio:

1. tengelyes affinitas, ha a kdzéppont idealis pont.
2. kozéppontos hasonlosig, ha a tengely idealis egyenes.

3. tengelyes tiikrozés, ha a kozéppont a tengelyre meréleges irdnyt idealis
pont.

4. eltolas, ha elacio, amelynél a tengely idedlis egyenes, a kdzéppont idealis
pont.

6.34. Tétel. A projektiv sikon minden projektiv transzformdcionak van fix-
pontja €s fixegyenese.



7. fejezet

Osszegzés

A szakdolgozat megirdsakor arra torekedtem, hogy olyan témakoroket
fejtsek ki jobban és vilagitsak meg, amelyeket az egyetemen csak részben
vagy egyaltalan nem érintettiink, de szorosan kapcsolodnak a fixponttételek-
hez. Fzen megfontolasbodl a legelss két fejezetre, a hasonlosagi és az egybeva-
goségi transzformaciokra kevésbé tértem ki, mivel ezeket az elmult években
mélyrehatéan megismertiik.

Az ezeket kovetd affin transzformécio a fixponttételekre valé ralatasomat
szélesitette. Ennek koszonhetGen mas szemszoghdl kezdtem szemlélni a té-
méat. A szemléletvaltas akkor kovetkezett be, amikor kimondtuk azt a tételt,
ami vilagossa teszi szamunkra, hogy mikor is 1étezik az affin transzformaci-
onak egyértelmiien fixpontja, majd ezt kévetSen ennek kovetkezményeként
visszajutunk a hasonlosagok fixponttételéhez. A tovabbi két témakor megi-
rasakor torekedtem, hogy minél érthetébben és szemléletesebben mutassam
be a forgatva és a tiikrozve nyujtast. Ezt probaltam a feladat véilasztassal
még eredményesebbé tenni. A példak segitségével igyekeztem kiaknazni az
ezekben a transzformaciokban rejls lehetGségeket. A megértést szolgaljak a
feladatokhoz készitett nagy abréak is. Az utolsé témakort az egyetemen csak
részben érintettiik, igy kihivast jelentett a projektiv sikban a fixpontétel ki-
dolgozasa. Ennek megértése és elmagyarazasa céljabol jobban belemélyedtem
és részletesebben fejtettem ki a hattérismereteket.

Zéarasképpen ugy gondolom, hogy a szakdolgozatombol a forgatva és a
tiikrézve nyudjtas az a két témakor, amelyeket kozépiskolaban is mernék tani-
tani. Természetesen ezt csak érdekességképpen mutatnam be. Maximum 1-2
oraban megismertetném az osztilyomat az adott fogalmakkal és az elmon-
dottakat pedig példakkal illusztralnam.
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