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Bevezetés

Az informaécié fogalmanak megalkotdasa minden kétséget kizardan a hu-
szadik szazad masodik felének egyik legnagyobb vivmanya, hiszen akar a
hétkoznapi életben is gyakran vagyunk részesei informaciés folyamatok-
nak. A modern technika minden nagy ujitasaval kapcsolatban kozponti
szerepet jatszik az informaciétovabbitas, -feldolgozas illetve -tarolas. Az
informacio azonban sokféleképpen nyilvanulhat meg, példaul széban, iras-
ban vagy elektronikusan is.

Az informécié matematikai elmélete annak koszonhetd, hogy felis-
merték: az informacié mennyiségét szammal lehet jellemezni — hasonléan
ahhoz, ahogyan szammal lehet kifejezni példaul a tavolsdgot az idét vagy
a tomeget.

Miutan mar az informacié mennyiségét szamszeriileg mérni tudjuk,
az ,,informacio” szét tulajdonképpen kétféle — konkrét és absztrakt, il-
letve kvalitativ és kvantitativ — értelemben hasznaljuk. Informécié alatt
értjiik egyrészt magat a konkrét informaciot (értesiilést), mésrészt ennek
szamszeri mértékét, vagyis a konkrét informaciéban foglalt absztrakt in-
formaciomenynyiség mértékszamat. Célszeri tehat a konkrét informaécio
szamszerl informéciétartalmat informaciomennyiségnek nevezni.

A kérdés ezek utan az, hogy hogyan torténjék az informéacié mérése.
Ezt altalaban ugy tessziik meg, hogy az informaciomértékekre bizonyos
természetes és lehetoleg gyenge tulajdonsagok fennallasat koveteljiik meg.
Ebbdl fakaddan a jellemzési tételek soran fiiggvényegyenletek jelennek
meg. Ekozben szamottevoen tamaszkodunk majd a fiiggvényegyenletek
elméletére.

A disszertacié célja néhany — az informéaciéelméletben szereplé — fiigg-
vényegyenlet stabilitdsanak a vizsgdlata. A szerzo altal elért eredményeket
a disszertaciéo harmadik és negyedik fejezete tartalmazza. Most roviden
ismertetni fogjuk ezeket az eredményeket. Mindezek el6tt azonban a
fiiggvényegyenletek elméletébe engediink bepillantast, azokat a definicio-
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kat és allitasokat soroljuk fel, melyek a késobbi fejezetek megértéséhez
sziikségesek.



1 Informaciomértékek

A tovabbiakban az N,Z,Q,R és a C szimbdélumok rendre a természetes
(pozitiv egész), az egész, a raciondlis, a valés és a komplex szamok hal-
magzat jelolik, valamint a pozitiv valods, illetve a nemnegativ valdos szamok
halmazara innentol kezdve az R, és az R, jeloléseket fogjuk hasznalni.
Legyen n > 2 egy tetszoleges természetes szam, és tekintsiik a

e {(pl""’pn) € R¥p >0,z‘—1,...,n72pz“1}
i=1
és a
i=1

halmazokat. Ekkor az {I,} -, fliggvénysorozatot informdciémértéknek
nevezzilk, ha minden n > 2 esetén [, : I’ — R vagy minden n > 2 esetén
I, : T, — R.

A legismertebb informaciomértékek a Shannon—entropia (lasd Shan-
non [15]), azaz

H;L(pln o 7pn) - — sz logQ(pi)7 (p17 -3 Dn S F;’n Z 2)
=1

és az ugynevezett a—adfoku entrdpia vagy Havrda—Charvat entrdpia (lasd
Aczél-Darécezy [1], Dardczy [4] és Tsallis [17]), amit a

H:<p1,...,pn>:{ (2= = 1) (T 1), ha a#1

Hl(py,...,pn), ha a=1
modon értelmeziink minden n > 2 és (py,...,p,) € I esetén. Egyszerii
szamoldssal lathaté be, hogy minden n > 2 és tetszéleges (p1, ..., p,) € I,
esetén

lim HTO; (pl, e ,pn) = Hyll (pb s 7pn)7

a—1
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azaz a Shannon—entropia folytonosan beagyazhaté az a—adfoki entropiak
csaladjaba.

A informaciomérték fenti definicidja nyilvan tilsagosan altalanos ah-
hoz, hogy a Shannon—entrépiat vagy az a—adfokd entrépiat jellemezni
tudjuk. Felvetodik ezek utan az a kérdés, hogy az informaciomértékekrol
milyen algebrai, illetve analitikus tulajdonsagokat koveteljink meg, hogy
az megegyezzen a fenti informaciomértékek valamelyikével.

Az egyik legalapvetébb kovetelmény, mely a jellemzési tételek soran is
hatékonyan alkalmazhaté, a rekurzivitas.

Definicié 1.1. Legyen o € R, azt mondjuk, hogy az {I,}, -, informdcio-

mérték a—rekurziv, ha tetszdleges n > 3 és (p1,...,pn) € Iy esetén tel-
jesul az
(1.1) L(p1,---,pa)
D1 D2
= Ip—1(P1+D2,P3,---3Pn) T+ p1+p2a12( ) )
- s S T

eqyenldség. Amennyiben o = 1, akkor a tovdbbiakban réviden csak azt
fogjuk mondani, hogy az {I,} —, informdaciomérték rekurziv.

Vegyiik észre, hogy a rekurzivitas fogalmanak , hasznossaga” abban
rejlik, hogy ennek a tulajdonsagnak koszonhetden elegendé az I : I'y — R
fliggvényt meghatdroznunk ahhoz, hogy az {I,} ~, informaciémértéket
jellemezni tudjuk.

Ezenkiviil még sziikségiink van az alabbi fogalomra is.

Definicié 1.2. Az {I,},_, informdcidmértéket szimmetrikusnak nevezziik,

ha

(1.2) Ly (p1, - pn) = Ly (Po)s - - - » Pon))

teljesil minden n > 2, (p1,...,pn) € 'S és tetszdleges o : {1,...,n} —
{1,....n} permutdcid esetén. Azt mondjuk tovdbbd, hogy az {I,} ~,
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informdciomérték 3-szemi-szimmetrikus, ha tetszdleges (p1,pe,ps) € 15
esetén fenndll az

(1.3) I3(p1, p2, p3) = Is(p1, p3, p2)
eqyenloség.

A Shannon—entrépia szimmetrikus, normalt és rekurziv, mig az a—
adfoku entrépia szimmetrikus, normalt és a-rekurziv. A kérdés azonban
az, hogy elegendéek—e ezek a tulajdonsagok a Shannon—entrépia, illetve
az a—adfoku entrépia jellemzéséhez. Mint azt majd latni fogjuk, nem
feltétleniil.

Az elsé jellemzési tétel a Shannon—entrépidra magatél Shannontol szar-
mazik ([15]), a médsodik pedig Hin¢intél. Majd, 1956-ban Faddeev 1énye-
gesen redukalta mind Shannon, mind Hinc¢in axiémarendszerét.

Daroczy vette azonban észre elszor, hogy a Shannon—entrépianak egy
a rekurzivitason és szemi—szimmetrian alapulo jellemzése egyenértékii egy
fiiggvényegyenlet, nevezetesen az informdcio alapegyenletének egy adott
halmazon torténé megoldasaval, lasd [4].

Tétel 1.1. Legyen a € R tetszdleges, de rogzitett és tegyik fel, hogy
minden n > 2 esetén I,, : Iy — R. Ekkor az {I,} ~, informdcidmérték
pontosan akkor 3—szemi—szimmeltrikus és a—rekurziv, ha az

flz)=1L(1—-zz) (x€]0,1])

maodon értelmezett f:]0,1[— R figgvény kielégiti az

a9 ssa-arr () oo ()

1—x 11—y

figgvényegyenletet minden (x,y) € D° = {(u,v) € R*|u,v,u+ v €]0,1[}
esetén.



Az el6z6 tételben az f :]0,1[— R ismeretlen fiiggvényre vonatkozo
(1.4) fiiggvényegyenlet az informdcio paraméteres alapegyenlete, abban
az esetben, ha o = 1, akkor az informéacié alapegyenletérol beszéliink.

Az aldbbi tétel (1.4) altalanos megolddsat tartalmazza.

Tétel 1.2. Legyen o € R tetszdleges, de rogzitett. Ekkor az f :]0,1[— R
fugguény pontosan akkor elégiti ki az informdcio paraméteres alapegyen-
letét, ha a =1 esetén van olyan a € R és olyan ¢ :]0, +00[— R fiiggvény,
melyre

p(uv) = up(v) +ve(u),  (u,v €]0,+00l)
ugy, hogy

flx) = o(x) + o1 —z)+ax, (z€]0,1])
teljestil, illetve a = 0 esetén van olyan b € R és olyan | :]0,+oo[— R
figgvény, hogy
(1.5) l(wv) = l(u) + 1(v), (u,v€]0,1])
ugy, hogy

flz)=1(1-2x)4¢, (z€]0,1])

all fenn, végul minden eqyéb esetben

fx)=cax®+d(1—2)"—d, (z€]0,1])
valamely c,d € R mellett.

A szakirodalomban a D = {(z,y) € R?*z,y € [0,1[,z + y < 1} halma-
zon fennallé (1.4) egyenlet azon f : [0, 1] — R megoldésait, melyekre még
f(1/2) = 1és f(0) = f(1) is teljesiil, informdcio figgvényeknek neve-
zik. Mi azonban informéciéfiiggvény alatt olyan f :)0,1]— R fliggvényt
értiink, mely a D° halamzon kielégiti az (1.4) egyenletet.

Vegyiik észre, hogy az 1.1. Tétel értelmében az informaciémérték és az
informaciofiiggvény kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast.
Ezért ennek a tételnek a segitségével meg tudjuk adni az 6sszes a—rekurziv,
3—szemi-szimmetrikus informaciémértéket.
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Tétel 1.3. Legyen a € R tetszbleges, ekkor az {I,},— o (I,:T —R,n >2)
informaciomérték pontosan akkor a—rekurziv és 3—szemi—szimmetrikus,
ha a =1 esetén

]n(ply--'apn = pl +Z pl +ap% ((p17"'7pn)€F$L)

teljesul minden n > 2-re, ahola € R, ¢ : R,y — R olyan fiuggvény, mely
minden u,v € R, esetén kielégiti a

p(uv) = up(v) + vp(u)

egyenletet; o = 0 esetén

In(p1, cee apn) = C(TL _ 1) + l(p1>, ((p1, cee 7pn> S F;)

aholl: Ry — R egy logaritmikus fiigguény, azaz kielégiti az (1.5) egyen-
letet minden u,v € Ry, esetén, c € R; minden mds esetben pedig

Li(pry -+ pn) =0(p7 — 1) + ¢ (Zp?‘ - 1) ((p1,---,pn) €T17)

teljesul tetszoleges n > 2 esetén valamely b, c € R konstansokkal.



2 Fuggvényegyenletek stabilitasa

S. Ulam egy 1940—es, a Wisconsin Egyetemen tartott eléadasaban néhany
matematikai problémat vetett fel. Ezen problémak kozil az egyik a
fiiggvényegyenletek stabilitdselméletének elinditéja lett. Ulam problémaja
a kovetkezo volt (lasd Ulam [18]).

Legyen (G, o) egy csoport, (H, x) pedig egy metrikus csoport a d met-
rikdval. Legyenek € > 0 és f : G — H olyanok, hogy

d(f(xoy), f(x)*fly) <e

teljestil minden z,y € G esetén. Igaz—e, hogy létezik olyan 6 > 0 és olyan
g : G — H figgvény, melyre
g(woy) =g(x)*g(y) (v.,y€q)

teljestl ugy, hogy
d(f(z),g(z)) <6

is fenndll minden = € G esetén?
Igenl6 valasz esetén azt mondjuk, hogy az

flxoy) = f(z)* fly) (z,y€q)

fugguényegyenlet stabil a G halmazon.
Ulam probléméjara el6szor 1941-ben D. H. Hyers adott igenl6 valaszt
az alabbi tétel forméjaban.

Tétel 2.1 (Hyers [11]). Legyenek X és'Y Banach—terek, € > 0 régzitett.
Tegyiik fel, hogy az f : X — Y fligguény olyan, melyre

[f(x+y)— flx) = fly)l <e

teljestl minden x,y € X esetén. Ekkor minden x € X esetén létezik az

a(x) = lim J(2")

Nn—00 omn
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hatarérték, az a : X —'Y fugguény additiv X -en, azaz
a(z +y) = a(z) + a(y)
minden x,y € X esetén és

() —alz)]| <€

teljesul minden x € X esetén. Tovdbbd, a fenti formuldval megadott
a: X —Y fliggvény egyértelmien meghatdrozott.

Hyers tétele a kovetkezot fejezi ki. Amennyiben egy f fliggvény csak
,,megkozelitoleg” elégiti ki az additiv Cauchy—egyenletet, akkor létezik
egy olyan egyértelmiien meghatarozott a additiv fiiggvény, mely ,,kozel”
van ehhez az f fliggvényhez.

Hyers [11] megjelenése éta a fenti eredményt sokan sokféleképpen alta-
lanositottak. Kézenfekvo tovabba, hogy Ulam probléméja nemcsak az ad-
ditiv Cauchy—egyenlet kapcsan vetheto fel, hanem mas fliggvényegyenle-
tekkel kapcsolatban is.

A multiplikativ Cauchy—egyenlettel kapcsolatos vizsgdlédasok példaul
egy igen meglepé eredményre vezettek. Ebben az esetben ugyanis az
ugynevezett stabilitasi egyenlotlenségbol az kovetkezik, hogy a szdban
forgo figgvény vagy korlatos vagy az egyenletnek maganak megoldésa.
Ezt a jelenséget szuperstabilitdisnak nevezziik, lasd példdul Baker [3].

Megtorténhet azonban az is, hogy a stabilitasi egyenlotlenséghbdl az
adddik, hogy a szoban forgo fiiggvény nem lehet mas, csakis a fliggvény-
egyenlet megoldasa, ez az ugynevezett hiperstabilitas, 1lasd példaul Maksa—
Pales [14].

A disszertacié harmadik fejezetében a paraméteres alapegyenlet stabi-
litasanak problémajaval foglakozunk és mindharom fogalommal talalkoz-
hatunk majd, attdl fliggden, hogy a paraméteres alapegyenletben szerepl6
a valos szam értéke nulla, egytol kiillonbozo pozitiv vagy negativ valos
Szam.



A fiiggvényegyenletek stabilitaselmélete olykor igen véaltozatos mddsze-
reket igényel, hiszen &altaldnos, minden fliggényegyenlet esetén miikodo
eljaras nem létezik. Hyers [11] megjelenése utan a {6 eredmény bizonyita-
sanak gondolatmenete, az tgynevezett Hyers—sorozatok modszere igen
gyluimolcsozonek bizonyult szdamos fiiggvényegyenlet stabilitdsdnak vizs-
galata soran. Székelyhidi vette észre el0szor, hogy szoros kapcsolat van
a stabilitas és az ugynevezett invarians kozepek kozott. Ezt a technikat
alkalmazva [16]-ben altaldnosabb korillmények kozott sikertilt igazolnia
Hyers tételét.

Késébb azonban megjelent néhany olyan fliggvényegyenlet —ilyen pél-
déul a disszertaciéban vizsgalt paraméteres informacio—alapegyenlet is —
melyek esetében a mdédszer nem miikodik.
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3 A paraméteres informacié—alapegyenlet stabilitasa

Ezt a fejezetet 1ényegében a Gselmann [7], [8] és a Gselmann—Maksa [10]
dolgozatok alapjan épitettiik fel.

A doktori képzés soran a f6 célom az volt, hogy az alabbi kérdést
megvalaszoljam.

Feltételezve, hogy ¢ > 0 egy tetszoleges, de rogzitett valos szam, o € R
szintén tetszoleges, de rogzitett, f :]0, 1[— R pedig egy olyan fiiggvény,
melyre

f(w)+(1—x)“f( y )—f@)—(l—y)af(i)‘g

1l—=z 11—y
teljesiil minden (x,y) € D° esetén, akkor létezik—e a paraméteres in-
formacié—alapegyenletnek olyan h :)0, 1[— R megoldasa, melyre

|[f(x) = h(x)] < Ke

teljestil minden x €]0, 1 esetén valamely K € R konstanssal?

Ezt a kérdést sikeriilt majdnem teljes egészében megvalaszolni, a kovet-
kez6 tételek formajaban.

Az alabbi tétel azt allitja, hogy az informacié paraméteres alapegyen-
lete hiperstabil a D° halmazon, feltételezve, hogy az o paraméter értéke
negativ, lasd [7].

Tétel 3.1. Legyenek a,e € R olyanok, hogy o < 0, ¢ > 0. FEkkor az
f:]0,1]— R fiigguény pontosan akkor elégiti ki az

(3.1) f@y+u—fo(1fx>—f@%—ﬂ—yff(fég>

egyenldtlenséget minden (x,y) € D° esetén, ha léteznek olyan c,d € R
konstansok, hogy

(3.2) flx)=cx*+d(1l —2)* —d

teljesil minden x €0, 1] esetén.

<eg
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Majd az az esetet tekintettiink, amikor 1 # a > 0. Noha o = 0 esetén
csak stabilitast, mig az 1 # o > 0 esetben szuperstabilitast tudtunk
igazolni, mégis egy tételben fogalmazzuk meg ezt a két esetet. Ennek oka
pedig az, hogy a két eset bizonyitasa teljesen hasonld, 1asd még [8].

Tétel 3.2. Legyenek a,e € R olyanok, hogy 1 # o > 0, € > 0. Tegyiik
fel tovabbd, hogy az f :]0,1[— R fiigguény tetszdleges (x,y) € D° esetén
kielégiti a
Yy x

: 1—x)° — —(1=yfl—)<
33 [r@ 0o ($25) - s - - (75 )] <
egyenldtlenséget. Ekkor, ha o = 0, akkor létezik olyan [ :]0,1[— R loga-
ritmikus fugguény és olyan ¢ € R konstans, hogy
(3.4) f(z) = [I(1 — ) + ]| <63
teljesil minden x €0, 1] esetén, eqyébként pedig léteznek olyan a,b valds
konstansok, hogy
(3.5) |f(x) = [ax® + b(1 — 2)* — b]| < K(«)e

dll fenn barmely x €]0, 1] esetén, ahol

39 . ga+1
27— 1|
A stabilitas kérdését nemcsak a D°, hanem a

D = {(x,y) € R%z,y € 0,1,z +y < 1}

halmazon is vizsgaltuk. Ebben az esetben is azt kaptuk, hogy a pa-
raméteres informdacié—alapegyenlet rendre stabil, szuperstabil illetve hi-
perstabil, ha a rendre nulla, egytol kiilonbozo pozitiv illetve negativ valos

K(o) =3+12-2° 4

SzAam.

Ezzel a disszertacié fo célkitiizését majdnem sikeriilt elérniink. Az
alkalmazott modszerek azonban nem bizonyultak eredményesnek abban
az esetben, amikor a = 1, igy az informacié alapegyenlete stabilitasanak
kérdése nyitott maradt.
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4 Néhany tovabbi fliggvényegyenlet

Ebben a fejezetben példakat adunk arra, hogy az elozo fejezetben be-
mutatott eredmények miként hasznalhatdak fel arra, hogy segitségiikkel
tovabbi fliggvényegyenletek stabilitdsanak kérdését meg tudjuk véalaszolni.
Az itt ismertetett eredményeket a szerzé [6], [7], [8] és [9] dolgozatai tar-
talmazzak.

Tekintsik az S = {(z,y,2) € R}|z +y+ 2z > 0} halmazt. Ekkor a
H : S — R ismeretlen fiiggvényre vonatkozo

(4.1) H(z,y,2)=H(x+y,0,2) + H(z,y,0) ((x,y,2) €.5)

fliggvényegyenletet entrdpia—egyenletnek hivjuk. A (4.1) egyenlettel el6-
szor A. Kaminski és J. Mikusinski foglalkozott és 1977-ben meghataroztdk
(4.1) altalanos megoldésat, feltételezve, hogy a H : S — R fliggvény
szimmetrikus, folytonos és els6foki homogén fliggvény, lasd [13]. Ezt az
eredményt Aczél [2] altaldnositotta azaltal, hogy a H ismeretlen fliggvény-
re enyhébb regularitasi feltételeket kovetelt meg. Az Aczél [2]-ben taldlhato
eredményt Dardczynak sikeriilt altalanositani. O az entropia—egyenlet
azon megoldasait hatarozta meg, melyek esetén a H : S — R ismeretlen
fiiggvényrol csak azt tessziik fel, hogy szimmetrikus, els6fokt homogén és
kielégiti az entrépia—egyenletet, 1ldsd [5].

Az els6 példédban az entropia—egyenlet stabilitasanak kérdését valaszol-
juk meg, az aldbbi tétel formajaban, lasd még Gselmann [6].

Tétel 4.1. Legyen S = {(x,y, 2)eR e +y+2> 0}, £1,E9,E3 nem-
negativ valos szam, tegyuk fel tovdbbd, hogy a H : S — R fligguényre
teljestilnek az alabbiak.

(4.2) [H(z,y,2) = H(0(x),0(y),0(2))] < e

minden (x,y,z) € S és tetszdleges o : {x,y,z} — {x,y,2} permutdcio

esetén;

(4.3) \H (z,y,2) — H(zr+9,0,2) — H (2,y,0)| < ey
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barmely (x,y, z) € S° esetén, ahol S° jeldli az S halmaz belsejét;
(4.4) | H (tx,ty,0) —t"H(z,y,0)| < &3

minden t,x,y € Ry, esetén. FEkkor, ha a = 1, akkor létezik olyan ¢ :
R, — R figguény, melyre

o (zy) =x0(y) +ye(r), (v,y €Ry)
ugy, hogy
(4.5)  |H(v,y,2) —[px+y+2)—¢@)—0y) —¢ )] <e+e

teljesil minden (x,y, z) € S° esetén; ha o = 0, akkor létezik olyan a € R,
hogy

(4.6) |H (x,y,2) — a| < 83+ 259 + 49¢y,

ha (x,y, z) € S°; végiil, minden mds esetben létezik olyan c € R, melyre
(4.7) |H (z,y,2) —c[(z+y+2)" —a" —y" =2 <er + e
teljesil minden (x,y,z) € S° esetén.

Majd arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy vajon stabil-e az igyne-
vezett modositott entrépia—egyenlet. Eloszor azonban egy egyszerli asszo-
ciativitasi egyenletre vonatkozo stabilitasi tételt igazolunk.

Tétel 4.2. Legyenek U, V,W C R pozitiv hosszusdgu intervallumok, € >
0. Tegyiik fel, hogy az A: (U+V)xW —RésaB:Ux(V+W)—-R
fugguények olyanok, hogy

(4.8) |A(u + v, w) — B(u,v +w)| <e

teljesul minden v € U, v € V és w € W esetén. FEkkor létezik olyan
0:U+V +W — R fiigguény, hogy

(4.9) |Alp,q) —p(lp+q)| <2 (peU+V), qgeW)

14
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és
(4.10) |B(t,s) —p(t+s)|<e (teUse(V+W))
teljestl.

Ennek az allitasnak, illetve az el6zo fejezet eredményeinek a segitségé-
vel az alabbiakat tudtuk igazolni, lasd még [9].

Tétel 4.3. Legyenek a, 1,9 € R olyanok, hogy o #£ 1, e1,e9 > 0. Tegyiik
még fel tovabbd, hogy az f : ]RELF — R fligguény olyan, hogy

(4.11) | f(z,y,2) = f(r,y+2,0) = (y + 2)f (Oyizyjzﬂ <e

teljesul minden x,y,z € Ry, esetén, valamint tetszbleges x,y,z € R,
és o {x,y,z} — {x,y, 2z} permutdcid esetén

(4.12) [f(z,y,2) = [ (o(2),0(y),0(2)] < &2
is teljesil. Ekkor, ha a < 0, létezik olyan a € R és olyan ¥ : R,y — R
figguény, hogy

(4.13)  |f(7,9,2) = [ax® + ay® + az” + 1(z + y + 2)]| < 2e1 + 3ey

minden x,y,z € Ry, esetén; amennyiben o = 0, ugy létezik olyan 1 :
R+ — R fligguény, hogy

(414) ‘f(x7y7 Z) - Zp?(aj Tyt Z)‘ < 19181 + 1263827 (xvya S R—H-)

végul minden mds esetben, minden n € N esetén léteznek olyan v, :
10,3n] — R fiigguények igy, hogy minden x,y, z €]0,n] esetén
(4.15)

|f(x,y,2) = [ax® + ay® + az® + n(x +y + 2)]| < co(@)er + dn(@)e:

all fenn, ahol

cn(@) =24+ 7-2°n°K(a) és dp(a) =4+T7-2°n"K(a).
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Ezzel azt igazoltuk, hogy a modositott entropia—egyenlet Hyers—Ulam
értelemben stabil az egydimenziés alaphalmazon a pu(x) = 2% (o <0,z €
R, ) multiplikativ fiiggvénnyel.

Vegyiik azonban észre, hogy ha 0 < a # 1, akkor csak azt tudtuk iga-
zolni, hogy ez a fiiggvényegyenlet tetszoleges, de rogzitett n € N esetén
stabil a ]0,n]x]0, n]x]0, n] halmazon. Egyszerti szamoldssal lathaté azon-
ban, hogy

lim c¢,(a) =400 lim d,(a)=+o00, (1#a>0)
n—-+00 n—-+00
igy ezzel a modszerrel a ,,szokasos” Hyers—Ulam stabilitast nem sikertlt
igazolnunk tovabba, az a = 1 esetrodl szintén nem tudtunk semmit belatni.
Végiil egy olyan fiigvényegyenlet-rendszer stabilitasanak a kérdésével

foglalkoztunk, mely az a—rekurziv, 3—szemi—szimmetrikus informaciémér-
tékeket irja le.

Tétel 4.4. Legyen o € R, o # 1, (g,) pedig egy nemnegativ valds
szamokbaol dllo sorozat, tegyiik fel tovdbbd, hogy az I, : I'S — R (n > 2)
fugguénysorozat kielégiti az alabbi egyenlotlienségeket

(4.16) |L,(p1,---,Pn)

P1 P2
—I—1(p1 +p2,p3,...,p —p1+p2a12< , )‘Ss_l
-1l n) = ) p1+Dp2 p1+ P2 "

minden n > 3 és (p1,...,pn) € 'Y esetén és

(417) |I3(p17p27p3) - 13(p17p37p2)| S &1

teljesul a I's halmazon. Ekkor, ha o < 0, akkor léteznek olyan c,d valds
szamok, hogy

n—1

(418)  [Li(pr,-opn) = [cHy (pr, - ,pa) +d (pf = D] < ey
k=2
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teljesil minden n > 2 és (p1,...,pn) € I'S esetén; ha a = 0, akkor létezik
olyan | : R, — R logaritmikus fiigguény és olyan ¢ € R, hogy

(4.19) |Ln (pr,- - pn) = [cH) (p1, .. pa) + 1(p1)] |

n—

<Y e +63(n—1)(2e9+ 1)
k=2

[y

teljestil tetszdleges n > 2 és (p1,...,pn) € I esetén; végiil, ha 1 # a > 0,
akkor léteznek olyan c,d valos szamok, hogy

(4.20) [Lu(p1, -5 pn) = [cHy (P, -+ -, pa) +d(pf — 1)]]

n—

—_

< er+ (n— 1)K (a)(2e9 + 1)

g

dll fenn minden n > 2 és (p1,...,pn) € 'Y esetén, ahol a lec:2 er, =0

konvencioval élunk.

3 O

Mivelhogy az informéacié alapegyenlete stabilitdsanak a kérdése még
nincs megvalaszolva, ezért ebben a tételben sem tudtunk semmit sem
bizonyitani az a = 1 esetben. Megjegyezziik azonban, hogy abban az
esetben, ha az informécié alapegyenletérdl tudndnk, hogy stabil (vagy
azt, hogy nem stabil), akkor igazolni tudndnk azt is, hogy a 3—szemi-
szimmetrikus, rekurziv informaciémértékek rendszere is stabil (illetve azt,
hogy az sem stabil).
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Introduction

It is certainly true that the concept of information is one of the dominant
ideas of the second half of the twentieth century. People from all walks
of life are concerned with information processing. Many of the inventions
of the current era deal with storage, transmission, transformation and
retrieval of information.

Information can be manifested however in various forms, for example
orally, in writing, electronically, etc. From mathematical point of view,
the essence of information is its quantity, and the basic problem is how
to measure information quantity.

Commonly it is done by introducing desirable properties for an infor-
mation measure, then using those properties to determine explicit forms
for information measures. While doing this we rely heavily upon the
theory of functional equations.

The dissertation deals with the stability problem of some functional
equations that appear in the characterization problem of information me-
asures. The main results achieved by the author can be found in the third
and in the fourth sections.

In what follows we will summarize the results of the dissertation.
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1 Information measures

Let n > 2 be an arbitrary integer and consider the sets

;= {<p1,...,pn> eR"m>0,i—1,--.,n»2“‘1}
=1

and
I, = {(pl,...,pn) ER"p; >0,i=1,....n, ) p= 1}.
1=1

A real-valued sequence of functions {I,} ~, is called an information me-
asure, if foralln >21,: 'y = Rorforalln>217,: T, — R.

Probably the most well-known information measure is the Shannon—
entropy (see [15]), that is,

Hy(pr,- - pa) = = Y _pilogy(pi),  (p1,-,pn €T3 > 2)
=1

or the entropy of degree a (or Havrda—Charvét—entropy or Tsallis ent-
ropy), i.e.,

2l )T pr = 1), if a#l
Ha n) = ( =141 )
n(pla 7p ) { H,,ll(pl, o 7pn)7 lf a = 1

for all m > 2, (p1,...,pn) € I, see Daréezy [4], Havrda—Charvat [12] and
Tsallis [17].

Using the L’Hospital rule, one can easily see that for arbitrary n > 2
and (p1,...,pp) € '

lim HTO; (pl, e ,pn) = Hyll (pb s 7pn)7

a—1
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holds, that is, the Shannon—entropy can continuously embedded to the
family of entropies of degree a.

Since the notion of an information measure is far too general, one
can ask what should be assumed about an information measure so that
the entropy of degree alpha could be characterized. One of the most
fundamental of all axioms which can be postulated is the recursivity.

Definition 1.1. Let o € R arbitrarily fived. The information measure
{I,},2, is called a—recursive, if for alln > 3 and (p1,...,pn) €T

(1.1) I, (p1,---,pn)

D1 P2
=1l 1 (p1+p2,p3y--. D +m+m”b( : )
w1 n) + ) p1+p2 p1+ Do

holds. Furthermore, the 1-recursive information measures will stmply be
called recursive.

Furthermore, we will use an additional property, namely the 3—semi—
symmetry.

Definition 1.2. The information measure {I,} o (I, : T\, = R, n>2)
15 called 3—semi—symmetric, if

I3 (p1,p2, p3) = I3 (p1, p3, p2)
holds for all (p1,p2,ps) € I'.

Obviously, the Shannon—entropy is recursive and 3—semi—symmetric
and the entropy of degree a is arecursive and 3—semi-symmetric.

The first characterization theorem is due to Shannon himself, the se-
cond is due to Hin¢in. Later, in 1956 Faddeev reduced significantly the
axioms of Shannon and also that of Hinc¢in. It was Dar6czy however who
noticed that the characterization of the Shannon—entropy (based on its
recursivity and semi-symmetry) leads to a functional equation, namely
to the fundamental equation of information.
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Theorem 1.1. Let o € R be fized, {I,,},",, I, : T2 — R. The informa-
tion measure {I,}, o is 3—semi—symmetric and a—recursive, if and only
if the function f :]0,1]— R defined by

fx) =LA —=z,2) (x€]0,1])

satisfies functional equation

an ssa-arr () oo ()

11—z

for all (z,y) € {(u,v) € R*|u,v,u+v €]0,1[}.

Functional equation (1.2) appearing in the previous theorem is the
celebrated parametric fundamental equation of information.

Therefore, if the information measure is a—recursive and 3—semi—sym-
metric, then knowing the general solutions of (1.2), one can characterize
those information measures which have the properties mentioned above.

In the following theorem we will give the general solution of the para-
metric fundamental equation of information.

Theorem 1.2. Suppose that « is an arbitrary but fixed real number. The
function f:]0,1[— R satisfies functional equation (1.2) on the set D° if,
and only if , in case o = 1 there exist a function ¢ :]0,+00] — R and
a € R such that

p(ry) = zp(y) +yp(r)  (2,y €0, +-00])
in such a way that
f(@) = o(x) + (1 —2) +ax, (x€0,1])
if a =0, there exist a function [ :]0,4+00] — R and ¢ € R such that
l(zy) = U(x) +1U(y) (2,9 €0, +00])
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and
flz)=I1(1—-2)4+c (x€]0,1])

is fulfilled, finally, in all other cases there exist c,d € R such that
fl)=cx®+d(l—2)*—-d (xz€]0,1])
holds.
If functional equation (1.2) has to holds on the set
D= {(z,y) € R2|z,y € [0,1], 2 +y < 1}

then the function f : [0, 1] — R which fulfills (1.2) furthermore f(1/2) = 1
and f(0) = f(1) holds, is called in the literature an information function.
In the dissertation however on an information function we understand a
function f :]0, 1]— R which is a solution of (1.2) on the set D°.

Using the last two theorems the a—recursive, 3—semi—symmetric infor-
mation functions can be characterized.

Theorem 1.3. Let o € R be arbitrarily fixed. The information measure
{I,},25 (I, : T, — R, n > 2) is a—recursive and 3—semi-symmetric, if
and only if, in case a =1

Li(p1, - pn) = @(p1 +Z (pi) +api)  ((p1,...,pa) €17)

foralln >2, 1ifa=0

Lu(py, -, pn) = c(n = 1) +1(p1),  ((pr;--pa) €T7)

for all n > 2, in all other cases

Ly(p1s - pn) = c(p] 1+d<zpzl> ((p1,.--,pn) €T7)
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holds for all n > 2, where the functions ¢, :]0, +oo[— R satisfy

p(ry) = 2p(y) (2,9 €]0, +00])

and
l(:Cy) - l({E) + l(y)7 ([U,y 6]07 —|—OO])

respectively,and a,c,d € R are constants.
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2 Stability of functional equations

During one of his talk, held at the University of Wisconsin S. Ulam posed
several problems. One of these problems has became the cornerstone of
the stability theory of functional equations, see [18]. Ulam’s problem
reads as follows.

Let (G, 0) be a group and (H, *) be a metric group with the metric d.
Let € > 0 and f : G — R be a function such that

d(f(zoy), flx)* fly) <e
holds for all x,y € G. Is it true that there exist 6 > 0 and a function
g : G — R such that
g(xoy) =g(x)xg(y), (z,y€q)

so that
d(f(z),g(x)) <¢

holds for all z € G?
This question was first answered in 1941 by D. H. Hyers with the
following theorem.

Theorem 2.1. Let ¢ > 0, X,Y be Banach spaces and f : X — Y be a
function. Suppose that

If(z+y) = flz) = fy)ll <e
holds for all x,y € X. Then for all x € X the limit

. a(2"x)
=1
(@) = i o

does exist, the function a : X — R is additive on X, i.e.,
a(r +y) = a(z) + a(y)
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holds for all x,y € X, furthermore,

1f(z) —a(z)] <e
is fulfilled for arbitrary xr € X.

The above theorem briefly expresses the following. Assume that X, Y
are Banach spaces and the function f : X — Y satisfies the additive
Cauchy equation only ’approximatively’. Then there exists a unique ad-
ditive function a : X — Y which is ’close’ to the function f. Since 1941
this result has been extended and generalized in a several ways. Furt-
hermore, Ulam’s problem can obviously raised not only concerning the
Cauchy equation but also in connection other equations, as well.

For instance, the stability problem of the multiplicative Cauchy equa-
tion highlighted a new phenomenon, which is nowadays called supers-
tability. In this case the so—called stability inequality implies that the
function in question is either bounded or it is the exact solution of the
functional equation in question, see Baker [3].

In the dissertation we will meet an other notion, namely the hypersta-
bility. In this case from the stability inequality we get that the function
in question can be nothing else than the exact solution of the functional
equation in question, see, e.g. Maksa—Péles [14].

The aim of this dissertation is to investigate the stability of the fun-
damental equation of information. The main results and also the appli-
cations will be listed in the subsequent sections. We will prove stability,
superstability and hyperstability according to the value of the parameter
«. The results, we will present can be found in Gselmann [7] and in [§].
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3 Stability of the parametric fundamental equation
of information

This PhD dissertation basically deals with the following problem. Let
e > 0 and « € R be arbitrarily fixed and let f :]0,1[— R be a function.
Assume that the inequality

e+ a-orf (7)< s - s ()] <

—x 11—y

is fulfilled for all (x,y) € D°. Does there exists a solution of the paramet-
ric fundamental equation of information, that is, a function A :)0, 1[— R
such that

X

) + (1= (1) = b+ 1= (1) (@ e D)

l—x
in such a way that
|[f(x) = h(z)] < Ke

holds for all = €]0, 1] with a certain constant K € R?
The answer to this question depends heavily on the value of the para-

meter a. The results we will list below can be found in Gselmann [7], [8]
and in Gselmann—Maksa [10].

Theorem 3.1. Let a,e € R, « < 0, > 0 and f :]0,1[— R be a function.
Assume that

for+a-or (7)) - f) - - (1) <

holds for all (x,y) € D°. Then, and only then, there exist c,d € R such
that

flx) =cx® +d(1 —2)*—d
for all x €]0,1].
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This theorem expresses that the parametric fundamental equation of
information is hyperstable on the set D°, assuming that a < 0.

Theorem 3.2. Let a,e € R be fized, 0 < o # 1, > 0. Suppose that the
function f :)0,1[— R satisfies the inequality

Y x
1—a)° — —(1=y)fl—) <
fo+a-oer (7)) - f) - - (1) <
for all (z,y) € D°. Then, in case o = 0, there exists a logarithmic
function 1 :]0,1[— R and ¢ € R such that

|f(z) = [I(1 —2) + ]| <63e, (x€]0,1])
furthermore, if a ¢ {0,1}, there exist a,b € R such that
|f(z) = laz® +b(1 — z)" — b]| < K(a)e

holds for all x €]0, 1], where

11—« -1 @ 32 - 3a+1
K(a)=|2""" 1] (3+12-2 +m>.

From Theorem 3.2. we obtain that the parametric fundamental equa-
tion of information is stable if & = 0 and superstable in case 1 # a > 0.

The question of stability was examined not only on the set D° but also
on the set D. On the closed domain we proved that the parametric fun-
damental equation of information is stable, superstable and hyperstable,
in case « is equal to zero, is a positive real numbers different from one
and is a negative number.

Furthermore, in this section we point out the methods we used are not
appropriate if the parameter a equals one. Thus the stability problem of
the fundamental equation of information is still open.
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4 Further functional equations

Finally, the last part of the dissertation contains some applications. This
section is builded up with the help of the publications [6], [7], [8] and [9].
This section contains three subsections. In the first we prove that

the entropy equation is stable in the sense of Hyers and Ulam (see also
Gselmann [6]).

Theorem 4.1. Let €1, €9, €3 be arbitrary nonnegative real numbers, o € R,
and assume that the function H : S — R satisfies the following system of
inequalities.
H(z,y,2) — H (0(x), 0(y), o(2))] < &1
for all (z,y,z) € S and for all o : {x,y, 2z} — {z,y, 2} permutations;
|H($,y,2) T H(x+y,0,z) o H(l‘,y,O)| < €2
for all (x,y,z) € S°, where S° denotes the interior of the set S;
|H (tz,ty,0) —t*H(z,y,0)| <5

holds for all t,z,y € R... Then, in case o = 1 there exists a function
v : Ry, — R which satisfies the functional equation

o (ry) =20 (y) +ye(r), (v,y €Ry)
and
|H (z,y,2) = [p(x+y+2)—p@) —pH) —p)]| <ea +e

holds for all (z,y,z) € S°; in case a = O there exists a constant a € R
such that
|H (x,y,2) — a| < 83+ 25e9 + 49¢4

for all (z,y,z) € S°; finally, in all other cases there exists a constant
c € R such that

|H (z,y,2) —c[(z+y+2)"—a2%—y* =2 <e1+e
holds on S°.

28



Then we investigate the so—called modified entropy equation. After
giving its general solutions on the multi-dimensional domain, we examine
its stability problem on the one-dimensional domain (see Gselmann [9]).

As a preliminary result, first we prove the following stability theorem,
that concerns a simple associativity equation.

Theorem 4.2. Let U, V,W be real intervals, A : (U + V) x W — R,
B:U x (V+W) — R and suppose that

|A(u + v, w) — B(u,v+w)| <e

holds for all w € U, v € V and w € W. Then there exists a function
o:U+V +W — R such that

|Alp,q) —p(p+q)| <2 (pe(U+V),qgeW)

and
|B(t,s) —p(t+s)|<e (teUse(V+W))
hold.

With the help of this statement we can prove the following stability
type result.

Theorem 4.3. Let a,e €R, a # 1,6 >0 and f : RS — R be a function.
Assume that

o) = S+ 20) — 27 (0.2 2 <

and

|f(@,y,2) = [ (0(x),0(y),0(2))] < e
hold for all x,y,z € Ry, and for all permutations o : {x,y,z} —
{z,y, z}.
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Then, in case o < 0, there exist a € R and a function p; : Ry, — R
such that

[f(z,y,2) — [az® + ay® + az" + p1(x +y + 2)]| < 261 + 3e2

holds for all x,y,z € R, .
Furthermore, if = 0, then there exists a function po : R, — R such
that
1f(z,y,2) — g2z +y+ 2)| <191e; + 1263¢

holds for all x,y,z € Ry ,.
Finally, if 1 # o« > 0, then for all n € N, there exists a function
¥y, 1]0,3n] — R such that

|f(7,y,2) — [ax® 4+ ay® + az” + Yu(x +y + 2)]| < ca(a)en + dn(a)es
holds for all x,y, z €]0,n], where
cn(@) =24+ 7-2°2°K(a) and dy(o) =4+ 7-2°7n"K(a).

Briefly, this theorem says that the modified entropy equation is stable
in the sense of Hyers and Ulam on its one-dimensional domain with the
multiplicative function u(x) = z® (o < 0,2 € Ry,).

In case 1 # a > 0 we obtain however that functional equation in
question is stable only on every cartesian product of bounded real intervals
of the form ]0,n]® | where n € N. Nevertheless, an easy computation
shows that

ngrfoo (@) = 400 ngrfoo do(a) = +o00.  (1# a>0)

To the best of our knowledge, this is a new phenomenon in the stability
theory of functional equations. Thus we cannot prove the ’standard’
Hyers—Ulam stability in this case, nor if & = 1. This problems are also
presented as open problems.
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Finally, in the third subsection we deal with the stability of a system
of functional equations. Here we prove that the system of equations that
defines the a—recursive, 3—semi—-symmetric information measures is stable

in the sense of Hyers and Ulam (see Gselmann [7], [8] and Gselmann—
Maksa [10]).

Theorem 4.4. Let n > 2 be a fized positive integer and {I,,},~, be the
sequence of functions I, : I') — R and suppose that there exist a sequence
(en) of nonnegative real numbers and a real number o # 1 such that

|In(p1a s apn)

D1 D2
—Ip—1(p1 +P2,D03,---Pn) — (P1 T D2 alz( ; >|§6_1
-1 n) = ) p1+p2 p1+ P2 "

for alln >3 and (p1,...,pn) €I, and

|13(p1, p2, p3) — Is(p1, 03, p2)| < €1

holds on I';. Then, in case o < 0 there exist c,d € R such that

1 (p1, - pn) = [eHY (p1, - opn) +d (pf = D] <) ex

for alln > 2 and (p1,...,p,) € I'S. Furthermore, in case o = 0 there
exists a logarithmic function [ :]0,1[— R and ¢ € R such that

’]n(pl,...,pn)—[cHo(pl,...,pn )+ U(p H

n—1

<Y e +63(n—1) (259 + 1)
k=2

for alln > 2 and (p1,...,pn) € IS, Finally, if « > 0 then there exist

n
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c,d € R such that
|In(p17 SR 7pn) _ [CHT?(pla <. 7pn) + d(p? T 1)”

< nz_:&“k; + (n — 1)K(Oé)(282 + 81)
k=2

holds for allmn > 2 and (p1,...,pn) € ', where the convention

n’

15 adopted.
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