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Bevezetés

A négy fejezetbdl allo disszertacioban targyalt problémakat a [8] dolgo-
zatban kozolt, Daroczy Zoltan, Maksa Gyula és Pales Zsolt altal felvetett
ekvivalenciaprobléma motivalja: milyen feltételek mellett igaz, hogy az alabbi

L f(Mi(z,y)) + f(My(2,y)) = f(z) + fly) (z,y€l),

IL 2f (My @ Ma(z,y)) = f(z) + f(y) (2,y €1)

fliggvényegyenletek megoldashalmaza egybeesik? Egyenleteinkben I C R ne-
miires, nyilt intervallum, M; és M, kétvaltozos szigoru kozepek, My @ My pedig
a Gauss kompoziciot jeloli. A szerzok az

M1 ® M2(M1(x7y)7 MQ(Ivy)) = M1 ® M2($,y>

invarianciaegyenlet segitségével megmutattak, hogy (II.) minden megoldasa
megoldasa az els6 egyenletnek is. A nem trivialis probléma tehat az (I.) egyen-
let megoldésainak a meghatarozasa.

A disszertacio elsé fejezetében az (I.) fiiggvényegyenletet vizsgaljuk ab-
ban a specialis esetben, amikor M; és M, rendre az aritmetikai és a geometriai
kozép. A fejezet f6 eredménye szerint ebben az esetben az (I.) fiiggvényegyen-
letnek csak a konstans fiiggvények a megoldasai, 1d. [19]. (Ebbgl azonnal
kovetkezik a fliggvényegyenletek ekvivalencidja.) A korabbi eredményekhez
képest lényeges kiilonbség az I intervallum szerepeltetése. Az I = R, esetben
(R4 a pozitiv valos szamok halmaza) ugyanis Dardczy-Maksa—Pales |8] mar
igazoltak az ekvivalenciat. A bizonyitas azonban, mely Maksa Gyula egy [20]
- ban elért eredményére tdmaszkodik, nem miikodik, ha I nem a teljes pozitiv
félegyenes, hanem csak egy valodi részintervallum.

Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa és Pales |9] az ekvivalenciat abban a specialis
esetben vizsgélja, amikor M; és Ms silyozott aritmetikai kdzepek:

Ml(xay) = oo+ (1 - O[)y, Mg(l',y) = (]' - O./)J} +ay (:E,y € ])
Ennek az esetnek az érdekessége, hogy (II.) a nevezetes

r+y
2

2/( )= f@)+ fly) (w,yel)



Jensen egyenletbe megy at f(x) = A;(z) + Ap alaki megoldasokkal, ahol A;
additiv fiiggvény, Ay pedig egy tetszGleges konstans. A szerz6k megmutattak,
hogy ha a algebrai szam tugy, hogy 1?704 és —1=2 pnem algebrailag konjugal-
tak, akkor (I.) minden megoldasa megoldasa a Jensen egyenletnek is. Ha
azonban lea transzcendens szam, vagy algebrai ugyan, de % bs —1=2 -
gebrailag konjugaltak, akkor van olyan f:I — R megoldasa (I.) - nek, mely
f(x) = Ay(z,2) + Ai(z) + A alakt és az Ay: R? — R nem azonosan zérus
szimmetrikus biadditiv fiiggvény. Ebben az esetben tehat (I.) és (II.) nem ek-
vivalensek. A stlyozott aritmetikai kozepeket tartalmazo fiiggvényegyenletek
ezért onmagukban is érdekesek, illetve tovabbi altalanositasok kiindulépontjai.

Ezek egyike a disszertacio tovabbi fejezeteiben vizsgélt

n

> aif(bir+ (1 —b)y) =0 (v,yel)

1=0

fiiggvényegyenlet, ahol f egy pozitiv hosszisagi I nyilt intervallumon értel-
mezett ismeretlen fiiggvény, a; € R, 0 < b; < 1 (i = 0,1,...,n) pedig adott
valos szamok. A fiiggvényegyenlet megoldasanak f6bb 1épései:

1. alkalmas helyettesitésekkel részintervallumokon teljesilé specialis ti-
pust fiiggvényegyenletek felallitasa [33],

2. kiterjesztési tétel alkalmazasa [23],

3. globalis eredmények felhasznalasaval az els6 1épésben szerepld filigg-
vényegyenletek megoldésa a részintervallumokon [28].

Mivel a harmadik 1épésben konstrualt megoldasok altalaban fliggnek az I in-
tervallum részintervallumaitol, ezért az utolso 1épés

4. az egyes részintervallumokon kapott megoldésok Osszeftizése és a meg-

oldas szerkezetének egységes leirasa a teljes I intervallumon.

A disszertacio masodik fejezetének f6 eredménye szerint a megoldas

fl@)=Ana(z, ..oz )+ ...+ As(x,x) + Ay (x) + Ay

(n—1) -Szer



alaki, ahol barmely k pozitiv egészre A,: R* — R valtozdiban szimmetrikus,
k-additiv fiiggvény, Ag valos konstans. Visszahelyettesitéssel most mar a meg-
felel6 k szamhoz tartozo A fliggvényekre kapunk sziikséges és elegendd feltét-
eleket. Ez tovabbi vizsgalatok kiinduldépontja, hiszen bonyolult, dltalaban a &
értékével egyezd tagszamu linearis fiiggvényegyenlet-rendszerekrdl van szo.

A disszertacio harmadik fejezetét a k = 1 esetén adodo

n—1

A(t) + Z ;A1 (tf;) =0 (t €R)

i=1

elsérendd feltétel vizsgalatanak szenteltiik, ahol az «; ( illetve [3;) paraméterek
a kiindulo fiiggvényegyenlet a; (illetve b;) kiils6 (illetve belsd) paramétereivel
vannak kifejezve. Az elsérendii feltételre a tovabbiakban Dardczy-féle fiigg-
vényegyenletként hivatkozunk, ugyanis n = 2 esetben Daroczy Zoltan [6] szii-
kséges és elegend? feltételt ad nem azonosan zérus additiv megoldas létezésére.
Daroczy tétele az egyenletben szereplé két paraméter algebrai tulajdonsagai
segitségével jellemzi a megoldhatosagot. A disszertacioban Daroczy tételét
kiterjesztjiik tetszGleges n esetére, 1d. [32] és [33]. Ekkor méar nem paraméte-
rek, hanem paramétercsaladok és linearis sokasédgok algebrai tulajdonsagairél
van sz0; a nem azonosan zérus megoldas biztositasidhoz olyan testizomorfiz-
musok létezését koveteljiik meg, melyek lehetGvé teszik a kiilsg (illetve belso)
paraméterek mozgéasat az egyenletben (Id. kiilsg, illetve bels6é szemihomo-
genitasi test)!. Kulcsfontossagii szerepet kap annak az esetnek a vizsgélata,
melyben vagy a kiilsG, vagy a bels6 paramétercsalad tagjainak mindegyike alge-
brai szam. Az ilyen tipust egyenletek megoldaséara algoritmust adunk, mely a
Gauss-elimindcio linearis fiiggvényegyenlet-rendszerekre vonatkozo megfelelGje
és alkalmas az additiv megoldés létezésének az eldontésére, illetve keresésére,
Id. [31]. A paramétercsaladok algebrai tulajdonsagainak nyelvén kifejezve a
kovetkezs eseteket sikeriilt tisztazni:

(i) a kiils6, vagy a bels6 paramétercsalad algebrailag fiiggetlen (sziikséges
és elegendd feltétel a nem azonosan zér6 megoldas létezésére),

(ii) a kiilsd, vagy a bels§ paramétercsalad minden tagja algebrai szam (al-
goritmus).

LA témakérben elért legijabb eredmények méar a spektralanalizis egy M. Laczkovich és
G. Székelyhidi [17] altal elért osztalyozési tételének alkalmazasaként adodnak és talmu-
tatnak a disszertaci6 keretein; ld. még Eldadasok [7].



Kiilonosen érdekesek ezeknek az eredményeknek a negativ kovetkezményei,
melyek a Dardczy-féle fiiggvényegyenlet csak trividlis (az azonosan zérus ad-
ditiv fiiggvénnyel valo) megoldhatosagarol szolnak, hiszen azonnal kizarjak a
kiindulo, stilyozott kozepeket tartalmazo fiiggvényegyenlet nem trivialis meg-
oldhatosagat. A magasabb rendi Ay monomokra vonatkozo egyenletrend-
szerek elsé tagjai ugyanis (alkalmasan rogzitett valtozok mellett) formailag az
elsérendd feltételt kielégité additiv fiiggvényekrsl szolnak. Magasabb rendi
feltételt azonban csak az n = 3 specidlis esetben és specidlis kiils6 paraméte-
rek esetén vizsgalunk a disszertacié masodik fejezetében; ekkor sziikséges és
elegendd feltételt tudunk adni nem azonosan zérus A, biadditiv tag létezésére
[30].

A negyedik fejezetben a Daroczy-féle fiiggvényegyenletet példakon ke-
resztiil mutatjuk be. Ezek megoldasi modszere f6ként a méar emlitett Gauss-féle
eliminaciés technika, de a harmadik fejezethez képest olyan konkrét esetet is
megvizsgalunk, melyben algebrailag fiigg6 paramétercsaladok szerepelnek és
redukcios lépésben vezethets vissza a megoldas az (i), illetve (ii) esetek vala-
melyikére, vagy az n = 2 esetre (1d. Daroczy-tétele).

1. Egy — szamtani- és mértani kozepet tartal-
mazob — fliggvényegyenlet

Ebben a fejezetben az

F(552) + 1 6m = 10+ 1) (e D )

fiiggvényegyenletet vizsgaljuk, ahol I a poritiv félegyenes egy nemiires nyilt
intervallumat jeloli. Az I = R, esetben képezhetjiik az

x
a@):= £ (5). b@) = f(VD), c@)i=f(@) (@ E€Ry)
fiiggvényeket, melyek segitségével a fiiggvényegyenlet az
a(z +y) + bz -y) = c(x) + c(y)

alakot olti. Maksa [20] dolgozatédban ennek a fiiggvényegyenletnek a teljes me-
goldasa megtalalhato és ennek segitségével [8] - ban a szerzdk bebizonyitotték,
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hogy az (1) fiiggvényegyenletnek csak a konstans fiiggvények a megoldasai. A
segédfiiggvények szerkezete mutatja, hogy a bizonyitds modszere nem alkal-
mazhato, ha I csupan egy valodi részintervalluma R, - nak. Ebben az esetben
az altalanositott polinomok elméletét felhasznalva igazolhato az alabbi tétel.

1.1. Tétel. (Maksa, Varga [19]) Tegyiik fel, hogy f : I — R megolddsa az (1)
fiigguényegyenletnek. Ekkor f konstans fligguény.

A bevezetésben emlitett fiiggvényegyenletek ekvivalenciajanak problémajara
visszatekintve, tételiink egy fontos kovetkezményt von maga utan. Az

Tty és My(x,y) = /zy

valasztas mellett ugyanis (I1.) az

2/ (G(x,y)) = f(x) + fly) (z,y€l) (2)

alakot 6lti. Az egyenletben G a nevezetes aritmetikai-geometriai kozép. Ertéke
az r,y € I pontban az
T =X, Y=Y
Ty + Y
LTp41 = - 9 n7 Yn+1 = V/TnlYn (TL € N)

sorozatok kozos hatarértéke:

G(z,y) == lim z, = hm Yn =

Gl 7).
n—o0 Va2 cos?t +y2sin®t/

Az 1.1. Tétel egyik kovetkezménye, hogy az (1) és a (2) fiiggvényegyenletek
ekvivalensek tetsz6leges I C R, nemiires nyilt intervallum esetén is.

1.1. K6vetkezmény. G nem kvdziaritmetikai kozép R, egyetlen nyilt rész-
intervallumdn sem, annak ellenére, hogy mind az aritmetikai, mind pedig a
geometrial kézép kvdzi-aritmetikar kézepek.

Ez azt jelenti, hogy nem létezik olyan folytonos, szigortian monoton novekvs
¢ : I — R fiiggvény (s6t ¢ : I — R bijekcié sem), mely az aritmetikai és a
geometriai kozép Gauss-kompoziciojat elgallitana a

G(z,y) = w‘%M) (z,y € 1)

alakban; lasd Hardy-Littlewood-Polya [13|. Ellenkez6 esetben ugyanis maga
a  fiiggvény lenne egy nem konstans megoldasa az (1) fiiggvényegyenletnek.

5



2. Silyozott kozepeket tartalmazoé fiiggvény-
egyenletek

Ebben a fejezetben meghatarozzuk azoknak az f: I — R fiiggvényeknek az
altalanos alakjat, melyek kielégitik a

Zaif(bl-x +(1=b)y)=0 (z,yel) (3)

sulyozott kozepeket tartalmazé fiiggvényegyenletet, ahol a; € R és b; € (0,1)
tetszbleges paraméterek (i = 0,...,n), I pedig a valos szamegyenes egy ne-
miires, nyilt intervalluma. A nemtrivialis megoldasokat a » . ,a; = 0 feltétel
mellett keressiik, hiszen az x = y helyettesitéssel

(Ya)i@ =0 @en

1=0

adodik. Masfelsl, ha b, = b; valamely ¢, j indexekre, akkor az egyenlet redukal-
hato. Az altalanossag sérelme nélkiil feltehetjiik tehat, hogy

n

(IZ#O(’L:O,,’R),ZGZ:O és b0<b1<b2<...<bn, (4)

=0

ahol 2 < n. Hacsak mast nem mondunk a (3) fiiggvényegyenlet paramétereirél
mindig feltessziik a (4) - ben osszefoglalt tulajdonsagokat. Legyen tovabba a
(4) feltételek mellett

bn — b ~ bi—bg

Gy &0 A —

(1=1,...,n).

A tovabbiakban ismertetjiilk a megold6 algoritmus lépéseit és a felhasznalt
eredményeket.

1. Alkalmas helyettesitésekkel részintervallumokon teljesiil§ specialis tipusu
fiiggvényegyenletek felallitasa (Varga, Vincze [33]): ha f: I — R kielégiti a (3)
fiiggvényegyenletet, akkor barmely £ € I - hez létezik € > 0 gy, hogy

aof(u) —i—Zaif(ciu%— (1—c)v)=0 (u,ve Je:=g—¢e,E+e[C ). (5)

=1



2. Kiterjesztési tétel alkalmazdsa (Pales [23]): ha f:J. — R kielégiti az (5)
fiiggvényegyenletet, akkor egyértelmten létezik f:R — R kiterjesztése az f
fliggvénynek tgy, hogy

aof(u) + Zaif(ciu—l— (1—c)v)=0 (u,v€R).

i=1
3. Globalis eredmények felhasznalédsaval az elsG lépésben szerepld fiiggvény-
egyenletek megoldasa a részintervallumokon (Székelyhidi [28]):

n—1

f(z) =) D(A)(@) (z€eR), (6)

k=0

ahol Aj:R* — R szimmetrikus k-additiv fiiggvény (k > 1), Ay tetsz6leges
konstans és

D(Ap)(x) == Ap(z,...,z) (x €R), D(Ap) := Ap.

Mivel a harmadik lépésben konstrualt megoldasok altalaban fiiggnek az I in-
tervallum részintervallumaitol, ezért az utolsé lépés

4. az egyes részintervallumokon kapott megoldasok Osszeftizése és a megoldas
szerkezetének egységes leirasa a teljes I intervallumon (Székelyhidi [26]; Varga,
Vincze [33]): ha f lokalisan polinomialis az I intervallumon, azaz barmely £ € 1
esetén létezik olyan € > 0, hogy

flz) = DA)(x) (z€ =l —e&+elc),
k=0
akkor f globalisan polinomidlis az I intervallumon, azaz
f(x) =) D(A)@) (zel),
k=0

ahol A;:R¥ — R egyértelmiien meghatarozott valtozoiban szimmetrikus k-
additiv fiiggvény barmely k£ = 0,...,n esetén.



Legyenek 1 < k és 0 <[ < k nemnegativ egészek; bevezetve az
Ak,l(xvy) = Ak(.ﬁE,...,fE, yaay) (l’,yeR), AO,O = AO
—_—— S —
I - Szer k-l - Szer
jeloléseket a fejezet f6 eredménye az alabbi tétel.
2.1. Tétel. (Varga, Vincze [33]) Az f: 1 — R fiigguény pontosan akkor meg-
oldisa a (3) figguényegyenletnek, ha léteznek olyan egyértelmiien meghatdro-

zott szimmetrikus k-additiv Ay:R¥ — R (k = 0,1,...,n — 1) fiigguények,
melyekre

@)= S DA() (e )
> aiApgi(s,t8) =0 (s, tER) (8)

i=1
barmely k = 1,...,n—1, 1 =1,....k, n > 2 esetén. Han = 1 akkor (7)
miatt f konstans fligguény.

2.1. Megjegyzés. k =1 esetén (8), figyelembe véve, hogy 5, = 1, az

n—1
anAr(t) + > aiA(t) =0 (t€R) (9)
i=1
eqyenletre redukdlodik, mely az o; 1= g—; (1=1,...,n—1) jelolés mellett az
n—1
Ai(t) + Z ;A1 (t6;) =0 (z €R) (10)
i=1

alakot 6lti. Ha ennek az egyenletnek létezik nem azonosan zérus additiv meg-
olddsa, akkor a (3) egyenletnek is van nem azonosan zérus f megolddisa. A
k =2 esetén (8) az

AQ(S,t) +ni1 aiAg(s,tﬁi) =0
S5t (s,t € R)
i=1

eqyenletrendszert adja az f megoldds eldallitasaban szerepld biadditiv tagra.
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A megoldhatosag elsérendd (10) feltételet Dardczy - féle figgvényegyen-
letnek nevezziik és a harmadik fejezetben vizsgaljuk meg részletesen. Ma-
gasabb rendd feltételt azonban csak az n = 3 specidlis esetben és specidlis
kiils6 paraméterek esetén vizsgaltunk; ekkor sziikséges és elegendé feltételt
tudunk adni nem azonosan zérus A, biadditiv tag létezésére [30].

2.2. Tétel. (Varga [30]) Legyenek bo, by, ba,bs € (0,1) pdronként kilonbozd
valds szamok gy, hogy by < by < by < bs és tekintsiik a

[ (boz + (1 = bo)y) + f (bsw + (1 = b3)y) =
= f(bir + (1 =b1)y) + f (baz + (1 — ba)y)

fiigguényegyenletet eqy nemiires, nyilt I intervallumon értelmezett f:1 — R
ismeretlen fiigguénnyel. Ha by 4+ bs # by + by, akkor a fiigguényegyenletnek
csak konstans megolddsai vannak, mig a by + bs = by + by esetben a megoldds
daltaldnos alakja

f(x) = As(z, )+ Ay(x) + Ay (z € 1),
ahol Ay, illetve Ai: I — R rendre tetszdleges konstans, illetve additiv fiigguény
(Jensen-affin rész) és az Ay: R* — R szimmetrikus, biadditiv fiigguény kielégiti
az
AQ(bO.CL', bgl‘) = Ag(blx, bgl‘) (.CL' € R)
feltételt.

Felhasznalva Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa, Pales [9] egy eredményét kapjuk
az alabbi sziikséges és elegendd feltételt: a fiiggvényegyenlet megoldésaban
pontosan akkor szerepel nem azonosan zérus biadditiv tag, ha by + b3 = by + by

és a
_ 1 —(bs/b1)
1 — (by/by)
szam transzcendens, vagy algebrai ugy, hogy —\ az algebrai konjugaltja (defi-
nialo fépolinomjuk ugyanaz).

A

3. A Daro6czy-féle probléma

Ebben a fejezetben azzal a probléméval foglalkozunk, hogy a paraméterek
milyen vélasztdsa mellett van a (10) egyenletnek nem azonosan zérus additiv
megoldasa. Kiindul6pontunk Dardczy Zoltan kovetkezd tétele az n = 2 esetre
vonatkozoan.



3.1. Tétel. (Daroczy [6]) Rogzitett ay # 0, 31 valds paraméterek mellett a
Ai(t) + oA (t6) =0 (t € R) (11)

fiigguényegyenletnek pontosan akkor van nem azonosan zérus additiv megolddsa,
ha a v1 := —(1/ay) és [y paraméterek kozil mindkettd transzcendens, vagy
mindkettd algebrai ugyanazzal a definidlo fépolinommal.

A fejezet egyik egyszerii, de kulcsfontossagu észrevétele, hogy a Daroczy-
féle tételben szerepls algebrai feltétel ekvivalens a

0:Q(B1) — Q(an), 6(61) = —(1/an),

azaz

1 + Oélé(ﬁ1> =0

tulajdonsaggal rendelkezs testizomorfizmus létezésével, ahol Q(a) a racionéalis
szamtest a elemmel valo bévitése. A fejezet tovabbi részében a Dardczy-féle
tételt altalanositjuk n > 2 esetén. Ekkor mar nem paraméterek, hanem pa-
ramétercsalddok és linearis sokasagok algebrai tulajdonsagairél van szo.

3.1. Definicié. Legyen m pozitiv egész szdm és tekintsiik a X := (Ayeoy Am)
és [1:= (p1,..., tm) € R™ rendezett szaim m - eseket.
(1) A Q[xy,...,Tn] polinomgyirid

IN) :={peQzr,....zm] | pOA1,..., An) =0}

dedlydt X definidlo idedljanak nevezziik. Ha I(X) csak az azonosan zéro
polinomot tartalmazza, akkor azt mondjuk, hogy a (A1, ..., Ay) szdm m
- es algebrailag fiiggetlen. Eqgyébként algebrailag fiiggonek mondjuk.

(17) Ha I(X) =Z(f), akkor azt mondjuk, hogy X és i algebrailag konjugdl-
tak.

Az m = 1 specialis esetben az Z(\) idedl egy elemmel generalhatdo (A de-
finialo fépolinomja), valamint A\ és p algebrailag konjugaltak ha mindketts
transzcendens, vagy mindkettd algebrai és definidld f6polinomjuk ugyanaz. A
koordinatasik (/7,27 4+ 1) pontjanak koordinatai példaul algebrailag fiiggck
Q folott, mivel a nem azonosan zérus

P(z1,25) =227 — 15 + 1

10



polinom elttinik, ha x; = /7 és 25 = 27 + 1. Algebrailag fiiggetlen elemrends-
zerekre a Lindemann-Weierstrass tétel [3] segitségével konstrualhatunk példat:

ha aq, ..., q, algebrai szamok és linedrisan fiiggetlenek a Q szamtest felett,
akkor e“', ... e® algebrailag fiiggetlen szam n - es. A kovetkezé lemma az

algebrai konjugaltsag egy ekvivalens dtfogalmazasa.

3.2. Tétel. (Varga, Vincze [33]) Legyen 2 <n € N,

—

A= ()\17 .- -a)\n—l) és ﬁ = (Ml) s a,un—l)

tetszdleges R 1-beli elemek. Pontosan akkor létezik
(52 Q(Ml, C. ,/Lnfl) — @(}\17 ey )\nfl)

testizomorfizmus igy, hogy d(p;)) =X; (i=1,...,n—1), ha X és i algebrailag
konjugdltak.

3.1. Algebrai linearis k - sokasagok

3.2. Definicié. Az R™ linedris tér eqy k - dimenzids alterének eltoltjdt linedris
k - sokasdagnak mondjuk. A k =1 esetben egyenesrdl, mig a k = m — 1 esetben
hipersikrol beszéliink. Azt mondjuk, hogy az F linedris k - sokasdg algebra,
ha van olyan nem azonosan zérus Q[z1, ..., xy] - beli P polinom, mely eltdnik
Fy, minden pontjaban, azaz

P €Ny Z(N).

A k = 0 esetben a sokasig egy pontra redukalodik és visszakapjuk a 3.1.
definiciot.

3.1. Lemma. (Varga, Vincze [32]) R™ egy F}, linedris k - sokasdga pontosan
akkor algebrai, ha elddll Q[zy,...,xy] - beli nem azonosan zérus polinomok
gyokeinek unidjaként.

A fenti lemma szerint R™ egy F} linearis k - sokasaga pontosan akkor algebrai,
ha Fj, minden pontja (mint szim m - es) algebrailag fiiggd.

3.2. Lemma. (Varga, Vincze [32]) Legyen m € N és (A1,..., ) € R™. A
)\1331 —+ ... )\m,1$m,1 -+ >\m = Tm (12)

eqyenldséq dltal meghatdrozott R™ - beli hipersik pontosan akkor algebrai, ha a
A1y ey A eqyiitthatok mindegyike algebrai szdm.
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3.1. Példa. Tekintsik az xo = V/3x1 + V2 egyenletd egyenest, mint R? egy
hipersikjdat. Konnytd szamolds mutatja, hogy ha

P(z1, 1) = o5 — 62705 — 423 + 927 — 1222 + 4,
akkor P(z1, V3r, + \/§) =0.

Felhasznalva ezeket az észrevételeket az algebrailag fiiggetlen 3y, ..., 3,-1 pa-
ramétercsaladhoz pontosan akkor valaszthaté konjugélt (azaz algebrailag fiig-
getlen) 6y, ..., d,—1 elemcsalad az

n—1
1+ Z o;r; = 0
i=1

egyenletii hipersikon, ha a hipersik nem algebrai, azaz az o; paraméterek egyike
transzcendens szam. Ekkor megadhat6 olyan

(52 Q(ﬁl; C.e 7ﬁn—1> — @(51, e ,(5n_1)
testizomorfizmus is, hogy §(5;) = 6; (i=1,..., n —1) és

n—1
i=1

Ez formailag a kétparaméteres Dardczy-féle eredmény altalanositasa, mint ele-
gendg feltétel.

3.3. Tétel. (Varga, Vincze [32]) Legyenn > 3. Ha a (04, ..., Bn-1) paraméte-
rek algebrailag fiiggetlenek és az oy, ...,a,_1 paraméterek kézil legaldbb az
egyik transzcendens, akkor a (10) egyenletnek van nem azonosan zérus sze-
mihomogén A;: R — R additiv megolddsa, azaz vannak olyan 6; (i =1,...n—1)
valds szamok, hogy Ay (Bix) = 0;A1(x) (z € R).

A bizonyités soran a valos szamtestet mint Q(0y, .. ., 5,_1) folotti vektorte-
ret tekintjiik. A vektortér egy H bazisabol kiindulva, a ¢ testizomorfizmus al-
tal meghatarozott szemilinearis kiterjesztéssel konstrualhatunk nem azonosan
zérus additiv megoldasokat. A kiovetkezd tétel mutatja, hogy a kiils6 és belsd
paramétercsalddok szerepe felcserélhetd.

3.4. Tétel. (Varga, Vincze [32]) Legyen n > 3. Ha az (ov,...,q,_1) pa-
raméterek algebrailag fiiggetlenek és a Py, ..., Bn_1 paraméterek kiozil legaldabb
az eqyik transzcendens, akkor a (10) egyenletnek van nem azonosan zérus sze-
mihomogén A;: R — R additiv megolddsa, azaz vannak olyan 6; (i =1,...n—1)
valds szamok, hogy Ay (d;x) = a;A1(z) (x € R).

12



3.2. Eliminéacids eljaras specialis fliiggvényegyenletrend-
szerek additiv megoldasainak meghatarozasara

Ahhoz, hogy a (10) fiiggvényegyenlet nemzérus additiv megoldasénak léte-
zésére sziikséges és elégséges feltételt adjunk, kulcsfontossagu az alabbi észre-
vétel.

3.3. Lemma. (Varga [31]|) Legyen k > 2 pozitiv egész szam; tovabbd u, a;; tet-
szdleges valds szamok (i, =1,...,k). Ha az My = (a;j)kxr mdtriz requldris,
akkor az egyetlen additiv A:R — R fligguény, mely eleget tesz az

uF T Aanw) + uP 2 Aapt) 4 ..+ uA(ag 1) + Alagz) = 0 (13)
(x € Ryt = 1,...,k) fiigguvényegyenlet-rendszernek, az azonosan nulla figg-
VENY.

A bizonyités lényegében a Gauss-féle eliminacids technika linearis fiigg-
vényegyenlet-rendszerekre alkalmazott valtozata, melyet konkrét példaval is
illusztralunk a negyedik fejezetben. Kovetkezményként kapjuk az alabbi tételt.

3.5. Tétel. (Varga [31]) Legyen n > 3. Ha a (B1, ..., Bn-1) paraméterek al-
gebrailag fiiggetlenek €s az aq, . . ., a,_1 paraméterek mindegyike algebrai szdm,
az egyetlen additiv megolddsa a (10) figguényegyenletnek az azonosan nulla

fiiggvény.
A kovetkez6 tétel értelmében a kiilsG és belsG paraméterek szerepe felcserélhetd.

3.6. Tétel. (Varga [31]|) Legyen n > 3. Ha az (o, ..., 1) paraméterek al-
gebrailag fiiggetlenek és a (31, . .., Bn_1 paraméterek mindeqyike algebrai szdm,
az egyetlen additiv megolddsa a (10) figguényegyenletnek az azonosan nulla

fiigguény.

3.3. A Daréczy-féle tétel kiterjesztése

A 3.3. és a 3.5. Tételek, illetve a 3.4. és 3.6. Tételek Osszevetése adja a
fejezet f6 eredményeit.

3.7. Tétel. (Varga [31]) Tegyiik fel, hogyn >3 és a (B, ..., Bn_1) paraméte-
rek algebrailag fiiggetlenek. Pontosan akkor van nmem azonosan zérus additiv
megolddsa a (10) egyenletnek, ha az oq, ..., on—1 paraméterek kizil legaldbb
az eqyik transzcendens szdm.
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3.8. Tétel. (Varga [31]|) Tegyiik fel, hogyn > 3 és az (o, ..., a,_1) paraméte-
rek algebrailag fiiggetlenek. Pontosan akkor van mem azonosan zérus additiv
megolddsa a (10) egyenletnek, ha a By, ..., Bn_1 paraméterek kiozil legaldbb az
eqyik transzcendens szdm.

Az egyetlen lényeges (és tisztazatlan) tovabbi eset tehat, ha mindkét paraméter-
csalad algebrailag fiiggd és mindkett&ben van legalabb egy transzcendens elem.
A negyedik fejezetben bemutatott példékra alapozva (sejtés szintjén) az latszik
koérvonalazodni, hogy az algebrai fiiggGség segitségével egy tagszamesokkentd,
redukcios eljarast hajthatunk végre, mely véges sok 1épésben visszavezet az
algebrailag fliggetlen kiilsg, vagy bels6 paramétercsaladok sikeresen megoldott
esetére, vagy az n = 2 esetre (1d. Daroczy-féle tétel).

4. Példak és megoldasi médszerek

A fejezet harom példajaban szerepls egyenletek (10) tipust fiiggvényegyen-
letek. Amennyiben létezik, nem azonosan zérus additiv megoldésaik keresésére
olyan megoldéasi algoritmust mutatunk, mely lényegében a 3.3. Lemma bi-
zonyitasaban szereplé Gauss-féle eliminacios technikan alapszik. Az elsé példa

N a A(Vdiz) + az A(v/dpr) + Alz) = 0 (14)

egyenlet, ahol d; és dy olyan pozitiv raciondlis szamok, melyekre v/d; és v/ds is
irracionalis szam és o; € R (i = 1,2) gy, hogy a1 # 0. A masodik példa
a (14) kiils6 és belsg paramétereinek cseréjével kapott

Vi A(Bix) + \/dy A(Boz) + A(z) = 0 (15)

egyenlet. Végiil részletesen foglalkozunk a harmadik példaként bemutatott
o A(V2z) + s A(V5Bz) + asA(VTz) + A(x) =0 (16)

egyenlettel, ahol a; € R (i = 1,2, 3) gy, hogy H?:1 a; # 0.

A 3.6. Tétel értelmében ha a kiils6 paraméterek algebrailag fiiggetlenek,
akkor egyetlen additiv megoldéasa van, az azonosan zérus fliiggvény. Az elméleti
hattér mellett /helyett azonban megoldjuk az egyenletet tetszéleges kiilsé pa-
raméterek esetén is. A megoldas elsG lépéseként helyettesitsiink = helyett

rendre \/§x, \/556, \/795, \/5\/53:, \/5\/795, VBV Tz és 25/ Tx értékeket a

14



(16) egyenletben. Ezek a helyettesitések egy linearis egyenletrendszert adnak,
melynek matrixa M := M («y, as, a3), ahol

1 =z y 2 0 0 0 O
20 ' 1 0 0 y =z 0 O
oy 0 1 0 =« 0 =z O
72 0 0 1 0 =z y O
M@y.2)=1 0 5 2. 0 1 0 0 =z |’
0 72 0 2x 0 1 0 y
0O 0 72 59y 0 0 1 =z
0O 0 0 0 7z by 2z 1

az egyenletrendszer pedig az

A(x)
A(V2z)
i
M1 avavee) |7
A(V2/Tx)
A(V5VTx)
A(V2V5V/Tx)

OO OO oo oo

alakba irhato.

4.1. Lemma. Ha xz, y és z nemzérus valds szdmok és az M(x,y, z) mdtriz rangja

kisebb, mint 6, akkor x% = %, yP=1¢és 2% = %

Ha tehat rang M < 5, akkor (16) az

() o (7

VoI GV R el R

VT
egyenletre redukéalhato, ami specidlis esete a masodik példa (15) egyenletének. Ha M
rangja mazimdlis, akkor a métrixhoz tartozo linearis transzformacié magja trivialis
és az egyetlen megoldas az azonosan nulla additiv fiiggvény. A tovabbi két lehetséges
esetben pedig redukciés eljaras alkalmazhaté. Ha példaul rang M = 6, akkor az M

x):l:A(x)zO (x € R)
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altal reprezentalt linearis transzformacié magja kétdimenzios és ennélfogva

A(x) V0 wo
A(V2z) U1 w1
AE?.’IJ; V2 w2
A(VTx V3

A(\/i\/gl’) - )‘(x) V4 +ﬂ(=’75) wy

A(V2V7x) U5 ws

A(\/g\ﬁx) Vg We
A(V2VEVTx) vr wy

valamely A és p additiv fliggvényekre. Ha vg = wg = 0 akkor A az azonosan nulla
fliggvény. Ha példaul vy # 0, akkor

1 wo
AMz)=—A(x) — —
(@) = - A@) — “p(a),
kévetkezésképpen
v w
A (\/ix) = —IA(m) + <w1 — 0> p(x).
Vo Vo
Ha w; — %2 = 0 rogton az

Vo

A (\/ix) - Z—;A(x)

egyenletet kapjuk, melyre alkalmazhatjuk a Daréczy - féle 3.1. tételt. Egyébként
pedig
1 U1
pla) = A (Vi) - — < A()

o V0 (w1 — %)
és igy
1
A(\/Em) = P2 p(z) — LO¥2 woA( 23;) - U A@) |+
o\ o (wn = 52)
1
wo A (\@x) - U Az) |,
nen (v %)

ami az els6 példaként targyalt (14) egyenlet.
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Introduction

In this PhD dissertation we discuss problems coming from the equivalence pro-
blem of functional equations

L f(Mi(z,y)) + f(Ma(x,y)) = f(z) + fly) (z,y€l),
I 2f (My ® Ma(x,y)) = f(z) + f(y) (v,y€l)

due to Z. Dardczy, Gy. Maksa and Zs. Péles [8]. Here I C R is a nonempty, open real
interval, M; and My are two variable strict means on I, M; ® Ms denotes the Gauss
composition of M; and Ms. In [8] the authors proved by the invariance equation

M1 ® M2(M1($,?J),M2(CC,:U)) = Ml ® MQ(SE.?y)

that any solution of the second functional equation is a solution of the first one.
Therefore it is enough to determine the solutions of the first functional equation to
decide their equivalence.

In the first chapter of the dissertation we study functional equation (I.) in
case of the arithmetic and geometric means. The main result is that functional
equation (I.) has only constant solutions under this special choice of means, see [19].
(The equivalence of the functional equations is a direct consequence). In the special
case I = R, (where Ry is the set of positive real numbers) the equivalence has
been proved in Dar6czy-Maksa-Pales [8]. The argumentation was based on a more
general result due to Gy. Maksa [20] but it doesn’t work in case of an arbitrary
(nonempty) open interval I C R.

Z. Daroczy, K. Lajko, R. Lovas, Gy. Maksa and Zs. Pales [9] investigated the
equivalence of the functional equations in the special case of weighted arithmetic
means

Ml(xvy) =ar+ (]‘ - a)y, MQ(x’y) = (]' - Oé){E +ay (CU,y € I)
Then (II.) reduces to the famous Jensen equation

r+y
2

2 = @)+ fy) @y el)

with solutions of the form f(z) = Aj(x) + Ap, where A4; is an additive function and
Ag is an arbitrary constant. The authors presented that both positive and negative
answers can also be given to the equivalence problem. Namely, if « is an algebraic
number such that ITTO‘ and —177“ are not algebraically conjugated then all solutions
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of (I.) are solutions of the Jensen equation too. Therefore they are equivalent to
each other. As a negative answer they also proved that if I?TO‘ is transcendent or it
is algebraic such that % and _% are algebraically conjugated then there exist
solutions of the form f(z) = As(x,z) + A1(z) + Ap of functional equation (I.) with
not identically zero symmetric biadditive part As. Therefore (I.) and (II.) are not
equivalent. According to these results the functional equations containing weighted
arithmetic means are proposed to study independently of the equivalence problem
in a more general form. In the further chapters of the dissertation we study the

functional equation
> aif(biz+ (1—b)y) =0 (a,y€]),
i=0

where f is an unknown function defined on a nonempty open interval I C R, a; € R
and 0 < b; <1 (i =0,1,...,n) are real parameters. The main steps of the solution
are

1. using substitutions derive functional equations on subintervals involving f(u)
in an explicite way [33],

2. use the technic of extension of the solution onto the entire real line [23],
3. characterize the extended functions by global results [28].

According to the starting step this characterization gives only local properties of the
solution of the original functional equation. Therefore the last step is

4. the uniform description of the structure of the solution on the interval 1.

The main result of the second chapter says that any solution has the form

flx)=An1( z,...,z )+ ...+ As(z,z) + Ai(x) + Ao,
———
(n—1) -times

where for each positive integer k, Ay:R¥ — R is a symmetric, k - additive function
and Ag is a constant. After substituting this form of the solution into the functional

equation necessary and sufficient conditions can be given for each term Ay, ..., Ap—1.
It is the starting point of further investigations because we have a system of linear
functional equations involving k equations for any integer k =1, 2, ..., n — 1.

The third chapter is devoted to the discussion of the first order condition

n—1

Aq (t) + Z o; Aq (tﬁi) =0 (t € R)

i=1
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for the additive term A; in the solutions. The parameters o; and [(; are explicitly
related to the original parameters a; and b;, respectively. The first order condition is
referred as Dardezy’s functional equation because in case of n = 2 Daroczy [6] gives a
necessary and sufficient condition for the existence of a not identically zero additive
function satisfying the first order condition. Daréczy’s criteria is formulated by the
help of the algebraic properties of the parameters ay, (1 in the functional equation

Aq (t) + a1 Ay (tﬁl) = 0.

In this chapter we extend Dardczy’s result for the case of n > 2, see [32] and [33]. The
algebraic properties of the family of parameters and linear varieties are essential. To
provide (not identically zero) solutions we use field isomorphisms admitting motions
of the parameters in the Daroczy’s functional equation (see inner and outer semi-
homogenity fields)?. Another important part of this chapter is the investigation
of cases when all of the inner (or, symmetrically, all of the outer) parameters are
algebraic. In these cases we have algorithms for finding the additive solutions of
Daréczy’s functional equations. The first step is to generate a system of linear
functional equations by substitutions. Then we use a kind of eliminating process to
find the unknown additive function, see [31]. In terms of the algebraic properties of
the family of parameters the following cases are clarified:

(i) the outer (or the inner) parameters are algebraically independent (necessary
and sufficient condition for the existence of not identically zero additive so-
lutions),

(ii) all of the outer (or the inner) parameters are algebraic (algorithm).

The negative consequences are very interesting because if the Dar6czy’s functio-
nal equation has only trivial (i.e. identically zero) additive solution then so has the
higher order conditions. Indeed, the kth order conditions (k > 2) involve a Dardczy’s
functional equation for the additive function coming from Ay after fixing the first
k — 1 variables. Higher order conditions are discussed only in the special case of
n = 3 under the special choice of the outer parameters. In chapter 2 we formulate a
sufficient and necessary condition for the existence of a not identically zero biadditive
term As, see [30].

In the fourth chapter we investigate Daroczy’s functional equations in special
cases. The basic method of the solution is the eliminating process together with
reduction to the cases (i), (ii) or n = 2 (see Daréczy’s theorem).

2The field isomorphism-technic is also presented by some recent results. These are
based on M. Laczkovich and G. Székelyhidi’s spectral analysis theorem [17]; see also List
of talks [7].
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1. On a functional equation containing the arith-
metic and the geometric mean

In this chapter we investigate functional equation

F(55Y) + ram = 1@+ f) (e D), (1)

where [ is a nonvoid open interval of the positive real half-line. In case of I = Ry
we can form the functions

a@) = (5): b@)=F(Va), ca):=f() (@eR:)
and equation (17) can be written into the form
alx +y) +b(x-y) =c(x) + c(y).

The general solution of this equation can be found in Maksa [20]. As an application
the autors in [8] proved that all solutions of (17) are constant. Because of the
structure of the auxiliary functions (a, b, c¢) the proof doesn’t work in case of an
arbitrary (nonempty) open interval I C Ry. The new method solving the problem
is the theory of generalized polynomials.

1.1. Theorem. (Maksa, Varga [19]) Suppose, that f : I — R is a solution of equa-
tion (17). Then f is constant.

If
;ry and Msy(z,y) = \/zy

then equation (II.) can be written into the form

2f(G(z,y) = f(@) + fly) (2,9 € 1), (18)

where G is the famous arithmetic-geometric mean. The value of G at x,y € I is the
common limit

2 [2 dt !
G(z,y) == lim x, = lim y, = /
e n—o0 m™Jo \/22cos?t+ y?sin®t

of the sequences

T
Ml(xa y) =

T1:i=T, Y1 =Y
Ty + Y
Tpt+l = = 9 n’ Yn+1 = V/TnYn (n € N)
One of the direct consequences of Theorem 1.1. is the equivalence of functional
equations (17) and (18) in case of an arbitrary nonvoid open interval of the positive
real half-line.
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1.1. Corollary. G is not a quasi-arithmetic mean on any nonempty open intervals
in Ry although both the arithmetic and the geometric means are quasi-arithmetic.

This means that there is no any strictly monotone function (nor bijection) ¢ : I — R
to express the arithmetic-geometric mean in the form

G(x,y) =¢1<W> (z,y € 1),

see Hardy—Littlewood—Pélya [13]. In the opposite case ¢ would be a non-constant
solution of (17) which contradicts to Theorem 1.1.

2. Functional equations involving weighted a-
rithmetic means

In this chapter we determine the general form of functions satisfying functional
equation

n
Zaif(bil’ +(1=b)y)=0 (z,yel), (19)
i=0
where I C R is a nonempty open interval, a; € Rand 0 < b; <1 (i =0,1,...,n)

are real parameters. If f is a not identically zero solution of (19), then " ja; =0
because the substitution z = y gives the equation

(gai>f(x) —0 (zel).

On the other hand, if b; = b; for some indices 7, j then we can reduce equation (19).
Therefore without loss of generality we may assume that

a; 0 (i=0,...,n); Y a; =0 and by <by <by <...<by, (20)
1=0

where 2 < n. Conditions (20) will be used without any comment. Let

c — and c — (7

=1,...,n).

In what follows we summarize the basic steps of the solution and the related results.
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1. Using substitutions derive functional equations on subintervals involving f(u) in
an explicite way (Varga, Vincze [33]): if f:I — R satisfies equation (19) then for
any & € I there is an € > 0 such that

aof(u) + > aif(cu+(1—c)v) =0 (u,v€ Je=|¢ —e,& +e[C ). (21)
=1

2. Use the technic of extension of the solution onto the entire real line (Péles [23]):
if f:Je — R satisfies equation (21) then there exists a unique extension f:R — R of
the function f such that

aof(u) +> aif(cu+(1—c)v) =0 (u,0€R).
i=1
3. Characterize the extended functions by global results (Székelyhidi [28]):

n—1

fl@) = D(A)(x) (z€R), (22)

k=0

where Aj:R*¥ — R are symmetric k - additive functions (k > 1), Ag is an arbitrary
constant and

D(Ag)(x) == Ag(x,...,x) (x€R), D(Ay):= Ap.
k - times

According to the starting step this characterization gives only local properties of the
solution of the original functional equation. Therefore the last step is

4. the uniform description of the structure of the solution on the entire interval
I (Székelyhidi [26]; Varga, Vincze [33]): if f is a locally (generalized) polynomial
function of degree at most n on I, that is for any & € I there is an € > 0 such that

f@) = DA)(@) (v Jg:=]¢—e,+elC )
k=0

then f is a globally (generalized) polynomial function of degree at most n on I, that
is

f@)=>"D(A)(z) (z€]),
k=0
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where Aj: RF — R is a uniquely determined k& - additive and symmetric function for
any k=0,...,n.

Let 1 <k and 0 <! < k be non-negative integers. Using the notations
Ak,l(:l:ay) = Ak(.’E,...,IE, Y-y ) (l’,yGR), AU,O = Ao
—_—— ——
I -times k—I -times

the main result of this chapter can be formulated as follows.

2.1. Theorem. (Varga, Vincze [33]|) The function f:I — R satisfies funtional equa-
tion (19) if and only if there exist uniquely determined symmetric k-additive functi-
ons Ap:R¥ =R (k=0,1,...,n— 1) such that

n—1
fx) =) D(A)(z) (z€l) (23)
k=0
and .
Z CLiAk’k_l(S,t,@i) =0 (S, te R) (24)

i=1
holds for any k =1,...,n—1, 1 =1,...,k provided that n > 2. If n =1 then, by
(23), f is constant.

2.1. Remark. Keeping in mind that B, = 1 if k=1 then (24) can be written into
the form

n—1

anAi(t) + ) ai A (tB;) =0 (t€R) (25)

=1

Under the choice of the new parameters a; == ;- (i =1,...,n — 1) we have that

n—1

Ay(z) + ) oAy (Biz) =0 (z €R). (26)

=1

If there exists a not identically zero additive solution of this equation then equation
(19) has a not identically zero solution f. When k = 2, we get by (24) the system of
equations

Ao(s)+ S cida(s18) = 0

et (s,t € R)
Ag(t,t) + > a;Ao(tBi,tB:) = 0

i=1

for the biadditive part of the solution f.
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The first order condition (26), i.e. the necessary and sufficient condition for the
additive term A; is called as Dardczy -functional equation. It will be investigated in
chapter 3. Higher order conditions are discussed only in the special case of n = 3
under the special choice of the outer parameters; we have a necessary and sufficient
condition for the existence of solutions wit non-zero biadditive term.

2.2. Theorem. (Varga [30]) Let bo, b1, b2,b3 € (0,1) be pairwise different real num-
bers such that by < by < ba < b3 and consider the functional equation

f(boz + (1 = bo)y) + f (bsx + (1 — b3)y) =
= f(bhiz+ (1 =b1)y) + f (baz + (1 — b2)y),

where x,y € I. If by + by # by + by then all solutions are constant. In case of
bo + bs = b1 + by the solutions have the form

f(z) = Ag(z,2) + A1(x) + Ay (xz € 1),
where the symmetric biadditive part As: R? — R satisfies the condition
AQ(boSE, bgl‘) = Ag(bll‘, bgl') (I‘ € R)

Using the result due to Daroczy, Lajko, Lovas, Maksa, Pales [9] we have the follo-
wing necessary and sufficient condition: there exists a solution with a not identically
zero biadditive term if an only if by + b3 = b1 + bs and the real number

_ 1= (b3/b)
1= (bo/bn)

is transcendent or it is algebraic with the same defining polynomial as that of —A
(i.e. A and —A\ are algebraically conjugated).

A

3. On Daréczy’s problem

In this chapter we investigate the following problem: under what choice of the
parameters has equation (26) not identically zero additive solutions. The starting
point is Dardczy’s result related to the case of n = 2.

3.1. Theorem. (Daroczy [6]) Let oy # 0,81 be given real numbers. Equation
Al(t) + anAi(t81) =0 (t € R) (27)

has not identically zero additive solutions if and only if both v, := —(1/a1) and (i
are transcendent or they are algebraic with the same defining polynomial.
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A simple but key observation is that the condition in Dardczy’s theorem is equi-
valent to the existence of a field isomorphism

5:Q(B1) — Q(a1) such that §(61) = —(1/an),

where Q(a) denotes the extension of the rational numbers with element a. In an
equivalent way

1+ a10(41) = 0.

In what follows we generalize this result in case of n > 2. The algebraic properties
of the family of parameters and linear varieties will be essential.

3.1. Definition. Let m be a positive integer and consider the elements

—

A= (A1, .., Am) and = (1, .., ) € R™.
(i) The ideal
I == {p€Qz1,-..,xm) | P, Am) =0 }

of the polynomial ring Q[z1,...,Tn] is called the defining ideal of X If
I(X) contains only the identically zero polynomial then we say that the m -
tuple (M1,..., A\m) is algebraically independent. Otherwise it is algebraically
dependent.

(i) In case of I(X) = T(i) the elements X és [i are algebraically conjugated.

Especially, if m = 1 then the ideal Z(\) is generated by a distinguished polynomial
called the defining polynomial of A and the real numbers A and p are algebraically
conjugated if both of them are transcendent or they are algebraic with the same
defining polynomial. The coordinates of the point (/7,27 + 1) are algebraically
dependent because the polynomial

P(x1,29) = 227 — 25 + 1

vanishes at 1 = /7 and z9 = 27+ 1. By the Lindemann-Weierstrass theorem [3] we
can construct algebraically independent systems in the following way: if aq,...,an
are algebraic real numbers but they are linearly independent over Q then the col-
lection e*1,...,e* of numbers is algebraically independent. The next result is an
equivalent characterization for systems of numbers to be algebraic conjugate of each
other.
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3.2. Theorem. (Varga, Vincze [33]) Let 2 < n € N be an integer. The elements

—

A=A, s 1) and = (g1, fin—1) € R !
are algebraically conjugated if and only if there exists a field isomorphism

d: @(:ula s uu%*l) - Q()\ly s )\nfl)

such that 6(u;) =N (i=1,...,n—1).

3.1. Algebraic k - flats

3.2. Definition. A translate of a k - dimensional linear subspace of R™ is called
ak - flat. If Kk = 1 then we speak about a line. In case of Kk = m — 1 we have a
hyperplane. A k - flat Fy is algebraic if there exists a not identically zero element
P of the polynomial ring Q[z1,...,xm] such that P vanishes at all points of the k -

flat, i.e.

Pensg . I(X).

AEFY,
If £ = 0 then the flat reduces to a single point and we can refer to Definition 3.1.

3.1. Lemma. (Varga, Vincze [32]) A k - flat Fi, C R™ is the union of zeros of
not identically zero elements of the polynomial ring Q[x1, ..., xw] if and only if it is
algebraic.

The result says that the k - flat F, C R™ is algebraic if and only if the coordinates
of any point in F}, are algebraically dependent.

3.2. Lemma. (Varga, Vincze [32]) The hyperplane in R™ defined by the equation
MIZL+ . A 1Tme1 + A = T (28)
is algebraic if and only if all of the coefficients \1, ..., \m are algebraic.

3.1. Example. Consider the line xo = \/3x1 + /2 in the plane R?. It is algebraic
because

P(z1,V3x +V?2) =0,

where P(z1,12) = 23 — 62223 — 423 + 9] — 1227 + 4.
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Let (51,...,0n—1 be an algebraically independent system of real numbers. In view
of the presented observations we can choose an algebraically independent system of
real numbers d1,...,0,—1 on the hyperplane

n—1
1+ Z a;z; =0
=1

if and only if at least one of the parameters «;’s is transcendent. In this case a field
isomorphism

3:Q(B1s .- Pn-1) = Q(01,-..,0p-1)

can also be given in such a way that 6(3;) = 0; (i=1,..., n— 1) and

n—1
1+ Z o;0; = 0.
=1

Formally it is the generalization of the two parametric version in Dardczy’s result as
a sufficient condition.

3.3. Theorem. (Varga, Vincze [32]|) Let n > 3 be an integer. If the parame-
ters (B1,...,0n—1) are algebraically independent and at least one of the parame-
ters aui,...,an—1 18 transcendental then equation (26) has a not identically zero
semi-homogeneous A1:R — R additiv solution, i.e. there exist real numbers J;

(t=1,...n—1) such that A;(Bix) = 6; A1(z) (x € R).

In the proof of this theorem we consider R as a vector space over the scalar field
Q(B1,...,0n-1). Taking a basis H we use the technic of semilinear extension with
the field isomorphism d to construct not identically zero solutions. The next result
shows that the inner and the outer parameters play a symmetric role.

3.4. Theorem. (Varga, Vincze [32]) Let n > 3 be an integer. If the parame-
ters (aa,...,an—1) are algebraically independent and at least one of the parame-
ters (1,...,0Bn—1 18 transcendental then equation (26) has a not identically zero
semi-homogeneous A1:R — R additiv solution, i.e. there exist real numbers §;

(t=1,...n—1) such that A;(d;x) = a;A1(z) (xz € R).

3.2. Eliminating process to find additive solutions of spe-
cial systems of functional equations

To give a necessary and sufficient condition for the existence of not identically
zero additive solutions of functional equation (26) we need the following key result.
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3.3. Lemma. (Varga [31]) Let k > 2 be an integer and suppose that u, a;; are given
real numbers (i,j = 1,...,k). If the matriz My := (a;j)ixk is reqular then the only
additive function A:R — R satisfying the system of equations

uF L Aanz) + uF 2 A(apt) + . ..+ uA(ag—1z) + Alagz) =0 (29)
(x € Ryji=1,...,k) is the identically zero function.

The proof is based on the Gaussian eliminating process adapted to the setting of
functional equations. It will be illustrated in chapter 4 by explicite examples. As a
direct consequence we have the following theorem.

3.5. Theorem. (Varga [31]) Let n > 3 be an integer. If (B1,...,0n—1) are alge-
braically independent and all of the parameters aq,...,an—1 are algebraic then the
only additive solution of functional equation (26) is the identically zero function.

In view of the next theorem the inner and the outer parameters play a symmetric
role.

3.6. Theorem. (Varga [31]) Let n > 3 be an integer. If (ou,...,on—1) are alge-
braically independent and all of the parameters (B, ...,0Bh—1 are algebraic then the
only additive solution of functional equation (26) is the identically zero function.

3.3. The generalization of Daré6czy’s theorem

From theorems 3.3 and 3.5 or theorems 3.4 and 3.6 we get the main results of
this section.

3.7. Theorem. (Varga [31]|) Suppose that n > 3 and let (B1,...,OBn—1) be algebrai-
cally independent. Equation (26) has a not identically zero additive solution if and
only if at least one of the parameters aq, ..., an—1 is transcendental.

3.8. Theorem. (Varga [31]) Suppose that n > 3 and let (aq,...,an—1) be algebrai-
cally independent. Equation (26) has a not identically zero additive solution if and
only if at least one of the parameters B, ..., Bn—1 1s transcendental.

In terms of the algebraic properties of the family of parameters the following
cases are clarified:

(i) the outer (or the inner) parameters are algebraically independent (necessary
and sufficient condition for the existence of not identically zero additive so-
lutions),
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(ii) all of the outer (or the inner) parameters are algebraic (algorithm).

The negative consequences are very interesting because if the Dar6czy’s functio-
nal equation has only trivial (i.e. identically zero) additive solution then so has the
higher order conditions. Indeed, the kth order conditions (k > 2) involve a Dardczy’s
functional equation for the additive function coming from Ay after fixing the first
k — 1 variables.

4. Examples and methods of the solution

Functional equations presented in the last chapter are of type (26). To find their
additive solutions we use a kind of Gaussian eliminating process. The first example
is equation

AV diz) + as A(\/dgz) + A(z) =0, (30)

where d; and dg are positive rationals with irrational square roots, a; € R (i = 1,2)
such that ajag # 0. The second example comes from (30) by changing the inner
and the outer parameters:

VA A(Brz) + /B A(Ba) + Alar) = 0. (31)
Finally we investigate functional equation
a1 A(V2x) + as A(V5z) + as A(VTz) + A(z) = 0 (32)
as the third example, where a; € R (i = 1,2, 3) such that H?:l a; # 0.

By Theorem 3.6 if the outer parameters are algebraically independent then the
only additive solution is the identically zero function. In what follows we present the
solution of equation (32) without any further restriction for the parameters o;’s. As
the starting step substitute \@x, \/53:, \ﬁx, \/5\/5x7 ﬂﬁx, V5V 7x and V25V 7x
in the arguments of A, respectively. This procedure gives a linear system of functional
equations

A(x)
A(V2z)
A(V/5z)
A(VTz)

A(vV2v/5z)

A(V2VT)

A(V5VT)
A(V2V5V/Tx)

OO OO O o oo
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where M := M (ay, a9, a3) and

1 = y 2 0 0 0 0

2 ' 1.0 0 y =z 0 O

5y 0 1 0 =« 0 =z O

72 0 0 1 0 =2 y O

Myz):=| o 5090 0 1 0 0 =
0 72z 0 2z 0 1 0 y

0O 0 72z 59y 0 0 1 «x

0 0 0 0 7z 5y 2z 1

4.1. Lemma. Let x, y and z be non-zero real numbers and suppose that the rank of
M (z,y, z) is less than 6. Then x> = %, y?=1and 2°> = %

In the sense of the previous lemma if rank M < 5 then (32) reduces to the equation
1 2
A ( V2 ) 23, ( V7

RNt F AT B

This is the special case of (31) in the second example. If M has a maximal rank
then the null-space is trivial and the only solution is the identically zero function. In
each of the further possible cases we can use the following method illustrated in case
of rank 6. Then the null-space is of dimension 2 spanned by linearly independent
vectors ¥ and w. We can write

w) + A(z) =0 (x €R).

A(x) 0 wo
A(V2z) U1 w1
A(ﬁx) vy w2
A(VT7zx) U3 ws

A(V2v/52) N U4 + u(z) wy

A(V2V7x) s ws

A(V5V7x) V6 we
A(V2v/5VTx) v7 wry

for some additive functions A and p. If vg = wg = 0 then A must be the identically
zero function. If, for example, vg # 0, then

and, consequently,



Ifwl—%gzothen

A (\/595) = ﬂA(ac)

Vo
and we can use Daroczy’s original theorem 3.1 to detect the possible solutions. Other-
wise ]
v
pla) = — A (Vaz) - — 1 A(x)

w1 = 5 oo (g — 22

and thus

A (\/gx) _— (x) — tov2 ! A (\/5:6) - LA(I) +

W e

ws | A (Var) - — A |

WL = g Uo(wlf%ﬁ’)

which is just an equation of type (30) in the first example.

31






Irodalomjegyzék

1]

3]
4]

[11]

[12]

[13]

J. Aczél, J. K. Chung and C. T. Ng, Symmetric second differences in product
form on groups, Topics in Mathematical Analysis, World Scientific, Singapure,
1-22 (1989).

G. Almkvist and B. Berndt, Gauss, Landen, Ramanujan, the arithmetic-
geometric mean, ellipses, w, and the Ladies diary, Amer. Math. Monthly 95
(1988), no. 7, 585—608.

A. Baker, Transcendental number theory, Cambridge University Press 1975.

J. M. Borwein and P. B. Borwein, Pi and the AGM, (A study in analytic
number theory and computational complexity), Wiley, New York, 1987.

B. C. Carlson, Algorithms involving arithmetic and geometric means, Amer.
Math. Monthly 78 (1971), 496-505.

7. Daro6czy, Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Ezistenz von
nichtkonstanten Lésungen linearer Funktionalgleichungen, Acta Sci. Math.
Szeged, 22 (1961), 31-41.

7. Dar6czy, Problem 13., Report of meeting; The Thirty-seventh Internatio-
nal symposium on Functional Equations, May 16-23, 1999, Huntington, WV,
Aequat. Math., 60 (2000), 175-200.

7. Dar6czy, Gy. Maksa, and Zs. Pales, Functional equations involving means
and their Gauss composition, Proc. Amer. Math. Soc., 134 (2005), no. 2,
521-530.

Z. Daréczy, K. Lajko, R-L. Lovas, Gy. Maksa and Zs. Péles, Functional equa-
tions involving means, Acta Math. Hungar., 116 (1-2), 2007, 79-87.

Z. Daréczy and Zs. Pales, Gauss composition of means and the solution of the
Matkowski—Suté problem, Publ. Math. Debrecen, 61(1-2) (2002), 157-218.

D.Z.Djokovic, A representation theorem for (X1 —1)...(X, — 1) and its ap-
plications, An Polon. Math. 22 1969, 189-198.

C. F. Gauss, Bestimmung der Anziehung eines elliptischen Ringes, Akade-
mische Verlagsgesellschaft M. B. H., Leipzig, 1927, Nachlass zur Theorie des
arithmetisch-geometrischen Mittels und der Modulfunktion.

G. H. Hardy, J. E. Littlewood, and G. Pélya, Inequalities, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 1934, (first edition), 1952 (second edition).

33



[14]

[15]

[16]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

S. Haruki, On the theorem of S. Kakutani-M.Nagumo and J.L. Walsh for the
mean value property of harmonic and complex polinomials, Pacific J. Math.
94 1981, No.1., 113-123.

Pl. Kannappan, Functional Fquations and Inequalities with Applications,
Springer Science+Business Media, LLC 2009.

M. Kuczma, An Introduction to the Theory of Functional Equations and Ine-
qualities, Prace Naukowe Universitetu Slaskiego w Katowicach Vol. CDLXX-
XIX (Panstwowe Wydawnictwo Naukowe — Universitet Slaski, Warszawa—
Krakow-Katowice, 1985).

M. Laczkovich and G. Székelyhidi, Harmonic Analysis on discrete Abelian
groups, Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2005), 1581-1586.

G.Van Der Lijn, La definition fonctionelle des polinomes dans les groupes
abéliens, Fund.Math. 33 1945, 43-50.

Gy. Maksa and A. Varga, The equivalence of two functional equations invol-
ving the arithmetic mean, the geometric mean and their Gauss composition,
Aequat. Math. 80 (2010), 173-179.

Gy. Maksa, On the functional equation f(x+y)+ g(zy) = h(z)+ h(y), Publ.
Math. Debrecen 24 (1977), no. 1-2, 25-29.

Gy. Maksa, Functional equations involving means, (in Hungarian), Talks at
the Academy, Hungarian Academy of Sciences, Budapest, 2006.

M.A. Mckiernan On wvanishing n-th ordered differences and Hamel-bases,
Ann.Polon. Math. 19 (1967), 331-336.

7s. Pales, Extension theorems for functional equations with bisymmetric ope-
rators, Aequat. Math. 63 (2002), 266-291.

F. Radé and J. A. Baker, Pexider’s equation and aggregation of allocations,
Aequationes Math., 32 (1987), 227-239

J. Riméan, On an estension of Pexider’s equation, Zb. Radova Mat. Inst.
Beograd N. S. 1(9) (1976), 65-72.

L. Székelyhidi, Local polynomials and functional equations, Publ. Math. De-
brecen, 30 (1983), 283-290.

L. Székelyhidi, Remark on a paper of M.A.Mckiernan, Ann.Polon. Math. 36
(1979), 245-247.

34



[28] L. Székelyhidi, On a class of linear functional equations, Publ. Math. (Debre-
cen) 29 (1982), 19-28.

[29] L. Székelyhidi, Convolution type functional equations on topological Abelian
goups, World Scientific Publishing Co. Inc. Teaneck, NJ, 1991.

[30] A. Varga, On a functional equations containing four weighted arithmetic
means, BJMA, Vol. 2 (1), 2008, 21-32, www.math-analysis.org.

[31] A. Varga, On additive solutions of a linear equation, Acta Math Hungar., 128
(1-2), 2010, 15-25.

[32] A. Varga and Cs. Vincze, On Dardezy’s problem for additive functions, Publ.
Math. Debrecen, Vol. 75 (1-2), 2009, 299-310.

[33] A. Varga and Cs. Vincze On a functional equations containing weighted arith-
metic means, International Series of Numerical Mathematics, Vol.157, 2009,
305-315

35



Publikaciok /Publications

[1.] A. Varga, Cs. Vincze, On a lower and upper bound for the curvature of
ellipses with more than two foci, Expo. Math. 26 (2008), 55-77.

[2.] A. Varga, On a functional equations containing four weighted arithmetic
means, BJMA, Vol. 2 (1), 2008, 21-32, www.math-analysis.org.

[3.] A. Varga, On additive solutions of a linear equation, Acta Math Hungar.,
128 (1-2), 2010, 15-25.

[4.] A. Varga and Cs. Vincze, On Dardczy’s problem for additive functions,
Publ. Math. Debrecen, Vol. 75 (1-2), 2009, 299-310.

[5.] A. Varga and Cs. Vincze On a functional equations containing weighted
arithmetic means, International Series of Numerical Mathematics, Vol.157,
2009, 305-315.

[6.] Gy. Maksa and A. Varga, The equivalence of two functional equations
involving the arithmetic mean, the geometric mean and their Gauss compo-
sition, Aequat. Math. 80 (2010), 173-179.



El6adasok/ List of talks

[1.] A functional equation involving four weighted arithmetic means, The
seventh Katowice-Debrecen Winter Seminar on Functional Equations and
Inequalities, Jan. 31 - Febr. 2, 2007, Bedlewo, Poland,

o [2.] Linedris figgvény-egyenlétlenségek — a kritikus gorbe, Tanszéki szeminari-
um, Debreceni Egyetem, Analizis Tanszék, 2007 marcius 30

e [3.] On a functional equation containing weighted arithmetic means, Confe-
rence on Inequalities and Applications’07, Noszvaj, Hungary, Sept. 9-15,
2007

o [4.] On Dardczy’s problem, Tanszéki szeminarium, Debreceni Egyetem, Anali-
zis Tanszék, 2008 oktober 31

o [5.] On Dardczy’s problem for additive functions, The ninth Katowice-Debrecen
Winter Seminar on Functional Equations and Inequalities, Febr. 4 - Febr. 7,
2009, Bedlewo, Poland,

o [6.] Kozépértékeket tartalmazd figguényegyenletek, Tanszéki Szeminéarium,
Debreceni Egyetem, Mtiszaki Alaptargyi Tanszék, 2010. marcius 27.

o [7.] Field isomorphisms related to a special class of functional equations, In-
ternational Symposium on Functional Equations 50, Hajduszoboszl6, Hun-
gary, June 17 - 24, 2012.



