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1. fejezet

Elemi fiiggvények és
fiiggvénytranszformaciok



Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

1.1. Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

1.1.1. Definicié. Legyenck A és B nem iires halmazok! Ha az A halmaz min-
den eleméhez egyértelmtien hozzarendeljiik a B halmaz egy-egy elemét, akkor
ezt a hozzarendelést fiiggvénynek nevezziik. Jele: f: A — B.

Az A halmazt alaphalmaznak, a B halmazt képhalmaznak nevezziik.

Az A alaphalmaznak azt részhalmazat, amelyhez a képhalmaznak valamely
eleme hozza lett rendelve, a fliggvény értelmezési tartomdnyanak mondjuk. Az
f fiiggvény értelmezési tartomdnyat tigy jeldljiik, hogy Dy.

A képhalmaznak a fiiggvény helyettesitési értékeit tartalmazoé részhalmazét a
fliggvény értékkészletének nevezziik. Az f fiiggvény értékkészletét Ry-fel je-
16]jiik.

1.1.2. Példa. Az alabbi hozzarendelés nem fiiggvény:

Az alabbi hozzarendelés fiiggvény:
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1.1.3. Definicié. Az f: A — R fliggvény grafikonjanak nevezzik az
graf(f) = {(z;y) |x € A}

halmazt.

1.1.4. Definicié. Az f: A — R fiiggvénynek az xo € Dy helyen zérushelye
van, ha f(zg) = 0.

1.1.5. Példa. Az f(x) = x? fiiggvény zérushelye az 2 = 0 egyenlet megol-
désa, vagyis x = 0.

1.1.6. Példa. Az f(z) = 27 fiiggvénynek nincs zérushelye, mert a 2% = 0
egyenletnek nincs megoldasa.

1.1.7. Definicio. Az f: A — R fiiggvény

e alulrdl korldtos, ha az értékkészlete alulrol korlatos;

o feliilrdl korldtos, ha az értékkészlete feliilrdl korlatos;

e korldtos, ha az értékkészlete korlatos.
Az f: A — R fiiggvény infimuma, illetve szuprémuma az értékkészletének
infimuma, illetve szuprémuma.
1.1.8. Példa. Az f: R — R, f(2) = 22 fliggvény értékkészlete: [0; oo].
Tehat a fiiggvény alulrdl korlatos, infimuma: 0. Feliilr6l nem korlétos, igy nem
korlatos.
1.1.9. Példa. Az f: R — R, f(z) = —2? fiiggvény értékkészlete: | — oo; 0].
Tehét a fliggvény feliilr6l korldtos, szuprémuma: 0. Alulrél nem korlétos, igy
nem korlatos.
1.1.10. Példa. Az f: R — R, f(x) = = fiiggvény értékkészlete: | — 0o; o0l.

Tehat a fliggvény alulrdl sem, és feliilrdl sem korlétos.

1.1.11. Definicié. Az f: A — R fiiggvény

e monoton novekvd, ha minden z1,x2 € A esetén, melyre x1 < xo,
teljesiil, hogy f(z1) < f(z2);

e monoton csokkend, ha minden z1,xo € A esetén, melyre x1 < xo,
teljesiil, hogy f(x1) > f(x2);

e szigoriian monoton novekvd, ha minden x1, o € A, z1 < 2 esetén
f(z1) < f(x2);

e szigoriian monoton csokkend, ha minden z1,x2 € A, x1 < x5 esetén

f(z1) > f(z2).



Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

1.1.12. Példa. Az alabbi fuggvény monoton ndvekvs, de nem szigorian mono-
ton novekvd:

Lo v w s oo

})’1234567

LGN

1.1.13. Példa. Tekintsiik az f(x) = 22> + 5z + 4 fiiggvényt! Tegyiik fel, hogy
x1,x2 € Dy olyanok, hogy 1 < xo! Ekkor z1 — 2o < 0, igy
f(x1) = fx2) = 227 + 521 + 4 — (225 + 520 +4) =
=2 (x“;’—xg’)—l—S-(xl—a:Q) <0,

tehat f(z1) < f(z2). Azt kaptuk, hogy ha x1 < x9, akkor f(x1) < f(z2), ami
azt jelenti, hogy az f fliggvény szigordan monoton névekvd.

1.1.14. Definicié. Az f: A — R fuggvénynek az xg helyen

e maximuma van, ha f(z) < f(zo) minden z € A esetén, azaz ha
f(zo) az f értékkészletének legnagyobb eleme;

e minimuma van, ha f(z) > f(xo) minden z € A esetén, azaz ha f(z)
az f értékkészletének legkisebb eleme;

o szélsoértéke van, ha minimuma vagy maximuma van az xg helyen.

1.1.15. Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény minimum helye: = 0, minimum
értéke: f(0) = 0.

1.1.16. Példa. Az f(z) = —x? fliggvény maximum helye: 2 = 0, maximum
értéke: f(0) = 0.

1.1.17. Definicié. Az z( val6s szam r > 0 sugard kornyezetén az
leg — 120 + 7|

intervallumot értjiik.
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1.1.18. Definicié. Az f: A — R fuggvénynek az z( helyen

o [okdlis (helyi) maximuma van, ha létezik olyan € > 0 valés szam,
amelyre f(z) < f(xo) teljesiil minden = € |xg — 7;x0 + [ esetén,
azaz ha f-nek van olyan kornyezete, amelyben f(z() a legnagyobb
fliggvényérték;

o [okdlis (helyi) minimuma van, ha 1étezik ¢ > 0 valds szam dgy, hogy
f(z) > f(xo) minden x € |xg — r; o + r| esetén, azaz ha f-nek van
olyan kornyezete, amelyben f(x) a legkisebb fiiggvényérték;

o [okdlis szélsdértéke van, ha lokdlis minimuma vagy lokélis maximuma
van az zg helyen.

1.1.19. Megjegyzés. Ha létezik olyan r pozitiv valds szam, hogy az f: A — R
fiiggvény monoton csokkend az [z —r; x| intervallumon és monoton névekvd
az [xo, zo + 7] intervallumon, akkor f-nek az x helyen lokélis minimuma van.

Ha 1étezik olyan r pozitiv valés szam, hogy az f: A — R fiiggvény monoton
novekvs az [z — r;xo] intervallumon és monoton csokkend az [xg; xg + 7]
intervallumon, akkor f-nek az x( helyen lokdlis maximuma van.

lok. max.

lok. min.

1.1.20. Definicié. Legyen [ egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvény

e konvex, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat 6sszekots szakasz az f fiiggvény felett halad, azaz ha min-
den u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

Flt-ut (L—t)-v) <t flu)+(1—1)- f(v).

At-u+(1—t)-v,ahol t € [0;1], a szimegyenesen az u és v pontokat
0sszekotd szakaszt jelenti.
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Az f(t-u+ (1 —t)-v) az clobbi szakaszon felvett fiiggvényértékek

halmaza.
At f(u)+(1—1t)- f(v) az (u; f(u)) és (v; f(v)) pontokat dsszekotd
szakasz.

A leirtakat mutatja az aldbbi dbra:
20
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e konkdv, ha minden u,v € I, u < v esetén az (u; f(u)) és (v; f(v))
pontokat 9sszekotd szakasz az f fliggvény alatt halad, azaz ha minden
u,v € I és minden ¢ € [0; 1] esetén

Pt ut (=t v) >t f(u) + (1 —1) - f(0).

20
18
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1.1.21. Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény konvex.

1.1.22. Definicio. Legyen [ egy nyilt intervallum. Az f: I — R fiiggvénynek
az xg € I helyen inflexios helye van, ha xp-ban megvéltozik a konvexitésa,
azaz létezik r > 0 ugy, hogy az [z — r;zp] intervallumon f konkdv és az
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[x0; xo + 7| intervallumon konvex, vagy az [xg — r; x| intervallumon f konvex
és az [xg; xo+r] intervallumon konkav. Ilyenkor az (;vo; f (mo)) pontot inflexids
pontnak hivjuk.

1.1.23. Definicié. Legyen az A halmaz szimmetrikus az origéra, ami azt je-
lenti, hogy ha x € A, akkor —z € A.
Azt mondjuk, hogy az f: A — R fiiggvény
e pdros,ha f(—x) = f(x) minden x € A esetén;
e pdratlan, ha f(—z) = — f(x) minden x € A esetén.
1.1.24. Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény pdros, mert

f(=z) = (=2)* = 2* = f(a).
1.1.25. Példa. Az f(x) = 23 fiiggvény pératlan, mert

f(=2) = (-2)’ = =2’ = —f(x).
1.1.26. Megjegyzés. Egy fiiggvény
e pontosan akkor paros, ha a grafikonja tengelyesen szimmetrikus az y
tengelyre;
e pontosan akkor pdratlan, ha a grafikonja kbézéppontosan szimmetrikus

az origobra.

1.1.27. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: R — R fuggvény periddikus, ha
van olyan p € R pozitiv valds szdm, hogy minden = € R esetén

f(@+p) = [f(z).

Ha az f fiiggvény periddikus, akkor végtelen sok megfelelS p érték van. Ha a
definiciéban meghatarozott tulajdonsagui p értékek halmazanak van legkisebb
eleme, akkor ezt a szdmot az f fliggvény periddusanak nevezziik.

1.1.28. Definicié. Az f: A - Résag: A — R fiiggvények

dsszege (f + g)(x) = f(x) + g(x), z € A;

kiilonbsége (f — g)(x) = f(x) — g(z), x € A;

seorzata (f - 6)(x) = f(z) - 9(x), 7 € A
N

hdnyadosa = (x “—~ ha 0, x € A esetén.
y g( ) = (@)’ g(x) #

1.1.29. Definicié. Az f: A — B C R fiiggvény kolcsonosen egyértelm, ha
kiilonbozd elemekhez kiilonb6z6 elemeket rendel.
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1.1.30. Megjegyzés. Az, hogy egy fiiggvény kolcsonosen egyértelm, szem-
léletesen azt jelenti, hogy ha a fliggvény grafikonjét ,,vizszintes vonalakkal el-
metssziik, akkor mindenhol legfeljebb egy metszéspontot kapunk™.

1.1.31. Példa. Az f(x) = 22 fiiggvény nem kolcsondsen egyértelmii, mert
példaul f(—1) = f(1).
1.1.32. Példa. Az f(z) = x fuggvény kolcsonosen egyértelmdi.

1.1.33. Definicio. Legyenek A és B a valés szamok halmazéanak tetszéleges
részhalmazai, tovabba f, illetve g az A, illetve B halmazon értelmezett valds
értékd fiiggvények. Tegyiik fel, hogy a g fiiggvény értékkészlete részhalmaza
az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak. Az f és g fiiggvények kompozi-
cidjan vagy dsszetett fiiggvényéna fog: A — R, fog(x) = f(g(ac)) fiiggvényt
értjuk.

1.1.34. Megjegyzés. Fontos megjegyezni, hogy altaldban
fog#golf,

vagyis a fliggvények kompozicidja, mint miivelet nem kommutativ.
1.1.35. Példa. Ha f(z) = sinx és g(z) = 4a + 10, akkor
fog(z)= f(g(m)) = sin(4x + 10)

go f(x)=g(f(z)) =4 sinz + 10.

1.1.36. Megjegyzés. Az f: A — R fiiggvény iverzén azt az f~' médon jelolt
fliggvényt értjiik, melyre

Fofla)=ftof@)=2a

teljesiil.
1.1.37. Példa. Az f(x) = 23 fiiggvény inverze f~!(z) = &z, mert
fof™He)= (Vo) =

f o f(z) = Va3 =u.

1.1.38. Tétel. Egy fiiggvénynek pontosan akkor 1étezik inverze (azaz pontosan
akkor invertdlhat6), ha kdlcsonosen egyértelmd.

1.1.39. Megjegyzés. Haaz f: A — R fiiggvény invertdlhato, akkor
-1
(f7) " (@) = f(a).
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1.1.40. Definicio. Legyen f: A — R fiiggvény és B C A! Azt mondjuk, hogy
g: B — Raz f fuggvény B halmazra val6 lesziikitése, ha g(x) = f(z) minden
x € Besetén. Jele: f|p.

1.1.41. Definicié. Legyen f: A — R fiiggvény és A C C! Azt mondjuk,
hogy g: C' — R az f fiiggvény C halmazra valg kiterjesztése, ha g(x) = f(x)
minden z € A esetén.

1.1.42. Példa. Példdul az f: R — R, f(z) = 2 fiiggvény nem invertalhato,
de az f fuggvény [0; oo[ intervallumra val6 leszlikitése mar igen.
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Kidolgozott feladatok

1. Feladat. Adjuk megaz f: R — R, f(z) = 22 + 2z + 2 fiiggvény helyette-
sitési értékét az = 2 helyen!

Megoldas:
A helyettesitési érték: f(2) =22 4+2-2+2=4+4+2=10.
2. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 — 22 fliiggvényt! Szamoljuk ki az
fla+4) - fla—4)
értéket, ha a € R paraméter.
Megoldas:
Mivel
fla+4)=2-(a+4) — (a+4)%=2a+8— (a®> +8a+16) =
=2a+8—a®—8a— 16 = —a* — 6a — 8,
tovébba
fla—4)=2-(a—4) — (a—4)*=2a -8 — (a®> — 8a + 16) =
=20 —8—a’+8a—16=—a% + 10a — 24,
ezért
fla+4)— f(a—4) = —a®> —6a—8— (—a® + 10a — 24) =
= —a’ - 6a — 8 +a® — 10a + 24 = —16a + 16.

3. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 2% — 3 fiiggvényt! Adjuk meg az

f(b) = f(a)
b—a
kifejezés tovabb nem egyszer(sithetd alakjat!

Megoldas:
Mivel f(b) = b? — 3 és f(a) = a® — 3, ezért
f(b)ff(a)_beBf(asz) b2 — a?

b—a b—a  b—a
(b—a)-(b+a)

= :b
b—a +a
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4. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 22 fiiggvényt! Adjuk meg az

fl+h)— f(z)
h
kifejezés tovabb nem egyszerisithet6 alakjat!

Megoldas:

Mivel
f(x+h)=(z+h)? = 2?4 2zh + h?,
ezért
fl@+h)— f(®)  a*+2zh+h*—2® 2zh+h®
h N h N h N
h-(2z+h)

== =2+h

5. Feladat. Tekintsiik az f: ] — 00;0] — R, f(z) = /—x fuggvényt! Adjuk
meg az értelmezési tartomdnynak azt az elemét, amelyre a fliggvényérték 4!

Megoldas:

Azt az x értéket keressiik, amelyre /—x = 4 teljesiil. Az egyenlet mindkét
oldalat négyzetre emelve azt kapjuk, hogy —x = 16. A keresett szdm tehat az
x = —16.

6. Feladat. Hatarozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazat, amelyen az f(x) = /8 — 2z fiiggvény értelmezve van!
Megoldas:

Mivel paros gyokkitevojli gyok alatt csak nemnegativ szam allhat, ezért az ér-
telmezési tartomany megadasdhoz meg kell oldanunk a 8 — 2z > 0 egyenl&tlen-
séget, amibdl azt kapjuk, hogy = < 4, igy az értelmezési tartomény a | — oo; 4]
intervallum.

7. Feladat. Hatarozzuk meg a valés szdmok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazét, amelyen az f(x) = V4x — 22 fiiggvény értelmezve van!

Megoldas:

Mivel paros gyokkitevdjti gyok alatt csak pozitiv szam éllhat, ezért az értelme-
z¢€si tartomany megadasahoz meg kell oldanunk a

4:U—:1:220

egyenlbtlenséget. Az egyenlStlenséget grafikusan oldjuk meg.
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Ehhez els6 1épésben meghatirozzuk az x — 4x — 22 fiiggvény zérushelyeit,
azaz megoldjuk a 4z — 22 = 0 egyenletet. Kiemelve x-et azt kapjuk, hogy
z-(4—12)=0,igy x =0, illetve x = 4.

Ezutén felvazoljuk az = — 4z — 2 fiiggvény grafikonjat:

4
3

2

Leolvashatjuk, hogy az egyenlGtlenség megoldasa és igy egyben az f fiiggvény
értelmezési tartomdnya: x € [0; 4].

8. Feladat. Hatarozzuk meg a valés szdmok halmazanak azt a legb&vebb rész-
halmazat, amelyen az

F(2) = g(2a - 8)
fliggvény értelmezve van!
Megoldas:

Tudjuk, hogy a logaritmus fiiggvény csak pozitiv szdmokra értelmezhetd, igy
logaritmus mogotti kifejezésnek pozitivnak kell lenni, azaz meg kell oldanunk
a2z — 8 > 0 egyenl6tlenséget, amibdl azt kapjuk, hogy x > 4, igy a fiiggvény
értelmezési tartomdnya a |4; oo intervallum.

9. Feladat. Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb6vebb részhal-

mazdat, amelyen az
43
=1 -2
() = logy (x = )

fliggvény értelmezve van!
Megoldas:
Péros gyokkitevdjl gyok alatt csak nemnegativ szamok szerepelhetnek, igy tel-
jesiilnie kell az
T+ 3

—-2>0
xr—2
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feltételnek. K6z0s nevezdre hozva azt kapjuk, hogy

3 3—2-(x—2
ik S @=2)
T —2 T —2
Felbontva a zaréjelet, majd 6sszevonva azt kapjuk, hogy
r+3—-2x+4 —x+7
— >0 = ——F > 0.
r—2 r—2

Egy tort csak akkor pozitiv, ha a szamlal6ja és a nevez§je azonos el§jeld.

I eset: $, vagyis a szamlalo és a nevezd is pozitiv. Ekkor
—z+7>0 é x—2>0,

azaz
<7 és x>2.

A kapott megolddsokat szimegyenesen dbrazolva

0

76 543210123456 78 910112131415

leolvashatjuk a kozos részt, igy az elsd eset megoldésa: = € |2; 7].

II. eset: =, vagyis a szdmlalo és a nevezd is negativ. Ekkor
—r+7<0 é x—2<0,

azaz
T>T7 és x <2

A kapott megolddsokat szimegyenesen dbrazolva

o

7654321012 2345¢6 7 8 9 1011213141516

leolvashatjuk a kozos részt, igy azt kapjuk, hogy a masodik esetnek nincs meg-
oldésa.

Tehdt az egyenlGtlenség megoldasa a |2; 7] intervallum.



16 Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

10. Feladat. Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb6vebb részhal-
mazat, amelyen az

f(z) =logy (4" — 7- 2% 4+ 10)
fliggvény értelmezve van!
Megoldas:
A logaritmus mogott csak potitiv szam allhat, ezért
4¥ — 7.2 +10 > 0.
Vezessiik be a 27 = y jelolést! Ekkor azt kapjuk, hogy
y? — Ty + 10 > 0.

Ennek a masodfoku kifejezésnek a zérushelyei:
7T+V49-40 T7+3

2 2

azaz y; = 2, illetve yo = 5. Ezt felhaszndlva az y-ban masodfoki egyenl6tlen-
ség megoldasa:

Y12 =

y €] —00;2[U]5; 00].
Ha y < 2, akkor y = 2% miatt 2% < 2,igy x < 1.

g5
Hay > 2, akkor y = 2% miatt 2% > 5, igy x > lg—Q
g
Tehat a fliggvény értelmezési tartomdnya:
lg b
x €] —oo;l[U]g;oo[.
lg 2
11. Feladat. Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb6vebb részhal-

mazit, amelyen az

f(z) = x21_4+\/:r—|—3

fliggvény értelmezve van!

Megoldas:

Egy tort nevezSje nem lehet nulla, ezért 2 — 4 # 0, tehdt x # +2.
A gyokjel alatt nem lehet negativ szam, ezért x + 3 > 0, igy = > —3.

Tehat az értelmezési tartomany:

x € [=3;00[\ {—2;2}.
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12. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabdl az

4
flw) = siz T

fliggvényt!

Megoldas:

Felhaszndlva, hogy a szinusz fiiggvény pdratlan, azaz sin(—x) = —sinx, azt
kapjuk, hogy

—z)* xt xt
J(=2) = Siil(—?’)x) T “sinbz  sinbz —/(@),

igy a fliggvény pératlan.

13. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szempontjabol szerint az

26
J(w) = cos4dx
fliggvényt!
Megoldas:
Felhaszndlva, hogy a koszinusz fiiggvény paros, azaz cos(—z) =
kapjuk, hogy
6 6
f(-2) = co(s(filaz) - COZ4SU = /@),
igy a fliggvény paros.
14. Feladat. Vizsgdljuk meg paritds szempontjabol szerint az
4 —1
J@) = i
fliggvényt!
Megoldas:
Mivel
i x)_zrx—l I R T i e A e T
4Tl L4l R 144 4r4+1

41}

igy a fiiggvény péaratlan.

cos x, azt

_f(x)a
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15. Feladat. Vizsgaljuk meg paritds szempontjabol az

1
— x4
J@)=a'+ =
fliggvényt!
Megoldas:
Mivel
4 1 a4, 1
=)= (—2)"+ —g =2 + 5 = f(2),
(=)
igy a fiiggvény péros.

16. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2 + azx — 3 és g(z) = 2> — 4x + b fliggvé-
nyeket! Tudjuk, hogy

f(z)-g(z) = 2t — 222% 4+ 9.
Hatarozzuk meg az a és b paraméterek értékét!
Megoldas:
Mivel
f(x) g(z) = (2° +az —3) - (2° —dz +b) =
= ot — 423 + b2? + az® — 4az® + abx — 327 + 120 — 3b =
=zt+(a—4) 22+ (b—4a—-3) 2%+ (ab+12) - = — 3b,
ezérta —4=0,b—4a -3 =-22,ab+12=06s —3b=09.
Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy a = 4, mig az utolsébdl azt, hogy b = —3.

Ezek kielégitik a b — 4a — 3 = 0 és az ab + 12 = 0 egyenleteket is, igy a = 4
és b = —3 valéban megoldas.

17. Feladat. Tekintsiik az f(z) = cosz ésa g(z) = x?+2x — 3 fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!

b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fliggvényt!
Megoldas:

a) Az osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy

fog(x) = f(g(z)) = f(a® + 2z — 3) = cos(z”® + 2z — 3).
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b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z) =g(f(z)) = g(cosz) = (cosz)® + 2 cosx — 3
=cos’z+2 cosz — 3.
18. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2% és a g(z) = 2x + 1 fiiggvényeket!
a) Hatarozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!
¢) Adjuk meg az f o g(x) = g o f(x) + 11 egyenlet megoldésat!
Megoldas:
a) Az dsszetett fliggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
foglz) = f(g(x)) = f(2x +1) =221,
b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z)=g(f(2) =9(2") =2-2"+ 1L
¢) A megoldandé egyenlet:
2%l = 2. 2% 4 14+ 11.
Mivel 2241 = 227 . 9 ezért az egyenlet
222" =2.2% 412
alaku lesz. Bevezetve a 2* = y jelolést azt kapjuk, hogy
2y = 2y + 12 = v —y—6=0.
A masodfokt egyenlet megoldéképletének alkalmazasaval

1++v1+24 14£5
2 2
adodik, igy y1 = —2, illetve yo = 3. Mivel y = 2%, ezért 2 = —2 nem

lehetséges. Ha yy = 3, akkor 2% = 3, {gy x = E%_

Y12 =

19. Feladat. Tekintsiik az f(x) = \/z és a g(x) = = + 2 fiiggvényeket!
a) Hatdrozzuk meg az f o g Osszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg az g o f Osszetett fiiggvényt!
¢) Hatdrozzuk meg az f o f Osszetett fiiggvényt!
d) Hatdrozzuk meg az g o g Osszetett fliggvényt!

e) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen az Osszetett fiiggvények értelmezve vannak!
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f) Oldjuk meg az f o g(x) = g o f(x) egyenletet!

Megoldas:

a) Az osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy

foglx)=f(9(x)) = fla+2) = Vz +2.
b) Az 6sszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
go f(z)=g(f(2)) = 9(vx) = Vo +2.
c) Az osszetett fiiggvény definiciéjat hasznalva azt kapjuk, hogy
fof(x)=F(f@) = f(/r) = V= Va.
d) Az osszetett fiiggvény definicidjat haszndlva azt kapjuk, hogy
gog(z)=g(9(x)) =gz +2)=z+2+2=a+4.

e) Az f o g fuggvény értelmezési tartomanya:

Djog = [—2;00].
A g o f fiiggvény értelmezési tartomanya:
Doy = [0;00][.
f) Megoldjuk a
Ve+2=yr+2

egyenletet. Mindkét oldalt négyzetre emelve, majd elvégezve az 6sszevona-
sokat és megfelel6en rendezve az egyenletet

r+2=(r+2)?
r+2=x+4-Vx+4
—0,5 =z

adddik, ami ellentmondds, ugyanis az egyenlet bal oldaldn negativ szaimot
kaptunk, mig a jobb oldalon egy szdm négyzetgyoke, ami nem lehet negativ.

1
20. Feladat. Tekintsiik az f(z) = — és a g(x) = 2% + 3 fiiggvényeket.
x

a) Hatdrozzuk meg az f o g Gsszetett fiiggvényt!
b) Hatdrozzuk meg a g o f Gsszetett fiiggvényt!
¢) Hatdrozzuk meg az f o f Gsszetett fiiggvényt!
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d) Hatdrozzuk meg a g o g Osszetett fiiggvényt!

Megoldas:
a) Az f o g Osszetett fliggvény:

Fog(x)=f(g(x)) = f(a* +3) =
b) Az g o f Osszetett fliggvény:

gof(w)zg(f(x))=g<1) -1

c) Az f o f Gsszetett fliggvény:

d) A g o g Osszetett fliggvény:
gog(z) =g(g(x)) = g(a® +3) = (z® + 3)> + 3 = 2" + 62 + 12.
21. Feladat. Bontsuk fel kiils6 és belsé fiiggvény Osszetételére az

1
flz) = 2+ 4
fuggvényt!
Megoldas:
Ha az f fiiggvényt f(x) = k o b(z) alakban irjuk fel, akkor k a kiilsG fiiggvény
és b a belsd fliggvény, ahol k(z) = %, és b(r) = 2% + 4.

22. Feladat. Bontsuk fel kiils6 és belsd fiiggvény Osszetételére az
fa) = Vi—a?

fliggvényt!
Megoldas:

Ha az f fiiggvényt f(x) = k o b(x) alakban irjuk fel, akkor k a kiilsG fiiggvény
és b a belsd fiiggvény, ahol k(x) = /z, és b(z) = 4 — 22,
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23. Feladat. Bontsuk fel kiils6 és belso fiiggvény Osszetételére az
f(z) =logy(z® 4 4z + 1)

fliggvényt!
Megoldas:

Ha az f fuggvényt f(x) = k o b(x) alakban irjuk fel, akkor k a kiilss fiiggvény
és b a belsd fiiggvény, ahol k(x) = log, z, és b(z) = 22 + 4z + 1.

24. Feladat. Bontsuk fel kiils és belsd fiiggvény Osszetételére az

f(SU) — QSinx

fliggvényt!
Megoldas:

Ha az f fiiggvényt f(x) = k o b(z) alakban {rjuk fel, akkor k a kiils6 fiiggvény
és b a belsd fiiggvény, ahol k(z) = 2%, és b(x) = sin x.

25. Feladat. Bontsuk fel kiilsd és belso fiiggvény 0sszetételére az

f(I) — 3:1;2+4:c+5

fliggvényt!

Megoldas:

Ha az f fiiggvényt f(x) = k o b(x) alakban irjuk fel, akkor k a kiilss fiiggvény
és b a belsd fiiggvény, ahol k(x) = 3%, és b(z) = 22 + 4z + 5.

26. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = 2z + 6 fuggvényt!

a) Invertilhaté-e a fiiggvény?

b) Ha igen, hatdrozzuk meg az inverzét!

¢) Abrézoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!

d) Milyen geometriai kapcsolat figyelhetd meg a fiiggvény és inverze kozott?
Megoldas:

a) Az f fiiggvény grafikonja egy egyenes, igy kolcsonosen egyértelmi, azaz
kiilonbozd elemekhez kiilonboz6 elemeket rendel, tehat invertalhato.
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b) Az inverz fiiggvény meghatirozdsdhoz el6szor az y = 2z + 6 egyenletet
kell tekinteniink, amiben megcserélve az = és y szerepét azt kapjuk, hogy
x = 2y + 6. Ebbdl kifejezve az y-t, y = %6 adédik, igy az inverz fliggvény

fﬁl(:z:):x_6:1:1:—3.

2 2

c) A fiiggvény és az inverz fiiggvény grafikonja:
8
7
6

o = N W »

-9-8-7-6-5-4-3-2-1_{01234 6 7 8 9~

d) Geometriailag egy fiiggvény inverzét igy hatarozhatjuk meg, hogy a fiigg-
vényt tikkrozziik az y = x egyenletli egyenesre.

27. Feladat. Tekintsiik az f(z) = logy(x — 3) + 2 fiiggvényt!

a) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyat!

b) Szamoljuk ki az f fiiggvény inverzét!

¢) Abrézoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!
Megoldas:

a) Az f fuggvény értelmezési tartoméanya: x > 3.

b) Legyen y = log,(z — 3) + 2! Az x és y szerepét megcserélve azt kapjuk,
hogy
x =logy(y — 3) + 2.

Ebbdl az y-t kifejezve
r—2=logy(y—3) = 22 2=y—-3 = y=2"243



24 Fiiggvényekkel kapcsolatos fogalmak

adodik, igy az f inverze:

f i x)=2""%+3.

c) Az f fiiggvénynek és az inverzének a grafikonja:

O-—\NKAU‘IG)\I
N
~

—5—4—3—2—/1_:{012 4 5 6 7 8 9 1011

'
N

N e b oAb

28. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 3°~% + 2 fiiggvényt!
a) Adjuk meg az f fiiggvény értelmezési tartomanyat!
b) Szamoljuk ki az f fiiggvény inverzét!

¢) Abrazoljuk kozos koordindtarendszerben az f fiiggvényt és az inverzét!
Megoldas:

a) Az f fuggvény értelmezési tartomanya: R.

b) Legyen y = 3% 4+ 2! Az z és y szerepét megcserélve azt kapjuk, hogy
x = 3Y~% 4 2. Ebbdl az y-t kifejezve

r—2=3""1 = logy(x—2)=y—4 = y=logg(x—2)+4
adodik, igy az f inverze:

(@) = logg(x — 2) + 4.

¢) Az f fuggvénynek és az inverzének a grafikonja:
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.

6

5

4

3

2

1
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543201 p3450867 809

2
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// _4

29. Feladat. Egy termék x darabjdnak el6allitasi koltsége forintban kifejezve:

C(x) = 100z - /x + 1000.

a) Mennyi lesz a koltség, ha 9 darab terméket gyartunk?
b) Mennyi lesz a koltség, ha 16 darab terméket gyartunk?

¢) Mennyivel novekszik a koltség, ha az eredetileg tervezett a darab helyett
a + 1 darab terméket gyartunk?

d) Hény darab terméket tudunk eldallitani 101 000 forintbdl?
Megoldas:
a) Ha 9 darab terméket gyartunk, akkor

C(9) =100 -9 -v/9+ 1000 = 3700 Ft.

b) Ha 16 darab terméket gyartunk, akkor
C(16) =100- 16 - V16 + 1000 = 7400 F't.

¢) Ha a darab terméket gyartunk, akkor a koltség

C(a) = 100a - v/a + 1 000.

Ha a + 1 darab terméket gydrtunk, akkor a koltség
Cla+1)=100-(a+1)-va+1+1000.
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A koltség novekedése:
Cla+1)—C(a) =100 (a+1)-va+ 1+
+ 1000 — 100a - v/a — 1000 =
=100 ((a+1)-Va+1—a-+a).
d) Meg kell oldanunk a
101000 = 100z - v/z + 1000

egyenletet. Az egyenlet mindkét oldaldbdl vonjunk ki 1 000-t, majd a kapott
egyenlet mindkét oldalat osszuk 100-zal. Ekkor azt kapjuk, hogy

100000 = 100z - /z
1000 = z - v/z.
Emeljiik négyzetre az egyenlet mindkét oldalat. Ekkor azt kapjuk, hogy
1000000 = 2%

Kobgyokst vonva mindkét oldalbdl azt kapjuk, hogy = = 100. Tehat 100
darab terméket tudunk el64allitani 101 000 forintbdl.
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1.2. Elemi fiiggvények

1.2.1. Definicié. Legyen n egy természetes szam és legyenek ag, aq,...,a,
tetszdleges valds szamok €s a,, # 0. Ekkor a

P(x):an-x"+an_1-x”_1+...+a1-:c+ao
fliggvényt n-edfokii polinomfiiggvénynek nevezziik.

1.2.2. Definicié. Az f(x) = m - x + b fiiggvény elséfokd polinomfiiggvény,
ahol m-et a fliggvény meredekségének mondjuk.

1.2.3. Megjegyzés. Az elséfoku polinomfiiggvények grafikonja egyenes.

1.2.4. Definicié. Az f(x) = m-x + b els6fokd polinom fiiggvény irdnyszdgén
aztaz 0 < o < 7 szoget értjiik, amelyre m = tga teljesiil.

1.2.5. Példa. Az f(z) = —5x + 1 fiiggvény grafikonja:

N

5 -4 3 -2

0
-1_1
-2
-3
-4

e Az egyenes meredeksége: m = —%.
e Az egyenes irdnyszoge: o ~ 153,43°.

1.2.6. Tétel. Ha f(x) és g(x) olyan polinomok, hogy g(z) sehol sem zérus,
akkor egyértelmtien léteznek olyan h(z) és m(x) polinomok, hogy

f(x) = g(x) - h(zx) +m(x)
és m(x) fokszama g(x) fokszamanal kisebb.

1.2.7. Példa. Legyen f(z) = 2> + 7x + 13 és g(z) = = + 3. Ekkor
2?4+ Tx+13=(z+3)  (z+4)+ 1.
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1.2.8. Definicié. Az f fiiggvényt raciondlis tortfiiggvénynek nevezzik, ha 1é-
teznek olyan p és nem azonosan zérus g polinomok, hogy

—_

1.2.9.Példa. Az f: R\{0} — R, f(x) = — fiiggvény raciondlis tortfiiggvény,
x
grafikonja:

1401 2 3 4 5 6

1.2.10. Definicié. Legyen 0 < a # 1 valds szam. Az f(z) = a® fiiggvényt
exponencidlis fiiggvénynek nevezziik.

1.2.11. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy az exponencialis fiiggvény irraci-
ondlis kitevSinek preciz értelmezéséhez hatarértékszamitdsra lenne sziikség,
amely témakor targyaldsara jelen jegyzetben nem keriil sor.

1.2.12. Példa. Az f(z) = 2" fuggvény grafikonja:

O\~ N W » 00 O N ©

6 5-4-3-2-111012 3
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1.2.13. Megjegyzés. A késGbbiekben tobbszor fogunk taldlkozni az

f(z) = e”
fiiggvénnyel, ahol e az tgynevezett Euler-féle szam, a természetes alapt loga-
ritmus alapszdma (e ~ 2,718).

Ez a fliggvény rendkiviil fontos szerepet tlt be a mérnoki és gazdasigi szdmita-
sokban egyarant.

A késébbiekben tobbszor fogunk vele taldlkozni.

1.2.14. Definicio. Szinusz hiperbolikusz fliggvénynek nevezziik az
x —T
shx =
fliggvényt.
1.2.15. Példa. Példdul az sh (In 2) értéke:

In2 _ ,—In2 2_1 3
sh(an):e 26 5 22 =71

1.2.16. Megjegyzés. Az shx fuggvény grafikonja:

1.2.17. Definicid. Koszinusz hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik a
e +e "
2

chx =

fliggvényt.
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1.2.18. Megjegyzés. A ch x fuggvény grafikonja:

N W~ O O N ©

0L L
-4 321012 3 4

1.2.19. Megjegyzés. A ch x fiiggvény grafikonjét ,,lancgorbének” is nevezik.
1.2.20. Tétel. Minden x € R esetén
ch? z —sh? z = 1.
1.2.21. Tétel. Minden x € R esetén
¢h? z +sh? x = ch(2x).
1.2.22. Tétel. Minden x € R esetén
sh(2x) =2 -shz - chuz.
1.2.23. Tétel. Minden x € R esetén
ch(—x) = chz,
azaz ch x pdros fiiggvény.
1.2.24. Tétel. Minden x € R esetén
sh(—z) = —shuz,
azaz sh x pdratlan fiiggvény.

1.2.25. Definicié. Tangens hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik a

fliggvényt.
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1.2.26. Megjegyzés. A thx fiiggvény grafikonja:

0.5

-0.5

1.2.27. Definicio. Kotangens hiperbolikusz fiiggvénynek nevezziik a

fliggvényt.
1.2.28. Megjegyzés. A cth x fiiggvény grafikonja:

3
25
2
1.5
1

0.5

0

-45 -4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.0550 05 1 15 2 25 3 35 4 45

-1

-1.5
-2
2.5

-3
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1.2.29. Definicié. Az f(x) = a” fiiggvény invertdlhat6, inverze az a-alapii lo-
garitmus fliggvény: log, x. Specidlisan szokds alkalmazni az gz = logq z és

az Inx = log, z jeloléseket.

1.2.30. Definicio. Az shx,chz,thx, cthx fuggvényeket dsszefoglalé néven

hiperbolikus fiiggvényeknek nevezzik.

1.2.31. Definicié. A hiperbolikus fiiggvények inverzeit area fuggvényeknek
nevezziik.

1.2.32. Megjegyzés. Az arsh x fiiggvény grafikonja:

e A shx fiiggvény inverze: arsh x;

e A thu fiiggvény inverze: arth z;

e A cthx fiiggvény inverze: arcth z.

e A [0; oo intervallumra lesziikitett ch x fiiggvény inverze: arch z;

1.2.33.

N W b

Megjegyzés. Az arch x fiiggvény grafikonja:

9

10 11

12

13

14
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1.2.34. Megjegyzés. Az arth z fiiggvény grafikonja:

1.2.35. Megjegyzés. Az arcth x fliggvény grafikonja:
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1.2.36. Definicié. Legyen x egy tetszSleges valds szdm. A koordinatarend-
szer (1;0) koordinatajui pontjanak origd koriili « radidn nagysagui szoggel valé
elforgatisaval keletkezett pont elsé koordinatdjat (abszcisszdjat) koszinusznak,
masodik koordinatdjat (ordinétdjat) szinusznak nevezziik.

sin o

1.2.37. Megjegyzés. A sin x fiiggvény grafikonja:

55 -5 45 -4 -35\3 -25 -2 -15 -1 -05//0 05 1 15 2 25 3\35 4 45 5 55

1.2.38. Megjegyzés. A cos x fliggvény grafikonja:

AARAANRAR

54 -35-3 -25-2/15-1 -05 |0 05 1 15 2 25 3 35 4 5 55 6
-0.5
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1.2.39. Tétel. Minden = € R esetén cos(—z) = cos z, azaz a koszinusz fiigg-
vény pdaros.

1.2.40. Tétel. Minden = € R esetén sin(—z) = — sinx, azaz a szinusz fiigg-
vény pdratlan.

1.2.41. Tétel. Minden = € R esetén sin? x + cos? z = 1.
1.2.42. Tétel. Minden z,y € R esetén

cos(x —y) = cosx - cosy +sinx - siny.
1.2.43. Kovetkezmény. Minden x,y € R esetén

cos(z +y) = cosz - cosy —sinz - siny.
1.2.44. Kovetkezmény. Minden z,y € R esetén

sin(z +y) =sinz - cosy + cosx - siny.
1.2.45. Kovetkezmény. Minden z,y € R esetén

sin(z —y) =sinz - cosy — cosx - siny.
1.2.46. Tétel. Minden = € R esetén cos(2z) = cos? z — sin® z.

1.2.47. Tétel. Minden x € R esetén sin(2z) = 2 - sinx - cos x.

1.2.48. Definicio. Tangens fuggvénynek nevezziik a tgx = S

fliggvényt.
cos T

1.2.49. Megjegyzés. A tgx fiiggvény grafikonja:

15
1

0.5

0
5 45 -4 -3 -3 -25 -2 -15 -1 -05//0 05 1 15 2 25 35 4 45
.5

-1

-1.5

1.2.50. Tétel. A tg o fliggvény pdratlan, azaz minden z € R\ {§ + k- 7}
esetén

tg(—x) = —tgx.
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1.2.51. Tétel. Minden z,y € R esetén, amelyre tg(x + y) értelmezve van
teljesiil, hogy

tgxr +tgy
t =
gz +y) | tgz tgy
1.2.52. Kovetkezmény. Minden olyan x esetén, amelyre tg x és tg(2x) értel-
mezve van:
2tgx
tg(2rx) = —————.

1.2.53. Tétel. Minden z,y € R esetén, amelyre tg(x — y) értelmezve van
teljesiil, hogy

o ) tgxr —tgy
X — = .
& Y 1+tgx-tgy

1.2.54. Definicié. Kotangens tiiggvénynek nevezziik az

fliggvényt.
1.2.55. Megjegyzés. A ctg x fiiggvény grafikonja:

2 25 3 35 4 45\5 55 6

1.2.56. Megjegyzés. Mindenz € R\ {5 + k- 5 } esetén

ctg x = —.
& tgx

1.2.57. Tétel. A ctgx fiiggvény pdratlan, azaz minden x € R\ {k - 7} esetén

ctg(—x) = —ctgx.
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1.2.58. Tétel. Minden x,y € R esetén, amelyre ctg(z + y) értelmezve van
teljesiil, hogy
ctgx -ctgy — 1

t =
ctg(@+y) ctgy + ctgx

1.2.59. Kovetkezmény. Minden olyan z esetén, amelyre ctg x és ctg(2x) ér-
telmezve van:
tg?x — 1
2ctgx

1.2.60. Kovetkezmény. Minden =,y € R esetén, amelyre ctg(z — y) értel-

mezve van teljesiil, hogy
ctgx - ctgy — 1
ctg(ex —y) = ———.
ctgy + ctgx

1.2.61. Definicié. A sinz,cosz,tgz, ctgx fiiggvényeket 6sszefoglalé néven
trigonometrikus fiiggvényeknek nevezziik.

1.2.62. Definicid. A trigonometrikus fiiggvények inverzeit arkusz fiiggvények-
nek nevezziik.

e Asinuz fiiggvény [—7; 5] intervallumra val6 leszikitésének inverze:
arcsin z;

e A [0; 7] intervallumra lesziikitett cos x fiiggvény inverze: arccos z;

o A tgx fliggvény ] — 2N [ intervallumra val6 leszlikitésének inverze:
arctg x;

e A |0; [ intervallumra lesziikitett ctg x fiiggvény inverze: arcctg .

1.2.63. Megjegyzés. Az arcsin x fiiggvény grafikonja:

/2 |

-1 -057/0 05 1

-T1/2
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1.2.64. Megjegyzés. Az arccos x fiiggvény grafikonja:

0 :
-1-050 05 1

1.2.65. Megjegyzés. Az arctg x fliggvény grafikonja:

~
/2 ‘

|
|

-T/2

1.2.66. Megjegyzés. Az arcctgx fiiggvény grafikonja:

~

m

1.2.67. Definici6. Elemi fiiggvényeknek nevezziik azokat a fiiggvényeket, ame-
lyek az x;sinx;e” fliggvényekbdl véges sok Osszeaddssal, konstanssal vald
szorzéassal, szorzassal, osztassal, inverz képzéssel és Osszetett fiiggvény kép-
zéssel allithatok eld.
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1.2.68. Definicié. Szignum fiiggvénynek vagy mas széval eldjel fiiggvénynek

nevezzik az

1, haz >0
sgn(x) = 0, haz=0
—1, haz <0
figgvényt. A fiiggvény grafikonja:
2
1
0
3 -2 1 0 1 2 3
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Kidolgozott feladatok

30. Feladat. Az f(x) = m-x+b fuggvény grafikonjéra illeszkednek a (—2; 5)
és (3; —5) pontok.

a) Hatdrozzuk meg az m és b értékeket!

b) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

Megoldas:

Az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat azt kapjuk, hogy 10 = —5m, igy
m = —2.

Ezt visszahelyettesitve példaul az 5 = —2m + b egyenletbe azt kapjuk, hogy
b = 1. Tehat a keresett fiiggvény:

flx)=—2z+ 1

b) Az f fuggvény %—nél metszi az x tengelyt, és 1-nél metszi az y tengelyt. Ez
alapjén fel tudjuk rajzolni a fiiggvény grafikonjat:

31. Feladat. Adjuk meg

1
t —
g <arccos 2>

pontos értékét!
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Megoldas:
Tekintsiik els6ként a
sin?z + cos?z = 1

azonossagot. Osszuk el mindkét oldalt cos? z-el és alkalmazzuk, hogy minden

zeR\{Z+k-n|keZ]

esetén
sinx
tgxr = .
cos T
Ekkor
1
th r+1= 5
cos?
Ezt felhasznalva
1
tg?(arccosz) = — — 1
g ( )=—>5-1L
igy minden |z| < 1 esetén
V1—22
tg(arccosz) = N
T

teljesiil. Ebbdl azt kapjuk, hogy

1
1 -3
tg (arccos) :%: §-2:\/3.
2 2

32. Feladat. Szamoljuk ki ch(In 6) pontos értékét!

Megoldas:

Felhaszndlva a chx fiiggvény definicidjat azt kapjuk, hogy
b pe 6 641 37

h(l = = =2
ch(In6) 2 2 12
33. Feladat. Szamoljuk ki sh(In 2) pontos értékét!
Megoldas:
Felhasznalva a shz fiiggvény definicigjat azt kapjuk, hogy
- 1
eln2_eln2:2_§ 3

sh(In2) = 5 5 =1
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34. Feladat. Oldjuk meg a valds szdmok halmazéan az
sh?z —7-chz+11=0
egyenletet!
Megoldas:
Felhasznalva, hogy
ch?z —sh?z =1
azt kapjuk, hogy
ch*x — 7+ chz + 10 = 0.

Bevezetve a chr = k jelolést, a k2 — 7k + 10 = 0 egyenlethez jutunk. A
masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

TEv49—-40 T7+3
2 I &

igy k1 = 2, illetve ko = 5. Mivel chx = k, ezért egyrészt chx = 2, masrészt

chx = 5.

e Elsoként legyen chx = 2. Ekkor a chx fiiggvény definiciojabol azt
kapjuk, hogy

k12 =

ex+e—z 5 ex'f‘efm
- = =
2 2

Bevezetve az e” = a jelolést azt kapjuk, hogy

=2

1
at+—=4 = a’> —4a+1=0.
a
Az egyenlet megoldasara

4i\/16—4:4i2-\/§:2i\/§

2=y 2
adodik. Mivel e* = a, ezért egyrészt
¥ =2+ /3,

amibdl azt kapjuk, hogy
1 =In (2 + \/§)7
masrészt pedig
e =2-13
miatt

T9 :ln(2—\/§).



Elemi fiiggvények 43

e Misodik esetben chz = 5. Ekkor a chz fiiggvény definiciéjabodl azt
kapjuk, hogy

€T
e’ +e 7 e+ =
— =5 = —& =5,
2 2
Vezessiik be most az €” = b jelolést! Ekkor az
1
bty=10 = b*—10b+1=0

egyenlethez jutunk. Az egyenlet megoldasara

104++/100—4 10+4-V6
2 B 2
adddik. Mivel egyrészt e = b, ezért
" =5+2-v6 =  z3=In(5+2 V6),

masrészt pedig

bio = =5+2-V6

e =5-2.-/6

miatt

Megoldas:
Mivel
she = ——
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
e? —e™® 3
2 4
A koz6s nevezdvel szorozva
2" — 27" =3
adodik. Bevezetve az y = e” jelolést azt kapjuk, hogy

2
2y —=-=3 = 2% — 3y —2=0.
Yy

A masodfoki egyenlet megolddképletével

3+xv9+16 3&£5
Y12 = 1 = 1
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adédik, igy y1 = 2, illetve yo = —3.
Hay = 2, akkor ¢* = 2, igy z = In 2.
Hay = —%, akkor nem kapunk megoldast, mivel e* # —%.

36. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy

arthm:;-ln<1+x>

1—=x

minden |z| < 1 esetén!

Megoldas:
Mivel N
shx

the = ha

tovabba
shx = o és chx = X 4—2e_’57
ezért
thx:th— ez_;ﬂ :cx—e_”” :ex—e% e — 1

chr ew+20*z' e e~ 7T eT e%” - e2r 4 1°

Ennek a fliggvénynek keressiik az inverzét.

Legyen
B e — 1,
V=g
Megcserélve az x-et és y-t azt kapjuk, hogy
e —1
TE

A nevezgvel szorozva
2y — a2y
- (e + 1) =eY -1
adédik. Az egyenletet rendezve azt kapjuk, hogy
1+
C1l—z

Hr—1)=-1—2x = e

Mindkét oldal logaritmusat véve

1
2y:ln< —l—x)
1—2z
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adodik, igy a keresett inverz fiiggvény:

1 <1+x
y=—--In

2 1—z

amivel igazoltuk az 4llitast.

).
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1.3. Fiiggvénytranszformaciok

1.3.1. Tétel. Legyen f: A — R egy fiiggvény! Ekkor

ha ¢ € R olyan, hogy  + ¢ € Dy, akkor f(x + c) grafikonja az
f fuggvény grafikonjanak a (—c; 0) vektorral val6 eltoldsa, azaz ha ¢
pozitiv valés szdm, akkor a fiiggvény grafikonja balra, ha ¢ negativ
valds szam, akkor a fiiggvény grafikonja jobbra tolddik c-vel;

ha ¢ € R, akkor f(z) + ¢ grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak
a (0; c) vektorral val6 eltoldsa, azaz ha c pozitiv valds szam, akkor a
fliggvény grafikonja felfelé, ha c negativ valds szam, akkor a fiiggvény
grafikonja lefelé tolddik c-vel;

— f fiiggvény grafikonja az f fiiggvény grafikonjanak x-tengelyre tiik-
rozése;

haa > 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjdnak a-szoros nyujtdsa;
ha 0 < a < 1, akkor a - f grafikonja az f grafikonjanak a-szoros
zsugoritasa;

ha z € Dy esetén —x € Dy, akkor f(—x) az f grafikonjnak y-
tengelyre valé tiikrozése;

ha a > 1 olyan val6s szam, hogy = -a € Dy, akkor f(a-x) grafikonja
az f grafikonjanak %—szoros zsugoritasa;

ha 0 < a < 1 olyan valés szdm, hogy = - a € Dy, akkor f(a - )
grafikonja az f grafikonjanak é—szoros nyujtdsa;

az |f| grafikonja az f grafikonjabdl gy kaphat6 meg, hogy az z
tengely alatti részt (vagyis a negativ fiiggvényértékeket) tiikrozziik az
x tengelyre;

haz € Dy esetén |z| € Dy, akkor f(|z|) grafikonja az f grafikonjd-
bél tgy kaphaté meg, hogy a pozitiv szamokhoz tartozé fiiggvényér-
tékeket tiikrozziik az y tengelyre.
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Kidolgozott feladatok

37. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = (x—3)?—4 fiiggvényt! Véazoljuk
fel a fliggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-
letet! Hatidrozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitis,
korlatossag, szélséérték, konvexitas, paritds szerint! Periodikus-e a fiiggvény?
Adjuk meg az inflexiés pontot! Invertdlhaté-e a fiiggvény?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

v o

N W A

—_

1,10 2 3 4/5 6 7

A fiiggvény

értelmezési tartomanya: R =] — oco; 00|;

értékkészlete: [—4; ool;

zérushelyei: 1 = 1, x93 = 5;

szigordan monoton csokkend, ha x €] — oo; 3]; szigortian monoton
novekvd, ha x € [3; o0f;

alulrél korlatos, infimuma: —4, feliilr6l nem korlatos;

minimuma van, minimum hely: x = 3, minimum érték: y = —4;
mindenhol konvex;

nincs inflexiés pontja;

nem paros, nem pdératlan;
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e nem periodikus;
e nem invertdlhat6, mert példaul f(2) = f(4).

38. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = —|z + 3| + 2 fiiggvényt!
Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt
és értékkészletet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt
monotonitas, korlatossag, sz&lséérték, konvexitas, paritds szerint! Periodikus-e
a fiiggvény? Adjuk meg az inflexids pontot! Invertalhat6-e a fiiggvény?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:
2
1
0
7 B8,/5 4 3 12 -\1\0 1
2
-3
A fiiggvény
e értelmezési tartomdnya: R =] — oo; o0l
o értékkészlete: | — oo; 2];
e zérushelyei: ©1 = —5, 9 = —1;

e szigortian monoton ndvekvd, ha = € | — oo; —3|; szigortian monoton
csokkend, ha z € [—3;00(;

e alulrél nem korlatos, feliilrél korlatos, szuprémuma: 2;

e maximuma van, maximum hely: x = —3, minimum érték: y = 2;

e mindenhol konkav;

e nincs inflexiés pontja;

e nem paros, nem paratlan;

e nem periodikus;

e nem invertdlhat6, mert példaul f(—4) = f(—2).
39. Feladat. Tekintsiik az f: [0; 00[— R, f(x) = /z+2 fiiggvényt! Vézoljuk
fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-

letet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitas,
korlatossag, szélséérték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e a fiiggvény?
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Adjuk meg az inflexiés pontot! Invertdlhaté-e a fiiggvény?
Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

N Wk 00 N ©

-

A fliggvény
o értelmezési tartomdnya: [0; 0ol;
o értékkészlete: [2;00];
e zérushelye nincs;
e szigortian monoton névekvd;
e alulrdl korlatos, infimuma: 2, feliilr6l nem korlatos;
e minimuma van, minimum hely: z = 0, minimum érték: y = 2;
e mindenhol konkav;
e nincs inflexids pontja;
e nem paros, nem pdratlan;
e nem periodikus;

e invertalhato.

40. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 2% — 1 fiiggvényt! Viazoljuk
fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-
letet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitas,
korlatossag, szélséérték, konvexitds, paritas szerint! Periodikus-e a fiiggvény?

Adjuk meg az inflexids pontot! Invertalhaté-e a fiiggvény?
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Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:
8
7
6
5
4
3
2
1
0
BN Cealf] ) il
2
A fiiggvény
e értelmezési tartomdnya: R =] — oo; o0l
o értékkészlete: | — 1; 00(;
e zérushelye: z = 0;

szigordan monoton novekvd;

alulrél korlatos, infimuma: —1, feliilr6l nem korlatos;
szE€lséértéke nincs;

mindenhol konvex;

nincs inflexiés pontja;

nem pdros, nem pdratlan;

nem periodikus;

invertalhato.

41. Feladat. Tekintsiik az f: |3;00[— R, f(x) = logy(z — 3) fiiggvényt!
Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt
és értékkészletet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt
monotonitas, korlatossag, sz&lséérték, konvexitas, paritds szerint! Periodikus-e
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a fiiggvény? Adjuk meg az inflexids pontot! Invertdlhat6-e a fiiggvény?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:

3]

/4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 -

A fiiggvény

értelmezési tartomanya: |3; oo|;
értékkészlete: | — 0o; 00[;
zérushelye: z = 4;

szigordan monoton novekvd;
nem korlatos;

nincs szElsdértéke;

mindenhol konkav;

nincs inflexiés pontja;

nem paros, nem pdératlan;

nem periodikus;

invertalhato.

42. Feladat. Tekintsikaz f: R\3 — R, f(z) = TL% +2 fiiggvényt! Vazoljuk
fel a fiiggvény grafikonjit! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-
letet! Hatdrozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitas,
korlédtossdg, sz&ls6érték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e a fiiggvény?
Adjuk meg az inflexiés pontot! Invertdlhaté-e a fiiggvény?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:
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A fiiggvény
e értelmezési tartomdnya: R\ {5};
o értékkészlete: R\ {2};
e zérushelye: x = 4,5;
e szigortian monoton csokkend;
e nem korlatos;
e nincs szElsdértéke;
e konkdv, ha z € ] — oo; 5[; konvex, ha = € |5; ool;
e nincs inflexiés pontja;
e nem paros, nem paratlan;
e nem periodikus;
e invertdlhato.

43. Feladat. Tekintsiik az f: R\ {-3} = R, f(z) = g—ig fiiggvényt! Vé-
zoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és
értékkészletet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt mono-
tonitas, korlatossag, szélséérték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e a

figgvény? Adjuk meg az inflexiés pontot! Invertalhaté-e a fiiggvény?
Megoldas:
Atalakitds utdn azt kapjuk, hogy

(@) r+4 x+3+1 ac—i—3+ 1 1 n
xT = pry pry prd
z+3 z+3 r+3 x=4+3 x+3

1.
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A fiiggvény grafikonja:
i
|
I
|
I
‘ i 0
8 -7 6 -5 4 3 -2 -110 1 2
| -2
I
-3
! 4]
A fiiggvény

o ¢értelmezési tartomdnya: R \ {—3};

o értékkészlete: R\ {1};

e zérushelye: x = —4;

e szigordan monoton csdkkend;

e nem korlatos;

e nincs szElsoértéke;

e konkdv, ha z € ] — oo; —3[; konvex, hax €] — 3; 00];

e nincs inflexiés pontja;

e nem paros, nem paratlan;

e nem periodikus;

e invertalhato.
44. Feladat. Tekintsik az f: R — R, f(z) = 22 — 6x + 10 fiiggvényt!
Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt
és értékkészletet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt

monotonitas, korlatossag, sz&lséérték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e
a fiiggvény? Adjuk meg az inflexids pontot! Invertalhat6-e a fiiggvény?
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Megoldas:

Atalakitds utdn azt kapjuk, hogy

f(z)=2%—62+10= (z —3)> + 1.

A fiiggvény grafikonja:
7
6
5
4
3
2
1
0
P 01 2 3 4 5 6
A fiiggvény
e értelmezési tartomdnya: R =] — oo; o0l
o értékkészlete: [1; 00];

zérushelye: nincs;

szigortian monoton csokkend, ha z €] — oo; 3]; szigortian monoton
novekvd, ha z € [3; 00];

alulrdl korldtos, infimuma: 1, feliilr6l nem korlétos;

minimuma van, minimum hely: z = 3, minimum érték: y = 1;
mindenhol konvex;

nincs inflexiés pontja;

nem pdros, nem pdratlan;

nem periodikus;

nem invertalhatd, mert példaul f(1) = f(5).

45. Feladat. Tekintsiik az f: |4;00[— R, f(z) = -1, fiiggvényt! Vazoljuk
fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-
letet! Hatarozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitas,

7z

korlatossag, szélséérték, konvexitds, paritas szerint! Periodikus-e a fiiggvény?
Adjuk meg az inflexids pontot! Invertalhaté-e a fiiggvény?
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Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:
: |
5 |
4 i
3 |

|

2 |
1 |
0 5
_10123:4567891011

A fiiggvény

e értelmezési tartomdnya: |4; ool;

o értékkészlete: |0; 00l;

e zérushelye: nincs;

e szigordan monoton csokkend;

e alulrdl korlatos, infimuma: 0, felilr6l nem korlatos;

o sz@lsGértéke nincs;

e mindenhol konvex;

e nincs inflexiés pontja;

e nem paros, nem pdratlan;

e nem periodikus;

e invertilhato.
46. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(x) = |(z — 2)? — 4] fiiggvényt!
Vézoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt
és értékkészletet! Hatdrozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt

monotonitds, korldtossag, szElsdérték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e
a fiiggvény? Adjuk meg az inflexids pontot! Invertdlhat6-e a fiiggvény?

Megoldas:
A fliggvény grafikonja:
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W h OO O N

2 1,0 1 2 3 4 5

A fliggvény

értelmezési tartomanya: R =] — oo; 00|;

értékkészlete: [0; oo;

zérushelyei: 1 = 0, x93 = 4;

szigordan monoton csokkend, ha z €] — 0o0;0] U [2;4]; szigordan
monoton névekvd, ha x € [0;2] U [4; 00];

alulrdl korlatos, infimuma: 0, feliilr6]l nem korlatos;

minimuma van, minimum hely: = 0 és x = 4; minimum érték:
y = 0; lokdlis maximuma van, lokdlis maximum hely: x = 2; lokélis
maximum érték: y = 4;

konvex, ha 2 €] — 00; 0] U [4; ool; konkdv, ha z € [0;4]

inflexids pontjai: 1 = 0 és xo = 4;

nem paros, nem pdratlan;

nem periodikus;

nem invertalhatd, mert példaul f(0) = f(4).

47. Feladat. Tekintsiik az f: R\ 3 — R, f(z) = log, |z — 3| fiiggvényt!
Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt
és értékkészletet! Hatdrozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt

7z

monotonitds, korlatossag, sz&lséérték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e
a fiiggvény? Adjuk meg az inflexids pontot! Invertalhaté-e a fiiggvény?

Megoldas:

A fiiggvény grafikonja:
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A fiiggvény

-3

-4

e ¢értelmezési tartomdnya: R \ {3};

o értékkészlete: | — oo; 00l;

e zérushelyei: 71 = 2, 19 = 4;

e szigortian monoton csokkend, ha x €] — oo; 3[; szigordan monoton
novekvd, ha z €]3; 0ol;

e nem korlatos;

e nincs szEélsGértéke;

e értelmezési tartomanyanak minden pontjaban konkav;

e nincs inflexiés pontja;

e nem paros, nem pdratlan;

e nem periodikus;

e nem invertdlhatd, mert példaul f(1) = f(5).

48. Feladat. Vazoljuk fel az f: R — R, f(x)

grafikonjat!
Megoldas:

sgn(x? — 4z) fiiggvény

Mivel 22 — 42 = (r—2)%2—4, ezértaz x +— 2% —4x és az f fiiggvény grafikonja:
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49. Feladat. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = |\/z — 2| fiiggvényt! Vézoljuk
fel a fiiggvény grafikonjit! Adjuk meg az értelmezési tartomanyt és értékkész-
letet! Hatdrozzuk meg a zérushelyet! Jellemezziik a fiiggvényt monotonitas,
korléatossdg, sz&ls6érték, konvexitds, paritds szerint! Periodikus-e a fliggvény?
Adjuk meg az inflexiés pontot! Invertdlhaté-e a fiiggvény?

Megoldas:
A fiiggvény grafikonja:

3

24

1

0

_10 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20
A fiiggvény

e értelmezési tartoménya: [0; ocof;

értékkészlete: [0; 00(;

zérushelyei: z = 4;

szigordan monoton csokkend, ha x € [0;4]; szigorian monoton no-
vekvG, ha z € [4;00];

alulrél korlatos, infimuma: 0, feliilrdl nem korlatos;

minimuma van, minimum hely: z = 4, minimum érték: y = 0;
konvex, ha x € [0;4]; konkdv, ha z € [4;00];
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inflexids pontja: = = 4;

e nem paros, nem paratlan;

e nem periodikus;

e nem invertdlhat6, mert példaul f(1) = f(9).

50. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2%°~67+10 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az f fiiggvény értelmezhetd!

b) Ha f(z) = k o b(x), akkor adjuk meg a k és b fliggvényeket, azaz bontsuk
fel kiils6 és belso fliggvény Osszetételére az f fiiggvényt!

¢) Vazoljuk fel a k kiilsé fiiggvény grafikonjat!
d) Adjuk meg a k fliggvény értékkészletét és zérushelyét! Jellemezziik a k

P

kiilsé fiiggvényt monotonitds, korlatossag, szEélsdérték, konvexitas, paritas,
periodicitas szerint!

e) Vazoljuk fel a b belso fiiggvény grafikonjat!

f) Adjuk meg a b fliggvény értékkészletét és zérushelyét! Jellemezziik a b
belsd fiiggvényt monotonitds, korlatossag, szEélsdérték, konvexitds, paritds,
periodicitds szerint! Adjuk meg az inflexids pontjat!

g) Invertdlhat6-e a k fiiggvény? Ha igen, adjuk meg és abrazoljuk az inverzét!

h) Invertalhat6-e a b fiiggvény? Ha igen, adjuk meg és dbrazoljuk az inverzét!

Megoldas:

a) Az f fuggvény a teljes valés szamok halmazén értelmezhetd.

b) A kiilsé fiiggvény: k(z) = 2%. A belsé fiiggvény: 22 — 6x + 10.

¢) A k kiilso fiiggvény grafikonja:

OoO\—= N W »h 00 O N

4 3 21101 2 3
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d) A k fiiggvény
o értékkészlete: |0; 0ol;
e zérushelye nincs;
e szigordan monoton névekve;
e alulrdl korlatos, infimuma: 0;
e nincs szélsdértéke;
o értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban konvex;
e nincs inflexiés pontja;
e nem paros, nem pdratlan;
e nem periodikus;
e) Mivel 22 — 6z + 10 = (x — 3) + 1, ezért a b belss fiiggvény grafikonja:
10T

o

o = N W b~ OO0 O N O

01 2 3 4 5 6

f) A b fiiggvény
o értékkészlete: [1;00];
e zérushelye nincs;
e szigortian monoton csokkend, ha z €] — oo; 3], szigordan monoton
novekvd, ha x € [3;00];
e alulrdl korlatos, infimuma: 1;
e minimuma van, minimum hely: x = 3; minimum érték: y = 1;
o ¢értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban konvex;
e nincs inflexiés pontja;
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e nem pdros, nem pdratlan;
e nem periodikus;
) Invertdlhatd, inverze: k=1(x) = log, x.
h) Nem invertalhatd, mert példaul b(2) = b(4).
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1.4. Elemi fiiggvények alkalmazasai

1.4.1. Szinuszos fesziiltség. Ha egy téglalap alaku vezets keretet egyenletesen
forgatunk w szogsebességgel egy homogén B indukciéji migneses térben gy,
hogy a keret forgdstengelye merdleges a mégneses tér erdvonalaira, akkor a
vezetd keret két kivezetésén, id6 szerint szinuszosan véltakozé fesziiltség ke-
letkezik.

Ha feltételezziik, hogy a keret feliilete I, akkor a keletkezett fesziiltség pilla-
natnyi értéke
U(t)=w-B-F-sin(w-t)
figgvénnyel irhato le.
Ha a keret N darab menetet tartalmaz fémvezet&bdl, akkor
Ult)=N-w-B-F-sin(w-1).
Az w értéket a fesziiltség korfrekvencidjanak nevezziik, amelyre teljesiil, hogy
w = 2-7- f,ahol f afesziiltség frekvencidja vagy a keret forgasanak fordulat-
szdma, tovabba f = T ahol T a fesziiltség periodusideje.
Az Upax = N -w - B - F jeloléssel a fesziiltség-id6 fiiggvény az
U(t) = Unax - sin(w - t)
alakban is felirhat6.

1.4.2. Harmonikus rezgémozgas. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test
kitérés-idé fiiggvénye:
9.
y(t) =A-sin(w-t) =A-sin(2-7-f-t)=A-sin <T7T~t),
sebesség-1do fliiggvénye:
v(t)=A w-cos(w-1),
gyorsulds-id6 fiiggvénye:
a(t) = —A-w? - sin(w - t).
1.4.3. Radioaktiv anyagok bomlasa. Ha a 0 idGpillanatban /Ny szdmu bomlat-
lan atomot tartalmazott a radioaktiv anyag, akkor ¢ idé midlva a még bomlatlan
atomok szdma:
N(t) = Ny -e 1,

ahol \ az ugynevezett bomldsi dllando.
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1.4.4. Nyomas. A kilométerben megadott h magassagban uralkodé nyomast a

p(h) = pp - 670,1275-h

fliggvény adja meg, ahol py a Fold felszinén mért 1€égnyomas értékét jelenti,
ami 100 000 Pa.

1.4.5. Definicié. A keresleti fiiggvény egy termék minden lehetséges arahoz
hozzérendeli a hozza tartozé keresett mennyiséget. A fiiggvényt D(p)-vel (de-
mand) vagy f(p)-vel szokds jelolni.

1.4.6. Definicié. A keresleti fiiggvény inverzét inverz keresleti fiiggvénynek ne-
vezziik. Az inverz keresleti fliggvény minden egyes mennyiségegységhez hoz-
zéarendeli azt az drat, amely mellett a vizsgélt személy vagy csoport még éppen
hajlandé az adott terméket megvasarolni. Az emlitett drat rezervdcios drnak
nevezziik.

1.4.7. Definicié. Ha egy termékbsl ¢ mennyiséget gyartunk, akkor az drlag-
bevétel:

1.4.8. Definicié. Profimak vagy nyereségnek nevezziik a bevétel és koltség kii-
lonbségét:

l(q) = R(q) — C(g).

1.4.9. Definicié. Fedezeti pontnak nevezzilk azt a pontot, amely azon termelési
mennyiséghez tartozik, amikor a profit zérus.

1.4.10. Megjegyzés. Azon termelési mennyiség esetén, amikor a profit zérus,
a bevételi fiiggvény és koltségfiiggvény értéke azonos.

1.4.11. Megjegyzés. Az atlagkoltség fiiggvény minimuma a fedezeti pont.

1.4.12. Definicié. Uzembezdrdsi pontnak nevezziik az atlagos valtozé koltség
fliggvény minimumat.

1.4.13. Példa. Egy véllalat teljes koltségfiiggvénye:
C(q) = ¢¢ — 4¢*> + 10q + 10,

ahol ¢ a vallalat altal termelt mennyiség. Ekkor a fix koltség: 10, a valtozd
koltség fliggvény:

VC(q) = ¢ — 4¢* + 10q.
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Az atlagkoltség fiiggvény:
C 10
AC(q) = éq) :q2—4q+10+?

Az atlagos fix koltség fiiggvény:
10
q

az atlagos valtozo koltség fliggvény:
AVC(q) = ¢* — 4q + 10.

Az iizembezarasi pont az el6bbi fiiggvény minimuma:

AVC(q) =¢* —4q+10= (¢ —2)* +6,
igy ¢ = 2 az a termelési mennyiség, amely az lizem bezdrdsat jelenti.
1.4.14. Definicié. A kindlat egy vagy tobb termék azon mennyisége, amivel
az 4ltalunk vizsgdlt személy vagy véllalat rendelkezik, €s azt adott 4r mellett
eladni is hajlandd. Kézenfekv6nek tlinik, hogy minden lehetséges drszinthez az

emellett érvényes kindlatot rendeljiik hozz4, 1étrehozva igy a kindlati fiiggvényt.
Ezt S(p)-vel jelolhetjiik (supply), ahol p az adott termék 4ra.

1.4.15. Megjegyzés. A villalatok kindlati fiiggvényei monoton ndvekvéek, va-
gyis az ar emelkedésével a kindlt mennyiség is nd.

1.4.16. Definicié. A keresleti és kindlati fiiggvény metszéspontjit egyensii-
lyi ponmak hivjuk. Az egyensilyi ponthoz tartoz6 mennyiséget egyensiilyi
mennyiségnek, az egyensilyi ponthoz tartozé arat egyensiilyi drnak nevezzik.

1.4.17. Példa. Egy termék keresleti fiiggvénye:

f(p) =150 — 3p,
kindlati fiiggvénye:

S(p) = 2p — 20.
Az arat euro-ban értjiik, a mennyiséget ezer darabban. Az egyensiilyi drat az
f(p) = S(p) egyenlet megolddsa adja:

150 - 3p =2p — 20
170 = 5p,
amibdl azt kapjuk, hogy p = 34 euro. Ekkor az egyensilyi mennyiség:
qg=f(34) =5(34) =150 — 3- 34 = 48,
tehat ¢ = 48.000 darab termék az egyenstlyi mennyiség.
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1.4.18. Definicié. Amikor a kereslet nagyobb, mint a kindlat, tilkeresletr6l
vagy mds széval hidnyrdl beszéliink. Ha a kindlat nagyobb, mint a kereslet,
akkor tilkindlatrdl beszElink, ilyenkor felesleg keletkezik.

1.4.19. Definici6. Hasznossdgi fiiggvénynek nevezziik azt a fliggvényt, amely a
gazdasdg egy szerepljének (vagy bizonyos esetekben a tdrsadalom egészének)
meghatdrozott javakhoz kapcsolddo preferencidit matematikai eszkdzokkel mo-
dellezi.

1.4.20. Megjegyzés. A hasznossagi fliggvénytdl elvarjuk, hogy monoton no-
vekvo és konkav legyen. Lényegében az azt jelenti, hogy ha az altalunk vizs-
galt termékbdl tobbet vasarolunk, akkor az nagyobb hasznossigot eredményez,
tovabba a novekvé mennyiségekhez ,.egyre kevésbé novekvd” hasznot rendel.
A hasznosségi fuggvényt U (x)-el jeloljiik (utility).

1.4.21. Példa. Példdul az U(x) = /x fiiggvény vagy az U(z) = log, x fiigg-
vény teljesiti az el6bb leirt kovetelményeket.
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Kidolgozott feladatok

51. Feladat. Szamoljuk ki az U(z) = 2 - \/x hasznossagi fiiggvény helyettesi-
tési értékét az x = 16 helyen!

Megoldas:

A helyettesitési érték: U(16) = 2- /16 = 8.

52. Feladat. Egy motor tekercsét 50 [Hz| frekvencidjd, Upax = 325 [V] maxi-
malis fesziiltségl hilézatra kotiink. Adjuk meg a fesziiltség-id6 fiiggvényt!
Megoldas:

A korfrekvencia:

1 d
w=2r-f=100r L] — 314,16 [ri]

A fesziiltség-idd fiiggvény:
U(t) = 325 - sin(1007 - t).
53. Feladat. Egy harmonikus rezgémozgast végzd test kitérés-ido fiiggvénye:
y(t) =4 - sin(2t),

ahol az id6t masodpercben, a kitérést méterben mérjiik. Felvazoljuk a fiiggvény
grafikonjdt a [0; 57| idGintervallumon:

UL,
VYTV
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54. Feladat. A '“C szénizot6p radioaktiv. Tudjuk, hogy a '#C-et tartalmazé
anyagban 5 570 év alatt csokken a felére a '*C atomok szdma, azaz 5570 év a
felezési id6. Szdmoljuk ki a bomlasi 4llandét!
Megoldas:
Mivel
0,5Ng = Ny - e 2570,
ezért Np-lal egyszer(sitve
0.5 — o5 570A

addodik. Ha vessziik mindkét oldal természetes alapu logaritmusat, akkor azt
kapjuk, hogy

In0,5=—-5570A,
igy a bomlasi 4llandé:

A = —0,000124.

55. Feladat. Milyen magassdgban lesz a légnyomads a Fold felszinén mért érték
negyede?
Megoldas:
Mivel a nyomés értéke a magassdg fiiggvényében
p(h) 4 e—0,1275-h

ezért

1 _ .
TP = Do 0,1275:h

Ha egyszertsitiink pg-lal, akkor azt kapjuk, hogy

1 _ 012754
4
Vegyiik mindkét oldal természetes alapu logaritmusét:

In4=0,1275h = h~ 10,873 [km].

Azt kaptuk tehdt, hogy 10 873 méter magassdgban lesz a 1égnyomds a Fold
felszinén mért érték negyede.

56. Feladat. Egy termék irdnti keresleti fiiggvény f(p) = 100 — 5p darab. A
termék arat dollarban, a termék irdnti keresletet ezer darabban értjiik.

a) Adjuk meg a keresletet p = 3 dollaros ar esetén!

b) Abréizoljuk a keresleti fiiggvényt a [0; 20] intervallumon!

¢) Hatdrozzuk meg a bevételi fiiggvényt!
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d) Vézoljuk fel a bevételi fiiggvény grafikonjét a [0; 20] intervallumon!
e) Milyen egységar esetén lesz a bevétel maximalis?
f) Mennyi a maximalis bevétel?

Megoldas:

a) Mivel f(3) = 100 — 5 - 3 = 85, ezért 3 dolldros egységar esetén 85 darab
terméket adnak el.

b) A keresleti fiiggvény grafikonja:
100

80

60

40

20

0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

c) A bevételi fiiggvény:
R(p) =p- f(p) = p- (100 — 5p) = 100p — 5p°.
d) Mivel
100p — 5p* = =5 - (p> — 20p) = —5 - [(p — 10)? — 100] =
= —5-(p—10)2 + 500,

ezért a fliggvény grafikonja:

500
400
300
200
100
0
-100

0123 4567 8 910111213141516171819 20
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e) Az el6bbi fiiggvény maximum helye: p = 10, igy 10 dolldros egységar
esetén lesz maximadlis a bevétel.

f) Ekkor a maximalis bevétel:
R(10) =10 - f(10) = 10 - 50 = 500 $.






2. fejezet

Sorozatok, sorok, fiiggvények
folytonossaga, hatarértéke
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2.1. Sorozatok

2.1.1. Definicié. Egy természetes szamok halmazan értelmezett valds értéki
fliggvényt valos szdmsorozatnak neveziink. Az

a:N—-R

sorozat esetén a sorozat n € N helyen felvett helyettesitési értékére a fliggvé-
nyeknél megszokott a(n) jelolés helyett az a,, jelolést szokds hasznélni, amit
ugy olvasunk ki, hogy a sorozat n-edik tagja vagy ugy, hogy a sorozat n-edik
eleme.

2.1.2. Példa. Ha a,, = 2n + 1, akkor a sorozat harmadik eleme:
a3 =2-3+1=T7.

2.1.3. Definicio. Az a,, sorozat
e monoton novekvd, ha minden n € N esetén a,, < an41;
e monoton csokkend, ha minden n € N esetén a,, > ap1;
e szigoriian monoton névekvd, ha minden n € N esetén a,, < ap11;
e szigoriian monoton csokkend, ha minden n € N esetén a,, > an+1;
e monoton, ha monoton névekvé vagy monoton csokkend;

e szigorian monoton, ha szigordan monoton novekvd vagy szigortian
monoton csokkend.

1
2.1.4. Példa. Tekintsiik az a,, = — sorozatot! Ekkor
n

1 1 n—(n+1) -1
= —_ — = == < O,
n+l n n-(n+l1) n-(n+1)
igy minden n € N esetén apy1 — a, < 0, azaz a1 < ay, tehdt a sorozat
szigordan monoton csdkkend.

n+1 — Qn

2.1.5. Definicié. Az a,, sorozat

o feliilrdl korldtos, ha 1étezik olyan K val6és szdm, hogy a,, < K min-
den n € N esetén,;

e alulrdl korldtos, ha 1étezik olyan k valds szdm, hogy a,, > k minden
n € N esetén;

e korldtos, ha alulrdl és feliilr6l korlatos.

2.1.6. Megjegyzés. Az a,, sorozat szuprémuma, infimuma, maximuma, mini-
muma a fliggvényeknél megismert médon értelmezhetd.
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2.1.7. Példa. Az a,, = % sorozat feliilr6l korldtos, szuprémuma: 1. A sorozat
alulrdl is korlatos, infimuma: 0. Tehat a sorozat korlatos.

2.1.8. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a,, sorozat konvergens, és a hatarértéke

a, ha minden € > 0 esetén van olyan ng € N tgynevezett kiiszobindex, hogy

minden n > ng esetén |a,, — a| < €. Jelolés: a,, — a, vagy lim a, = a.
n—oo

Azt mondjuk, hogy egy sorozat divergens, ha nem konvergens.

2.1.9. Példa. Az a,, = % sorozat konvergens és a hatarértéke: 0, ugyanis
1
— = 0‘ <e

n

pontosan akkor teljesiil, ha

1
n>-.
€
Igy ng= [%] + 1 vélasztassal adddik a definici6 szerint, hogy a sorozat konver-

gens.

2.1.10. Tétel. Egy sorozat pontosan akkor konvergens, ha 1étezik olyan valds
szdm, melynek barmely kornyezetén kiviil a sorozatnak csak véges sok eleme
van.

Bizonyitds: Mivel az a,, sorozat konvergens, ezért definici6 szerint l1étezik
olyan ng természetes szdm, hogy minden n > ng esetén |a, — a| < &, ami
azt jelenti, hogy
—e<ap,—a<e,
azaz
a—e<ap<a-+te,

tehét a,, az a-nak az e sugari kornyezetében van véges sok (legfeljebb ng) elem
kivételével.

A megforditashoz tegyiik fel, hogy van olyan a valés szdm, amelynek barmely
¢ sugarti kornyezetében végtelen sok sorozatelem van. Vailasszuk ng-nak a
kornyezetbdl kimaradé elemek koziil a legnagyobb index{it! m

2.1.11. Tétel. Ha egy sorozatnak van hatarértéke, akkor az egyértelmiien meg-
hatarozott.

2.1.12. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor korlatos.

2.1.13. Megjegyzés. Az elGbbi allitds megforditdsa azonban nem igaz, azaz
van olyan sorozat, amelyik korlatos, de nem konvergens.
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Példaul az a,, = (—1)" sorozat korldtos, de nem konvergens.

2.1.14. Tétel. Ha egy sorozat monoton novekvd és feliilrdl korlatos, akkor kon-
vergens és hatdrértéke a pontos felsd korlatja.

Ha egy sorozat monoton csokkend és alulrél korlatos, akkor konvergens €s ha-
tarértéke a pontos alsé korlétja.

2.1.15. Definicié. Legyen a,, egy sorozatés ¢: N — N egy szigorian monoton
fuggvény! A by, = a,(y,) sorozatot az ay, sorozat részsorozatdnak nevezzik.

2.1.16. Példa. Az a,, = (—1)" sorozat egy részsorozata: b,, = ag, = 1.

2.1.17. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor minden részsorozata is kon-
vergens €s hatarértéke megegyezik az eredeti sorozat hatarértékével.

2.1.18. Tétel. Ha egy sorozat korlatos, akkor van konvergens részsorozata.

2.1.19. Példa. Az a,, = (—1)" sorozatnak as, = 1 és

a1 = (—1)*"t = —1

konvergens részsorozatai.

2.1.20. Definici6. Az a,, sorozatnak az a valds szam torl6ddsi pontja, ha van a
sorozatnak a-hoz konvergdlé részsorozata.

2.1.21. Példa. Az a,, = (—1)" sorozatnak —1 és 1 is torl6ddsi pontja.

2.1.22. Tétel. Ha egy sorozat konvergens, akkor pontosan egy torléddsi pontja
van.

2.1.23. Definicié. Egy a,, sorozat torlédasi pontjai halmazanak infimuma a so-
rozat limesz inferiorja. Jele: lim inf a,.
n—oo

Egy sorozat torlédési pontjai halmazdnak szuprémuma a sorozat limesz szupe-

riorja. Jele: lim sup a,.
n—oo

2.1.24. Példa. Az a,, = (—1)" sorozat limesz inferiora: —1, limesz szuperi-
orja: 1.
2.1.25. Tétel. Egy a,, sorozat pontosan akkor konvergens, ha
lim inf a,, = lim sup a,
n—00 n—o0
és ekkor

lim a, = liminf a,, = limsup a,,
n—00 n—00 n—00
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2.1.26. Definicié. Az a,, sorozat végtelenhez divergdl, ha minden K € R ese-
tén létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng esetén a,, > K.

2.1.27. Definicié. Az a,, sorozat minusz végtelenhez divergdl, ha teljesiil, hogy
minden £ € R esetén létezik olyan ng € N, hogy minden n > ng esetén
an < k.

2.1.28. Tétel. (konvergencia és a miiveletek kapcsolata)
Ha a,, és b, konvergens és az a,, sorozat hatarértéke a, a b,, sorozat hataértéke
bés A € R, akkor

e a, + b, konvergens sorozat és a hatarértéke: a + b;
e a, - b, konvergens sorozat és a hatarértéke: a - b;

e )\ - a, konvergens sorozat és a hatarértéke: \ - a;

e hab, # 0 (minden n € N esetén) és b # 0, akkor Z—n konvergens

n
. L a
sorozat és a hatarértéke: 7

2.1.29. Példa. Az a, = % + 1 sorozat hatarértéke: 0 + 1 = 1.

2.1.30. Tétel. (rendér-tétel)
Ha a,, b, és ¢, olyan sorozatok, melyekre

an < by, < cp

és az a,, sorozat hatarértéke a és a ¢,, sorozat hatérértéke szintén a, akkor a b,,
sorozat hatarértéke is a.

2.1.31. Példa. Az a, = % sorozat esetén

1 sinn
=<
n n

<

)

S|

igy mivel —% — 0és % — 0, ezért az a,, sorozat hatarértéke is 0.
2.1.32. Tétel. Nevezetes hatarértékek:

1 .
e Az a, = — sorozat hatarértéke minden k& > 0 esetén 0.
n

e Legyen P(n) = ap - nP + ...+ aq - n + ag egy p-edfoki polinom és
tegyiik fel, hogy oy, > 0. Ekkor lim P(n) = oo.
n—oo

e Legyen P(n) = a; - nP + ...+ aq - n + ag egy p-edfoki polinom és
tegyiik fel, hogy a;, < 0. Ekkor lim P(n) = —oc.
n—oo
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2.1.33.
2.1.34.
2.1.35.

2.1.36.

2.1.37.

2.1.38.

2.1.39.

e Legyen P(n) = oy - nP + ...+ a1 - n + ag egy p-edfokid polinom,
vagyis o, # 068s Q(n) = By -n? + ...+ B1 - n+ Py egy g-adfoki
polinom, vagyis /3, # 0. Ekkor

ap
—, hap=
by pP=4q
. P(n) 0, hap <gq
lim =
oo Q(n) 0o, hap > q,tovabba p és g elbjele azonos
—00, hap > ¢, tovabba p és g eljele nem azonos.

e Az a, = {/a sorozat hatdrértéke minden a > 0 esetén 1.

e Az a, = {/n sorozat hatdrértéke 1.

e Az a,, = q" sorozat hatarértéke —1 < q < 1 esetén 0.

e Az a,, = q" sorozat hatarértéke ¢ < —1 esetén nem létezik.

e Az a, = q" sorozat ¢ > 1 végtelenhez divergal.

1 n
e Aza, = <1 + ) sorozat hatarértéke az e szdm (e ~ 2,718).
n

. . 3 . a\"” s
e Minden a valds szam esetén az a,, = (1 + —) sorozat hatarértéke:
n

e?.

. » , , n P 7
e Minden a valés szam esetén az a,, = % sorozat hatarértéke: 0.

Példa. Az a,, = n—lg, sorozat hatarértéke: 0.
Példa. Az a, = n? + 3n + 2 sorozat végtelenhez divergl.
Példa. Az a,, = —n? + 3n + 2 sorozat minusz végtelenhez divergal.
2
3 1
Példa. Az a,, = ne ot on sorozat hatarértéke: —.
2n2 +5 2
2
3
Példa. Az a,, = neton sorozat hatarértéke: 0.
2n3 +5
3+3
Példa. Az a, = et on sorozat végtelenhez divergal.
2n? +5
—n3+3
Példa. Az a, = et en sorozat minusz végtelenhez divergal.

2n2 +5
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2.1.40. Példa

2.1.41. Példa

2.1.42. Példa
2.1.43. Példa

1 n
. Az a, = <2> sorozat hatarértéke: 0.

1 n
. Az a, = (—2) sorozat hatarértéke: 0.

. Az a, = 2" sorozat végtelenhez divergal.

. Az a, = (1 — %)n sorozat hatarértéke: e™~.

2
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Kidolgozott feladatok

57. Feladat. Szamoljuk ki és dbrazoljuk az a,, = n? — 1 sorozat els6 4 elemét!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
ar =0, ar=3, a3=28, ay4=15.
A sorozat elsé 4 tagjanak dbrdzol4sa:
157 i
14
13|
12
1)
10|

o

O =~ N W » O O N @©

21101 2 3 4 5

58. Feladat. Szamoljuk ki és dbrazoljuk az a,, = (—2)" sorozat els 4 elemét!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:

ar=—-2, ay=4, a3=-8, ay=16.

A sorozat elsé 4 tagjanak dbrdzol4sa:
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16
14
12
10

-10

6
59. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = 2 4+ — sorozat elsd 4 elemét!
n

7z

Jellemezziik a sorozatot monotonitds, hatdrérték, korlatossdg, széls6érték sze-
rint! Adjuk meg a sorozat torlddési pontjat! Hatdrozzuk meg a limesz szuperi-
ort és a limesz inferiort!

Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:

al = 8, ag = 5, asz = 4, a4 = 3,5.

A sorozat
e szigortian monoton csokkend;
e konvergens, hatarértéke: 2;

e infimuma: 2; szuprémuma: 8;

korlatos, mert alulrdl és felulrdl is korlatos;

e minimuma: nincs; maximuma: 8;

torlédasi pont: 2;

liminf a,, = 2 és limsup a,, = 2.
n—0oo n—00
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12
60. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = 4 — — sorozat elsé 4 elemét!
n

7z

Jellemezziik a sorozatot monotonitas, hatarérték, korlatossag, szélsdérték sze-
rint! Adjuk meg a sorozat torlddési pontjat! Hatdrozzuk meg a limesz szuperi-
ort és a limesz inferiort!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
al = —8, as = —2, asz = 0, a4 = 1.

A sorozat

e szigortian monoton novekvd;

e konvergens, hatdrértéke: 4;

e infimuma: —8; szuprémuma: 4;

korlatos, mert alulrdl és felulrdl is korlatos;

e minimuma: —&; maximuma: nincs;

torl6dési pont: 4;

liminf a,, = 4 és limsup a,, = 4.
n—0o0 n—00

61. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = (—1)" sorozat elsG 4 elemét! Jellemezziik a

27 2z

sorozatot monotonitds, hatarérték, korldtossag, széls6érték szerint! Adjuk meg
a sorozat torl6dési pontjait! Hatdrozzuk meg a limesz szuperiort és a limesz
inferiort!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
ar=-1, as=1, az3=-1, ag=1.

A sorozat

e nem monoton;

e divergens;

e infimuma: —1; szuprémuma: 1;

korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos;

e minimuma: —1; maximuma: 1;

torloéddsi pontok: —1 és 1;

liminf a, = —1 és limsupa, = 1.
n—0oo n—o00
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62. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = (—2)" sorozat elsG 4 elemét! Jellemezziik a
sorozatot monotonitds, hatarérték, korldtossag, széls6érték szerint! Adjuk meg
a sorozat torléddsi pontjat! Hatdrozzuk meg a limesz szuperiort és a limesz
inferiort!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
ay = —2, ag = 4, az = —8, a4 = 16.

A sorozat

e nem monoton,;

e divergens;

e infimuma: nincs; szuprémuma: nincs;

e nem korlatos;

e minimuma: nincs; maximuma: nincs;

e torl6ddsi pont: nincs;

e liminf a,, : nincs; lim sup a,, : nincs.
n—00 n—o0

63. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = (—1)™ - & sorozat els6 4 elemét! Jellemez-

n
27 2

ziik a sorozatot monotonitds, hatarérték, korlatossag, sz€ls6érték szerint! Adjuk
meg a sorozat torlédasi pontjat! Hatdrozzuk meg a limesz szuperiort és a limesz
inferiort!

Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
ap = —6, as = 3, a3z = —2, a4 = 1,5.
A sorozat
e nem monoton;
e konvergens, hatarértéke: 0;

e infimuma: —6; szuprémuma: 3;

korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos;

e minimuma: —6; maximuma: 3;

torlédasi pont: 0;

liminf a,, = 0; limsup a,, = 0.
n—0oo n—00
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64. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = n? + 1 sorozat elsS 4 elemét! Jellemezziik

7z

a sorozatot monotonitas, hatarérték, korlatossag, szélsdérték szerint!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
a1 =2, ax=05, az3=10, aq4=17.

A sorozat

e szigortian monoton novekvd;

o végtelenhez divergil;

e infimuma: 2; szuprémuma: nincs;

o alulrdl korlatos, feliilrdl nem korlatos, igy nem korlétos;

e minimuma: 2; maximuma: nincs.

65. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = —n?+41 sorozat els 4 elemét! Jellemezziik

a sorozatot monotonitas, hatarérték, korlatossag, szélsdérték szerint!
Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
al = 0, ag = —3, as = —8, a4 = —15.

A sorozat

e szigordian monoton csokkend;

e minusz végtelenhez divergdl;

e infimuma: nincs; szuprémuma: 0;
feliilr6l korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem korlatos;

e minimuma: nincs; maximuma: 0.

66. Feladat. Szamoljuk ki az a,, = 2" sorozat els6 4 elemét! Jellemezziik a
sorozatot monotonités, hatarérték, korlatossag, sz€ls6érték szerint!

Megoldas:
A sorozat els6 négy eleme:
a1 =2, ay=4, a3=28, ay=16.
A sorozat
e szigortian monoton novekvd;

e végtelenhez divergél;
e infimuma: 2; szuprémuma: nincs;
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e alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos, ezért nem korlatos;

e minimuma: 2; maximuma: nincs.

67. Feladat. Tekintsiik az a,, = HLH sorozatot!
a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat szigorian monoton novekvd!

b) Mutassuk meg, hogy a sorozat korldtos! Adjuk meg a sorozat infimumaét és
szuprémumat!

¢) Adjuk meg a sorozat minimumat és maximumat!

d) Konvergenes-e a sorozat? Valaszunkat indokoljuk!

e) Ha konvergens, akkor hanyadik elemtdl kezdve esnek a sorozatelemek a
hatarérték ¢ = 0 sugart kornyezetébe, azaz € = %-hez hatarozzuk meg a
kiiszobindexet!

Megoldas:

a) Mivel
n+1 n+1

n+1)+1 n+2

ezért azt kapjuk, hogy

n+1 n n+1)?%?-n-(n+2)
an+1 — Gp = = =

n+2 n+1  (n+1)-(n+2)
7n2+2n+1—n2—2n7 1 -0
 (m+1)-(n+2) (n+1)-(n+2) '

Mivel a,,+1 — a, minden n € N esetén pozitiv, igy
ap+1 — ap >0 = Ap+1 > A,
amibdl az kovetkezik, hogy a sorozat szigordan monton névekvo.

b) Mivel a sorozat szigordan monoton novekvd, ezért alulrdl korlatos, pontos
alsé korlatja az elsé eleme, azaz

1 1
‘f = = = —,
inf(an) = a1 =979 =3
Mivel
n n+1-—1 1 1 <1
Qa = = = —_—
" n4+1 n+1 n+1 '

ezért a sorozat feliilrdl korldtos, pontos felsd korldtja sup(a,) = 1.
A sorozat korlatos, mert alulrdl és feliilrél is korlatos.
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¢) A sorozat minimuma: % Maximum nem létezik.

d) Mivel a sorozat monoton novekvd és feliilrdl korlatos, ezért konvergens,
pontos felsd korlatja a hatarértéke, azaz

lim a, = 1.
n—oo

e) A kiiszobindex meghatarozdsahoz az
lan, —al < e

egyenl6tlenség legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik, ahol a a soro-
zat hatarértéke. Az adatok behelyettesitése utin azt kapjuk, hogy

" —4<1.
n+1 10
K6z0s nevezodre hozva
n—m+1)| 1 n—n—1'<1 -1 ‘<1
n+1 10 n+1 10 n+1 10
adédik. Az abszolit érték definicidja miatt azt kapjuk, hogy
1 1
n+1 DT

amibdl 10 < n + 1, azaz n > 9 adddik, igy a kiiszobindex ng = 10.

2 1
68. Feladat. Tekintsiik az a,, = n
3n+2

a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozatot szigortin monoton névekvd!

sorozatot!

b) Mutassuk meg, hogy a sorozat korlatos!

¢) Adjuk meg a sorozat minimumat és maximumat!

d) Konvergenes-e a sorozat? Indokoljuk valaszunkat!

e) Ha konvergens, akkor hanyadik elemtdl kezdve esnek a sorozatelemek a

hatdrérték ¢ = —— sugart kornyezetébe, azaz ¢ =

1
0 -hoz hatérozzuk
meg a kiiszobindexet!

Megoldas:

a) Mivel
2-(n+1)+1  2n+3
n+1)+2 3n+5’

Ap41 =

w
—~|—
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ezért
2n+3 2n+1
It = =y 15 Bnt2
2n+3)-B3n+2)—Bn+5)-(2n+1)
(Bn+5)-(3n+2)
_ 6n2 +13n+6 — 6n% — 13n — 5
- (3n+5)- (3n+2)
1
(Bn+5)-(3n+2)’

a kapott kifejezés minden n € N szdmra pozitiv, tehat

Apy1 — Qp > 0 = A1 > Ap,
amibdl kovetkezik, hogy a sorozat szigordan monton novekvd.

b) Mivel a sorozat szigordan monoton novekvd, ezért alulrdl korldtos, pontos
alsé korlatja az elsé eleme, azaz

inf(a,) 2-1+1 3
1ni(a = Q1 = — = —.
" 173152 5
Mivel
1 2 _ 1
_2n+1 2 n+3 2 n+3—F
" 3n+2 3 nt+Z 3 n+2

feluilr6l korlatos, pontos felsd korldtja sup(ay,) = 3
A sorozat korlatos, mert alulrdl és feliilr6l is korlatos.
. 3 . .
¢) A sorozat minimuma = maximuma nem létezik.

d) Mivel a sorozat monoton novekvd és feliilrdl korlatos, ezért konvergens,
pontos felsd korlatja a hatarértéke, azaz

lim a, = =
n—00 3

e) A kiiszobindex meghatdrozasahoz az

lan, —al < e
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egyenlStlenség legkisebb pozitiv egész megoldasat keressiik, ahol a a soro-
zat hatdrértéke. Az adatok behelyettesitve azt kapjuk, hogy

2n+1 2 < 1
3n+2 3 100°
Ko6z6s nevezore hozva

3'(2n+1)—2~(3n+2)‘< 1

3-(3n+2) 100
adédik, igy azt kapjuk, hogy
6n+3 —6n—4 1 -1 1
< — < —
In +6 100 In +6 100
Az abszolut érték elvégzése utan
1 < 1
9n+6 100

94
adddik, igy 100 < 9n+6, tehat 9 < n, ami azt jelenti, hogy a kiiszobindex
ng = 11.

69. Feladat. Adjunk példat olyan sorozatokra, melyre

lim a, =co és lim b, =
n—o0 n—oo

gy, hogy
a) Jingo(an —by) =0;
b) lim (a, — b,) = o0;
n—oo
b,

¢) lim (a, ) = —00.

n—oo
Megoldas:
A kovetkez6kben megadunk egy-egy lehetséges példat. Nyilvan szamtalan mas
j6 megoldas is 1étezik.
a) lim (2n —2n) = 0;
n—oo

b) lim (2n —n) = lim n = oo;
n—oo n—oo

¢) lim (n—2n) = lim (—n) = —ooc.
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70. Feladat. Adjunk példat olyan sorozatokra, melyre

lim a, =00 és lim b, =0
n—oo n—o0

ugy, hogy

a) lim 2‘—” = 00;
n—oo °n

b) lim 9= = 3;

n—oo

n—oo “n

d) lim %= =1.

n—oo
Megoldas:

A kovetkezékben megadunk egy-egy lehetséges példat. Nyilvan szdmtalan mas
j6 megoldas is létezik.

a) lim 2 = lim n = oo;
n—oo ™ n—00

b) lim 3% = 3;
n—oo

¢) lim % = lim + =0;
n—oo ™ n—oo

d) lim > =1.
n—oo

71. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a,, monoton novekvd, akkor —a,, mono-
ton csokkend!

Megoldas:

Ha a,, monoton névekvs, akkor minden n € N esetén a,, < a,+1. Ekkor
—Qp Z —Apy1,

tehat —a,, monoton csokkend.

72. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha a,, monoton csékkend, akkor —a,, mono-
ton novekvd!

Megoldas:
Ha a,, monoton csékkend, akkor minden n € N esetén a,, > a,41. Ekkor
—ap < —ap41,

tehat —a,, monoton novekvd.
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73. Feladat. Hatdrozzuk meg az

n2+3n+5
an = —5——
" A2 —Tn+6

sorozat hatdrértékét!

Megoldas:

Osszuk el a szamlalét és a nevezdt a nevezdben 1évé legnagyobb fokszamu
taggal, azaz n’-tel! Ekkor azt

n2+3n+5_n2+ +% 1+3+ 5
n2—Tn+6 47%2_*-# 4—%—1—%

Ap =

adddik. Felhaszndlva a hatarérték és a miveletek kozotti kapcsolatra vonatkozd
kapcsolatot azt kapjuk, hogy

. 1+0+0 1
lim ap = ——— = —.
n—00 4—-04+0 4
74. Feladat. Hatirozzuk meg az
3n? 4 6n +7

a = —mm—mmm—
" 6n3—9n+5
sorozat hatarértékét!
Megoldas:

Osszuk el a szamlalét és a nevezdt a nevezdben 1évé legnagyobb fokszamu
taggal, azaz n>-nal:

32+ 6n+7 2+5+ %
Ay, = 5 = — 0.
6n3 —9n+5 6— =+ 3
75. Feladat. Hatdrozzuk meg az
An? +7Tn —8
ap = ————
" 3n +5

sorozat hatirértékét!
Megoldas:
Osszuk el a szamlal6t és a nevezdt a nevezdben 1évS legnagyobb fokszamu
taggal, azaz n-nel:
4n? +Tn —8 4n+7—%

= = — 0.
R P 312
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76. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2n+3)2—4-(n+1)-(n—1)

tn = n2+5n+1
sorozat hatarértékét!
Megoldas:
Mivel

2n+3)2 =4n*+12n+9 é (n+1)-(n—1)=n*—1,
ezért
A+ 12n+9—4n?+4  12n413
B n?+5n+ 1 S n24+n+1
12 13
ntw 0y

=" _
1+2+5 1

Gn

77. Feladat. Hatdrozzuk meg az
B (n+2)3—4-(n+1)>2

" 2n3+n—1
sorozat hatarértékét!
Megoldas:
Mivel
(n+3)% =n3 + 9n? 4 27n + 27,
és
(n+1)2=n?+2n+1,
ezért

I +2Tn+27T—n*—2n—1  n’+8n®+25n+26

Ay =

2n3 +n—1 2n3 +n —1
TS IS I O
24 55— 3 2’
78. Feladat. Hatdrozzuk meg az
2n2 — /3 + nt
p = ——5—
3n + 2n?

sorozat hatarértékét!
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Megoldas:
A szamlalot és a nevez6t is n>-tel osztva azt kapjuk, hogy

3
Cm?—V3aat 2-ymtl 21

an = = — = —,

3n + 2n? %—1—2 2

79. Feladat. Hatdrozzuk meg az a,, = v9n? + Tn + 3 — 3n sorozat hatérérté-
két!

Megoldas:
Bdvitsiik a sorozatot a v/9n? + 7n + 3 + 3n kifejezéssel:

an=VIN24+MMm+3—-3n=

. VInZ + 7+ 3+ 3n
VORZ+Tn+3+3n

A szorzas és az 6sszevonds utan azt kapjuk, hogy

:( 9n2+7n+3—3n>

a _9n2+7n+3—9n2_ m+3
VM ETn+3+3n VM2 trTin+343n

A nevez8ben 1évé legnagyobb fokszdmu taggal elosztjuk a szamlalét és a neve-
z0t, igy

743 740 7

_> =
o+ T+ 343 VOFO0+0+3 6

an =

adddik.

80. Feladat. Hatdrozzuk meg az a,, = v/36n? + 8n + 7 — 6n sorozat hatdrér-
tékét!

Megoldas:
Bévitsiik a sorozatot a v/36n2 + 8n + 7 + 6n kifejezéssel:
ap = V36n2+8n+7—6n=

V36n2 +8n+ 7+ 6n
V36nZ +8n+7+6n

:( 36n2+8n—|—7—6n>
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A szorzds és az 6sszevonds elvégzése utdn azt kapjuk, hogy
_36n2+8n+7—36n2_ 8n+7
V36n2 +8n+T7+6n V3602 +8n+7+6n

A nevezdben 1év6 legnagyobb fokszadmu taggal elosztjuk a szdmlélét és a neve-
z0t, igy

an

8+ =L L. 8 _2
6+6 3

Ay =
36+2+L5+6

adédik.
81. Feladat. Hatirozzuk meg az

2n+1 4 an
N

sorozat hatarértékét!
Megoldas:
Felhaszndlva a hatvdnyozds azonossdgait azt kapjuk, hogy

_2n+1+3n_2.2n+3n

@n= Tgett T T3
A szamlalot és nevezet6t is osszuk el 3™-nel:
2-(3)"+1
an = — 3

Felhasznalva, hogy ¢" — 0, ha —1 < ¢ < 1, azt kapjuk, hogy

an — 3"
82. Feladat. Hatdrozzuk meg az

n+1 n—+3
“"_<n+2>

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

A sorozat hatarértékét a

1 n
lim <1 + > =e
n—oo n
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nevezetes hatdrértékre vezetjiik vissza:

n4+1\"" n4+2—1\"" 1 \""3
= e P — — 1_ —
“n (n+2> < n+2 > ( n—|—2>

n+3
1 n+3 1 —n—2| =n=2 1
_ _ -1_ -~
_<1+n+2) = <1+—n—2) ] — € =2
ugyanis

n+3 1+3
—n—2_—1—%

— —1.

83. Feladat. Hatirozzuk meg a

om+1 3n+2
Qa. =
" 2n+5

sorozat hatarértékét!
Megoldas:

A sorozat hatarértékét a

1 n
lim <1 + > =e
n— o0 n

nevezetes hatarértékre vezetjiik vissza:

B 2n_|_1 3n+2_ 2n+5_4 3n+2_ . 4 3n+2_
R “\2n+t5 - o+ 5 -

20457 s (3n+2)

4 3n—+2 1 —4 1
=11 B 1 [ N -6 _
< +2n—|—5> + nts c eb’
ugyanis
—12n-8 -12-2
o = = — —0.
2n + 5) 2 + n
84. Feladat. Hatarozzuk meg az
_ =D (n+2)
" 2n+3

sorozat torl6dési pontjait, limesz inferiorjét, limesz szuperiorjat! Konvergens-e
a sorozat?

Megoldas:
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Mivel

nt?2 ha n paros

0 — 2n + 3’ P
! 2 o paratl
o3’ a n pdratlan,
ezért
1, ha n péaros
Ay — 2

5 ha n pératlan.

11
Tehét a torl6dasi pontok halmaza: { 35 } Tehat

liminfa, = —= és limsupa, = =
n—00 2 n—o00

Mivel lim inf a,, # lim sup a,,, ezért a sorozat nem konvergens.
n—00 n—o0

85. Feladat. Hatirozzuk meg az
_ (=D (n+2)
" 2243
sorozat torl6ddsi pontjait, limesz inferiorjét, limesz szuperiorjit! Konvergens-e
a sorozat?

Megoldas:
Mivel
nt2 ha n péaros
) 2n2 + 3’ P
" n+2 )
P13 ha n pératlan,
ezért
0, ha n péaros
Gy —

0, ha n paratlan.

Tehét a sorozatnak egyetlen torlédési pontja van, a 0, igy

liminfa, =0 és limsupa, = 0.
n—ro0 n—00

Mivel lim inf a,, = lim sup a,,, ezért a sorozat konvergens, hatarértéke: 0.
n—=00 n—o00
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86. Feladat. Hatdrozzuk meg az r sugard kor teriiletét a korbe irt szabalyos
n-szogek terilileteinek hatarértékével!

Megoldas:

A kor teriiletét a korbe irt szabdlyos n-szogek teriileteinek hatarértékével fogjuk
kiszamolni. A szabdlyos n-szog egy haromszogének teriilete a trigonometrikus
teriiletképlet szerint

T — r? - sin %’T
AN 9 .
Ebbdl azt kapjuk, hogy a szabalyos n oldald sokszog teriilete:
2 i 2T s 2m
r® - sin & sin <&
T:n-i2 no— 2. 27r"‘7r—>7’27r,

n
ugyanis

lim n-sin— = 1.
n—o00 n

87. Feladat. Tegyiik fel, hogy n > 3 teljesiil! Hatdrozzuk meg az a,, =

~ \|/
w I3
~

sorozat hatarértékét!

Megoldas:
n n! ) n n!
=—— ¢&s =
2 2l (n—2)! 3 3l (n—3)!

Mivel
n n!
2 2! (n—2)! n! 3 (n—3)! 3

R W n! :2!-(7172)!. n! T -2
3 3l (n—3)!

igy a sorozat hatarértéke: 0.

ezért

3TL
88. Feladat. Tekintsiik az a,, = ————— sorozatot!
4-3"+1
a) Bizonyitsuk be, hogy a sorozat monoton novekvd!

b) Szamoljuk ki a sorozat hatarértékét!
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¢) Adjuk meg a sorozat infimumat és szuprémumat!
d) Korlatos-e a sorozat?

e) Adjuk meg a sorozat minimumét és maximumat!
f) Hatdrozzuk meg a sorozat torlédasi pontjat!

g) Szamoljuk ki e = ﬁ esetén a kiiszobindexet!

Megoldas:
a) Mivel
. - 3n+1 - 3.3n
T g T 12-30 4 1
ezért
3.3n 3n 12-9"+3.3" —12.9" — 3"
a —ay = — = =
SR D L I T | (12-37+1)-(4-3"+ 1)

B 2-3" -~
C(12-374+1)-(4-30+1) ~ 7

igy apt1 — a, > 0, tehat a,, monoton novekvo.

b) A sorozat hatarértéke:

. 3" . 1 1
lim ———— = lim T

¢) A sorozat infimuma:

a 3! 3
PTa3tr1 13
A sorozat szuprémuma:
lim a, = -.
n—00 4

d) A sorozat korlatos, mert alulrdl és feliilrdl is korlatos.
e) A sorozat minimuma: % A maximuma nincs.

f) Mivel a sorozat konvergens, ezért a sorozat torlédasi pontja a hatarértéke,

1
azaz i
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g) Mivel
3n 1| |4-3"—4-3"—1| | -1 | 1
4-374+1 4| | 4-(4-3"+1) | |4-3n4+1| 4-3n4+1°
ezért
1 1

= 1000<4-3"+1.
4-3”+1<1000 < +

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
249,75 < 3" = 1g249,75 <l1g3" = 1g249,75 <n-lg3,

igy n > 5,02, tehat a kiiszobindex: ng = 6.
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2.2. Sorok

2.2.1. Definicio. Legyen a,, egy valés szamsorozat! Az
ar+ag+...+ap+ ...+

végtelen Gsszeget az a,, sorozat elemeibdl képzett sornak nevezziik és
[ee)
>
n=1
moédon vagy egyszertien Y | a,, médon jeloljiik. Az
S,=a1+as+...+a,

osszeget a Y a,, sor n-edik részletisszegének mondjuk.

2.2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy a > a, sor konvergens, ha az n-edik
részletosszeg sorozata konvergens. Ilyenkor az n-edik részletdsszeg sorozat
hatarértékét a sor dsszegének mondjuk:

oo (o]
> an = lim > a.
n=1 k=1
Ha egy sor nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens.

2.2.3. Tétel. Haa ) a,, sor konvergens, akkor

lim a, = 0.
n—oo

2.2.4. Megjegyzés. Az el6bb tétel szerint, ha nem teljesiil, hogy az a,, sorozat
hatérértéke 0, akkor a > a,, sor nem konvergens.

Ha az a,, sorozat hatarétéke 0, akkor a Y a,, sor lehet konvergens vagy diver-
gens.

2.2.5. Példa. A
o0
Z 2+n
n=1
sor divergens, mert az a,, = 2 + n sorozat hatarértéke nem 0.
2.2.6. Tétel. A
o
>
nk
n=1 n

sor konvergens, ha n > 1, divergens, han < 1.
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2.2.7. Tétel. (minordns teszt)

Tegyiik fel, hogy a, és b, nem-negativ elemekbdl all6 sorozatok és a, < by,
minden n természetes szdm esetén. Ha »_ a,, divergens, akkor > b, is diver-
gens.

2.2.8. Példa. Legyen n > 2! Mivel a » _ 1n sor divergens, és % < 1. ezérta

1 n—1’
> 7 sor is divergens.

2.2.9. Tétel. (majorans teszt)

Tegyiik fel, hogy a, és b, nem-negativ elemekbdl all6 sorozatok és a, < by,
minden n természetes szam esetén. Ha ) b, konvergens, akkor ) a,, is kon-
vergens.

, . 2 2o 1 1 4 1
2.2.10. Példa. Mivel a ) 1n” sor konvergens, €s 5 > 5, ezérta ) >

sor is konvergens.

2.2.11. Tétel. (Cauchy-féle gyokteszt)
Tekinstiik a  _ a,, sort!

e Ha lim {/|a,| < 1, akkora > a, sor konvergens;
n—oo

e Ha lim {/|ay,| > 1, akkor a ) a,, sor divergens.
n—oo

2.2.12. Tétel. (geometriai vagy mas széval mértani sorozat)
Ha ¢ olyan val6s szam, melyre |g| < 1 teljesiil, akkor a > ¢" sor konvergens

és .
Za":a'f’

q
ahol a a sorosszeg elsd tagja.

2.2.13. Példa.
< /1\" 1 1
§ —) == =1.
2 21—

n=1
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Sorok
Kidolgozott feladatok
89. Feladat. Szamoljuk ki a
n=0 67
sorosszeget!
Megoldas:

Felhasznalva, hogy

oo o0 o n n

2n 43" 2n 3n 1 1

E = T — E -l +({=],

6" 6" 6" 3 2
n=0 n=0

n=0
teljesiil, az eredeti sordsszeget két mértani sor 6sszegére bontottuk. Mértani sor

0sszege
1
a-—,
l—gq
ahol a a sorosszeg elsé tagja, q a kvociens. Ezt felhasznalva egyrészt
i (1 > 4 1 3
— = 1 = -,
1
=2,

masrészt
oo n
S <1> _
= 1
n=0 2 1- 2

igy az eredeti sordsszeg:

n=0

90. Feladat. Szamoljuk ki a
e gn+1 + 5n+2

7n71
n=1

sorosszeget!

Megoldas:
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Felhaszndlva, hogy

>, 3ntl 4 pnt2 3.3"4+25.5" 3.3n 5n
T ey R s (B e ) -
7 —

-1
n=1 ™ n=1
- (3\" — (5\"
=21- — 175 - =
> (3) +m-2(3)
n=1 n=1
teljesiil, az eredeti sorosszeget két mértani sor 6sszegére bontottuk. Mértani sor
0sszege
1
@ ot
ahol a a sordsszeg elsd tagja, g a kvociens. Ezt felhaszndlva, egyrészt
i (3)” 3 1 37 _3
2y = 2. ==
= 7 T1-5 7 4 4
masrészt
i": (5)” 5 1 57 5
— = — - 3 = - ==,
= 7 T1-2 7T 2 2

igy az eredeti sordsszeg:
3 5
21-—+1 — 4+ —
4 TN 4 + 2 4

91. Feladat. Szamoljuk ki a
1

Z 52n+1

n=0
sorosszeget!
Megoldas:
A hatvédnyozds azonossagait felhaszndlva azt kapjuk, hogy
S R S S A e
D =5 T w5 o
n=0 n=0 n=0

n=0
A mértani sorok 6sszegére vonatkoz6 képlet szerint a sorosszeg
i1_1§:i”_11 125 5
S5\ 25 L5 24 24

n+1 5
n:05" 5 1— 4
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92. Feladat. Szamoljuk ki a

sordsszeget!
Megoldas:

Definicid szerint:
n

Parcidlis tortek Osszegére bontva az tortet azt kapjuk, hogy

(k+1)
1 A B
it ko RtL
Mindkét oldalt szorova a k6zos nevezdvel
1=A-(k+1)+B-k

adodik, igy 1 = (A+ B) - k+ A, amibdl a megfelels tagok egyiitthatéit Gssze-
hasonlitva A = 1 és A + B = 0 kovetkezik, igy B = —1. Tehat azt kapjuk,
hogy

S S
kE-(k+1) k k+1
igy
o0 n n
1 1 1
li S - )=
; n+1 ninéo;k-(wrl) nl—?go;<k k+1>
NS U SIS U S 1 1\
T e 2797373 1 n n+1)

1
= lim <1— >:1
n—00 n-+1

93. Feladat. Szamoljuk ki a

(0.9]
Z (2n+1) 2n—|—3)

n:l
sorosszeget!

Megoldas:
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Definicid szerint:

o0 n

1 . 1
;(2n+1)-(2n+3) :7"};%0;(2/9—1—1)-(2/{;4_3)'

s 21: .. .. z 1 Py .
Parcidlis tortek Osszegére bontva az OFFT) - (2hgg) tortet azt kapjuk, hogy

1 A N B
(2k+1)-(2k+3) 2k+1  2k+3

Mindkét oldalt szorozva a kozos nevezdvel
1=A-(2k+3)+B-(2k+1)
adodik, igy
1=(2A+2B)-k+3A+B.

A két oldalon a megfelel$ tagok egyiitthatéit 6sszehasonlitva 34 + B =
illetve A + B = 0 adddik, amib6l B = —A. Ezt az els6 egyenletbe behe-
lyettesitve azt kapjuk, hogy A = %, igy B = —%. Tehat

1 & 1
(2k+1)-(2k+3) 2 \2k+1 2k+3)°

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

n
Z (2n+1 2n+3 n%oozl 2k+1 2k+3)

n:l
n
1 1 1
= i ) .
nbnéogz <2k:+1 2k+3>
Do (Lot,ro1 1, 1
=—-lim (- —=+=-—=+=—=+... - =
2 nse\3 5 5 7 7 9 Im+1 2n+3
1 1 1 11 1
=—.lim [ = — =— .- ==
2 n—)oo<3 2n—|—3> 23

94. Feladat. Konvergens-ea ) %—Z sor?
Megoldas:
Mivel
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ezért

oaf2n . XV2-m 1.1 1

ezért a Cauchy-féle gyokteszt szerint a sor konvergens.

95. Feladat. Konvergens-e a y i—z sor?

Megoldas:
Mivel
L2022
R O
ezért

lim { " _ li 2 =2>1
nlﬁ\rgo ﬁ - nlﬁrgo (%)2 a ’

ezért a Cauchy-féle gyokteszt szerint a sor divergens.

96. Feladat. Egy 2 egység oldali szabalyos haromszognek rajzoljuk meg a
kozépvonalait. A kapott haromszognek tjra rajzoljuk meg a kozépvonalait, és
igy tovabb. Az eljarast végtelen sokszor elvégezve hatarozzuk meg a keletkezett
haromszogek keriileteinek és teriileteinek dsszegét!

Megoldas:

A Kkertilet esetében az eredeti haromszog keriilete 6 egység, az els6 beirt harom-
szog keriilete 3 egység, a kovetkezd beirt haromszog kertiilete 1,5 egység, és igy
tovabb. Tehat a keletkezett haromszogek keriilete:

1 1 1
K=6+3+15+4...=6|14+-4+-+...] =6 ;1 =6-2=12
2 4 1—4

A teriilet esetében az eredeti hdromszog teriilete :

22-‘{5:\/3.

Az els beirt haromszog teriilete: [, a kovetkezd beirt haromszog teriilete:

3
16" és igy tovédbb. Tehat a keletkezett hdromszogek teriiletének 0sszege:

1 1 1 4 43
T=V3[l+-4+—=—+...)=V3- =+3. - ==,
\[<+4+16+ > v3 1-1 V8 33
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97. Feladat. Alakitsuk kozonséges tortté a 0,3 végtelen szakaszos tizedestor-
tet!
Megoldas:
A mértani sor Osszegképletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
3 3 3

_ 3. 1 _3 10
10 1-4 1009
98. Feladat. Alakitsuk kozonséges tortté a 0,1 végtelen szakaszos tizedestor-
tet!
Megoldas:
A mértani sor 6sszegképletét felhasznalva
1

. 1 1

:1.<1+1+1+...>:
10 10 100

11 1 10 1

10 1 9 9

— = —
-1 109 9

99, Feladat. Alakitsuk kozonséges tortté a 0,12 tizedestortet!
Megoldas:
A mértani sor 0sszegképletét felhasznalva azt kapjuk, hogy

2 1 2

. 1
12=10,121212. . .= — 4+ — 4+ —+ ——— + ... =
0 0 10+100+1000+10000+

:1.<1+1+...>+2-<1+1+...>=
10 100 100 100

1 1 2 1
01— 100 1o L
1 100 2 100

0 99 T100 99

10 2 12

=99 T99 " 99
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100. Feladat. Alakitsuk kozonséges tortté 0,108-at!
Megoldas:

A mértani sor 6sszegképletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
8 1 2

1
_TO+ 1000+ 10000+ 1000000—1_”'

_ 1 1+ = + + 5 1+ = + =
10 1000 1000 1000 )
1 1 8 1
01— - TTo00 - L
~ 1000 ~ 1000

1 1000+ 8 1000_@_’_&_@_&

10 999 1000 999 999 999 999 37

101. Feladat. Hatirozzuk meg az x szamjegy értékét, ha tudjuk, hogy a 0,4
szdm egy raciondlis szdm négyzete!

0,108 = 0,108108.. ...

Megoldas:
A mértani sor 6sszegképletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy
. 4 4
04 =0, dzdads .. = — 4 — 4 —— f— 4 =

~ 10 100 ' 1000 ' 10000

_i 1+i+ _|_i 1+i+ —
-~ 10 100 100 w00 )
4 1 T 1

10 1— 5 100 1— 5

4 100 x 100 40 x40+

10709 7100799 99 99 99
Tehat valamely p és g egész szdmokra

0+ (p 2
99  \¢q/
Konnyen lathat6, hogy x = 4 esetén lesz a keresett raciondlis szam négyzet-

P . 4 _ 4 _ (2 2
szam, ugyanis ekkor 55 = 5 = (3)".

102. Feladat. Oldjuk meg az x szdmjegyre az
9xr — 1
10

1d- 3,3 =

egyenletet!
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Megoldas:
Mivel egyrészt
Li=1 =14 b=
o= lxxx... 0 10T
IRy VLS
10 10 100 )
N 0 9 9’
masrészt
T
3.z =3xrx... = +E+ﬁ+ =
L A
N 10 10 100
z 10 T
—34+ 2.2 _34Z2
+10 9 +9’

ezért a megoldandé egyenlet
T T 9r — 1
) (e 5)=
( + 9 { 9 10

3+45E+x2_9x—1
9 81 10

adddik. A kozos nevezdvel szorozva mindkét oldalt azt kapjuk, hogy
2430 + 360z + 102® = 729z — 81 =  102® — 369z + 2511 = 0.

Megoldva a médsodfoku egyenletet

A zaréjeleket felbontva

369 + 189
20
adddik, azonban mivel x egy szdmjegy, ezért csak x = 9 lesz megoldas.

T12 =
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2.3. Fiiggvények folytonossaga, hatarértéke

2.3.1. Definicié. Legyen D C Rés f: D — R, legyen tovabba xo a D halmaz
torléddsi pontja, azaz olyan pont, amelynek barmely kdrnyezetében van D-beli
elem. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek l1étezik a hatdrértéke az x( helyen
és az egyenl$ A-val, ha minden z,, — xo, ©, € D sorozat esetén az f(x,)
fiiggvényértékek sorozata f(z()-hoz konvergél. Jelolése: xgrgo f(z) = A.

Az f fiiggvény bal oldali hatdrértéke az xo helyen A, ha minden x, — xo,
xn € D, x, < x sorozat esetén az f(x,,) fiiggvényértékek sorozata f(xzg)-
hoz konvergdl. Jele: lim f(z) = A.

T—To—

Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az z( helyen A, ha minden z,, — xq,
xn € D, z, > x0 sorozat esetén az f(z,,) fliggvényértékek sorozata f(xz¢)-hoz
konvergdl. Jele: limJr flx) = A.

T—rT0

2.3.2. Tétel. Egy fiiggvénynek akkor 1étezik a hatdrértéke az ¢ helyen, ha ott
a bal oldali és jobb oldali hatarértéke megegyezik.

2.3.3. Definicié. Az f: D — R fiiggvény folytonos az xg helyen, ha az xq
helyen létezik a hatarértéke az f fliggvénynek és ez a hatarték megegyezik az

so L 0 2

2.3.4. Definici6. Tekintsiik az f: D — R fiiggvényt és legyen ¢ a D halmaz
torl6dasi pontja! Ha az

e 19 € Dy;

o létezik lim f(x);

T—T0
e lim f(z) = f(zo)
T—T0
feltételek koziil legalabb az egyik nem teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvénynek az xq helyen szakaddsa van.
Ha létezik az f fiiggvény xo-beli hatarértéke és az véges, de zo ¢ Dy vagy
lim # f(xo), akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az x( helyen
T—T0
megsziintethetd szakaddsa van.

Ha 1étezik az f fiiggvénynek az xg helyen bal oldali és jobb oldali hatarértéke,

de azok kiilonb6zd értékiiek, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xg
helyen ugrdsa van.

Ha az f fiiggvénynek az xo helyen megsziintethetd szakaddsa vagy ugrdsa van,
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akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvénynek az xg helyen elsdfajii szakaddsa
van.

Ha az f fiiggvénynek az xg helyen olyan szakadasi helye van, amely nem el-
sofaju szakadas, akkor azt mondjuk, hogy mdsodfajii szakaddsi helye van az
f-nek az xg helyen.

2.3.5. Definicio. Ha az f fiiggvény az x( helyen nincs értelmezve, de 1étezik a

lim f(z) = L hatérérték, akkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény folytonosan

T—T0
kiterjeszthetd, és az

Flz) = f(x), haz # xp;
)L, haz # 2

modon definialt fiiggvényt az f folytonos kiterjesztésének nevezziik.

2.3.6. Tétel. Ha az f és g fiiggvényeknek az x( helyen 1étezik hatarértéke és az
f fuggvény hatarértéke A, a g fiiggvény hatarértéke B az x( helyen és A € R,
akkor

e az f + g fiiggvénynek létezik hatarértéke az x helyen és az egyenld
A + B-vel;

e az f . g fiiggvénynek létezik hatirértéke az x( helyen és az egyenld
A - B-vel;

e az )\ - f fuggvénynek létezik hatarértéke az x( helyen és az egyenld
A - A-val;

e ha g(x) # 0és B # 0, akkor f fiiggvénynek létezik hatdrértéke az
g
xg helyen és az egyenld %—vel.

2.3.7. Tétel. Legyenn € Nés ag,aq,...,a, € R, tovibbd a,, # 0! A
Plx)=ap-2"+...4+a1-z+ag

polinom esetén

lim P(x) =

T—00

{ o0, haa, >0

—o00, haa, <0
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00, ha a,, > 0 és n paros
—00, ha a, < 0ésn paros

lim P(z) =
T==00 —o00, ha a, > 0 és n paratlan

00, ha a,, < 0 és n paratlan.

1

2.3.8. Tétel. Az f(z) = — figgvény hatdrértéke a végtelenben minden k& > 0
x

esetén 0.

2.3.9. Tétel. Az f(z) = ¢" fuggvény hatarértéke a végtelenben —1 < g < 1
esetén 0.

2.3.10. Tétel. Az f(x) = ¢* fuggvény hatdrértéke a végtelenben ¢ > 1 esetén
végtelen.

1 x
2.3.11. Tétel. Az f(x) = (1 + ) fiiggvény hatarértéke a végtelenben az e
x

szam.

2.3.12. Definici6. Az f: D ¢ R — R fiiggvénynek az y = b egyenlet
egyenes fiiggdleges aszimptotdja, ha

lim f(z) =—oc0 vagy lim f(z)=o00 vagy
z—b— T—b—

li =— li = 00.

i f(@) = —o0 vagy lim f(z) = oo

2.3.13. Példa. Az f(x) = % fiiggvénynek az y = 0 egyenletli egyenes fiig-
gbleges aszimptotdja.

2.3.14. Példa. Az f(z) = ﬁ fiiggvénynek az y = 3 és az y = —3 egyenleti

egyenesek fiiggbleges aszimptotdi.

2.3.15. Definicié. Az f: D C R — R fiiggvénynek az y = a egyenletd
egyenes vizszintes aszimptotdja, ha

lim f(x)=a vagy lim f(z)=a.
Tr——00 T—00

2.3.16. Példa. Az f(x) = 2" figgvény az = = 0 egyenletl egyenes vizszintes
aszimptotdja.
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2.3.17. Definicio. Az f: D C R — R fiiggvénynek az y = ax + b egyenleti
egyenes ferde aszimptotdja, ha

mll)r_noo (f(z) —az+b) =0 vagy xlglolo (f(x) = (az + b)) = 0.
2.3.18. Tétel. Haaz f: D C R — R fiiggvénynek az y = ax + b egyenleti
egyenes ferde aszimptotdja, akkor

f(x)

a= lim —+*
r—too I

b= lim (f(z)—ax).

r—+o0

2.3.19. Példa. Tekintsiik az f(z) = = + % fiiggvényt! Ekkor

TAGI I TR T
r—00 I T—00 €T
Masrészt
) 1 1
b= lim (z4+—-——2|= lim — =0
r—+o00 xT r—too I

Tehat a ferde aszimptota egyenlete: y = .
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Kidolgozott feladatok

103. Feladat. Hatirozzuk meg a
5z% 4 3z — 5
im —————
z—00 202 + bx — 2
hatarértéket!
Megoldas:

A nevezoben 1év0 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szamlalét és a nevezot
is. Ekkor azt kapjuk, hogy

5¢2+3cx—5 . b+32-% 540-0 5
im —————— = lim = = _,
1900212 457 —2 @902+ 3 -2 240-0 2
104. Feladat. Hatdrozzuk meg a
522 4+ 8x — 1

lim ————m——
=00 Hrd — 2 4+ 4
hatarértéket!
Megoldas:

A nevezSben 1€v6 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szamlalot €s a nevezét
is. Ekkor

_ob?4se—1 . 2+H L 040-0
lim —————— = lim £ €z A —
=00 Hr3 — 2x + 4 ;U—>oo5+%+% 54+04+0
105. Feladat. Hatirozzuk meg a
522 + Tz + 2

hatarértéket!
Megoldas:
A nevez6ben 1év6 legnagyobb fokszamu taggal osztjuk a szamlal6t és a nevezbt
is. Ekkor
Yy () . br4+T7+2
lm ———= lim ———% = o

T——00 7 —bx T——00 % -5
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106. Feladat. Hatdrozzuk meg a

32 +1
1m
z—2 74+ 3x

hatarértéket!

Megoldas:

A fiiggvény folytonos, igy
. 3241 3-2241 13
lim = = —
z—=2 7+ 3z 7T+3-2 13

107. Feladat. Hatdrozzuk meg a

lim (22 — 8z + 1)

z—3

hatarértéket!

Megoldas:

A fiiggvény folytonos, igy
iigé(xQ—Sx—kl):32—8-3+1:—14.

108. Feladat. Hatirozzuk meg a
lim (3 — 2)

z—1

hatarértéket!

Megoldas:

A fiiggvény folytonos, igy
iE(Bx—Z):3-1—2:1.

109. Feladat. Hatirozzuk meg a

hatarértéket!
Megoldas:

Felhaszndlva, hogy
a>—bv*=(a—b)-(a+0)
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azt kapjuk, hogy

2_4 —92)- 2
S T () RS e ) SR H NP S P )
=2 x — 2 z—2 x—2 z—2

110. Feladat. Hatirozzuk meg a
. 2?45z
lim

z—0 xT

hatarértéket!
Megoldas:

Emeljiink ki a szdml4loban x-et, majd egyszer(sitsiink. Ekkor azt kapjuk, hogy
2*+5z . x-(x+5)

lim lim
z—0 x z—0 x

=lim(z+5)=0+5=5.
z—0

111. Feladat. Hatdrozzuk meg a
. r?—2x+1
lim ————
z—1 z—1

hatérértéket!
Megoldas:
A szdmldléban az 22 — 2x + 1 kifejezést 4talakitva, majd egyszertisitve a kapott
tortet azt kapjuk, hogy
2—2r41 — 1)
Tl L N Cld) IR S
z—1 r—1 z—1 x—1 r—1

112. Feladat. Hatirozzuk meg a

I 22 —dx+4
x1~>1% 1'2 —4
hatarértéket!
Megoldas:
Mivel 22 —4 = (x — 2) - (v + 2) és 2% — 4z + 4 = (v — 2)?, ezért
o2 —4x+4 . (x—2)2 =2
lim ————— =1 = lim =0
T—2 2 —4 z—>2(:1}—2)(.73—|—2) z—=2 1 + 2

113. Feladat. Hatarozzuk meg a

. 1 4
Pl r—2 x2—-4
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hatarértéket!
Megoldas:
Ko6z06s nevezdre hozva azt kapjuk, hogy
lim< L —4>zlim v+2-4 = lim L2 .
=2 \r—2 22—4 a—=2 (x—2) - (x+2) a-2(x—2) (x+2)
Az egyszerisités, majd a hatarérték elvégzése utan

1 1 1

li -
S rr2 242 4

adodik.
114. Feladat. Hatdrozzuk meg a

. 1 6
lim —
r—3 <{L‘—3 1'2—9)

hatarértéket!
Megoldas:
Ko6z06s nevezdre hozva azt kapjuk, hogy
lim( L —6>:lim z1r3-6 = lim z=3 .
e—=3\r—3 22-9 a—=3 (x—3)-(x4+3) 2-3(x—3) (x+3)
Az egyszerisités, majd a hatarérték elvégzése utan
1 1

1
1' = = —
57 +3 3+3 6

adodik.
115. Feladat. Tekintsiik az

(@) 2r+3, haz < -1
€Tr) =
22 -2, haz> -1

fliggvényt!
a) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

b) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legbdvebb részhalmazit,
ahol a fiiggvény értelmezhetd!

¢) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét és zérushelyét!
d) Adjuk meg a fiiggvény széls6értékének tipusat, helyét és értékét!
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e) Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakad4si helyeit, valamint
a szakaddsi helyekben a bal- és jobb oldali hatarértéket!

f) Adjuk meg a fliggvény —oo-beli és co-beli hatarértékét!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

y 2 3
b) Az értelmezési tartomdny: R.

c) Az értékkészlet: R. A zérushelyek: 1 = —1,5, 9 = V2.

d) A fiiggvénynek lokdlis minimuma van.
A lokalis minimum hely: x = 0. A lokdlis minimum érték: y = —2.

e) Nem folytonos, szakaddsi helye: = = —1. A fliggvény bal oldali, illetve
jobb oldali hatdrértéke a szakadési helyen:

xinfnlf f(JU) =1 ©s z££n1+ f(I) =L

f) A fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatdrértéke:
lim f(z) = —o0 és lim f(z) = oc.

T——00 T—00

116. Feladat. Tekintsiik az
-, hazxz >1
27 +3, hax <1

fliggvényt!
a) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
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b) Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazinak azt a legb6vebb részhalmazét,
ahol a fiiggvény értelmezhetd!

¢) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét és zérushelyét!

d) Adjuk meg a fiiggvény sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét!

e) Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakadasi helyeit, valamint
a szakadasi helyekben a bal- és jobb oldali hatarértéket!

f) Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

v

o—xN&;mm

8 -7 6 5432410123 4586 7 8 9 10M1

b) Az értelmezési tartomdny: R.
c) Az értékkészlet: |0; 6]. A zérushely: nincs.
d) Nincs szélsGérték.

e) Nem folytonos, szakadasi helye: x = 1. A fiiggvény bal oldali, illetve jobb
oldali hatarértéke a szakadasi helyen:

lim f(z)=5 és lim f(z)=6.

Tz——1— r——14

f) A fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatarértéke:
lim f(z)=0 és lim f(z)=0.

T—r—00 T—r00

117. Feladat. Tekintsiik az
z2, haz >0
f(x) =

—2%, haz<0

fliggvényt!
a) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!
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b) Hatdrozzuk meg a valés szdmok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazit,
ahol a fiiggvény értelmezhetd!

¢) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét és zérushelyét!
d) Adjuk meg a fiiggvény sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét!

e) Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakad4si helyeit, valamint
a szakaddsi helyekben a bal- és jobb oldali hatarértéket!

f) Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

Nd b A b Ao 2w s e N

b) Az értelmezési tartomany: R.

c) Az értékkészlet: R. A zérushely: x = 0.
d) Nincs sz€lsdérték.

e) Folytonos.

f) A fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatdrértéke:

lim f(x)=—-oc0  és lim f(z) = oo.
T—r—00 T—r00
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118. Feladat. Tekintsiik az

logyxz, haz >0
fa)=1
T, haxz <0

fliggvényt!
a) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

b) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb6vebb részhalmazit,
ahol a fiiggvény értelmezhetd!

¢) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét és zérushelyét!
d) Adjuk meg a fiiggvény sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét!

e) Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakadasi helyeit, valamint
a szakaddsi helyekben a bal- és jobb oldali hatarértéket!

f) Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és oco-beli hatarértékét!
Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

b) Az értelmezési tartomany: R.
c) Az értékkészlet: R. A zérushelyek: 1 = 0, o = 1.

7 2

d) Nincs sz€lsdérték.
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e) Nem folytonos, szakaddasi helye: z = 0. A fiiggvény bal oldali, illetve jobb
oldali hatarértéke a szakadasi helyen:

lp fa=0 &l fo)= o

f) A fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatarértéke:

lim f(x) =00  és lim f(x) = oc.
T——00 T—r00

119. Feladat. Tekintsiik az
2¢+3, hax <0
-}

cos , haz >0

fliggvényt!
a) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

b) Hatdrozzuk meg a valés szamok halmazanak azt a legbovebb részhalmazit,
ahol a fiiggvény értelmezhetd!

¢) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét és zérushelyét!

d) Adjuk meg a fiiggvény sz€ls6értékének tipusat, helyét és értékét!

e) Folytonos-e a fiiggvény? Ha nem, adjuk meg a szakadasi helyeit, valamint
a szakaddsi helyekben a bal- és jobb oldali hatarértéket!

f) Adjuk meg a fiiggvény —oo-beli és co-beli hatarértékét!

Megoldas:

a) A fiiggvény grafikonja:

b) Az értelmezési tartomany: R.

¢) Az értékkészlet: | — o0o; 3]. A zérushelyek: x = § + k-, ahol k € N.
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d) Nincs sz€lsdérték.

e) Nem folytonos, szakadasi helye: z = 0. A fiiggvény bal oldali, illetve jobb
oldali hatarértéke a szakaddasi helyen:

lim f(z)=3 és lim f(z)=1.

z—0— z—0+
f) A fiiggvény —oo-beli, illetve co-beli hatarértéke:

lim f(z)=—o0 és lim f(x) = nem létezik.
T—r—00 T—00

120. Feladat. Adjuk meg a p valés szamot gy, hogy az

2x 4+ 6, haz < 1;
flz) =
pr+3, hax>1

fliggvény folytonos legyen!

Megoldas:

Mivel
lim f(z)=2-14+6=28
T—1—

és

lim f(z)=p-1+3=p+3,

r—1+

ezért p + 3 = 8, vagyis p = 5 esetén lesz a fiiggvény folytonos.



3. fejezet

Differencialszamitas
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3.1. Differenciahanyados, differencialhanyados fogalma

3.1.1. Megjegyzés. A jegyzet tovabbi részében, ha mast nem mondunk [ egy
rogzitett nyilt intervallumot jelol.

3.1.2. Definicié. Tekintsiikk az f: I — R fiiggvényt és legyenek x1 és z2 olyan
valGs szdmok, melyekre x1, o € I és z1 # x9. Az f fiiggvény (z1; f(z1)) és
(z2; f(x2)) pontjaihoz tartozé differenciahdnyadosan az

fx2) — f(z1)
o — 1
hanyadost értjiik.

3.1.3. Definicié. Legyen xg € I. Az f: I — R fiiggvény z( helyhez tartozé
differenciahdnyados fiiggvénye a

) = L= e 1y g

fliggvény.

3.1.4. Megjegyzés. A differenciahanyados geometria jelentése az (ar:o; f (xg)),
(z; f(x)) pontokon 4thalad szel6 meredeksége.

J(z) = f(xo)

T — Ty

N

Zo T — T

3.1.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R fiiggvény differencidlhato
az xg € [ helyen, ha a differenciahanyados fiiggvényének 1étezik az x( helyen
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hatarértéke, és az véges, azaz 1étezik és véges az

T—T0 T — X0
hatarérték. Ekkor ezt a hatarértéket az f fliggvény xg-beli differencidlhdnya-
dosanak, vagy derivdltjanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény diffe-
rencidlhato, ha értelmezési tartomdnydnak minden pontjaban differencidlhat6.

Jelolések: f’(zo), %(Jﬁo), f(), %f(xo)-

3.1.6. Tétel. Megmutathatd, hogy az f: I — R fiiggvény pontosan akkor dif-
ferencidlhat6 az x¢ € I helyen, ha létezik a

lim f(zo+h) — f(zo)
h—0 h

hataréték, és véges.
3.1.7. Definicié. Az f: I — R fiiggvény x( helyhez tartoz6 bal oldali differ-
encidlhdnyadosan (bal oldali derivdltjan) az
T—To— T — I
hatarértéket értjiik, ha az 1étezik és véges.
Az f: I — R fiiggvény x helyhez tartoz6 jobb oldali differencidlhdnyadosan
(jobb oldali derivdltjan) az
Sy @) = o)
Fi(wo) = Mim ==

hatarértéket értjiik, ha az 1étezik és véges.

3.1.8. Tétel. Konnyen lathatd, hogy az f: I — R fiiggvény pontosan akkor
differencidlhaté az x¢y € I helyen, ha ott létezik a bal oldali és jobb oldali
derivaltja és azok értéke egyenld.

3.1.9. Definici6. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhat6 az x¢ € I helyen,
akkor az

y = f(xo) + ['(20) - (x — o)
egyenletli egyenest az f fiiggvény (wo; f (xo)) pontbeli érintd egyenesének,
vagy egyszertien érintéjének mondjuk.

3.1.10. Megjegyzés. A differencidlhdnyados geometriai jelentése a fiiggvény
grafikonjanak (xo; f (a:o)) pontjaba hizott érintd egyenesének meredeksége.
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érinté

3.1.11. Megjegyzés. Az alabbi tablazatban 6sszefoglaljuk a differenciahdnya-
dos és differencidlhdnyados definici¢jét, annak az 4tirdsét, valamint a geomet-

riai és fizikai jelentést:

h

differenciahdnyados | differencidlhdnyados
definici6 f(z)=f(@0) lim {@)=f(z0)
L=xo T—T0 T—To
definicié fzth)—f(z) lim {&th—f()

h—0 h

geom. jelentés

szel6 meredeksége

érint6 meredeksége

fizikai jelentés

atlagos megvaltozas

pillanatnyi érték
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Kidolgozott feladatok

121. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 fliggvényt és legyen zq = 5.

a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjat az xo helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosdnak értékét az xq helyen!

¢) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény grafikonjénak (xo; f(z0)) pontjaba hizott
e érint6 egyenesének meredekségét!
d) frjuk fel az e egyenes egyenletét!
e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!
Megoldas:
a) Mivel
f(xo) = f(5) = 5° = 25,

ezért a differenciahanyados fiiggvény = # 5 esetén:

xXr) — xr .’132— 2 xr — A\
sy = LD fo) _ 2P @B exD)

b) A differencidlhdnyados az x( helyen:
f'(5) = lim(z +5) =5+ 5 = 10.
z—5

¢) Az érint6 egyenes meredeksége: m = f/(5) = 10.
d) Az egyenes egyenletét y = m - x + b = 10z + b alakban keressiik.
Az egyenes illeszkedik az (5; f(5)) = (5;25) pontra, igy
256=10-5+5b = b= —25,

tehdt az egyenes egyenlete: y = 10x — 25.
e) Az e egyenes irdnyszoge:
tga =10 = o~ 84,29°.

122. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 1—12 fiiggvényt és legyen xg = 2.

a) Hatarozzuk meg az f fiiggvény differenciahdnyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjat az z( helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosanak értékét az ¢ helyen!
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¢) Hatdrozzuk meg az f fliggvény grafikonjanak (xo; f (:1:0)) pontjdba hizott
e érint6 egyenesének meredekségét!

d) Irjuk fel az e egyenes egyenletét!
e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!

Megoldas:
a) A differenciahdnyados fliggvény:
f@) = flwo) _ -3 _  4-a’
T — xo x—2  42?-(x—2)
_2-2)-2+2) z+2
4a2 - (x —2)  4da?’
b) A differencidlhdnyados az o = 2 helyen:
+2) 4 1
"(2) = li _ =——=—.
F2) = lim = 16 4
1
¢) Az érint$ egyenes meredeksége: m = f/(2) = 1

1
d) Az érint6 egyenes egyenlete: y = —Zx +0.

Az egyenes illeszkedik a (2; f(2)) = (2; i) pontra, igy

1 1 3
—=——-240b = b= -
4 4 * 4’
tehat az egyenes egyenlete:
1 n 3
=—-z+-.
YTt

e) Az egyenes irdnyszoge:

1
tga = ~1 = a =~ 165,96°.

123. Feladat. Tekintsiik az f(x) = \/x fiiggvényt és legyen z¢ = 4.

a) Hatarozzuk meg az f fiiggvény differenciahdanyados fiiggvényének legegy-
szer(ibb alakjat az z( helyen!

b) A kapott eredményt felhaszndlva adjuk meg az f fiiggvény differencidlha-
nyadosdnak értékét az xq helyen!

¢) Hatdrozzuk meg az f fliggvény grafikonjanak (a:o; f (xo)) pontjdba hizott
e érintd egyenesének meredekségét!
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d) Irjuk fel az e egyenes egyenletét!
e) Adjuk meg az e egyenes irdnyszogét!
Megoldas:
a) A differenciahdnyados fiiggvény:
sy T@ —F) _VE-VE_ Ee2 1
T — Zo x—2 (Ve —-2)-(Vz+2) o+2

b) A differencidlhdnyados az zy = 4 helyen:

1 1

’ IR _t

f(4)_i1151\/5+2 4

o) P Z !/ 1

¢) Az érint§ egyenes meredeksége: m = f/'(4) = 1

d) Az érint6 egyenes egyenlete:
1
y=4% +0.
Az egyenes illeszkedik a (4; f(4)) = (4;2) pontra, igy

1

tehat az egyenes egyenlete:

Ly
=—-z+1.
¥=1

e) Az egyenes irdnyszoge:

1
tga = — = o~ 14,04°.

4
124. Feladat. Egy hiit&be tett tiditdital h6mérsékletét a
300
T(t)=—5——-—-[°C
®) 24+t +10 el

figgvénnyel modellezziik, ahol ¢ a hiitbe helyezéstdl eltelt id6t jelenti draban.

a) Hatdrozzuk meg, hogy hdny [°CJ-os volt az idit6ital, amikor betettiik a hi-
t6be?

b) Hany [°C]-os volt az iidit6ital egy 6ra elteltével?

¢) Mennyi a hémérsékletvaltozas atlagos gyorsasdga az elsd két 6raban?

Megoldas:
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a) Mivel
300 ~ 300

== T _3
3-024+0+10 10 ’
ezért az uditGital 30[°CJ-os volt, amikor betettiik a hiitSbe.

b) Mivel

7(0)

300 300
T(l) = 5———==—"=25

(1) 124+1+10 14

ezért 25 [°CJ-os volt az tiditital egy 6ra elteltével.

¢) Mivel
300
T(2) = 50— =18,75
@) 22+2+10 T

ezért a hdmérsékletvaltozas atlagos gyorsasiga az elsd két draban
T(2)—-T(0) 18,75 —30 °C
= = —5,625 | —
2-0 2—-0 q

h
125. Feladat. A lim 127 = (@)
h—0 h

hogy az f(x) = x? fiiggvény derivaltja: f'(z) = 2x!

formulét felhaszndlva bizonyitsuk be,

Megoldas:
Mivel f(z) = 22 esetén
f@+h)—f@) (z+h)?—2® 2?4 2zh+h*—2?

h h h
_ 2zh+h*  h-(2z+h)
N h N h
ezértf’(x):I%i_r%2az+h:2x+0:2x.

= 2x + h,
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3.2. Derivalasi szabalyok

A kovetkezdkben r € Q, c € R és a > 0! Az aldbbi tablazatban megadjuk az
elemi fiiggvények derivaltfiiggvényeit.

f(z) Dy f(x) Dy
c R 0 R
T R 1 R
x” 10; o0] reat ! 10; 00|
sin x R cos & R
coST R —sinzx R
tgx R\{Z+k-7wlkeZ}| 2 |R\{5+k 7w|lkeZ}
ctgx R\{r+k-m|keZ} —Sinlgx R\{m+k-nm|keZ}
e’ R e’ R
a” R a®-lna R
Inz 10; 00| 1 10; 00|
log, = 10; 00| x~11na 10; 00
arcsin [—1;1] 11—x2 ] —1;1]
arccos [—1;1] — 11_x2 | —1;1]
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arctg x R ﬁ R
arcctg x R —ﬁ R

shz R chz R

chz R shx R

tha R Py R

ctha R\ {0} — o R\ {0}

arsh x R 11:52 R

arch x [1; 00 xé_l 115 00]
arthx | —1;1] L ] —1;1]
arcth x | — o0; —1[U]1; 00] —ﬁ | — o005 —1[U]1; 00]

Az alabbi tételekben a derivaldsra vonatkoz6 miiveleti szabalyokat adjuk meg.

3.2.1. Tétel. Ha az f,g: I — R fliggvények differencidlhatéak az xog € I
helyen, akkor az 0sszegiik (kiilonbségiik) is differencidlhaté az x( helyen és

(f +9) (x0) = f'(x0) + ¢'(20)-
3.2.2. Példa. Ha u(x) = 22 + 3, akkor
u'(z) = (22 +3) = (2?) +3 =22+ 0 = 2.

3.2.3. Tétel. Ha f: I — R differencidlhaté az g € I helyen és ¢ € R, akkor
c - f is differencidlhat6 az xg helyen és

(¢ f)(z0) = c- f'(xo).
3.2.4. Példa. Ha u(x) = 5sin x, akkor
/

u'(z) = (5sinz)’ =5+ (sinx) = 5cosx.
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3.2.5. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az xo € 1
helyen, akkor a szorzatuk is differencidlhaté x( helyen és

(f - 9) (o) = f'(20) - g(wo) + f (o) - ¢' (wo).
3.2.6. Példa. Ha u(z) = 22 - sin z, akkor
u'(z) = (%) -sinz 4 2 - (sinz) = 2z -sinz + 22 - cos .

3.2.7. Kovetkezmény. Ha az f, g, h: I — R fiiggvények differencidlhatéak
az xg € I helyen, akkor a szorzatuk is differencidlhaté xg helyen és

(f-g:h)(z0) = f'(20)-g(z0)-h(w0)+f (20)-g'(z0)-h(z0)+ [ (0) g(0)-h'(x0).
3.2.8. Példa. Ha u(z) = 22 - sinx - 2%, akkor
u'(x) = (2°) - sinz - 2° + 22 - (sinz)’ - 2% + 22 - sinz - (2%) =
=2z -sinz-2% + 22 - cosz - 2° + 2 -sinz - 2° - In 2.

3.2.9. Kovetkezmény. Ha az f1, fo, ..., fn: I — R fiiggvények differencial-
hatéak az xg € I helyen, akkor a szorzatuk is differencidlhatd x( helyen és

(f - f2r-o fo) (o) = fi(o) - fa(zo) - .- - fu(0)+
+ fi(@o) - fo(xo) .- fulzo) + - + fr(wo) - fa(20) - ... - fr(20)-
3.2.10. Tétel. Ha az f,g: I — R fiiggvények differencidlhatéak az xy € [
helyen, tovabba g(z) # 0 (x € I), akkor g is differencidlhat6 az x( helyen és
' F(@o) - glxo) — f(zo) - ¢/ (a0)
=) (z9) = 5 :
9 (9(x0))

3.2.11. Példa. Ha u(z) = =2 akkor

sinx’

(22)" -sinz — 22

sin?

o () = - (sinzx)’
3.2.12. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok. Haa g: I — J fuggvény

differencidlhat6 az z( helyen, tovabba az f: J — R fliggvény differencialhaté
a g(xo) helyen, akkor az f o g: I — R Osszetett fiiggvény is differencidlhaté

az xq helyen és
(f 09)'(z0) = f'(g(x0)) - ¢' (w0)-

3.2.13. Megjegyzés. Az elGbbi tétel szerint Osszetett fiiggvényt tehdt tgy de-
rivalunk, hogy el6szor derivaljuk a kiilsé fiiggvényt, abba a valtozé helyére
beirjuk az eredeti belsé fiiggvényt, majd az igy kapott eredményt megszoroz-
zuk a belsé fiiggvény derivaltjaval.
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3.2.14. Példa. Ha f(x) = sin(x2 4 1), akkor a kiils5 fiiggvény, a belsé fiigg-
vény és ezek derivéltjai az aldbbiak:
k(x) = sinx K(zx) = cosx
b(z) = 22+1 b(zx) = 2a.
Ezt felhaszndlva
f'(z) = cos(z® 4 1) - 2.

3.2.15. Kovetkezmény. Legyenek I, J és K nyilt intervallumok. Tegyiik fel,
hogy a h: I — J fiiggvény differencidlhat6 az xg helyen, a g: J — K fiigg-
vény differencidlhat6 a h(xg) helyen és az f: K — R fiiggvény differenci-
dlhat6 a g(h(zo)) helyen, akkor az f o g o h: I — R sszetett fiiggvény is
differencidlhaté az x( helyen és

(fo.g0h)(x0) = f'(9(hlx0))) - o (hlw0)) - W' (wo):
3.2.16. Példa. Az u(z) = cos (sin(z? 4 1)) fiiggvény derivaltfiiggvénye:
W' (z) = —sin (sim(:n2 +1)) - cos(x? +1) - 2.

3.2.17. Definicié. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhat6 az I intervallu-
mon, tovdbbd a derivéltja differencidlhaté az =g € I helyen, akkor azt mondjuk,
hogy f kétszer differencidlhato xo-ban. Jelolés:

(f'(z0)) = f"(z0).

Ha az f: I — R fiiggvény k — 1-szer differencidlhaté az I intervallumon,
tovabba a k — 1-edrendd derivaltja differencidlhaté az xg € I helyen, akkor azt
mondjuk, hogy f k-szor differencidlhaté xo-ban. Jelolés:

(f* D (a0))" = f® (o).
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Kidolgozott feladatok

126. Feladat. Adjuk meg az u(z) = z° + 2 fiiggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Az v fiiggvény derivaltfiiggvénye:
u'(z) = (2°) + 2/ = 52’
127. Feladat. Adjuk meg az

2
u(x):\/%+ﬁ+5

fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
2

5 = 2x72, ezért
T

Mivel \/x = 27 és
I -2
u(x) =x2 + 22 ° 45,

igy az u fliggvény derivaltfiiggvénye:

1 1 1 4
/ N - -3 _
u(m)—ix 2 —4x SRV
128. Feladat. Adjuk meg az
5
u(z) = T +2x+3
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Mivel ¥/22 = 23, ezért
2
u(z) = bz~ 3 + 2z + 3,
igy az u fiiggvény derivaltfiiggvénye:
10 10
u'(z) = —— 2T 2= 42,

3 3.y
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129. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = 2° - tgz
fliggvény derivéltfliggvényét!
Megoldas:
Az u figgvény derivéltfiiggvénye:

u'(z) = (2%) - tgx + 22 - (tgx) =2z -tgx + 22 -

cos?2zx’
130. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = /x - 5"
fliggvény derivéltfliggvényét!
Megoldas:
Mivel /z = 2, ezért
1
u(z) = z2 - 57,
igy az u fiiggvény derivéltfiiggvénye:
1
u'(z) = (x%)’ 5 4 g7 - (5%) = ix*% 5% 422 .57 In5 =
1
=_—— 5 5% - In 5.
SN +Vz n
131. Feladat. Adjuk meg az
u(z) =4% gz
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Az u figgvény derivéltfiiggvénye:
1
() = 4% - In4-1 4% . =
u'(z) nd-lgz+ 10
X
=4%.1n4-1 .
nElErt 0

132. Feladat. Adjuk meg az

u(z) =

22 +3zx—1
ea:
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fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:

Az v fiiggvény derivaltfiiggvénye:

o (z) = (22 43z — 1) -e* — (22 + 3z — 1) - (e*) _
(e%)?
r+3)-e —(z°+3x—1)-¢€
20+ 3)-e” —(z? 4+ 3z — 1) -€”
e2x

A szdmléloban e”-et kiemelve, majd elvégezve az egyszer(isitést

i () = (21:+3)-ex—(:252+3x—1)~ez _
ex

e -2x+3—22-3r+1) 4—x—2a

o2z ex
133. Feladat. Adjuk meg az

8
x
u(z) = sin z
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Az u figgvény derivéltfiiggvénye:
, (28) -sinz — 2% - (sinz) 827 -sinz — 2% cosx
u(z) = Ny = — )
sin” sin”
134. Feladat. Adjuk meg az
2(13
u(z) =
logs

fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:

Az u figgvény derivéltfiiggvénye:

(2%) -loggx — 27 - (loggz)’ 2% -In2-loggx — 27 - L

z-ln 3

u'(z) =
@) log3 log3 =

B 2% .In2-logz x — 7;{;-21113

log3 z
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2., 3
135. Feladat. Derivaljuk az f(x) = TJ fiiggvényt!
2?2 - sinx
Megoldas:
Legyen
Ax) =+ Yz =2+ 23

és

B(x) = 2? - sinz.
Ekkor

/ I 2

A($):2$+§-x 3
és
B'(x) =2z -sinz + z? - cos z.
Tehat
oy - Aa)Bw) — Aw) - Ba)
B(z)
2z + % x_%) ~2?-sinx — (22 + ¥x) - (22 - sinx + 22 - cos x)

(22 - sinx)?
136. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = (2?2 + 7z +2) -sinz

fliggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
Az u fiiggvény derivaltfiiggvénye:
u'(z) = (22 + Tz +2) -sina + (22 + Tz +2) - (sinz) =
= (22 +47)-sinz + (#* + 7z + 2) - cos x.
137. Feladat. Adjuk meg az

u(z) =z -sinx - e”

fliggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
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Az u figgvény derivéltfiiggvénye:
u'(z) = (x) -sinx-e® +x- (sinz) -e” +z-sinz- () =
=sinz-e* 4+ x-cosx-e’ +x-sinx-e”’.
138. Feladat. Adjuk meg az

u(x) = In(sin z)

fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:
A kiils6 fiiggvény, a belsd fliggvény €s ezek derivaltjai az aldbbiak:
1
k(x) = Inz K(x) = -
x
b(x) = sinz b (z) = cosuz.
Ezt felhaszndlva
1 X
u'(r) = —— -cosx = P ctgx.
sin x sin x

139. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = In(z? + 32)
fuggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
A kiils6 fiiggvény, a belso fliggvény €s ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(z) = Inzx K(x) = =
b(r) = 22+ 3w b(z) = 2243

Ezt felhasznalva

figgvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
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A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivéltjai az aldbbiak:
k(x) = € K(z) = €
b(x) = sinz b(r) = cosuz.

Ezt felhasznalva

figgvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:
A kiilsé fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai az alabbiak:
k(x) = 37 E(x) = 3"-In3
bx) = tgz Viz) = .
Ezt felhasznalva
1 e .
u'(x) = 387 . In3 - _3 n3.
cos?(x) cos?(x)

142. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = (x? +2)1°

fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:

A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(z) = 2 K (z) = 1027
b(z) = 22+2 Viz) = 2z

Ezt felhaszndlva
u'(z) =10 - (22 +2)% - 22 = 20z - (2% + 2)°.
143. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = tg(z? + z)
fliggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
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A kiils6 fiiggvény, a belsé fiiggvény és ezek derivéltjai az aldbbiak:

1
k; — t k/ = _
(@) = tge (@) = —
b(z) = 2?+x V(z) = 2z+1.
Ezt felhasznalva
1 2z +1

o (x) = (2w 41) =

cos?(z2? + x) cos?(z? + x)’

144. Feladat. Adjuk meg az

u(x) =vVa2+5x+6

fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:
A kiils6 fiiggvény, a belso fiiggvény €s ezek derivaltjai az aldbbiak:
k(z) = Vx= 22 K(x) = %:{;7%
b(z) = 22+52+6 b(x) = 2x+65.
Ezt felhaszndlva
2x 45

1
u’(x):5-(372—1-51'—&-6)*%-(2374-5):

145. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = (2% +4)3 - sin(z? + 22 4+ 1)

2-vV22+5r+6

fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:

Legyen
Az) = (2® +4)°

B(z) = sin(2? + 2z + 1).

Az A fuggvény esetén a kiilss fiiggvény, a belsd fiiggvény és ezek derivaltjai
az aldbbiak:

k(z) = a3 K (x) = 322
b(z) = 22+4 b(z) = 2.
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Ezt felhasznalva
Al(x) =3 (2* +4)* 2z =62 - (2® +4)°
A B fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:
k() = sin x E(x) = cosx

b(x) zt+2r 4+ 1 V(z) = 4a3+2.

Ezt felhasznalva

B'(z) = cos(z* + 2z + 1) - (42° + 2).
Tehat az u fliggvény derivaltfiiggvénye:

u'(x) = A'(x) - B(z) + A(z) - B'(z) =

=62 - (2% +4)? - sin(z? + 20 + 1)+

+ (22 +4)3 - cos(z? + 22 + 1) - (42® + 2).
146. Feladat. Adjuk meg az
_ sin(y/a) + Vsinz

u(x) =

o2z

fliggvény derivéltfiiggvényét!

Megoldas:

Vezessiik be az
A(x) = sin(y/x) B(z) = Vsinz = (sinz)?
C(x) =e*

jeloléseket.
Az A fiiggvény esetén a kiilsG fliggvény, a belss fiiggvény és ezek derivaltjai
az alabbiak:

k(x) =  sinx K(x) = cosz
1 , 1 1
b(z) = ax=a2 b(z) = 5%

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
Al(z) = cos(Vx) - g = W)

—_
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A B fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:

k(x) = \/E:m% E(x) = g3
b(x) =  sinz b(z) = coszx.

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

CcosS ¥
2-+/sinx

A C fiiggvény esetén a kiilsG fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:

N

B'(z) = L (sinz)”2 - cosz =

2

k(x) = e* E(x) = &°
bx) = 2z b(z) = 2.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
C'(x) = e*® - 2.
Az v fiiggvény derivéltfiiggvénye:
i () = (A(2) + B(2))"- C(z) — (A(z) + B(=)) - C'(z) _
C?(x)
— (A(z) + B(z)) - C'(x)

(4'(x) + B'(x)) - C(x)
C?(x)

cos(y/x) cos . . : x
<2'\/5 —1—2.\/@) -e** —(sin(y/z) + Vsinz) - €? -2.

el
147. Feladat. Adjuk meg az
u(z) = m + cos’
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Vezessiik be az
A(x) = sin(z? + 3); B(z) =logy(7x +5)

C(z) = cos®
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jeloléseket.
Az A fuggvény esetén a kiils fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai
az aldbbiak:

k(x) = sinx K(zx) = cosx
b(z) = 22+3 b(z) = 2x.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
A'(x) = cos(x® + 3) - 2.

A B fiiggvény esetén a kiils6 fiiggvény, a belsd fiiggvény és ezek derivaltjai az
aldbbiak:

1
k — ]_ kj, =
@ = loga @ =
b(x) = Tor+5 b(z) = 7.

Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
1 7

O PR L —
@) = Fa g5y 2 (72 +5) - In2

A C fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a belso fliggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:

k(z) = a° K(z) = 5t
b(z) = cosz b(z) = —sinuz.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
C'(z) =5 (cosx)t- (—sinz) = =5 - cos’ z - sin .

Az u fiiggvény derivaltfiiggvénye:
_ A(z) - B(z) — A(z) - B'(x)

u/(x) B2(x) + C’(gj) —
_c%@3+$-%vb&wx+®‘“m@2+$'Wx+;-m2_
log3(7z + 5)
—5-cos*z-sinz.

148. Feladat. Adjuk meg az

V& B 4 e
In(4x + 1) - ctg(a? + 2)

u(x) =
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fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Vezessiik be az
A(z) = V7 + 32 B(z) = ¥n®
C(r) =In(4x + 1) D(z) = ctg(z? +2)

jeloléseket.
Az A fiiggvény esetén a kiils6 fiiggvény, a belsd fiiggvény és ezek derivaltjai
az alabbiak:

k(z) = z= z3 K(z) = gt
b(z) = 2°+3x V(r) = 5at+3.
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

A(z) = % (@ +32) 8 - (52 1 3).

A B fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:
k(x) = € E(z) = e

b(x) = sinx b (z) = cosuz.
Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
B'(z) = ™% . cos .

A C fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a belso fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:
k(x) = Inz E(x) =
b(x) = 4dx+1 V(z) =
Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

R

1,4
441 0 4dx+17

A D fiiggvény esetén a kiilsé fiiggvény, a bels6 fiiggvény és ezek derivaltjai az
alabbiak:

C'(x)

k(x) = ctgx K(x) = — 12

sin @
b(z) = 22+2 V(z) = 2x.
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Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
, 1 2z
A R e 1Y
Az v fiiggvény derivaltfiiggvénye:
() = (A(:n) + B(ZL‘))/ -C(z) - D(z) — (A(w) + B(x)) . (C(a:) . D(;r)) B
s C*(a) - D*(a) B
_ (A(2)+ B'(z)) - C(x) - D(x)
C?(x) - D?(x)
B (A(av) + B(a:)) . (C’(:B) -D(z)+ C(x) - D’(w))
C*(z) - D*(x)
( Srt3 | osing . oog 33) ‘In(4x + 1) - ctg(x? + 2)

—2:V/z5+3z
(In(4z + 1) - ctg(z? + 2))2

. 4-ctg(z?+2) In(dr+1)-2z
/5 3 sinzx) ( _ >
(Va? + 3 +e7) dr 41 sin?(x2 + 2)

!/

2
(In(4z + 1) - ctg(a? + 2))

149. Feladat. Adjuk meg az

2.%')

u(z) = In(sin
fiiggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:

Ha f(z) = Inz, g(x) = 22 és h(x) = sin z, akkor
u() = fogoh(z) = f(g(h(@))),
igy a tobbszordsdn dsszetett fiiggvény derivaltja:
W' (@) = 1 (9(h(@))) - o (h()) - W (2).

Tehat

1 . 2sinx - cosx

—5— 2-sinz-cosx = —— 5 —— = 2ctga.
sin” x sin® x

150. Feladat. Adjuk meg az

u(z) = sin(2? + 3z)°

o' (z) =
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fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
Ha f(z) = sinx, g(z) = 2° és h(z) = 22 + 3z, akkor
u(w) = fogoh(x) = f(g(h(x))).
igy a tobbszoroson sszetett fiiggvény derivaltja:
u(@) = ' (9(h(@))) - g (h(@)) - W ().

Tehat
u'(z) = cos(z® 4 3x)° -5 (22 + 3z)* - (22 + 3).

151. Feladat. Legyenek f és g differencidlhat6 fiiggvények, melyek helyette-
sitési értékét, valamint a derivaltfiiggvények helyettesitési értékét az x = 1;2;3
helyen az aldbbi tdbldzat mutatja:

Legyen p(z) = f(x) - g(x) és h(z) = g o f(x). Hatdrozzuk meg a p'(3) és
1 (2) értékeket!

Megoldas:
Felhaszndlva a szorzatfliggvény derivéldsi szabdlyat azt kapjuk, hogy
P(3) = F(3)-9(3)+ £(3) - g'(3) =2-4+1-3=1L.
Az Osszetett fliiggvény derivalasi szabalya szerint
M(2) =g (f(2) f(2)=¢(1)-4=4-4=16.
adddik.

152. Feladat. Tekintsiik az f(z) = x - sin 2z fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
f/(m) értéket!

Megoldas:
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A szorzat és Osszetett fiiggvény derivaldsi szabdlydt alkalmazva azt kapjuk,

hogy
f/(x) = sin 2x + 2x - cos 2x.

Ekkor f'(m) = sin 27 4 27 - cos 2w = 2.
153. Feladat. Tekintsiik az

X
xTr) =
f@) = g
fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az f/(3) értéket!

Megoldas:

A hényados és osszetett fliggvény derivalasi szabalyat alkalmazva azt kapjuk,
hogy

) = x2—8—x-%'(x2—8)*%'2x: 22 — 8 — 52_8:
z? -8 z? —8
22— 8 — 22 -8

12 —-8- (22 -8) (22 -28)
Ezt felhaszndlva f'(3) = —8.

154. Feladat. Tekintsiik az
Va? + Tx + 8 - 3957
u(z) =
lg(6z+1)+1
fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az f/(0) értéket!
Megoldas:

W

Vezessiik be az
Aw) = VT + 7518 Bla) = 3%
C(zx) =1g(6z+1)+1

jeloléseket!

Az A fiiggvény kiilsé fiiggvénye, belsé fiiggvény és ezek derivéltjai az aldb-
biak:

k() = z=axb M) = L.o73
b(r) = 22+T7x+38 b(x) = 20+47.

Tehat

A@)=- (2 +Tz+8)73 -2z +7).

Wl =
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A B fiiggvény kiils6 fiiggvénye, belsé fliggvény és ezek derivéltjai az aldbbiak:
k() = 3% K(z) = 3%-In3
b(x) = cosx b(r) = —sinx.

Tehat
B'(z) = 3°°" . In3- (—sinz).

A C fuggvény kiils6 fliggvénye, belsd fiiggvény és ezek derivaltjai az alabbiak:

k(z) = lgx K(x) = m

b(x) = 6x+1 b(xr) = 6.
Tehat ) 6

C'(z) = =

-6 .
(6x+1)-1n10 (6 +1)-1In10
Felhaszndlva a szorzat és hanyados fliggvény derivalési szabdlyat azt kapjuk,
hogy
[A'(z) - B(z) + A(z) - B'(2)] - C() - (A(2) - B(x)) - C"(2)

f'(a) = £
Tehat
s [A(0) - B(0) + A(0) - B'(0)] - C(0) = (A(0) - B(0)) - C"(0)
Mivel

A(0) = V02 4+7-04+8=2;
B(0) = 30 = 3;
C0)=1g(6-0+1)+1=1,

tovabbd
1 2 17 7
! _ — . 2 . — 3. . = — e = = —
AO) =5 (0 +T7-048)75-(2:047) =3+ 7 = 15
B'(0) =3°.In3- (—sin0) = 0;
6 6
c'(0) =

6-0+1)-In10 In10’
ezért azt kapjuk, hogy

7 6
£(0) = (5:3+42-0)-1-(2-3)- 5% 7 36
1 4 10
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155. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = tg (z* + 32)"°
fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldis:
A deriviltfiiggvény:

L 2 4 32) - (20 4 30
f(x) = 10- (22 +32)°- (20+3) = (x® + 3z)” - (202 + 30)

cos?(22 + 3x)10 cos?(x? + 3z)10
156. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(x) = (2’ +3)°

fliggvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:
A derivaltfiiggvény:
1 30z* - (25 +3)5  302*
") = 6 (2°+3)° .5t = = )
@)= gy 6 (@7 3750 (@5 + 3)6 P +3

157. Feladat. Hatdrozzuk meg az

f(2) = sh (Va2 +3)

figgvény derivaltfiiggvényét!

Megoldas:
A derivaltfiiggvény:
1 1 z - ch(va? +3)
() =ch (Va2 +3)- = - (2> +3)72 -2z = .
fl@) = (Va2 +3) 5+ (% +3) =

158. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) =ch (V2z +1)

fliggvény derivéltfliggvényét!

Megoldas:
A derivaltfiiggvény:
1 1 x-sh(v2z +1)
"(z) = sh (V2 1) =2z +1)"2 -2z = .
fa) =sh (Va£1) 5o Qab 1) E 2w = S
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159. Feladat. Hatdrozzuk meg az

@) = e2C0)
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
A derivaltfiiggvény:

F(x) = e . (—sin(22)) - 2 = —2 - e°(2?) . gin(2x).

160. Feladat. Hatirozzuk meg az

() = 3n(22)
fliggvény derivéltfiiggvényét!
Megoldas:
A derivaltfiiggvény:

f(x) = 322) .In 3. cos(2z) - 2 = 2In 3 - 3527 . cos(22).
161. Feladat. Hatarozzuk meg az
f(z) =’z —1)

fliggvény derivaltfiiggvényét!
Megoldas:
A derivaltfiiggvény:

2
(@) :3'1n2(a:—1)-$11 _3 h;(_xl D)
162. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = sin®(2? + 1)
fliggvény derivéltfliggvényét!
Megoldas:
A derivaltfiiggvény:
f'(z) =5-sin*(? + 1) - cos(x? + 1) - 22 = 10z - sin* (2® + 1) - cos(z? + 1).
163. Feladat. Hatdrozzuk meg az
f(z) = tg" (2® + 52%)"°
figgvény derivaltfiiggvényét!
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Megoldas:
A derivaltfiiggvény:

1
cos?(z3 + 5x2)10

f'(z) = 4-tg® (23 +52%)1°. 10- (23 +52%)% - (322 + 102)

164. Feladat. Adjuk meg az f(x) = z-e” fuggvény derivéltjanak zérushelyét!
Megoldas:
A fliggvény derivéltja:

fl(x)=e"+x-e"=¢"- (1+2).

A derivalt fliggvény zérushelyét az
e’ - (1+2z)=0
egyenlet megoldasa adja. Mivel azonban e” # 0, ezért 1 +x = 0, igy z = —1.

165. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = 2% - e® fiiggvény derivéltjdnak zé-
rushelyét!

Megoldas:
A fliggvény derivéltja:
fl(z) =2z - e" 4 2% - e® = e - (2 + 21).
A derivalt fiiggvény zérushelyét az
e® - (22 4 2x) = 0.

egyenlet megolddsa adja. Mivel azonban e # 0, ezért > + 2z = 0, azaz
x - (x +2) =0, amibdl 1 = 0, illetve zo = —2 adddik.

166. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = 22 - Inx fiiggvény derivéltjanak
zérushelyét!

Megoldas:
A fiiggvény derivaltja:

=2z -Inz + x.

8|

fl(x) =2z -Inz+ 2%

A derivalt fliggvény zérushelyét a

20 -Inz+x =0
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egyenlet megolddsa adja. Ha kiemeliink x-et, akkor az

z-(2lnx+1)=0

egyenlethez jutunk. Egy szorzat ugy lehet 0, ha valamelyik tényezgje 0, igy
x = 0, vagy 2Inz + 1 = 0 adédik. Az x értéke nem lehet 0, mivel az nem
eleme az In z fliggvény értelmezési tartomanyanak, igy csak 2Ilnz + 1 = 0
teljesiilhet. Mindkét oldalbdl 1-et kivonva, majd az egyenletet 2-vel osztva

1
2lnz=-1 = Inz= 3

adédik, amibdl a logaritmus definicidjat felhasznalva azt kapjuk, hogy
1 1

r=e

et Ve
167. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 2* 4822 —22+1 fiiggvény masodrendii
derivaltjat!

Megoldas:

[N

A fiiggvény derivaltja:
f(x) = 423 + 162 — 2.
a masodrendi derivalt:
f(z) = 1222 + 16.
168. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = In x fiiggvény n-edrendd derivaltjat!
Megoldas:
A fiiggvény derivaltja :
fl(x) = o= z .
A mdsodrend( derivalt:

A harmadrendii derivalt:

2
" -9 -3 _ =
() =270 =

Ebbdl megsejthetd, hogy az n-edrendi derivalt:
gy = E - m DL

l.n
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169. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = sin x fiiggvény n-edik derivaltjat!
Megoldas:
A fiiggvény derivaltja f'(z) = cosx, masodik derivdltja f”(z) = —sinz,
harmadik derivaltja f”/(z) = — cosz, negyedik derivaltja f(*)(z) = sinz.
Innentdl kezdve ugyanezek a derivaltak ismétlédnek, igy

sinx, han = 4k (azaz, ha n oszthatd 4-el)
f(") () = cosx, han =4k + 1 (azaz, ha n 4-el osztva 1 maradékot ad)
] —sin x, han =4k + 2 (azaz, ha n 4-el osztva 2 maradékot ad)
—cosxz, han =4k + 3 (azaz, ha n 4-el osztva 3 maradékot ad).

170. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2 - Inz fiiggvényt! Hatdrozzuk meg az
17(1) értéket!

Megoldas:

A fiiggvény derivaltja:

1
f’(a:):2x~lnx+x2-;:2x-1nw+x:x-(2lnx+1).

A masodrendd derivalt:
2
f"(@)=2lnz+1+x-==2hx+3.
x

Ezt felhaszndlva: (1) =2-In1+3 = 3.
171. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) = In(1 + 2?) fiiggvény mésodrend
derivéltjanak zérushelyeit!
Megoldas:
Az dsszetett fliggvény derivélasi szabalyat alkalmazva
1 2z
/

A hanyados fiiggvény derivalasi szabalyat alkalmazva

() = 2-(1+22) — 2222 _ 2 — 272

(1+ 22)2 (1+ 22)2

adodik. Meg kell oldanunk az f”(z) = 0 egyenletet. Egy tort csak akkor lehet
0, ha a szamlalGja 0, igy a 2 — 222 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amibé]
x1 = —1, illetve o = 1 adddik.
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3.3. L’Hospital-szabaly

3.3.1. Tétel. (L’Hospital-szabdly.)

Legyen —co < a < b < oo, f,g: |a;b[— R, éslegyen a < xy < b. Ha f
és g differencidlhato fiiggvények az ]a; b[\{zo} halmazon és ¢'(z) # 0 minden
x €|a; b|-re, tovabba

lim f(z)= lim g(z) =0 vagy lim f(x)= lim g(z) = oo,

T—T0 T—T0 Tr—xTQ Tr—xTQ
/
tovabba 1étezik a lim 5 ,Eg véges vagy végtelen hatdrérték, akkor 1étezik a
T—T0
lim £ hatdrértek is és
z—zg 9(2)

lim f(@) = lim f'(z)

rov0 glx) oo gz)”

3.3.2. Megjegyzés. Az elGbbi tétel akkor is érvényben marad, ha

lim f(z)= lim g(z) = —o©
T—xTQ T—xQ
vagy
lim f(x) =—oc0és lim g(z) =00
T*—T0 T—x0
vagy
lim f(z) =o00és lim g(z) = —o0.
T—xQ T—TQ

0 00

3.3.3. Megjegyzés. A L'Hospital-szabdly ,,5” vagy ,,= " alakd hatdrért€k meg-
hatdrozdsdra haszndlhatd, azonban megfeleld helyettesitéssel mds alaku fiigg-
vények hatdrértéke is kiszdmolhat6 a segitségével.
Ha a hatarérték ,,0 - 0o alaki, azaz ha f és g olyan fiiggvények, hogy

lim f(x) =06s 27li_}nmlO g(z) = £o00, akkor az egyik lehetGségiink, hogy

T—T0
lim f(z)-g(x) = lim @,
T—T0 T—rT0 m

ami mdr J alakd, ugyanis lim f(z) = 0 és mivel lim g(z) = oo, ezért
T—T0 T—T0
1

lim —= = 0. A masik lehet&ség, hogy

T—T0 g(z)

lim f(z)- g(x) = lim =,

T—rT0 T—T0) ——
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ami mar 2 alakd, ugyanis lim g(x) = oo és mivel lim f(z) = 0, ezért
oo T—T0 T—T0

S
xlgl;g e +o00.

Ha a hatarérték 0° alakd, azaz ha f és g olyan fiiggvények, hogy lim f(z) =0
Tr—x0
és lim g(x) = 0, akkor a

T—T0

lim f(z)?®)

T—T0
hatarérték dgy szdmolhatd, hogy elvégezziik a
lim f(2)9@® = lim /@’ = lim @)W/
T—T0 T—I0 T—T0

atalakitdst és ekkor mar lim ¢(z)-In f(x) egy 0-(—o0) alakd hatarérték, amire
T—T0

mdr alkalmazhat6 a kordbban leirt eljaras.
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Kidolgozott feladatok

sin bx

172. Feladat. Szdmoljuk ki a lirr%] hatdrértéket!
T—

T
Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

lim sinbz =sin0 =0 és lim 40 =0
x—0 x—0

adodik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhat6
a L’Hospital-szabdly:

. sinbzx ( sin 533) . b-cosbx b
lim lim lim = —
z—0 x z—0 (433)/ x—0 4 4

sin(x — 4)

173. Feladat. Szamoljuk ki a lirr}L hatarértéket!
T—

Megoldas:
Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét €s kiilon a nevez6ét

Iim sinz —4=sin0=0 és lim 2x—8=2-4—-8=0
r—4 r—4

adédik, igy mind a szamldld, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhat6
a L’Hospital-szabdly:

lim sin(x — 4) . (sin(z — 4))/ — lim cos(z — 4) _ 1
z—4  2x — 8 a—4 (22— 8) z—4 2 2
2 —2x+1
174. Feladat. Szdmoljuk kia lim ~— ~* " hatarértéket!
z—1 4 —1
Megoldas:

A szamlalo6 hatarértéke:

lim (22 =22 +1)=1>-2-14+1=0,
r—1

a nevezd hatarértéke:

lim (22 -1)=12-1=0,

r—1
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igy azt kaptuk, hogy mind a szdmlal6, mind a nevez hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhaté a L’Hospital-szabdly:

sin 2x

175. Feladat. Szdmoljuk ki a lim
z—0 SIn ox

hatérértéket!

Megoldas:

27z

Kiilon kiszamolva a szamlalo hatarértékét és kiilon a nevez6ét

lim sin2z =sin0 =0 és lim sin3z =sin0 =0
x—0 x—0

adddik, igy mind a szdmléld, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabély:

. sin 2x . ( sin 2:):)/ . 2cos2x 2
lim — =lim —% = lim = —.
z—0 sin3x  z—0 ( sin 356) z—0 3cos3x 3

Z

hatarértéket!

176. Feladat. Szamoljuk ki a lim

z—0 sin bz

Megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalé hatarértékét és kiilon a nevezdét
lim (1—e*)=1-e"=0 és lim sin5z =sin0 =0
z—0 z—0

adddik, igy mind a szamlalé, mind a nevezd hatarértéke 0, tehat alkalmazhatd
a L’Hospital-szabaly:

. 1—¢e* . —e”
lim — = lim = ——.
z—0 sinbx  z—0 5cosbx 5

3z

177. Feladat. Szamoljuk ki a lir% hatarértéket!
T—r

X
Megoldas:

Kiilon kiszamolva a szamlalé hatarértékét és kiilon a nevezbét

lim (1-2)=1-1=0  és lim = =0

z—0 z—0
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adodik, igy mind a szdmlél6, mind a nevezd hatdrértéke 0, tehét alkalmazhatd
a L’Hospital-szabdly:

1—2% —3-2%%.In2
lim = lim —3:2 In2 = —3In2.
z—0 T z—0 1
.. . .. 1l—cos2z L
178. Feladat. Szamoljuk ki a lim ——— hatarértéket!

z—0 1 — cos4x
Megoldas:
A szamlalé hatarértéke:

lim (1 —cos2x) =1—-cos0=1—-1=0,
x—0

a nevezd hatarértéke:

lim (1 —cosdx) =1—cos0=1—-1=0,

x—0

igy azt kaptuk, hogy mind a szdml4l6, mind a nevezd hatarértéke 0, tehdt alkal-
mazhaté a L’Hospital-szabdly:
1 — cos2x . (1 — cos 2:15)’ . 2sin 2%

lim ——— =lim —%~ = lim — .
z—0 1 —cosdr  z2—0 (1 —COS4I), z—0 4sin4x

A kapott tort szamlaléjanak és nevezGjének szintén 0 a hatarértéke, igy ismétel-
ten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt:

2sin 2x _ 4 cos 2z _ 4 _ 1
250 dsindz  16cos3z 16 4°

179. Feladat. Szamoljuk ki a

) e5a;
lim —
T—00 I
hatarértéket!
Megoldas:
A szamlalé hatarértéke:
lim € = o0,
Tr—00

a nevezd hatarértéke:

lim z* = oo,
T—r00
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igy azt kaptuk, hogy mind a szdmldl6, mind a nevez$ hatarértéke oo, tehat
alkalmazhat6 a L’Hospital-szabdly:
6533 e5$ .5

lim — = lim
T—00 I r—oo  2x

A kapott tort szdmldlojanak és nevezdjének szintén oo a hatirértéke, igy is-
mételten alkalmaznunk kell a L’Hospital-szabalyt:
™5 .25

lim = lim
z—o0 21 T—00

oQ.
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3.4. Fiiggvényvizsgalat

Ebben a fejezetben a kovetkezd roviditésekkel éliink:

mon. monotonitas
konv. konvexitas
lok. min. | lokalis minimum
lok. max. | lokalis maximum
i.p. inflexi6s pont
n.é. nincs értelmezve

3.4.1. Tétel. Legyen f: I — R differencidlhat6 fiiggvény. Az f fiiggvény
pontosan akkor monoton ndvekvé I-n, ha minden x € I esetén f'(x) > 0.

Az f fiiggvény pontosan akkor monoton csokkend /-n, ha minden « € I esetén
f'(z) <0.

3.4.2. Tétel. Az f: I — R kétszer differencialhaté fiiggvény pontosan akkor
konvex I-n, ha f”(x) > 0 minden x € I esetén.

Az f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény pontosan akkor konkav I-n,
ha f”(x) < 0 minden = € I esetén.

3.4.3. Megjegyzés. Ha az f: [ — R fiiggvénynek az oy € I helyen megval-
tozik a konvexitdsa, akkor f-nek az xq helyen inflexids helye van. Ilyenkor az
(z0; f(x0)) pontot inflexids ponmak nevezziik.

3.4.4. Tétel. Legyen f: I — R differencialhaté fiiggvény. Ha f-nek az xg € 1
helyen lokdlis szélsGértéke van, akkor f/(zg) = 0.

3.4.5. Megjegyzés. Az elobbi tétel megforditdsa nem igaz, ugyanis példaul az
f(x) = a3 fiiggvénynek az 9 = 0 helyen a deriviltja 0, azonban az f fiigg-

P

vénynek az xq helyen nincs lokalis széls6értéke.

3.4.6. Tétel. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény. Ha f-nek
az xo € I helyen inflexiés helye van, akkor f”(zq) = 0.

3.4.7. Megjegyzés. Az elobbi tétel megforditdsa nem igaz, ugyanis példaul az
f(x) = x* fiiggvénynek az xop = 0 helyen a masorend derivéltja 0, azonban
az f fuggvénynek az xg helyen nincs inflexios helye.
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Kidolgozott feladatok

180. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2® — 3z fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csdkkend a

fliggvény és adjuk meg lokalis szélsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Véazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

7z

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globalis) szélsdértékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megoldédsaval kapjuk:
23— 3z =0 = z- (2 —-3)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, amibdl azt
kapjuk, hogy = = 0, vagy 2% — 3 = 0.
Az 22 — 3 = 0 egyenlet megolddsa: x = 4+/3 adédik.
Tehit a fiiggvénynek harom zérushelye van: 0; v/3; —/3.

¢) A fiiggvény derivaltja: f'(x) = 322 — 3. A derivéltfiiggvény zérushelyei,
vagyis a 3x2 — 3 = 0 egyenlet megolddsai:

312-3=0 = 32°=3 = 2*=1 = x=+1.

Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk ossze:
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x J—oo—1[| -1 |]-1L1] 1 J1; 00]
f(x) + 0 0 +
f(z) Vs lok. max. lok. min. |
f(@) 2 -2

d) A fiiggvény masodrendd derivdltja: f”(z) = 6x. Ennek zérushelye, va-

gyis a 6 = 0 egyenlet megolddsa: x =

0. Ennek megfelelGen tabldzatba

foglalva megvizsgaljuk a masodrendi derivalt el6jelét, amibdl kovetkeztet-

hetiink a fiiggvény konvexitdsara:

x ] —00;0[ | 0 | ]0;00]
1" () = 0| +
f(z) konkdv | i.p. | konvex
f(z) 0

e) Az értelmezési tartomény hatarpontjai —oo és co.

lim f(z)= lim (23 —32) = —oc;
T—>—00 T—r—00

. B 3 .
LILH;O flz) = mli}nolo(x 3z) = oc.

f) A fiiggvény grafikonja:
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g) Ertékkészlet: y € R.

h) Korlatossdg: nem korlatos.

i) Paritds: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.
j) Nincs globdlis szélséértéke.

181. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2* — 423 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fliggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a

7z

fliggvény és adjuk meg lokalis szélsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

7z

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
xt — 423 =0 = 23 (x—4)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,
vagy r = 4.

¢) A fiiggvény derivéltja: f’(x) = 423 — 122%. Meghatdrozzuk ennek zérushe-
lyeit, azaz megoldjuk a 42> — 1222 = 0 egyenletet. Ebbl 22-et kiemelve

2% (4 —12) =0
adédik, ami csak gy lehet, ha 2 = 0, azaz x = 0, vagy 4z — 12 = 0,

amibdl 4x = 12, igy x = 3. Az elsé derivilt eldjelét tablazatban foglaljuk
0ssze:
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x ] — 0030 0 10; 3 3 35 00]
(@) - 0 - 0 +
f(z) \, | nincs szélsériék | N\, |lok. min. |
f(z) 0 27

d) A fiiggvény masodrendi derivaltja: f”(x) = 122 — 24x. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1222 — 242 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Ha z-et kiemeliink,
akkor z - (12z — 24) = 0 ad6dik. Egy szorzat gy lehet 0, ha valamelyik
tényezdje 0, igy x = 0 vagy 12z — 24 = 0, amibdl z = 2. Ennek megfele-
18en tablazatba foglalva megvizsgdljuk a masodrendii derivalt el6jelét:

x ] —o0;0[| O | ]0;2] 2 | ]2;500]
1" (x) + 0 — 0 +
f(x) konvex | i.p. | konkdv | i.p. | konvex
f(x) 0 —16

e) Hatéarérték az értelmezési tartomany hatdrpontjaiban:

. A W 423 — An

lim f(z) = lim (2! — 42%) = cc.
T—00 T—00
f) A fiiggvény grafikonja:
40

30

20




164 Fiiggvényvizsgdlat

g) Ertékkészlet: y € [—27; ocl.

h) Korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

i) Paritds: nem péros és nem pératlan.

J) Minimuma van. Minimum hely: z = 3. Minimum érték: y = —27.

182. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2* — 222 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) szélsdértékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
zt =222 =0 = 22 (22 —-2)=0.
Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényez&je nulla, igy x = 0,
illetve x = +£+/2.

c) A fiiggvény derivaltja: f’(z) = 423 — 4x. Meghatdrozzuk ennek zérushe-
lyeit, azaz megoldjuk a 423 — 4z = 0 egyenletet. Ebbdl 4z-et kiemelve

4o - (22 —1) =0
adédik, ami csak gy lehet, ha 4x = 0, azaz x = 0, vagy 22 —1 = 0, amibdl

azt kapjuk, hogy x = +1. Az els6 derivalt eldjelét tablazatban foglaljuk
0ssze:
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x | —oo;—1[| -1 |]=1;0] 0
f(x) - 0 + 0
f(z) \ lok. min. | | lok. max.
f(x) -1 0

T 10; 1] 1 ]1; 00
F(x) - 0 +
f(z) \, |lok. min.|
f(x) —1

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja: f”(z) = 122° — 4. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1222 — 4 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk, hogy
x = :t%. Ennek megfeleléen tablazatba foglalva megvizsgéljuk a mdsod-

rendd derivalt el6jelét:

o1 1 1.1 1 1.

v }‘OO*%{ s }_%%[ V3 MO@[
() + 0 — 0 +
f(x) konvex i.p. konkdv i.p. | konvex
/(@) 5 5

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim (2% —22%) = oo;
T——00 T——00
lim f(z) = lim (2! — 22%) = cc.

f) A fiiggvény grafikonja:
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1.5

0.5

2 -1\5 -1 -08 |[0\N05 1 156 2 2

g) Ertékkészlet: y € [—1; o0].

h) Korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

i) Paritds: péros.

J) Minimuma van. Minimum hely: £ = —1 és z = 1. Minimum érték:
y=—L

183. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2* — 522 + 4 fliggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!
¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a

P

fliggvény €s adjuk meg lokalis szélsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitas szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatdrpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

P

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
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b) A zérushelyet az x* — 52244 = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk. Bevezetve

d)

a k = 22 jelolést azt kapjuk, hogy
k* — 5k +4 = 0.

A masodfoki egyenlet megoldoképletének alkalmazasaval

5++25—-16 5+3
2 2

k12 =

adodik, igy k1 = 1, illetve ko = 4.
Mivel k = 2, ezért az 2> = 1 egyenletbdl azt kapjuk, hogy = +1, az
x? = 4 egyenletbdl azt kapjuk, hogy = = +2.

A fiiggvény derivdltja: f'(z) = 423 — 10x. Meghatdrozzuk ennek zérushe-
lyeit, azaz megoldjuk a 422 — 10z = 0 egyenletet. Ebbdl 2z-et kiemelve

2z - (222 —5) =0
adédik, ami csak dgy lehet, ha 22 = 0, azaz z = 0, vagy 202 —5 =0,

amibdl azt kapjuk, hogy x = £+/2,5. Az els0 derivilt elgjelét tabldzatban
foglaljuk 6ssze:

x | —o00:—v25[| —v25 |1-v250[| 0
f(x) - 0 + 0
f(zx) N lok. min. Va lok. max.
f(z) —2,25 ~2,25

@ J0:vZ5[| V25 |]— V25500
f'(=) - 0 +
f(zx) AW lok. min. VA
f(x) —1

A fiiggvény masodrendf derivéltja: f”(x) = 1222 — 10. Ennek a zérushe-
lyéhez a 1202 — 10 = 0 egyenletet kell megoldanunk, amire azt kapjuk,

hogy x = i\/%. Ennek megfelel6en tablazatba foglalva megvizsgéljuk a
masodrendd derivalt el6jelét:
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o[-l ]|V

=5
8

f'(=) + - 0 +
f(z) konvex i.p. konkdv i.p. | konvex
/(@) 5 3%

e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

lim f(z)= lim (2% — 52?4+ 4) = oo;

lim f(z) = lim (2 — 52 +4) = oco.

f) A fiiggvény grafikonja:

10

3 4 0 2 3
2

g) Ertékkészlet: y € [—2,25; ool.

h) Korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos.

i) Paritds: paros.

j) Minimuma van. Minimum hely: x = —/2,5 és = /2,5. Minimum érték:
y = —2,25.

184. Feladat. Tekintsiik az f(z) = In(1 + 2?) fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szadmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
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¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatirpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!

Megoldas:
a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megoldédsdval kapjuk:
In(1+2%) =0 = 1+22=1 = z=0.

c) A fiiggvény derivaltja:
1 2x
/
(@) 1+22 * T 1442

melynek zérushelye: x = 0. Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

x ] — 0030 0 ]0; oo
f'(z) - 0 +
f(z) N, |lok.min.|
£(z) Inl=0

d) A fiiggvény masodrendi derivaltja:
2 (14a2?) -2z 20  —222+2

Z —
f (l’) - (1 —|—I‘2)2 - (]_ +x2)2'
A mésodrendd derivalt zérushelyei:
—22% + 2
vre = —2?42=0 = ==l

a7
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Ennek megfelel6en tdbldzatba foglalva a misodrendd derivalt elGjelei:

x | —oo;—1[| =1 []=1;1[| 1 | ]1;00]
1" (x) - 0 + 0 -
f(x) konkdv | i.p. | konvex | i.p. | konkdv
f(x) In 2 In2

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(x)= xli)r_noo In(1 + 2?) = oo;

T——00
lim f(z) = lim In(1 + 2?) = .

f) A fiiggvény grafikonja:

g) Ertékkészlet: y € [0; 00].

h) Korlatossag: a fiiggvény alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos, igy nem
korlatos.

i) Paritds: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, azaz minden
x € Resetén f(—z) = f(z).

J) Minimuma van. Minimum hely: z = 0. Minimum érték: y = 0.

185. Feladat. Tekintsiik az f(z) = z - Inx fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazédnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
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¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatirpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) szélsdértékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomény: x € ]0; col.

b) Zérushely: az = - Inx = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat ugy
lehet 0, ha valamelyik tényezgje 0, igy = 0 vagy Inx = 0. Azonban x =
0 nem eleme az értelmezési tartomdnynak, igy csak Inx = 0 teljesiilhet,
amibdl z = 1 adédik.

c) A fiiggvény derivéltja:

1
f@)=1-lnz+2z-—=Inz+1.
x
Az Inz + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Atrendezve Inz = —1
adédik, amib6l azt kapjuk, hogy = = e~ . Az elsé derivalt el&jelét tablazat-
ban foglaljuk 6ssze:

x J0;e7 ! e”! Je™t; 00
f(x) — 0 +
f(2) \. | lok. min. Ve
f(@) —

d) A fiiggvény mésodrendd derivaltja: f”(z) = % Mivel z > 0, ezért % >0,
igy f értelmezési tartomdnyanak minden pontjaban konvex.
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e) Hatdrérték az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban: a 0 pontban a job-
boldali hatarértéket L’ Hospital-szabdly alkalmazdsaval kapjuk:
1

. . . Inz . =
lim f(z) = lim x-lnr= lim — = lim —*—5 =
z—0+ z—0+ z—=0+ =04+ —2 ™
1
= lim —%- = lim —7-(172) = lim —x =0.
z—0+ -2 z—=0+ X z—0+

A oco-beli hatarérték

zlgglo f(z) = oc.

f) A fiiggvény grafikonja:

0.8
0.6
0.4

0.2

0,
-0.4 —0.022 02 04 06 0. 1 12 14 16 18 2 22 24 26 28
-04

2) Ertékkészlet: y € [% ~1n%;oo[ = [—1 oo[.

o

h) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, de feliilr6l nem korlatos, igy nem
korlatos.

i) Nem pdros, nem pératlan.

j) Minimuma van. Minimum hely: z = % Minimum érték: y = —%.

186. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2® - In x fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szdmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatirozzuk meg, hogy hol monoton névekv6 és hol monoton csokkend a

P

fliggvény €s adjuk meg lokalis széls6értékeit!
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d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexidés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatdrpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgdljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) szélsdértékeit!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartomény: 2 € ]0; ool.

b) Zérushely: az 23 - Inz = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat tigy
lehet 0, ha valamelyik tényez&je 0, igy * = 0 vagy Inxz = 0. Azonban x =
0 nem eleme az értelmezési tartomanynak, igy csak Inz = 0 teljesiilhet,
amibdl x = 1 adddik.

c) A fiiggvény derivéltja:

1
fl(x) =32% Inx +a2°- - =22 (3lnz +1).

Mivel z # 0, ezért a 3Inxz + 1 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Atren-
dezvelnx = —% adddik, amibdl azt kapjuk, hogy x = e 3. Azelsd derivalt
elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:

x ]O;e_%[ e s ]e_%;oo[
f(x) - 0 +
fx) N lok. min. Va
/() 5
d) A fiiggvény masodrendi derivaltja:
f"(z)=2z-Bnz+1)+z2- % =z-(6lnx+5).

A masodrendd derivalt zérushelye: = = e~8. A miasodrend derivalt el6-
jelét tablazatban foglaljuk Gssze:
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x ]O;e_%[ e ¢ ]e_%;oo[
f'(z) - 0 +
f(zx) konkév i.p. konvex
/(@) g

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban: a 0 pontban a job-
boldali hatarértéket L’ Hospital-szabaly alkalmazéasaval kapjuk:

1

: . . Inz . z

lim f(z)= lim 2 -Inz = lim — = lim —*— =
z—0+ z—0+ z—0+ z—0+ —3x~

1 4 3
1 1
= lim -Z_ = lim —<w) — lim -2 —o.

a—0+ —%4 e—=0+ x \ 3 a—0+ 3

A oo-beli hatarérték

f) A fiiggvény grafikonja:

0.45
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

-0.2 |0 D 04 06 08 /1 12 14 -
-0.05

-0.1

g) Ertékkészlet: Y € [—é, oo[.

h) Korlatossag: a fiiggvény alulrél korlétos, de feliilr6]l nem korlatos, igy nem
korlétos.



Fiiggvényvizsgdlat 175

i) Nem pdros, nem pératlan.
o e . S R -
j) Minimuma van. Minimum hely: x = e~ 3. Minimum érték: y = —é.

187. Feladat. Tekintsiik az f(x) = z - In 22 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatirozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a

fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgdljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

P

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R\ {0}.

b) Zérushely: az = - Inz? = 0 egyenletet kell megoldanunk. Egy szorzat tigy
lehet 0, ha valamelyik tényezé&je 0, igy = 0 vagy In 22 = 0. Azonban = =
0 nem eleme az értelmezési tartomédnynak, igy csak In2? = 0 teljesiilhet,
amibdl 22 = 1 adddik, tehat x = +1.

c) A fiiggvény deriviltja:
1
f(z) = 1-Inx2+x-—2-2x:lnx2+2.
x
Az Inz? 4+ 2 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Atrendezve Inz? = —2
adédik, amibé] azt kapjuk, hogy 22 = =2, igy = +e L.
Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk Ossze:
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T ] — oo; —e 71| —e! ] —e L;0[ 0
f'(z) + 0 - nincs értelmezve
f(x) s lok. max. Y nincs értelmezve
f(z) :

x J0;e7 ! e Je™t; o0
f(@) - 0 -
f(x) o lok. min. Ve
f(z) ~2

d) A fiiggvény masodrendii derivaltja: f”(z) = 25 -2z = 2. Mivel f”(z) # 0,

ezért f-nek nincs inflexiés pontja. Az mdasodrendd derivalt elGjelét tartal-
maz0 tdbldzatban foglaljuk 6ssze:

z ] —o00; 0] 0 10; 00]
I (x) ~ nincs értelmezve +
f(x) konkav nincs értelmezve | konvex

e) A 0 pontban a jobb oldali hatarértéket L’ Hospital-szabaly alkalmazasaval

kapjuk:

. . . Inaz* 2
lim f(z)= lim z-Inz?= lim = lim ——
z—0+ z—0+ z—0+ T~ z—0+ —x~

2
. = . 1 9 .
= lim = lim ——- (2:): ) = lim —2z =0.
z—0+4 -z z—=0+ X z—0+

A 0O pontban a bal oldali hatarértéket L' Hospital-szabéaly alkalmazasaval

kapjuk:
1 2 2
lim f(z)= lim z-Inz?= lim B fim =
z—0— z—0+ z—0— g1 z—0— —x~2
2
= 1
= lim —%- = lim —7-(2:1:2) = lim —2z =
z—=0— — = z—=0— X z—0—

2
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A oco-beli hatarérték:

1i_>m f(z) = .

A in fty-beli hatarérték:

f) A fiiggvény grafikonja:

g) Ertékkészlet: y € R.
h) Korlatossdg: nem korldtos.

i) Paratlan.

P

j) Nincs szE€ls6érték.

188. Feladat. Tekintsiik az f(z) = In(4 — 2?) fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valés szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokalis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!



178 Fiiggvényvizsgdlat

f) Véazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!
h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) szélsdértékeit!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartoméany: x €] — 2;2[.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megoldédsaval kapjuk:
In(4—2?) =0 = 4—22=1 = T =43

c) A fiiggvény derivéltja:

1 —2z
!/ _ £
feo) = =
melynek zérushelye: x = 0. Az elsd derivélt el6jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:
x ] —2;0] 0 10; 2]
f'(=) + 0 -
f(x) Va lok. min. | \
f(z) In4

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja:
) = —2-(4—2%) +20 (-22) _ —2a%— 8
(4 —22)? (1+22)?

Mivel minden = €] — 2;2[ esetén f”(z) < 0, ezért az f fiiggvény értelme-
z€si tartomédnyanak minden pontjaban konkav.

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim In(4 — 2%) = —o0;
T——2 T——2
. T a2y
il_)mz flz) = ;1_%111(4 x“) 0.

f) A fiiggvény grafikonja:



Fiiggvényvizsgdlat 179

rah

-
o
-
N

g) Ertékkészlet: y €] — oo; In4].

h) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem
korlatos.

i) Paritds: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y tengelyre, azaz minden
x €] —2;2[esetén f(—x) = f(x).

j) Maximuma van. Maximum hely: z = 0. Maximum érték: y = In 4.

189. Feladat. Tekintsiik az f(z) = %52 fiiggvényt!

e.’L‘
a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!
¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csdkkend a

7z

fliggvény és adjuk meg lokalis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitas szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritas szerint a fiiggvényt!

Py

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) széls6értékeit!

Megoldas:
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a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:

3
T+ —0,
e[L’
amibdl z = —3 adddik.
c) A fiiggvény derivaltja:

f,(x):em—(x—i—?))‘em :e’”~(1—x—3) _—z—2
ez ez ’

Ennek zérushelye, vagyis az egyenlet egyetlen megolddsa: z = —2.

eI

Az elsd derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze:

x J—oos=2[| =2 |]=2500]
f'(z) + 0 -
£(2) e lok. max. |\,
f(z) e?

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja:

—1l-e"—(—x—2)-¢* e (-142+2) x+1
] . _ _

e e

e(t

Ennek egyetlen zérushelye: z = —1. Ennek megfelel6en tabldzatba fog-
lalva megvizsgéljuk a masodrendi derivalt el6jelét:

x J—oo;—1[| =1 | ] —1;00]
1" (z) — 0 +
f(z) konkdv | ip. | konvex
f(zx) 2e
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e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

lim f(z)= lim e *-(z+3)= —oc;
T——00 Tr——00
3 1
lim f(z)= lim TS lim — =0.
T—00 r—o0o0 el r—00 ¥

f) A fliggvény grafikonja:

g) Ertékkészlet: y < e2.
h) Korlatossdg: a fiiggvény feliilrdl korldtos, alulrél nem korlatos.

i) Paritds: nem paros, nem paratlan.

j) Maximuma van. Maximum hely: 2 = —2. Maximum érték: y = e.

190. Feladat. Tekintsik az f(z) = X3 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
¢) Hatarozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a

P

fliggvény €s adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomany hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!
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g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritas szerint a fiiggvényt!

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globalis) szélséértékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
(x+3)2 B

eCC

amibdl x = —3 addodik.

0 = (z+3?=0 = 2+3=0,

c) A fiiggvény derivaltja:
2-(x+3) e —(z+3)2 e

f/<37): por: -
:eg”-(:c+3)-(2—x—3) - (x+3) - (—z—1)
eZm et :

A derivéltfiiggvény zérushelyei, vagyis az

(x4+3) - (—z—1)

el’

=0

egyenlet egyetlen megoldasaihoz el6szor az egyenlet mindkét oldalat szo-
rozva a nevezdvel azt kapjuk, hogy

(x+3)-(—x—1)=0.

Egy szorzat csak akkor lehet nulla, ha valamelyik tényezdje 0, igy x = —3,
illetve x = —1. Az els6 derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:
x ] — o005 =3 -3 | —3;—1] -1 ] — 1;00]
f(x) - 0 + 0 —
f(x) N lok. min. Va lok. max. AW
f(z) 0 de
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d) Mivel a derivaltfiiggvény

22— 4r—3
eCU

fl(a) =

alakban is felirhat6, ezért a fiiggvény mésodrendd derivalt:
(—2z —4)-e® — (—2? — 41 — 3) - *
ez

e’ (22420 —-1) 2*+22-1
o2 - :

f'(@) =

el?
A masodrend{i derivalt zérushelye az
2?2 +2r—1 _
=

0

egyenlet megolddsa. A nevezével szorozva 22 + 2 — 1 = 0 adédik. A

masodfoku egyenlet megoldoképletével azt kapjuk, hogy

—2+v/4+4 —2+£V8 2422
2 X @ 2

—14 V2.

T12 =

A masodrendi derivalt elgjeleit tartalmaz6 tablizat:

x | —o0;—1—V2[| -1-v2|]-1-v2;-1+ V2]
[ (@) + 0 -
f(z) konvex i.p. konkév
f(z) 3,34
x —14+v2|] =14+ v2500]

[ (@) 0 +

f(z) i.p. konvex

f(z) 7,7

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:
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lim f(z)= lim e *-(z+ 3)2 = —00;

T—r—00 Tr——00
3)2 2 3 2
lim f(z) = limM: lim (z + ): lim — =0
T—00 T—00 et T—00 et r—00 et
f) A fiiggvény grafikonja:
4 353252151050 05 1 15 2 25 3 35 4 45

g) Ertékkészlet: y > 0.

h) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél korlatos, alulrél nem korlatos.

i) Paritds: nem paros, nem paratlan.

j) Minimuma van. Minimum hely: z = —3. Minimum érték: y = 0.

191. Feladat. Tekintsiik az f(z) = e~2 fiiggvényt!

a) Adjuk meg a val6s szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fliggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csdkkend a

P

fliggvény és adjuk meg lokalis szélsdértékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!
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Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.
b) Zérushelye nincs.
¢) A fuggvény derivaltja:
fl(z) = e (—da).

Ennek zérushelye, vagyis az e~ 22" . (—4x) egyenlet egyetlen megolddsa:
x = 0. Az els6 derivalt eldjelét tablazatban foglaljuk Ossze:

T ] — 0030 0 ]0; 00]
f'(@) + 0 -
f(x) A ok max. | N\
f(x) 1

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja:

(@) = e 2 . (—da) - (—4a) + e 2

(
A masodrendd derivélt zérushelyei: x = +

—4) = e 2 . (1622 — 4).

5. A mésodrendd derivalt el6-

jelei:
1 1 1.1 1 1.
e[ 10 ¢ [l
1" (x) 0 - 0 +
f(zx) konvex i.p. | konkdv | i.p. | konvex
f(x) ez ez

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

22

lim f(z)= lm e =0;
T——00 T——00

lim f(x) = lim e 2 = 0.

T—r00 T—r00

f) A fiiggvény grafikonja:
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1

0.8

0.6

0.4

0.2

0
-16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 16

g) Ertékkészlet: y €]0; 1].

h) Korlatossédg: korlatos.

i) Paritds: péros.

j) Maximuma van. Maximum hely: z = 0. Maximum érték: y = 1.

192. Feladat. Tekintsiik az f(z) = e2*” fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

c) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csdkkend a
fliggvény és adjuk meg lokalis szélséértékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomany hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

P

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:

a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) Zérushelye nincs.
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c) A fiiggvény derivéltja:
fa) =™ - (40).

Ennek zérushelye, vagyis az e27”. (4z) egyenlet egyetlen megolddsa: = = 0.

Az els6 derivilt el6jelét tabldzatban foglaljuk ossze:

x ] — 0030 0 0; oc]
f'(x) = 0 +
f(z) . |lok.min.|
f(@) 1

d) A fiiggvény masodrenddi derivaltja:
F(x) = e (4z) - (dz) + 2 -4 =¥ . (1622 + 4).
A maésodrend{i derivaltnek nincs zérushelyei. Mivel minden x € R esetén
2 . (1622 +4) > 0,

ezért f mindenhol konvex.

e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

22

lim f(z)= lim ™ = o0;
T—>—00 Tr—r—00

lim f(z)= lim 2’ = 0.

T—00 T—00

f) A fiiggvény grafikonja:
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18
16
14
12
10

of N A~ O

-3 -2-1101 2 3

g) Ertékkészlet: y € [1; o0l

h) Korlatossag: alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos, igy nem korlatos.
i) Paritds: paros.

J) Minimuma van. Minimum hely: z = 0. Minimum érték: y = 1.

x
22 +1
a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-

lyen a fiiggvény értelmezhetd!

193. Feladat. Tekintsiik az f(z) = fiiggvényt!

b) Szdmoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!
¢) Hatarozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csokkend a

P

fliggvény €s adjuk meg lokalis szEéls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fiiggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatdrértékét az értelmezési tartomény hatdrpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

7z

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:
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a) Ertelmezési tartomany: = € R.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:

f(z) = =0 = x=0.

c) A fiiggvény derivéltja:

, 2?4+ 1—-x-2x —22 41
fiz) = = :
(ZL‘2 + 1)2 (1»2 + 1)2

A derivéltfiiggvény zérushelyei:

2
—z°+1 9 9
Az elsé derivilt elgjelét tablazatban foglaljuk 6ssze:
x | — o005 —1] -1 | = 1;1] 1 ]1; 00|
f'(x) - 0 + 0 -
f(x) N lok. min. a lok. max. | N\
f(@) -3 >

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja:

2z (P12 = (—2? 1) 2 (a4 1) - 22

1/ J—
f (.73) (:CQ + 1)4 -
(@4 1)(—22% — 20+ 42® —4z) 223 — 6z
(24 1) S (22 +1)%
Mivel
2%3 — 61: 3 2
ezért a masodrendl derivalt zérushelyei: 1 = 0, 9 = —V/3, x3 = V3.

Tablazatba foglalva megvizsgéljuk a masodrend( derivalt el6jelét:
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x J =003 < =V3[| =V3 ] = V3;0[| 0
f'(x) - 0 + 0
f(2) konkdv ip. | konvex |ip.
f(@) S 0

N (CRVEI R IRVER BV
1 (x) — 0 +

f(z) konkdv | i.p. | konvex
/@) =

e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

. . x . 1
LS AL S L S
LR i s

f) A fiiggvény grafikonja:
06
0.4
0.2
3 2.5 2 1.5 1 0.5 y 0 0.5 1 1.5 2 25

2
-0.4
-0.6
-0.8

, 11
g) Ertékkészlet: y € [——; —|.
2°2
h) Korlatossag: korlatos.

i) Paritds: paratlan, mert szimmetrikus az origéra.
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j) Minimuma és maximuma is van. Minimum hely: z = —1. Minimum érték:
Y= —%. Maximum hely: z = 1. Maximum érték: y = %
194. Feladat. Tekintsiik az f(x) = % fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valés szdmok halmazdnak azt a legb&vebb részhalmazit, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fiiggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexidés pont-
jat!

e) Szdmoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

7z

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:
a) Ertelmezési tartomany: = € R\ {0}.

b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsdval kapjuk:

1’2—1—1_
=

0 = 2?2 +1=0,

igy nincs zérushelye a fiiggvénynek.
c) A fiiggvény derivéltja:

C2rrx—(2P41)-1  2?-1

!
f (I) xQ - £L‘2
Ennek zérushelyei, vagyis az 22 — 1 = 0 egyenlet megolddsai: = +1.
Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze. (Egy fliggvény ott is

valthat el§jelet, ahol nincs értelmezve.)
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@ |—oo;—1[| -1 |]-10[| 0
f(x) + 0 - n. é.
f(x) v lok. max. AW n. é.
f(x) —2 n. é.

x 10; 1] 1 J1; 00]
I () — 0 +
f(z) N, |lok. min. | A
f(x) 2

d) A fiiggvény masodrendd derivaltja:

f,,(x):2a:-m2—(x42—1)~2x:23; 2

X

4 ¥

Ennek nincs zérushelye, mert egy tort csak akkor nulla, ha a szamlél6ja
nulla, igy a fiiggvénynek nincs inflexids pontja, tovabba a masodrendii deri-
valt csak z = 0-ban vélthat el6jelet.

x ] —o0;0[| 0 | ]0;00]
() - né | +
f(x) konkdv | n. é. | konvex

e) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim f(z)= lim z+ — = —oc.
T——00 T——00 €T

1
lim f(z) = lim z + — = oc.
T

T—00 T—00

1 1
lim f(z)= lim 2+ — = lim —— —n = —o0.
z—0— z—0— T n—oo N
lim f(z)= lim 2+ — = lim — 4+ n = oo.
z—0+ z—0+ x n—oo 1

f) A fiiggvény grafikonja:
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14
12
10

1614 1210 8 6 -4 -2

8
6
4
2
0
20 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

g) Ertékkészlet: y € R\ ] — 2;2].

h) Korlatossdg: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
i) Parités: paratlan.

j) Nincs globdlis szélséértéke.

195. Feladat. Tekintsiik az f(z) = %z fiiggvényt!

a) Adjuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvd és hol monoton csdkkend a
fliggvény és adjuk meg lokalis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexiés pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

i) Vizsgdljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

J) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) szélsdértékeit!
Megoldas:

a) A fiiggvény értelmezési tartomanya: = € R\ {0}.
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b) Zérushely nincs, mivel az e” fiiggvény sehol sem 0.
c) A fiiggvény derivaltja
e’ x—e et (x—1)

fi(z) = = ,

22 22

ami pontosan akkor 0, ha z = 1. A derivalt el§jeleibdl készitett tablazat:

z ] =005 0[ 0 01| 1 | 100
f(x) — nincs értelmezve | — 0 +
f(x) AW nincs értelmezve | \, | lok. min. |
f(x) e

d) A fiiggvény masodrenddi derivaltja:

(e (z—1)+e") -2z ¢ (22 —22+2)

" - _
f (.’I;) - T 4 —2 1’3 .
Ennek a fiiggvénynek nincs zérushelye. A masodrendii derivalt eljeltabla-
zata:
@ ] —00;0] 0 0; 00
1 (x) - nincs értelmezve |  +
f(x) konkdv | nincs értelmezve | konvex
e) A —oo-beli hatarérték:
T
lim — =0
Tr——00 I

A 0 helyen a bal oldali, illetve a jobb oldali hatarérték:
e

lim — = —o0; lim — = oo.
z—0— I z—0+ T

f) A fiiggvény grafikonja:
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10

g) Ertékkészlet: y €] — oo; 0[U [e; ool

h) Korlatossag: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
i) Paritds: nem paros, nem pdratlan.

J) Nincs globdlis széls6értéke.

196. Feladat. Tekintsiik az f(z) = § + % fiiggvényt!

a) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen a fiiggvény értelmezhetd!

b) Szamoljuk ki a fliggvény zérushelyét!

¢) Hatdrozzuk meg, hogy hol monoton névekvé és hol monoton csokkend a
fliggvény és adjuk meg lokdlis széls6értékeit!

d) Jellemezziik konvexitds szerint a fliggvényt és adjuk meg az inflexids pont-
jat!

e) Szamoljuk ki a hatarértékét az értelmezési tartomany hatarpontjaiban!

f) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjit!

g) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

h) Korlatos-e a fiiggvény?

1) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

j) Adjuk meg a fiiggvény abszolut (globdlis) szélsdértékeit!

Megoldas:

a) Ertelmezési tartoméany: = € R\ {0}.
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b) A zérushelyet az f(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:
S42=0 = 2°+4+16=0 = 2>=-16,
x

igy nincs zérushelye a fiiggvénynek.

c) A fiiggvény derivaltja:

1 1 4
/ = - — 4 . —2 = - — —X=.
A deivalt fiiggvény zérushelyei az
1 4
1 2

egyenlet megolddsai. A kozos nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

1
1952—4:0 = 2°-16=0,
igy * = +4. Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk Ossze

fliggvény ott is valthat eljelet, ahol nincs értelmezve.)

x | —oo:—4[| -4 |]-40[] o
() + 0 ~ |ne
f(a) Vs lok. max. | N\, |n.é
f(x) —2 n. é

@ 10;4]| 4 |]4500]
() - 0 +
f(=) \, |lok. min. |
f(z) 2

. (Egy
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Ennek nincs zérushelye, mert egy tort csak akkor nulla, ha a szdmldl6ja
nulla, igy a fliggvénynek nincs inflexids pontja, tovdbbd a médsodrendd deri-
vélt csak = = 0-ban vélthat eldjelet.

T ] —o00;0[| O | ]0;00]
1(z) - n. é. +
f(x) konkdv | n. é. | konvex

e) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban:

lim f(z)= lim z+ — = —oc.
T——00 T——00 €T

1
lim f(z) = lim  + — = occ.
x

. . . 1
lim f(r)= lim 2+ — = lim —— —n = —o0.
z—0— z—0— x n—oo N

1 1
lim f(z)= lim z+ — = lim — 4+ n = oo.
z—0+ x—0+ x n—00 1

f) A fiiggvény grafikonja:
12]
10

o N A O o

1210 8 6 4 -2 |0 2 4 6 8 10 12

g) Ertékkészlet: y € R\] — 2;2[.
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h) Korlatossdg: a fiiggvény feliilrél nem korlatos, alulrél nem korlatos.
i) Paritds: pératlan.

j) Nincs globdlis szélséértéke.



Differencidlhatdsdg és folytonossdg kapcsolata 199

3.5. Differencialhatésag és folytonossag kapcsolata

3.5.1. Tétel. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhaté az xo € I helyen,
akkor ott folytonos is.

3.5.2. Megjegyzés. Az elGbbi tétel megforditdsa nem igaz, azaz van olyan foly-
tonos fiiggvény, amely nem differencidlhaté. Példdul az f(z) = |x| fuggvény
az xg = 0 helyen folytonos, de nem differencidlhat6.

3.5.3. Megjegyzés. Az elGbbiek alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy a folyto-
nossag sziikséges, de nem elégséges feltétele a differencidlhatésdgnak.

Misképpen fogalmazva: a differencidlhatésig elegendd, de nem sziikséges fel-
tétele a folytonossdgnak.
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Kidolgozott feladatok

197. Feladat. Az f: R — R, f(x) = /x fiiggvény folytonos. Mutassuk meg,
hogy az zy = 0 helyen mégsem differencilhato!

Megoldas:
Az f fuggvény differenciahdnyados fliggvénye az x¢ = 0 helyen:
vz — V0 1

3 .
z—0 2

Mivel

1
lim — =00 és lim —— =
r—0— 13/‘%2 r—0+ \3/ 2

ezért létezik ugyan a differenciahdnyados hatarértéke az x(y = 0 helyen, de nem
véges, igy f nem differencidlhat6 az xg = 0 helyen.

oo,

198. Feladat. Differencialhato-e az

2241, haz<l1
flx) =
20 —3, hax>1

figgvény az o = 1 helyen?

Megoldas:

Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az xo = 1 helyen:
lim f(z)=12+1=2.

r—1—
Az f fuggvény jobb oldali hatarértéke az xy = 1 helyen:
lim f(z)=2-1-3=-1.

rz—14+
Mivel lim f(xz) # lim f(x), ezért a fiiggvény nem folytonos az xy = 1
r—1— r—14+
helyen, igy ott nem is differencidlhat6.
199. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az

z2, hax <1
flz) =
p-x+1—p, hazx>1

fiiggvény folytonos! Hatdrozzuk meg a p paraméter értékét gy, hogy f diffe-
rencialhat6 legyen az xg = 1 helyen!
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Megoldas:
Az f fiiggvény bal oldali hatarértéke az xg = 1 helyen:
lim f(z)=1%=1.
rz—1—

Az f fiiggvény jobb oldali hatarértéke az xg = 1 helyen:
lim f(z)=p-1+1—-p=1,

1+
tovabba f(1) = 1.
Azt kaptuk tehat, hogy
lim f(z) = lim f(z) = f(1),

rz—1— z—14
igy f folytonos.
A differenciahdnyados fiiggvény bal oldali hatarértéke az o = 0 helyen:

_ 2 _ —1).
o S@-f) el @) D)
r—1— rx—1 z—1— 1 —1 r—1— rx—1
= lim (z+1)=2.
r—1—

A differenciahdnyados fiiggvény jobb oldali hatarértéke az o = 0 helyen:

i @ Q) peatlop-1 L pe(z—1)
z—1+ r—1 z—1 r—1 z—=1 -1

:p.

Akkor 1étezik a hatarérték, ha a bal oldali és jobb oldali hatdrérték értéke egy-
beesik, igy a fliiggvény p = 2 esetén lesz differencidlhato.
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3.6. Erintési paraméterek

3.6.1. Definici6. Ha az f: I — R fiiggvény differencidlhat6 az x¢ € I helyen,
akkor az xg-beli érintd egyenese vagy érintdje az

y = f(zo) + f'(20) - (z — w0)
egyenletd egyenes.

3.6.2. Definicié. Tekintsiikk az f: I — R differencidlhat6 fiiggvényt, és az
xo € I pontot. Az ($0; f (:co)) ponton 4thaladd, az xz( helyhez tartozé érintd
egyenesre merdleges egyenest normadlis egyenesnek nevezziik.

3.6.3. Tétel. A normadlis egyenes meredeksége —% feltéve, hogy f/(zo) #
0.

3.6.4. Kovetkezmény. Ha az f: [ — R fiiggvény differencidlhaté az zy € [

helyen, akkor az zg-beli normélis egyenesének egyenlete

1
yzf(ﬂ?o)—m'(x—ﬂﬁo)-

3.6.5. Példa. Tekintsiik az f(z) = 22 fiiggvényt! Tovabbd legyen zq = 2.
Ekkor f(xo) =4, f(x) = 2z, igy f'(x¢) = 4. Ezt felhasznélva az f fiiggvény
(mo; f (l‘g)) pontjéra illeszkedd érintd egyenesének egyenlete:

y = f(xo) + f'(w0) - (z — z0) = y=4+4 (r-2),

azaz y = 4x — 4.

A normalis egyenes egyenlete:

1 1
ny(l“o)*m'@—ﬂfo) = 3/:4—1(90—2),
9

azaz y = —Zx + >

3.6.6. Definicio. Az f: I — R fiiggvény x¢ € I helyhez tartoz6

e rangens szakasza a figgvényhez huzott érintének és az x tengelynek
a metszéspontjatol az érintési pontig terjedd szakasza;

o szubtangense az xg-hoz tartozé tangens szakasznak az x-tengelyre esd
merdbleges vetiilete;

o normdlis szakasza a fliggvényhez hizott normélis egyenesnek és az z-
tengelynek a metszéspontjatol az (xo; f (xo)) pontig terjedd szakasza;
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e szubnormdlisa az xp-hoz tartozé normadlis szakasznak az x-tengelyre
esd vetiilete.

A tangens szakasz, normdlis szakasz, szubtangens és szubnormdlis jelolése
rendre: T, N, S, Sn.

RN

3.6.7. Tétel. Tekintsiik az f: I — R fiiggvényt és legyen g € I. Az f
fliggvény x¢-beli szubtangens szakaszdnak hossza:

| f(=o)

Az f fuggvény xp-beli tangens szakaszdnak hossza:

\/ f’ (20))

Az f fiiggvény xo-beli szubnormadlis szakaszanak hossza:
Sn = |f(zo) - f'(z0)| -

Az f fuggvény xp-beli normalis szakaszanak hossza:

N = ‘f(xo)' 1+ (f’(ﬂﬂo))Z‘-
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3.6.8. Definicio. Legyen f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény, xg € 1.
Ekkor az f fiiggvény xq-beli gorbiilete

/" (o)
(14 (/'@0))*)

g(wo) =

3"
2

Az x — g(x) fuggvényt gorbiilet fiiggvénynek is nevezzik.
3.6.9. Megjegyzés. A gorbiilet egy fiiggvény grafikonjanak az egyenest6l vald

eltérésének mértékét adja meg.

3.6.10. Példa. Tekintsiik az f(z) = max + b egyenest, ahol m és b valds szi-
mok. Ekkor f/(z) = m, f"(x) = 0, igy a gorbiilet szdmldl6jaban szerepls
mennyiség nulla, tehat a gorbiilet nulla, vagyis az egyenes gorbiilete mindenhol
0.

3.6.11. Tétel. Egy kor gorbiilete a kor sugaranak reciproka.

3.6.12. Példa. Tekintsiik az f: R — R, f(z) = 22 figgvényt! Az f fiiggvény
derivéltja f'(x) = 2x, méasodik derivaltja f”(z) = 2. A gorbiilet fiiggvény:

g(x) = 2

V(1 + 422)3

Az is lathat6, hogy ez az érték akkor a legnagyobb, ha a nevezd a legkisebb,
azaz ha x = 0. Ekkor ¢(0) = 2. Konnyen ldthat6 az is, hogy

xEIEloog(l‘) =0 és IILH;O g(x) =0.

A kapott eredmény Osszhangban van azzal, ami a fliggvény grafikonjabdl, va-
gyis a parabola alakjabdl is jol érzékelhets, nevezetesen, hogy az f(x) = 2
parabola gorbiilete az origéban a legnagyobb.

3.6.13. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: I — R és g: I — R legaldbb
n-szer differencidlhaté fliggvények legaldbb n-edrendben érintik egymdst, ha
f(z0) = g(z0)
f'(x0) = ¢'(x0)
f”(l’o) — g//(xo)

F™ (o) = g™ (o).
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3.6.14. Definicié. Az f: I — R kétszer differencidlhat6 fiiggvény xg € I-beli
simulokorén azt a kort értjiik, mely legaldbb masodrendben érinti a fiiggvényt
az zo-ban, azaz ha y = g(x) az o széban forgé kornyezetében a simul6kor,
akkor f(z0) = g(x0), f'(wo) = g'(x0), f"(x0) = g"(0), azaz az o helyen
az f és g fiiggvények értékei megegyeznek, az z helyen kozos az érintdjiik,
tovabba az xg-beli gorbiiletiik is egyenld.

3.6.15. Megjegyzés. Meg kell jegyezniink, hogy természetesen egy kor nem
irhat6 le R — R tipust fiiggvényként, azonban ez nekiink nem is sziikséges,
hiszen elegendd, ha az xg pont egy kornyezetében le tudjuk irni fiiggvénnyel a
simuldkor egy darabjdt, amit viszont meg tudunk tenni.

3.6.16. Tétel. A simuldkor egyenlete (z — u)? + (y — v)? = 72, ahol a kor
kozéppontjanak koordinétai:
2 2
1+ (f'(x0))” 1+ (f(xo))”
f'(wo) f'(wo)
tovdbbd, ahogyan azt mar kordbban lattuk, a sugér a gorbiilet reciproka:

(1 (f/(:co))Q)g

g " (o)

v = f(zo) +

u=u1z0— f'(x0) -
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Kidolgozott feladatok

200. Feladat. Tekintsiik az f(x) = % fiiggvényt és legyen xg = 1!
a) Szamoljuk ki az f simul6korének kozéppontjat és sugarat!

b) Irjuk fel az f simulékorének egyenletét az o helyen!
Megoldas:

a) Az f fuggvény derivaltfiiggvénye és masodrendd derivaltfiiggvénye:
1 2
/ _ - " —
Py =-— @)=
Az elsdrendii és masodrendd derivéltfiiggvények helyettesitése értékei az xq
helyen:

flo) =1 flwo)=-1  f"(z0) =2

A simulokor kézéppontjanak elsd koordinataja:

2
1+ (f'(z0)) 1+1
u=u1xz9— f(x0) (o) U + 5
A simul6kor kozéppontjdnak masodik koordinatéja:
2
1+ (f'(20)) 141
v = f(xzo) + aes v + 5

A simul6kor kézéppontja tehat K = (2;2).
A simulékor sugara:

3
2

(1+ (F@0))?) (141}
r= e = r= 5 =2

b) Tehét a simuldkor egyenlete:

(z—22+(y—2)>%=2
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201. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a kor gorbiilete a kor sugaranak reciproka!

Megoldas:

Az origd kozéppontd, r sugart kor egyenlete:
2+ y2 =72,

Ezt felhaszndlva a fels6 félkort leird fiiggvény hozzarendelési szabélya:

flx)=+r2—22, —r<z<r

Az f fiiggvény derivaltja:

fla) =5+ 0P —ah)H - (-2) =

Az f fiiggvény masodrendd derivaltja:

-1-(r? - 932)% +x- % S(r? — CL‘Q)_% - (—2x)

1
fi(x) = r2 — 2 -
2
:—\/7’2—72—\/%:—(7“2—1:2)—$2: —r? .
r? — x? (r2 — 22)3 (r? — 22)2

A kapott eredményeket felhaszndlva azt kapjuk, hogy a gorbiilet nagységa:

3
11" (zo) RN
(r2—x2)% r2

r

g(wo) = =

(1+ (f/(0))°)
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Tehat a kor gorbiilete valoban a kor sugardnak reciproka.

202. Feladat. Irjuk fel az f(z) = e>* fiiggvény xg = 0 helyhez tartozé érints
egyenesének egyenletét!

Megoldas:
Az érint6 egyenes egyenlete:
y = f(wo) + f'(w0) - (x — o).

Jelen esetben egyrészt f(zg) = f(0) = e* = 1, mésrészt f'(z) = e2* - 2,
amibdl f'(xo) = f'(0) = 2. Az érint6 egyenes egyenlete tehat:

y=1+2-(x—-0) = y =2z + 1.

203. Feladat. Irjuk fel az f(z) = \/z fiiggvény ¢ = 4 helyhez tartozé érints
egyenesének egyenletét!

Megoldas:
Az érint6 egyenes egyenlete:
y = f(wo) + f'(20) - (& — o).

Jelen esetben egyrészt f(zo) = f(4) = /4 = 2, masrészt
1 1
/ - —

amib6l f'(zo) = f'(4) = I. A keresett egyenes egyenlete

D=

1 1

204. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 fiiggvényt és legyen zg = 1!

a) Irjuk fel az f fiiggvény (xg; f (a:o)) pontjaba hizott érinté egyenesének
egyenletét!

b) Irjuk fel az f fiiggvény (mo; f (J:o)) pontjdba hizott normélis egyenesének
egyenletét!

¢) Adjuk meg az z( helyhez tartozé simul6kor kézéppontjat!
d) Szamoljuk ki a simul6kor sugarat!

e) Irjuk fel a simulékor egyenletét!

f) Szdmoljuk ki a szubtangens szakasz hosszat!

g) Szamoljuk ki a szubnormalis szakasz hosszat!
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h) Szamoljuk ki a tangens szakasz hosszat!

i) Szamoljuk ki a normadlis szakasz hosszat!
Megoldas:
a) Az f fiiggvény derivéltja: f'(z) = 2z. A médsodrendd derivalt: f”(z) = 2.

Kiszamolva a fiiggvényértéket, a derivalt értékét és a masodrendl derivalt
értékét az x( helyen

flo)=f1)=1; f(z0) =f(1)=2; [f'(20)=f"(1)=2
adodik. Ebbdl az érintd egyenes egyenlete:

y=14+2-(z—1) = y =2z — 1.

b) A normdlis egyenes egyenlete:

1 3 1
=1—Z.(zx—1 ), o _ .
y=l-5-(z-1) =  y=g5-32
¢) A simulékor kdzéppontjanak koordinatdi:
2 2
Lt (7 (20) L+ (f(a0)
= — / - —_— frnd _——
A ) I A A ey
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
1+4 1+4 7
=1-2.— =4 =1+——=-=35
B 2 S T A

adddik.

d) A simul6koér sugara:

Njw

(14 @)’)" Vi _sv5

T = = =

f” (1’0) 2 2
e) A simuldkor egyenlete tehdt
o 125

(x+4)%+ (y—3.,5) -
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0N 6 -4

f) A tangens szakasz hossza:

g) A normalis szakasz hossza:

Fao) 1+ (7aw))?| = 18| -

h) A szubtangens szakasz hossza:

(o)
f'(x0)
1) A szubnormalis szakasz hossza:
Sy = 1f(zo) - f'(z0)| =1-2=2.
205. Feladat. Tekintsiik az f(x) = e?*~* fiiggvényt és legyen zg = 2!
a) Irjuk fel az f fiiggvény (zo; f(20)) pontjdba hizott érint§ egyenesének
egyenletét!
b) Irjuk fel az f fiiggvény (zo; f(z0)) pontjdba hizott normélis egyenesének
egyenletét!
¢) Adjuk meg az z( helyhez tartozé simul6kor kézéppontjat!

11
2| 2

St =
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d) Szadmoljuk ki a simuldkdr sugarat!

e) Irjuk fel a simulékor egyenletét!

f) Szdmoljuk ki a szubtangens szakasz hosszat!
g) Szamoljuk ki a szubnormalis szakasz hosszat!
h) Szamoljuk ki a tangens szakasz hosszt!

1) Szdmoljuk ki a normadlis szakasz hosszat!
Megoldas:
a) Az f fiiggvény derivaltja: f/(z) = 2 - e?* 74,

A masodrend( derivalt: f”(x) = 4 - e2*4,

Kiszamolva a fiiggvényértéket, a derivalt értékét és a masodrendd derivalt
értékét az x( helyen

flwo)=f1) =1 flxo)=f(1)=2 f'(ao)=f"(1)=4
adédik. Ebbdl az érintd egyenes egyenlete:
=142 (x—-2) = y=2x—3.
b) A normdlis egyenes egyenlete:

1
y:1—§-(x—2) = y=2——x.

¢) A simulékor kozéppontjanak koordinatai:

2
1+ (f"(z0)) 1+ (f"(z0))
u=mx9— f'(x0) —— <, v To) +
0= T ) Tl + =)
Ebbe behelyettesitve a megfelel6 adatokat
1+4 1 144 9
B 1 > VTt

adodik.

d) A simul6koér sugara:

(NI

(1+ (7)) izs 55

rT = = =

f" (o) 4 4
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e) A simulékor egyenlete tehdt

+12+ 9\* 125
Ty Y71) T e

f) A tangens szakasz hossza:

T )

g) A normdlis szakasz hossza:

Flwo) - \/1+ (f(w0))?

:‘1-\/5 = V5.

N =

h) A szubtangens szakasz hossza:
f(zo)
S —
L o)

1) A szubnormalis szakasz hossza:
Sy = [f(@o) - f'(zo)| =1-2=2.

11
2| 2
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3.7. Taylor-polinom

3.7.1. Motivacié. Szamos elméleti és gyakorlati feladat esetében elGfordul,
hogy bizonyos bonyolult formuldval megadott fiiggvényeket ,.egyszertibbek-
kel” szeretnénk kozeliteni. Ebben a fejezetben egy lehetséges ilyen technikat
mutatunk be. A kozelités pedig az egyik legegyszertibb fiiggvényosztéllyal,
nevezetesen polinomokkal torténik.

3.7.2. Definicié. Legyen f: I — R az 2y € I helyen n-szer differencidlhaté
figgvény. A
To(x) = f(x0) + f'(20) - (x — o)+
f"(xo) F (o)
e
2! n!
fuggvényt az f fliggvény x( helyhez tartozé (vagy xq koriili) n-edfokd (vagy
n-edrend(i) Taylor-polinomjanak nevezziik.

+ (z—20)*+ .. (x — x0)"

3.7.3. Példa. Felirjuk fel az f(z) = e3* fiiggvény 29 = 0 pont koriili masod-
rendd Taylor-polinomjat!

Elsé 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény els6 é€s masodik derivaltjat, majd meg-
hatarozzuk ezek értékeit az zo = 0 helyen:

FE (@) | F®) (o)
k=0 e3” 1
k=1 3e 3
k=2 9e 9

Az f fuggvény z( pont koriili mdsodrendl Taylor-polinomja:

f”(.%'()) Nz — 1,0)2'

Ty(x) = f(wo) + f'(wo) - (x — o) + >

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

9
T2($)=1+3'(x—0)+§-(x—0)2
adédik. Elvégezve az egyszertisitéseket azt kapjuk, hogy

9
To(z) =143z + 51:2.
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3.7.4. Megjegyzés. Ha T),(x) az f fiiggvény z koriili n-edrendd Taylor-poli-
nomja, akkor

Tu(wo) = f(z0),  Th(zo) = f'(z0), ... T\ (z0) = f™(wo).
3.7.5. Megjegyzés. Az f: I — R fiiggvény elséfokd Taylor polinomja
Ti(z) = f(x0) + f'(z0) - (z — 20),

ami éppen a fiiggvény grafikonjdnak (zo; f(z0)) pontjdba hdzott érint§ egye-
nest megad¢ fiiggvény.

3.7.6. Tétel. (Taylor)
Legyen f: I — R, x¢ € I. Tegyiik f6l, hogy 1étezik olyan r > 0 valds szdm,
melyre f az |xo — r; xo + r| intervallumon n + 1-szer differencidlhatd. Legyen
x €]xg — ;20 + 1| tetsz8leges. Ekkor létezik £ valds szam g és x kozott dgy,
hogy
f(x) = Th(x) + Rny1(8),
ahol (n1)
fFE) 1
R =< > . (g —x)"t.

Az R, 1 tagot az f fliggvény Lagrange-féle maradéktagjanak nevezziik.

3.7.7. Kovetkezmény. Ha az el6bbi tétel feltételei mellett még az is teljesiil,
hogy f("*+1 korldtos az |z — r; g + r[ intervallumon, akkor az f(x) — T}, (x)
fiiggvény n-edrendben kicsi, azaz

o 1@) = Tal@)

a—zo  (r — x0)"

=0.

3.7.8. Tétel. Legyen f: I — R végtelen sokszor differencidlhaté fiiggvény,
tovabba xg, x € I rogzitett. Ha van olyan K > 0 valds szam, hogy minden z
és x kozotti y-ra és minden n € N-re

)| < K.
akkor o
fy = 3T gy
n=0 )

3.7.9. Definici6. Az el6z4 tételben szerepld

() (g
> ! n(l o) (2 — )"
n=0 ’
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végtelen sort az f fliggvény g pont koriili Taylor-soranak nevezziik. Ha spe-
cialisan x¢ = 0, akkor MacLaurin sorrdl beszéliink.

3.7.10. Példa. Legyen f(x) = 1 és o = 0, tovdbbd |z| < 1. Ekkor
1 1-2 1-2-3
/ _ " _ " _
f ($) - (1—1))27 f (.T) (1_:1;)37 f ($) (1—.’E)47

és igy tovabb, tehat

9@ =

amibsl £(M(0) = n!. Mivel |z| < 1, ezért

1O | _
(n+1)! N

lim
n—oo

igy f Maclaurin sora:

1 > k! >
—ZE-(:c—O)k:Zxk:1+x+x2+....
k=0

1—a

3.7.11. Példa. Legyen f(x) = e*, g = 0 és x € R. Ekkor
fM@y=e* = fM™O)=e =1

Masrészt

1)

(n+1)!

lim = lim
n—oo

igy f Maclaurin sora:

ea::Zy.xkzl_yx—k—gj—i——xg—l—....
k=0
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Kidolgozott feladatok

206. Feladat. Irjuk fel az f(z) = e* fiiggvény x¢ = 0 pont koriili 6todrendii

Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szdmoljuk ki e kozelit6 értékét!
Megoldas:

Elsé6 1épésben kiszamoljuk a fiiggvény els6 6t derivaltjat, majd meghatarozzuk
ezek értékeit az zo = 0 helyen:

FE (@) | F®) (o)
k=0 e?® 1
k=1 2627 2
k=2 4e2® 4
k=3 8e?® 8
k=4] 16e* 16
k=5| 16e* 32

Az f fiiggvény o pont koriili negyedrend(i Taylor-polinomja:

f// (x())

> . (x —3;‘0)2-1-

Ts(x) = f(wo) + f'(w0) - (x — xo) +

f"(xo) 5, fW(0) 1, SO (o) 5
+ G (r —x0)” + o4 (r —x0)" + 120 (x —xp)°.
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat
4 8 16 32
T =142-(z— =02+ (=0 = (z—0) 22 (r—0)°
5(x) +2-(x 0)—1—2 (x—0) +6 (z—0) —1—24 (x—0) +12O (x—0)

adodik. Elvégezve az egyszer(sitéseket azt kapjuk, hogy

4 2 4
Ts(z) = 1+ 2z + 22° + gsc?’ + §x4 + Bf.
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7 oz

Az e kozelit6 értékét ugy kapjuk, ha az elébbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az z = % helyen:

~ T 1 =142 1~l—2 12+4 13+2 14—
eT\e) T 2 2) T3°\2) T3 \2) ~
1 1 1 1 163
=l4+14+=-4+=-4+—+—=—=2,7167.
* +2+6+24+12() 60 '

207. Feladat. Irjuk fel az f(x) = In 2z fiiggvény zo = 1/2 pont koriili ne-
gyedrendd Taylor-polinomjit! Ennek segitségével szamoljuk ki In 2 kozelité
értékét!
Megoldas:

Elsé6 1€pésben kiszamoljuk a fiiggvény elsd négy derivaltjat, majd meghatiroz-
zuk ezek értékeit az o = 1/2 helyen:

F® (@) | f® (o)
k=20 In 22 0
k=1 1 2
k=2 -% —4
k=3 X 16
k=4 -5 —96

Az f fiiggvény xg pont koriili negyedrendi Taylor-polinomja:

Ty(a) = f(ao) + £/(a0) - (&~ 20) + T (2 )2t
(o 4) (o
+f é 0) (& — z0) + f4251 0) (= o).

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

T4(:U)—0+2-<x—;>—;l~<x—;>2+

L6 (1Y 96 (0 1Y
6 2 24 2
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adodik. Elvégezve az egyszer(sitéseket azt kapjuk, hogy

Az In 2 kozelits értékét tigy kapjuk, ha az elébbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az x = 1 helyen:

1 1\? 8 1\?*

n\* 1 1 1 7
—4-(1—2> =1-5+5— =15 ~ 0583

208. Feladat. irjuk fel az f(z) = /z fiiggvény zo = 4 pont koriili masod-

P

rendd Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki /5 kozelits értékét!
Megoldas:

Els6 1€pésben kiszamoljuk a fiiggvény elsd két derivaltjat, majd meghatarozzuk
ezek értékeit az oy = 4 helyen:

F¥) () F¥) (o)
k=0 NZ3 2
1 1 1 1
k=1 —.xT2 = —
2 T 4
I — 9 1 3 1 1
= —— - = — -
4 43 32
Az f fuggvény z( pont koriili mdsodrendl Taylor-polinomja:
f" (o) 2

To(z) = f(xo) + f/(CE()) (z—x0) + 9 (z —x0)”.
Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat azt kapjuk, hogy

T2(m):2+i-(x—4)—6i4-(x_4)2.
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7 7z

A /5 kozelits értékét gy kapjuk, hogy az elbbi Taylor-polinom értékét kisza-
moljuk az z = 5 helyen:

1 1
~ T =24+ --(5—-4 4
VERTy(5) =2+ - (5—4)— = (5-4)* =
1 1 143
=2t e TR

209. Feladat. Irjuk fel az f(z) = arctg x fiiggvény zo = 1 pont koriili harma-
drendd Taylor-polinomjat! Ennek segitségével szamoljuk ki arctg 0,9 kozelitd
értékét!

Megoldas:

Els6 1épésben kiszdmoljuk a fiiggvény elsd harom derivaltjat, majd meghata-
rozzuk ezek értékeit az xo = 1 helyen:

F9(z) F¥ (o)
k=20 arctg x %
1
— 1
k=1 a7 3
2\—2 1
k=2 —(I4+2%)"" 2z —3
. 1
k=3| 2 -(1+2?)73 422 - (1+22)72.2 3
Az f fuggvény x( pont koriili harmadrendd Taylor-polinomja:
" T " T
Ty(x) = f(ao)+ £/(a0)- (2 —20) + L0 (@ g 1 2D (s

Ebbe behelyettesitve a megfeleld adatokat

m 1 1 1 3
T =—+4+—--(z—-1)—=--(x—1 — —1)°.
s@) = 45 =) - @D @ )
adodik. Az arctg 0,9 kozelitd értékét tigy kapjuk, ha az elbbi Taylor-polinom

értékét kiszamoljuk az x = 0,9 helyen'

arctg 0,9 ~ 75(0,9) = Z (() 9—-1)—
1 1
—1.(0,9—1) o (0,9 —1)* ~ 0,7374.
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3.8. A differencialszamitas kozépértéktételei

3.8.1. Tétel. (Rolle-féle kozépértéktétel)
Ha f: [a;b] — R az [a; b]-on folytonos, az |a; b[-on differencialhaté fiiggvény,
tovébba f(a) = f(b), akkor van olyan ¢ €]a; b, hogy f’(c) = 0.

4

3

2

1

0

3.8.2. Megjegyzés. A Rolle-tétel geometriai tartalma: ha az f: [a;b] — R
fiiggvény folytonos és az |a; b[-ra vald lesziikitése differencidlhatd, tovabba a
fliggvényértékek az intervallum kezdé- és végpontjaban megegyeznek, akkor az
Ja; b] intervallumnak van olyan ¢ pontja, hogy a (c; f(c)) pontba hiizott érintd
egyenes parhuzamos az x tengellyel (azaz a meredeksége nulla).

3.8.3. Tétel. (Cauchy-féle kozépértéktétel)
Ha f, g: [a;b] — R az [a; b]-on folytonos, az |a; b[-on differencidlhaté fiiggvé-
nyek, tovdbbd minden = €]a; b[ esetén ¢'(x) # 0, akkor van olyan ¢ €]a;b],
melyre

1) - (@) _ 1)

9(b) —g(a)  g'(c)
3.8.4. Tétel. (Lagrange-féle kozépértéktétel)
Ha f: [a;b] — R az [a; b]-n folytonos, az |a; b intervallumon differencidlhat6
fiiggvény, akkor van olyan ¢ €]a; b[, melyre

F6) -~ fla) _
3.8.5. Megjegyzés. A Lagrange-féle kozépértéktétel geometriai tartalma: ha
az f: [a;b] — R fiiggvény folytonos és az |a; b[ intervallumra val6 lesztikitése
differencidlhatd, akkor az ]a; b] intervallumnak van olyan ¢ pontja, amelyre tel-
jesiil, hogy a (c; f(c)) pontba hizott érint§ egyenes parhuzamos az (a; f(a))
és (b; f(b)) pontokat dsszekts szakasszal.
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3.8.6. Megjegyzés. Ha az w szamot f atlagos megvaltozasként (atlagos
valtozési gyorsasagként) értelmezziik az [a; b| intervallumon, f'(c)-t pedig a c-
beli pillanatnyi véltozasi gyorsasdgként, akkor a kozépértéktétel azt mondja ki,
hogy tetszdleges intervallum esetén lennie kell egy belsé pontnak, amelyben a
pillanatnyi véltozasi gyorsasdg egyenld a teljes intervallumon vett dtlagos vél-

tozdsi gyorsasdggal.

3.8.7. Példa. Legyen s(t) = t> egy egyenes palydn mozgé gépkocsi hely—

id6 fiiggvénye a [0; 2] intervallumon. Ekkor az dtlagsebessége 4 [%] Meg-

mutathatd, hogy a vizsgélt idéintervallumban van olyan id6pillanat, amikor a
m

gépkocsi sebességmérdje pontosan 4 [;] -ot mutat. Ez az idGpillanat az 1 [s].

3.8.8. Kovetkezmény. (Csak a konstans fiiggvények derivaltja nulla.)
Ha az ]a; b[ nyilt intervallum minden x pontjdban f’(x) = 0, akkor van olyan ¢
valds szam, hogy f(z) = ¢ minden = €|a; b] esetén.

3.8.9. Kovetkezmény. Azok a fiiggvények, amelyeknek a derivaltja megegye-
zik, csak egy konstansban térnek el egymast6l. Pontosabban, ha az |a; b[ nyilt
intervallum barmely z pontjdban f'(z) = ¢'(x), akkor 1étezik olyan ¢ val6s
szdm, hogy f(z) = g(x) + ¢ minden x €]a; b esetén.

3.8.10. Tétel. (Darboux-féle kozépértéktétel)
Legyen f: I — R differencidlhaté fiiggvény. Ekkor az f’ derivaltfiiggvény
Darboux-tulajdonsigi, azaz barmely a,b € I, a < b esetén ha

flla) <v< f'(b) (vagy f'(b) <v < f'(a)),

akkor létezik olyan u €]a; b[, melyre f/(u) = v.
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Kidolgozott feladatok

210. Feladat. Hatirozzuk meg az f: [~1;2] — R, f(z) = 2% — 222 fiigg-
vény esetén azon c valds szdmokat, amelyekre teljesiil, hogy a (c; f (c)) pontba
hiizott érintd parhuzamos a ( — 1; f(—1)) és (2; f(2)) pontokat Ssszekotd
szel6vel!

Megoldas:
A szel6 meredeksége

f2)~ f(-1) _8-8—(-1-2)
2~ (—1) 3

m = =1,

igy az érint6 meredeksége is 1 kell, hogy legyen, azaz teljesiilnie kell, hogy
f'(c) = 1. Mivel f'(c) = 3¢? — 4c, ezért meg kell oldanunk a

3¢2 —4c=1

masodfoki egyenletet, ami ekvivalens azzal, hogy 3¢? — 4c — 1 = 0. A mésod-
fokt egyenlet megoldéképletét alkalmazva

4+16+12  4+2V7 247
6 -6 3

Mindkét érték eleme az értelmezési tartomdnynak, igy mindkét valés szdm
megfelel a feladat feltételeinek.

12 =

211. Feladat. Mutassuk meg, hogy az f(z) = 42° + 2® + 72 — 5 polinom
fliggvénynek pontosan egy valés gyoke van!

Megoldas:

Egy valds gyoke biztosan van a fiiggvénynek, ugyanis egyrést f(0) = —5,
maésrészt f(1) = 7, és mivel a polinomok folytonos fiiggvények, és a folytonos
fiiggvények barmely két fiiggvényérték kozotti kozbeesd értéket is felvesznek,
ezért létezik olyan a valés szdm, amelyre f(a) = 0. (A Bolzano-tételre is
hivatkozhattunk volna, ami szerint intervallumon értelmezett negativ és pozitiv

értékeket is felvevd, folytonos fiiggvénynek van zérushelye.)

Ha azonban lenne egy b valds szdm is, amelyre f(b) = 0, akkor a Rolle-féle
kozépértéktétel miatt 1étezne olyan ¢ €a; b[ valés szam, amelyre f'(c) = 0.
Azonban

f'(c) =20c* + 32 + 7
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ami viszont mindeniitt pozitiv, igy sehol sem lehet nulla. Tehat a Rolle-tétel
garantdlja, hogy egynél tobb valés gyok nem lehet.

A feladat elején megmutattuk, hogy egy valds gyok azonban biztos van, igy
pontosan egy valds gyok van.

212. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = 2z — 2 fiiggvénynek azt a pontjat,
amelyhez hizott érint6 egyenes parhuzamos az A(1; 1) és a B(3; —3) pontokon
athalad6 szelGvel!

Megoldas:

A Lagrange—féle kozépérték tétel garantdlja, hogy l1étezik a megadott szelGvel
parhuzamos érint egyenes. A szel$ meredeksége az A és B pontokhoz tartozd
differenciahdnyados:

fG) - _ =3-1_

= £2.
3—-1 3—-1

m =

Mivel a keresett érint6 egyenes parhuzamos a szeldvel, ezért az érintd egyenes
meredeksége szintén —2. Az érintd egyenes meredeksége megegyezik a fiigg-
vény megfelel6 helyen vett derivéltjdval, azaz keressiik azt az x valds szdmot,
amelyre f'(z) = —2 teljesiil. Mivel f'(z) = 2 — 2z, ezért

2—2x=-2 = 2r =4 = xr = 2.

Misrészt a fiiggvényérték a 2 helyen f(2) = 0, igy a keresett érintési pont
E(2;0).
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222

3.9. Szoveges szélsoérték feladatok

3.9.1. Tétel. Legyen f: I — R kétszer differencidlhaté fiiggvény az zy € [
helyen és f’(x¢) = 0. Ekkor
e ha " (xg) > 0, akkor a fiiggvénynek az x( helyen lokdlis minimuma
van;
e ha f"(x0) < 0, akkor a fiiggvénynek az z( helyen lokélis maximuma
van.

3.9.2. Megjegyzés. Az el6z6 tétel nem mond semmit, ha f”(z) = 0. Példdul
f(z) = a* esetén f'(z) = 1222, igy f”(0) = 0, és f-nek x¢ = 0-ban lokdlis
minimuma van. Ha f(z) = —a%, akkor f"(x) = —1222, igy f”(0) = 0, és
f-nek xop = 0-ban lokdlis maximuma van. Ha f(z) = 23, akkor f(z) = 6z,
igy ”(0) = 0, és f-nek xy = 0-ban nincs lokdlis szélsGértéke.

3.9.3. Tétel. Ha az f: I — R fiiggvény n-szer differencidlhaté és x¢g € [
olyan, hogy
f(wo) = f"(w0) = ... = [ N(wo) =0,

tovabba (") (zq) # 0, akkor
e ha n pdratlan, akkor f-nek xg-ban nincs lokalis szélsGértéke;
e ha n péros és f(")(xy) > 0, akkor f-nek zg-ban lokdlis minimuma
van;
e ha n paros és f(™)(zq) < 0, akkor f-nek xo-ban lokalis maximuma
van.

3.9.4. Megjegyzés. Tekintsiik az f: [a; b] — R folytonos fiiggvényt, és tegyiik

fel, hogy f lesziikitése az |a; b| nyilt intervallumra akdrhdnyszor differenciél-

hat6. Ekkor f-nek biztosan létezik maximuma és minimuma is, melyeket az

aldbbi mdédon hatdrozhatunk meg:

1. Derivaljuk az f fiiggvényt!

2. Oldjuk meg az f'(x) = 0 egyenletet, ezaltal meghatdrozva az f staciondrius
helyeit!

3. Szamoljuk ki a fiiggvényértékeket a staciondrius helyeken, valamint hata-
rozzuk meg az f(a) és f(b) fiiggvényértékeket! A kiszamolt értékek koziil
a legkisebb a fiiggvény abszolit minimuma, a legnagyobb a fiiggvény ab-
szolit maximuma.

3.9.5. Példa. Adjuk meg az f: [-1;4] — R, f(z) = 2® — 322 fiiggvény
globdlis minimumat és maximumat!
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A fiiggvény derivéltja f/(x) = 322 — 62. A 322 — 62 = 0 egyenlet megoldésai
r=0,x=2.

z —1<z<0| z=0 |[0<2z<2| z2=2 |2<a<4
f(x) + 0 - 0 +
f(x) Vs lok. max. AW lok. min. Va
Masrészt
f(=1) = (-1 =3(-1)2 = -4

f2)=2>-3.22= 4
f(4) =4% —3.4% =64 — 48 = 16.

A fiiggvény abszolit minimum helyei: * = —1 és x = 2, a minimum érték
y = —4. Az abszolit maximum hely z = 4, a maximum érték y = 16.
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Kidolgozott feladatok

213. Feladat. Hatdrozzuk megaz f: [—1;2] — R, f(x) = 23 — 622 + 5 fiigg-
vény abszolit (globdlis) széls6értékeit!

Megoldas:

Az f fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, igy 1étezik

minimuma és maximuma is, melyek helye az értelmezési tartomany hatarpont-
jaiban van, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja nulla. A fiiggvény derivaltja

f'(x) =32% — 120 = 3z - (z — 4),

ami pontosan akkor 0, ha z = 0 vagy « = 4. Kiszdmoljuk a fiiggvényértékeket
az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban €s ott, ahol a derivélt zérus:

feh)=-2  JO)=5  f2)=-1L

(Az x = 4 nincs benne az f fiiggvény értelmezési tartomanyaban). A fiiggvény
minimum értéke tehit: —11, minimum helye: 2, maximum értéke: 5, maximum
helye: 0.

4
214. Feladat. Hatdrozzuk meg az f: [-2;2] — R, f(z) = % fiiggvény
x
abszolut (globdlis) sz&élsdértékeit!
Megoldas:

Az f fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, igy 1étezik
minimuma és maximuma is, melyek helye az értelmezési tartoméany hatarpont-
jaiban van, vagy ott, ahol a fiiggvény derivaltja nulla. A fiiggvény derivéltja a
hanyados fiiggvény derivélési szabdlya alapjan

4- (22 +1)—dz-2x —da?+4

@ =%y @i

ami pontosan akkor 0, ha x = —1 vagy x = 1. Kiszdmoljuk a fiiggvényértéke-
ket az értelmezési tartomdny hatdrpontjaiban és ott, ahol a derivélt zérus:

Azt kaptuk tehat, hogy az f fiiggvény minimum értéke: —2, minimum helye:
—1, maximum értéke: 2, maximum helye: 1.
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215. Feladat. Egy téglalap keriilete 100 m. Hatdrozzuk meg az oldalait gy,
hogy a teriilete maximaélis legyen!

Megoldas:
Legyenek a téglalap oldalai x és y. Ekkor a keriilet:
K =2x + 2y,
igy jelen esetben
2z + 2y =100 = z+y =250 = y =50 —z.
Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:
T=zy=(50—z) z=>50z— 2

Ez egy x-t0l fiiggd fiiggvény, igy jeloljikk T'(z)-el. SzélsGérték ott lehet, ahol a
fiiggvény derivdltja 0. Tehéat meg kell oldanunk az 7" (x) = 0 egyenletet:

T'(x) = 50 — 2,
ami pontosan akkor 0, ha z = 25. Ekkory = 50 — 2 = 50 — 25 = 25. AT
fliggvény masodik derivaltja:

T"(z) = -2 <0,
igy lokdlis maximum hely van az x = 25 helyen. Tehat a téglalap teriilete akkor
maximadlis, ha z = 25 m, y = 25 m, és ekkor a maximalis teriilet:

T =z y=25=625m>

216. Feladat. Egy ttizfal melletti téglalap alakd kert keriilete 400 m. Hatdroz-
zuk meg a kert oldalait igy, hogy a teriilete a lehetd legnagyobb legyen!

Megoldas:

Legyen a tizfallal parhuzamos oldal: y; a tlizfalra mer8leges oldalak: . Ekkor
a keriilet: K = 2x + y, igy jelen esetben

2z +y =400 = y =400 — 2z.
Ezt felhaszndlva a téglalap teriilete:
T =x-y= (400 — 2z) - y = 400z — 22°.
Ez egy x-t0l fiiggs fiiggvény, ezért jeloljikk T'(z)-szel. SzélsGérték ott lehet,
ahol a fiiggvény derivaltja 0. Tehdt meg kell oldanunk az 7" (z) = 0 egyenletet:
T'(x) = 400 — 4z,
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ami pontosan akkor 0, ha z = 100. Ekkor y = 400 — 2z = 400 — 200 = 200.
A T fiiggvény mésodik derivaltja: 7" (z) = —4 < 0, igy z = 100 lokélis
maximum hely. Tehat a téglalap teriilete akkor maximadlis, ha x = 100 m és
y = 200 m. Ekkor a maximdlis teriilet:

T =x-y=100-200 = 20000 m?.

217. Feladat. Feliil nyitott négyzet alapi egyenes haséb felszine 75 dm?. Ha-
tdrozzuk meg az éleit igy, hogy a térfogata a lehet6 legnagyobb legyen!
Megoldas:
Jeloljiik a hasab alapéleit z-szel, oldaléleit y-nal. Ekkor a felszine:

75 — a?

A=z? 442y =75 = V= .
x

Ezt behelyettesitjiik a térfogatba azt kapjuk, hogy

75 — 2 75x — 3
V: 2- = 2- E—
Toy=e 4z 4 ’

amit lederivalva
75— 3z?

4
adddik. Ennek zérushelye x = +£5, de a geometriai tartalom miatt —5 nem
megoldas, igy x = 5 dm. Ekkor

V'(z)

75 —52 50
Y=g T Bhdm
3
AV fiiggvény mésodik derivéltja V' (a) = ~ 2% amiz = 5 esetén negativ,

igy valéban maximum van az adott helyen. Ekkor a maximalis térfogat:
V=2%y=25-25=0625dm>.

218. Feladat. Egy 12 centiméter oldalhosszisagi badog lemezbdl nyitott te-
tejd dobozt kell késziteniink gy, hogy sarkaibdl négyzeteket vagunk ki, az
oldalakat pedig felhajtjuk. Mekkora négyzeteket vagjunk ki a sarkokbdl, hogy
a doboz firtartalma a lehetd legnagyobb legyen?

Megoldas:

Tegyiik fel, hogy a négyzet sarkaibdl x centimétert vagunk le. Ekkor a kapott
test térfogata

V(z) = (12 — 22)? -z = (144 — 48z + 42?) - & = 42> — 4822 + 144x.
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AV fiiggvény értelmezési tartomdnya a [0; 6] zdrt intervallum. SzélsGérték a
hatarpontokban lehet, vagy ott, ahol a fiiggvény derivéltja 0. Mivel

V'(z) = 122% — 96 + 144,

ezért a 1222 — 962 + 144 = 0 egyenletet kell megoldanunk. Az egyenletet 12-
vel végigosztva 22 — 8z + 12 = 0 adédik. Az egyenletet a masodfokd egyenlet
megoldoképletével megoldva

8+v64—-4-12 8+4
2 T2
azaz x1 = 6 és xo = 2 adédik. A V fiiggvény masodik derivaltja:
V"(z) = 24x — 96 = V"(2) = —48 <0, V"(6) = 48 > 0.

T12 =

Tehét az x = 2 helyen lokdlis maximum van, az x = 6 helyen lokalis minimum
van a V fiiggvénynek. Tovébba V' (0) = 0, V(2) = 32 — 192 + 288 = 128,
V(6) = 0. Azt kaptuk tehét, hogy az x = 2 helyen van globdlis maximum hely,
melynek értéke 128. Azaz ahhoz, hogy a keletkezett doboz térfogata maximalis
legyen, a sz€leitdl 2 cm-re kell felhajtanunk a bddoglemezt. Ekkor a maximalis
térfogat V = 128 cm?.

219. Feladat. Egy egyenes palya mentén mozgd részecske helyét az
s(t) =13 —6t>+9

fiiggvény frja le, ahol az elmozduldst méterben, az eltelt id6t masodpercben
mérjitk. Mekkora a test maximalis sebességének nagysdga az [1;10] interval-
lumban?

Megoldas:

Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi a minimumat és a maximumat:
vagy az intervallumon belsejében lokalis sz€ls6érték forméjaban, vagy az inter-
vallum hatdrdn. A sebesség-id6 fliggvényt a hely-id6 fliggvény derivaltja adja
meg:
v(t) = §'(t) = 3t* — 12t.

Lokalis szEéls6érték ott lehet, ahol az elsé derivalt értéke 0.
A v(t) fiiggvény derivaltja v'(t) = 6t — 12, ami pontosan akkor 0, ha t = 2.
Mivel v”(t) = 6 > 0, ezért v-nek a t = 0 helyen lokdlis minimuma van. Mivel
azonban a kérdés a sebesség nagysagara vonatkozott, ezért

lv(2)] =13-22 —12-2| = 12.

Tehat az intervallum belsejében a sebesség maximalis nagysaga 12.
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A fliggvényértékek az intervallum hatérain:
(1) =13-12-12-1]=9 és [v(10)| = |3-10% — 12- 10| = 180,
igy a megadott intervallumon a legnagyobb sebesség 180.

220. Feladat. A P pont koordinatdi P(1 + z;3 + 2z;1 — ). Hatdrozzuk meg
az x értékét tigy, hogy a P pont a lehetd legkdzelebb legyen az origéhoz!

Megoldas:
A P pontnak az orig6tdl vald tadvolsdga:

d(z) = /(1 +2)2 + (3+22)2 + (1 — x)2.

Végezziik el a zardjelek felbontdsit, majd az 6sszevondsokat:

d(z) = V1+220+22+9+ 120+ 422 + 1 — 20 + 22 =

= /622 + 12z + 11.

Ezt felhasznalva a d fiiggvény derivaltja
1 6x + 6

d(r) = (122 4+ 12) = ,
2 V622 + 122 + 11 V622 4+ 122 + 11
melynek zérushelye: z = —1.
T r<-1|z=-1|z>-1
d'(z) - 0 +
d(x) N lok. min. v
Tehat x = —1-nél lokdlis minimum hely van. Mivel x = —1 az egyetlen lokélis

Py

sz8ls6érték hely, igy az egyben globdlis minimum hely is. A minimum érték,
azaz a P pontnak az origétdl vald lehetS legkisebb tavolsiga: d(—1) = /5

egység.
221. Feladat. Egy bizonyos nyugtatdszer esetén a

2t (t > 0)

)= ——
c®) 3+ t2

fiiggvénnyel j6l modellezhetd a véraramban 1év6 koncentracid, ahol ¢ az injek-
ci6 beaddsatol eltelt id6 percben mérve, a C'(t) koncentraciét pedig mg/1-ben
értjiik. Hatarozzuk meg azt az id6pillanatot, amikor a legnagyobb koncentra-
cioban van jelen a nyugtatészer a véraramban!
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Megoldas:
A C figgvény deriviltja:
23+t2) —2t-2t  —2t2+6
C'(t) = B+1) = )
(3+12)2 (3+12)2

Ennek zérushelyei t = ++/3. Mivel ¢ az id6t jeloli, ezért ¢ > 0 miatt ¢ = /3 a
megoldas.

Lathat6, hogy v/3-ban a derivalt elSjele negativbdl pozitivba vilt, igy ott vals-
ban maximum van. A maximadlis koncentracié

222, Feladat. Hatarozzuk meg az
P24+ (p+2)-x+4p—2=0
masodfoki egyenletben szerepld p paraméter értékét tigy, hogy az egyenlet
gyokeinek négyzetosszege minimalis legyen!
Megoldas:
A gyokok Osszegére €s szorzatara vonatkozé Viéte—formuldk alapjan
x1+x2=—(p+2) X1 - x9 =4p — 2.
Ezt felhasznélva
3 rad=(r+a) — 201 = (—(p+2) —2-(4p-2) =
=p’+4p+4—8p+4=7p°—4p+8.
A feladatunk az f(p) = p* — 4p + 8 fiiggvény minimumanak megkeresése.
A fiiggvény derivaltja f/(p) = 2p—4, amelynek az egyetlen zérushelye: p = 2.

Mivel f”(p) > 0, ezért a fiiggvény minden p valés szdm esetén konvex, igy a
p = 2 helyen valdban globélis minimuma van.

223. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = e” fiiggvény azon pontjat, amelyben
a fiiggvény gorbiiletének értéke maximalis!

Megoldas:
Mivel f/(z) = e és f"(x) = €%, ezért a gorbiileti fiiggvény
f// T eil,‘ el‘
g(x) = Iz El 2213
A+ lr@PR):  Ja+ L VI
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Py

Ennek a fiiggvénynek keressiik a sz&ls6értékét, amihez el6szor meghatdrozzuk
a fiiggvény derivéltjat. Egyszeriibb azonban a ¢%(z) fiiggvénynek a derivaltjat

Py

meghatdrozni, ugyanis egyszerien dtgondolhatd, hogy széls6érték helye ugyan-
ott lesz a g(x)-nek, ahol a g?(z)-nek. Legyen h(z) = ¢g?(x). Ekkor

, 2. e2:c . (1 4 eQx)S _ e2x .3. (1 4 e?x)Q . 2€2x
h(z) = .
(14 e2z)6
Az 6sszevondsok és lehetséges egyszer(isitések utin azt kapjuk, hogy
5 e . (—1 + 2e2z)

b (z) = —
(=) (14 ¢22)*
Ennek a fiiggvénynek a zérushelyét a 2e?* — 1 = ( egyenlet megoldésa adja:

2% —1=0
1
2z _ —
T3

1

2¢ =1In =

z=Ing

1.1 1
r=—-In-=—=In2.
2 2 2

A derivalt fiiggvény elgjelét tartalmaz6 tablizat:

a:<—%ln2 mz—%an x>—%ln2

B (x) — 0 +
h(z) a lok. max. N

Azt kaptuk tehdt, hogy az

x:—;m:—mV%ﬂnQ%>:me)

helyen lesz maximadlis az f(x) = e” fiiggvény gorbiilete.
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3.10. Implicit fiiggvények derivalasa

3.10.1. Megjegyzés. Ezen jegyzet korabbi fejezeteiben olyan fiiggvények de-
rivéltjait hatdroztuk meg, ahol a fiiggvény y = f(x) médon, tgynevezett ,.ex-
plicite” alakban volt megadva.

Bizonyos esetekben el6fordul, hogy az = és y kozott olyan Osszefiiggést is-
meriink, melybdl y explicite nincs kifejezve. Ilyenkor akkor azt mondjuk, hogy
,implicite” van megadva az y.

Ilyen esetekben is el6fordulhat, hogy ki tudjuk fejezni az y-t az x segitségével
és igy explicit alakot kapunk, azonban olyan esetek is vannak, amikor erre nincs
lehet6ség.

3.10.2. Definici6. Ha van olyan f: R — R fiiggvény, amelyre minden x € Dy
esetén (z, f(z)) € Dp és

F(z, f(x)) =
akkor azt mondjuk, hogy az F(z,y) = 0 egyenloseg egy implicit egyenletet
definidl. Az f fuggvényt az F'(x, y) = 0 egyenlet 4ltal definidlt implicit fiigg-
vénynek nevezziik.

3.10.3. Példa. A kovetkezSkben példat adunk olyan implicit egyenletre, amely
explicitté alakithat6 és olyanra is, amely nem alakithat6 hat explicit egyenletté.

(1) Az y(x) — 2% = 0 egyenlet egy implicit egyenlet az y-ra. EbbSl azonban
konnyen kifejezhetjiik az y-t és az y(z) = 3 egyenlethez jutunk, azaz
explicit alakot nyeriink, igy valéjaban az f(z) = 23 fiiggvényhez jutottunk.

(2) Az 2% + y?(x) — 49 = 0 egyenlet szintén implicit egyenlet. Az y-t itt is ki
tudjuk fejezni az = segitségével, azonban ekkor két megoldast kapunk:

yi(x) = V49 — 22 yo(x) = /49 — 22,

Egyetlen fiiggvény grafikonjaként nem 4ll el6 a megadott implicit egyen-
letben szerepld grafikon.

(3) Azy*(x)—x+sin (zy(z)) = 0 egyenlet olyan implicit egyenlet, amelybdl
madr ki sem fejezhetd az y az x segitségével.
3.10.4. Eljaras. Implicit fiiggvények derivaldsa:

1. Az implicit egyenlet mindkét oldalat derivaljuk x szerint igy, hogy y-t az x
(differencidlhato) fiiggvényeként tekintjiik.

2. Rendezziik az egyenletet ugy, hogy az y/'(z) = % kifejezést tartalmazé
tagok egy oldalra keriiljenek.
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3. Oldjuk meg a kapott egyenletet y'(x)-re!

3.10.5. Példa. Meghatirozzuk az 22 + y?(z) = 5 implicit fiiggvény esetén az
y' fliggvényt!
Az y-t egy z-t0l fiiggd fiiggvénynek tekintjiik. Derivdlva az egyenlet mindkét
oldalat
22 +2y(x) - y'(z) =0
adodik. Kifejezve az egyenletbdl 3'-t azt kapjuk, hogy
2z
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Kidolgozott feladatok

224. Feladat. Hatdrozzuk meg az 22 + 3%(x) = 1 implicit fiiggvény esetén az
y' fliggvényt!

Megoldas:

Az y-t egy x-t0l fiiggd fiiggvénynek tekintjiik. Derivélva az egyenlet mindkét
oldalat

2z + 2y(z) -y (z) =0
adodik. Kifejezve az egyenletbdl 3/ -t azt kapjuk, hogy
2z
/ /
V@) =5 B @)=
2y(x) y(x)

225. Feladat. Hatdrozzuk meg az 2%+ 3 () —92-y(z) = 0 implicit fliggvény
esetén y/-t!

Megoldas:
Differencidlva a megadott egyenlet mindkét oldaldt

32% + 3y*(x) - y/'(2) — 9 (y(2) + 29/ (x)) = 0

adédik. Az egyenletet ugy rendezziik, hogy bal oldalon szerepeljenek azok a
tagok, amelyek tartalmazzak az 1/'-t, jobb oldalon pedig azok, amelyek nem
tartalmazzak azt. Ezt kovetSen kifejezziik az egyenletbdl y/-t:

y - (3y2(x) — 9x) = 9y(x) — 32° = y'(z) =
226. Feladat. Hatarozzuk meg az
2%+ 2y%(x) — 22 + 16y(z) +13 =0

implicit egyenlet azon (z;y) pontjait, amelyekbe hiizott érint6 egyenes parhu-
zamos az x tengellyel!

Megoldas:

Az egyenlet mindkét oldalat derivélva azt kapjuk, hogy

2z + 4y(z) - y'(z) — 2+ 16y'(z) = 0.
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Ha rendezziik az egyenletet tigy, hogy az 1 kifejezést tartalmazé tagok egy
oldalon szerepeljenek, mig azok a tagok, amik nem tartalmazzdk az y'-t, a
masik oldalon, akkor

dy(z) -y (x) + 16y (x) =2 — 2z
adédik. Kiemelve az y/-t azt kapjuk, hogy
Y (z) - (4y(z) + 16) = 2 — 2z,

(@) = 2 -2z
Y= @) + 16°
Azokat a pontokat keressiik, amelyekben az érint6 parhuzamos az x tengellyel,
azaz azokat a pontokat, ahol az érinté meredeksége (vagyis y') zérus:
2 -2z
dy(z) + 16 v
Ha x = 1, akkor ezt az eredeti egyenletbe behelyettesitve
124 2y%(1) —2- 1+ 16y(1) +13 =0

adodik. Elvégezve az 0sszevondst a

20%(1) + 16y(1) +12 =0 = y2(1) +8y(1) +6 =0

mdsodfoku egyenlethez jutunk. A masodfokud egyenlet megolddképletének al-
kalmazasaval azt kapjuk, hogy

8+V82_-6-4 -8++/4
8+V82—6-4 _ 8 0 _ 41 vim.

Y12 = 5 5 =

azaz y1(1) = —4 4+ /10, illetve y2(1) = —4 — +/10. Tehit a keresett pontok:
P = (1;-4+V10) P = (1;—-4—+10).

227. Feladat. Hatdrozzuk meg az = +2(x) = 10 implicit egyenlettel definidlt
fiiggvény masodrendd derivaltjdt az (1; 3) pontban!

Megoldas:

Az egyenlet mindkét oldalét derivélva

Lt2y() /(@) =0 = y(@)=-
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adodik. Ismét derivdlva a kapott egyenlet mindkét oldalat azt kapjuk, hogy
2 (z) -y'(2) + 2y(x) -y () =0 = y(x) =%

Behelyettesitve az y'-re kapott kifejezést azt kapjuk, hogy

2
) = — (y/(aj)) _ 1
y Ay3(z)’
igy a masodrend derivalt értéke az (1;2) pontban:
1 1
" 1 e ——
V=" s

228. Feladat. Hatdrozzuk meg az 2 + y?(x) — 6z — 8y(x) = 0 implicit fiigg-
vény azon pontjait, ahol a fiiggvény érint6 egyenesének meredeksége 0!
Megoldas:
Derivélva az egyenlet mindkét oldalat azt kapjuk, hogy

2z + 2y(z) -y (z) — 6 — 8y (z) = 0.

Ha a bal oldalon csak az y/(z)-t tartalmazé tagokat hagyjuk és kiemeliink 7/-t,
akkor
6 — 2z

y'(x) - (23/(;10) - 8) =-2r+6 = y'(z) = W

adddik, ami pontosan akkor zérus, ha x = 3. Ekkor az eredeti implicit egyen-
letbdl azt kapjuk, hogy

9+y%(x) —18 —8y(x) =0 =  y3(z) —8y(xz) —9=0.
A masodfoku egyenlet megold6képletének felhasznalasaval

8 + /64 + 36 8+ 10
Y1,2 = 5 = 5

azaz y = —1, illetve y = 9. A keresett pontok tehat (3; —1), illetve (3;9).
229. Feladat. Derivéljuk az f(z) = x* fuggvényt!

Megoldas:

Az f(x) = x” egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat véve azt kapjuk, hogy

In (f(z)) = nz®
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amibdl
In(f(z)) =z-Inz
kovetkezik. Mindkét oldalt derivdlva
1
—— - f(z)=lnz+1
O
adodik, igy
f'(z)=f(z)-(Inz+1)=2" (Inxz + 1).
230. Feladat. Deriviljuk az f(z) = " fiiggvényt!
Megoldas:

Az f(x) = 25 egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusat véve azt kapjuk,
hogy ‘
In (f(x)) = Inz®"?%,
amibdl
In(f(z)) =sinz-Inz
kovetkezik. Mindkét oldalt derivdlva az = valtoz6 szerint azt kapjuk, hogy
1 .
—— - f/(z) = cosx - Inx + sz,

flz) x

s

1gy
sinz

f'(z) = f(x)- (cosz-lnz+ =257 (cosz - lnz + s ).
T T

231. Feladat. Derivdljuk az f(z) = (sinz)” fuggvényt!

Megoldas:

Az f(x) = (sinz)® egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusét véve
In (f(x)) =In(sinz)”

adédik, amibol
In (f(:c)) =z - In(sinz).
kovetkezik. Mindkét oldalt derivédlva azt kapjuk, hogy
1

m . f’(w) = ln(sina:) +xctgx,

f'(z) = f(z) - (In(sinz) + z - ctgz) = (sinz)” - (In(sinz) + z - ctgz).
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232. Feladat. Derivaljuk az f(x) = (sinz)°®? fiiggvényt!
Megoldas:
Az f(x) = (sinz)®*? egyenlet mindkét oldaldnak a logaritmusét véve
In (f(z)) = In(sinz)*®*
adodik, amibdl
In (f(z)) = cosz - In(sinz).
kovetkezik. Mindkét oldalt derivélva azt kapjuk, hogy

1 1
—— - f(z) = —sinx - In(sinz) + z -

f(z)

- - cos T,
sin x

igy
f'(z) = (sinz)®* . (—sinz - In(sinx) + cosz - ctg x) .

233. Feladat. Tekintsiik az y*(z) —2? = sin (z-y(z)) + 1 implicit egyenletet!

a) Adjuk meg az y fiiggvény érint6 egyenesének meredekségét a (0; 1) pont-
ban!

b) Irjuk fel a (0;1) pontbeli érint§ egyenes egyenletét!
Megoldas:
a) Differencidlva a megadott implicit egyenlet mindkét oldalat
2y() -y () — 22 = cos (v - y(2)) - (y(=) + = - y/(z))
adédik. Felbontva a zérdjelet azt kapjuk, hogy
2y(z) -y (z) — 22 = y(z) - cos (z - y(x)) + z - ¢ (z) - cos (z - y(z)).
Az 3y tagot tartalmazo kifejezéseket egy oldalra rendezve
2y(z) -y (x) —z -y (x) - cos (z - y(x)) = y(x) - cos (x - y(x)) + 2
adédik. A bal oldalon 3’'-t kiemelve azt kapjuk, hogy

Y (x) - (Qy(m) — X - CcoS (:c . y(:z))) = y(x) - cos (:c . y(:z)) + 2.
A kapott egyenletbdl kifejezve y/-t

() y(x) - cos (x : y(:):)) + 2z

- 2y(x) — x - cos (z - y(z))




240 Implicit fiiggvények derivdldsa

adodik. Behelyettesitve a (0; 1) koordindtdji pontot azt kapjuk, hogy az
érintd egyenes meredeksége:

1-cos04+0 1
b) Az érintd egyenes egyenlete:

1
y:1+§-(x—0) = y=—x+ 1.



4. fejezet

Primitiv fiiggvény keresési
modszerek
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4.1. Alapintegralok

4.1.1. Megjegyzés. Ebben a szakaszban, ha mast nem mondunk, akkor [ a
valds szamok halmazdnak egy pozitiv hosszisagui részintervallumat jeloli.

4.1.2. Definici6. Ha az F': I — R fiiggvény differencidlhaté és F'(z) = f(x)
minden x € [ esetén, akkor azt mondjuk, hogy F' az f fiiggvény primitiv

fiiggvénye.

4.1.3. Megjegyzés. Ha F' primitiv fiiggvénye az f fliggvénynek, akkor minden
¢ € R esetén F + c is primitiv fiiggvénye az f fiiggvénynek. Tehat, ha egy
fiiggvénynek van primitiv fliggvénye, akkor végtelen sok van, melyek csak egy
(additiv) konstansban térnek el egymastol.

4.1.4. Példa. Az f(x) = 322 fiiggvénynek F(z) = 23 és Fy(x) = 23 + 2 is
primitiv fiiggvénye, mert (23) = 322 és (23 + 2)' = 322

4.1.5. Definicié. Az f fliiggvény Osszes primitiv fiiggvényének halmazat az f
fliggvény hatdrozatlan integrdljdnak nevezziik. Jele: [ f(z)dz.

4.1.6. Példa. Az f(x) = 3x? fiiggvény hatdrozatlan integrélja
/3m2dx =23 +¢

ahol c € R tetszdleges.

4.1.7. Tétel. A primitiv fiiggvény additiv tulajodnsdgd, azaz ha f: I — R és
g: I — R olyan fiiggvények, amelyeknek 1étezik primitiv fiiggvénye, akkor az
f + g fuggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye és

/ (f(@) + g(x)) dz = /f(z) dz + /g(ﬂ:) dz.
4.1.8. Példa. Az f(x) = 423 + 322 fiiggvény primitiv fiiggvényei
/4x3—|—3x2dx: /4x3dx+/3x2dx =2t + 23 +¢,
ahol c € R tetszbleges.

4.1.9. Tétel. A primitiv fiiggvény homogén tulajdonsdgd, azaz ha f: I — R
olyan fiiggvény, amelynek létezik primitiv fiiggvénye és A € R, akkor a X - f
fliggvénynek is 1étezik primitiv fiiggvénye és

/A-f(x)dx:)\-/f(m)dx.
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A kovetkez6kben r € Q, & € R és a > 0! Az aldbbi tdbldzatban megadjuk az
elemi fiiggvények alapintegraljait:

f(x) Dy ff(a:)dx
@ R oa-T+c
1 R rT+c
a’ ]0; 00] %—i—c
sin R —cosx +c¢
CoS T R sinz + ¢
ﬁ R\{§ +k-m|keZ} tgx +c
_Sinl2z R\{r+k-wlkeZ}| ctgz+c
e’ R e 4 ¢
a* R %—i—c
: 10; o0 In|z| + ¢
x-llna 105 00] log, x + ¢
11_962 ] = 1;1] arcsinz + ¢
- 11,12 ] = 1;1] arccos T + ¢
1+1x2 R arctgr + ¢
shx R chz+c
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chz R shx +¢
ﬁ R thz + ¢
Wz R\ {0} ctha +c
1}”62 R arshz + ¢
1;71 [1;00[ archz + ¢
o ] =151] arthz + ¢
_1_1a;2 | —o00; —1[U]1;00[ | arcthz

A fenti tdblazatokban c € R tetszSleges.
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Kidolgozott feladatok

234. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

2
a) /2dx 3 /w R,
T

2
b) /4x—|—2dx : /3j +$d
i) Nl
T
1
d [gde 1) /3x+4xdx
2 2
e) /3dx / Z
v m) :c2+1dw
2 _
f)/\/fdx ) /a: 4dx
T —2
g) /%dx x? +4x+4
0) | ————dx
1 42
T
h)/ da /x2—6x+9
T p | ———dx
r—3
Megoldas:

a) Azokat a fiiggvényeket keressiik, amelyek derivaltja 2, igy
/ 2dx =2z +c.
b) Az integrél additiv és homogén tulajdonsigét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

42
/4x+2dx:4-/xdx+/2d$:§+2x+c:2m2+2x+c.

¢) Az integral additiv és homogén tulajdonsdgat hasznalva

/3x2+6x8dx=3~/$2dx+6~/xdx/8dx:

3 2

:3-%+6-%—8x+c:x3+3$2—8x+c
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addodik.

d) Felhasznalva az

azonossagot azt kapjuk, hogy

1 -1 1
/dx:/x_de:x—i—c:——kc.
2 -1 x

e) Felhasznalva az

azonossagot azt kapjuk, hogy

2 —2 1
$3d$=/2-x_3dx:2'1;2+c:—zrz+c.

f) Felhaszndlva a /z = 3 azonossagot, azt kapjuk, hogy
3
2 2
/\/de—/wédx—w;—g-\/w3+c.
2
g) Felhaszndlva a /x = 3 azonossagot, azt kapjuk, hogy
4
/%dx:/xidx:?:i-\%x‘l—kc.

h) A tortet két tort 6sszegére bontva, majd az integrdl additiv tulajdonsagat
felhasznélva azt kapjuk, hogy

1 1 1
/x—i— dm:/x—l—dm:/1+dac:$—|—ln|az|+c.
x r  x x

1) A tortet két tort Osszegére bontva, majd az integrdl additiv tulajdonsagét
felhasznélva azt kapjuk, hogy

2 2 2
/x +xdx:/x+xdx:/$—|—1d:z::x+x—i—c.
T T x 2
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1
j) Felhasznélva a hatvdnyozds azonosségait, a /= = 22 azonossagot, tovdbba
a tortet két tort Osszegére bontva, majd az integrdl additiv tulajdonsdgat fel-
haszndlva azt kapjuk, hogy

2 2 2
/x —Hcdm:/x Txdx: xl—l—wlda::/a:g+xédx:
\/373 T2 xr2 xr2
2 5 2 2 2
=gt gtde=-Vih+- Vil
) 3 5 3
k) Felhaszndlva, hogy /x = 23 és VI = m%, valamint a hatvdnyoz4ds azonos-

sdgainak alkalmazdsdval és az integrdl additiv tulajdonsdgdnak felhaszndla-
saval

1 1
S 3 2 5
/\/E—zﬁdx— x2+x2dx—/x_3+x_gdx—
x x x

3 2 _1 3
=-3°7 3 —2-2724c=—-"

1
2 /3

+c

S

adodik.
1) Az integral additiv tulajdonsdga miatt azt kapjuk, hogy

37 4Ty = o 4 A
$_ln3 nd ¢

m) A szamldléhoz 1-et hozzdadva és kivonva, majd az integral additiv tulaj-
donségat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

2 2 _
/ L dm:/wdx:/l— 1 dr =
2 +1 2 +1 22 +1

=x — arctgx + c.

n) Felhaszndlva az 22 — 4 = (x — 2) - (z + 2) azonossdgot azt kapjuk, hogy

24 —2)- 2 2
/x da::/(x ) (@t )dxz/x+2dx:x+2x+c
xr— 2 xr— 2 2

adddik.

0) Felhasznalva az x2 + 4z + 4 = (z + 2)? azonossdgot azt kapjuk, hogy

2 4 4 22 2
/x—i— T dm:/(x+ ) da::/x+2dx:w—|—21:+c
T+ 2 T +2 2

adodik.
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p) Felhasznélva az 22 — 62 + 9 = (z — 3)?) azonossédgot azt kapjuk, hogy

2 _ _92)\2 2
/de:/wdx:/x—?)dx:x—?)x-l-c
-3 -3 2

adodik.
A fentiekben c € R tetsz6leges konstans.

235. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

a) / 7, ——dx f) /ctg%—i—ldx
cos sm x

b) /tg%vda: o) /stm

cos T
c) /2-cosat+3'sina:da;

sin 2x
h d
d) / cos 2x du ) / il T

sinx + cosx

e) /ctgzx dx 1) /tg2 r+1dz

Megoldas:

a) Az integrdl additiv és homogén tulajdonsagat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

3 2
/ 5~ + 5 de=3tgx—2-ctgz +c.
cos*x  sin‘zx

sin x
cosx’

b) Felhasznédlva, hogy tgx =
azt kapjuk, hogy

.2 2

sin“ x 1 —cos“x
/tg2$dm:/ 5 dm:/zdx:

COS* T Ccos* T

1
:/ —lde=tger —xz+c.

tovdbbd az integrdl additiv tulajdonsagét

cos? x

¢) Az integral additiv és homogén tulajdonsagat felhasznalva

/2.cosx+3-sinxd:c:2-sinm3-cos:c+c

adodik.
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d) Felhasznilva, hogy cos 2z = cos® 2 — sin® x azt kapjuk, hogy

cos 2x cos?z — sin? x
sinx + cosx sinx + cosx
(cosx —sinz) - (cos z + sin x) d
= " €r =
sinx + cosx

= /cosx —sinxdz =sinz + cosz + c.

e) Felhaszndlva, hogy ctgx = C,Oﬁ, majd a cos?
sin x

alkalmazva

2

z = 1 — sin“ & azonossdgot

2

2 .
cos“ x 1 —sin“x
/ctg%dzz/.2 d:c:/,qu::
sin® x sin”

1
:/ —ldz = —ctgr —x+ ¢

sin? z

adodik.

2 2

cos T ) . .
f) Felhasznélva, hogy ctgr = ——, majd a cos“ x = 1 — sin“ x azonossigot
sin x

alkalmazva azt kapjuk, hogy
2 1 — i 2
/ctg2$+1dx:/coszx +1d$:/sinx+1dx:

sin” x sin“ x

1 1
:/_2 —1+1d:v:/,2 dz = —ctgzr + c.
sin® x sin® x

g) Felhaszndlva, hogy sin 2z = 2sin x - cos z azt kapjuk, hogy

sin 2x 2sinx - cosx .
der= | ———dox = [ 2sinxdx =
cosx Ccos T

= —2cosx + c.

h) Felhasznélva, hogy sin 2z = 2sin x - cos x azt kapjuk, hogy

sin 2x 2sinx - cosx
- de = | ———dax = [2coszdx =
sinx sinx

= 2sinx + c.
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i) Felhaszndlva, hogy tgx = -7, ’

alkalmazésdval azt kapjuk, hogy

.2 02 2
/tg2ﬂz+1dm:/sm2x+1dx:/wdx:
cos? x

cos? z
1
= 5— do = tgz +c.
cos? x

A fentiekben c € R tetszdleges konstans.

majd a sin? x + cos?x = 1 azonossig

236. Feladat. Hatarozzuk meg az aldbbi integralokat:

22:0_
2) /3x+6xdx C)/
73 ¢

b) /4x3+cos:c+exd:1: d) /(21+3)2da}

Megoldas:

a) Az integrdl additiv tulajdonsdga miatt
37 6
¥ +6%der=—+ —
/ + T = n3 + 06 +c
b) Az integrél additiv és homogén tulajdonsagat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/41'3+cosw+exdx:x4+sina:+ex+c.

¢) Mivel
22T _ 4 =(2%)2 22 = (2" - 2)- (2* +2),
ezért

22T _ 4 2T _2). (2% 4+ 2
/ dx:/( ) - +)dx:/2x+2dx:

2 — 2 2 — 2
2.%
= +2
ln2+ T+ c.
d) Mivel
(2°+3)° =22 462"+ 9=4"+6-2° 49,
ezért
2 47 22
/(21‘+3) dx:/4x+6 2°+9dz =1 +6- 5 +9+c

A fentiekben c € R tetszdleges konstans.
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237. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

2 / ch?z sh2 dz 9 / ch ;h—2 th

b) /th2 rdzx e) /ctth: dx

c) /7-Cha:+8‘sh,xdx f)/ldac
shx +chz

Megoldas:

a) Az integral additiv és homogén tulajdonsagat felhasznélva azt kapjuk, hogy

2 3
/ch2 + 12 xd$—2thﬂ?—3 cthz + c.

b) Felhaszndlva, hogy thz = ig—;, tovabbd a ch? z — sh? z = 1 trigonometri-
kus azonossdgot, valamint az integrél additiv tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy

h? z h?z—1
/th2mdx:/s dx—/cgdx:
ch’x ch”x

1
= [1-— de =x —thz +ec.
/ ch? x

¢) Az integral additiv és homogén tulajdonsagat felhaszndlva

/7-Chx+8-sha:dm:7-sh:1:—|—8~chx+c

adédik.
d) Felhasznalva, hogy ch 2z = ch? z — sh? z azt kapjuk, hogy
ch 2z ch?z —sh?z
—  dzx=)| — dx =
/Chx—shx v / chx —shz .
/(Chx —shz) - (chx +shx)
chz +shzx

= /chx—shxdx =ghx —chz +c.
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h
e) Felhaszndlva, hogy cthx = Ch—x, majd a ch? z — sh?z = 1 azonossigot
shz

alkalmazva

h? 1 + sh?

/ctthdx:/C 2xdx:/+s2 L dx =
sh” x sh” x
1
= | ——+1de = —cthz+z+c
/ShQJ,‘

adodik.

f) Felhaszndlva, hogy ch? x — sh? z=1, azt kapjuk, hogy

/ 1 d /chzx—shzxd

—_—mmm xr = —_—Jdxr =

shx +chz shz +chx
_/(Chxshx)-(ch:ershaz)

dx =
shx 4+ chzx .

= /chx—i—shxdx =shxz +chux.

A fentiekben c € R tetsz6leges konstans.

238. Feladat. Adjuk meg az
z? —4

fla) =22

fiiggvény azon F primitiv fuggvényét, melyre F'(2) = 16 teljesiil!

Megoldas:
Mivel 22 — 4 = (z — 2) - (2 + 2), ezért
>—4 (x-2)-(z+2)

g = 2
x—2 x—2 TH

2 2
—4
/:C dx—/x+2dx—x+2x+c,
x—2 2

ahol ¢ € R. Tehat az f primitiv fiiggvényei:
2

F(x):%+2x+c.

Mivel F'(2) = 16, ezért
22

16:?—#2‘24—0 = c=10.
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Tehat a keresett primitiv fliggvény:

F(z) = % + 22 + 10.
239. Feladat. Adjuk meg az
2z
et —4
f@) = 5=
fiiggvény azon F primitiv fiiggvényét, melyre F'(0) = 6 teljesiil!
Megoldas:
Mivel
¥ 4= (") — 22 = (" —2) - (¢ +2),
ezért
eQ:E_4: (ex_2) (ex+2) :ex+2
er —2 ’
fgy
e2r _ 4
/ dx:/ex+2dx:ew+2x+c,
et —2

ahol ¢ € R. Tehat az f primitiv fiiggvényei:

F(z)=¢e"+2z+c.
Mivel F'(0) = 6, ezért

6=e"+2.-0+¢ = c=05.

Tehat a keresett primitiv fliggvény:

F(z) =e" + 2z +5.
240. Feladat. Hatdrozzuk meg az f(z) = % + 2z fliggvény azon F' primitiv
fiiggvényét, amelynek grafikonja dthalad a P = (1;4) ponton!
Megoldas:

Mivel
flz)=4-z71 + 22,

ezért

4
/+2wdx:/4-36_1+2mdx:4-ln\m|+m2+c,
x
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ahol ¢ € R. Tehét az f primitiv fiiggvényei:

F(z)=4-In|z|+2® +c
Mivel a fiiggvény grafikonja dthalad a P = (1;4) ponton, ezért F'(1) = 4, igy

4=4-ln1+1%+c =  c=3.

Tehat a keresett primitiv fliggvény:

F(x)=4-In|z| +2° + 3.
241. Feladat. Hatirozzuk meg az f(z) = (3z + 1)? fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, melyre az F'(1) = 6 feltétel teljesiil!
Megoldas:
Felhasznélva, hogy

(a+b)? = a® + 2ab + b*

azt kapjuk, hogy

(3z 4 1)? = 92 4 62 + 1.
Az algebrai 4talakitdsok és a hatdrozatlan integrél tulajdonsédgai alapjén:

F(x) :/9m2+6x+1dx: 9;Ug—Fﬁf—i—ac—l—c:331:3—1—331724-3:—1-0.
Mivel F'(1) = 6, ezért
3+434+1+c=6 = c=—1,

igy a keresett fiiggvény:

F(z) =323 + 32> + 2 — 1.
242. Feladat. Hatirozzuk meg az f(x) = 4'°827 fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, melyre teljesiil, hogy F'(2) = 1 teljesiiljon!
Megoldas:
Mivel

flz) = plogaw _ (22)10g2x _ 92logyx _ glogya? _ 2

Y

ezért
3

F(z):/aszx:g-i-c.
Felhaszndlva, hogy F(2) = 1 azt kapjuk, hogy

8+ 1 =
—+c= c=——.
3 3
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Tehat a keresett fiiggvény:

w

x
3

243. Feladat. Tekintsiik az f(x) = 3 — 322 fiiggvényt és legyen F az f azon

primitiv fiiggvénye, melyre F'(0) = 0 teljesiil!

a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabdlyét!

b) Adjuk meg a valds szamok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatarozzuk meg, hogy az F' fiiggvény hol monoton névekvo és hol monoton
csokkend €s adjuk meg a lokalis szEélsdértékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatarértékét az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korldtos-e a fiiggvény?

J) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

Py

k) Adjuk meg a fiiggvény abszoliit (globdlis) sz&ls6értékeit!
Megoldas:

a) Mivel
IS
F(a}):/3—3x2dx:3x—33+C:3x_x3+c7

tovabbd F'(0) = 0, ezért 0 = 0 + ¢, azaz ¢ = 0, igy a keresett primitiv
fliggvény:
F(z) = 3z — 2.
b) Ertelmezési tartomdny: = € R.
¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsaval kapjuk:
3z —a2%=0 = z-(3-2%)=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezgje nulla, amibdl azt
kapjuk, hogy = = 0, vagy 3 — 22 = 0. Az utébbibdl z = ++/3 adédik.
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Tehit a fiiggvénynek harom zérushelye van: 0; v/3; —/3.

d) A fiiggvény derivéltja: F'(z) = 3 — 322, A derivaltfiiggvény zérushelyei,
vagyis a 3 — 322 = 0 egyenlet megolddsai:

3-322=0 = 32?2=3 = 22’=1 = z=+1.

Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk ossze:

x | — o005 —1] -1 ] —1;1] 1 11; 00]
F'(x) - 0 + 0 -
F(z) AW lok. min. N lok. max. |
F(x) -2 2
e) A fiiggvény mdsodrendd derivaltja: F" () = —6x. Ennek zérushelye, va-

gyis a —6x = 0 egyenlet megolddsa: x = 0. Ennek megfelelSen tdblazatba
foglalva megvizsgdljuk a mésodik derivalt el6jelét, amibdl kovetkeztethe-
tiink a fiiggvény konvexitisara:

x | —o00;0[| 0 | ]0;00]
F"(x) - 0 +
F(z) konvex | i.p. | konvkdv
F(x) 0

f) Az értelmezési tartomany hatdrpontjai —oo és oo.

lim F(z)= lim (3z — %)

T—r—00 T—r—00

. T R
leIIgOF(x)—xlgngo(Bx x”) = —o0.

005

g) A fiiggvény grafikonja:
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h) Ertékkészlet: y € R.

i) Korlatossdg: nem korlatos.

j) Paritas: paratlan, mert szimmetrikus az origora.

k) Abszolit (globdlis) sz&ls6érték: nincs.

244. Feladat. Tekintsiik az f(2) = 5x* — 202> fiiggvényt és legyen I az f
azon primitiv fiiggvénye, melyre F'(0) = 0 teljesiil!

a) Hatarozzuk meg az F' leképezési szabalyat!

b) Adjuk meg a valés szimok halmazédnak azt a legb6vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatarozzuk meg, hogy az F' figgvény hol monoton novekvd és hol monoton
csokkend €s adjuk meg a lokalis szélsdértékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatarértékét az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatarozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e a fiiggvény?

j) Vizsgéljuk meg paritas szerint a fiiggvényt!

Py

k) Adjuk meg a fiiggvény abszoliit (globdlis) széls6értékeit!
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Megoldas:

a) Mivel

4 3 @’ ! 5 4
F(z)= [ 52" — 20z dm:5-g—20-z+c:x — 5z + ¢,

tovabba F'(0) = 0, ezért 0 = 0 + ¢, azaz ¢ = 0, igy a keresett primitiv
fliggvény:
F(x) = 2° — 5z,

b) Ertelmezési tartomany: = € R.
¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsaval kapjuk:

2® — 5zt =0 = gt (z—5)=0.

Egy szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla, amibdl azt
kapjuk, hogy x = 0, vagy x — 5 = 0. Az ut6bbibdl z = 5 adddik.
Tehét a fiiggvénynek kettd zérushelye van: 0 és 5.

d) A fiiggvény derivéltja: F'(x) = 52*—2023. A derivéltfiiggvény zérushelyei
az

5zt —202° =0 = 52%-(x—4)=0

egyenlet megolddsai, igy = = 0, illetve x = 4.

Az els6 derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze:

x ] = 0030 0 J0; 4] 4 J1; 00]
F'(z) + 0 - 0 +
F(z) o |lok.min. | N\, |lok. max.|
F(x) 0 —256

e) A fiiggvény masodrend( derivaltja: F”(z) = 2023 — 6022, Ennek zérushe-
lyei a

2023 — 6022 =0 = 202°-(z—3)=0

egyenlet megoldésai, igy = = 0, illetve x = 3.

A masodrendi derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk 6ssze:
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x ] —o00;0[| 0| ]0;3] 3 13; 00|
F'(z) — Jo| - 0 +
F(x) konkév konvkdv | i.p. | konvex
F(z) ~162

f) Az értelmezési tartomany hatarpontjai —oo és oo.
lim F(z)= lim (z° - 5z%) = oo;
T—r—00 T—r—00

. T 5 4y _
zh_g)lo F(z)= xlggo(x 5z”) 00.

g) A fiiggvény grafikonja:

h) Ertékkészlet: y € R.
i) Korldtossdg: nem korlatos.
j) Paritds: nem péros, nem pdratlan.

k) Abszolit (globdlis) szélséérték: nincs.
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4.2. Az f(ax + b) alak fiiggvények integralasa

4.2.1. Tétel. Legyenek I és J nyilt intervallumok és legyen az f: I — R
fliggvénynek F' egy primitiv fliggvénye és g: J — R els6foku fiiggvény, azaz
g(x) = a-x+b,ahol a,b € Rés a # 0! Tegyiik fel, hogy R, C I, azaz
a g fiiggvény értékkészlete részhalmaza az I intervallumnak. Ekkor az f o g
fiiggvénynek a .J intervallumon egy primitiv fiiggvénye

1
Z.F
. og(z),

azaz .
/f(ax+b)dm: —-Flaz+0b) +c,
a
ahol ¢ € R tetszdleges.
4.2.2. Példa. Tekintsiik az f o g(x) = cos(3z + 4) fiiggvényt!
Ekkor f(z) = cosx és g(x) = 3z + 4.
Az f(x) fuggvény egy primitiv fiiggvénye: F'(x) = sin z.
Ekkor F' o g(x) = sin(3z + 4). Ezt felhasznalva
in(3 4
/cos(3m+4)dx N Sm(g—i_)—l—c
adddik, ahol ¢ € R tetszbleges.
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Kidolgozott feladatok

245. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

a) /Cos(4x +3)dx f) /(33: + 1) dx
b) /Sin(2x +3)dx g) /(1 —4z)3 dx
1 1
d
©) /cos2(5a: —2) v ) /\/5 — 2z dr
1
d ——d i _

) /SmQ(Sm 16) x i) /Sh (2x —1)dz
e) /e2w+5 dz i) /ch (3x +1)dz
Megoldas:

a) Mivel (sinz)’ = cosz, ezért
/ s(4z + 3) dr = sin(4x + 3) ve
4
b) Mivel (cosz)' = — sin x, ezért
2
/ et Bar= - CEED

¢) Mivel (tgz)’ = L, ezért

/ (5x—2)+c
cos?(5 x—2 5 '

d) Mivel (ctgz) = —ﬁ, ezért

1
/‘Qdm:_Ctg(gM_Fc
sin®(3z + 6) 3

e) Mivel (e*)" = e”, ezért

e2m—§—5
/62x+5 dz = 5 + c.
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f) Mivel
/mQO dr = x—m +c
217
ezért
(3z + 1)% (3z + 1)
3z +1)*dzx = c= c
21-3 63
g) Mivel
/a:3 dr = :c;l +c
=7 ,
ezért A A
(1 —4x) (1 —4x)
(1—4x)*dx = = — c
4.-(—4) 16
h) Mivel
1
/w_% dz = ? + c,
2
ezért

1
1 —2x)2

i) Mivel (shz)" = chz, ezért

h(2x —1
/sh(2x—1)dxzc(z)+c,
j) Mivel (shz)" = chz, ezért
/Ch(3x+1)dx—w+c.

A fentiekben c € R tetsz6leges.

246. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (sinz + cos x)? fiiggvény azon primitiv
fiiggvényét, amelynek grafikonja dthalad P = (0; 3) ponton!

Megoldas:

Mivel

2

(sinz 4 cosz)? = sin? + cos® z + 2sinz cos © = 1 + sin 2z,
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ezért

cos 2x

F(:c):/f(x)daz:/1+sin2xdx::c—

Mivel azt a primitiv fiiggvényt keressiik, amelynek grafikonjara illeszkedik a P
pont, ezért F'(0) = 3, igy

cos 0 7
2=0- = = .
3 ¢ ‘T3
Tehat a keresett primitiv fliggvény:
cos2x T
Flz) =z — —.
(z) 5 T3

247. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (e” + 2)2 fiiggvény azon primitiv fiigg-
vényét, amelynek grafikonja dthalad P = (0; 1) ponton!
Megoldas:
Mivel
(ex+2)2 =e® 4+ 4.¢% 4+ 4,
ezért

2x
F(x) = f(ﬁ)d$=/02x+4-ex+4dx:e2—1—4-ex+4x+c.

Mivel azt a primitiv fiiggvényt keressiik, amelynek grafikonjdra illeszkedik a P
pont, ezért F'(0) = 1, igy

1
1:§+4+C = c=—

[NCREEN

Tehat a keresett primitiv fiiggvény:

2x 7
248. Feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = cos 2z fiiggvény azon F'(x) primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 1 teljesiil!
Megoldas:

Mivel
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ahol c € Rés F(0) = 1, ezért
in0
1:F(0):SH21 te=c,

igy ¢ = 1, tehat a keresett primitiv fiiggvény

sin 2x

1.
2+

F(x) =

dz integralt!

249. Feladat. Hatarozzuk meg az / 3
25 + 1622

Megoldas:

Az integralt visszavezetjiik az fliggvény integraljara:

1+1"2

3 1 3 1
7(1 == . 7d = — 7d —
/25+16w2 vl /25+169c2 v /1+§§x2 !

ahol c € R tetszdleges.

250. Feladat. Hatarozzuk meg az / dz integralt!

2
V36 — 1622

Megoldas:

Az integralt visszavezetjiik az fliggvény integraljara:

1
V1—x2

_;./12d$_3./2dx—
zl.am@+c:1.arcsin<2x>+c
3 2 2 3 ’

ahol ¢ € R tetsz6leges.

1

251. Feladat. Hatdrozzuk meg az / 122 1 dr 12

dx integralt!



Az f(ax + b) alakii fiiggvények integrdldsa 265

Megoldas:

1
1422
négyzetté alakitjuk az 422 + 4z + 2 kifejezést:

4o +4x+2= 2z +1)% + 1.

Az integralt visszavezetjiik az fliggvény integraljara. Els6 1épésben teljes

Ezt felhasznalva

1 1 arctg(2z + 1)
Qe | 2 gy e
/4x2+4x—|—2 o /1—{—(2x+1)2 o 2 to

ahol ¢ € R tetszbleges.

252. Feladat. Adjuk megaz f(z) = (sin z+cos z)? fliggvény azon F primitiv

fiiggvényét, amelyre F'(0) = % teljesiil!

Megoldas:
Mivel
(sinz + cosz)? = sin® x + 2sinz - cos z 4 cos” = 1 + sin 2z,

ezért
cos 2x

F(x):/1+sin2xdx:x— c.
Mivel F(0) = 0 — <50 4 ¢ és F(0) = 3, ezért ¢ = 1, gy a keresett primitiv
fiiggvény:

2
F(x):x_cos x

/ sin® x dx

+ 1.

253. Feladat. Szamoljuk ki az

integralt!
Megoldas:

Mivel

2r=1

cos? z + sin
cos® x — sin® z = cos 2x,
ezért az els6 egyenletbdl kivonva a masodikat, majd 2-vel osztva mindkét oldalt

. 9 1 —cos2x
sin“g = ———
2
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addodik. Ezt felhasznalva

1 — cos2x 1 1 sin 2x
.2

i 9 z. _
/Sln :cdx—/ 5 dx 5 / cos 2z dx 5 (ac 5 )

r sin2x

2 4
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4.3. Az f'(x) - f(x) alaku fiiggvények integralasa

4.3.1. Tétel. Ha f: I — R olyan fiiggvény, amelyre az J;/((;C)) fiiggvénynek

l1étezik primitiv fiiggvénye, akkor
/(=)
de =In|f(x)|+ ¢,
[ T = mlstol

ahol c € R tetszdleges.

4.3.2. Példa. A x§16 fiiggvény integralja

2
/w2i6dx:ln(m2+6)+c,

ahol ¢ € R.
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Kidolgozott feladatok

254. Feladat. Hatdrozzuk meg az aldbbi integralokat:

a) /Qi?)da: 1) /tgxda;

x4+ 2 _
® /x2+4:c+5 i) /Ctg:pdx
d
2 /:U-ln:p t k) /tg3:€dx
tgx - cos?w )/ctg x dx
1
——d
°) /ctgm-sian v m) /th:cdx
et +1 z n) /cthxdx
e2x
& /e2w+1dm 0) /tthdx
h)/ —d p) /Cth3xdx
smx
Megoldis:

a) Ha f(z) = 2% + 3, akkor f/(x) = 2z, igy az integrdl ];(( )) alakra hozhat6.

Felhaszndlva, hogy
x 1 2x

21372 213

tovabbd az integral homogén tulajdonsagat azt kapjuk, hogy

T 1 2z 1
de = = . dz = - -In(z® + 3
/x2+3 T /x2+3 7= g a8 e

b) A nevezd derivaltja: 2x + 4. A szamlal6t 2-vel szorozva a szdmlaléban a
nevezd derivaltjat kapjuk, igy alkalmazhaté az el6bbi médszer. Ahhoz, hogy




Az f'(x) - f(x) alakii fiiggvények integrdldsa 269

a kifejezés értéke ne valtozzon, %—el is szoroznunk kell, amit az integral
homogenitdsa miatt kiemelhetiink az integréljel elé. Tehat

2 1 2 4 1
/Hdx:-/de:2-1n|m2+4m—i—5+c.

2 +4x +5 2 22 +4x +5
¢) Mivel
111
z-lnz 2z Inz’
ezért
1 1
/ dx:/xdx:ln\lnaﬂ—i-c.
r-lnzx Inz
d) Mivel
Lo
cos2x -tgr coslz tgx’
ezért
1 1
/dx:/mdx:ln|tga:|+c.
tgx - cos? x tex
e) Mivel
IS B
sin?z-ctgr  sin?x  ctgz’
ezért
1 ——
/,de—/mdx——ln\ctgwl—l-c.
ctgx - sin“x ctgx

f) Ha f(x) = e* 4+ 1, akkor f/(z) = €%, igy

X

/ex': - de =In(e” + 1) +c.

2) A szamlalét 2-vel szorozva a szamldléban a nevezd derivaltjat kapjuk, igy
alkalmazhat6 az el6bbi médszer. Ahhoz, hogy a kifejezés értéke ne valtoz-
zon, %—el is szoroznunk kell, amit az integrdl homogenitdsa miatt kiemel-
hetiink az integréljel elé, igy

2z 2x 2x
e 1 2e 1 2-e
/e2x+1 o /2 2 11779 /e2$+1 o

1
=3 ‘In(e*® +1) +c.
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h) Felhasznélva az integrdl homogenitdsét azt kapjuk, hogy

5.
/ _Cosmdx:E)-/COS:de—S In|sinz| 4+ c.
sin sin

i) Mivel tgz = S22 (ovdbbd (cosz)’ = —sinz, ezért

sinx —sinz
/tga:dx:/ da::—/ dz = —In|cosz| + c.
cos x cos x

j) Mivel ctgz = $2£, tovabba (sin ) = cos z, ezért

/ctgxd:v = /cosa; dz =In|sinz| + c.
sin

k) Mivel tgz = S22 tovdbbd (cos 3z)’ = —3 - sin 3, ezért

. 1 g
/thxdxz/sme d:c:—-/gbm?wdx:
cos 3x 3 cos 3x

1
=-3 -In | cos(3z)| + c.

1) Mivel ctgz = 52, tovdbba (sin 3x)" = 3 - sin 3z, ezért

1
/cthxdm:/C.OS?)x dx = ./3?053x dx =
sin 3z 3 sin 3x

1
— -In|sin(3z)| + c.

m) Mivel thx = Sh—“’” , tovdbba (ch z)’ = shz, ezért

h
/tgazdx—/”dx—ln\chx|+c

n) Mivel cthx = Ch”” , tovdbba (sh z)’ = ch z, ezért

h
/cthxdx— /dex—lnlshx\ +ec.

0) Mivel tha = 5'£, tovdbbd (ch3z)' = 3 - sh 3z, ezért

h 1 h 1
/th3xdx:/s ?)wdx:-/?rS 3xdx:f-lnlch3x|+c.
ch 3x 3

ch 3z 3
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p) Mivel cthz = S£, tovdbbd (sh 3z)' = 3 - ch 3z, ezért

ch 3z 1 ch 3z 1
/ct 3xdx /sh?)x dz 3 /3 33 dz 3 n|sh3z|+ ¢

A fentiekben mindenhol ¢ € R tetszbleges.

255. Feladat. Adjuk meg az f(z) = 5“7 azon F primitiv fliggvényét, ame-
lyre F'(0) = 5 teljesiil!

Megoldas:
Mivel ) 5 )
x x
——dz==- | ——dz==-In(@*+1
Zr1%=5 /$2+1 T =g n(z” +1)+c,
ezért F'(0) = 5 miatt 5 = % -Inl + ¢, igy ¢ = 5. Tehat a keresett primitiv
fliggvény:

1
F(z)= 3 In(2? + 1) + 5.

256. Feladat. Tekintsiik az
2z
@)= v
fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = In4
teljestil!
a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabdlyét!

b) Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fliggvény értelmezhetd!

¢) Szédmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton novekvd és hol monoton csdokkend
és adjuk meg a lokalis szélséértékeit!

e) Jellemezziik konvexitas szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e a fiiggvény?

j) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!
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Py

k) Adjuk meg a fiiggvény abszoliit (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:
a) Mivel

2

ezért F'(0) = In4 miatt In4 = In4 + ¢, igy ¢ = 0. Tehdt a keresett primitiv
fliggvény:
F(z) =1n(4 + 2?).
b) Ertelmezési tartomany: = € R.
c) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsdval kapjuk:
In(44+2% =0 = Ad422=1 - 2% = 3,
ami nem lehetséges, igy nincs zérushely.

d) A fiiggvény derivéltja:
F'(z)

melynek zérushelye: x = 0. Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:

1 9 2x
= ¥ = —
4+ g2 4 4 22’

x | —o00; 0] 0 10; o0]

0

_|_

p

lok. min.

/{

In4

e) A fiiggvény masodrendi derivaltja:
44 2%) -2z - 27

—222 48

F//(x) _ 2- (

(4+ a2

A masodrend( derivalt zérushelyei:

—22% +38 _
(4+22)?

Ennek megfelel6en tdblazatba foglalva a masodrendi derivalt el§jelei:

—2224+8=0

(44222

=
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x | —o0;=2[| =2 |]—2;2[| 2 | ]2;500]
F'(z) - 0| + o] -
F(x) konkdv | i.p. | konvex | i.p. | konkdv
F(x) In8 In8

f) Hatarérték az értelmezési tartomany hatarpontjaiban:

lim F(z)= li}IEl In(4 + 2?) = oo;

T——00
lim F(z) = lim In(4 + 2%) = co.

g) A fliggvény grafikonja:

h) Ertékkészlet: y € [In4; co].

i) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, feliilr6l nem korldtos, igy nem
korlatos.

j) Paritds: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre, azaz minden
x € Resetén F(—x) = F(x).

7 2

k) Abszolit (globdlis) szE€ls6érték: minimum hely: * = 0, minimum érték:
y =1In4.

257. Feladat. Tekintsiik az
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fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = In4
teljestil!
a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabalyat!

b) Adjuk meg a valés szimok halmazédnak azt a legb6vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton névekvé és hol monoton csokkend
és adjuk meg a lokdlis szélséértékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szdmoljuk ki az F' fliggvény hatarértékét az értelmezési tartomdny hatér-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

1) Korlatos-e a fliiggvény?

J) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

k) Adjuk meg a fiiggvény abszoltit (globalis) szélsdértékeit!

Megoldas:
a) Mivel

4
/aﬂf_ldlen(w4+l)+c,

ezért F(0) = O miatt 0 = In1 + ¢, igy ¢ = 0. Tehat a keresett primitiv
fliggvény:
F(z) = In(z* 4+ 1).
b) Ertelmezési tartomdny: = € R.

¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsdval kapjuk:
In(z* 4+1) =0 = e+ 1=1 = z=0.
d) A fiiggvény deriviltja:

_ 1 4P 43 ’
i 41 i 41

F'(x)

melynek zérushelye: x = 0. Az els6 derivalt el6jelét tablazatban foglaljuk
0ssze:
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z ] — o0; 0] 0 ]0; 00]
F'(x) — 0 +
F(z) N lok. min. |
F(z) 0
e) A fliggvény masodrendd derivaltja:
() 1222 (2t 4+ 1) — 423 - 42® 425 + 1222
T) = =
(1'4 + 1)2 (x4 + 1)2

A masodrendi derivalt zérushelyei az

—425 + 1222
(1‘4 + 1)2

—425 4+ 1222 =0

= 4a® (—2'+3)=0

egyenlet megolddsai, azaz « = 0, illetve © = 4+/3. Ennek megfeleléen
tablazatba foglalva a masodrendi derivalt elGjelei:

@ J =003 =V/3[ | =V3| ]~ V3:0]
F'(x) — 0 +
F(x) konkav i.p. konvex
F(x) 2In2

x J0; V3[| V3 | ]V3;00]
F"(z) + 0 -
F(x) konvex | i.p. | konkdv
F(x) 2In2

f) Hatarérték az értelmezési tartomdny hatarpontjaiban:

lim F(z)= lim In(z* 4+ 1) = oo;
T——00

T—r—00

lim F(x)

T—00

g) A fliggvény grafikonja:

= lim In(z* + 1) = oo.
T—r 00
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h) Ertékkészlet: y € [0; ool

i) Korlatossag: a fiiggvény alulrdl korlatos, feliilr6l nem korlatos, igy nem
korlatos.

j) Paritds: paros, mert a grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre, azaz minden
x € Resetén F(—x) = F(x).

P

k) Abszolit (globdlis) szE€ls6érték: minimum hely: * = 0, minimum érték:
y=0.
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4.4. Az f"(z) - f'(x) alaku fiiggvények integralasa

4.4.1. Tétel. Legyenn € R\ {—1} éslegyen f: I — R olyan fiiggvény, hogy
az f™(x) - f'(x) fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye. Ekkor

[ @) -

ahol ¢ € R tetszbleges.

fn+1

n+1+c7

4.4.2. Példa. A sin?(x) - cosx fiiggvény f(x) = sinx és n = 3 vilasztssal
f™(z) - f'(x) alakd. Ezért alkalmazhaté az elbbi tétel, igy azt kapjuk, hogy

sin®

3

+c,

/SiIlQ:L"COS.’L‘dZE:

ahol c € R tetsz6leges.
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Kidolgozott feladatok

258. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi integralokat:

a) /sin5m-cosxdx f) /x:sdx
(IE4+1)2

b) /Cos5x-sinxdx /mdx
. Vs

sinz
0 [ i v [t
d) / cos T . / tg2x
Vsin® x cos? x

1 t
na:dw ) /c'gzxdw
x sin® x
Megoldas:
a) Ha f(x) = sinz, akkor f'(x) = cos z, igy az integrdl f"(x) - f'(z) alakra
hozhaté:
/ . 5 sin® z
sin’ x - cosxdx = 5 +c.
b) Ha f(z) = cosz, akkor f'(z) = —sin z, igy az integrdl f™(z)- f'(x) alakra
hozhaté:
6
/008537 -sinzdr = —/cos5x +(—sinz)dxr = —COSG i +ec
c¢) Felhaszndlva, hogy cos5 = cos O wazintegrl f"(z)- f'(x) alakra hozhat6:
/ s1n5;r do = /sinx ccos Pxdr = —/ —sinz - cos Pz dx =
cos® T
cos™* x n 1 n
—4 4-cost x

d) Felhaszndlva, hogy — 1 1az integral f™(z) - f'(z) alakra hozhaté:

1
4
3
CoST 3 sin

mdx = [ cosx- (sinzx) 4dr =

.M»—‘

=4 . Vsinx +c.

W=
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1
e) Ha f(z) = Inz, akkor f'(x) = —, igy az integrdl f"(x) - f’(x) alakra
x

hozhaté: ) ;
| 1 |
/nx—/ln%v'dx—nx—kc.
T T 3

f) Ha f(x) = 2* + 1, akkor f/(x) = 423, igy az integrdl f"(z) - f'(z) alakra
hozhato, tehat

z3 _ 1 _
/de:/x3(x4+l) de:4/4x3($4+1) Qd.f:

1 (zt+1)7! 11
:—-7_1_0:_7.
4 ~1 4 2441

g) Ha f(z) = 1 + 22, akkor f'(z) = 2, igy az integrdl f"(z) - f'(z) alakra
hozhatd, tehat

x 1 oy _1 _
/\/1+7x2 / dx—2-/2x-(1—|—a})2dx—

_ 1 (4w )%
2
h) Ha f(z) = 1 + 23, akkor f/(x) = 322, igy az integrdl f(z) - f'(z) alakra
hozhato, tehét
222

x=2 /:E d:r—g /Bx2 (1—&-:53)7%—
\/1—1—33 B Vitad3 3 B
2 (1+2°%)2 4
:3‘(_'_13/?)2+C:3"/1+1‘3+C.

+c.

+ec=vV1+a2+ec

i) Ha f(z) = tgz, akkor f'(x) =
hozhatd, tehat

tg? 1 t
/ EZ dz = [tg’z- dr = %—i—c
):

igy az integral f™(z) - f'(z) alakra

cos?z’

cos? z cos? z

j) Ha f(z) = ctgx, akkor f’(x
hozhato, tehat

ctg?x 1 ctgdz
/.g2 dx:—/ctgza:-<—_2 >dx:— i +c
sin“ x sin“ x

A fentiekben c € R tetszdleges.

sin12 z’ igy az integrél fn (:I:) : f/(l') alakra
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259. Feladat. Adjuk meg az f(z) = sinx - \/cos z fiiggvény azon F' primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 3 teljesiil!

Megoldas:

Mivel y/cosx = (cos m)%, ezért

/sinx - (cos )

Mivel F'(0) = 3, ezért

NG

dz = —/—sinx-(cosx)édx—

2
3:—§-\ﬁ+c = c= —.

Tehat a keresett primitiv fliggvény:

260. Feladat. Tekintsiik az

o) =

fiiggvényt és legyen F' az f azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 3 tel-
jesiil.
a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabalyét!

b) Adjuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szdmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton névekvé és hol monoton csokkend
és adjuk meg lokalis széls6értékeit!

e) Jellemezziik konvexitas szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartoméany hatér-
pontjaiban!

g) Vézoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

1) Korlatos-e a fiiggvény?

J) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!
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P

k) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) sz&ls6értékeit!

Megoldas:
a) Mivel
/ A /3 (1424 b de =2 /43 (1+2Y)724
—Far = X - X Xr= —": xXr - X r =
V1+at 4
1 (14242 1
=g +c=;-Vitaztte
4 5 2

és F(0) = § miatt 3 = 1 4+ ¢ = ¢ =0, ezért

V1 4
Flz) = vita
2
b) Az F fuggvény értelmezési tartomdnya: | — oo; ool.

c) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehdt a

V142

=0
2
egyenlet megolddsa, amibdl azt kapjuk, hogy 2* = —1, ami nem lehetséges,
igy az F' fiiggvénynek nincs zérushelye.
d) Mivel F'(z) = f(x), ezért az
3
2
t+1

egyenletet kell megoldanunk, aminek egyetlen megoldédsa x = 0.

Az els6 derivilt elgjeleit tablazatba foglaljuk:

x ] — 0030 0 ]0; oo
F'(z) - 0 +
F(z) \, | lokdlis minimum |
F(z) 1
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e) Mivel
y 3x2-\/1+x4—x3-%'(1+x4)7%'41:3
1+t
3z (2t 4+ 1) — 220 2% + 322

(1+2Y) - Vita® (144 - Vitat
igy F"(z) > 0 minden x € R esetén, ezért F' konvex.
f) Az F fiiggvény hatarértéke —oo-ben:
lim F(z)= oc.

T—r—00

Az F fiiggvény hatarértéke co-ben:

lim F(z) = oo.

T—r00

g) Az F fiiggvény grafikonja:

h) Ertékkészlet: y € [0,5; o0l

i) Korlatossag: alulrél korlatos, feliilr6l nem korlatos, ezért nem korlatos.

j) Paritas: paros.

P

k) Abszolit (globalis) sz€lséérték: minimuma van, minimum hely: z
minimum érték: y = 0,5.

0,
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4.5. A kob(z) - b/'(z) alakd fiiggvények integralasa

4.5.1. Tétel. Ha I és J intervallumok és b: I — J differencialhat6 fiiggvény,
K,k: J — R olyan fiiggvények, hogy K primitiv fiiggvénye k-nak (azaz
K'(x) = k(z) minden z € J esetén). Ekkor

/kog(x)'g’(x)dm—[{og(x)—kc

ahol ¢ € R tetszbleges.
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Kidolgozott feladatok

261. Feladat. Adjuk meg az f(z) = €5 727 . (2023 + 2) fiiggvény azon F
primitiv fiiggvényét, amelyre F'(0) = 5 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = 5zt + 2z fiiggvény derivaltja b/ (z) = 2023 + 2, ezért a k(z) =
e” jeloléssel azt kapjuk, hogy

f(z) =kob(x) V(x).

Ezt felhasznalva

Fz) = /f(ac) dz = /k: o b(z) - b(x) dz = (/ k() dx> o b(z) =
= P2
adddik. Mivel F'(0) = 5, ezért
5=e’+c = c=4.
Tehét a primitiv fiiggvény:
Fz) = ™42 44,

262. Feladat. Adjuk meg az f(z) = sina® - 322 fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 2 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = 22 fiiggvény derivéltja V' (z) = 322, ezért a k(x) = sinx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

f(x) =kob(x) V(x).

Ezt felhasznalva

Flz) = /f(x) dz = /kob(x)-b’(w) dz = (/k(x) d:c> o b(z) =
= — COS .fUB C
adddik. Mivel F'(0) :+2, ezért

2=—cosO0+c¢ = c=3.
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Tehat a primitiv fiiggvény:
F(x) = —cosz® + 3.

263. Feladat. Adjuk meg az f(x) = 5% . cos x fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(0) = 5 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(z) = sinz fiiggvény derivéltja b/ (z) = cosz, ezért a k(x) = e
jeloléssel azt kapjuk, hogy

f(x) =kob(x) V().
Ezt felhaszndlva
Fz) = /f(:c) dz = /k o b(z) - (z)dz = (/ k() dx) o b(z) =

=t 4o,

Mivel F'(0) = 5, ezért
d5=1+c = c=4.
Tehat a primitiv fliggvény:
F(z) = 5% 4 4.

264. Feladat. Adjuk meg az f(x) = 22 -sin(2® — 1) fiiggvény azon F primitiv
fiiggvényét, amelyre F'(1) = 3 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = 2® — 1 fiiggvény derivaltja b/ (z) = 322, ezért a k(z) = sinx
jeloléssel azt kapjuk, hogy

Fz) = % ko b() - ¥ (x).
Ezt felhasznalva
Fz) :/f(x)dx:/;-kob(a:)-b’(a:)dx:;~ </k(m)dx> o b(z) =
= —% -cos(z® — 1) +c.
Mivel F'(1) = 3, ezért

1
3=—-+ = =—.
3 C &
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Tehat a primitiv fiiggvény:

1 10
F(zx)= -3 cos(xz® — 1) + 3

265. Feladat. Adjuk meg az f(z) = (z + 2) - 3" +122-15 fiiggvény azon F
primitiv fiiggvényét, amelyre F'(1) = 4 teljesiil!

Megoldas:

Mivel a b(x) = 322 + 12z — 15 fiiggvény derivéltja b’ (x) = 6 + 12, ezért a
k(xz) = e jeloléssel azt kapjuk, hogy

@) = é o b(x) - b (x).

Ezt felhasznalva

/f dx—/é.kob(x).b'(x)dx:é-(/k(x)dx>ob(x):

3:B +12x— 15+

B 6
Mivel F(1) = 4, ezért

C.

1 23
4 = 5 e +e = c= 5
Tehat a primitiv fiiggvény:
@3’ +122-15 93
Fla)=S 422
: 1 1 L
266. Feladat. Adjuk meg az f(x) = —— - cos < — 1> fiiggvény azon F
x x
primitiv fiiggvényét, amelyre F'(1) = 0 teljesiil!

Megoldas:

ezért a k(x) = cosx

1
Mivel a b(x) = — — 1 fiiggvény derivéltja b’ (z) = pex
x

jeloléssel azt kapjuk, hogy
f(z) = -kob(x) ().
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Ezt felhasznalva

F@%i/ﬂ@dx:/%oM@~W@dx:(/k@ﬁm>ouwz

n(5-1)
=sin|{——-1] +ec
x

Mivel F'(1) = 0, ezért

1
Ozsin(—1>+c = c=0.

T

Tehat a primitiv fliggvény:

F@)zﬁn(i—l).

267. Feladat. Tekintsiik az f(z) = —2z - =" fiiggvényt és legyen F az f(x)
azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(0) = 1 teljesiil!
a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabalyét!

b) Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F fiiggvény értelmezhetd!

¢) Szdmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton névekvé és hol monoton csokkend
és adjuk meg lokalis szélsdértékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fliggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartomédny hatér-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e a fiiggvény?

j) Vizsgéljuk meg paritds szerint a fiiggvényt!

P

k) Adjuk meg a fiiggvény abszoliit (globdlis) széls6értékeit!

Megoldas:

a) Mivel a b(x) = —az? fiiggvény derivaltja b (z) = —2, ezért a k(z) = e°
jeloléssel azt kapjuk, hogy

f(z) =kob(x) V(x).
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Ezt felhasznalva

F(x):/f(x)dx:/kob(x)-b’(x)da::

= (/ k(z) d:c> ob(z) =e " +c

adddik. Mivel F'(0) = 1, ezért
= +ec = c=0.

Tehat a primitiv fliggvény:

b) Az F fuggvény értelmezési tartomanya: = € R.
c) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megolddsa adja, tehat az
e =0

T

egyenletet kell megoldanunk, azonban e~ ’ # 0, igy az F figgvénynek

nincs zérushelye.
d) Mivel F'(z) = f(x), ezérta
—2-e =0
egyenletet kell megoldanunk, aminek egyetlen megolddsa x = 0.

Az elsé derivilt elGjeleit tablazatba foglaljuk:

T ] — o0; 0] 0 ]0; o0
F'(z) + 0 -
F(z) | lokdlis maximum |\,
F(z) 1

e) Mivel
F'(z)=-2- e 2y e (—2x) = e (=2 + 42?).

Aze @ . (—2 + 422) = 0 egyenlet megolddsa: © = i\/g. A mésodrendd
derivalt el6jeleit tartalmaz6 tablazat:
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) 1 1 1. /1 1 1.
v || B[ =V VB VA VB | [V
F'(z) + 0 - 0 +
F(x) konvex i.p. konkdv i.p. | konvex
F(x) ez e 2

f) Az F fiiggvény hatéarértéke —oo-ben:
lim F(z)=0.

T——00
Az F' fiiggvény hatarértéke co-ben:
lim F(x)=0.

T—r00

g) Az F fiiggvény grafikonja:

0.8

0.6
0.4
0.2

0
-1.8-16-14-12 -1 -08-06-04-02 0 02 040608 1 121416 1.8

h) Ertékkészlet: y €]0; 1].

i) Korlatossag: korldtos.

j) Paritds: paros.

k) Abszolit (globdlis) sz&lséérték: maximuma van. Maximum hely: z = 0.
Maximum érték: y = 1.



290 Parcidlis integrdlds

4.6. Parcialis integralas

268. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/x~e$d:p

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parciélis integralds képletében az f'(z) = e® és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor:
flz) = e fllz) = e

g(z) = =z g(x) = L

A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/m-exdx:xﬁx—/exdx:

=z-e"—e"+e=¢e"(x—1)+c,
ahol ¢ € R tetszbleges valds szam.

269. Feladat. Hatarozzuk meg az

/m-cosxda:

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f’(x) = cosx és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor:
f(z) = sinz f'(x) = cosx

g(z) = g = 1

A parcidlis integralds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/ac -cosxdr =z -sinz — /sinxdx =

=z -sinx + coszx + c,

ahol ¢ € R tetszdleges.
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270. Feladat. Hatarozzuk meg az

/:c-sinxd:c

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parciélis integralds képletében az f'(x) = sinx és g(x) = x jel6léssel éliink.
Ekkor:
f(z) = —coszx f'(x) = sinzx
g(r) = = Jdx) = 1
A parcidlis integralas tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/x -sinzdr = —x - cosx + /cosxdx =
= —x-cosz +sinzx + ¢,

ahol c € R tetszbleges.

271. Feladat. Hatarozzuk meg az

/:c-sha;dx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:
A parcidlis integrélds képletében az f’(x) = shx és g(z) = x jeloléssel éliink.
Ekkor:

f(z) = cha f'(x) = shz

glz) = w g(x) = 1L
A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/:B'thdm:mchw—/chwdm:
=x-chx —shz + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.

272. Feladat. Hatarozzuk meg az

/x-chxdx

hatarozatlan integralt!
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Megoldas:
A parcidlis integraléds képletében az f’(x) = chz és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor:
f(z) = shzx fl(x) = chz
glx) = = gx) = L
A parcidlis integrélds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/x-chxdx:x-shx—/shxd:n:x-sh:):—chx—i—c,
ahol ¢ € R tetszbleges.

273. Feladat. Hatarozzuk meg az

/x-?“”dx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parciélis integralds képletében az f'(x) = 2% és g(x) = x jeloléssel éliink.
Ekkor:

2% ,

= _ = 23:
@) = 7'()
g(z) = =z Jdx) = 1

A parcidlis integrilds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy
2% 2% 27 2%
D dr =z — — | e = - — — =
/x T e mz ™" e (ln2)2+c’

ahol ¢ € R tetszbleges valds szam.

274. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(8x—2)~e’”dx
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(x) = e és g(z) = 8z — 2 jeldléssel
éliink. Ekkor:
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/(8x—2)-exdx:(8x—2)-em—/8~e”"dx:
=8r—2)-e"—=8-¢"+c=¢"- (82 —10) +c,
ahol ¢ € R tetszbleges.

275. Feladat. Hatarozzuk meg az

/(2x+3) -coszdx

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrdlds képletében az f’(z) = cosz és g(x) = (2x+3) jeloléssel
éliink. Ekkor:

f(x) = sinz f'(x) = cosx

glx) = 2zx+3 J(x) = 2
A parcidlis integrilds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/(2$+3) -cosxdr = (22 4 3) - sinz — /Q-Sinxdaz =
=(2x+3)-sinz+2-cosz +c,
ahol ¢ € R tetszbleges.

276. Feladat. Hatarozzuk meg az

/4x -sinx dz

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parciélis integralds képletében az f'(x) = sinz és g(z) = 4x jeloléssel
élink. Ekkor:

f(z) = —coszx f'(x) = sinzx
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy
/43: -sinzdxr = —4x - cosx + /4 -cosxdr =
= —4x -cosx + 4 -sinx + c,
ahol ¢ € R tetszbleges.

277. Feladat. Tekintsik az f(r) = % L fiiggvényt és legyen F az f azon
primitiv fiiggvénye, melyre F'(—2) = 0 teljesiil!

a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabdlyét!

b) Adjuk meg a valds szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F' fliggvény értelmezhetd!

¢) Szédmoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton névekvd €s hol monoton csokkend
és adjuk meg lokalis széls6értékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fliggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatarértékét az értelmezési tartomany hatar-
pontjaiban!

g) Vézoljuk fel a fliggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e a fiiggvény?

j) Vizsgéljuk meg paritas szerint a fiiggvényt!

Py

k) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) sz&ls6értékeit!
Megoldas:

a) A parcidlis integralds képletét felhaszndlva azt kapjuk, hogy

F(a:):/‘x_ldx:/(—x—n-e—wdx:

el‘

:(—x—l)-e_l—/—1-e_1d:)::(x—i—l)-e_w—/e_xdzc.

/x e’ —x
efde=—4c=—-e"+g¢
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ahol c € R.
Mivel F'(—2) = 0, ezért
—242
;_ +c=0 = c=0,
e

igy a keresett primitiv fiiggvény:

Flz) = :13—1—2.

e.’E

b) Az F fiiggvény értelmezési tartoménya: = € R.
c) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldasaval kapjuk:

T+ 2
e® -

0,

amibdl azt kapjuk, hogy = = —2.
d) Az F fiiggvény derivéltja F'(z) = f(x).
Ennek zérushelye, vagyis a

—r—1
T _ 0

eI
egyenlet egyetlen megolddsa z = —1.

Az elsd derivalt elgjelét tablazatban foglaljuk ossze:

x ] — o0y —1] -1 ] = 1;00]
F'(z) + 0 -
F(z) Vs lokdlis maximum |
F(x) e

e) Az F fiiggvény masodrendii derivaltja:

) = flay = S EEDE D) e

Ennek zérushelye, vagyis az F"(z) = 0 egyenlet megolddsa x = 0.

A masodrendi derivalt el6jeleit tartalmazé tablazat:
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x J =003 0[ 0 J0; 00
F'(x) - 0 +
F(x) konkdv | inflexiés pont | konvex
F(x) 2
f) Az F figgvény hatarértéke —oo-ben:
:BEIPOO F(z) = wgrzloo e’ (x+2)=—o0.
Az F' fiiggvény hatarértéke co-ben:
z+2

lim F(z)= lim e *-(z+2) = lim

T—00 T—00 rz—o0 et

g) A fiiggvény grafikonja:

2.5

1.5
1
0.5
0
-0.5
-1
-1.5
-2
-2.5

2 -1

o
-
N
w
N
o

h) Az F fiiggvény értékkészlete: y € | — oo;e].
i) Az F fiiggvény feliilrdl korlatos, alulrél nem korlatos, igy nem korlatos.
j) Nem pdros, nem paratlan.

k) Globdlis maximuma van. A maximum hely: x = —1. A maximum érték:
y=e.
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278. Feladat. Hatdrozzuk meg az

/(ac2 + 7z —1)-coszdr
hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f](z) = cosz és gi(z) = 22 + Tz — 1
jeloléssel éliink. Ekkor:

filz) = sin x f
gi(z) = 22 +T7x-1 g

(x) = cosz

() = 2047.

=~

—_

A parcidlis integralds képletét alkalmazva
/f1 cg1(x)de = fi(z) - g1(@ /f1 ) - g1(x) da
adddik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy
/(x2 +7x—1)-cosxdr = (x> + Tz — 1) -sinx — /(21‘ +7)-sinxdx.
A kapott

/(2x+7)-sinxdx

integrél kiszdmoldsa szintén parcidlis integraldssal torténik.
Legyen fi(x) = sinx és ga(z) = 2 + 7! Ekkor:

fo(z) = —cosx fi(x) = sinx
gr) = 20+7 gh(x)

Ismételten alkalmazva a parcidlis integrdlds képletét

/fz -g2(z) dz = fo(x) - ga( /f2 - gh(x

I
o

adadik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

/(2a:+7)-sin:vdx =—(2x+7) ~cosx—|—/2-cosazdx:
=—(22+4+7) -cosx+2-sinx + ¢,

ahol ¢; € R tetszbleges.



298 Parcidlis integrdlds

Az el6bb kapott eredményeket is felhaszndlva
/(ac2 +7x—1)-cosxdx =

(2% 4 7o — 1)-sinx—/(2x+7) -sinzdr =
=(@®+Tz—1)-sine— (- (22+7) cosz+2 sinz+c) =
= (2> +T7x—1) -sinz+ 2z +7) -cosz — 2 -sinz — ¢ =
= (2 +7x—1) -sinz+ 2z +7) -cosz — 2-sinz + ¢

adédik, ahol ¢ € R tetszbleges.

279. Feladat. Hatarozzuk meg az

/($2+2$—1)-621d1‘
integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f](z) = e?* és g1(v) = 2% + 22 — 1
jeloléssel éliink. Ekkor:

fie) = 5 @) = o
gi(z) = 224221 gi(x) = 2z+2.

A parcidlis integralas képletét alkalmazva
/f1 gi(z)dz = fi(z) - g1(z /fl ) - gi(z) dz
adédik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy
621: e2ac
/(w2+2x—1)-e2xdx:(x2+2x—1)-—/(2x+2)-2dw:

2x
:(a:2+2x—1)-e2—/(:L’—l—l)-ehdx.

A kapott
/(az—f— 1)-e* dx

integral kiszamoldasa szintén parcidlis integralassal torténik.
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Legyen f(x) = e2* és go(w) = x + 1! Ekkor:

fz) = & fix) = e

g2(r) = x+1 gx) = 1.

Ismételten alkalmazva a parcidlis integrdlds képletét

/fz cg2(z) dz = fo(x) - go(z /f2 - gh(z

adddik, amibdl behelyettesités utan azt kapjuk, hogy

2x 2x
/(ac+1)-ez“da::(a:+1)~e2— e?da::
2x 2x
e e
(x+1) 5 Lt

ahol ¢; € R tetszbleges.

Az el6bb kapott eredményeket is felhaszndlva

/(a;2+2x—1)~e2xdac:
e2x e2x 621
2% — 1) — — 1) — ——— =
= (22 +22-1) S <(ZL‘+ ) 5 1 —|—cl>

2z~(~3+2x+2x2)—01:

1
4
1 5
1 e . (~3+2:1:+2x2) +c
adédik, ahol ¢ € R tetszbleges.

280. Feladat. Hatarozzuk meg az

/Qx-lnxd$

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrdlds képletében az f'(x) = 2z és g(z) = In x jeloléssel éliink.
Ekkor:

g(@) = Iz J(@) =
f@) = o fla) = 2.

8=
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/Qx‘lnxdx:xQ-lnx—/xz-dx:
T

2
:m2-ln:ﬂ—/mdx:x2-lnx—2+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

281. Feladat. Hatarozzuk meg az

/lnazdm

hatdrozatlan integrélt!
Megoldas:
A parcidlis integralds képletében az f'(x) = 1 és g(x) = In z jeloléssel éliink.
Ekkor:
gx) = Inz g'(x) =
flz) = = fl(x) = 1.

A parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

/lnmdx:x-lnac—/z-ldx:
T

:x~lnx—/1dm:x-lnm—x+c,

&=

ahol c € R tetszdleges.

282. Feladat. Hatarozzuk meg az
/(33;2 +2z+1) - lnxde

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrdlds képletében az f'(x) = 322 + 2z + 1 és g(z) = Inx
jeloléssel éliink. Ekkor:

8=

g@) = Iz J@) =

flz) = 2P+22 42 @) = 322+22+1.
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/(3:1:2+2:1:+1)-1nxd:1::(x3+x2+x)'lnx—/(x3+:c2+x)-dx:
x

:(m3+x2+x)-lnx—/x2—|—x+1dx:

=@ +2?+2) Inx— % - — x+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

283. Feladat. Tekintsiik a o(z) = 922 - Inx fiiggvényt! Legyen F' a ¢(z)
fiiggvény azon primitiv fiiggvénye, amelyre F'(1) = —1 teljesiil!

a) Hatdrozzuk meg az F' leképezési szabdlyit!

b) Adjuk meg a val6s szdmok halmazanak azt a legb&vebb részhalmazat, ame-
lyen az F fliggvény értelmezhetd!

¢) Szamoljuk ki az F' fiiggvény zérushelyét!

d) Hatdrozzuk meg, hogy F' hol monoton névekvé és hol monoton csokkend
és adjuk meg lokalis szélstértékeit!

e) Jellemezziik konvexitds szerint az F' fiiggvényt és adjuk meg az inflexids
pontjat!

f) Szamoljuk ki az F' fiiggvény hatdrértékét az értelmezési tartomédny hatér-
pontjaiban!

g) Vazoljuk fel a fiiggvény grafikonjat!

h) Hatdrozzuk meg a fiiggvény értékkészletét!

i) Korlatos-e a fiiggvény?

J) Vizsgéljuk meg paritas szerint a fiiggvényt!

Py

k) Adjuk meg a fiiggvény abszolit (globdlis) széls6értékeit!
Megoldas:

a) A parcidlis integrdlds képletében az f'(z) = 922 és g(z) = Inx jeloléssel
éliink. Ekkor:

g(@) = lnz J(@) =

R]=
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A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
F($)2/9$2-lnxdx:3x3~lnx/3953.(1;5:
x

T

1
:3503'111:1;—/33:2-dx:3x3-lnx—w3+c,
ahol ¢ € R tetszbleges.
Mivel F(1) = —1, ezért ¢ = 0, igy a keresett primitiv fiiggvény

F(x) =323 - Inz — 2.

b) Az F fuggvény értelmezési tartomdnya: = €)0; ool.
c¢) A zérushelyet az F'(x) = 0 egyenlet megoldédsdval kapjuk. Mivel

323 - Inz —2° =0 = 2. (3Inz —1) =0,

ezért x > 0 miatt azt kapjuk, hogy = = 65 = Je.

d) Az F figgvény derivéltja F'(x) = f(x).
Ennek zérushelye, vagyis a 922 - Inx = 0 egyenlet megolddsa = # 0 miatt
z=1.

Az els6 derivélt el6jelét tabldzatban foglaljuk ossze:

x 10; 1] 1 ]1; 00]

F'(x) - 0 +

F(x) N\, [ lokélis minimum |

F(x) -1

e) Az F fiiggvény masodrendii derivaltja:

F'(x) = f'(z) =18z - Inx + 92 = 9z - (2Inz + 1).

Az F"(x) = 0 egyenlet egyetlen megolddsa  # 0 miatt z = ez A
masodrendd derivalt el6jeleit tartalmaz6 tablazat az alabbi:
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x ]O;e_%[ e 2 ]e_%;oo]
F"(x) - 0 +
F(x) konkdv | inflexiés pont | konvex
F(x) —25-e2

f) Az I fliggvény hatdrértéke a O helyen:

lim F(z) = lim 32 -Inz —2° = lim 2® (3lnz —1) =

x—0+ x—0+ r—0+
3
. 3lnz —1 . = .
= lim ——— = lim % lim —a° = 0.
z—0+ x—3 z—0+ = z—0+

Az F fiiggvény hatarértéke oco-ben:

lim F(z) = lim 32% - Inz — 2% = lim 2% (3Inz — 1) = 0.
T—00 T—00 T—00

g) A fiiggvény grafikonja:

1
0.8
0.6
0.4
0.2

04

040608 1 1.21.416"

-0.4
-0.6
-0.8

-1
-1.2

h) Az F fiuggvény értékkészlete: y < —1.
i) Az F fliggvény alulrél korlatos, feliilrél nem korlatos, igy nem korlatos.
j) Nem paros, nem paratlan.

k) Globdlis minimuma van. Minimum hely: z = 1. Minimum érték: y = —1.
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284. Feladat. Hatarozzuk meg az

/logQ rzdz

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integrélds képletében az f/'(x) = 1 és g(z) = logy x jeloléssel
éliink. Ekkor:

g(z) = logyx J@) = i3
flz) = x ) = 1

A parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 z
1 dr =z-1 — . dr =z-1 - —
/ong T == logyx /x  Ino T 0g9 T 1n2+c,
ahol c € R tetsz6leges.

285. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ arctgx do

hatdrozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(z) = 1 és g(x) = arctgz jeloléssel
éliink. Ekkor:
1

g(z) = arctga J@) = i
flz) = = flle) = 1.

A parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/1~arctgmdx:x-arctg1:—/a:~ a2 dzx.

1 T 1 2z
/x T+a2°° /1+x2 YT /1—|—x2 o

1
= §-ln(1+:1:2)+c1,

Mivel
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ahol c; € R tetszdleges, ezért azt kaptuk, hogy
1 1
/arctgx dr = z-arctgz— 5 In(1422)—¢; = z-arctgz— 5 In(142%)+c,

ahol ¢ € R tetszdleges.

286. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ 2z - arctgx dx

hatarozatlan integralt!
Megoldas:

A parcidlis integralds képletében az f'(x) = 2x és g(x) = arctgx jeloléssel
éliink. Ekkor:
g(z) = arctgw 9@ = o=

f@) = a2 fl@) = o

A parcidlis integrélés képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
/Qx-arctg:cdx:zQ-arctgx/m2~

14 22 dz.

Mivel

1 x? 2?+1-1 1
2
: dz = de= [ =~ ~4d 1— dz | =
/1‘ 14 22 & /1+:r2 o / 14 22 x</ 14+ 22 x)

= x — arctgx + ¢y,

ahol c; € R tetszdleges, ezért azt kaptuk, hogy

2

/x -arctgxdr = z?- arctgx — x + arctgx — ¢ = x° - arctgx — x + arctgx + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.

287. Feladat. Hatarozzuk meg a

/ arcsin x dx

integralt!

Megoldas:
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A parcidlis integrélds képletében az f'(z) = 1 és g(x) = arcsinz jeloléssel
éliink. Ekkor:

g(xr) = arcsinz J(x) =

fa) = o« Fla) = L

A parcidlis integrdlds képletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

) . x
/1 -arcsinz dz = x - arcsinx — /\/ﬁdx
—x

Mivel

x 1
— dz= [z -(1-2*"2dz,
/\/1—3:2 / ( J7dz

ezért a kapott integrdl f™(z) - f/(x) alakd, igy

1
/a:-(l—xQ)%dx:—2'/—2x-(1—x2)%dx:
1 \/1— 2
=—= Y e V1221,

2

2

ahol c; € R tetszdleges. Tehat azt kaptuk, hogy
/arcsinxdx =z -arcsinz +\/1—22 —c; =z -arcsinz + V1 — 22 +c,

ahol ¢ € R tetszbleges.

288. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ e sinz dz

integralt!

Megoldas:
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A parcidlis integrdlds képletét kétszer alkalmazva azt kapjuk, hogy

1 1
/eQI-sinxdx: 2‘e2x~sinx—/2‘e2z~c0sxdx:

1 1 1
:§~e2x-sinx— (4-e2x~cosx+/4-e%-sinxdx) =
:1-62””-sinm—1-e%-cosm—/-e2x-sin$dx:

2 4 4

eQm 1 9
—4~(2sin:c—cosa:)—/4-e‘”-sinwdx.

Vezessiik be az

I:/ezz-sinmdx

jelolést! Ekkor azt kapjuk, hogy

2x 1
I=— - (2sinx —cosz) — Z~I.
Tehét egy egyenletet kaptunk, amit /-re megoldva
I= 5 e¥ . (2sinz — cosz) + ¢

adaddik.
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4.7. Parcialis tortekre bontas modszere

4.7.1. Tétel. Minden racionalis tortfiiggvény felbonthatd egy polinom és egy
olyan racionalis tortfiiggvény 0sszegére, amelyben a szamlal6 fokszdma kisebb,
mint a nevezd fokszdma.

4.7.2. Példa. Tekintsiik az T tortet! Ekkor:
T+ 3
r—5 x+3-8 1 8
r+3 43 r+3

4.7.3. Megjegyzés. A tételben szerepls felbontast dltalanosan polinomosztas
segitségével lehet elvégezni. Elvégezve a P(x) : Q(x) polinomosztést legyen
M (x) a maradék, H (z) az osztds hanyadosa. Ekkor

Pl) o M)
Q@ 0T Q-

4.7.4. Definici6. Legyenek A # 0, valamint B és C' olyan valds szamok, hogy
B-C # 0éslegyenn € N, tovabbd xg € R. Az

A

(x — xo)™
ésa

Bx+C

(22 + pz + q)"
alaku torteket, ahol p> — 4¢ < 0 (azaz az 2 + px + g masodfoku polinomnak
nincs valos gyoke) parcidlis torteknek nevezziik.

4.7.5. Példa. Az

)
(z —3)*
tort parcialis tort.
Az
Tz+3
(2 4+ 2+ 2)3

tort parcidlis tort.

4.7.6. Tétel. Minden olyan raciondlis tortfiiggvény, amelyben a szamlal6 fok-
szdma kisebb, mint a nevezd fokszdma, felbonthat6 parcidlis tortek osszegére.
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Kidolgozott feladatok

289. Feladat. Hatiarozzuk meg az
20 —
/ B kB
224+ 5x +6
integralt!
Megoldas:

El6szor szorzatta alakitjuk a tort nevez6jét. Ehhez keressiik az 22 + 5z + 6
polinom gyokeit. A mdsodfokud egyenlet megoldéképletét felhasznélva

—5++v25-24 —5+1
2 2
adddik, igy 1 = —3, illetve x9 = —2. Ezt felhasznalva
2’ +5x+6=(z+2) (z+3)

T12 =

adodik. Tehat azt kapjuk, hogy

2¢ — 3 2z — 3
———dx = dzx.
22 +5x+6 (r+2) - (x+3)
A fenti tortet felbontjuk parcialis tortek 0sszegére:
2x — 3 A B

(x+2)(x+3) x+2+x+3

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Mindkét oldalt szorozva a k6zos ne-
vezdvel azt kapjuk, hogy

20 —3=A-(x+3)+B-(z+2).

Felbontjuk a zardjelet, majd = hatvdnyai szerint csoportositjuk a tagokat. Ekkor
azt kapjuk, hogy

2t —3=uz-(A+B)+3A+2B.

A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az = egyiitthatdja
és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az aldbbi egyenlet-
rendszer:
2 = A+ B
-3 = 34 + 2B |
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Az els6 egyenlet kétszeresét kivonva a masodik egyenletb6l A = —7 adddik,
amelyet visszahelyettesitve az els6 egyenletbe azt kapjuk, hogy B = 9. Tehat

/ 2 + 3 dx_/ T
(x+2) - (x+3) " Jarx+2 z+3 7

=—7-Injz+2/+9-In|z+ 3| +¢,

ahol c € R tetszbleges.
Felhasznalva a logaritmus azonossagait

2r+ 3
/(x+2)-(x+3)dx:ln

(z +3)°
(x+2

+c

adédik.
290. Feladat. Hatarozzuk meg az

/ 4dr+1 d
——dx
x2 —Tr+12

integralt!
Megoldas:

El8szor szorzattd alakitjuk a tort nevezdjét. Ehhez keressiik az 22 — 7x + 12
polinom gyokeit. A masodfoku egyenlet megoldoképletét felhasznalva

TEtv49—-48 T7+1
2 2
adodik, igy x1 = 3, illetve x5 = 4. Tehat
2 —Tr+12=(z —3)- (z —4).

T12 =

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

/ 4z +1 q / 4z +1 q
————dz = x.
x? —Tr 412 (x—3) - (x—4)

A fenti tortet felbontjuk parcidlis tortek dsszegére:

4o +1 A n B
(x—3) - (xr—4) x-3 z-4

Meghatarozzuk az A és B egyiitthatokat. Az egyenletet szorozva a kbzos neve-
z6vel
dr+1=A-(r—4)+B-(x—3)
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adodik. Felbontjuk a zdréjelet, majd x hatvdnyai szerint csoportositjuk a tago-
kat:
dr+1=uz-(A+ B)—4A - 3B.

A jobb oldal pontosan akkor egyezik meg a bal oldallal, ha az x egyiitthat6ja,
és a konstans tag megegyezik a két oldalon, azaz ha teljesiil az aldbbi egyenlet-
rendszer:

4 = A + B

1 = —4A - 3B |~
Az els egyenletet 3-szorosit hozzdadva a masodik egyenlethez —A = 13
adadik, igy A = —13. Ezt visszahelyettesitve az els§ egyenletbe azt kapjuk,

hogy B = 17. Tehat

/ drt1l _/ 718
(x—4)-(z—-3) R

=17 -In|lz —4] - 13 -Injz — 3| + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.
Felhaszndlva a logaritmus azonossédgait

dr +1 @t
/<x4>-<x3>d$‘1“ (x—3)"

+c

adodik.
291. Feladat. Hatarozzuk meg az

r—2
/x3_$dx

integralt!
Megoldas:

A nevezét felirhatjuk els6fokd polinomok szorzataként, igy

/%dﬁ/x«xfﬁ(mdx

adodik. A tortet bontsuk fel parcidlis tortekre
T —2 A B C

z-(z+1)-(x—1) 5+x+1+x—1'

Meghatarozzuk az A, B és C egyiitthatokat. Ehhez el8szor beszorozzuk az
elobbi egyenletet a kozos nevezdvel:

r—2=A-(z+1)-(z—1)+B-z-(z—-1)+C-z-(x+1).
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A zér6jeleket felbontva azt kapjuk, hogy
r—2=A-(x>-1)+B- (2 —2)+C- (2 +2)
t—2=A-2°—A+B-2>-B-z2+C-2*+C-z.

A tagokat fokszdm szerint csoportositva

r—2=(A+B+C)-2*+(-B+C)-2— A
adodik.

Két polinom pontosan akkor egyenld, ha a megfeleld fokszamu tagok egyiit-
that6i egyenloek, igy az

0= A+ B + C
1 = - B + C
2 = -A

egyenletrendszerhez jutunk. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy A = 2.
Ezt behelyettesitve az els6 és a masodik egyenletbe a

2 = B + C
1 = -B + C |-

Az egyenleteket 6sszeadva 2C' = —1, azaz C' = —0,5 adddik. Ezt felhasznalva,
az elsd egyenletbdl azt kapjuk, hogy

B-05=-2 =  B=-15.

Az A, B és C értékeket behelyettesitve az
x—2 A B C

z-(x+1)-(x—1) E+x+1+x—1

Osszefiiggésbe, majd felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsagat
azt kapjuk, hogy

/ x—2 / x—2
————dx = dz =
x- (22 —1) z-(x+1)-(x—1)

2 1,5 0,5
= | Z 27 77 dr =

/:v z+1 xz-1 o

2 1
:/dx—/ )5 dx—/ 0.5 dz =

T z+1 z—1
:2-/1dx—1,5-/ L dm—O,B-/ L

x r+1 x—1

=2-Injz|-1,5-In|z+1|—-05-In|z — 1| +¢,

dox =
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ahol c € R tetsz6leges.

292. Feladat. Hatarozzuk meg a

z+1
o tip
integralt!
Megoldas:
Elsé 1€pésben parcidlis tortek 0sszegére bontjuk a tortet. A keresett kifejezést
Tz +1 A B

@—42 z-4 ' @=ap

alakban keressiik. Az elébbi egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a k6zos neve-
zbvel:
xr+1=A-(xr—4)+ B.

A zardjel felbontasa utan azt kapjuk, hogy
r+1=Ax —4A+ B.

A megfeleld fokszami tagok Osszehasonlitdsa utdn az

1 A
1 = —44 + B |~

egyenletrendszerhez jutunk. A mdsodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontds tehét:

x+1 1 )

@—4? z-4 @

Ezt felhasznalva

r+1 1 )
/(x—4)2dx_/x—4+(w—4)2dx_

1 1
—/x_4dx+5-/(x_4)2dm—

:ln\x—4\+5-/(:c—4)2dx:

— )1
:ln|x—4|+5'(x1)—|—c:

1 5
=1n\x—4\—5-m+c:ln\aﬁ—4\—m+c
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adddik, ahol ¢ € R.
293. Feladat. Hatarozzuk meg a

/ T+ 2
——dx
2 —-6x+9

integralt!
Megoldas:
Els6 1épésben parcidlis tortek osszegeként irjuk fel a tortet. A nevezd teljes
négyzet, igy dtalakithat6 az (z — 3)? kifejezéssé. A tortet
T+ 2 A B
@—3° 7-3 (@-37
alakban keressiik. Az egyenlet mindkét oldalat szorozva a kozos nevezdvel

r+2=A-(x—3)+B

adodik. A zéaréjel felbontdsa utan azt kapjuk, hogy
r+2=Axr—-3A+B.

A megfeleld fokszdmu tagok dsszehasonlitdsa utdn az

1 A
2 = —-34 + B |’

egyenletrendszerhez jutunk. A masodik egyenletbe behelyettesitve az A értékét
azt kapjuk, hogy B = 5. A keresett felbontas tehat:

T+ 2 1 5

(m—3)27x—3+(x—3)2'

Ezt felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsdga alapjén

T+ 2 1 5
2T qr = de =
/(:15—3)2 * /x—3+(33—3)2 v
1 5
— d 2 4
/93—3 “/(x—s)? v
1
:/dex+5-/(az—3)2dx:

(r—3)7! 5
——4c=lz-3|———+
7 c=1In|z — 3| 3 t¢

=Injz—3|+5-
adodik, ahol ¢ € R.
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294. Feladat. Hatarozzuk meg a

/ T+ 2 d
x
3 — 922 + 272 — 27

integralt!
Megoldas:
Els6 1épésben parcidlis tortek 6sszegeként irjuk fel a tortet. A nevezd nevezetes

azonosség, igy 4talakithat6 az (x — 3)3 kifejezéssé. A tortet

x+2 A B C

(x—3)3_x—3+(a:—3)2+(x—3)3

alakban keressiik. Az egyenlet mindkét oldalét szorozva a k6zos nevezbvel

t4+2=A-(x-3?+B-(z-3)+C

adddik. A nevezetes azonossag alkalmazasa utan azt kapjuk, hogy

t+2=A - (z2—62+9)+B-(z—-3)+C.

A zardjeleket felbontva, majd fokszam szerint rendezve az egyenletet

r+2=A-2°+(-6A+B)- s +9A-3B+C

adodik. A megfelel6 fokszamu tagok Osszehasonlitdsa utdn az

0= A
-~ —6A + B
2 = 94 - 3B + C

egyenletrendszerhez jutunk. A mdsodik egyenletbe behelyettesitve az A érté-
két azt kapjuk, hogy B = 1. Ezutan a harmadik egyenletb6l C' = 5 adédik. A
keresett felbontés tehat:

T+ 2 1 5

(@-38 (@-37 (z-3)p
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Ezt felhaszndlva az integral additiv és homogén tulajdonsdga alapjén

z+2 1 5
[ae= [ ooap oo

f it [

:/(g;—S)‘de+5-/(x—3)_3dm:

(z —3)~1 (z —3)72 1 5
e 5. = — — =
- 7 B R N I
2. (x-3)-5 2w+l

2-(x—3)2  2-(z-3)2
adodik, ahol ¢ € R.
295. Feladat. Hatarozzuk meg a

/ 22+ 22+ 3

-1 @D

integrélt!
Megoldas:
Els6 1épésben parcidlis tortek 0sszegére bontjuk a tortet. A keresett kifejezést

22+ 22+ 3 A B Cr+ D

G102 (4D z2-1 @12 21

alakban keressiik. Az egyenlet mindkét oldalat a kozos nevezdvel szorozva
2420 +3=A-(x—1) - (2*+1)+B- (2> + 1)+ (Cx+ D) (z —1)2
addédik. A nevezetes azonossag alkalmazdsa és a zardjelek felbontdsa utdn azt
kapjuk, hogy
w24+ 22+3=A- (2> —2® +2— 1)+ Ba® + B+
+ (Cx + D) - (2 — 22 + 1).

Ismét felbontva a zardjeleket

2?4 20+ 3 = Ax® — A2® + Az — A+ Ba? 4 B+

+ C2® — 2C2® + Cx + D2* — 2Dz + D
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adoédik. Fokszdm szerint csokkend sorrendbe rendezve a tagokat azt kapjuk,
hogy
P2 4+204+3=(A+0C) - 2°+(—A+B-2C+ D) 2°+
+(A+C—-2D)-2—A+B+D.
A két oldalon a megfeleld fokszamu tagok egyiitthatéinak meg kell egyezni,
igy az

A + C 0
-A + B - 2C + D =1
A + C - 2D = 2
-A + B + D =3

egyenletrendszerhez jutunk. A linedris egyenletrendszert megoldhatjuk példaul
Gauss-eliminaciéval. Az egyenletrendszer kibdvitett matrixa:

10 1 010

-1 1 -2 1|1
1 0 1 =212
-1 1 0 113

Az elsd sort hozzdadva a mésodik és negyedik sorhoz, valamint az els sor
—1-szeresét hozzdadva a harmadik sorhoz azt kapjuk, hogy

10 1 0]o 10 1 0]o0
11 -2 11 01 -1 11
10 1 212 ]171oo o —2]2
11 0 13 01 1 13

A maésodik sor —1-szeresét hozzdadva a negyedik sorhoz, majd megcserélve a
harmadik és a negyedik sort azt kapjuk, hogy

1 0 1 010 10 1 010
01 -1 1 (1 N 01 -1 1|1
00 0 -2 |2 0 0 2 012
00 2 012 0 0 0 -2 |2
Ezen matrixbdl visszairva a linedris egyenletrendszert
A + C =0
B - C + D =1
2C = 2
— 2D 2
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adodik. Az utolsé egyenletbdl azt kapjuk, hogy D = —1. A harmadik egyen-
letb6l C' = 1 adddik. A masodik egyenletbdl B = 3, mig az elsd egyenletbdl
A = —1 kovetkezik.

Tehat azt kapjuk, hogy

x?2 +2x+3 ! L+ 3 +:c—l
(z—1)2-(224+1) z-1 (z—12 2241
Mivel
-1 1
der=-1- de=-1-In|z — 1|+ ¢,
rz—1 z—1
és

3 _ r—1)71 3
/de:?)/(x—l) 2d$:3'()+02:—x+62,

és

r—1 T 1 1 9
/$2+1dx—/x2+1d3:—/x2+1dx—2-ln(1‘ +1) —arctgz+cs,

ahol c¢q; co;c3 € R, ezért

2422+ 3
/(x—l)Q-(az2+1)

dx =

3 1
:—ln|x—1]+cl—7+62+§-1n(x2+1)—arctga:+03:

r—1
3 1,
:—ln’x—lf—m—l—§ln(x +1)—arctg$+c.

296. Feladat. Hatarozzuk meg az
20 + 2
———d
/ x- (22 +1) .
integralt!
Megoldas:

A tortet parcidlis tortekre bontva
2r+2 A Bx+C

x-(x2+1) E+ 22+ 1
adédik.
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Az A, B és C egyiitthatok meghatdrozdsahoz az egyenlet mindkét oldalat szo-
rozzuk a kozos nevezével, felbontjuk a zardjeleket, elvégezziik az 6sszevond-
sokat, majd a tagokat fokszdm szerint csoportositjuk:

2w+2=A-(2>+1)+ (Bz+C) -z
20+ 2= Az> + A+ B2®> + Cx
2¢0+2=(A+ B)-2*+ Cx + A

Két polinom pontosan akkor egyezik meg, ha a megfelelé fokszdmu tagok
egylitthat6i megegyeznek, igy az

2 = C

egyenletrendszerhez jutunk. Ebbdl A = 2, B = —2 és C' = 2 adddik. Ezeket
visszahelyettesitve az

z+1 _A Bx +C

z (2241 = 2241

egyenletbe, majd felhaszndlva az integral additiv tulajdonsdgat azt kapjuk, hogy
2 2 2 —2x+2 2 -2 2
/de:/—k”dx:/dx—i—/ﬂdx:
x- (22 +1) x x?+1 x 22 +1

2 —2z 2
= [ =d —d ———dz =
/a: x+/x2+1 x+/x2+1 o
=2.In|z| —In(z? + 1) + 2 - arctgx + ¢,

ahol ¢ € R tetszbleges.

297. Feladat. Hatarozzuk meg az

/x2+2x+1d

———dx

2 +1

integralt!

Megoldas:

Mivel
l‘2—|—2$—|—1_x’2—|—1+23§‘_1‘2+1+ 2x 14 2z
2+1 241 2241 2241 2 +1’
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ezért

2
¢+ 2x+1 2z 9

ahol c € R tetsz6leges.
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4.8. Integralas helyettesitéssel

4.8.1. Tétel. Legyenek I és J a val6s szamok halmazanak pozitiv hosszisagui
részintervallumai! Ha a g: I — J fiiggvény differencidlhaté és létezik az
f: J — R fiiggvény hatdrozatlan integralja, akkor 1étezik az f o g- ¢’ fiiggvény
hatdrozatlan integrélja és

[ (og@) gt ar = ( [ 1@ dm) 0 g(x).

4.8.2. Kovetkezmény. Ha a g: I — J fiiggvény differencialhaté és invertal-
hatd, tovabba 1étezik az f: J — R fiiggvény hatdrozatlan integralja, akkor
létezik az f o g - ¢’ fiiggvény hatdrozatlan integralja és

(/ (fog®)-4't) dt) '91($)=/f(:£)da:.

7~ _ 7z

4.8.3. Megjegyzés. Az el6z6 kovetkezményben szereplé formula azt jelenti,
hogy az f fiiggvény integraljanak kiszamitasahoz az

foy(t)-g'(t)

fuggvény integraljat szamoljuk ki, majd annak a g inverzével valé kompozi-
cigjat vessziik. Ezt a modszert nevezziik a helyettesitéses integralds modsz-
erének.

A helyettesités sz6 arra utal, hogy az = valtozot helyettesitjiik egy = = g(t)
fiiggvénnyel annak reményében hogy az f(x) integrélja helyettaz fog(t)-g'(t)
fiiggvény integraljat egyszeriibben ki lehet szamolni.

4.8.4. Példa. Kiszdmoljuk az

/ CO}f dr  (z>0)

integralt.

Vezessiik be a \/z = t helyettesitést. Ekkor z = g(t) = t2, aholt > 0. A g

fiiggvény derivaltja %f = ¢'(t) = 2t. A kovetkezményben szerepl§ jeloléseket

megtartva

cost

fog(t)-4'(t)= 5 2t,

t
/Cosﬁdxz/cos.Qtdt:/QCOStdtZQSint—FC.
VT t

igy
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Alkalmazva a g inverzével valé kompoziciét, ami azt jelenti, hogy ,,visszahe-
lyettesitjiik” a ¢ helyére a \/z-et azt kapjuk, hogy
cos/x
NI

dr = 2-sinvz +c.
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Kidolgozott feladatok

298. Feladat. Szamoljuk ki az

1
/1+v@d$

integralt!
Megoldas:

Bevezetve a \/x = t helyettesitést, amibdl
. dx
v=t fgy = () =2t

igy azt kapjuk, hogy

t+1—1
T Adt=2 [ ——di= dt =
/1+f / / / 1+t

1—7dt—2 t—Inlt+1
—2- 1o dt=2- @ e 1)+

2- (Vo —In(vVe +1)) +

ahol ¢ € R tetszbleges.
299. Feladat. Szamoljuk ki az

2
/ ¢ dx
1+4+e*

integralt!
Megoldas:

Bevezetve a e® = ¢ helyettesitést, amibdl

dx

=Int, igy — = (Int) = =
z=Int, igy — = (Int)
adodik, azt kapjuk, hogy
e’ t2 Ly t+1-1
dr = - —dt = dt =
/1+ew v /1+t t /1+t / 1+t

ahol ¢ € R tetszdleges.
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300. Feladat. Szamoljuk ki az

T
/edx
1+ e2

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a e = t helyettesitést, amibol
dz 1
=1Int, igy — = (Int) = =
z=lnt, fgy — =(nt)' = -
adédik, azt kapjuk, hogy

/em d /t LW / LEY tot +
——dr = [ —— - -dt = = arc c=
1+ e2e 1+ ¢ 1422 &

= arctge” + c.

301. Feladat. Szamoljuk ki az

/\/5~eﬁdm

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a \/x = t helyettesitést, amibdl

dx

— = ?) =2t
g = )

x =12, igy
adodik, azt kapjuk, hogy
/\/E-eﬁdx—/t-et-2tdt—2-/t2-etdt.
A kapott integralra kétszer alkamazva a parcialis integralds képletét

2-/t2-etdt—2- <t2-et—/2t-etdt> =

:2-(t2~et—2t-et+2-et)+c:
=e - (22 —4t +4) +c

adaddik, ahol ¢ € R tetszbleges.
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Visszahelyettesitve ¢ helyére /z-et azt kapjuk, hogy a keresett integral:

/\/E'eﬁdx:eﬁ-(2m4~\/5+4)+c

302. Feladat. Szamoljuk ki az
/ sin \/z d
N3

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a \/x = t helyettesitést, amibsl
dx
r =1, igy — = (t*) =2t
 igy - = ()

adodik, azt kapjuk, hogy
/sm\f T = Sl?t 2tdt =2 - /sintdt = —2cost + ¢,

ahol c € R tetszdleges.

Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral:

sin f
\f

303. Feladat. Szamoljuk ki az

dz = —2-cos/z + c.

/cos Vx dx

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a /x = t helyettesitést azt kapjuk, hogy
d
r=1t3 = o3
dt

A helyettesitést végrehajtva

/cos %dx:/3t2~costdt
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adodik. A kapott integralra a parcidlis integralds képletét alkalmazva azt kap-
juk, hogy

/3752 -costdt = 3t* -sint — /Gt -sint dt.
A 6t - sin t fiiggvényre ismét alkalmazzuk a parcidlis integrdlas képletét. Ekkor
/6t -sintdt = —6¢ - cost + /6 -costdt = —6t-cost +6-sint + ¢;
adddik, ahol c¢; € R tetszdleges. Tehdt azt kaptuk, hogy
/3752 -costdt = 3t% -sint + 6t - cost — 6 - sint + ¢,

ahol c € R tetsz6leges.
Visszahelyettesitve ¢ helyére /z-et azt kapjuk, hogy a keresett integral

/cos\?’/Ed:z:3\3/x>z~sin%—FG%-COS{T—&Sin%—FC.

304. Feladat. Szamoljuk ki az

/ 2 f du

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a /x = t helyettesitést
dx
=t% %) =2t
x gy 4 =)

addédik. Ezt felhasznalva

t
/COS\F C(;i 2tdt—/costdt:sint+c,

ahol ¢ € R tetszbleges.
Visszahelyettesitve ¢ helyére /z-et azt kapjuk, hogy a keresett integral:
/(:20‘8\/\/5 dz = sinv/z +c.
305. Feladat. Szamoljuk ki az
/ vr+1

T+ 2

dx
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integralt!
Megoldas:
Bevezetve a vz + 1 = t helyettesitést

d
r=12—1, amibsl X —of
dt

adodik. A helyettesitést végrehajtva azt kapjuk, hogy
V t 2t t2
/ vl -2tdt:/dt:2/dt:
x4+ 2 t2+1 2 +1 t2+1

t?+1-1 1
=2 [ ————dt=2[1—-———dt=
/ 2 +1 / 2+1

=2-(t —arctgt) + ¢ =

:2(\/x+1—arctg\/x+1) +c

ahol c € R tetszbleges.

306. Feladat. Szamoljuk ki az

/a:-\/:c—i-de

integralt!
Megoldas:
Bevezetve a /x + 2 = t helyettesitést azt kapjuk, hogy

d
z=t2-2 = d—f:2t.

A helyettesitést végrehajtva

/m-\/:n+2dm:/(t2—2)~t-2tdt:/2t4—4t2dt:

2 4
=2 ..
5 3 +c,

aadodik, ahol ¢ € R.
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Visszahelyettesitve ¢ helyére /x-et azt kapjuk, hogy a keresett integral:

[ovETrar =2 (aTm -k (T s
=(m)3-<§-(x+2)—§>+c:
(



3. fejezet

Riemann-integral és
alkalmazasai
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5.1. A Riemann-integral definicigja

5.1.1. Definicié. Legyenek a és b olyan valds szamok, melyekre a < b teljesiil
és tekintsiik az [a; b] intervallumot. Legyen

a=zr0<x1<...<xp =0
Ekkor a
d = {[zo; z1]; [z1;22); .. 5 [Tn—1: 20}
halmazt az [a; b] intervallum egy bosztdsdnak vagy felosztdsanak nevezziik.

A beosztas finomsdga az osztépontok altal keletkezett részintervallumok hosz-
szdnak maximuma.

Azt mondjuk, hogy a d beosztas ekvidisztdns, ha
X1 — X=X —T] =...=Typ — Tp_1,
azaz a d halmazban szerepld intervallumok egyenl6 hosszisdguak.
Az xg; 215 . . . ; Ty, valés szdmokat a beosztas osztopontjainak mondjuk.
Az [a; b] intervallum Gsszes beosztasainak halmazét D|a; b] médon jeloljiik.

Azt mondjuk, hogy a beosztdsok egy sorozata minden hatdron til finomodo
vagy mds széval normdlis beosztdssorozat, ha az osztépontok szdmdval végte-
lenhez tartva, a leghosszabb részintervallum hossza is nulldhoz tart.

5.1.2. Példa. Az [1;6] intervallumnak a
d = {[1;2]; [2; 3]s [3; 4]; [4: 5]; [5; 6] }
halmaz egy ekvidisztans beosztasa.
A beosztas osztépontjainak halmaza:
{1;2;3;4;5;6}.
A beosztas finomsaga 1 egység.
5.1.3. Definici6. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény és
d= {[xi_l;xi] ‘z’: 1,2,...,n}

az [a; b] intervallum egy beosztasa.
Vezessiik be az

m; = inf  f(z) (i=1,2,...,n)

TE€[Ti—1;T]
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és az
M;= sup f(x) (1=1,2,...,n)
r€[wi—1;24]
jeloléseket!
Az

s(f;d) = Zmz (g — wi—1)

Osszeget az f fiiggvény d beosztasdhoz tartozo also integrdlkozelitd dsszegének
nevezziik.

Az

S(fid) = M- (i — zi1),
=1

Osszeget az f fliggvény d beosztasdhoz tartozo felsd integrdalkiozelitd dsszegének
mondjuk.

RN
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O(f;d) = S(f;d) — s(f;d)

értéket az f fiiggvény d beosztasahoz tartozé oszcilldcios dsszegének hivjuk.
Ezt a fogalmat az alabbi dbra szemlélteti:

5.1.4. Példa. Tekintsiik az f: [0;1] — R, f(x) = 22 fiiggvényt! A [0; 1] inter-
vallumot osszuk fel 5 egyenld részre.

1
Ekkor minden keletkezett részintervallum hossza 5= 0,2, igy a beosztés fi-

nomséga is 0,2.
A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:

D = {0;0,2;0,4;0,6;0,8; 1},

A beosztdsnak megfeleld részintervallumok halmaza:

d= {[0, 072]; [072; O¢4]; [0a4; 076]; [076; 0a8]; [078; 1]}

Az alsé integralkozelitd 6sszeg:

s(f;d)=0-02+0,22-02+0,4%-02+0,6°-0,2+0,8-0,2 =
=0,2-(0,04+0,16 + 0,36 + 0,64) = 0,2-1,2 = 0,24.

A fliggvény grafikonjat, valamint az alsé integralkozelité Osszeget az aldbbi
dbra szemlélteti:
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1
0.8
0.6
0.4
0.2
0] —F
0 02 04 06 038 1

A felsé integralkozelitd osszeg:
S(f;d) =0,2%-0,240,4%-0,240,6*-0,240,8%-0,24+1%-0,2 =
=0,2-(0,04+0,16 + 0,36 + 0,64 + 1) = 0,2-2,2 = 0,44.

A fliggvény grafikonjat, valamint a felsé integralkozelité Osszeget az aldbbi
dbra szemlélteti:

0.8

0.6

0.4

0.2

Az oszcilldcids Osszeg:

O(f;d) = S(f;d) — s(f;d) = 0,44 — 0,24 = 0,2.
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5.1.5. Megjegyzés. Ha az f: [a; b] — R fiiggvény folytonos, akkor

m; = min _ f(z) (i=1,2,...,n)
TE€[Ti—1;Ti]

M; = max f(x) (1=1,2,...,n).
TE[wi—1;524]

5.1.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R korlatos fiiggvény, tovdbba d; és da az [a; b
intervallum beosztasai, akkor

s(fid1) < S(f;da),

tehat barmely alsé integralkozelitd 0sszeg nem nagyobb, mint barmely fels6
integralkozelit6 Osszeg.

5.1.7. Kovetkezmény. Az alsé integralkozelitd 6sszegek halmaza feliilr6l kor-
latos €s a felsd integralkozelité 6sszegek halmaza alulrdl korlatos.

5.1.8. Definicié. Az f: [a;b] — R korlatos fiiggvény alsé integralkozelits
Osszegei halmazanak pontos felsé korlatjat az f fiiggvény alsd integrdljanak
nevezziik:

deDlasb]

b
[ f@yde= s s(rid),

Az f: [a;b] — R korldtos fiiggvény felss integralkozelitd osszegei halmazanak
pontos alsé korlatjat az f fiiggvény felsd integrdljanak nevezziik:

b
de = inf S(f;d).
JECLE it S(id)
a
5.1.9. Megjegyzés. Ha f: [a;b] — R korlatos fiiggvény, akkor

/b fla)de < /b /() da.

5.1.10. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f: [a;b] — R fiiggvény Riemann-
integrdlhato, ha
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Kozos értékiiket az f fliggvény Riemann-integrdljdnak nevezziik. Jele:

b
/ f(w) da.

5.1.11. Megjegyzés. Nem-negativ értékii, Riemann-integralhaté fiiggvény Ri-
emann-integraljanak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak az x ten-
gellyel bezart teriilete.

5.1.12. Megjegyzés. Negativ értékid, Riemann-integralhaté fiiggvény esetén a
fliggvény Riemann-integralja abszoltt értékének geometriai jelentése a fiigg-
vény grafikonjanak az x tengellyel bezart teriilete.

5.1.13. Megjegyzés. Egy Riemann-integralhaté fiiggvény Riemann-integralja-
nak geometriai jelentése a fiiggvény grafikonjanak az x tengellyel bezart ,,el6-
jeles” teriilete.
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Kidolgozott feladatok

4

307. Feladat. Tekintsiik az f: [1;4] — R, f(x) = — figgvényt! Az [1;4]
x

intervallumot hdrom egyenl§ részre osztjuk.

a) Hatdrozzuk meg a beosztas finomsagat!

b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 osszeget!

¢) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjat és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

d) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozoé felsd in-
tegralkozelitd osszeget!

e) Vazoljuk fel az f fiiggvény grafikonjit és szemléltessiik az elGbbi ered-
ményt!

f) Adjuk meg az f fiiggvény d beosztdsdhoz tartozé oszcillacids 6sszeget!
Megoldas:

a) A keletkezett részintervallumok hossza 1, igy a beosztds finomséga 1.
b) A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:

D = {1;2;3;4},

A beosztasnak megfeleld részintervallumok halmaza:
d = {[1;2);[2;3]; [3; 4]}

Az alsé integralkozelitd 6sszeg:

4 4 13
;d)=1-241--+1-1=24+-4+1=—.
s(f;d) + 3+ -|-3+ 3

c) A fiiggvény grafikonja és az also integralkozelit6 0sszeg:
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3.5

2.5

1.5

0.5
0 /

0 05 1 15 2 25 3 35 4

d) A felsé integralkozelit6 Osszeg:
4 4 22
S(f;d)=1-4+1-2+1-5:4+2+§=?.

e) A fiiggvény grafikonja €s a felso integralkozelit6 osszeg:

3.5

2.5

1.5

0.5

0 05 1 15 2 25 3 35 4

f) Az oszcill4cids Osszeg:
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308. Feladat. Tekintsiik az f: [0;2] — R, f(x) = 2% fiiggvényt! A [0;2]
intervallumot négy egyenld részre osztjuk.
a) Hatdrozzuk meg a beosztas finomsagat!

b) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé alsé integ-
ralkozelit6 osszeget!

¢) Adjuk meg az f fiiggvény esetén a megadott beosztashoz tartozé felsé in-
tegralkozelitd dsszeget!

Megoldas:
a) Ha a [0; 2] intervallumot 4 egyenls részre osztjuk fel, akkor a keletkezett
részintervallumok hossza 1= 0,5, igy a beosztds finomsdga 0,5.
b) A beosztds altal keletkezett osztépontok halmaza:
D ={0;0,5;1;1,5;2},
A beosztdsnak megfeleld részintervallumok halmaza:
d = {[0;0,5]; [0,5; 1]; [1;1,5]; [1,5; 2] }.
Az alsé integralkozelitd dsszeg:
s(f;d)=05-20405-2° 4052 40,525 =
=0,5-(1+V2+2++8) =362
c) A felsd integralkozelitd 0sszeg:
S(fid)=05-2% +0,5-21 +0,5-21° 40522 =
=0,5-(V2+2+V8+4) =512
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5.2. A Riemann integralhatosag kritériumai és elegendé feltételei

5.2.1. Megjegyzés. Ebben a szakaszban az alsé integralkozelit Osszegre, il-
letve felsd integralkozelitd 6sszegre, valamint az oszcillacids 6sszegre hasznalni
fogjuk az s, (f;d), illetve Sy, ( f; d), valamint az O, (f; d) jeloléseket is ott, ahol
fontos hangstilyozni, hogy n részre osztjuk fel az [a; b] intervallumot.

5.2.2. Tétel. Legyen f: [a;b] — R korldtos fiiggvény és
d= {[:Ui,l;xi] ‘Z = 1,2,...,n}

az [a; b] intervallum egy beosztésa.

Legyen & € [x;_1;7;], ahol ¢ = 1,...,n. Ha az f fiiggvény Riemann-
integralhat6 az [a; b] intervallumon, akkor

b n
[ H@yde = tim 3746 - im0,
a =1

5.2.3. Tétel. Az f: [a;b] — R korlatos fiiggvény pontosan akkor Riemann-
integralhat6 az [a; b] intervallumon €s az integrdl értéke I, ha az [a;b] inter-
vallumnak van olyan beosztdssorozata, amelyhez tartozé alsé integralkozelité
Osszeg és a felsd integralkozelitd osszeg konvergens és mindkett6 hatarértéke
1, azaz

lim s,(f;d) = lim S,(f;d)=1.

n—00 n—oo
5.2.4. Kovetkezmény. Az f: [a;b] — R korlétos fiiggvény pontosan akkor
Riemann-integralhatd, ha a fels6 integralkozelitd 6sszeg és alsé integralkodzelitd
0sszeg kiilonbsége nulldhoz tart:

lim (Sn — Sn) =0,

n—oo
azaz ha az oszcillaciés 6sszeg hatarértéke zérus:
lim O,(f;d)=0.
n—oo

5.2.5. Kovetkezmény. Az f: [a;b] — R korlétos fiiggvény pontosan akkor
Riemann-integralhat6 az [a; b] intervallumon, ha barmely € > 0 esetén létezik
olyan d beosztdsa az [a;b] intervallumnak, amelyhez tartozé O(f;d) oszcil-
laciés Osszeg e-ndl kisebb, azaz a fiiggvény grafikonja lefedhetd £-ndl kisebb
osszteriilet téglalapokkal.
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5.2.6. Megjegyzés. A 5.2.4, illetve a 5.2.5 kovetkezményeket Riemann-krité-
riumként is szokds emliteni.

5.2.7. Tétel. Haaz f: [a;b] — R korlatos fiiggvény monoton, akkor Riemann-
integralhato.

5.2.8. Tétel. Ha az f: [a;b] — R figgvény folytonos, akkor Riemann-integ-
ralhatd.

5.2.9. Tétel. Ha az f: [a;b] — R korlatos fiiggvény szakadasi helyeinek hal-
maza megszamlalhat6 szamossagu, akkor f Riemann-integralhat6.

5.2.10. Kovetkezmény. Ha az f: [a;b] — R korlatos fiiggvénynek véges sok
helyen van szakadasa, akkor f Riemann-integralhatd.
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Kidolgozott feladatok

309. Feladat. Tekintsiik az f: [0;9] — R, f(z) = /x figgvényt! Bizonyit-
suk be, hogy az f fiiggvény Riemann-integrdlhaté a [0; 9] intervallumon! A
bizonyitdshoz azt a kritériumot hasznaljuk, ami szerint a fiiggvény pontosan
akkor Riemann-integralhat6, ha a [0; 9] intervallumot n egyenld részre osztva
az oszcillacids 6sszeg nulldhoz tart, ha n — oo. Adjuk meg a Riemann-integral
értékét is!

Megoldas:

A beosztés 4ltal keletkezett osztopontok halmaza:

12 1
D:{0;9-;9-;...;9-” ;9},
n n n

A beosztasnak megfelels részintervallumok halmaza:

Ao b ety

Az also integrélk(izeh’t(i 0sszeg:

/ / 9 -1
+7 z 2o g -
n n

(xf+f+ +\/7f)

:nf (f+\f+ V=1,

A felsé integrélkﬁzehto Osszeg:

s

3-(VI+va+.. +m+¢ﬁ)=

:nf(\f+f+ +M+\/ﬁ)-

Az oszcillacids Osszeg a felsd és also integralkozelitd osszeg kiilonbsége, igy

Ou(id) = Sulfd) = sl fid) = - V= =

sn(f;d) =

w§\
:\@ +




342 A Riemann integrdlhatosdg kritériumai és elegendd feltételei

Ezt felhaszndlva azt kapjuk, hogy
27

lim — =0,
n—,oo N

amivel igazoltuk az allitast.

310. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = 2 fiiggvény a [0;1] inter-
vallumon Riemann-integralhat6! A bizonyitds elvégzéséhez hasznaljuk azt a
kritériumot, hogy egy fliggvény pontosan akkor Riemann-integrilhatd, ha az
also integralkozelitd osszegek és a felsd integrdlkozelitd dsszegek sorozatdnak

1
hatarértéke megegyezik! Szamoljuk ki az / 22 dz értéket is!
0

Megoldas:

Els6 1épésben a [0, 1] intervallumot n egyenls részre osztjuk. A keletkezett

osztopontok halmaza:
1 2 -1
D:{O,;;...;n ;1}.
nn n

Az osztépontok 4ltal keletkezett részintervallumok:

N

A beosztashoz tartoz6 alsé integralkozelitd 6sszeg:

sn(f;d):%- (02+ <i>2+...+ ((nn—l)>2>

Felhaszndlva, hogy az els6 n természetes szam négyzetének 6sszege

. 1) (2 1
124924+ . 4n2=" (n+ é(n+ )

azt kapjuk, hogy az alsé integralkozelitd osszeg:

sn(f;d):%~(02+12+...+(n_1)2):7.
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Ebbdl az als6 integralkozelité dsszegek hatarértéke:

li_}rn sn(f;d) = lim (n=l)n @n-1) =

n—00 6n3
2_n). _ 3_ 9.2
~ fim (n®—mn)-(2n—1) — fim 2n® —3n"+n _
n—00 6n3 n—00 6n3
3 1
= lim 72_E+? :1

A beosztashoz tartoz6 felsé integralkozelitd 6sszeg:

1 1\*  [2)\? n—1\%  /n\2
Sn(f;d)=-<<> +<) +< > +(7) .
n n n n n
Felhasznalva, hogy az els6 n természetes szam négyzetének Osszege

. 1)-2n+1
12+22+'”+n2:” (n+1)-(2n+1)

6
azt kapjuk, hogy
S"(f5d):%‘(12+22---+(n—1)2+n2):
*i.n-(n+1)-(2n+1)
== ; _

Ebbdl a felsé integralkozelitd osszegek hatarértéke:

. v .on-(n+1)-2n+1)
A e -

(n?+n)-(2n+1) y 2n3 +3n® +n

= lim - lim ————— — —
n—00 6n3 n—00 6n3
3 1
BEEE

Mivel az alsé és fels6 integralkozelitd dsszegek hatatértéke megegyezik, ezért
a fiiggvény Riemann integralhat6, és az integral értéke:

i 1
2
dr = -.
/m T3
0
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311. Feladat. A Riemann-integralhatésdg valamelyik elegendd feltételét alkal-
mazva mutassuk meg, hogy az

f(z) = z* — 32 + 22 + 12
fiiggvény Riemann-integralhat6 a [0; 6] intervallumon!
Megoldas:
Mivel az f fiiggvény zart intervallumon értelmezett folytonos fiiggvény, ezért
Riemann-integralhaté.

312. Feladat. A Riemann-integralhatésag elegendd feltételeit alkalmazva mu-
tassuk meg, hogy az f(x) = cosx fiiggvény Riemann-integralhat6 a [O; g]
intervallumon!

Megoldas:

Mivel az f fiiggvény korlatos és monoton csokkend, ezért Riemann-integralha-
to.

Mivel az f fuggvény korlatos és folytonos, ezért Riemann-integralhato.
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5.3. A Riemann-integral tulajdonsagai, Newton-Leibniz tétel

5.3.1. Megjegyzés. Ebben a szakaszban, ha mast nem mondunk, akkor I a
valds szdmok halmazdnak egy pozitiv hosszisdgui részintervallumat jeloli.

5.3.2. Definicio. Ha f: [a; b] — R Riemann-integralhat6 fuggvény, akkor

/bf(w)dfﬁz—/af(l”)dx,
a b

azaz az integrdlds hatdrainak felcserélésével a Riemann-integral értéke eldjelet
valt.

5.3.3. Tétel. Ha f, g: [a;b] — R Riemann-integralhato fiiggvények, akkor

/bf(-%')Jrg(w) dx—/bf(w') dx+/b9($) dz,

azaz a Riemann-integral additiv tulajdonsdgy, ami azt jelenti, hogy Osszeget
tagonként integralhatunk.

5.3.4. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhat6 fiiggvény és A € R,
akkor
b b
/)\~f(x)da::)\~/f(a:)dx,
a a

azaz a Riemann-integrdl homogén tulajdonsdgu, ami azt jelenti, hogy konstans
szorz6 kiemelhetd az integral elé.

5.3.5. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor |f| is
Riemann-integralhaté és

/bf(:r)dx S/b!f(m)]dx.

5.3.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrilhat6 fiiggvény és ¢ € [a; ],

akkor
b b

/f(x)dx:/cf(x)dx+/f(x)dm,

a Cc
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azaz a Riemann-integrél intervallum additiv tulajdonsigu.

5.3.7. Kovetkezmény. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, ak-
kor

/af(w)deO,

azaz, ha az integral kezd6- és végpontja megegyezik, akkor az integral értéke
z€rus.

5.3.8. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény és [c;d] C
[a; b], akkor az f figgvény [c;d] intervallumra valé leszikitése is Riemann-
integralhatd.

5.3.9. Tétel. Ha f: [—a;a] — R Riemann-integrdlhaté pératlan fuggvény, ak-
kor

/af(:n) da = 0.

5.3.10. Tétel. Ha f: [—a; a] — R Riemann-integralhaté pdros fiiggvény, akkor

/af(cv)da?:2-/af(a?)d:c.
“a 0

5.3.11. Tétel. Ha f,g: [a;b] — R olyan Riemann-integralhaté fiiggvények,
melyekre g(z) < f(x) teljesiil, akkor

/bg(x) dxg/bf(a:)dx,

azaz a Riemann-integrdl monoton tulajdonsagu.

5.3.12. Kovetkezmény. Ha f: [a;b] — R Riemann-integrélhaté fiiggvény és
f(z) > 0 minden x € [a; b] esetén, akkor

/bf(x) dz > 0.

5.3.13. Tétel. (Az integralszamitas els6 kozépértéktétele.)
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Ha f: [a;b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény, akkor 1éteznek olyan m és
M valés szamok, hogy

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17

5.3.14. Tétel. (Az integralszamitas masodik kozépértéktétele.)

Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény, akkor 1étezik olyan & valds szam, hogy

/ f(@)dz = £(€)- (b—a).

e 'M
(&)
1
0.5
0

0 05 1 15 2 25 3 35 4

5.3.15. Tétel. (Newton-Leibniz tétel.)

Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény az [a; b] intervallumon és differenci-
alhat6 az |a; b[ intervallumon. Legyen tovabba F' az f egy primitiv fiiggvénye.
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Ekkor
b
[ H@)de = (F@L = F ) - Fla).

5.3.16. Példa. Kiszdamoljuk az f(x) = 3z fiiggvény Riemann-integréljat a
[0; 1] intervallumon a Newton-Leibniz tétel alkalmazédsaval:

1
271
/3xdx: 3.2 :§—9:§.
21, 2 2 2
0

5.3.17. Definicié. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhat6 fiiggvény, akkor az
x
F(a:):/f(t)dt x € [a;b]
a

fuggvényt az f fiiggvény felsd hatdr fiiggvényének vagy mas szoval teriiletmérd
fiiggvényének nevezziik.

5.3.18. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integralhaté fiiggvény, akkor a terii-
letmérd fiiggvénye folytonos.

5.3.19. Tétel. Ha f: [a;b] — R Riemann-integréalhat6 fiiggvény és folytonos
az xo €|a;b] helyen, tovdbba F az f teriiletmérd fiiggvénye, akkor a F' diffe-
rencidlhaté az x helyen és F'(xz¢) = f(xo).

5.3.20. Tétel. Minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

5.3.21. Megjegyzés. Nem minden primitiv fiiggvény {rhat6 fel véges sok tag
Osszegeként, azaz zart alakban.

Példdul az f(z) = e’ fliggvény folytonos, ezért Riemann-integrilhatd, azon-
ban nem létezik zart alakban felirhaté primitiv fiiggvénye.

5.3.22. Tétel. Ha f, g: [a;b] — R folytonos fiiggvények, valamint f és g foly-
tonosan differencidlhatéak az |a; b| intervallumon, akkor

b b
/ f(x) - g(z)dz = £(b) - g(b) — f(a) - gla) — / f(@) - ¢ (x) da.

5.3.23. Példa. Kiszamoljuk az / ’ x - cos x dzx integral értékét.
0
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Az el6bbi tételt felhaszndlva azt kapjuk, hogy

sinxdz =

o\
(NE]

s
/x'cosxdx: [z -sinz]] —
0

™

= [z -sinz]g + [cosz]g = g -1

A szamoldast tigy is elvégezhettiik volna, hogy az - cos x fiiggvény egy primitiv
fliggvényét hatdrozzuk meg, majd azt kovetden alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt.

5.3.24. Kovetkezmény. Ha f, g: [a; b] — R folytonos fiiggvények, tovabba f
és g differencidlhatéak a |a; b[ intervallumon, akkor

b b
/ f(z)-g'(x) dz = f(b) - g(b) = f(a) - g(a) —/ f'(z)

5.3.25. Tétel. Ha g: [a b] — R szigordan monoton, folytonosan differencidl-
haté fiiggvény és f: Jg(a); g(b)[— R korlatos és folytonos, akkor

/fog (t)dt:/g'(a) f(z) da

447
f

Végezzikelat = \/z helyettesnest. Ekkor 2 = x, fgy 4¢ = 2t. Tehit

V4 2
et
/t~2tdt—/2-etdt—
\@ 0

:[2-et](2):2-e2—2.

5.3.26. Példa. Kiszamoljuk az dx integral értékét!




350 A Riemann-integrdl tulajdonsdgai, Newton-Leibniz tétel

Kidolgozott feladatok

313. Feladat. Szamoljuk ki az
4 2
/ 22+ z-e¥ +3zde
4

Riemann-integral értékét!
Megoldas:
Mivel

/aaf(x)dx:

4
/ 2?2+ z- e +3zdz=0.
4
314. Feladat. Szamoljuk ki az

-3
/ sinx dz
-3

ezért

Riemann-integral értékét!
Megoldas:

Mivel az f(z) = sinz fiiggvény pdratlan és a [—3; 3] az origéra szimmetrikus

intervallum, ezért
3
/ sinzdz = 0.
-3

315. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = x”-cos z fiiggvény Riemann-integraljat
a [—5; 5] intervallumon!

Megoldas:

Mivel f(—x) = (—z)7 - cos(—x) = —27 - cos z, ezért f(—x) = —f(x), igy az
f fuggvény paratlan. A [—5; 5] intervallum az origéra szimmetrikus, ezért

/f
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316. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = 2> + 3z fiiggvény Riemann-integraljat
a [—1; 1] intervallumon!

Megoldas:
Mivel

fl=a) = (=) 43 () =~ — 3w = ~(" + 30) = [ (@),
ezért f(—x) = —f(x), igy az f figgvény pératlan. A [—1; 1] intervallum az

origéra szimmetrikus, ezért

/_11]”(33) dz =0.

317. Feladat. Ha f Riemann integréalhat6 fiiggvény a [0; 6] intervallumon és

6
/ f(x)dx = 30,
0
valamint

/Qf(a:) dz =12,
0

6
akkor mivel egyenld / f(z)dz?
2

Megoldas:
A Riemann-integral intervallum additivitdsi tulajdonsdgét felhaszndlva azt kap-
juk, hogy
2 6 6
[r@aes [“@yar= [
0 2 0
fgy

/;f(x)dx:/06f(a:)dx—/02f(a:)dx:30—12:18_

318. Feladat. Ha f és g Riemann integrélhat fiiggvények a [0; 4] intervallu-
mon és

4
/ f(x)dx =5,
0
valamint

/ gy de =7,
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4
akkor mivel egyenl§ / (f+9)(x)dz?
0

Megoldas:

A Riemann-integral additiv tulajdonsagat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

4 4 4
/0(f+9)($)d96=/0f(m)dx+/og(x)dx:5+7:12.

319. Feladat. Szamoljuk ki az f(z) = cos 2z fuggvény Riemann-integréljit a
[0; 7] intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznéldsédval!
Megoldas:

Mivel az f(x) = cos 2z fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F'(z) = %, ezért

/Wcos2acd:1: _ [sianYr _ sin27  sin0 _o
0 2 |, 2 2

320. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = 3 fiiggvény Riemann-integraljit a
[0; 4] intervallumon a Newton-Leibniz tétel felhasznédldsédval!
Megoldas:

2

Mivel az f(x) = 2z fiiggvény egy primitiv fiiggvénye F'(z) = x*, ezért

4 o 4
/mi”dx:[} = 4* — 0* = 256.
0 4 0

321. Feladat. Hatarozzuk meg az a valds szam értékét ugy, hogy
2a

56
2

de = —
/:U T =

a
teljestiljon!
Megoldas:

Mivel
2a %2

J T
31, 3 3 3
a
ezért a feltétel szerint
w5
3 3
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2
322. Feladat. Hatarozzuk meg az / 2?2 — 4z + 1 dz integrél értékét!
-1

Megoldas:

Meghatédrozunk egy primitiv fiiggvényt, majd alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt:

2 3 9
/x2—4x+1dx:[—2x2+x} =
3 1
1

:(233—2-22+2)—(<_31)3—2-(—1)2+(—1)>:

(p-se)- (g

1
323. Feladat. Hatirozzuk meg az / 243 dz integral értékét!
0
Megoldas:
A Newton-Leibniz tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

1
204371 2-143 2.043 5 3
e (& e e — e
/62"”3 dz = { ] = = .
0

2 2 2 2

s
324. Feladat. Szamoljuk ki az / x - cos x dx integral értékét!
0

Megoldas:
A parcidlis integralds Riemann-integralra vonatkoz6 tétele szerint
™ m
/:J: ~coszdr = [z -sinz]j — /sinxdx = [z - sinz]j + [cosz]j =
0 0
=m-sinm—0-sin0+ cosm —cos0 = —2.

A szamolast agy is elvégezhettiik volna, hogy az x - cos x fiiggvény egy primitiv
fliggvényét hatdrozzuk meg, majd azt kovetéen alkalmazzuk a Newton-Leibniz
tételt.
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9 2V7
325. Feladat. Szamoljuk ki az /
0 VT

Megoldas:
Végezziik el a t = \/z helyettesitést. Ekkor t? = z, igy fl—f = 2t. Tehat

9 92t

/ /-2tdt:
t

0

2t13
:['e] =ef —1.
2 1o

3
2.2t dt =
0

5

\V]
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5.4. Folytonos fiiggvények atlagértéke

5.4.1. Motivacio. Ha f: [a;b] — R folytonos fliggvény és az [a; b] intervallu-
mot n darab egyenl6 részre osztjuk az xg, x1, . . . , £, 0sztépontok segitségével,
akkor az f fuggvényértékek atlaga:

n

Flol t o) oo 2 1) L S7 gy = 2201 ),
k=0 k=0

Ha az osztépontok szdmat minden hatdron tdl noveljiik, azaz ha vessziik az
n — oo hatardtmenetet, akkor azt kapjuk, hogy

n—oo b — a n

n b
lim = Y o) = e [ f@)de
k=0 a

5.4.2. Definicio. Az f: [a;b] — R folytonos fiiggvény atlagértéke:

b
=y [ S

5.4.3. Példa. Az f(x) = 3z fuggvény atlagértéke a [0; 2] intervallumon

2
1 1 [322]° 1
0

5.4.4. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény, akkor van olyan & valés
szédm, hogy

1
b—a

b
- / f(x)dz = £(6).

tehat az atlagérték eldall fiiggvényértékként.
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5.4.5. Megjegyzés. Ha v(t) egy vizszintes palydn mozgé test sebesség-ido
fiiggvénye, akkor a [t1; 2] idGintervallumban az dtlagsebesség:
t2

U= tgitl '/U(t)dt = t2it1 . [S(t)]if _
Tl —t (s(t2) — s(t1)) = w
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357

Kidolgozott feladatok

326. Feladat. Tekintsiik az f(x) = /z figgvényt!

a) Hatarozzuk meg az f fiiggvény dtlagértékét a [0; 9] intervallumon!
b) Hatdrozzuk meg azt a £ valés szdmot, amelyre f = f(&) teljesiil!
Megoldas:

a) Mivel

9 9
2
/\/de_ [xg] — 29718,
3 3
0

0

N|w

ezért a fliggvényértékek atlaga:

- 1
=_—-18=2.
/ 9

b) Keressiik a /€ = 2 egyenletnek a [0; 9] intervallumba esé megolddsat.
Az egyenlet mindkét oldaldt négyzetre emelve azt kapjuk, hogy £ = 4.

327. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 4z — 2 fiiggvényt!
a) Hatdrozzuk meg az f fiiggvény dtlagértékét a [0; 2] intervallumon!
b) Hatdrozzuk meg azt a £ valés szdmot, amelyre f = f(&) teljesiil!

Megoldas:

a) Mivel
2

372
8 16
/4x—m2daz: [Q:EQ—IE} :8—§:7
0
ezért a fiiggvényértékek atlaga:
1 16

I=3%=%

b) Keressiik a 46 — &2 = % egyenletnek a [0; 2] intervallumba esd megolddsit.

Az egyenletet nulldra redukélva azt kapjuk, hogy

45_,52_220 = 3¢2_12648=0.
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A masodfoki egyenlet megoldéképletével

¢ 124++/144—-96 6+2-/3
12: p—
’ 6 3

adodik, igy &1 ~ 3,16, illetve & ~ 0,85.
Mivel &1 ¢ [0; 2], ezért egyetlen & érték 1étetik, £ ~ 0,85.

328. Feladat. Egy test sebesség-idd fiiggvénye
v(t)=—t*+6t  (te€]06]).

Az id6t mésodpercben, a sebességet [%} -ban mérjiikk. Hatdrozzuk meg a [0; 6]
iddintervallumon az dtlagsebességet!

Megoldas:

Mivel
3 6
/—ﬂ +6tdt = [—3 +3t2] = —72+3-36 =36,

0
0

ezért az atlagsebesség:

6
1 9 1 m
= | —t 6tdt:—-36:6[—]
Y 6/ J 6 s
0
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5.5. Teriiletszamitas integralassal

5.5.1. Tétel. Az f: [a;b] — R folytonos fiiggvény grafikonja, az = tengely, az
x = a és az x = b egyenesesek altal kozrezart (korlatos) sikidom teriiletét ugy
hatdrozzuk meg, hogy

1) kiszamoljuk az f fiiggvény zérushelyeit;
2) az f zérushelyei segitségével az [a; b] intervallumot részekre osztjuk;
3) meghatarozzuk az egyes intervallumokon az f fiiggvény Riemann-integral-
jat
4) a kapott integralok abszolutértékét osszeadjuk.
5.5.2. Példa. Kiszamoljuk az f(x) = —a? + 2z fiiggvénynek az x tengellyel
bezart teriiletét a [—1; 3] intervallumon.
Az f fiiggvény zérushelyei a
—22 422 =0 = r-(—x+2)=0
egyenlet megoldasai, azaz x; = 0, illetve xo = 2.

A fiiggvény grafikonjat és a keresett teriiletet mutatja az alabbi dbra:

Tehadt a [—1; 0], a [0; 2] és a [2; 3] intervallumokon kell kiszamolnunk az f fiigg-
vény Riemann-integraljat.

Az f figgvény Riemann-integrdlja a [—1; 0] intervallumon:

0
3 0
1 4
/—x2+2xdx: [—g+x2]_1:0— <3+1) =3
1

Az f fuggvény Riemann-integrdlja a [0; 2] intervallumon:

2
3 2
8 4
[ = anaa {‘2”2]02‘@‘4) =3
0
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Az f fuggvény Riemann-integrdlja a [2; 3] intervallumon:

3
3 3
4
/—:c2+2:cdx: [—g+x2k:(—9+9)— <—§+4> =3

2
Tehat a keresett teriilet: A
T=3--=4.
3

5.5.3. Tétel. Az f,g: [a;b] — R folytonos fiiggvények grafikonjai, az x = a
és az x = b egyenesesek altal kozrezart (korlatos) sikidom teriiletét gy hata-
rozzuk meg, hogy

1) megoldjuk az f(x) = g(z) egyenletet;
2) a kapott megolddsok segitségével az [a; b] intervallumot részekre osztjuk;

3) meghatdrozzuk az egyes intervallumokon az f(z) — g(z) figgvény Rie-
mann-integraljat;
4) a kapott integralok abszolutértékét osszeadjuk.

5.5.4. Példa. Kiszdmoljuk az f(x) = x2 és g(x) = 2z fiiggvények grafikonjai
altal kozrezart teriiletet.

El6szor vazoljuk fel a fiiggvények grafikonjait:
5
4

3

A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait a x> = 22 egyenlet megoldésai
adjak. Az egyenletet nulldara rendezve, majd szorzatta alakitva azt kapjuk, hogy

22— 2z =0 = z-(x—2)=0.

Mivel egy szorzat csak ugy lehet zérus, ha valamelyik tényez&je zérus, ezért
x1 = 0, illetve zo = 2.
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A két fiiggvény grafikonja dltal kdzrezart teriilet:

2
T:/22x—x2daz:{x2—ﬂ:3] :4—§:12_8:4'
0 3 0
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Kidolgozott feladatok

329. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = z? — 4 fliggvénynek az z tengellyel
bezart teriiletét a [—2; 3] intervallumon!

Megoldas:

A Kkeresett teriiletet az alabbi dbra szemlélteti:

Az f fuggvény zérushelyei:
?—4=0 =  z==£2
Mindkét zérushely a [—2; 3] intervallumban van. A zérushelyek a megadott

intervallumot két részre bontjak, a [—2; 2] és a [2; 3] intervallumra, ezért ezeken
intervallumokon kell kiszdmolnunk az f fiiggvény Riemann-integraljat.

Egyrészt
/ 3 2 8 8 32
2 .'B
—4dzx=|——-4 ={=—-8)]—(—=+8) = ——.
/x ! [3 42 <3 > <3+> 3
—2
Masrészt
; 3 3 8 7
2 _4dr =T —4x| =9-12)— (2-8) =1L
/a: z 3 x2 ( ) 3 3
2
A keresett teriilet:

2 3
32 7
2

2
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330. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2 — 2% és a g(v) = —x fliggvényeket!

a) Vazoljuk fel kozos koordindtarendszerbe az f és g fiiggvények grafikonjat!
b) Hatdrozzuk meg az f és g fiiggvények grafikonjainak k6zos pontjait!

¢) Szamoljuk ki az f és g fiiggvények altal kdzrezart teriiletet!

Megoldas:
a) A fiiggvények grafikonjai:
2
3 2 -1 2 S

-1

2

-3
b) A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait a 2 — z2 = —x egyenlet meg-

olddsai adjak. Az egyenletet nulldra rendezve 22 — x — 2 = 0 adédik. A
masodfoku egyenlet megoldoképletét alkalmazva azt kapjuk, hogy

1+v1+8 1+3
2 2

T2 =
Tehat: 1 = —1, illetve 29 = 2.
c) A két fliggvény grafikonja 4ltal kozrezart teriilet:

2 3 272
T:/ 2—3:2—(—x)dm:[2x—x+w} =
-1 3 21,

8 1 1 8 5 9
( 3+> < +3+2> 0 3 Te7 672

331. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 22 és a g(v) = x + 2 fiiggvényeket!
a) Vazoljuk fel kozos koordinatarendszerbe az f és g fiiggvények grafikonjat!

b) Hatdrozzuk meg az f és g fiiggvények grafikonjainak k6zos pontjait!
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¢) Szamoljuk ki az f €s g fiiggvények altal kozrezart teriiletet!
Megoldas:

a) A fiiggvények grafikonjai:

3 /-2 1 0 1 2 3

b) A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait az 2% = x+2 egyenlet megol-
ddsai adjdk. Az egyenletet nulldra rendezve azt kapjuk, hogy x2 —x —2 = 0.
A masodfoki egyenlet megolddképletével

1+y1+8 143
2 2
adédik, igy 1 = —1, illetve z9 = 2.

T12 =

¢) A keresett teriilet:

2 2 372
T:/ r+2—2%der = w—+2m—x— =
-1 2 314

332. Feladat. Tekintsiik az f(z) = 2% ésa g(x) = 3z + 1 fiiggvényeket!
a) Vazoljuk fel kozos koordindtarendszerbe az f és g fiiggvények grafikonjat!

b) Hatdrozzuk meg az f és g fiiggvények grafikonjainak k6zos pontjait!
¢) Szamoljuk ki az f és g fiiggvények altal kozrezart teriiletet!

Megoldas:
a) A fiiggvények grafikonjai:
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w

N

—7

/ 0 1 2

b) A fiiggvények grafikonjainak metszéspontjait a

3

egyenlet megoldasai adjak. A megoldadsokat grafikusan keressiik meg. Az

abrazolasbdl x1 = 0, illetve o = 2 adodik.

c) A két fliggvény grafikonja 4ltal kozrezért teriilet:

2 2 2

3 3 o
T={ 2241-2%da= |22 1o 2| =
/02x+ S [2 > "' e,

4 1 3
= <3+2‘m2)+1n2_5_1n2”0’6719'

333. Feladat. Az f fiiggvény grafikonja egy olyan parabola, melyre illeszked-
nek a (0;1), (1;2) és (2;5) pontok!

a) Adjuk meg az f fiiggvény leképezési szabalyat!

b) Irjuk az (0;1) és (2;5) pontokra illeszkedd szelS egyenletét!

¢) Szamoljuk ki az f fiiggvény grafikonja és az el6bbi szel$ altal kozrezart
tertiletet!

Megoldas:

a) Az f fiiggvényt f(z) = ax? + bx + c alakban keressiik. A feladatunk az a,
b és c egyiitthatok meghatdrozasa. Mivel f(0) = 1, f(1) = 2és f(2) =5,
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ezért
l=a-02+b-0+4c¢

2=a-1*+b-1+c
5=a-224b-2+4¢
adédik, igy a feladatunk az
1 = c
2 = a 4+ b + ¢
5 = 4da + 2b + ¢

egyenletrendszer megolddsa. Az egyenletrendszer kibovitett matrixa:

0 0111
1 1 112
4 2 115

Az els6 és masodik sort megcserélve azt kapjuk, hogy

1 1 112
0 011
4 2 115

Az els6 sor —4-szeresét hozzdadva a harmadik sorhoz

1 1 1 2
0O 0 1 1
0 -2 =3 | -3

adédik. A masodik és a harmadik sort megcserélve azt kapjuk, hogy

1 1 1 2
0 -2 -3 | -3
0O 0 1 1

Az utolsé matrixbdl felirva a linedris egyenletrendszert

2 = a + b 4+ ¢
-3 = - 2b — 3¢
1 = c

adodik. Az utolsé egyenletbdl azt kaptuk, hogy ¢ = 1. Ezt behelyettesitve a
madsodik egyenletbe

—2b—-3=-3 = b=0



Teriiletszdmitds integrdldssal 367

adodik. Az els6 egyenletbdl azt kapjuk, hogy
a+1=2 = a=1.
Tehat az f fiiggvény grafikonja:

f(z) = 2%+ 1.
b) Mivel a keresett egyenes meredeksége
5—1

m=_——=2,
2-0

ezért a szeld egyenlete
y=m-x+k=2zx+k.
Mivel (0; 1) pont illeszkedik a szelGre, ezért k = 1, igy azt kapjuk, hogy a
szel6 egyenlete: y = 2x + 1.
c) Az f fuggvény grafikonja és a szel§ altal kozrezart teriilet:

2 2 xg 2 4
T:/2x+1—(:c2+1)dx:/2x—x2dx:{x2—] - .
0 0 3] 3
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5.6. Fiiggvény grafikonjanak ivhossza, forgastest térfogata és
felszine

5.6.1. Tétel. Legyen f: [a;b] — R folytonosan differencidlhat6 fuggvény. Ek-
kor az f fliggvény grafikonjanak {vhossza

b

L :/\/1 + (f(2))? da.

a

5.6.2. Példa. Kiszdmoljuk az f(z) = %-\/ a3 fiiggvény grafikonjdnak ivhosszét
a [0; 3] intervallumon.

Mivel f(z) = 2 - v, ezért

=
~
=
I
|
I
8
[SIE
I
IS
N
1
B

Ezt felhasznalva azt kapjuk, hogy
2
(f'(2)" =) ==,

igy az ivhossz:

3 3
L—O/\/lTxdx—D/(Hmdx—[

5.6.3. Tétel. Legyenaz f: [a;b] — R fiiggvény folytonos, nem-negativ értékd.
Ekkor az f fiiggvény x tengely koriili megforgatisdval keletkezett forgastest
térfogata:

V:W‘/bf(w)dx.

5.6.4. Példa. Ha az f(x) = +/x fiiggvény grafikonjat a [0; 4] intervallumon
megforgatjuk az = tengely koriil, akkor a keletkezett forgastest térfogata:

4 4
274
V:W'/(\/E>2d.%'=7r-/xdx:ﬂ[a:2:| = 8.
0
0 0
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5.6.5. Tétel. Legyenaz f: [a;b] — R fiiggvény folytonos, nem-negativ értéki.
Ekkor az f fiiggvény x tengely koriili megforgatasaval keletkezett forgastest
paldstjdnak teriilete:

b

A:27r-/f(:r)- 1+(f’(x))2dx.

a
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Kidolgozott feladatok

334. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = chx fiiggvény grafikonjanak ivhosszat
a [—2; 2] intervallumon!

Megoldas:

Mivel f'(x) = shz, ezért az ivhossz
2
L :/\/1+sh2xd1:.
-2

Mivel ch? z — sh®z = 1, ezért ch? x = 1 4 sh? z, igy

2 2
L:/\/cthda::/|cha:|d:1:.
2 -2

Mivel a ch x fiiggvény paros, ezért

2
L:2'/chxdx:2-[shx]g:2-sh2:

0

e? — e 2 5 o et—1
:2-T:e e =0 ~7,25.

335. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 22 figgvény grafikonjanak ivhosszit a
[0; 9] intervallumon.

Megoldas:

Mivel f/(z) = 2z, igy (f’(x))2 = 422, tehat
4
L= /\/1+4x2d:1:.
0

El§szor meghatarozzuk a /1 + 422 fiiggvény egy primitiv fiiggvényét.
Elvégezve a 2z = sh t helyettesitést azt kapjuk, hogy
1 de 1

= — -sht — = —-cht.
T="8 = 7 5 C
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A helyettesités végrehajtisa utdn
1
I—/\/1+4x2dx—/\/1+sh2t'2-chtdt

adddik. A hiperbolikus fiiggvényekre vonatkoz6
ch?t —sh?t =1 = ch?t =1+ sh?t,

1
I:/z-ch%dt.

ch?t —sh?t =1
ch?t 4+ sh?t = ch 2t

azonossig miatt

hiperbolikus azonossdgok megfelel6 oldalait 6sszeadva, majd a kapott egyen-
letet 2-vel osztva azt kapjuk, hogy

14 ch2t

—t 4

ch?t =

Ezt felhasznalva
[:1./1+Ch2t :1_ <t+Sh2t> e
2 2 4 2 ’
ahol c € R.

Mivel t = arsh 2z, ezért

I= % -arsh 2z + é -sh (2-arsh2z) + c.
Felhaszndlva, hogy sh 2a = 2 - sh a - ch v, ezért
1= i -arsh 2x + é -2-sh (arsh 2x) -ch (arsh 2x) + c.
Mivel sh (arsh x) = x, ezért

1 1
I = Z-arsh2m—|—§-x-ch (arsth) +c.

A ch o = /1 + sh? o azonossdg miatt

I:

1
-arsh2x+§-a:~\/1+sh2 (arSth) +c=

e N ]

1
-arsh2x+§-x- 1+4z2 + c.
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Tehat

9
1 1 9
L:/\/1+4x2dx: 1-arsh2x+§-x-\/1+4x2 =
0

0
1 1
= -arsh18 4 2 -9 v/325 ~ 82,02.

336.Feladat. Az f: [0;4] — R, f(x) = 2x+1 fuggvény grafikonjat forgassuk
meg az x tengely koriil! Szdmoljuk ki a keletkezett forgdstest térfogatat!

Megoldas:

Az f fiiggvény grafikonjanak megforgatdsaval az alabbi forgastest keletkezik:

4
A forgastest térfogatita V = 7 - / (f(x)) % dz képlettel szamolhatjuk ki.
0

Ezt felhaszndlva a keresett térfogat:

V:7r~/04(2x—|—1)2dx:77. [(

:<<246+1>)_<<20+1>>:7628:3§4

337.Feladat. Az f: [-1;2] — R, f(z) = 2?+1 fliggvény grafikonjit forgas-
suk meg az x tengely koriil! Szamoljuk ki a keletkezett forgastest térfogatat!
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Megoldas:

Az f fiiggvény grafikonjanak megforgatasaval a kovetkezd forgastest keletke-
zik:

Mivel

ezért

2 2 25 23 2
/(35 +1)? =/:1:+2:1: +ldz=|"—+2- 42| =
—1 ) 3 1

(2 +2- +2> < 2-(31)3+(—1)>=758.

Tehat a keresett térfogat:

78
V—E T~ 49.

338. Feladat. Az f: [1;¢] — R, f(x) = V2Inz fiiggvény grafikonjét forgas-
suk meg az z tengely koriil! Szdmoljuk ki a keletkezett forgéstest térfogatat!

Megoldas:

A keletkezett forgdstestet az alabbi dbra szemlélteti:
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15

Mivel
(f(a;))2 = (\/M)z =2Inz,

ezért a parcidls integrdlds tételét alkalmazva azt kapjuk, hogy

€ e 1
/ 21nxdz:[2x-lnx]‘13/ 2r - —dx =
1 1

T
=2z -Inz—2z]]=2e-lne—2e—(2-In1—-2)=2.

A keresett térfogat:
V =2m ~ 6,28.

339. Feladat. Az f(z) = /2x + 1 fiiggvény grafikonjat megforgatjuk az x
tengely koriil a [0; b] intervallumon! A keletkezett forgdstest térfogata 67. Szd-
moljuk ki a b értékét!

Megoldas:

Mivel a térfogat
b
V:w-/ 2z 4+ 1da = (2 + 2)) = 7 - (0> +b),
0
ezért b? +b = 6, azaz b>+b—6 = 0. A méasodfokd egyenlet megoldéképletével

azt kapjuk, hogy
—1+v1+24 —1+£5
2 2

bio =

igy b > 0 miatt b = 2 adddik.
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340. Feladat. Szamoljuk ki az f: [0;2] — R, f(z) = 2z + 1 figgvény grafi-
konjanak az x tengely koriili megforgatdsdval keletkezd forgdstest paldstjanak
teriiletét!

Megoldas:

A palést teriilete:
=27 / F) -1t (@)
Mivel f/(x) = 2, ezért /1 + (f’(a:))2 = /5. Tehit a paldst teriilete:

A—27T-/02(23:—|—1)-\/5dx_27r.\/5. {(2“’4”)2]:_

2.2
:Qﬂ.ﬁ.<W)_2W.¢g.(W> _

=27-6-v5=12r- V5~ 84,3.

341. Feladat. Szdamoljuk ki az f(x) = \/x, x € [0;4] fiiggvény grafikonjdnak
az x tengely koriili megforgatasaval keletkezd forgdstest paldstjanak teriiletét!

Megoldas:
Az f fiiggvény derivaltja:

A palést teriilete:

€T 4
0
1\? 2 17\2 2 1\? 2
o) e (3 (9
1717 2 12 17-/17—1
:277.77\/77.7_ Te— e — = 7 7 7T%36,18
8 3 8 3 6
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5.7. Siklemez sulypontja

5.7.1. Tétel. Legyenek p: [a;b] — R és f: [a;b] — R folytonos fiiggvények.
Ha egy p(z) stirliségti siklemezt az x = a, x = b, y = 0 egyenesek és az f
fiiggvény grafikonja hatarol, akkor a siklemez tomegkozéppontja S = (zs; ys),

ahol

b 1 b 9
fo () fla)da L[ (o) f()) e
Ts = b ) Ys = b

5.7.2. Megjegyzés. Ha a siir(iség dllandd, akkor a tomegkozéppont nem fiigg
a targy anyagi mindségétdl. Ezekben az esetekben a tomegkozéppont helyett a
sulypont elnevezést hasznaljuk.

5.7.3. Kovetkezmény. Ha egy homogén tomegeloszlasu siklemezt az z = a,
x = b, y = 0 egyenesek és az f fiiggvény grafikonja hatdrol, akkor a siklemez
silypontja S' = (zs; ys), ahol

b b
=2 ) Ys = ab
!

Ts

b
J f(z)dz

5.7.4. Példa. Kiszdmoljuk az f(z) = \/x fiiggvénynek a [0; 4] intervallumon
az x tengely 4ltal hatarolt homogén siklemez silypontjat!

Mivel

4 4 2 D) 4 2 1

és
4 4 4 4
2
/x-\/idx:/m-xédx:/$gdx:[-xg} =
0 0 0 5 0
2 1t 2 64
[5 T, 75 5’
ezért
p_3 _165 5
T3 64 12
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Masrészt mivel

4 274
/ rdx = [} =8,
0 0
ezért
4 3
ys—TGZ*
5 4

Tehat a sdlypont:

12 3
S— <5,4>.

A homogén siklemezet és a stlypontot az aldbbi dbra szemlélteti:

25
2
1.5
1

0.5

0 05 1 15 2 25 3 35 4
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Kidolgozott feladatok

342. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = +/2z fiiggvénynek a [0; 2] intervallu-
mon az x tengely altal hatarolt homogén siklemez stlypontjat!

Megoldas:

A siklemez sdlypontjanak koordinétéi:

] o )
) /OQW\/%dx:\@-/OQm-\/de:\/ﬁ./jm.xédgg:
ﬁ-/jmgdx:\@' [ix]zzﬂ E@K:
ezért

Masrészt mivel

ezért
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6 3
S—<574>.

343. Feladat. Szdmoljuk ki az f(x) = e” fiiggvénynek a [0; 2] intervallumon
az z tengely éltal hatdrolt homogén siklemez stlypontjat!

Tehat a sdlypont:

Megoldas:
A siklemez silypontjanak koordinatai:
b L0 )
[ f(z)dz 5 (f(z) dx
Ts = ‘1()7; Ys = ab
[ f(z)dz [ f(z)dz
a a

Mivel

2
/ e’ dx = [ex]g —e? -1
0

és a parcidlis integrélds képlete szerint az x-e” fiiggvény egy primitiv fiiggvénye

/x-exdx:awe‘r—/exdx:x-ex—ex,

ezért
2
/x e"dr = [r-e" —e’[]
0
=22 —e?+1=2¢? + 1,
igy ,
e“+1
xs—e2_1~1,313
Mivel
2 2
0 2 |, 2
ezért
1 64—1
2
= —. ~ 2,097
ys 2 6‘2—1 9

Tehat a sdlypont:

S = (3 1, %) ~ (1,31;2,1).
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344. Feladat. Szamoljuk ki az f(x) = 22 fiiggvénynek a [0; 3] intervallumon
az x tengely 4ltal hatdrolt homogén siklemez silypontjat!

Megoldas:

A siklemez stlypontjanak koordinétéi:

b b
2
xs = 011277 yS frng ab
ff(a:)dm ff(x) dz
a a
Mivel
3 373
/ 22dx = [] =9
0 0
és
3 3 473
1
/ x a:de—/ 22dr = [} :8*,
0 0 0 4
ezért o
N
9 4
Mivel
3 51° 243
oo [3]-2
ezért
1 a7
75779 T 10
Tehat a sdlypont:
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5.8. Mozgastani feladatok

5.8.1. Tétel. Ha a v: [0;b] — R folytonos fiiggvény egy test mozgésat leir6
sebesség-1do fiiggvény és ismert a test helye a tg id6pillanatban, akkor a hely-
ido6 fliggvény:

t

s(t) = s(to) + /U(T) dr.

to

5.8.2. Tétel. Ha az a: [0;b] — R folytonos fiiggvény egy test mozgdsat leir6
gyorsulas-idd fiiggvény €s ismert a test sebessége a o idopillanatban, akkor a
sebesség-ido fiiggvény:

v(t) =v(tg) + /a(r) dr.

to
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Kidolgozott feladatok

345. Feladat. Egy versenyaut6 gyorsulds-idé fiiggvénye az aldbbi alakd lesz:
112 — 56 In(t 4 1)
a(t) = 3
(t+1)2

ahol ¢ a veresenyaut6 induldsatl mért idé6t jeloli.
a) Szadmoljuk ki a gyorsuldst a ¢ = 0 id6pillanatban!

b) Hatdrozzuk meg a versenyautd sebesség-id6 fiiggvényét, felhaszndlva, hogy
az auté nyugalombdl indul.

¢) Hatarozzuk meg, hogy mekkora maximalis sebességet sikeriilt végiil elérni
a gépkocsival!

Megoldas:

a) A gyorsulds a ¢t = 0 id6pillanatban:

112 — 561n1
a(0) = —— 20 1192,
0+ 1)} ;

b) A sebesség-ido fiiggvényt a gyorsulds-id6 fliiggvény integralasaval kapjuk

t t

/112-561n7' 56 /2—lnT—|—1 dr.

1;
0 (r+1)z 0

A tortet két tort kiilonbségére felbontva azt kapjuk, hogy
2—In(r+1) 2 ~In(r+1)

(r+1)F (r+1)3F  (r+1)3

Az elsé tort integralja:

/(Tfl)gdfz/z(fﬂ)%dfz
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A maésodik tort a parcidlis integralds képletével integralhat6:

In(t+1) . alr (r S 4y —
/Wdf_/l( 1) (r41)5d

:1n(r+1)‘(7+1)_2—/ G D B

-1 T+1 —%

2
_—2-]n(7+1)-(7'+1)_%+2-/(7’—|—1)_2d7—

w

=2 In(r+1)-(r+1)2—4 (r1+1) 2 +c=
—2-In(t+1)—4
= + c.

VT +1

Ezt felhaszndlva a sebesség-id6 fiiggvény:

t

t
:/112—561n7'+1)d7_:56.{2 1H(T+1):| _
/ vT+1 |
_ g 2-In(t+1) 112-In(t+1)
a VEFT ViRl

¢) A maximadlis sebességet abban az id6pillanatban éri el a versenyautd, amikor
a gyorsuldsa zérus, azaz meg kell oldanunk az a(t) = 0 egyenletet. A

112 -56In(t +1)
(t+1)2
egyenletet a nevezdvel szorozva azt kapjuk, hogy

112-56In(t+1)=0 =  2=In(t+1),

igye? =t+41,tehatt = e? — 1.
Tehét ¢t ~ 6,39 mdsodperc elteltével éri el a rakéta meghajtasi versenyautd
a maximdlis sebességét. Ekkor a maximalis sebességének nagysiga

(6,39) ~ 82,41 2.
s
346. Feladat. Egy egyenes palydn mozgé pont sebesség-id6 fiiggvénye
v: [0;8] = R, w(t) =8t+ 10.

Mekkora utat tesz meg a pont, ha az idét masodpercben, a sebességet m/s-ban
mérjiik?
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Megoldas:

A megtett utat a sebesség-id6 fiiggvénynek a megfelel$ intervallumon vett in-
tegraljaként kapjuk meg, igy a megtett 1t

8
s —/ 8t + 10dt = [4¢% + 101]; =
0

=(4-82410-8) — (4-0% 410 -0) = 336,
igy a megtett Ut 336 m.

347. Feladat. Egy részecske a [0; 20] idGintervallumban egyenes vonald moz-
gdst végez, sebessége v(t) = 24 — 2¢. Melyik id6pontban maximadlis a részecs-
kének a kezdGponttdl valé tavolsdga? Mekkora ez a maximadlis tdvolsag?

Megoldas:

Az hely-idé fliggvényt a sebesség-id6 fiiggvény id6 szerinti integralja adja, je-
len esetben azzal a kezdeti érték feltétellel, hogy s(0) = 0.

Mivel
s(t) :/24—2tdt:24t—t2+c

és 5(0) = 0, ezért 0 = 24 - 0 — 02 + ¢, amib6l ¢ = 0 adédik.
Tehat a keresett hely-id6 fiiggvény
s(t) = 24t — t2.
Ennek a fiiggvénynek keressiik a maximumat a [0; 20] intervallumon.

Ezt meghatdrozhatjuk differencidlszamitas segitségével, de elemi uton is, mivel
egy masodfoku fliggvénynek keressiik a széls6értékét.

Teljes négyzetté alakitjuk a masodfoku kifejezést:
s(t) =24t —t* = —1-(*—24t) = —1-[(t — 12)? — 144] = —(t—12)*+144.
Ebbdl leolvashatd, hogy a maximum hely ¢ = 12, a maximum érték pedig

s = 144, igy 12 masodperc elteltével lesz a legtavolabb a pont a kiindulasi
helytdl, és ez a maximadlis tdvolsag 144 m.
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5.9. Improprius integral

5.9.1. Definicié. Legyen a € R és f: [a; 0o[— R folytonos fiiggvény. Ekkor

definicid szerint
C

/f(;r) dr = clglgo f(x)dz

a

5.9.2. Példa. Az

/da:

integrél esetén az el6bbi definicidjat felhaszndlva azt kapjuk, hogy
C C

o
E = lim E dz = lim 6 -2 2dr =
2 Cc— 00 xQ CcC— 00
5 5 5

. 61° .. 6 6 6
=lim|——| =lm |——+=-) =-,
c—00 T |y oo c b 5

igy az improprius integral értéke g.

5.9.3. Definicié. Legyenb € Rés f: |—o0; b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor
definici6 szerint
b b

/ flx)dx = cl}r_noo f(x)dz

Cc

5.9.4. Példa. Az

0
/e“” dz
— o0

integrél értéke:
0 0
/ e’dr = lim /ex dz = lim [¢*] = lim (1 —¢%)=1.
C

c——00 CcC——00 c——00
— 00
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5.9.5. Definici6. Legyen f: | — oo; 0o[— R folytonos fiiggvény. Ekkor defini-
ci6 szerint

9] d
/ f(z)dz = lim [ f(z)dz
cC——00
— 0 d—oo ¢
5.9.6. Példa. Az
oo
1
[iinw
1+ a2
—00
integral értéke az el6bbi definici6 szerint
%) d
L ode= i 1d—1'[t]d—
1+ 22 x_c—}l—noo 1+ 22 x—c_iI_IlooaI'ngc—
VN —00 ¢ —00
. T T
= CLlrinoo(arctgal —arctge) = 5 + 5=

d—o0
5.9.7. Definicio. Legyen f: [a; b[— R folytonos fiiggvény és liril f(z) =00
x—b—

vagy xli)r}}_ f(x) = —oo. Ekkor definici6 szerint

b

/ﬂ %n%/f

01
[
-1

integral értéke az elébbi definicidt felhasznalva

5.9.8. Példa. Az

igy az improprius integral értéke —%.
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5.9.9. Definicié. Legyen f: ]a;b] — R folytonos fiiggvény és hm+ f(z) =00
—

vagy x1_1>r£1+ f(x) = —oo. Ekkor definicié szerint

/bf dx_cgrg+/f
1
I

improprius integral értéke az el6bbi definiciét alkalmazva

5.9.10. Példa. Az

1

1 1
1
/dx:/médx:hm 2% dz = lim [2\/5]:‘::
0 0

c—0 c—0

igy az improprius integrdl értéke 2.

5.9.11. Definicio. Legyen f: [a;s[U]s;b] — R folytonos fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy lim f(x) = ocovagy lim f(x) = —oc vagy lim+f(a:) = 00 vagy
—S— T—>S— Tr—S

lim f(x ) = —oo. Ekkor definici6 szerint

w5+
/bf(x)dw:/sf(a:)dw—l—/bf(x)dw.

5.9.12. Példa. Kiszamoljuk az

integrélt. Mivel az el6bbi definici6 szerint

0 2
1 1
—dxr+ [ 5 dz = lim —dx—i— lim d x,
2 x2 c—0— c—>0+
-2 0
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ezért
1 1 c 2
— dr = lim [—] + lim [—] =
X c—0— T]|_o c—0+ ],

. 1 1 . 1 1
=lm (——4+— )+ lim {—=+ - ) =o0.
c—0— C -2 c—0+4 2 C
5.9.13. Definicié. Az el6z6 definicidkban szerepld integrdlokat 6sszefoglald

néven improprius integrdloknak nevezziik. Azt mondjuk, hogy egy improprius
integral konvergens, ha a definicidjukban szerepl$ hatarérték véges.

5.9.14. Megjegyzés. Improprius integralr6l akkor beszéliink, ha vagy az inter-
vallum nem korlatos, amin integralunk, vagy a fiiggvény nem korldtos azon az
intervallumon, amin integralunk.
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Kidolgozott feladatok

348. Feladat. Konvergens-e az

improprius integrdl? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!
Megoldas:
Az improprius integrdl definicidjét felhasznélva azt kapjuk, hogy

C

/dx—hm —dx—hm 7 2dx =
Cc— 00 CcC— 00

. I R 1 1 1
=lm|——| =lm (——4+<2 ) =,
c—00 T |y 00 c 2 2

. . . . P z L4 4 1
igy az improprius integrdl konvergens, €s az értéke 3.

349. Feladat. Konvergens-e az

improprius integral? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!
Megoldas:
Az improprius integrdl definicidjat felhaszndlva azt kapjuk, hogy

C

/da:— lim —d:z— lim [ z73dz =

c—00 c—00
3

. I 11 1
=lm|-——| =lm (——+—= | =-—,
c—00 2([‘2 3 c—00 202 18 18

igy az improprius integral konvergens, €s értéke %8.
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350. Feladat. Konvergens-e az

_11

improprius integral? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!
Megoldas:
Az improprius integrdl definiciéjat felhasznélva

1
—dz = lim —dz = lim 3 dx =
3 c——oco | 23 c——00

—00 Cc C

o 1 1\ 1
— AN\ Tz e ) T )

L 1. . . . . P sz 2oz 1
adodik, igy az improprius integral konvergens, €s €rtéke — 3.

351. Feladat. Konvergens-e az
I
—dzx
eCE
0
improprius integral? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!
Megoldas:

Az improprius integral definiciéjat alkalmazva
[e.e] (& C
1 : 1 . = . _z1c
—dr=Ilm [ —dr=lim [ e “dzr= lim [—e ] =
e c—00 e’ c—00 c—00 0
0 0 0

= lim (e “+1)=1

c— 00

adodik, igy az improprius integrdl konvergens, és értéke 1.

352. Feladat. Konvergens-e az
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improprius integrdl? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!

Megoldas:
Az improprius integral definici6jat alkalmazva azt kapjuk, hogy
o0 C
1 . 1 . c
—dr=lim [ —dz= lim [In|z|]] =
X Cc—00 X c—00
1 1
= lim (Inc—1Inl) = co.
c— 00

Tehat az improprius integrdl nem konvergens.

91
/ dx
T

0

improprius integrdl? Ha igen, szdmoljuk ki az értékét!

353. Feladat. Konvergens-e az

Bl

Megoldas:
Az improprius integrdl definicidjit alkalmazva
9 9 9
La “2de =i “2 de = lim [2v/7]°
—_— f— 2 == 2 = =
NG x x z=lm [z z = lim T,
0 0 c

= l%(zﬁ —2¢c) =6

adddik, igy az improprius integrél konvergens, és értéke 6.
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s 2

5.10. Riemann-integral kozelit6 értékének Kiszamolasa

b
5.10.1. Megjegyzés. Az [ f(z)dx integral kiszdmoldsa a Newton-Leibniz té-

a
tel alkalmazasaval sem mindig egyszer( feladat. Sok esetben példdul az f fiigg-
vény primitiv fiiggvényét nem is tudjuk zart alakban felirni.

Amikor a primitiv fliiggvény megkeresése nehéz vagy akdr lehetetlen feladat,
akkor az integral kozelit értékének meghatdrozasa a cél. Ebben a fejezetben
két olyan médszerrel ismerkediink meg, amely segitségével egy folytonos fiigg-
vény Riemann-integraljanak kozelit6 értékét szamolhatjuk ki. Az egyik mdd-
szer a trapéz formula, a mdsik médszer a Simpson formula.

5.10.2. Trapéz formula. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

b
[ 1~ TOEIE )

Tekintsiik azt a trapézt, amelyet az (a; f(a)), (b; f(b)), (a;0) és (b; 0) csticsok
hatdroznak meg.

(b; f(b))
(a; f(a))

Ennek a trapéznak a teriilete elemi tton is kiszdmolhat6:

/f(x)dxzw.(b—a),
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5.10.3. Tétel. Ha f: [a; b] — R kétszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény,

akkor
b fla) + £(0) (-’
a)+ —a

[ r@yae = HETIE @) < BT |70

a
Tehat a trapéz formuldval valé kozelités esetén a kozelités maximadlis hibdja:

(b — a):} "
o, @),

5.10.4. Példa. Tekintsiik az f(z) = v22 + 1 fiiggvényt a [0; 1] intervallumon!
Kiszdmoljuk az
1

/\/xQ—i—ldac

0

Riemann-integral kozelit6 értékét trapéz formuldval:

1

0 1 1 2
/ P ide~ 2O g g +V2
2 2
0
Mivel
1 T
"T)= ——— 20 = ——,
fz) 2.V +1 vVaZ+1
ezért
) SO S 2 a?
f”(g;)_l v +1—=x RS 295: 4 +1 VATl _
2 +1 241
- 22 +1— 22 B 1
(2241)-Va2+1  (2241)-Va2+1
igy

1
max
0<z<l (22 +1)-vVa2 +1

=1,

tehat a kozelités maximalis hibdja 1.
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1.4
1.2

0.8
0.6
0.4
0.2

0 020406 08 1

b
5.10.5. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény és / f(x) dx Riemann-

a
integral kozelits értéknek trapéz formuldval vald kiszdmoldsét gy végezziik el,
hogy az intervallumot n darab egyenld részre osztjuk fel és az egyes részinter-
vallumokra alkalmazzuk a trapéz formulét, akkor

b
[ o 2 (fo0) + 27(m2) + 26(@) o+ Flan))

5.10.6. Tétel. Ha f: [a;b] — R kétszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvény,
b

és az [ f(z)dx Riemann-integrdl kozelit6 értékének trapéz formuldval val6

a
kiszdmolasat ugy végezzik el, hogy el6szor az intervallumot n darab egyenld
részre osztjuk fel, majd az egyes részintervallumokra alkalmazzuk a trapéz for-
mulét, akkor a kozelités maximadlis hib4ja:

b— 3 "
(121;) 'alélfgb‘f ()]-

o~

5.10.7. Megjegyzés. Az el6z6 tétel eredményében

: (b B CL)3 " _
A g e, 11 @) =0,

igy az osztépontok szamanak novelésével a kozelités javul, azza minél tobb
részre osztjuk az alap intervallumot, anndl jobb lesz a kozelités.
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5.10.8. Simpson formula. Legyen f: [a;b] — R folytonos fiiggvény. Ekkor

/bf<x>dx~b‘6“~ (r@+as(“57) +10).

A bizonyités lényege az, hogy felirjuk az (a; f(a)), (‘”’b, (5t )) és (b; f(b
pontokra illeszkedé Lagrange-interpoldcids polinomot, majd a kapott masod—
fokd fliggvényt integraljuk.

A f(x)

a a+b b
2

A kapott integréllal kozelitjiikk az eredeti fiiggvény Riemann-integraljat.

5.10.9. Megjegyzés. A Simpson formula pontosabb értéket ad, mint a trapéz
formula.

5.10.10. Tétel. Ha f: [a;b] — R négyszer folytonosan differencidlhaté fiigg-

vény, akkor
/bf(:v) s (@ (U50) +sm)
x | f ()]

(b —a)®
- ma
2880  a<z<b

<

Tehat a Simpson formuldval valé kozelités esetén a kozelités maximalis hibdja:

(b —a)® (4)
2830  acesb /P @)].
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b
5.10.11. Tétel. Ha f: [a;b] — R folytonos fiiggvény és / f(x) dx Riemann-

7 2z

a
integral kozelit6 értéknek Simpson formuldval valé kiszdmolasat gy végezziik
el, hogy az intervallumot n darab egyenld részre osztjuk fel és az egyes részin-
tervallumokra alkalmazzuk a Simpson formulat, akkor

b
[ @) o () + 4 (o042 2 4 )2 (1) o4 2.

5.10.12. Tétel. Ha f: [a;b] — R négyszer folytonosan differencidlhaté fiigg-
b

vény és az | f(x)dz Riemann-integrél kozelits értékének Simpson formuld-

a
val valé kiszdmoldsét dgy végezziik el, hogy az [a;b] intervallumot n darab
egyenld részre osztjuk fel és az egyes részintervallumokra alkalmazzuk a Simp-
son formulét, akkor a kozelités maximadlis hibdja:

_a)

288017  atesh
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Kidolgozott feladatok

354. Feladat. Tekintsiik
6

/\/:L‘TQdac

3
integralt!
a) Kozelitsiik az integral értékét trapéz formuldval dgy, hogy a [3; 6] interval-
lumot n = 5 részintervallumra osztjuk!
b) Becsiiljiik meg a kozelités hibajat!

¢) Kozelitsiik az integral értékét Simpson formulaval dgy, hogy a [3; 6] inter-
vallumot 2n = 10 részintervallumra osztjuk!

d) Becsiiljiik meg a kozelités hibajat!
e) Szdmoljuk ki az integral pontos értékét!

f) Legaldbb héany részre osszuk fel a [3; 6] intervallumot, ha azt szeretnénk,
hogy a trapéz formula esetén a kozelités maximalis hibaja legfeljebb 0,001
legyen?

Megoldas:

a) Az alapintervallumot 5 egyenl6 részre osztjuk, igy az keletkez6 alappontok

Ty = 3; T = 4,2; x4 = 5,4;
I = 3,6; xr3 = 4,8; Ty = 6.

Egy részintervallum hossza 0,6.

A trapéz formula altaldnos képlete szerint

b
/ f@)de ~

b—a

on_ (f(xo) +2f(v1) +2f(z2) + ... +2f(zn-1) + f(xn»
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Behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

6
V3 =2
/\/x—dezo,(s-( 5 + /3,6 — 2+ /4,2 — 2+
3

+/48—2+4 /54—-2+ 62_2> =

=0,6- (;—i— V31,6++/224 28+ \/3,4+§> ~

~ 4,66.
b) A kozelités maximalis hibdja:
k-(b—a)?
12n2 '

ahol

k= ().
Irg@fg}lf ()]

Az f(x) =V —2=(z — 2)% fiiggvény derivdltja:

1 1 1
)=z (2-2)72 = ———.
fla)=5 (2-2) 5 i
Az f fiiggvény masodrendii derivaltja:
1 3 1
"Nr)=—>(z—-2) 2 = —— o,
R R e FE )
amibdl azt kapjuk, hogy
A R S
z€[3:6] |4 - \/(z — 2)3 4

igy a kozelités maximaélis hib4ja:

6-3)% 1 9 -2
D=2 =295.10"2 = 0,0225.
12-52 4 400 ’

¢) A Simpson formula esetén az osztépontok szdma 2n, igy
o = 3; r3 = 3.,9; g = 4,8; z19 = 6.
r1 = 3,3; x4 =4,2; x7 = 5,1;
T = 3,6; x5 = 4,5; x9 = 5,7;
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A Simpson formula altaldnos képlete szerint

b
[ s@rae =L (pag) + 47 (o0) + 27(02)+

+4f (v3) + ... +4Af (w20-1) + f(z20)) -
A képletbe behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

6
+4-/39-2+2-/42—-2+4- /45— 2+
+2-\/48-2+4+4-/51-2+2-/54—2+
—|—4-\/5,7—2+\/6—2) -
:OéG-(ﬁ+4-\@+2-\/ﬁ+4-\/ﬁ+
+2-4/22+4-/25+2-/28+4-/3,1+
+20/3A44- /3T + VA) ~ 4,667

d) A kozelités maximalis hibja:

K- (b—a)®
2880nt ’

6
/\/af—2da:—0’6-(\/3—2—1—4-\/3,3—2—1-2- 3,62
3

ahol

K = max |fY(z)|.
z€[a,b]

Az f fiiggvény harmadrendii derivaltja:

3 53 1
() = 3 (z—2)"2 = 8 Jao2
Az f fiiggvény negyedrendi derivaltja:
Pl =—gg e o
igy K = %, amibdl a kozelités maximalis hibjja:
(6-3° 15_ 81 _ 1,266 - 10~4.

2880-54 16 640000
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e) Az integral pontos értéke:

6 376
(z—2)3 6 2 14
Vi—2dz= |22 ~
/ roedr ! 373 3
3

roleo| |

3
f) A kozelités maximalis hibjja
k-(b—a)* §-33

1202 1202’
igy a
) 0001
16n2 — 7’

egyenl6tlenséget kell megoldanunk a természetes szdmok halmazdn. Az
egyenlbtlenség rendezése utdn azt kapjuk, hogy

562,5 < n?,
igy n € N miatt azt kapjuk, hogy n > 24, igy legaldbb 24 részre kell osztani

a [3; 6] intervallumot ahhoz, hogy a kozelités maximalis hibdja 0,001-nél
kisebb legyen.

355. Feladat. Tekintsiik az f () = 2V7 fiiggvényt a [0; 4] intervallumon!

4
a) Kozelitsiik az [ f(z) dz integrél értékét trapéz formuldval dgy, hogy a [0; 4]
0
intervallumot 4 egyenld részre osztjuk!
b) Szamoljuk ki az integral pontos értékét!
Megoldas:
a) Az alapintervallumot 4 egyenld részre osztjuk, igy az keletkez6 osztépon-
tok:
xo = 0; To = 2; Ty = 4.
Ty =1; T3 = 3;
Egy részintervallum hossza 1.
A trapéz formula altaldnos képlete szerint
4-0

4
[ F@yde s T () + 2 (an) + 26 (0) + 20 (a) + Fla).
0
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Az aldbbi tdbldzat mutatja a fiiggvényértékeket az z; (i = 0,1,2,3,4)
helyeken:

z; f(xi)

0 V0 — 1
1 2Vl =2
2 2V2 ~ 2 67
3 2V3 ~ 3,32
4 Vi — ¢4

A trapéz formula képletébe behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
4
/2\/5dx%0,5~(1+2-2+2-2,67+2-3,32+4) ~ 10,49.
0

b) Az integral pontos értékének kiszdmoldsdhoz elsd 1épésben meghatarozzuk
az f(x) = 2V7 fiiggvény egy primitiv fiiggvényét. Ehhez hajtsuk végre a
Va = t helyettesitést! Ekkor azt kapjuk, hogy

dx
z =12 = = =2

/Qﬁdx:/?-%dt.

A parcidlis integrdlds képlete szerint

2t ot 2t-2t 2.9t
ot odt =2t — — [ 2. ——dt = _
/ In2 / In 2 In2  (In2)2 T

igy

ahol ¢ € R tetszdleges. Mivel t = /z, ezért

/2t-2tdt: 2z 27 2.2V
In2 (In2)?

+ c.
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Ezt felhasznalva

4

4
LV 9.9VE
/2\/5@:[2\/52 2-2 ]_

In 2 (In2)2 . N

6 8 2 16 6
~ In2 (In2)2  (In2)2 In2 (In2)2

356. Feladat. Tekintsiik
4 X
/ ¢ dz
xT
1

0

~ 10,59.

integralt!

a) Kozelitsiik az integral értékét trapéz formuldval tgy, hogy az [1; 4] interval-
lumot n = 3 részintervallumra osztjuk!

b) Kozelitsiik az integrél értékét Simpson formuldval gy, hogy az [1; 4] inter-
vallumot 2n = 6 részintervallumra osztjuk!

Megoldas:

a) Az alapintervallumot 3 egyenld részre osztjuk, igy a keletkez6 alappontok
xo = 1; T9 = 3;
T = 2; r3 = 4.

Egy részintervallum hossza 1.

A trapéz formula altalanos képlete szerint

4
/f($)d:v ~
1

4—-1
o (f(zo) +2f (1) + 2f (22) + f(x3)).
Az alabbi tabldzat mutatja a fiiggvényértékeket az x; (i = 1,2, 3,4) helye-
ken:
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403
; f(xi)
1 Cxom

P ¢ L 3,69

3 i ~ 6,7

4 et L 13,65

A trapéz formula képletébe behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy

4
X
/edx ~ 0,5 (2,724+2-3,69+26,7+13,65) =
xr
1

0,5- (2,72 + 7,38 + 13,4 + 13,65) = 18,575.

b) Az alapintervallumot 6 egyenld részre osztjuk, igy az keletkez6 alappontok

To = 1; T3 = 2,5; rg =4
1 = 1,5; T4 = 3;
To — 2, £T5 = 375’

A Simpson formula altalanos képlete szerint

4
[ @)dox T (flao) + 4f @)+
1

+ 2f(w2) +4f(x3) + 2f(v4) + 4f (x5) + f(6)) -

Az aldbbi tdblazat mutatja a fliggvényértékeket az z; helyeken:
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T f ()

1 ¢~ 2,72
1,5 e A 2,99
2 € ~ 3,69
2,5 s A48T
3 ¢ ~6,7
3,5 3355 ~ 9,46
4 el ~ 13,65

A Simpson formula képletébe behelyettesitve az adatokat azt kapjuk, hogy
4
e” 1
/dx% 6 (2,72+4-299+2-3,69+4-4,87+
x
1

+2-6,74+4-9,46 + 13,65) ~ 17,74.
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5.2. A Riemann integralhat6sag kritériumai és elegendd feltételei
5.3. A Riemann-integral tulajdonsdgai, Newton-Leibniz tétel
5.4. Folytonos fiiggvények atlagértéke
5.5. Teriiletszadmitas integraldssal
5.6. Fiiggvény grafikonjdnak ivhossza, forgdstest térfogata és felszine
5.7. Siklemez stlypontja
5.8. Mozgéstani feladatok
5.9. Improprius integrél
5.10. Riemann-integral kozelit6 értékének kiszdmolasa

290
308
321

329
330
339
345
355
359
368
376
381
385
392



