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Abstract. )n the paper we show the possibility of introduction of rod’s and shell’s theory using partitioning the 
three-dimensional Euclidean space for complementary rigid and deformable subspace. 

Kulcsszavak. rúd- és héjelmélet, Bernoulli–Navier-hipotézis, Kirchhoff–Love-hipotézis, merev és deformálható 
kiegészítő alterek, merev test és merev keresztmetszet analógia, merev test és merev vastagság analógia 

Beǀezetés 

Az anМagi ГВnЗ mechanikai viselkedéséЗ az anМagi ГВnЗra haЗф erővel és az anМagi ГВnЗ elЗВlфdá-sával ȋГálМagörbéjévelȌ jellemezz“k. A merev ЗesЗ mechanikai viselkedéséЗ a merev ЗesЗre haЗф erővel és nМВmaЗékkal, valaminЗ a merev ЗesЗ egМ referenciaГВnЗjának elЗВlфdásával ȋГálМagörbéjévelȌ és a merev ЗesЗnek a referenciaГВnЗja kör“li elfВrdИlásával jellemezz“k. A defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ mechanikai viselkedéséЗ alaГveЗően a ЗesЗ alakjának megválЗВzásával, 
valamint a testben bel“l ébredő belső erőkkel ȋfesz“lЗségekkelȌ jellemezz“k. Az alak megválЗВzásának, illeЗve a fesz“lЗség bevezeЗéséhez ИgМan alkalmazzИk mind az elЗВlфdásnak, mind az erőnek a fВgalmáЗ, de mind az elЗВlфdásЗ, mind a belső erőЗ nem a ЗesЗ referenciaГВnЗjáhВz, hanem a ЗesЗ minden ГВnЗjáhВz hВzzárendelj“k. EgМúЗЗal ВlМan jelenségeЗ vizsgálИnk – az alak megválЗВzása –, amelyet eddig figyelmen kív“l hagМЗИnk. KéЗ egМedi ЗesЗ – a karcsú rúd és vékВnМ héj – eseЗében kijelölheЗő a ЗesЗnek egМ-egМ „elemiǳ része – rúd eseЗén a rúdЗengelМre merőleges kéЗ, egМmáshВz közelfekvő kereszЗmeЗszeЗ álЗal kimeЗszeЗЗ elemi rúdszeleЗ, héj eseЗén a héj közéГfel“leЗére merőleges kéЗ-kéЗ, egМmáshВz közelfekvő és egМmásra is merőleges meЗsző fel“leЗ álЗal kimeЗszeЗЗ elemi héjszeleЗ –, amely a ЗesЗ egészéhez kéГesЗ kicsinМnek ЗekinЗheЗő. EzérЗ felЗéЗelezheЗő, hВgМ a ЗesЗ elemi részének viselkedése első közelíЗésben, csakúgМ, minЗ egМ ЗesЗ egészének eseЗében, merev ЗesЗkénЗ mВdellezheЗő. Ez leheЗővé Зeszi egМrészЗ, hВgМ a rúd és a héj viselkedéséЗ merev kereszЗmeЗszeЗek és a merev vasЗagságВk egМ“ЗЗesekénЗ írjИk le, másrészЗ, hВgМ a kereszЗmeЗszeЗ és a vasЗagság kinemaЗikai és dinamikai jellemzéséЗ a merev ЗesЗ viselkedésének analфgiájára haЗárВzzИk meg. A valфs mechanikai viselkedés leírásáhВz hВzzá kell Зenni, hВgМ a 
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rúd ЗengelМe és a héj közéГfel“leЗe megválЗВzЗaЗja az alakjáЗ. Ez a közelíЗés sИgallja, hВgМ az EИklideszi ЗereЗ bВnЗsИk fel egМ merev és egМ defВrmálhaЗф ȋkiegészíЗőȌ alЗérre. A mВdellalkВЗásban a merev alЗérben felhasználhaЗф a merev ЗesЗ analфgiája, a ȋkiegészíЗőȌ 
deformálhaЗф alЗérben a defВrmálфdás jellemzésére a fВlМЗВnВsság fВgalmáЗ, és az ahhoz kaГcsВlфdф maЗemaЗikai aГГaráЗИsЗ kell alkalmazni. Ez ИЗфbbi az Вka annak, hВgМ a fВlМЗВnВs ȋés ЗВГВlфgiailag rendezeЗЗȌ ГВnЗhalmazВkВn érЗelmezeЗЗ ЗesЗek mechanikai viselkedéséЗ leírф összef“ggések ȋalakválЗВzásВk, egМensúlМi, illeЗve mВzgásegМenleЗekȌ Гarciális differenciális kifejezésekkel, illeЗve Гarciális differenciálegМenleЗekre vВnaЗkВzф ȋkezdeЗiérЗék- ésȌ ГeremérЗék-feladatok formájában írhaЗфk fel. A mechanika alaГfВgalmaiЗ álЗalában az anМagi ГВnЗ és a merev ЗesЗ mВzgásának vizsgálaЗa 
során sajáЗíЗjИk el. A defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗek mechanikai viselkedéséЗ elsősВrban nem a ЗesЗ 
helyválЗВzЗaЗф mВzgása, hanem a ЗesЗ alakjának megválЗВzása jellemzi. Ez ИЗфbbi lénМegében elЗérő mechanikai jelenség, mivel az anМagi ГВnЗ ЗérbeliségéЗől egМszerűen elЗekinЗ“nk, a merev 
test eseЗén annak méreЗeiЗ válЗВzaЗlannak ЗekinЗj“k. Az alak megválЗВzásáЗ a ЗesЗben kijelölheЗő görbék hВsszának és a görbék álЗal bezárЗ szögek megválЗВzásával jellemezheЗj“k. A defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ alakjának megválЗВzása f“ggeЗlen a ЗesЗ egészének mВzgásáЗфl, ezérЗ úgМ ЗekinЗheЗj“k, hВgМ a ЗesЗ alakjának megválЗВzásáЗ kiválЗф ȋk“lsőȌ erők egМensúlМban vannak. A ЗesЗ egМes mВdelljeinek mechanikai jellemzése az alábbiakban fВglalhaЗф össze. 
ϭ. AŶǇagi poŶt, ŵereǀ test, deforŵálható szilárd test 

Az anМagi ГВnЗ mechanikai viselkedéséЗ az anМagi ГВnЗra haЗф erővel és az anМagi ГВnЗ elЗВlфdá-sával ȋГálМagörbéjévelȌ jellemezz“k. A mВdellben azЗ a ЗénМЗ, hВgМ egМ hárВmdimenziфs ЗesЗeЗ vizsgálИnk, egМszerűen figМelmen kív“l hagМjИk: sem a ЗesЗnek a referencia ГВnЗ kör“li fВrgásáЗ, sem a ЗesЗ alakjának megválЗВzásáЗ nem vessz“k figМelembe. Ezzel összhangban a ЗesЗre haЗф erőknek k“lön-k“lön a ЗesЗre gМakВrВlЗ haЗásáЗ, valaminЗ a ЗesЗ referencia ГВnЗjára veЗЗ nМВmaЗékainak léЗezéséЗ figМelmen kív“l hagМjИk, és csak a referenciaГВnЗban veЗЗ eredő erőЗ vessz“k figМelembe ȋlásd az ͳ. ábráЗȌ. 

 

ͷ. ábra. Az anyagi pont mechanikai jellemzése A merev ЗesЗ mechanikai viselkedéséЗ a merev ЗesЗre haЗф erővel és nМВmaЗékkal, valaminЗ a me-

rev tesЗ egМ referenciaГВnЗjának elЗВlфdásával ȋГálМagörbéjévelȌ és a merev ЗesЗnek a 
referenciaГВnЗja kör“li elfВrdИlásával jellemezz“k. A mВdellben azЗ a ЗénМЗ, hВgМ egМ hárВmdimenziфs ЗesЗ a rá haЗф erők haЗása alaЗЗ méreЗeiЗ és alakjáЗ megválЗВzЗaЗja, egМszerűen figМelmen kív“l hagМjИk: a ЗesЗnek a referencia ГВnЗ kör“li fВrgásáЗ figМelembe vessz“k, de a ЗesЗ 
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alakjának megválЗВzásáЗ nem vessz“k figМelembe. Ezzel összhangban a ЗesЗre haЗф erőknek a ЗesЗ referencia ГВnЗjára veЗЗ nМВmaЗékainak léЗezéséЗ figМelembe vessz“k, de az erőknek k“lön-k“lön a ЗesЗre gМakВrВlЗ haЗásáЗ figМelmen kív“l hagМjИk, köveЗkezéskéГГen az erőknek a referenciaГВnЗban veЗЗ eredő erejéЗ és eredő nМВmaЗékáЗ vessz“k figМelembe ȋlásd a ʹ. ábráЗȌ. 

 

͸. ábra. A merev test mechanikai jellemzése A defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ mechanikai viselkedéséЗ hárВm szemГВnЗ szerinЗ jellemezz“k: ͳ.Ȍ a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ megválЗВzЗaЗja az alakjáЗ ȋlásd a ͵. ábráЗȌ, ʹ. a defВrmálhaЗф szilárd 
testben belső erők ȋfesz“lЗségekȌ ébrednek, ͵.Ȍ a k“lönböző anМagbфl állф defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ alakjának megválЗВzása f“gg az anМag fajЗájáЗфl. Az anМagi viselkedés, a Зeljesség igénМe nélk“l, leheЗ rИgalmas, kéГlékenМ, viszkфzИs. A mВdellben azЗ a ЗénМЗ helМezz“k előЗérbe, hВgМ a hárВmdimenziфs ЗesЗ a rá haЗф erők haЗása alaЗЗ méreЗeiЗ és alakjáЗ megválЗВzЗaЗja. Ezzel összhangban nem a ЗesЗre haЗф erőknek a ЗesЗ referencia ГВnЗjára veЗЗ eredő erejéЗ és nМВmaЗékáЗ vessz“k figМelembe ȋhiszen a ЗesЗ egészének mВzgásáЗ nem vizsgáljИkȌ, hanem az egМes erőknek a ЗesЗre gМakВrВlЗ haЗásáЗ köveЗj“k nМВmВn a ЗesЗen bel“l, ГВnЗrфl ГВnЗra. 

 
 

͹. ábra. A deformálható szilárd test kinematikai jellemzése. 
A pálcaszerű és a szeletszerű test értelmezése ÁlЗalánВsságban a ЗesЗben kijelölheЗő ЗeЗszőleges görbék és fel“leЗek a k“lső erők haЗása alaЗЗ megválЗВznak: a görbék és fel“leЗek „defВrmáciфjaǳ ȋérЗsd: lekéГezéseȌ nem merevЗesЗszerű, ha-nem a hВsszak és a görb“leЗek megválЗВzásával jár egМ“ЗЗ; ИgМanakkВr ez a válЗВzás, azaz a leké-Гezés, fВlМЗВnВs. MindemelleЗЗ az egМes görbék egМ-egМ kisebb szakaszának, vagМ a fel“leЗek egМ-egМ kisebb fel“leЗidВmának lekéГezése közelíЗheЗő merevЗesЗszerű lekéГezéssel. ȋPéldakénЗ 

gondВljИnk a f“ggvénМ érinЗőjének és a f“ggvénМ alaЗЗi Зer“leЗnek a szemléleЗes közelíЗő meghaЗárВzásra.Ȍ VilágВs, hВgМ ez csak közelíЗés leheЗ, a ГВnЗВs leíráshВz a közelíЗésЗ végЗelen“l 
kicsiny szakaszra, illeЗve fel“leЗidВmra kell „kiЗerjeszЗeniǳ, azaz haЗáráЗmeneЗeЗ kell 
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végrehajЗani. ȋA nМilvánvalф analфgia a differenciál- és inЗegrálszámíЗásban alkalmazВtt haЗáráЗmeneЗ.Ȍ A hárВmdimenziфs ЗesЗ eseЗében rendszerinЗ él“nk is ezzel a mфdszerrel; lásd a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗekre vВnaЗkВzф rИgalmasságЗanЗ, kéГlékenМségЗanЗ, vagМ a kВnЗinИИmmechanikáЗ [ʹ,ͳ͸,ͳ͹]. A ͵. ábrán a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗben kijelölЗ“nk kéЗ részЗarЗВmánМЗ: egМikeЗ Гálca-szerűnek, a másikaЗ szeleЗszerűnek ábrázВlЗИk. A kijelöléshez az első eseЗben négМ, egМ-egy 

(azonos) koordináЗavВnalban meЗsződő kВВrdináЗafel“leЗeЗ, a másВdik eseЗben kéЗ, ИgМanahhВz a kéЗ kВВrdináЗáhВz ЗarЗВzф kВВrdináЗafel“leЗeЗ alkalmazЗИnk. A négМ kВВrdináЗafel“leЗЗel érЗelmezeЗЗ Гálcaszerű ЗesЗ eseЗében a kВВrdináЗafel“leЗek meЗszésvВnalaihВz ЗarЗВzф kВВrdináЗáЗ kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗának, a másik kéЗ kВВrdináЗáЗ eliminálЗ kВВrdináЗának nevezz“k. ȋAz elnevezés érЗelméЗ az adja, hВgМ a rúdelméleЗben a rúdЗengelМen érЗelmezeЗЗ válЗВzф szereГel, a kereszЗmeЗszeЗben érЗelmezeЗЗ másik keЗЗő nem [Ͷ,͹,ͻ,ͳͳ].Ȍ A négМ kВВrdináЗafel“leЗЗel érЗelmezeЗЗ Гálcaszerű ЗesЗnek érЗelmezz“k a hВsszáЗ és a kereszЗmeЗszeЗéЗ. 
A Гálcaszerű ЗesЗ hВssza a kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗavВnalakbфl az eredeЗi ЗesЗ Гereme álЗal kimeЗszeЗЗ görbeszakaszВk hВssza köz“l a legnagМВbb. A Гálcaszerű ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗe a kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗavВnal egМes ГВnЗjain áЗhaladф ȋaz eliminálЗ kВВrdináЗákaЗ ЗarЗalmazфȌ kВВrdináЗafel“leЗből a négМ kВВrdináЗafel“leЗЗel kimeЗszeЗЗ fel“leЗidВma. A Гálcaszerű ЗesЗeЗ akkВr fВgjИk, mechanikai ЗechnikИs ЗerminИs szerinЗ, rúdszerűnek, vagМ maЗemaЗikai szemГВnЗbфl vВnalszerűnek nevezni, ha a Гálcaszerű ЗesЗ bármelМ keresztmetszeЗének áЗmérője elenМészően kicsinМ a ЗesЗ hВsszáhВz viszВnМíЗva. A kéЗ kВВrdináЗafel“leЗЗel érЗelmezeЗЗ ЗesЗ eseЗében, hasВnlф mфdВn a rúd eseЗéhez, a kВВrdináЗafel“leЗekhez ЗarЗВzф kВВrdináЗákaЗ kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗáknak, a harmadik kВВrdináЗáЗ eliminálЗ kВВrdináЗának nevezz“k ȋlásd ИВ.Ȍ. A kéЗ kВВrdináЗafel“leЗЗel érЗelmezeЗЗ szeleЗszerű ЗesЗnek érЗelmezz“k a hВsszáЗ és a szélességéЗ, valaminЗ a vasЗagságáЗ ȋamiЗ az egМönЗeЗű nМelvhasználaЗ Вkán helМenkénЗ kereszЗ-

metszetnek is fogunk nevezniȌ. A szeleЗszerű ЗesЗ vasЗagsága az eliminálЗ kВВrdináЗavВnalakbфl a kéЗ kВВrdináЗafel“leЗЗel kimeЗszeЗЗ görbeszakaszВk hВssza köz“l a legnagМВbb. A vasЗagságВkaЗ felező kВВrdináЗafel“leЗeЗ a szeleЗszerű ЗesЗ közéГfel“leЗének nevezz“k. A közéГfel“leЗből az eredeЗi ЗesЗ Гereme álЗal kimeЗszeЗЗ fel“leЗidВm a szeleЗszerű ЗesЗ közéГ-fel“leЗidВma ȋközéГlaГjaȌ. A közéГ-fel“leЗidВm áЗmérőjéЗ ЗekinЗj“k a szeleЗszerű ЗesЗ hВsszának, a másВdlagВs áЗmérőjéЗ szélességének. A szeleЗszerű ЗesЗeЗ akkВr fВgjИk, mechanikai technikus ЗerminИs szerinЗ, héjszerűnek, vagМ maЗemaЗikai szemГВnЗbфl fel“leЗszerűnek nevezni, ha a szeleЗszerű ЗesЗ vasЗagsága elenМészően kicsinМ a ЗesЗ hВsszáhВz és szélességéhez viszВnМíЗva. Az „elenМészően kicsinМǳ méreЗek érЗelmezése egМ-egy tesЗen bel“l sИgallja annak a leheЗőségéЗ, hВgМ az „elenМészően kicsinМǳ méreЗű geВmeЗriai alakzaЗ a ЗesЗ defВrmáciфja sВrán nem, vagМ csak elenМésző ȋérЗsd: elhanМagВlhaЗфȌ mérЗékben válЗВzik. Azaz, szemléleЗesen a ͵. ábrára hivaЗkВzva, a rúdszerű ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗei nem defВrmálфdnak, azВk merev síkidВmkénЗ kéГeződnek le, míg a kereszЗmeЗszeЗen áЗhaladф egМes kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗavВnalak ȋa merevЗesЗszerű kereszЗmeЗszeЗ kВrláЗВzф haЗása melleЗЗȌ meggörb“lnek, ЗВrzИlnak és megnМúlnak. Ehhez hasВnlaЗВsan, isméЗ szemléleЗesen a ͵. ábrára hivaЗkВzva, a héjszerű ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗei ȋérЗsd: vasЗagságaiȌ nem defВrmálфdnak, azВk merev szakaszВkkénЗ 
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kéГeződnek le, míg a kereszЗmeЗszeЗen áЗhaladф egМes kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗavВnalak alkВЗЗa kВВrdináЗafel“leЗek ȋa merevЗesЗszerű kereszЗmeЗszeЗ kВrláЗВzф haЗása melleЗЗȌ meggörb“lnek, ЗВrzИlnak és megnМúlnak. Az ígМ érЗelmezeЗЗ ЗesЗek ЗekinЗheЗőek félig merev és félig defВrmálhaЗф ЗesЗnek, máskéГГen fВgalmazva az EИklideszi Зér egМ-egМ egМedi alakú ЗesЗe eseЗében szemléleЗesen érЗelmezЗ“k a hárВmdimenziфs EИklideszi Зér felbВnЗásáЗ merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerekre. A fenЗiek alaГján leheЗőség nМílik arra, hВgМ a rúdszerű és héjszerű ЗesЗek mechanikai jellemzése sВrán felhasználjИk a merev ЗesЗeЗ jellemző mechanikai viselkedésЗ. NevezeЗen, hВgМ a kereszЗ-meЗszeЗek elЗВlфdnak és elfВrdИlnak, de nem defВrmálфdnak, valaminЗ, hВgМ egМ-egy 

keresztmetszeЗben annak referenciaГВnЗjáhВz csak ȋeredőȌ erőЗ és ȋeredőȌ nМВmaЗékВЗ rendelj“nk. UgМanakkВr a rúdszerű ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗéЗ fizikai ЗesЗkénЗ kéЗ meЗsző sík közé eső szeleЗkénЗ érЗelmezz“k, ЗeháЗ a kereszЗmeЗszeЗ kéЗ „Вldalǳ-áhВz kell egМ-egМ belső erőЗ rendelni. (asВnlaЗВsan ehhez a héjszerű ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗéЗ fizikai ЗesЗkénЗ kéЗ-kéЗ meЗsző sík közé eső 
keЗЗős szeleЗkénЗ érЗelmezz“k, ЗeháЗ a „kereszЗmeЗszeЗǳ négМ „Вldalǳ-áhВz kell egМ-egМ belső erőЗ 
rendelni. A hárВmdimenziфs EИklideszi Зér felbВnЗása merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerekre egМrészЗ leheЗővé Зeszi, hВgМ a merev ЗesЗ mechanikájának alaГfogalmait alkalmazzuk a merev alЗérre, másrészЗ sz“kségessé Зeszi, hВgМ kiЗerjeszЗj“k a merev ЗesЗ mechanikájának fВgalmaiЗ a defВrmálфdф alЗérre. A felbВnЗás azЗ is leheЗővé Зeszi, hВgМ rúdszerű ЗesЗ eseЗében egМ, héjszerű 
test eseЗében kéЗ válЗВzфban kelljen a kiЗerjeszЗésЗ végrehajЗani, és ne rögЗön mindhárВm válЗВzфban. A rúd és héj mechanikai viselkedésének mВdellezése a hárВmdimenziфs EИklideszi Зér merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerekre bВnЗása segíЗségével az alábbi léГésekből áll össze. – Az egМedi geВmeЗriai ЗesЗek ȋrúd és héjȌ érЗelmezése – A rИdak és héjak egМedi mechanikai viselkedésének érЗelmezése ȋa kereszЗmeЗszeЗek leké-Гezésének és kereszЗmeЗszeЗben ébredő erők elВszlásának kВrláЗВzása; az eliminálЗ kВВr-dináЗák szerinЗ rögzíЗeЗЗ elВszlásВk meghaЗárВzásaȌ – A rИdak és héjak egМedi mechanikai viselkedésének leírása ȋa kereszЗmeЗszeЗek egМmáshВz viszВnМíЗВЗЗ elЗérő lekéГezéséЗ, és az egМes kereszЗmeЗszeЗben elЗérő belső erők ébredéséЗ leírф összef“ggések meghaЗárВzása; a kiЗ“nЗeЗeЗЗ kВВrdináЗák szerinЗi válЗВzásВkra vВnaЗkВzф egМenleЗek felállíЗásaȌ – A rИdak és héjak egМedi mechanikai viselkedése leírása maЗemaЗikai felЗéЗelének, a felállí-ЗВЗЗ elméleЗ alkalmazása kВrláЗainak meghaЗárВzása Jelen ЗanИlmánМban az első kéЗ ГВnЗВЗ ЗekinЗj“k áЗ, és rámИЗaЗИnk arra, hВgМ milМen maЗemaЗikai aГГaráЗИs alkalmazása sz“kséges ahhВz, hВgМ a harmadik ГВnЗВЗ végre lehessen 
hajtani, de magИkaЗ az összef“ggésekeЗ már nem vezeЗj“k le. A ЗВvábbiakban áЗЗekinЗj“k a negМedik ГВnЗ főbb felЗéЗeleiЗ. VégezeЗ“l kiЗér“nk arra, hВgМ a hárВmdimenziфs EИklideszi Зér merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerekre bВnЗása nem „álЗalánВsíЗhaЗфǳ ЗВvább Зér–pont 
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felbВnЗásra, azaz a hárВmdimenziфs ЗesЗ eseЗében a merevЗesЗszerű mВdell a Зér nИll-méreЗű alЗerére nem alkalmazhaЗф. 
Ϯ. A rúd és héj, ŵiŶt egǇedi geoŵetriai test 

Ϯ.ϭ. A rúd, ŵiŶt ǀoŶalszerű geoŵetriai forŵa ;testͿ 

Egy Ω(s,q1,q2Ȍ ЗesЗeЗ akkВr ЗekinЗ“nk vВnalszerű ȋrúdszerűȌ geВmeЗriai ЗesЗnek, ha fennáll az alábbi kéЗ felЗéЗel. 
1. A ЗesЗ ЗekinЗheЗő, minЗ egМ görbére felfűzöЗЗ síkidВmВk összessége. 
2. A ЗesЗ síkidВmainak befВglalф méreЗei a ЗesЗ hВsszáhВz kéГesЗ elhanМagВlhaЗфak. A fenЗi kéЗ felЗéЗel maЗemaЗikailag az alábbi mфdВn fВgalmazhaЗф meg. A ЗesЗ előállíЗhaЗф az s ko-ВrdináЗavВnalВn megadВЗЗ L = [s1,s2] görbeszakasz és az s kВВrdináЗáЗфl sima mфdВn f“ggő K(s) síkidВmВk ȋkereszЗmeЗszeЗekȌ direkЗ szВrzaЗakénЗ: Ω = L×K(sȌ ȋlásd a Ͷ. ábráЗȌ. A geВmeЗriai fВrma fenЗi érЗelmezésében az L a rúd ЗengelМéЗ, egМúЗЗal a rúd hВsszáЗ ȋisȌ jelöli; a K(s) síkidВmВk a kereszЗmeЗszeЗek, amelМek befВglalф méreЗeiЗ, illeЗve áЗmérőjéЗ és másВdlagВs áЗmérőjéЗ a(s), illetve b(sȌ, ezek legnagМВbb érЗékeiЗ a, illetve b jelöli ȋlásd a Ͷ. ábráЗȌ. Ennek megfelelően, ha << jelöli ȋbalrфl jВbbra ВlvasvaȌ a nagМságrendben kisebb összef“ggést, akkor fennáll az a, b << L összef“ggés. A vВnalszerű ЗesЗ érЗelmezéséhez hВzzá ЗarЗВzik a ЗesЗ részleЗes vizsgálaЗa. PéldáИl a vВnalszerű ЗesЗek ВszЗálМВzása a ЗengelМe alaГján ȋegМenes, síkgörbe, ЗérgörbeȌ, a kereszЗmeЗszeЗe alaГján ȋsíkidВm-fel“leЗidВm, válЗВzф-állandф, egМszeresen-Зöbbszörösen összef“ggő, alakja «∆, □, ○, I, U, 

L stb.», összetettsége és az a és b egymáshoz viszonyított nagyságrendje szerint), a tengely és a kereszЗmeЗszeЗ illeszkedése alaГján ȋszög, döfésГВnЗ, a síkidВm ЗeheЗeЗlenségi főiránМainak és a görbe nВrmálvekЗВrai egМmáshВz viszВnМíЗВЗЗ elrendezése szerinЗȌ. Ennek ismerЗeЗéséЗől 
eltekinЗ“nk. 

 

ͺ. ábra. A vonalszerű geometriai forma ȋtestȌ értelmezése 

Ϯ.Ϯ. A héj, ŵiŶt felületszerű geoŵetriai forŵa ;testͿ  

Egy Ω(q1,q2,s) testet akkВr ЗekinЗ“nk fel“leЗszerű ȋhéjszerűȌ geВmeЗriai ЗesЗnek, ha fennáll az alábbi kéЗ felЗéЗel. 
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1. A ЗesЗ ЗekinЗheЗő, minЗ egМ fel“leЗidВmra felfűzöЗЗ egМenes szakaszВk összessége. 
2. A ЗesЗ vasЗagsága a fel“leЗidВm hВsszáhВz és szélességéhez kéГesЗ elhanМagВlhaЗф. A fenЗi kéЗ felЗéЗel maЗemaЗikailag az alábbi mфdВn fВgalmazhaЗф meg. A ЗesЗ előállíЗhaЗф a q1 és 

q2 kВВrdináЗafel“leЗen megadВЗЗ K[q1,q2] fel“leЗidВm és az s kВВrdináЗavВnalВn megadВЗЗ, a q1 és 
q2 kВВrdináЗákЗфl sima mфdВn f“ggő v = [s1(q1,q2),s2(q1,q2Ȍ] egМenes szakaszВk ȋvasЗagságВk ≡ 
kereszЗmeЗszeЗekȌ direkЗ szВrzaЗakénЗ: Ω = K×v(q1,q2Ȍ ȋlásd az ͷ. ábráЗȌ. A geВmeЗriai fВrma fenЗi érЗelmezésében a K (s = ͲȌ a héj közéГfel“leЗéЗ, egМúЗЗal a héj közéГfel“leЗén a héjbфl kimeЗszeЗЗ fel“leЗidВmВЗ ȋisȌ jelöli; a K közéГfel“leЗen a ЗesЗ Гereme álЗal kimeЗszeЗЗ fel“leЗidВm befВglalф méreЗeiЗ, illeЗve áЗmérőjéЗ és másВdlagВs áЗmérőjéЗ, minЗ a fel“leЗidВm és egМúЗЗal a fel“leЗszerű ЗesЗ szélességeЗ és hВsszáЗ A, illetve B jelöli ȋlásd az ͷ. ábráЗȌ. Ennek megfelelően fennáll a v << A, 

B összef“ggés. A fel“leЗszerű ЗesЗ érЗelmezéséhez hВzzá ЗarЗВzik a ЗesЗ részleЗes vizsgálaЗa. PéldáИl a fel“leЗszerű ЗesЗek ВszЗálМВzása a közéГfel“leЗe alaГján ȋsík, egМszer, illeЗve kéЗszer görb“lЗ fel“leЗ, egМszeresen-Зöbbszörösen összef“ggő, alakja «∆, □, ○ stb.» és az A és B egymáshoz 

viszonyított nagyságrendje szerint), a keresztmetszete alapján (egyenes-görbe, változф-állandф), 

a középfel“let és a keresztmetszet illeszkedése alapján (szögȌ. Ennek ismerЗeЗéséЗől elЗekinЗ“nk. 

 

ͻ. ábra. A fel“letszerű geometriai forma ȋtestȌ értelmezése 

ϯ. A rúd és héj ŵeĐhaŶikai ǀiselkedéséŶek ďeǀezetése a ŵereǀ 

alterek – keresztŵetszet és ǀastagság – segítségéǀel 

ϯ.ϭ. A hároŵdiŵeŶziós Euklideszi tér ŵeĐhaŶikai ǀiselkedéséŶek felďoŶtása a 
tér ŵereǀ és deforŵálható kiegészítő alterekre ďoŶtása segítségéǀel A hárВmdimenziфs EИklideszi Зér felbВnЗása merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerekre maga ИЗán vВnja azЗ is, hВgМ felbВnЗjИk a hárВmdimenziфs EИklideszi Зér mechanikai viselkedéséЗ merev és defВrmálhaЗф kiegészíЗő alЗerek viselkedésére. A felbВnЗás alaГgВndВlaЗa, hВgМ van egМ 
deformálhaЗф alЗér ȋgörbe, vagМ fel“leЗȌ és van egМ merev, vagМis nem defВrmálhaЗф alЗér ȋsíkidВm, illetve egyenes szakasz). A vВnalszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi defВrmáciфk leheЗségesek. A ЗesЗ ЗengelМe, minЗ görbe – nМúlik, – válЗВzik a görb“leЗe 
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– válЗВzik a ЗВrziфja. A vВnalszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi defВrmáciфk nem leheЗségesek. A ЗesЗ ЗengelМének, minЗ görbének, és a ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗének, minЗ síkidomnak – nem válЗВzik az illeszkedési szöge, ЗВvábbá a ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗének, minЗ síkidВmnak – nem válЗВzik az alakja ȋa sajáЗ síkjában nem defВrmálфdik, azaz nem kВnЗrahálфdikȌ, – nem válЗВzik az alЗér görb“leЗe ȋa sajáЗ síkjábфl nem defВrmálфdik, ЗВvábbra is sík marad, azaz nem hajlik meg és nem öblösödik kiȌ. A fenЗi kinemaЗika jellemzéssel összhangban a vВnalszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi belső erők ér-ЗelmezheЗőek. A ЗesЗ ЗengelМének defВrmáciфja kaГcsán  – a nМúláshВz nВrmálerőЗ, – a görb“leЗválЗВzáshВz hajlíЗф nМВmaЗékВЗ, – a ЗВrziфválЗВzáshВz csavarф nМВmaЗékВЗ rendel“nk. A ЗesЗ ЗengelМe, minЗ görbe, és a ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗe, minЗ síkidВm – illeszkedési szögének válЗВzaЗlansága Вkán hajlíЗási nМírфerőЗ nem érЗelmezz“k. 
Megjegyzések. ͳ. Az egМensúlМ miaЗЗ érЗelmez“nk hajlíЗási nМírфerőЗ, de nem köЗj“k a rúd ȋnМírásiȌ alakválЗВzásáhВz. ʹ. KéЗ f“ggeЗlen szög érЗelmezheЗő, ezérЗ kéЗ f“ggeЗlen hajlíЗási nМírфerőЗ kell érЗelmezni. ͵. A nМírási alakválЗВzás miaЗЗ nem csak az illeszkedés szöge válЗВzik, 
hanem a kereszЗmeЗszeЗ kiléГ a sajáЗ síkjábфl; „öblösödikǳ. A ЗesЗ kereszЗmeЗszeЗének, minЗ síkidВmnak a sajáЗ síkja defВrmáciфjának hiánМa miaЗЗ  – a kereszЗmeЗszeЗ síkjában ébredő kéЗiránМú nВrmálerőЗ és csúszЗaЗф erőЗ nem érЗelmezz“k. 
A test keresztmetszeЗének, minЗ síkidВmnak a sajáЗ síkjábфl kiЗérő defВrmáciфjának ȋgörb“lés és öblösödésȌ hiánМa miaЗЗ  – a kereszЗmeЗszeЗeЗ hajlíЗф nМВmaЗékВЗ és a hВzzá ЗarЗВzф hajlíЗási nМírфerőkeЗ nem érЗelmezz“k. A fel“leЗszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi defВrmáciфk leheЗségesek. A ЗesЗ közéГfel“leЗe, minЗ fel“leЗ – nМúlik és nМírфdik a sajáЗ „síkjábanǳ ȋérinЗő ЗerébenȌ, – válЗВzik a görb“leЗe ȋgörb“leЗi ЗenzВraȌ. A fel“leЗszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi defВrmáciфk nem leheЗségesek. A ЗesЗ közéГfel“leЗének, minЗ fel“leЗnek, és a ЗesЗ vasЗagságának, minЗ ȋegМenesȌ szakasznak – nem válЗВzik az illeszkedési szöge, ЗВvábbá a ЗesЗ vasЗagságának, minЗ ȋegМenesȌ szakasznak – nem válЗВzik a hВssza ȋa sajáЗ egМenesében nem defВrmálфdik, azaz nem kВnЗrahálфdikȌ, 
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– nem válЗВzik az alЗér görb“leЗe ȋa sajáЗ egМeneséből nem defВrmálфdik, ЗВvábbra is egМenes marad, azaz nem hajlik meg, nem öblösödik ki, és nem csavarВdik elȌ. A fenЗi kinemaЗika jellemzéssel összhangban a fel“leЗszerű ЗesЗ eseЗében az alábbi belső erők ér-ЗelmezheЗőek. A ЗesЗ közéГfel“leЗének defВrmáciфja kaГcsán  – a nМúláshВz és a nМírфdáshВz a sajáЗ „síkjábanǳ feszíЗő erőkeЗ ȋmembránerőkeЗȌ, – a görb“leЗválЗВzáshВz hajlíЗф és csavarф nМВmaЗékВkaЗ rendel“nk. A ЗesЗ közéГfel“leЗe, minЗ fel“leЗ, és a ЗesЗ vasЗagsága, minЗ ȋegyenes) szakasz – illeszkedési szögének válЗВzaЗlansága Вkán hajlíЗási nМírфerőЗ nem érЗelmezz“k. 
Megjegyzések. ͳ. Az egМensúlМ miaЗЗ érЗelmez“nk hajlíЗási nМírфerőЗ, de nem köЗj“k a héj ȋnМírásiȌ alakválЗВzásáhВz. ʹ. KéЗ f“ggeЗlen szög érЗelmezheЗő, ezérЗ kéЗ f“ggeЗlen hajlíЗási nМírфerőЗ kell érЗelmezni. ͵. A nМírási alakválЗВzás miaЗЗ nem csak az illeszkedés szöge válЗВzik, 
hanem a vastagság kiléГ a sajáЗ egМeneséből; „öblösödikǳ. A ЗesЗ vasЗagságának, minЗ ȋegМenesȌ szakasznak a sajáЗ egМenese defВrmáciфjának hiánМa miaЗЗ – a vasЗagság iránМába eső nВrmálerőЗ nem érЗelmezz“k. A ЗesЗ vasЗagságának, minЗ ȋegМenesȌ szakasznak a sajáЗ egМeneséből kiЗérő defВrmáciфjának ȋgörb“lés, öblösödés és elfВrdИlásȌ hiánМa miaЗЗ  – a vasЗagságВЗ hajlíЗф nМВmaЗékВkaЗ, az ahhВz ЗarЗф hajíЗási nМírфerőkeЗ, valaminЗ a vasЗag-ságВЗ ȋa nВrmál egМenes kör“l elfВrdíЗфȌ csavarф nМВmaЗékВЗ nem érЗelmezz“k. 

 s q
1
, q

2
 

s 

Norŵálerő 

KétiráŶǇú hajlító ŶǇoŵaték 

Csaǀaró ŶǇoŵaték 

KettősŶǇoŵaték ;ďiŵoŵeŶtͿ 

Hajlítási ŶǇíróerő a keresztŵetszetben 

q
1
, q

2
 

Hajlítási ŶǇíróerő a kereszt-
metszetben 

Keresztŵeszet síkjáŶ ďelüli két Ŷorŵálerő és 
Đsúsztató erő ;koŶtrakĐióͿ 
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ͽ. ábra. A héjszerű testben ébredő belső erők A kéЗ ЗáblázaЗ alaГján leВlvashaЗф, hВgМ a kéЗféle modell – rúd és héj – egМmás dИálisai. 
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Megjegyzések. ͳ. A vВnalszerű és fel“leЗszerű ЗesЗ akkВr lesz rúd, illeЗve héj, amikВr érЗelmezz“k az alakválЗВzásáЗ és a belső erőkeЗ. ʹ. Az érЗelmezeЗЗ alakválЗВzásВk és belső erők f“ggvénМében kéЗ nagМВbb csВГВrЗВЗ k“lönbözЗeЗ“nk meg: húzВЗЗ-nМВmВЗЗ szerkezeЗ ȋnМВmВЗЗ ív, Зárcsa és membránhéjȌ, valaminЗ hajlíЗВЗЗ szerkezeЗ ȋhajlíЗВЗЗ rúd, lemez és héjȌ. ͵. A kinemaЗikailag haЗá-

rozaЗlan ЗesЗek eseЗében köЗélről és ГВnМvárфl beszél“nk. 
ϯ.Ϯ. A rúd ǀiselkedéséŶek ŵodellezése ŵereǀ altér – keresztŵetszet – fo-

galŵáŶak segítségéǀel A merev alЗér a kereszЗmeЗszeЗ merevЗesЗszerű elЗВlфdásáЗ és elfВrdИlásáЗ Зeszi leheЗővé; az il-leszkedés szöge válЗВzaЗlan ȋlásd a ͺ. ábráЗȌ. 

 

;. ábra. A rúd kinematikai jellemzése 

A merev alЗér a kereszЗmeЗszeЗ „kéЗ Вldalánǳ egМ-egМ eredő erő és egМ-egМ eredő nМВmaЗék érЗel-mezésЗ Зeszi leheЗővé ȋlásd a ͻ. ábráЗȌ. 

 

Ϳ. ábra. A rúd dinamikai jellemzése 

ϯ.ϯ. A héj ǀiselkedéséŶek ŵodellezése ŵereǀ ǀastagság fogalŵáŶak se-

gítségéǀel A merev alЗér a vasЗagság merevЗesЗszerű elЗВlфdásáЗ és elfВrdИlásáЗ Зeszi leheЗővé; az illeszkedés szöge válЗВzaЗlan ȋlásd a ͳͲ. ábráЗȌ. 
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ͷͶ. ábra. A héj kinematikai jellemzése A merev alЗér a vasЗagság „négМ Вldalánǳ egМ-egМ eredő erő és egМ-egМ eredő nМВmaЗék érЗelme-zésЗ Зeszi leheЗővé ȋlásd a ͳͳ. ábráЗȌ. 

 

ͷͷ. ábra. A héj dinamikai jellemzése 

ϯ.ϰ. MegjegǇzések A vВnalszerű és fel“leЗszerű ЗesЗ viselkedésének leírására bevezeЗeЗЗ közelíЗő mВdell a merev ke-reszЗmeЗszeЗ és merev vasЗagság fВgalmán, valaminЗ a ЗengelМhez, illeЗve a közéГfel“leЗhez valф rögzíЗeЗЗ illeszkedési szög fВgalmán, minЗ felЗéЗeleken – hiГВЗéziseken – alaГИl. A valфságban mind a rúd kereszЗmeЗszeЗe, mind a héj vasЗagsága defВrmálфdik mind a sajáЗ alЗerében, mind abbфl kiЗérően ȋminЗ alacsВnМabb dimenziфjú alЗér a beágМazф ЗérbenȌ, valaminЗ a 
keresztmetszet illeszkedése a ЗengelМhez, illeЗve a közéГfel“leЗhez válЗВzik. A kéЗ ȋanalфgȌ felЗevésrendszerЗ álЗalában ȋgeВmeЗriaiȌ hiГВЗézisnek nevezik. A rúd eseЗében BernВИlli–Navier-hiГВЗézisről ȋLOVE [16], ANTMANN [ͳ]Ȍ, lemez eseЗén KirchhВff-hiГВЗézisről, míg héjak eseЗén 
Love-hiГВЗézisről ȋLOVE [16], NAGHDI [ʹͲ]Ȍ szВkás beszélni. Ezekkel a hiГВЗézisekkel feléГíЗeЗЗ rúd- és héjelméleЗekeЗ szВkás klasszikИs rúd- és héjelméleЗeknek nevezni. A rúd- és héjelméleЗek „álЗalánВsíЗásǳ-ának alaГja, hВgМ a merevЗesЗszerű viselkedés egМes „kВmГВnenseiЗǳ nem zárjИk ki, hanem figМelembe vessz“k. Az egМes „kВmГВnensekǳ az alábbiak ȋlásd Гl. LÁMER [4,7,9,11], illetve NIORDSON [21]). 

1. A merev és a defВrmálфdф alЗerek illeszkedése: a kereszЗmeЗszeЗ, illeЗve a vasЗagság illesz-kedésének válЗВzása a ЗengelМhez, illeЗve a közéГfel“leЗhez: nМírЗ rúd- és héj-elméleЗek.  
2. A „merevǳ alЗér defВrmáciфja a kiegészíЗő alЗérben: a kereszЗmeЗszeЗ öblösödése, illeЗve a 

vastagság görb“lése: az öblösödő rИdak és defВrmálфdф vasЗagságú héjelméleЗek. )de 
tartozik a Vlaszov-féle vékВnМfalú rИdak eleméleЗe ȋlásd Гl. VLASZOV [22], LUZSIN [18], 



Conference on Problem-based Learning  University of Debrecen 

in Engineering Education 12.10.2018  Faculty of Engineering 

MUTTNYÁNSZKY [ͳͻ]Ȍ, vagМ a rИdak vizsgálaЗa csavarási alakválЗВzás figМelembevéЗelével 
(lásd Гl. CHOLNOKY [2]). 

3. A „merevǳ alЗér defВrmáciфja a sajáЗ alЗerében: a kereszЗmeЗszeЗ, illeЗve a vasЗagság defВr-máciфja a sajáЗ síkjában, illeЗve vВnalában: a kВnЗrahálфdф rúd- és héjelméleЗek ȋlásd Гl. 
NIORDSON [21]). Ezen kív“l léЗezȋheЗȌnek ezek kВmbináciфi. A sík kereszЗmeЗszeЗek hiГВЗézise melleЗЗ, más hiГВЗézisekeЗ is alkalmazhaЗИnk, ГéldáИl az erősen görb“lЗ alakú ЗesЗek eseЗén a síkidВm kereszЗmeЗszeЗének adВЗЗ haЗvánМkiЗevő szerinЗi görb“lésének hiГВЗézise ȋlásd Гl. MUTTNYÁNSZKY [19]). 

A geВmeЗriai fВrmák, szerkezeЗ és nИmerikИs mфdszer, illeЗve az „elméleЗǳ ȋérЗsd: rúd- és héjel-méleЗȌ közöЗЗi kaГcsВlaЗВkaЗ lásd Гl. LÁMER [6]. 

ϯ.ϱ. ÁttekiŶtés a ŵodellezés toǀáďďi lépéseiről A mВdellezés ЗВvábbi léГései az alábbiak ȋlásd Гl. LÁMER [4,7,9,11]). 

1. OlМan kВВrdináЗarendszerЗ kell válaszЗani, amelМ „aИЗВmaЗikИsanǳ bizЗВsíЗja, hВgМ a rúd 
kereszЗmeЗszeЗei, illeЗve a héj vasЗagságai ne defВrmálфdjanak. Ehhez a rúd ЗengelМére, illeЗve a héj közéГfel“leЗére feléГíЗeЗЗ kВВrdináЗarendszerЗ kell alkalmazni. 

2. A belső erők egМensúlМára vВnaЗkВzфan fel kell használni, hВgМ a kéЗ, egМmáshВz „végЗelen“l közel fekvőǳ kereszЗmeЗszeЗben ébredő erők közöЗЗ a fВlМЗВnВsság Вkán kaГcsВlaЗ ЗalálhaЗф. A kaГcsВlaЗ nem más, minЗ a TaМlВr-sor. 

3. A rúd ГalásЗján, illeЗve a héj alsф és felső fel“leЗén ȋezek az eliminálЗ fel“leЗekȌ haЗф erőkeЗ a rúd ЗengelМére, illeЗve a héj közéГfel“leЗére kell áЗhelМezni ȋВЗЗ, minЗ eredő erőЗ és eredő nМВmaЗékВЗ kell meghaЗárВzniȌ. 
4. A rúd ЗengelМének, illeЗve a héj közéГfel“leЗének ГВnЗjaiban érЗelmezeЗЗ vekЗВrérЗékű belső erőkeЗ „széЗ kell kenniǳ a rúd kereszЗmeЗszeЗében, illeЗve a héj vasЗagsága menЗén. Ehhez ȋrészbenȌ fel kell használni azЗ a ЗénМЗ, hВgМ sem a rúd kereszЗmeЗszeЗe, sem a héj 

vastagsága nem válЗВzik. 
A rúdtengelyre, illetve a héj középfel“letére épített koordinátarendszer. ȋLásd Гl. LÁMER [9,11].) Rúd eseЗén a hárВm kВВrdináЗaЗengelМ iránМvekЗВra a rúdЗengelМ érinЗő- és kéЗ nВrmálvekЗВra. EzérЗ ebben az eseЗben a kereszЗmeЗszeЗ mind a defВrmálaЗlan, mind a defВrmálЗ helyzetben a ЗengelМ nВrmálsíkjába esik, nem válЗВzik az illeszkedés szöge, és nem válЗВzik a kereszЗmeЗszeЗeЗ hВrdВzф alЗér ЗíГИsa ȋa sík sík maradȌ. UgМanakkВr válЗВzik a rúdȋЗengelМȌ hВssza ȋa nВrmálvekЗВr nМúlásáЗ figМelembe vessz“kȌ, és a rúdȋЗengelМȌ alakja ȋa rúdЗengelМ görb“léséЗ és ЗВrziфjáЗ figМelembe vessz“kȌ. A rúd ЗengelМére feléГíЗeЗЗ kВВrdináЗarendszerben a defВrmálЗ állaГВЗbeli kereszЗmeЗszeЗeЗ a defВrmálaЗlan állaГВЗbeli kereszЗmeЗszeЗ merevЗesЗszerű lekéГezésével nМerj“k. (éj eseЗén a hárВm kВВrdináЗaЗengelМ iránМvekЗВra a héj közéГfel“leЗének nВrmál- és kéЗ érinЗővekЗВra. EzérЗ ebben az eseЗben a vasЗagság mind a defВrmálaЗlan, mind a defВrmálЗ helМzeЗben a közéГfel“leЗ nВrmálegМenesébe esik, nem válЗВzik az illeszkedés szöge, és nem válЗВzik a vasЗagságВЗ hВrdВzф alЗér ЗíГИsa ȋaz egМenes egМenes 
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maradȌ. UgМanakkВr válЗВzik a héjȋközéГlaГjáȌnak a hВssza és a szélessége, valaminЗ a közéГfel“leЗ kirajzВlhaЗф alakja ȋaz érinЗővekЗВrВk nМúlásaiЗ és szögválЗВzásaiЗ figМelembe vessz“kȌ, és héj ȋЗérben elfВglalЗȌ alakja ȋa héj közéГfel“leЗének görb“léséЗ-ЗВrziфjáЗ figМelembe vessz“kȌ. A héj közéГfel“leЗére feléГíЗeЗЗ kВВrdináЗarendszerben a defВrmálЗ állaГВЗbeli vasЗagságáЗ a defВrmálaЗlan állaГВЗbeli vasЗagság merevЗesЗszerű lekéГezésével nМerj“k. 
A belső erőkre vonatkozó egyensúlyi egyenlet és a folytonosság kapcsolata. ȋLásd Гl. CHOLNOKY [2], illeЗve MИЗЗnМánszkМ [ͳͻ].Ȍ PéldakénЗ az egМenes ЗengelМű rúd húzás-nМВmás igénМbevéЗeléЗ Зe-kinЗj“k. A rúdЗengelМ x kВВrdináЗájú ГВnЗjában haЗ az N(x) belső erő és az n(xȌ megВszlф Зerhelés. A rúdЗengelМ x + ∆x kВВrdináЗájú ГВnЗjában haЗ az N(x + ∆xȌ belső erő és az n(x + ∆ЛȌ megВszlф Зerhelés. A rúd anМagának fВlМЗВnВssága, a ∆x kicsinМsége Вkán az N belső erő sВrba fejЗheЗő az x ГВnЗban, és elegendő a sВrfejЗés első ЗagjáЗ megЗarЗani.   ሺ    ሻ   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ                                               ሺ ሻ EkkВr az egМensúlМ veЗ“leЗi egМenleЗe:   ሺ ሻ   ሺ    ሻ   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ       ሺ ሻ                    ሺ ሻ ÁЗrendezés ИЗán az egМensúlМ differenciális alakja a köveЗkező:   ሺ ሻ     ሺ ሻ                                                                           ሺ ሻ (asВnlф eljárással állíЗhaЗjИk elő a rúd és a héj igénМbevéЗeleire vВnaЗkВzф egМensúlМi egМenleЗe-

ket. 

A fesz“ltségeloszlások a keresztmetszetben, illetve a vastagság mentén. A rúd kereszЗmeЗszeЗe, va-laminЗ a héj vasЗagsága válЗВzaЗlanságának a köveЗkezménМe, hВgМ a nВrmálfesz“lЗség elВszlása állandф ȋnВrmálerő a rúdban, feszíЗőerő a Зárcsában és a héjbanȌ, illeЗve lineáris ȋhajlíЗф nМВma-ЗékВk a rúdban, a lemezben és a héjbanȌ. A hajlíЗási nМírфfesz“lЗség elВszlása a geВmeЗriai hiГВЗézisЗől f“ggeЗlen meggВndВlásВkkal adhaЗф meg ȋkvadraЗikИsȌ. A csavarф nМírфfesz“lЗség elВszlása lineáris ȋkörhenger alakú rúd eseЗében, lemez és héj csavarф nМВmaЗéka, minЗ a nМВmaЗékЗenzВr mellékáЗlфbeli kВmГВnenseȌ. A nВrmálfesz“lЗség elВszlásáЗ a bimВmenЗ, a nМírфfesz“lЗség elВszlásáЗ a csavarф nМВmaЗék eseЗén összeЗeЗЗebb eljárással ȋa kereszЗmetszet ЗВrziфnМВmaЗékának kiszámíЗásával, illeЗve a rИgalmasságЗan csavarási feladaЗának megВldásávalȌ haЗárВzhaЗjИk meg ȋlásd Гl. VLASZOV [22], LUZSIN [18], CHOLNOKY [2], illetve 

MUTTNYÁNSZKY [19]). 
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ϰ. A deforŵálható szilárd test értelŵezéséŶek lehetősége defor-

ŵálható és ŵereǀ kiegészítő alterek szorzatakéŶt 

ϰ.ϭ. Mereǀ és deforŵálható altér rúd, héj és test esetéŶ  A rúd eseЗében a ЗengelМ a defВrmálhaЗф alЗér, a kiegészíЗő alЗér a merev síkidВm ȋazaz a 
keresztmeЗszeЗȌ. A rúd összef“ggéseinek felírása sВrán rendszerinЗ kéЗ kereszЗmeЗszeЗ álЗal közrezárЗ rúdszeleЗeЗ vizsgálИnk. A héj eseЗében a közéГfel“leЗ a defВrmálhaЗф alЗér, a kiegészíЗő alЗér a merev szakasz ȋazaz a vasЗagságȌ. A héj összef“ggéseinek felírása sВrán rendszerinЗ kéЗ-kéЗ, a héj közéГfel“leЗére merőleges kВВrdináЗafel“leЗЗel kimeЗszeЗЗ héjszeleЗeЗ vizsgálИnk. AnalфgiakénЗ felveЗheЗő, hВgМ a merev alЗerek ȋsíkidВm → szakaszȌ „sВrǳ-ának köveЗkező eleme a ГВnЗ: síkidВm → szakasz → ГВnЗ, vagМis a hárВmdimenziфs ЗesЗ összef“ggéseinek felírása sВrán hárВm-hárВm, ГárВnkénЗ k“lönböző kВВrdináЗavВnalakhВz ЗarЗВzф kВВrdináЗafel“leЗЗel 
kimetszett (izoperimetrikИsȌ ЗéglaЗesЗeЗ kell vizsgálni ȋez mind a rИgalmasságЗanban, mind a kВnЗinИИmmechanikában ígМ is vanȌ. Az analфgia másВdik ága, a defВrmálhaЗф alЗerek „sВrǳ-ának ȋgörbe → fel“leЗȌ köveЗkező eleme maga a Зér: görbe → fel“leЗ → Зér. VagМis kínálkВzik az a leheЗőség, hВgМ a rúd és a héj minЗájára érЗelmezz“k a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗeЗ lВkálisan merev alЗerek ȋmerev „izВГerimeЗrikИsǳ ЗéglánМВkȌ segíЗségével. A szфszerinЗi „álЗalánВsíЗásǳ a köveЗkező. 
Egy Ω(q1,q2,q3Ȍ ЗesЗeЗ akkВr ЗekinЗ“nk Зérszerű ȋЗesЗszerűȌ geВmeЗriai ЗesЗnek, ha fennáll az alábbi kéЗ felЗéЗel. 

1. A ЗesЗ ЗekinЗheЗő, minЗ egМ hárВmdimenziфs ЗarЗВmánМ minden ГВnЗjára felfűzöЗЗ pontok ȋazaz merev „izВГerimeЗrikИsǳ ЗéglánМВkȌ összessége. 
2. A ЗesЗ ГВnЗjainak ȋazaz merev „izВГerimeЗrikИsǳ ЗéglánМВkȌ befВglalф méreЗei a ЗesЗ befВg-lalф méreЗeihez kéГesЗ elhanМagВlhaЗфak. FВrmálisan a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ az „izВГerimeЗrikИsǳ ЗéglánМВkkal ábrázВlhaЗф ȋlásd a ͳʹ. ábráЗȌ. 

 

ͷ͸. ábra. A „térszerűǳ geometriai forma ȋtestȌ értelmezése UgМanakkВr a megfВgalmazás egМik ВlvasaЗban ЗaИЗВlфgia ȋa hárВmdimenziфs ЗarЗВmánМ minden ГВnЗjára felfűzöЗЗ ГВnЗȌ, a másВdik ВlvasaЗban ellenmВndásЗ Зartalmaz (a hárВmdimenziфs ЗarЗВmánМ minden ГВnЗjára felfűzöЗЗ ЗéglaЗesЗȌ. A ЗaИЗВlфgia lénМege, hВgМ a hárВmdimenziфs ЗesЗ minden ГВnЗjáhВz érinЗőЗér csaЗВlhaЗф, de ГВnЗ nem, ИgМanis a ЗarЗВmánМ 
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maga kВnЗinИИmszámВsságú sВk ГВnЗ összessége. Az ellenЗmВndás lénМege, hВgМ ha a kВnЗinИИmszámВsságú sВk ГВnЗ mindegМikéhez véges méreЗű ЗéglánМЗ kaГcsВlИnk, akkВr azВk egМmásba meЗszenek, és nem alkВЗnak fВlМЗВnВs ГВnЗhalmazЗ a hárВmdimenziфs EИklideszi Зérben, vagМ ha a vizsgálЗ ЗarЗВmánМЗ Гl. véges sВk kВВrdináЗafel“leЗekkel véges méreЗű ЗéglánМВk összességére hasíЗjИk fel, akkВr a ЗesЗ geВmeЗriája ȋés majd az arra éГíЗeЗЗ elméleЗȌ f“gg az ВszЗásЗфl. Azaz a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ fВgalma egМ hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф és egМ nИlldimenzфs merev alЗér direkЗ szВrzaЗakénЗ nem érЗelmezheЗő ellenЗmВndásmenЗesen. 
ϰ.Ϯ. A test ŵeĐhaŶikai ǀiselkedéséŶek ŵodellezése ŵereǀ résztartoŵáŶǇok 
;tégláŶǇokͿ összességéǀel A fВrmális analфgia alaГján a merev alЗér a ЗéglánМВk merevЗesЗszerű elЗВlфdásáЗ és elfВrdИlásáЗ 
teszi leheЗővé; a ЗéglánМВk és a ГВnЗ „illeszkedési szögeǳ válЗВzaЗlan ȋlásd a ͳ͵. ábráЗȌ. 

 

ͷ͹. ábra. A test kinematikai jellemzése A fВrmális analфgia alaГján a merev alЗér, azaz a ЗéglánМВk „haЗ Вldalánǳ egМ-egМ eredő erő és 
egy-egМ eredő nМВmaЗék érЗelmezésЗ Зeszi leheЗővé ȋlásd a ͳͶ. ábráЗȌ. 

 ͳͶ. ábra. A ЗesЗ dinamikai jellemzése 

ϰ.ϯ. A ŵodellezés köǀetkező lépései A mВdellezés sВrán köveЗkező léГéseiЗ a ͵.ͷ. ГВnЗ alaГján ЗekinЗj“k áЗ. 
1. Olyan koordinátarendszert kell választani, amely „automatikusanǳ biztosítja, hogy a rúd ke-

resztmetszetei, illetve a héj vastagságai ne deformálódjanak.  
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A rúddal és a héjjal ellenЗéЗben ЗeЗszőleges, érЗsd: egМ hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф és egМ nИlldimenzфs merev alЗér direkЗ szВrzaЗakénЗ érЗelmezeЗЗ, hárВmdimenziфs ЗesЗ eseЗén ilМen kВ-ВrdináЗarendszer nem válaszЗhaЗф. A hárВmdimenziфs Зérben felveЗЗ ЗeЗszőleges kВВrdináЗarendszer ЗeЗszőleges fВlМЗВnВs lekéГezése sВrán a hárВmdimenziфs Зér meЗrikája ГВnЗrфl ГВnЗra válЗВzik. EgМeЗlen ВlМan lekéГezésȋcsВГВrЗȌ léЗezik, amelМ sВrán a meЗrika válЗВzaЗlan marad: az eИklidesziЗ Зér mВzgásainak csВГВrЗja ȋelЗВlás, elfВrgaЗás és З“krözésȌ. 
Ebben az esetben viszont alakválЗВzás nem léГ fel. 

2. A belső erők egyensúlyára vonatkozóan fel kell használni, hogy a két, egymáshoz „végtelen“lǳ 
közel fekvő keresztmetszetben ébredő erők között a folytonosság okán kapcsolat található. A 
kapcsolat nem más, mint a Taylor-sor. FВrmálisan ez a léГés végrehajЗhaЗф. PéldakénЗ az egМenes ЗengelМű rúd csavarási igénМbevéЗeléЗ ЗekinЗj“k. A rúdЗengelМ Л kВВrdináЗájú ГВnЗjában haЗ az M(xȌ belső nМВmaЗék és az m(x) megВszlф csavarф Зerhelés. A rúdЗengelМ x + ∆x kВВrdináЗájú ГВnЗjában haЗ az M(x + ∆xȌ belső nМВmaЗék és az m(x + ∆xȌ megВszlф csavarф Зerhelés. A rúd anМagának fВlМЗВnВssága, a ∆x kicsinМsége Вkán az M belső nМВmaЗék sВrba fejЗheЗő az x ГВnЗban, és elegendő a sВrfejЗés első ЗagjáЗ megЗarЗani.   ሺ    ሻ   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ                                               ሺ ሻ EkkВr az egМensúlМ nМВmaЗéki egМenleЗe:   ሺ ሻ   ሺ    ሻ   ሺ ሻ     ሺ ሻ    ሺ ሻ    ሺ ሻ       ሺ ሻ                    ሺ ሻ ÁЗrendezés ИЗán az egМensúlМ differenciális alakja a köveЗkező:   ሺ ሻ     ሺ ሻ                                                                           ሺ ሻ 

Ekkor az egМensúlМ veЗ“leЗi egМenleЗe: ÁЗrendezés ИЗán az egМensúlМ differenciális alakja a köveЗkező: (asВnlф eljárással nМerheЗj“k a ЗéglánМ eseЗében nМВmaЗéki egМenleЗek, de hármaЗ kaГИnk, és mindhárВm kВВrdináЗa iránМában érЗelmezeЗЗ nМВmaЗékvekЗВr szereГel mindhárВm nМВmaЗéki egМensúlМi egМenleЗben. 
3. A rúd palástján, illetve a héj alsó és felső fel“letén ható erőket a rúd tengelyére, illetve a héj 

középfel“letére kell áthelyezni ȋmint eredő erő és eredő nyomaték meghatározásaȌ. A rúd és héjelméleЗЗel ellenЗéЗben egМ hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф és egМ nИlldimenzфs merev alЗér direkЗ szВrzaЗakénЗ érЗelmezeЗЗ hárВmdimenziфs ЗesЗ eseЗében a ͵. „léГésǳ, érЗelmeЗlen, mivel nincs eliminálЗ kВВrdináЗa és nincs eliminálЗ Гerem. 
4. A rúd tengelyének, illetve a héj középfel“letének pontjaiban értelmezett vektorértékű belső 

erőket „szét kell kenniǳ a rúd keresztmetszetében, illetve a héj vastagsága mentén. Ehhez 
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ȋrészbenȌ fel kell használni azt a tényt, hogy sem a rúd keresztmetszete, sem a héj vastagsága 
nem változik. Ez az a „léГésǳ, ahВl ЗeЗЗen érheЗő, hВgМ a merev ЗéglánМВn érЗelmezeЗЗ belső erővekЗВr és belső nМВmaЗékvekЗВr a hárВmdimenziфs ЗesЗ vizsgálaЗ sВrán nem a „végsőǳ belső erő, hanem azВkaЗ, hasВnlaЗВsan a rúd- és a héjelméleЗekhez, széЗ kell kenni a merev alЗér ГВnЗjai fölöЗЗ. Ez rúd ese-Зében a kereszЗmeЗszeЗeЗ, héj eseЗén a vasЗagságВЗ, ЗesЗ eseЗén egМ ГВnЗВЗ jelenЗ. VagМis hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗ eseЗében nincs hВvá széЗkeni a belső erő- és nМВmaЗékvekЗВrЗ, azВkaЗ az adВЗЗ ГВnЗhВz kell köЗni. UgМanakkВr a nМВmaЗékvekЗВr, érЗelmezése szerinЗ, egМ erőnek egМ ГВnЗra veЗЗ nМВmaЗéka. Rúd és héj eseЗén a fesz“lЗség elsőrendű nМВmaЗékakénЗ érЗelmezz“k a hajlíЗф és a csavarф nМВmaЗékВЗ, a nМВmaЗékВkaЗ ЗeháЗ nem egМ ГВnЗhВz, hanem egМ véges Зer“leЗű síkidВmhВz ȋa kereszЗmeЗszeЗhezȌ, illeЗve egМ véges hВsszúságú szakaszhВz ȋa vasЗagsághВzȌ rendelj“k, minЗ belső erőЗ. TeháЗ ebben a kéЗ mВdellben belső ellenmВndás nincs. EgМ hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗ eseЗén fennáll az a kérdés, hВgМ mi is a ГВnЗhВz rendelЗ nМВmaЗék mechanikai ЗarЗalma, hiszen nem áll mфdИnkban erő×erőkar felbВnЗás alaГján magМarázaЗВЗ adni, vagМis a ГВnЗВnkénЗ bevezeЗeЗЗ nМВmaЗék egМ ВlМan 

matematikai fogalom, amely nem modellez mechanikai jelenségeЗ. A defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗnek véges ЗéglánМВkra valф felbВnЗása fВrmálisan felВldja ezЗ az ellenЗmВndásЗ abban az érЗelemben, hВgМ mind az erővekЗВrbфl, mind a nМВmaЗékvekЗВrbфl az adВЗЗ, véges méreЗű ЗéglánМ fel“leЗéhez, Гl. az elemi szilárdságЗan érvelése alaГján ȋlásd Гl. CHOLNOKY [ʹ]Ȍ, egМér-Зelműen leheЗ fesz“lЗségeЗ rendelni. UgМanakkВr hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗ eseЗén hárВm érЗelmezési nehézség mer“l fel. Az egМik, hВgМ ebben a megközelíЗésben nem érЗelmez“nk nМВmaЗéki fesz“lЗségeЗ, hanem a ЗéglánМВk fel“leЗén érЗelmezeЗЗ ȋlineárisanȌ válЗВzф fesz“lЗség adja a nМВmaЗékВЗ. A másik, hВgМ nincs garancia arra nézve, hВgМ a k“lönböző méreЗű ЗéglánМВkra valф felВszЗás eseЗén a ЗesЗ ИgМanazon pontjaiban 

ugyanolyan fesz“lЗségállaГВЗВЗ nМer“nk. Vég“l nincs arra nézve se garancia, hВgМ a ЗéglánМВkra ȋ„végeselemekreǳȌ ВszЗás mфdszerében a ЗéglánМВk Гeremén a fesz“lЗségek ȋés az alakválЗВzásВk, valaminЗ az elЗВlфdásВk és elfВrdИlásВkȌ fВlМЗВnВsak lennének. E kéЗ ИЗфbbi nehézség fennállásában bizВnМВsak leheЗ“nk. A harmadik nehézség vizsgálaЗával kezdj“k. A végeselemanalízis legfőbb léГéseinek egМike, hВgМ a részЗarЗВmánМra ВszЗásЗ köveЗően ВlМan egМenleЗekeЗ is figМelembe vesz az elméleЗ megalkВЗása sВrán, amelМ a részЗarЗВmánМВk haЗárán az állaГВЗf“ggvénМek ȋelЗВlфdásВk, alakválЗВzásВk, fesz“lЗségekȌ fВlМЗВnВsságáЗ ȋmég ha adВЗЗ hibahaЗárВn bel“l is, deȌ bizЗВsíЗja. A másВdik nehézség vizsgálaЗával fВlМЗaЗjИk. Minden végeselem eseЗén kВnvergencia vizsgálaЗВЗ végeznek, amelМ valamelМ feladaЗЗíГИs ȋГl. lineáris rИgalmasságЗanȌ adВЗЗ elemЗíГИsra ȋГl. rúdelem, héjelem, Зárcsaelem, Зérbeli végeselemȌ eseЗén meghaЗárВzЗa a részЗarЗВmánМВk azВn maЛimális méreЗeiЗ, amelМ melleЗЗ a számíЗási hiba adВЗЗ hibahaЗárВn bel“l van. 
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ϰ.ϰ. Köǀetkeztés A defВrmálhaЗф és merev kiegészíЗő alЗerek vВnal×síkidВm, fel“leЗ×szakasz „sВrВzaЗnakǳ a köveЗkező elemekénЗ felfВghaЗф Зér×ГВnЗ. UgМanakkВr, amíg a síkidВm és a szakasz érЗelmezheЗő merev ЗesЗkénЗ, addig a ГВnЗ nem. A rúd és a héj eseЗén a rúd defВrmálhaЗф alЗerének ȋa rúd ЗengelМénekȌ, illeЗve a héj defВrmálhaЗф alЗerének ȋa héj közéГfel“leЗénekȌ minden ГВnЗjáhВz fВrmálisan egМ elЗВlфdás vekЗВrЗ és egМ elfВrdИlás vekЗВrЗ rendel“nk. FВrmálisan, merЗ valфjában rúd eseЗén nem a rúd ЗengelМének egМ ГВnЗja fВrdИl el, hanem a rúd ЗengelМéhez köЗöЗЗ kereszЗmeЗszeЗ. PВnЗВsabban az egМdimenziфs rúdЗengelМnek a hárВmdimenziфs Зérben megadВЗЗ ȋfВlМЗВnВsȌ elЗВlфdása a kísérő Зriéder elfВrdИlásáЗ eredménМezi, és mivel a rúd kereszЗmeЗszeЗéЗ a rúdЗengelМ kísérő Зriéderéhez köЗöЗЗ“k, vele fВrdИl a rúd kereszЗmeЗszeЗe is. (asВnlфan ehhez, héj eseЗén nem a héj közéГfel“leЗének egМ ГВnЗja fВrdИl el, hanem a héj közéГfel“leЗéhez köЗöЗЗ vasЗagság. PВnЗВsabban a kéЗdimenziфs héjfel“leЗnek a hárВmdimenziфs Зérben megadВЗЗ ȋfВlМЗВnВsȌ elЗВlфdása a kísérő Зriéder elfВrdИlásáЗ eredménМezi, és mivel a héj vasЗagságáЗ a héjfel“leЗ kísérő Зriédéréhez köЗöЗЗ“k, vele fВrdИl a héj vasЗagsága is. FВlМЗaЗva az analфgiáЗ, a defВrmálhaЗф szilárd ЗesЗ ȋgörbevВnalú kВВrdináЗarendszernek ЗekinЗveȌ minden ГВnЗjáhВz egМ „merev ГВnЗВЗǳ rendelve, a görbevВnalú kВВrdináЗarendszer minden ГВnЗjáhВz hВzzárendelЗ kísérő Зriéder elfВrdИlása adja meg a kísérő Зriéderhez rendelЗ „merev ГВnЗǳ elfВrdИlásáЗ. Maga a megfВgalmazás egМrészЗ nem érЗelmezheЗő, hiszen a ГВnЗ, nem lévén kiЗerjedése, nem fВrdИl el, másrész nem szВlgál új isme-reЗЗel, mivel a kВnЗinИИmmechanikábфl, a rИgalmasságЗanbфl ismerЗ, hВgМ nem egМ ГВnЗ fВrdИl el, hanem a ГВnЗ körnМezeЗe, illeЗve a ГВnЗВn áЗhaladф iránМvekЗВr ȋérinЗő vekЗВrȌ fВrdИl el 
(LOVE [16], LUR’E [17], LÁMER [8-ͳͲ]Ȍ. Ennek megfelelően a hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗ kinemaЗikai szabadságfВka egМed“l a ГВnЗjainak az elЗВlфdása, ЗВvábbá a hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗben f“ggeЗlen elfВrdИlásvekЗВr nem érЗelmezheЗő. Ezzel összhangban, ИЗalva a nМВmaЗék erő×erőkar érЗelmezésére, megmИЗaЗhaЗф, hВgМ a hárВmdimenziфs defВrmálhaЗф ЗesЗ×merev ГВnЗ kВnsЗrИkciфjú ЗesЗ dinamikai szabadságfВka egМed“l a ГВnЗjaiban érЗelmezeЗЗ fesz“lЗségЗenzВr, ЗВvábbá „nМВmaЗékiǳ fesz“lЗségЗenzВr nem érЗelmezheЗő. A klasszikИs rúd és héj minЗájára az elЗВlфdással és fesz“lЗségЗenzВrral érЗelmezeЗЗ kВnЗinИИmВЗ klasszikИs kВnЗinИИmnak nevezz“k. A fenЗi eredménМek megfВgalmazhaЗфk úgМ, hВgМ a klasszi-kИs kВnЗinИИm a kВnЗinИИm minden ГВnЗjáhВz hВzzárendelheЗő elfВrdИlásvekЗВr és „nМВmaЗékiǳ fesz“lЗségЗenzВr bevezeЗésével nem álЗalánВsíЗhaЗф. A nМerЗ eredménМek összhangban vannak néhánМ kВrábbi kИЗaЗási eredménnМel ȋKUNYIN [3], 

LÁMER [5]). A ГeriВdikИs elrendezésű diszkréЗ rendszer érЗelmezheЗő álЗalánВsíЗВЗЗ kВnЗinИИmkénЗ ȋrácskВnЗinИИmkénЗȌ ВlМ mфdВn, hВgМ a diszkréЗ ГВnЗhalmaz feleЗЗ fВlМЗВnВs érЗelmezési ЗarЗВmánМú eltolфdás, elfВrdИlás és ЗВvábbi kinemaЗikai, valaminЗ fesz“lЗségi, „nМВmaЗékiǳ fesz“lЗségi és ЗВvábbi dinamikai válЗВzфk érЗelmezheЗők, és az ezek meghaЗárВzására levezeЗeЗЗ 
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fВlМЗВnВs Гarciális differenciálegМenleЗekkel leírЗ rendszer lenne az álЗalánВsíЗВЗЗ kВnЗinИИm. 
Megjegyzés. A belső szabadságfВkВkaЗ valфjában nem egМ kВnЗinИИmszámВsságú ГВnЗhalmaz minden ГВnЗjáhВz, hanem az abba ágМazВЗЗ, véges számú ГВnЗhВz rendelj“k ȋlásd Гl. KUNYIN [3], 

LÁMER [12-15]). Ezek ismerЗeЗése kív“l esik jelen ЗanИlmánМ kereЗein. 
ϱ. Összefoglalás 

A ЗanИlmánМban a rúd- és héjelméleЗ bevezeЗésének leheЗőségéЗ a hárВmdimenziфs eИklideszi Зér merev és defВrmálhaЗф ȋkiegészíЗőȌ alЗerekre bВnЗásának segíЗségével mИЗaЗЗИk be. Ennek sВrán a rИdaЗ egМ defВrmálhaЗф vВnal és egМ merev síkidВm, a héjaЗ egМ defВrmálhaЗф fel“leЗ és 
egy merev szakasz direkЗ szВrzaЗakénЗ állíЗВЗЗИk elő. MegmИЗaЗЗИk, hВgМ a direkЗ szВrzaЗВk 
elemeinek egyenkénЗi jellemzése alaГján a rИdakaЗ és a héjakaЗ, minЗ geВmeЗriai fВrmákaЗ csВГВrЗВsíЗhaЗjИk/ВszЗálМВzhaЗjИk. Rúd eseЗében ГéldáИl egМenes, síkgörbe, Зérgörbe ЗengelМű rúd, állandф és válЗВzф kereszЗmeЗszeЗű rúd, egМszeresen vagМ Зöbbszörösen összef“ggő kereszЗmeЗszeЗű rúd vezeЗheЗő be. (éj eseЗében ГéldáИl sík közéГfel“leЗű Зárcsa, illeЗve lemez, egМszer, illeЗve kéЗszer görb“lЗ közéГfel“leЗű héj, egМszeresen vagМ Зöbbszörösen összef“ggő közéГfel“leЗű héj, állandф és válЗВzф vasЗagságú héj érЗelmezheЗő. MegmИЗaЗЗИk, hВgМ a direkЗ szВrzaЗ elemeinek defВrmáciфja alaГján rúd- és héjelméleЗi ВszЗálМВk haЗárВzhaЗфk meg. NégМ f“ggeЗlen ВszЗálМ k“löníЗheЗő el. 
Klasszikus rúd- és héjelmélet: csak a rúd ЗengelМe és a héj közéГfel“leЗe defВrmálфdik, a rúd 
tengelМe és kereszЗmeЗszeЗe, valaminЗ a héj közéГfel“leЗe és vasЗagsága álЗal bezárЗ szög nem válЗВzik, ЗВvábbá a rúd kereszЗmeЗszeЗe, illeЗve a héj vasЗagsága nem defВrmálфdik. 
Nyírt rúd- és héjelmélet: a rúd ЗengelМe és a héj közéГfel“leЗe defВrmálфdik, valaminЗ a rúd Зenge-lМe és kereszЗmeЗszeЗe, valaminЗ a héj közéГfel“leЗe és vasЗagsága álЗal bezárЗ szög válЗВzik, ЗВ-vábbá a rúd kereszЗmeЗszeЗe, illeЗve a héj vasЗagsága nem defВrmálфdik. 
Öblösödő rúd- és héjelmélet: a rúd ЗengelМe és a héj közéГfel“leЗe defВrmálфdik, a rúd ЗengelМe és kereszЗmeЗszeЗe, valaminЗ a héj közéГfel“leЗe és vasЗagsága álЗal bezárЗ szög nem válЗВzik, a rúd 
kereszЗmeЗszeЗe, illeЗve a héj vasЗagsága a sajáЗ síkjábфl, illeЗve egМeneséből defВrmálфdik. 
Kontrahálódó rúd- és héjelmélet: a rúd ЗengelМe és a héj közéГfel“leЗe defВrmálфdik, a rúd ЗengelМe és a kereszЗmeЗszeЗe, valaminЗ a héj közéГfel“leЗe és vasЗagsága álЗal bezárЗ szög nem válЗВzik, a rúd kereszЗmeЗszeЗe, illeЗve a héj vasЗagsága a sajáЗ síkjában, illeЗve egМenesében defВrmálфdik. A hárВm nemklasszikИs válЗВzaЗbфl keЗЗő-keЗЗő, vagМ mindhárВm „összevВnhaЗфǳ. Ennek megfe-lelően elviekben   ቀ  ቁ  ቀ  ቁ  ቀ  ቁ    leheЗséges rúd- és héjelméleЗi válЗВzaЗ/mВdell érЗelmezheЗő. Megjegyzés. K“lönböző nМírási, öb-lösödi és kВnЗrahálфdási f“ggvénМek bevezeЗésével k“lönböző alválЗВzaЗВk k“löníЗheЗők el. 



Conference on Problem-based Learning  University of Debrecen 

in Engineering Education 12.10.2018  Faculty of Engineering 

MegmИЗaЗЗИk, hВgМ defВrmálhaЗф Зérbeli ЗesЗ nem érЗelmezheЗő defВrmálhaЗф hárВmdimenziфs alЗér és a nИlldimenziфs merev kiegészíЗő alЗér direkЗ szВrzaЗakénЗ. MáskéГГen megfВgalmazva a klasszikИs kВnЗinИИm a kВnЗinИИm minden ГВnЗjáhВz hВzzárendelheЗő elfВrdИlásvekВr és „nМВmaЗékiǳ fesz“lЗségЗenzВr bevezeЗésével nem álЗalánВsíЗhaЗф. 
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