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A rud és a héj fogalmanak bevezetése a harom-
dimenzios euklideszi tér merev és deformalhato

kiegészitd alterekre bontasanak segitségével
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Debrecen Egyetem, glamer@eng.unideb.hu

Abstract. In the paper we show the possibility of introduction of rod’s and shell’s theory using partitioning the
three-dimensional Euclidean space for complementary rigid and deformable subspace.

Kulcsszavak. riid- és héjelmélet, Bernoulli-Navier-hipotézis, Kirchhoff-Love-hipotézis, merev és deformdlhaté
kiegészitd alterek, merev test és merev keresztmetszet analégia, merev test és merev vastagsdg analdgia

Bevezetés

Az anyagi pont mechanikai viselkedését az anyagi pontra hat6 erével és az anyagi pont eltol6da-
saval (palyagorbéjével) jellemezziik. A merev test mechanikai viselkedését a merev testre haté
er6vel és nyomatékkal, valamint a merev test egy referenciapontjanak eltol6édasaval
(palyagorbéjével) és a merev testnek a referenciapontja koriili elforduldasaval jellemezziik. A
deformalhaté szilard test mechanikai viselkedését alapvetGen a test alakjanak megvaltozasaval,
valamint a testben beliil ébredé bels6 er6kkel (fesziiltségekkel) jellemezziik. Az alak
megvaltozasanak, illetve a fesziiltség bevezetéséhez ugyan alkalmazzuk mind az eltolédasnak,
mind az erének a fogalmat, de mind az eltolédast, mind a bels§ er6t nem a test
referenciapontjdhoz, hanem a test minden pontjadhoz hozzarendeljiik. Egytttal olyan jelenséget
vizsgalunk - az alak megvaltozasa -, amelyet eddig figyelmen kiviil hagytunk.

Két egyedi test — a karcsu rud és vékony héj - esetében kijeldlhet6 a testnek egy-egy ,elemi”
része — rud esetén a rudtengelyre meréleges két, egymashoz kozelfekvs keresztmetszet altal
kimetszett elemi rudszelet, héj esetén a héj kozépfelilletére merdleges két-két, egymashoz
kozelfekv6 és egymasra is merdleges metszd feliilet altal kimetszett elemi héjszelet -, amely a
test egészéhez képest kicsinynek tekinthetd. Ezért feltételezhetd, hogy a test elemi részének
viselkedése elsé kozelitésben, csakigy, mint egy test egészének esetében, merev testként
modellezhet6. Ez lehet6vé teszi egyrészt, hogy a rdd és a héj viselkedését merev
keresztmetszetek és a merev vastagsagok egyilitteseként irjuk le, masrészt, hogy a
keresztmetszet és a vastagsag kinematikai és dinamikai jellemzését a merev test viselkedésének
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rud tengelye és a héj kozépfeliilete megvaltoztatja az alakjat. Ez a kozelités sugallja, hogy az
Euklideszi teret bontsuk fel egy merev és egy deformalhat6 (kiegészit6) altérre.

A modellalkotdsban a merev altérben felhasznalhaté a merev test analdgiaja, a (kiegészits)
deformalhaté altérben a deformdlddas jellemzésére a folytonossag fogalmat, és az ahhoz
kapcsol6d6 matematikai apparatust kell alkalmazni. Ez utébbi az oka annak, hogy a folytonos (és
topologiailag rendezett) ponthalmazokon értelmezett testek mechanikai viselkedését leiro
Osszefliggések (alakvaltozasok, egyensulyi, illetve mozgasegyenletek) parcialis differencialis
kifejezésekkel, illetve parcialis differencidlegyenletekre vonatkoz6 (kezdetiérték- és)
peremérték-feladatok formajaban irhaték fel.

A mechanika alapfogalmait altaldban az anyagi pont és a merev test mozgasanak vizsgalata
soran sajatitjuk el. A deformalhat6 szilard testek mechanikai viselkedését els6sorban nem a test
helyvaltoztaté mozgasa, hanem a test alakjadnak megvaltozasa jellemzi. Ez utébbi 1ényegében
eltéré mechanikai jelenség, mivel az anyagi pont térbeliségétél egyszertien eltekintiink, a merev
test esetén annak méreteit valtozatlannak tekintjik. Az alak megvaltozasat a testben kijelolhetd
gorbék hosszanak és a gorbék altal bezart szogek megvaltozasaval jellemezhetjiik. A
deformalhaté szilard test alakjanak megvaltozasa fliggetlen a test egészének mozgasatol, ezért
ugy tekinthetjlik, hogy a test alakjanak megvaltozasat kivalté (kiils6) erék egyensulyban vannak.
A test egyes modelljeinek mechanikai jellemzése az alabbiakban foglalhat6 6ssze.

1. Anyagi pont, merev test, deformalhato szilard test

Az anyagi pont mechanikai viselkedését az anyagi pontra hat6 erével és az anyagi pont eltol6da-
saval (palyagorbéjével) jellemezziik. A modellben azt a tényt, hogy egy haromdimenzids testet
vizsgalunk, egyszer(ien figyelmen kiviil hagyjuk: sem a testnek a referencia pont koriili forgasat,
sem a test alakjanak megvaltozasat nem vessziik figyelembe. Ezzel 6sszhangban a testre hato
er6knek kiilon-kiilon a testre gyakorolt hatasat, valamint a test referencia pontjara vett
nyomatékainak létezését figyelmen kiviil hagyjuk, és csak a referenciapontban vett eredd er6t
vesszik figyelembe (lasd az 1. dbrat).

ey

1. dbra. Az anyagi pont mechanikai jellemzése

A merev test mechanikai viselkedését a merev testre hato erével és nyomatékkal, valamint a me-
rev test egy referenciapontjanak eltolédasaval (palyagorbéjével) és a merev testnek a
referenciapontja koriili elfordulasaval jellemezziik. A modellben azt a tényt, hogy egy
haromdimenzids test a rd hato erék hatdsa alatt méreteit és alakjat megvaltoztatja, egyszertien
figyelmen kiviil hagyjuk: a testnek a referencia pont kortili forgasat figyelembe vessziik, de a test
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alakjanak megvaltozdsat nem vessziik figyelembe. Ezzel 6sszhangban a testre haté er6knek a
test referencia pontjara vett nyomatékainak 1étezését figyelembe vessziik, de az er6knek kiilon-
kiillon a testre gyakorolt hatdsat figyelmen kiviil hagyjuk, kovetkezésképpen az eréknek a
referenciapontban vett eredd erejét és ered6 nyomatékat vessziik figyelembe (lasd a 2. abrat).

2. dbra. A merev test mechanikai jellemzése

A deformalhat6 szilard test mechanikai viselkedését harom szempont szerint jellemezziik: 1.) a
deformalhaté szilard test megvaltoztatja az alakjat (lasd a 3. dbrat), 2. a deformalhaté szilard
testben bels6 erdk (fesziiltségek) ébrednek, 3.) a kiillénb6z6 anyagbdl allé6 deformalhaté szilard
test alakjdnak megvaltozasa fligg az anyag fajtajatol. Az anyagi viselkedés, a teljesség igénye
nélkiil, lehet rugalmas, képlékeny, viszk6zus. A modellben azt a tényt helyezziik el6térbe, hogy a
haromdimenzidés test a ra haté er6k hatdsa alatt méreteit és alakjat megvaltoztatja. Ezzel
O0sszhangban nem a testre haté erdknek a test referencia pontjara vett eredd erejét és
nyomatékat vessziik figyelembe (hiszen a test egészének mozgasat nem vizsgaljuk), hanem az
egyes er6knek a testre gyakorolt hatasat kovetjliik nyomon a testen beliil, pontrél pontra.

3. dbra. A deformdlhaté szildrd test kinematikai jellemzése.

A pdlcaszerii és a szeletszeril test értelmezése

Altalanossagban a testben kijelolhetd tetszéleges gorbék és feliiletek a kiilsé erék hatasa alatt
megvaltoznak: a gorbék és felliletek ,deformaciéja” (értsd: leképezése) nem merevtestszert, ha-
nem a hosszak és a gorbiiletek megvaltozasaval jar egyiitt; ugyanakkor ez a valtozas, azaz a leké-
pezés, folytonos. Mindemellett az egyes gorbék egy-egy kisebb szakaszanak, vagy a feliiletek egy-
egy kisebb feliiletidomanak leképezése kozelithetd merevtestszerii leképezéssel. (Példaként
gondoljunk a fiiggvény érint6jének és a fliggvény alatti tertliletnek a szemléletes kozelitd
meghatarozasra.) Vildgos, hogy ez csak kozelités lehet, a pontos leirashoz a kozelitést végtelentil
kicsiny szakaszra, illetve feliiletidomra kell ,kiterjeszteni”, azaz hataratmenetet Kell
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végrehajtani. (A nyilvanvalé analégia a differenciadl- és integralszamitasban alkalmazott
hataratmenet.) A haromdimenziés test esetében rendszerint élliink is ezzel a mddszerrel; lasd a
deformdalhaté szilard testekre vonatkozd rugalmassagtant, képlékenységtant, vagy a
kontinuummechanikat [2,16,17].

A 3. dbran a deformadlhat6 szilard testben kijeldltiink két résztartomanyt: egyiket palca-
szerlinek, a masikat szeletszer(inek abrazoltuk. A kijeloléshez az els6 esetben négy, egy-egy
(azonos) koordinatavonalban metsz6d6 koordinatafeliiletet, a masodik esetben két, ugyanahhoz
a két koordinatdhoz tartozd koordinatafeliiletet alkalmaztunk. A négy koordinatafeliilettel
értelmezett palcaszerli test esetében a Kkoordinatafelilletek metszésvonalaihoz tartozé
koordinatat Kkitiintetett koordinitanak, a madasik két koordinatat elimindlt koordindtanak
nevezzik. (Az elnevezés értelmét az adja, hogy a ridelméletben a rddtengelyen értelmezett
valtozé szerepel, a keresztmetszetben értelmezett masik kettd6 nem [4,7,9,11].) A négy
koordinatafeliilettel értelmezett palcaszer(i testnek értelmezziik a hosszat és a keresztmetszetét.
A palcaszer(i test hossza a Kitiintetett koordinatavonalakbdl az eredeti test pereme altal
kimetszett gorbeszakaszok hossza koziil a legnagyobb. A palcaszerii test keresztmetszete a
kitiintetett koordinatavonal egyes pontjain athalad6é (az eliminalt koordinatakat tartalmazo)
koordinatafeliiletb6l a négy koordinatafeliilettel kimetszett felliletidoma. A palcaszerd testet
akkor fogjuk, mechanikai technikus terminus szerint, rudszeriinek, vagy matematikai
szempontbdl vonalszeriinek nevezni, ha a palcaszerii test bArmely keresztmetszetének atmérdje
elenyészden Kkicsiny a test hosszahoz viszonyitva. A két koordinatafeliilettel értelmezett test
esetében, hasonlé moédon a rud esetéhez, a koordinatafeliiletekhez tartozé koordinatakat
kitiintetett koordinataknak, a harmadik koordinatat eliminalt koordinatanak nevezziik (lasd
uo.). A két koordinatafeliilettel értelmezett szeletszer(i testnek értelmezziik a hosszat és a
szélességét, valamint a vastagsagat (amit az egyontetii nyelvhasznalat okan helyenként kereszt-
metszetnek is fogunk nevezni). A szeletszer(i test vastagsaga az eliminalt koordinatavonalakbol
a két koordinatafeliilettel kimetszett gorbeszakaszok hossza kozil a legnagyobb. A
vastagsagokat felez6 koordinatafeliiletet a szeletszerli test kozépfeliiletének nevezziik. A
kozépfeliiletb6l az eredeti test pereme altal kimetszett feliiletidom a szeletszerii test kozép-
feliiletidoma (kozéplapja). A kozép-feliiletidom atmérdjét tekintjiik a szeletszerii test hosszanak,
a masodlagos atmérojét szélességének. A szeletszer(i testet akkor fogjuk, mechanikai technikus
terminus szerint, héjszerilinek, vagy matematikai szempontbdl feliiletszertinek nevezni, ha a
szeletszer( test vastagsaga elenyészd6en Kicsiny a test hosszahoz és szélességéhez viszonyitva.

Az ,elenyészben kicsiny” méretek értelmezése egy-egy testen beliil sugallja annak a lehet6ségét,
hogy az ,elenyészéen kicsiny” méretli geometriai alakzat a test deformacidja soran nem, vagy
csak elenyész6 (értsd: elhanyagolhaté) mértékben valtozik. Azaz, szemléletesen a 3. dbrara
hivatkozva, a rudszerii test keresztmetszetei nem deformalédnak, azok merev sikidomként
képezédnek le, mig a keresztmetszeten &athaladd egyes kitiintetett koordinatavonalak (a
merevtestszerli keresztmetszet korlatoz6 hatasa mellett) meggorbiilnek, torzulnak és
megnyulnak. Ehhez hasonlatosan, ismét szemléletesen a 3. abrara hivatkozva, a héjszer( test
keresztmetszetei (értsd: vastagsagai) nem deformalédnak, azok merev szakaszokként
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képezddnek le, mig a keresztmetszeten athaladd egyes kitiintetett koordinatavonalak alkotta
koordinatafeliiletek (a merevtestszerli keresztmetszet korlatozé hatasa mellett) meggorbiilnek,
torzulnak és megnyudlnak. Az igy értelmezett testek tekinthetdek félig merev és félig
deformalhaté testnek, masképpen fogalmazva az Euklideszi tér egy-egy egyedi alaku teste
esetében szemléletesen értelmeztilk a haromdimenzios Euklideszi tér felbontadsat merev és
deformalhat6 kiegészitd alterekre.

A fentiek alapjan lehet6ség nyilik arra, hogy a riudszer( és héjszer(i testek mechanikai jellemzése
soran felhasznaljuk a merev testet jellemz& mechanikai viselkedést. Nevezeten, hogy a kereszt-
metszetek eltolédnak és elfordulnak, de nem deformdalédnak, valamint, hogy egy-egy
keresztmetszetben annak referenciapontjdhoz csak (ered6) er6t és (ered6) nyomatékot
rendeljlink. Ugyanakkor a radszer( test keresztmetszetét fizikai testként két metszé sik kozé esé
szeletként értelmezziik, tehat a keresztmetszet két ,oldal”’-ahoz kell egy-egy bels6 erét rendelni.
Hasonlatosan ehhez a héjszeri test keresztmetszetét fizikai testként két-két metszd sik kozé es6
kettds szeletként értelmezziik, tehat a ,keresztmetszet” négy ,oldal”’-dhoz kell egy-egy bels6 erét
rendelni.

A haromdimenzids Euklideszi tér felbontasa merev és deformalhaté kiegészit6 alterekre
egyrészt lehet6vé teszi, hogy a merev test mechanikdjanak alapfogalmait alkalmazzuk a merev
altérre, masrészt sziikségessé teszi, hogy kiterjesztjiik a merev test mechanikdjanak fogalmait a
deformalédé altérre. A felbontds azt is lehet6vé teszi, hogy ridszeri test esetében egy, héjszerii
test esetében két valtozdban Kkelljen a Kkiterjesztést végrehajtani, és ne rogton mindharom
valtozdban.

A rad és héj mechanikai viselkedésének modellezése a haromdimenzids Euklideszi tér merev és
deformalhat6 kiegészitd alterekre bontasa segitségével az alabbi 1épésekbdl all 6ssze.

- Az egyedi geometriai testek (rud és héj) értelmezése

- Arudak és héjak egyedi mechanikai viselkedésének értelmezése (a keresztmetszetek leké-
pezésének és keresztmetszetben ébredd erdk eloszlasanak korlatozasa; az eliminalt koor-
dinatak szerint rogzitett eloszlasok meghatarozasa)

- A rudak és héjak egyedi mechanikai viselkedésének leirasa (a keresztmetszetek
egymashoz viszonyitott eltéré leképezését, és az egyes keresztmetszetben eltérd belsé
er6k ébredését leird Osszefliggések meghatarozasa; a Kkitlintetett koordinatadk szerinti
valtozasokra vonatkozo egyenletek felallitasa)

- Arudak és héjak egyedi mechanikai viselkedése leirasa matematikai feltételének, a felalli-
tott elmélet alkalmazasa korlatainak meghatarozasa

Jelen tanulmanyban az elsé két pontot tekintjik at, és ramutatunk arra, hogy milyen
matematikai apparatus alkalmazasa sziikséges ahhoz, hogy a harmadik pontot végre lehessen
hajtani, de magukat az Osszefiiggéseket mar nem vezetjiik le. A tovabbiakban attekintjik a
negyedik pont f6bb feltételeit. Végezetiil kitériink arra, hogy a hdromdimenziés Euklideszi tér
merev és deformalhaté kiegészité alterekre bontasa nem ,altalanosithaté” tovabb tér-pont



Conference on Problem-based Learning
in Engineering Education 12.10.2018

University of Debrecen
Faculty of Engineering

felbontasra, azaz a haromdimenzios test esetében a merevtestszeri modell a tér null-méretl
alterére nem alkalmazhaté.

2. Arud és héj, mint egyedi geometriai test

2.1. Arud, mint vonalszer(i geometriai forma (test)

Egy Q(s,q,q%) testet akkor tekintliink vonalszerii (rudszerli) geometriai testnek, ha fennall az
alabbi két feltétel.

1. A test tekinthetd, mint egy gorbére felfiizott sikidomok 0sszessége.
2. Atest sikidomainak befoglalé méretei a test hosszahoz képest elhanyagolhatoak.

A fenti két feltétel matematikailag az alabbi médon fogalmazhat6 meg. A test el6allithato az s ko-
ordinatavonalon megadott L = [s1,s2] gérbeszakasz és az s koordinatatoél sima moédon fiiggd K(s)
sikidomok (keresztmetszetek) direkt szorzataként: Q = LxK(s) (lasd a 4. abrat). A geometriai
forma fenti értelmezésében az L a rud tengelyét, egyuttal a rad hosszat (is) jeldli; a K(s)
sikidomok a keresztmetszetek, amelyek befoglald méreteit, illetve atmérdjét és masodlagos
atméréjét a(s), illetve b(s), ezek legnagyobb értékeit g, illetve b jeloli (l1asd a 4. abrat). Ennek
megfelel6en, ha << jel6li (balrdl jobbra olvasva) a nagysagrendben kisebb dsszefiiggést, akkor
fennall az a, b << L 0sszefiiggés.

A vonalszerti test értelmezéséhez hozza tartozik a test részletes vizsgalata. Példaul a vonalszer(
testek osztalyozasa a tengelye alapjan (egyenes, sikgorbe, térgorbe), a keresztmetszete alapjan
(sikidom-feliiletidom, valtozé-allandd, egyszeresen-tobbszordsen osszefiiggo, alakja «A, o, o, [, U,
L stb.», dsszetettsége és az a és b egymashoz viszonyitott nagysagrendje szerint), a tengely és a
keresztmetszet illeszkedése alapjan (szog, doféspont, a sikidom tehetetlenségi féiranyainak és a
gorbe normalvektorai egymdashoz viszonyitott elrendezése szerint). Ennek ismertetésétol
eltekintiink.

4. dbra. A vonalszerii geometriai forma (test) értelmezése
2.2. A héj, mint fellletszer( geometriai forma (test)

Egy 2(q,q%s) testet akkor tekintiink feliiletszer®i (héjszerli) geometriai testnek, ha fenndll az
alabbi két feltétel.
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1. A test tekinthetd, mint egy feliiletidomra felflizott egyenes szakaszok 6sszessége.
2. Atestvastagsaga a feliiletidom hosszahoz és szélességéhez képest elhanyagolhaté.

A fenti két feltétel matematikailag az aldbbi mddon fogalmazhaté meg. A test el6allithato a gt és
q? koordinatafeliileten megadott K[q!,q?] feliiletidom és az s koordinatavonalon megadott, a g1 és
q? koordinataktdl sima modon fiiggd v = [s1(q1,g%),52(q1q?)] egyenes szakaszok (vastagsagok =
keresztmetszetek) direkt szorzataként: 2 = Kxv(q',q?) (lasd az 5. abrat). A geometriai forma fenti
értelmezésében a K (s = 0) a héj kozépfeliiletét, egyuttal a héj kozépfeliiletén a héjbol kimetszett
feltiletidomot (is) jeloli; a K kozépfeliileten a test pereme altal kimetszett feliilletidom befoglalo
méreteit, illetve atmérdjét és masodlagos atmérdjét, mint a feliiletidom és egyuttal a feliiletszeri
test szélességet és hosszat 4, illetve B jeloli (lasd az 5. abrat). Ennek megfelel6en fennall a v << 4,

B 0sszefiiggés.

A feliiletszeri test értelmezéséhez hozza tartozik a test részletes vizsgalata. Példaul a
feliiletszer®i testek osztdlyozasa a kozépfeliilete alapjan (sik, egyszer, illetve kétszer gorbiilt
feliilet, egyszeresen-tobbszordsen Osszefliggd, alakja «A, o, © stb.» és az A és B egymashoz
viszonyitott nagysagrendje szerint), a keresztmetszete alapjan (egyenes-gorbe, valtoz4-allando),
a kozépfeliilet és a keresztmetszet illeszkedése alapjan (szog). Ennek ismertetésétdl eltekintiink.

5. dbra. A feliiletszerii geometriai forma (test) értelmezése

3. Arud és héj mechanikai viselkedésének bevezetése a merev

alterek — keresztmetszet és vastagsag — segitségével

3.1. A hdromdimenzids Euklideszi tér mechanikai viselkedésének felbontdsa a

tér merev és deformalhato kiegészitd alterekre bontasa segitségével

A haromdimenzidés Euklideszi tér felbontdsa merev és deformalhat6 kiegészit6 alterekre maga
utdn vonja azt is, hogy felbontjuk a haromdimenziés Euklideszi tér mechanikai viselkedését
merev és deformalhato kiegészito alterek viselkedésére. A felbontas alapgondolata, hogy van egy
deformalhaté altér (gorbe, vagy feliilet) és van egy merev, vagyis nem deformalhaté altér

(sikidom, illetve egyenes szakasz).

A vonalszert test esetében az alabbi deformacidk lehetségesek. A test tengelye, mint gorbe
- nyulik,
- valtozik a gorbiilete
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- valtozik a torzidja.

A vonalszer( test esetében az aldbbi deformaciék nem lehetségesek. A test tengelyének, mint
gorbének, és a test keresztmetszetének, mint sikidomnak
- nem valtozik az illeszkedési szoge, tovabba
a test keresztmetszetének, mint sikidomnak
- nem valtozik az alakja (a sajat sikjaAban nem deformal6dik, azaz nem kontrahalédik),
- nem valtozik az altér gorbiilete (a sajat sikjabdl nem deformalédik, tovabbra is stk marad,
azaz nem hajlik meg és nem 6blosodik ki).

A fenti kinematika jellemzéssel dsszhangban a vonalszer(i test esetében az alabbi bels6 erdk ér-
telmezhetGek. A test tengelyének deformacioja kapcsan

- anyulashoz normalerdt,

- agorbiletvaltozashoz hajlit6 nyomatékot,

- atorziovaltozashoz csavaré nyomatékot
rendeliink.

A test tengelye, mint gorbe, és a test keresztmetszete, mint sikidom
- illeszkedési szogének valtozatlansaga okan hajlitasi nyiréerot
nem értelmezziik.

Megjegyzések. 1. Az egyensuily miatt értelmeziink hajlitadsi nyiréer6t, de nem kotjiik a rud
(nyirasi) alakvaltozasahoz. 2. Két fiiggetlen szog értelmezhetd, ezért két fiiggetlen hajlitasi
nyiroerdt kell értelmezni. 3. A nyirasi alakvaltozas miatt nem csak az illeszkedés szoge valtozik,
hanem a keresztmetszet kilép a sajat sikjabdl; ,6blosodik”.

A test keresztmetszetének, mint sikidomnak a sajat sikja deformaciéjanak hianya miatt
- akeresztmetszet sikjaban ébred6 kétirdnyt normaler6t és csisztatd erét
nem értelmezziik.

VA

6blosodés) hidnya miatt
- akeresztmetszetet hajlité nyomatékot és a hozza tartozo hajlitasi nyir6eréket
nem értelmezziik.

A fellletszer( test esetében az alabbi deformacidk lehetségesek. A test kozépfeliilete, mint
feliilet

- nyulik és nyir6dik a sajat ,,sikjaban” (érint6 terében),

- valtozik a gorbiilete (gorbiileti tenzora).

A feliiletszer( test esetében az alabbi deformaciok nem lehetségesek. A test kozépfeliiletének,
mint feliiletnek, és a test vastagsaganak, mint (egyenes) szakasznak

- nem valtozik az illeszkedési szoge, tovabba
a test vastagsaganak, mint (egyenes) szakasznak

- nem valtozik a hossza (a sajat egyenesében nem deformalddik, azaz nem kontrahalodik),
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- nem valtozik az altér gorbiilete (a sajat egyenesébdl nem deformalédik, tovabbra is
egyenes marad, azaz nem hajlik meg, nem 6blosodik ki, és nem csavarodik el).
A fenti kinematika jellemzéssel 6sszhangban a feliiletszert test esetében az alabbi belsé erék ér-
telmezhetdek. A test kozépfeliiletének deformaciéja kapcsan
- anyulashoz és a nyir6dashoz a sajat ,sikjaban” feszité er6ket (membranerdket),
- agorbiletvaltozashoz hajlit6 és csavaré nyomatékokat
rendeliink.

A test kozépfeliilete, mint feliilet, és a test vastagsaga, mint (egyenes) szakasz
- illeszkedési szogének valtozatlansaga okan hajlitasi nyiréerot
nem értelmezziik.

Megjegyzések. 1. Az egyensuly miatt értelmeziink hajlitasi nyiréerét, de nem kotjik a héj
(nyirasi) alakvaltozdsdhoz. 2. Két fiiggetlen szog értelmezhetd, ezért két fiiggetlen hajlitasi
nyiroerét kell értelmezni. 3. A nyirasi alakvaltozas miatt nem csak az illeszkedés szoge valtozik,
hanem a vastagsag kilép a sajat egyenesébdl; ,6blosodik”.

A test vastagsaganak, mint (egyenes) szakasznak a sajat egyenese deformaciéjanak hidnya miatt
- avastagsag iranyaba esé normalerot
nem értelmezziik.

Ve

(gorbiilés, 6blosodés és elfordulds) hidnya miatt
- avastagsagot hajlité nyomatékokat, az ahhoz tart6 hajitasi nyiréerdket, valamint a vastag-
sagot (a normal egyenes koriil elforditd) csavaré nyomatékot
nem értelmezziik.

Normalerd

Kétirdnyd hajlité nyomaték o
S , ) Hajlitasi nyirderd a keresztmetszetben
Csavard nyomaték

Kett&snyomaték (bimoment)

1 | Hajlitasi nyiréerd a kereszt- Keresztmeszet sikjan bellli két normdlerd és
qa.,q . L .
metszetben csUsztatd erd (kontrakcid)

6. dbra. A rudszertii testben ébredd belsd erdk

1 2
S a.,q
Vastagsag egyenesén  belili e )
S . . Hajlitasi nyirderd a vastagsdgban
normalerd (kontrakcio)

Kétirdnyd normadleré és csusztatd erd (memb-
g', g° | Hajlitasi nyirders a vastagsagban | ranerd)
Kétirdnyd hajlité nyomaték és csavard nyomaték

7. dbra. A héjszerti testben ébredd belsd erék

A két tablazat alapjan leolvashatd, hogy a kétféle modell - rad és héj - egymas dualisai.
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Megjegyzések. 1. A vonalszerii és feliiletszer( test akkor lesz rud, illetve héj, amikor értelmezziik
az alakvaltozasat és a bels6 erdket. 2. Az értelmezett alakvaltozasok és belsé erdk fiiggvényében
két nagyobb csoportot kiilonboztetiink meg: huzott-nyomott szerkezet (nyomott iv, tarcsa és
membranhéj), valamint hajlitott szerkezet (hajlitott rid, lemez és héj). 3. A kinematikailag hata-

rozatlan testek esetében kotélrdl és ponyvardl beszéliink.

3.2. A rud viselkedésének modellezése merev altér — keresztmetszet — fo-

galmanak segitségével

A merev altér a keresztmetszet merevtestszeri eltolddasat és elfordulasat teszi lehet6vé; az il-
leszkedés szoge valtozatlan (lasd a 8. dbrat).

_
4‘,&. _

8. dbra. A rud kinematikai jellemzése

A merev altér a keresztmetszet ,két oldalan” egy-egy eredé erd és egy-egy ered6 nyomaték értel-
mezést teszi lehet6vé (lasd a 9. abrat).

9. dbra. A riud dinamikai jellemzése

3.3. A héj viselkedésének modellezése merev vastagsag fogalmanak se-

gitségével

A merev altér a vastagsag merevtestszerli eltolodasat és elfordulasat teszi lehetévé; az

illeszkedés szoge valtozatlan (lasd a 10. dbrat).
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10. dbra. A héj kinematikai jellemzése

A merev altér a vastagsag ,négy oldalan” egy-egy eredd erd és egy-egy ered6 nyomaték értelme-
zést teszi lehet6vé (lasd a 11. abrat).

11. dbra. A héj dinamikai jellemzése
3.4. Megjegyzések

A vonalszerti és feliiletszeri test viselkedésének leirasara bevezetett kozelité modell a merev ke-
resztmetszet és merev vastagsag fogalman, valamint a tengelyhez, illetve a k6zépfeliilethez valé
rogzitett illeszkedési szog fogalman, mint feltételeken - hipotéziseken - alapul. A valésagban
mind a rad keresztmetszete, mind a héj vastagsaga deformal6édik mind a sajat alterében, mind
abbdl kitér6en (mint alacsonyabb dimenzidju altér a beagyaz6d térben), valamint a
keresztmetszet illeszkedése a tengelyhez, illetve a kozépfelilethez valtozik. A két (analdg)
feltevésrendszert altalaban (geometriai) hipotézisnek nevezik. A rtid esetében Bernoulli-Navier-
hipotézisr6l (LOVE [16], ANTMANN [1]), lemez esetén Kirchhoff-hipotézisrdl, mig héjak esetén
Love-hipotézisrdl (LOVE [16], NAGHDI [20]) szokdas beszélni. Ezekkel a hipotézisekkel felépitett
rud- és héjelméleteket szokas klasszikus rad- és héjelméleteknek nevezni.

A rud- és héjelméletek ,altalanositds”-anak alapja, hogy a merevtestszerd viselkedés egyes
,Komponenseit” nem zarjuk ki, hanem figyelembe vessziik. Az egyes ,komponensek” az alabbiak
(lasd pl. LAMER [4,7,9,11], illetve NIORDSON [21]).
1. A merev és a deformalddé alterek illeszkedése: a keresztmetszet, illetve a vastagsag illesz-
kedésének valtozasa a tengelyhez, illetve a kozépfeliilethez: nyirt rud- és héj-elméletek.
2. A ,merev” altér deformacidja a kiegészit6 altérben: a keresztmetszet 6blosodése, illetve a
vastagsag gorbiilése: az 06blosod6é rudak és deformal6do vastagsagu héjelméletek. Ide
tartozik a Vlaszov-féle vékonyfalil rudak elemélete (lasd pl. Viaszov [22], LuzsIN [18],
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MUTTNYANSZKY [19]), vagy a rudak vizsgalata csavarasi alakvaltozas figyelembevételével
(lasd pl. CHOLNOKY [2]).

3. A ,merev” altér deforméciodja a sajat alterében: a keresztmetszet, illetve a vastagsag defor-
macidja a sajat sikjaban, illetve vonaldban: a kontrahaldédoé rad- és héjelméletek (lasd pl.
NIORDSON [21]).

Ezen kiviil 1étez(het)nek ezek kombinacioi.

A sik keresztmetszetek hipotézise mellett, mas hipotéziseket is alkalmazhatunk, példaul az
erdsen gorbiilt alaka testek esetén a sikidom keresztmetszetének adott hatvanykitevé szerinti
gorbiilésének hipotézise (1asd pl. MUTTNYANSZKY [19]).

A geometriai formak, szerkezet és numerikus mddszer, illetve az ,elmélet” (értsd: rad- és héjel-
mélet) kozotti kapcsolatokat 1asd pl. LAMER [6].

3.5. Attekintés a modellezés tovabbi [épéseirdl

A modellezés tovabbi 1épései az alabbiak (lasd pl. LAMER [4,7,9,11]).

1. Olyan koordinatarendszert kell valasztani, amely ,automatikusan” biztositja, hogy a rad
keresztmetszetei, illetve a héj vastagsagai ne deformalddjanak. Ehhez a rad tengelyére,
illetve a héj kozépfeliiletére felépitett koordinatarendszert kell alkalmazni.

2. A bels6 er6k egyensulyara vonatkozdan fel kell hasznalni, hogy a két, egymashoz
Jvégteleniil kozel fekvé” keresztmetszetben ébredd erdk kozott a folytonossag okan
kapcsolat talalhaté. A kapcsolat nem mas, mint a Taylor-sor.

3. Aruad palastjan, illetve a héj alsé és felsé feliiletén (ezek az eliminalt feliiletek) hat6 eréket
a rud tengelyére, illetve a héj kozépfeliiletére kell athelyezni (ott, mint eredd erét és ered6
nyomatékot kell meghatarozni).

4. A rad tengelyének, illetve a héj kozépfelilletének pontjaiban értelmezett vektorértéki
bels6 erdket ,szét kell kenni” a rid keresztmetszetében, illetve a héj vastagsaga mentén.
Ehhez (részben) fel kell hasznalni azt a tényt, hogy sem a rad keresztmetszete, sem a héj
vastagsaga nem valtozik.

A rudtengelyre, illetve a héj kozépfeliiletére épitett koordindtarendszer. (Lasd pl. LAMER [9,11].)
Rud esetén a harom koordinatatengely iranyvektora a ridtengely érint6- és két normalvektora.
Ezért ebben az esetben a keresztmetszet mind a deformalatlan, mind a deformalt helyzetben a
tengely normalsikjaba esik, nem valtozik az illeszkedés szoge, és nem valtozik a
keresztmetszetet hordozd altér tipusa (a sik sk marad). Ugyanakkor véltozik a rad(tengely)
hossza (a normalvektor nyulasat figyelembe vessziik), és a rud(tengely) alakja (a rudtengely
gorbiilését és torziodjat figyelembe vessziik). A rid tengelyére felépitett koordinatarendszerben a
deformalt allapotbeli keresztmetszetet a deformalatlan allapotbeli keresztmetszet
merevtestszer(l leképezésével nyerjiik. Héj esetén a harom koordinatatengely iranyvektora a héj
kozépfelilletének normal- és két érintévektora. Ezért ebben az esetben a vastagsdg mind a
deformadlatlan, mind a deformalt helyzetben a kozépfeliilet normalegyenesébe esik, nem valtozik
az illeszkedés szoge, és nem valtozik a vastagsagot hordoz6 altér tipusa (az egyenes egyenes
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marad). Ugyanakkor valtozik a héj(kozéplapja)nak a hossza és a szélessége, valamint a
kozépfelillet kirajzolhaté alakja (az érintévektorok nyulasait és szogvaltozasait figyelembe
vessziik), és héj (térben elfoglalt) alakja (a héj kozépfeliiletének gorbiilését-torziojat figyelembe
vesszik). A héj kozépfeliiletére felépitett koordinatarendszerben a deformalt allapotbeli
vastagsagat a deformalatlan allapotbeli vastagsag merevtestszeri leképezésével nyer;jiik.

A belsé erdkre vonatkozo egyenstilyi egyenlet és a folytonossdg kapcsolata. (Lasd pl. CHOLNOKY [2],
illetve Muttnyanszky [19].) Példaként az egyenes tengely( rdd hdzas-nyomas igénybevételét te-
kintjiik. A rudtengely x koordinataju pontjdban hat az N(x) belsé erd és az n(x) megoszld
terhelés. A radtengely x + Ax koordinataju pontjdban hat az N(x + Ax) bels6 erd és az n(x + Ax)
megoszlo terhelés. A rad anyaganak folytonossaga, a Ax kicsinysége okan az N bels6 erd sorba
fejthetd az x pontban, és elegendd a sorfejtés elsé tagjat megtartani.

dN(x)
N(x + Ax) = N(x) + AN(x) = N(x) + I Ax D
Ekkor az egyensuly vetiileti egyenlete:
dN(x)

—N(x) + N(x + Ax) + n(x)Ax = —N(x) + N(x) + I Ax +n(x)Ax = 0 (2)

Atrendezés utan az egyenstily differencialis alakja a kévetkezd:

WD) 4 no) = 0 3

dx nx = ®

Hasonlo eljarassal allithatjuk el6 a rad és a héj igénybevételeire vonatkozé egyensulyi egyenlete-
ket.

A fesziiltségeloszldsok a keresztmetszetben, illetve a vastagsdg mentén. A rud keresztmetszete, va-
lamint a héj vastagsaga valtozatlansdganak a kovetkezménye, hogy a normalfesziiltség eloszlasa
alland6 (normaler6 a rudban, feszit6erd a tarcsaban és a héjban), illetve linearis (hajlité nyoma-
tékok a rudban, a lemezben és a héjban). A hajlitasi nyiréfesziiltség eloszlasa a geometriai
hipotézistdl fliggetlen meggondolasokkal adhaté meg (kvadratikus). A csavard nyiroéfesziiltség
eloszlasa linearis (korhenger alakd rud esetében, lemez és héj csavaré nyomatéka, mint a
nyomatéktenzor mellékatlébeli komponense). A normalfesziiltség eloszlasat a bimoment, a
nyiréfesziiltség eloszlasat a csavaré nyomaték esetén Osszetettebb eljarassal (a keresztmetszet
torzionyomatékanak kiszamitasaval, illetve a rugalmassagtan csavarasi feladatanak
megoldasaval) hatarozhatjuk meg (lasd pl. Viaszov [22], LuzsiN [18], CHOLNOKY [2], illetve
MUTTNYANSZKY [19]).
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4. A deformalhatd szilard test értelmezésének lehet8sége defor-

malhato és merev kiegészitd alterek szorzataként

4.1. Merev és deformalhaté altér rud, héj és test esetén

A rad esetében a tengely a deformdalhat6 altér, a kiegészité altér a merev sikidom (azaz a
keresztmetszet). A rud osszefiiggéseinek felirdsa soran rendszerint két keresztmetszet altal
kozrezart radszeletet vizsgalunk. A héj esetében a kozépfeliilet a deformalhat6 altér, a kiegészitd
altér a merev szakasz (azaz a vastagsag). A héj osszefliggéseinek felirdsa soran rendszerint két-
két, a héj kozépfelilletére merbleges koordinatafeliilettel kimetszett héjszeletet vizsgalunk.
Analégiaként felvethetd, hogy a merev alterek (sikidom — szakasz) ,sor”-anak kovetkezd eleme
a pont: sikidom — szakasz — pont, vagyis a haromdimenzios test dsszefliggéseinek felirasa soran
harom-harom, paronként kiilonb6z6 koordinatavonalakhoz tartozé koordinatafeliilettel
kimetszett (izoperimetrikus) téglatestet kell vizsgalni (ez mind a rugalmassagtanban, mind a
kontinuummechanikdban igy is van). Az analdgia masodik aga, a deformalhaté alterek ,sor”-
anak (gorbe — feliilet) kdvetkez6 eleme maga a tér: gorbe — feliilet — tér. Vagyis kinalkozik az a
lehet6ség, hogy a rud és a héj mintajara értelmezziik a deformalhat6 szilard testet lokalisan
merev alterek (merev ,izoperimetrikus” téglanyok) segitségével. A szdszerinti ,altalanositas” a
kovetkezd.

Egy Q(q',9%q3) testet akkor tekintiink térszeri (testszer(i) geometriai testnek, ha fennall az
alabbi két feltétel.

1. A test tekinthet6, mint egy haromdimenziés tartomany minden pontjara felflizott pontok
(azaz merev ,izoperimetrikus” téglanyok) 0sszessége.

2. A test pontjainak (azaz merev ,izoperimetrikus” téglanyok) befoglalé méretei a test befog-
lalé méreteihez képest elhanyagolhatoak.

Formalisan a deformélhat¢ szilard test az ,izoperimetrikus” téglanyokkal abrazolhat6 (lasd a 12.
abrat).

7

12. dbra. A ,térszert” geometriai forma (test) értelmezése

Ugyanakkor a megfogalmazas egyik olvasatban tautolégia (a haromdimenziés tartomany
minden pontjara felflizott pont), a masodik olvasatban ellenmondast tartalmaz (a
haromdimenziés tartomany minden pontjara felfizott téglatest). A tautoldgia 1ényege, hogy a
haromdimenziés test minden pontjahoz érint6tér csatolhatd, de pont nem, ugyanis a tartomany
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maga kontinuumszamossagu sok pont osszessége. Az ellentmondas lényege, hogy ha a
kontinuumszamossagu sok pont mindegyikéhez véges méretii téglanyt kapcsolunk, akkor azok
egymasba metszenek, és nem alkotnak folytonos ponthalmazt a haromdimenziés Euklideszi
térben, vagy ha a vizsgdlt tartomanyt pl. véges sok koordinatafeliiletekkel véges méretli
téglanyok 6sszességére hasitjuk fel, akkor a test geometridja (és majd az arra épitett elmélet)

fligg az osztastol.

Azaz a deformalhat6é szilard test fogalma egy haromdimenziés deformalhaté és egy

nulldimenzds merev altér direkt szorzataként nem értelmezhetd ellentmondasmentesen.

4.2. A test mechanikai viselkedésének modellezése merev résztartomanyok

(téglanyok) 6sszességével

A formalis anal6gia alapjan a merev altér a téglanyok merevtestszer( eltol6dasat és elfordulasat
teszi lehet6vé; a téglanyok és a pont ,illeszkedési szoge” valtozatlan (lasd a 13. abrat).

13. dbra. A test kinematikai jellemzése

A formalis anal6gia alapjan a merev altér, azaz a téglanyok ,hat oldalan” egy-egy ered6 er6 és
egy-egy ered6 nyomaték értelmezést teszi lehet6vé (1asd a 14. dbrat).

14. abra. A test dinamikai jellemzése
4.3. A modellezés kovetkez8 |épései

A modellezés soran kovetkezd 1épéseit a 3.5. pont alapjan tekintjiik at.

1. Olyan koordindtarendszert kell vdlasztani, amely ,,automatikusan” biztositja, hogy a rud ke-
resztmetszeteli, illetve a héj vastagsdgai ne deformdlédjanak.
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A raddal és a héjjal ellentétben tetszlleges, értsd: egy haromdimenziés deformalhaté és egy
nulldimenzoés merev altér direkt szorzataként értelmezett, hAromdimenzios test esetén ilyen ko-
ordinitarendszer nem valaszthat6. A haromdimenziés térben felvett tetszdleges
koordinatarendszer tetszdleges folytonos leképezése sordn a haromdimenziés tér metrikaja
pontrél pontra valtozik. Egyetlen olyan leképezés(csoport) létezik, amely sordn a metrika
valtozatlan marad: az euklideszit tér mozgasainak csoportja (eltolas, elforgatas és tiikrozés).
Ebben az esetben viszont alakvaltozas nem lép fel.

2. A belsé erdk egyenstlydra vonatkozoan fel kell haszndlni, hogy a két, egymdshoz ,végtelentil”
kézel fekvé keresztmetszetben ébredd erdk kézétt a folytonossdg okdn kapcsolat taldlhato. A
kapcsolat nem mds, mint a Taylor-sor.

Formalisan ez a 1épés végrehajthaté. Példaként az egyenes tengely(i rad csavarasi igénybevételét
tekintjiik. A radtengely x koordinatdju pontjaban hat az M(x) bels6 nyomaték és az m(x)
megoszl6 csavaré terhelés. A radtengely x + Ax koordinataji pontjadban hat az M(x + Ax) bels6
nyomaték és az m(x + Ax) megoszlé csavar6 terhelés. A rud anyaganak folytonossaga, a Ax
kicsinysége okan az M belsé nyomaték sorba fejthet6 az x pontban, és elegend6 a sorfejtés els6
tagjat megtartani.

dM(x)
M(x + Ax) = M(x) + AM(x) = M(x) + . Ax 4)
Ekkor az egyensuly nyomatéki egyenlete:
dM(x)
—M(x) + M(x + Ax) + m(x)Ax = —M(x) + M(x) + I Ax + m(x)Ax = 0 (5
Atrendezés utan az egyenstily differencialis alakja a kévetkezd:
dM(x
da(c ) +m(x) =0 (6)

Ekkor az egyensily vetiileti egyenlete:
Atrendezés utan az egyenstily differencialis alakja a kévetkezd:

Hasonlé eljarassal nyerhetjiik a téglany esetében nyomatéki egyenletek, de harmat kapunk, és
mindharom koordinata irdnyaban értelmezett nyomatékvektor szerepel mindharom nyomatéki
egyensulyi egyenletben.

3. A rud paldstjdn, illetve a héj also és felsé feliiletén hato erdket a rud tengelyére, illetve a héj
kézépfeliiletére kell dthelyezni (mint eredd erd és eredd nyomaték meghatdrozdsa).

A rud és héjelmélettel ellentétben egy haromdimenziés deformalhaté és egy nulldimenzoés
merev altér direkt szorzataként értelmezett haromdimenzids test esetében a 3. ,1épés”,

értelmetlen, mivel nincs eliminalt koordinata és nincs eliminalt perem.

4. A rud tengelyének, illetve a héj kozépfeliiletének pontjaiban értelmezett vektorértékii belsé
erdket ,szét kell kenni” a rud keresztmetszetében, illetve a héj vastagsdga mentén. Ehhez
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(részben) fel kell haszndlni azt a tényt, hogy sem a rid keresztmetszete, sem a héj vastagsdga
nem vdltozik.

Ez az a ,lépés”, ahol tetten érhetd, hogy a merev téglanyon értelmezett bels6 erdvektor és belsd
nyomatékvektor a haromdimenzios test vizsgalat soran nem a ,végsd” bels6 erd, hanem azokat,
hasonlatosan a rud- és a héjelméletekhez, szét kell kenni a merev altér pontjai folott. Ez rid ese-
tében a keresztmetszetet, héj esetén a vastagsagot, test esetén egy pontot jelent. Vagyis
haromdimenzids deformalhat6 testxmerev pont konstrukciéju test esetében nincs hova szétkeni
a bels6 er6- és nyomatékvektort, azokat az adott ponthoz kell kotni. Ugyanakkor a
nyomatékvektor, értelmezése szerint, egy er6nek egy pontra vett nyomatéka. Rid és héj esetén a
fesziiltség els6rendi nyomatékaként értelmezziik a hajlit6 és a csavaré nyomatékot, a
nyomatékokat tehat nem egy ponthoz, hanem egy véges teriiletli sikidomhoz (a
keresztmetszethez), illetve egy véges hosszisagu szakaszhoz (a vastagsaghoz) rendeljiik, mint
belsé erét. Tehat ebben a két modellben belsé ellenmondads nincs. Egy haromdimenziés
deformalhaté testxmerev pont konstrukci6ju test esetén fennall az a kérdés, hogy mi is a
ponthoz rendelt nyomaték mechanikai tartalma, hiszen nem all moédunkban eréxerékar
felbontas alapjan magyarazatot adni, vagyis a pontonként bevezetett nyomaték egy olyan
matematikai fogalom, amely nem modellez mechanikai jelenséget. A deformalhat6 szilard
testnek véges téglanyokra vald felbontasa formalisan feloldja ezt az ellentmonddast abban az
értelemben, hogy mind az erévektorbol, mind a nyomatékvektorb6l az adott, véges méreti
téglany feliiletéhez, pl. az elemi szilardsagtan érvelése alapjan (lasd pl. CHOLNOKY [2]), egyér-
telmiien lehet fesziiltséget rendelni. Ugyanakkor haromdimenziés deformalhatd testxmerev
pont konstrukcio6ja test esetén harom értelmezési nehézség meriil fel. Az egyik, hogy ebben a
megkozelitésben nem értelmeziink nyomatéki fesziiltséget, hanem a téglanyok feliletén
értelmezett (linedrisan) valtozoé fesziltség adja a nyomatékot. A masik, hogy nincs garancia arra
nézve, hogy a kiillonb6zé méretli téglanyokra valé felosztas esetén a test ugyanazon pontjaiban
ugyanolyan fesziiltségallapotot nyeriink. Végiil nincs arra nézve se garancia, hogy a téglanyokra
(,végeselemekre”) osztds moddszerében a téglanyok peremén a fesziiltségek (és az
alakvaltozasok, valamint az eltolddasok és elfordulasok) folytonosak lennének. E két utdbbi
nehézség fennallasdban bizonyosak lehetiink. A harmadik nehézség vizsgalataval kezdjiik. A
végeselemanalizis legf6bb 1épéseinek egyike, hogy a résztartomanyra osztast kovetéen olyan
egyenleteket is figyelembe vesz az elmélet megalkotdsa soran, amely a résztartomanyok hataran
az allapotfiiggvények (eltolédasok, alakvaltozasok, fesziiltségek) folytonossagat (még ha adott
hibahataron beliil is, de) biztositja. A masodik nehézség vizsgalataval folytatjuk. Minden
végeselem esetén konvergencia vizsgalatot végeznek, amely valamely feladattipus (pl. linearis
rugalmassagtan) adott elemtipusra (pl. ridelem, héjelem, tarcsaelem, térbeli végeselem) esetén
meghatarozta a résztartomanyok azon maximalis méreteit, amely mellett a szamitasi hiba adott

hibahataron belil van.
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4. 4. Kovetkeztés

A deformalhat6 és merev kiegészit§ alterek vonalxsikidom, feliiletxszakasz ,sorozatnak” a
kovetkezd elemeként felfoghaté térxpont. Ugyanakkor, amig a sikidom és a szakasz
értelmezheté merev testként, addig a pont nem. A rid és a héj esetén a rdad deformalhaté
alterének (a ruad tengelyének), illetve a héj deformalhaté alterének (a héj kozépfeliiletének)
minden pontjdhoz formalisan egy eltolédds vektort és egy elfordulds vektort rendeliink.
Formalisan, mert valéjaban rad esetén nem a rud tengelyének egy pontja fordul el, hanem a riud
tengelyéhez kotott keresztmetszet. Pontosabban az egydimenziés radtengelynek a
haromdimenziés térben megadott (folytonos) eltoléddsa a kiséré triéder -elfordulasat
eredményezi, és mivel a rad keresztmetszetét a radtengely kiséré triéderéhez kotottik, vele
fordul a rud keresztmetszete is. Hasonl6an ehhez, héj esetén nem a héj kozépfeliiletének egy
pontja fordul el, hanem a héj kozépfeliiletéhez kotott vastagsag. Pontosabban a kétdimenzids
héjfeliiletnek a haromdimenziés térben megadott (folytonos) eltoléddsa a kisér6 triéder
elfordulasat eredményezi, és mivel a héj vastagsagat a héjfeliilet kisérd triédéréhez kotottiik,
vele fordul a héj vastagsaga is. Folytatva az analdgiat, a deformalhat6 szilard test (gérbevonala
koordinatarendszernek tekintve) minden pontjahoz egy ,,merev pontot” rendelve, a gorbevonald
koordinatarendszer minden pontjahoz hozzarendelt kisérd triéder elforduldsa adja meg a kisér6
triéderhez rendelt ,merev pont” elfordulasat. Maga a megfogalmazas egyrészt nem
értelmezhetd, hiszen a pont, nem 1évén kiterjedése, nem fordul el, masrész nem szolgal 4j isme-
rettel, mivel a kontinuummechanikabdl, a rugalmassagtanbol ismert, hogy nem egy pont fordul
el, hanem a pont kérnyezete, illetve a ponton athaladd iranyvektor (érinté vektor) fordul el
(Love [16], LURE [17], LAMER [8-10]). Ennek megfeleléen a haromdimenzioés deformalhatd
testxmerev pont konstrukciéju test kinematikai szabadsagfoka egyedil a pontjainak az
eltolédasa, tovabba a haromdimenzids deformalhatd testxmerev pont konstrukciéjui testben
fiiggetlen elfordulasvektor nem értelmezhetd. Ezzel 6sszhangban, utalva a nyomaték eréxerékar
értelmezésére, megmutathaté, hogy a haromdimenziés deformdlhat6 testxmerev pont
konstrukciéju test dinamikai szabadsagfoka egyediil a pontjaiban értelmezett fesziiltségtenzor,
tovabba ,nyomatéki” fesziiltségtenzor nem értelmezhetd.

A klasszikus rud és héj mintajara az eltolddassal és fesziiltségtenzorral értelmezett kontinuumot
klasszikus kontinuumnak nevezziik. A fenti eredmények megfogalmazhatdk ugy, hogy a klasszi-
kus kontinuum a kontinuum minden pontjdhoz hozzarendelhet6 elforduldsvektor és
ynyomatéki” fesziiltségtenzor bevezetésével nem altaldnosithato.

A nyert eredmények 6sszhangban vannak néhany korabbi kutatasi eredménnyel (KUNYIN [3],
LAMER [5]).

A periodikus elrendezésli diszkrét rendszer értelmezhetdé Aaltalanositott kontinuumként
(rdcskontinuumként) oly médon, hogy a diszkrét ponthalmaz felett folytonos értelmezési
tartomanyu eltolodas, elfordulds és tovabbi kinematikai, valamint fesziiltségi, ,nyomatéki”
fesziiltségi és tovabbi dinamikai valtozok értelmezhetdk, és az ezek meghatarozasara levezetett
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folytonos parcidlis differencidlegyenletekkel leirt rendszer lenne az altaldnositott kontinuum.
Megjegyzés. A bels6 szabadsagfokokat valdéjaban nem egy kontinuumszadmossagi ponthalmaz
minden pontjahoz, hanem az abba agyazott, véges szamu ponthoz rendeljiik (1asd pl. KUNYIN [3],
LAMER [12-15]). Ezek ismertetése Kiviil esik jelen tanulmany keretein.

5. Osszefoglalds

A tanulmanyban a rud- és héjelmélet bevezetésének lehetdségét a haromdimenzids euklideszi
tér merev és deformalhaté (kiegészit6) alterekre bontasanak segitségével mutattuk be. Ennek
soran a rudat egy deformalhat6 vonal és egy merev sikidom, a héjat egy deformalhato feliilet és
egy merev szakasz direkt szorzataként allitottuk el6. Megmutattuk, hogy a direkt szorzatok
elemeinek egyenkénti jellemzése alapjan a rudakat és a héjakat, mint geometriai formakat
csoportosithatjuk/osztalyozhatjuk. Rud esetében példaul egyenes, sikgorbe, térgorbe tengelyi
rad, alland6 és valtozd keresztmetszetli rdid, egyszeresen vagy tobbszorosen osszefiiggd
keresztmetszetli rid vezethetd be. Héj esetében példaul sik kozépfeliiletli tarcsa, illetve lemez,
egyszer, illetve kétszer gorbiilt kozépfeliletli héj, egyszeresen vagy tobbszorosen Osszefliggd
kozépfeliiletii héj, dllandé és valtozo vastagsagu héj értelmezhetd.

Megmutattuk, hogy a direkt szorzat elemeinek deformaciéja alapjan rud- és héjelméleti
osztalyok hatarozhatdk meg. Négy fiiggetlen osztaly kiilonithet6 el.

Klasszikus rid- és héjelmélet: csak a rud tengelye és a héj kozépfelillete deformalédik, a rud
tengelye és keresztmetszete, valamint a héj kozépfeliilete és vastagsaga altal bezart sz6g nem
valtozik, tovabba a rud keresztmetszete, illetve a héj vastagsaga nem deformalédik.

Nyirt rud- és héjelmélet: a rud tengelye és a héj kozépfeliilete deformalodik, valamint a rad tenge-
lye és keresztmetszete, valamint a héj kozépfeliilete és vastagsaga altal bezart szog valtozik, to-
vabba a rad keresztmetszete, illetve a héj vastagsaga nem deformalodik.

Oblésidé rid- és héjelmélet: a rid tengelye és a héj kozépfeliilete deformalddik, a rud tengelye és
keresztmetszete, valamint a héj kozépfeliilete és vastagsaga altal bezart szog nem valtozik, a rud
keresztmetszete, illetve a héj vastagsaga a sajat sikjabdl, illetve egyeneséb6l deformalodik.

Kontrahdlédé rud- és héjelmélet: a rud tengelye és a héj kozépfelilete deformalodik, a rad
tengelye és a keresztmetszete, valamint a héj kozépfeliilete és vastagsaga altal bezart szog nem
valtozik, a rid keresztmetszete, illetve a héj vastagsaga a sajat sikjaban, illetve egyenesében
deformalédik.

A harom nemklasszikus valtozatbdl kett6-kettd, vagy mindharom ,,6sszevonhaté”. Ennek megfe-

NARGMAR

lehetséges rud- és héjelméleti valtozat/modell értelmezhetd. Megjegyzés. Kiilonb6z6 nyirasi, 6b-

lelGen elviekben

16s6di és kontrahalédasi fiiggvények bevezetésével kiilonboz6 alvaltozatok kiilonithet6k el.
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Megmutattuk, hogy deformalhat6 térbeli test nem értelmezheté deformalhaté haromdimenziés
altér és a nulldimenzidés merev kiegészitd altér direkt szorzataként. Masképpen megfogalmazva
a klasszikus kontinuum a kontinuum minden pontjdhoz hozzarendelhet6 elfordulasvekor és
ynyomatéki” fesziiltségtenzor bevezetésével nem altaldnosithato.
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