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1. Bevezetés

Szakdolgozatom témdaja a digitalis kupszeletek, mmfgntos része a digitalis
képfeldolgozas témakorének. A célja ennek a leddgsmogy bemutassa néhany egyszer
geometriai alakzatat a digitalis siknak. Megfogaésom a digitalis tavolsagon és a targyak
karakterisztikus Euklideszi tulajdonsagain alaps#&k dolgozatban elemzésre kerilnek olyan

digitélis alakzatok tulajdonsagai, mint az egyeikés, parabola, hiperbola és az ellipszis.

A leirasban haszndlt hosszisadgok a klasszikus etrggzrdl jol ismert 4 és a 8
szomszédu hosszusagok, illetve egy specialis ésethiészomszédu hosszusagon alapszanak. A

(Z2,4), (Z2,8) és a%?,6) jeloléseket fogjuk hasznalni a terek megnevé@zés

Egy olyan tavolsagfuggvényt hasznalok, mely a plorkozott a lehét legrovidebb at

tavolsagan alapszik, minden egyes lépésnél csatiraszédsagi kritériumokat hasznélva.

A szakdolgozatom masodik fejezetében bemutatdsidnek azok az alapdefinicidok és
jelolések, melyeket hasznalni fogunk az egész dalgalatt.

A harmadik fejezet egy rovid attekintést nyujt go&éeleteksl altalanossagban és egy
rovid torténelmi betekintést is ad.

A tovabbi fejezetekben a célidtésem aZ?, 4), (2 8) és aZ? 6) sikokon a kiilénbiiz
digitalis kupszeletek altalanos, és néhany spesciésietének abrazolasa, az elért eredmények
bemutatasa. Célom megvaldsitasdhoz a Microsoftc®fttxcel beépitett Visual Basic for
Application (VBA) alkalmazasanak segitségével késem egy segédletet, mely a dolgozatban
leirt definiciok alapjan a kulonbéz sikokon kirajzoljla a felhasznalo &ltal megadott
paraméterekll a klpszeleteket. A szakdolgozatban dlédbrak készitése is ennek az

alkalmazasnak a segitségeével tortent.




2. Alapdefiniciok, jelolések

Ebben a részben néhany olyan definicio és jeloékink meg, amely az egeész
dolgozatban azonos szerepkorben forddl el

Jelolie z* a 2 dimenzids digitalis terevagyisZ® = {(z;) ,2,: z € Z}. A Z° elemeire,
mint pontokra fogunk hivatkozni.

Megjegyezzik, hogy alX dimenzids digitalis tér éppugy tekintbhetz egészkoordinataju
racspontok halmazénak, mint az ezen pontok altajhatérozottN dimenzidés egységkockak
halmazanak, ahol minden kockéat a kdzéppontjanakdko@tai reprezentalnak.

A 77 téren természetes modon értelmeghetkoordinatankénti dsszeadas és az egész

szammal valo szorzas, pa= (p;) L.jl, q=(q,) l.jl ést egy tetséleges egész szam, akkor q =

(pi+ a) 2 tp=(tp) 2,

DeriNiciO. Egy V térben értelmezett tavolsagfuggvéitymkkor mondjuk, hogy ,metrika”

tulajdonsagu, h&p,q,r € V esetén teljesiinek a kdvetkeeltételekNagy Benedek, 2003a)

1.d(p, q) = Q akkor és csak akkor, Ipe= q,
2.d(p, q) = d(qg, pXszimmetria),
3.d(p, q) = d(q, r)= d(p, r) (haromszog-egyeditlenseg)

A fenti feltételeklél kovetkezik, hogy a fliggvény nem vehet fel negatiéket. A dolgozatban a
V halmaz elemeire altaldban egészértalektorokkal fogunk hivatkozni. Egyp pont i.

koordinatéjap;-vel fogjuk jeldlni.

DEFINiCIO. Legyenp ésq két adott ponZ>-ban. Legyerk € N, amelyre0 < k < N. Azt mondjuk,
hogy ap és ag pontok,k-szomszédok”ha teljestilnek a kdvetkézulajdonsdgokNagy Benedek,
2003b)

1. |pi-g| <1minden I<i < N egész esetén.

2. Y|pi—ql<k minden 1< i < N esetén.

Ha a masodik feltételben egyéség all fenn, akkor azt mondjuk, hogypaés aq pontok

szigoru értelemben vettszomszédok

DEFINIiCIO. Legyenekp ésq a Z? tér két pontja. Ap-bdl g-ba vezei B-Gtnak neveziink olyan

[I(p.q; B) = (o, ..., B) Véges pontsorozatot, aminekpae Z2, i = 1, ..., m elemeire teljesill,




hogypo = p, pn = q €S p1, p pontokbi-szomszédok mindend i < m egész szam eset@mosz

Agota, 2005a)

A 7? tér barmely két pontja kozott létezik legrovidelsat, ami altalaban nem
egyertelnii, €s nem szukségképpen egyezik meg valagelyl p-be vezet minimalis hossziB-

Uttal.

DEFINICIO. Ha ap, q € Z? pontok esetén létezjikbél| g-ba vezet B-Ut, és &p = po, P, ..., b = Q)
egy rovidebb ilyen at, akkom-et ap ésq pontok B-tdvolsaganaknevezzik ésl(p, q; B)vel

jeldljik (orosz Agota, 2005b)

TETEL. A p és aq pontokB-tavolsaga a kovetkéeéplettel szamithatod kbrosz Agota, 2005¢)
d(p, 4; B ="14% (d:(w)),

ahol

di(w) = max{h | ¥_, v(j) > LI b ()}




3. A kupszeletek matematikai hattere

3.1 Torténelmi ebzmény

Eukleidész (i.e. 365 - 300)

A nagy matematikus mar foglalkozott kupszeletekk&bnyvet is irta témaban, ami
azonban elveszett. Alapvetmivében, a Sztoikheia Il. kotetében geometriai al@eddr
foglalkozik. Szamunkra ez azért fontos, mert olyaladatokkal foglalkozik, amelyek fontos
szerepet jatszottak a kipszeletek elnevezésében.

Pergei Apolldniosz (i.e. 260 - 190)

Alexandridban, majd Pergében dolgozva alkotta memickotetes kupszeleterszolo
konyveét, aKonikat Targyalasanak Uj modja, hogy a szimptomaéakat miredetben specialisan,
konjugalt atméspéarra irta fel (az éritit azx, az atmés azytengely), mai széhasznélattal
ferdesz6g koordinata-rendszerben, masrészmind a parabolat, mind az ellipszist, mind a
hiperbolat azonos eljarassal vizsgalta.

Az el négy kotet gorogul, a kovetkieharom arabul maradt rank. A VIII. kotetet 1710-
ben Papposz hivatkozasaira tdmaszkodva Edmund yHadlegol matematika-torténész
rekonstrualta. Az 1., I, lll. és IV. kényv a kigedetek, mint egyetlen ferde korkup kilonb6z
sikmetszeteivel, a kupszeletek szimptomaival, lgaijudtmésdvel, érintkkel, aszimptotaval,
poélussal és polarissal illetve fokalis tulajdonddgd foglalkozik. Az V. kipszeletek éribitol és
evolutairdl szol. A kupszeletek egybevagosagavdlasonldsagaval a VI. kotet foglalkozik, mig
a Vll.-et a konjugalt atmékre szanta. A legutolso rész lényegében szerkeskaslatokat

tartalmaz.

3.2 A kupszeletek fajtai

A matematikaban a kdpszelet olyan sikgdrbe, mejykéig, pontosabban egyenes korkup
és sik athatasaként jon létre. A kupszeleteketingar200 korudl felismerték és nevet adtak nekik,

amikor is a pergai Apolléniosz tanulmanyozta tuteisiagaikat.

Két jol ismert kupszelet a kor és az ellipsziseleakkor jonnek létre, ha a kip és a sik

metszete zart gorbe. Az ellipszis azon pontok méhalye a sikban, amelyek két adott ponttol




mért tavolsaganak dsszege allandd, amely allangyobd az adott pontok tavolsaganal. A kor az
ellipszis specialis esete akkor, ha a sikdlegres a kup tengelyére. Ha a sik parhuzamos a kulp
alkotéjaval, a kupszeletet parabolanak hivjdk. Aapala azon pontok mértani helye a sikban,
amik egy adott egyenéétes egy adott (az egyenesre nem illesékgubnttol egyeri tavolsagra
vannak. Végll, ha a metszet nyitott gérbe és nefnugamos az alkotéval, a gorbe hiperbola. A
hiperbola azon pontok mértani helye a sikban, ashkekét adott ponttdél mért tavolsaganak
kilonbsége allandd, amely allando kisebb az adwttgk tavolsdgandal. Ebben az esetben a sik a
kap mindkét felét athatja két szé&iegorbét alkotva, bar az egyiket gyakran figyelmeéwik

hagyjak.

|
3

Circle and Ellipse Hyperbolas

Parabola- cutting plane
parallel to side of cone.

1. bra: Kupszeletek szarmaztatasanak szemléltetése
(http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/tho##/48/Conic_sections_2.png/450px-Conic_sectionsd).




3.3 Elfajult esetek

Elfajult esetek akkor keletkeznek, ha a sik a képcsan megy keresztil. Ebben az
esetben az athatési gorbe pontta, egyenesse, eagyetsé egyenesse fajul. Ezeket az eseteket

gyakran nem soroljak a kupszeletek kozé.

3.4 Klapszeletek, mint mértani helyek

Mindegyik kupszeletet mértani helyként is lehetimiéfni, vagyis minderP pontjuknak

meghatarozott tulajdonsagaik vannak:

= Kor: {z | d(z, c) =r}, aholc egy adott pont (a kdzéppont) reegy adott allando tavolséag,
(a sugar).

= Ellipszis: { z | d(z, p) +d(z, q) =r}, aholp, gkét nem egybeéspont (a fékuszok)
ésd > d(p, q)egy adott allando tavolsag (a nagytengely).

= Hiperbola: {z | | d(z, p) —d(z, q) | =1}, aholp, qkét nem egybeéspont (a fokuszok)
ésd < d(p, q)egy adott tavolsag.

= Parabola: {z | d(z, p) =d(z, L)}, ahol p egy adott pont (a fokusz) &gy adott egyenes
(a direktrix), mely nem tartalmazza pfokuszt.

A projektiv geometriaban a kupszeletek ugy defiraébk, hogy mindegyik pontjukat egy

adott ponttdl (fokusz) és egy adott gothé&gyenb tavolsagra vannak.




4. Szakasz és egyenes

Ebben a részben a szakasz és az egyenes kdvdikddideszi tulajdonsagait fogjuk
hasznalni: pontok halmaza a két pontot 6sszeldifrovidebb uton, illetve megvizsgaljuk azokat
az eseteket is, amikor egy egyenest két pont hatareg, azaz a két ponttdl egyforma

tavolsagokra & pontok halmaza lesz az egyenes.

Mivel a digitélis sikon szamos legrovidebb Gt Iétekét adott pont kozott, ezért

kivalasztunk néhany specialis esetet.

4.1 A 4 szomszédsagu eset

DEFINICIO. Legyenp = (p1, po), valamintq = (qu, &) két killonbdd pont a 2 4) sikon.
Minimalis hosszal 4],(p, q) utatszakasznahivjuk ap és aq pont kdzott, ha minden= (ry, r)
€ [1.(p, 9)-ra legalabb az egyik feltétel teljesul a kovethekozul:r; = p;, r1 =Qa, 2 = P2, 2 =

02 (Nagy Benedek, Orosz Agota, 2007a)

A definicio két extrém utat ad a két pont koz6téddedig az ets amita  p; + sgnq;
— pt, p2), @aholt = 0, ..., ¢ — s (@1, P2 + SOz — P)), t = O, ..., ¢ — p| pontok adnak. A

masikat afly, p + sgn —p2)t), t =0, ..., ¢ — Rl és p1 + sgnar — pt, Gz), aholt =0, ..., {1 —
p:| pontok adjak. Amikop; = q; vagyp. = ., akkor ezek a szakaszok azonosak.

2 .IIIIIIIII=

1-2. 4bra: extrém esetek a két pontot 6ssBekaakaszra s a két ponton keresztiinen

egyenesre &, 4) sikon.

A probléma ezekkel az esetekkel, hogy %, (4) sik két adott pontjat 6sszekot
legrévidebb szakaszokbdl és a két ponton asimegrovidebb egyeneselbveéges sok létezik
ebben a digitalis térben.




p .IIIIIIIII= IIIIIIIIIIIIII=

—

q o
=

3-4. abra: Két pontot 0sszekdehetséges szakaszok, és a két ponton éthebetséges
egyenesek Gtjai &¢, 4) sikon.

Ez a két 4bra jol szemlélteti a két pontot legrébinl Uton 6sszekdtvéges sok szakasz
Gtjait és a két ponton legrévidebb Uton attherges sok egyenes Utjait is. A két extrém eset
kozotti, sargaval megjeldlt pontokon barhogy hatadgyanazt a tavolsagot kapjuk a két pont
kozott. igy ez az eset problémas, mivel pontosam hedjuk meghatarozni a szakaszt és az

egyenest aZ, 4) sikon.

DEFINICIO. Legyenp = (p1, p2) egy pont &2 sikon éss;, s; € {-1, 1}. Azt mondjuk, hogyL(p, s,
s,) egydigitalis egyenes (Z2,4) térben, ha a( + sit, ) és a1, P + Sit) pontok épitik fel, ahol

t € N. (Nagy Benedek, Orosz Agota, 2007b)

TovabbaL"(p,)-t vizszintes egyenesnékvjuk, ha a t{ p,) pontok alkotjak { € Z) és
hasonléar."(p,)-etfliggileges egyenesndiivjuk.

LEMMA. Hap, q€ Z? ésp; # qu, P2 # 02 akkor pontosan két egyenes létezik, melyek tastahék

ap és ag pontokatNagy Benedek, Orosz Agota, 2007c)
Ez a két egyenes a kovetkgzontokbdl all:

L((P1, @), sgN6L — P), SGNP2 — ) €SL((Gs, P2), SYNP1 — h), SYNC2 — 2))-
LEMMA. Ha p ésq két kilénbos pont aZ? sikon ésp; = ou vagy p. = o akkor létezik egy
vizszintes vagy egy fludteges egyenes és vegtelenil sok mas egyenes, nialyalknazzak @
€s aq pontokatNagy Benedek, Orosz Agota, 2007d)
Az elss esetnéll’(py) ésL((ps, 1), s1, sgnp. —t)), ahols; € {-1, 1} ést egy egész szam,
melyre teljesul, hogy sgp{—t)sgn@, —t) = 0.
A masodik esetnél a vizszintes egyenes lest"g®), és az dsszes tobbi egyenes a

kovetke®d moédon alakul:

L((t, p2), sgnp: — 1), ), ahols, € {-1, 1} és sgnf, —t)sgn@, —t) = 0.




Azok a fogalmak, amiket fent meghataroztunk, akliflaszi szakaszhoz és egyeneshez
hasonlo tulajdonsagokkal rendelkeznek. Az egyer@asndély két pontjat 0sszekibtrész egy
szakasz, és igy ez a szakasz az egyenes egy Jégyezzik meg itt, hogy a digitalis szakasz és
egyenes mas definiciojat hasznélva, ez az éllieas lesz igaz barmely két pontjara a digitalis

egyenesnek.

DerINiciO. Azt mondjuk, hogy két egyenes parhuzamos, haggik eegyenes minden pontja

ugyanolyan tavolsagra van a masik egyenes megfeteitjaitol.

Nézzik meg azonban, hogy ezen a sikon ez nenigiezsa két egyenesre, hogy minden

pontjuk ugyanolyan tavolsagra lesz a masiktol.

Most elemezzilk az &6 Euklideszi kikotést. A kévetkézmodon niikodik a @2 4)

térben.

TETEL. Hal, egy egyenes s egy pont, amely nem része lazegyenesnek, akkor létezik egy
olyan, egyedulall6 moédon meghatarozott egyenesJyap@&huzamod.;-el és tartalmazza p

pontot.(Nagy Benedek, Orosz Agota, 2007e)

Egy masik megfogalmazas lehet még, ha azt az esetsrik, amikor az egyenes azon
pontok halmaza, melyek két adott ponttdl eg§e¢élolsagra vannak. Ha a két adott pont kozétt a
tavolsag paratlan szam, abban az esetben a kétjtahmegadott egyenes nem létezikz3 @)

sikon.

DEFINICIO. Legyenp = (p1, p2) €sq = (o, @) két pont aZ? sikon és legyem egy természetes
szdm. Azt mondjuk, hogy@és aq ponttdl egyforma tavolsagra i&pontok halmaza meghataroz
egy digitdlis egyenest aZi 4) sikon, ha az adott pontok rendelkeznek a kivét

tulajdonsaggal:

{z|dp,2=da2}

5. &bra: Két pont altal meghatarozott egyenés a4 sikon.

10



Ennél az esetnél is@brdulhatnak extrém esetek, melyek a digitalis egge és a7, 4)

sikon vett tavolsagdefinicio alapjan furcsa képleiak.

6. &bra: Extrém eset a két pont 4ltal meghatardigittilis egyenesre &%, 4) sikon.

4.2 A 8 szomszédsagu eset

Véalasszuk ki ezen a racson azt a szakaszt és ejyenely szintén a legrévidebb Gt
extrém eseteit mutatja be. Altalaban két killodbgzakasz létezik két adott pont kozétt, a pontok

koordinata értékeik egyenrangisaga miatt.

.-
N || H N
O | O
Pm O O O ||
O O p. O ||
|| O O || O ||
|| O || L
|| || [ || ||
-- || -- - --
|| || .-

7-8. 4bra: Extrém esetek a két pontot dsszesrakaszra és egyenesrd3 8) sikon.

DEFINICIO. Legyenp = (p1, P2) €sq = (0n, &) két tetsdleges pont aZ?, 8) sikon. Azt mondjuk,
hogy[ls(p, q) legrévidebb Ut eggzakasap és aq pont kdzott, ha

[Py = 1| = P2 — 12 vagy o — | = 2 — 12l
mindenr = (rq, 12) € [1s(p, q) (Nagy Benedek, Orosz Agota, 2007f)

Ezeket a szakaszokat is ki lehet terjeszteni epgdh@ hasonl6 modon, mint a 4

szomszédos esetnél.

Itt is talalkozunk azzal a problémaval, hogy enaél esetnél sem hatarozhaté meg
pontosan a szakasz és az egyenes, mivel a kétt pmsizekdt szakaszbdl, illetve a két ponton

atmerd egyenestl a (Z2, 8) sikon is véges sok létezik, amelyek legrovidetat adnak.

11



9-10. abra: Két pontot 6sszekdehetséges szakaszok, és a két ponton éthebetséges
egyenesek Utjai &¢, 8) sikon.
Amikor azt az esetet nézzik, hogy az egyenes amatok halmaza, melyek két adott
ponttél egyerth tavolsagra vannak, akkor itt is elmondhatd, hogghkét adott pont kozétt a
tavolsag paratlan szam, abban az esetben a kétjahmegadott egyenes nem létezikz3 8)

sikon.

DEFINICIO. Legyenp = (p1, ) €sq = (c, @) két pont aZ? sikon és legyem egy természetes
szam. Azt mondjuk, hogy@és aq ponttol egyforma tavolsagra i&pontok halmaza meghataroz
egy digitdlis egyenest aZi, 8) sikon, ha az adott pontok rendelkeznek a kivét

tulajdonsaggal:

{z|dp,2=da2}

11. &bra: Két pont altal meghatarozott egyend& a8} sikon.

Ennél az esetnél is talalkozhatunk extrém esettely szintén furcsa képet ad a digitalis

egyenedil a (Z2, 8) sikon.
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12. bra: Extrém eset a két pont &ltal meghatérdimgitalis egyenesre &%, 8) sikon.

4.3 A 6 szomszédsagu eset

Nézzik meg, hogyan is rajzolodnak ki a fejezetlfgyalt alakzatok ezen a specidlis
racson. Itt is ugyanazt a tavolsagdefiniciot hajzkamint az ebzéekben. Eléként nézzik meg
itt is azt a szakaszt és egyenest, mely a legrbbide extrém eseteit mutatja be. Itt is, mint az
el6zéekben, két kilonb@z szakasz létezik két adott pont koz6tt, a pontokrdtimata értekeik

egyenrangusaga miatt. Ezek a szakaszok itt igéstahebek egyenesekké.

P gEEEEEEEEEE

13-14. 4bra: Extrém esetek a két pontot dssdekiitkaszra és egyenesr&g 6) sikon.

Hasonloan, mint eddig, itt is fennall az a probléramikor a két pontot 0sszekot
legrovidebb utbdl véges sok létezik, ezért pontosan hatarozhaté meg a szakasz és az egyenes

a (Z?, 6) sikon sem, mivel igy azokbdl is véges soktlehe

lllllllllll- IIE IIIIIIIIIII.

¢l |
O

15-16. abra: Két pontot 6sszekdehetséges szakaszok, és a két ponton éthebrtséges
egyenesek Utjai &¢, 6) sikon.
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Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor azt bt hasznaljuk az egyenesre, hogy
az egyenes két ponttdl egyéravolsagra 1&y pontok halmaza. Itt mar nem szikséges azt a
kikotés feltennlink, hogy csak akkor létezne az eggeha a két pont kdzotti tavolsag paratlan

szam lenne, hiszen ennél a Iéiségnél is kirajzolodik az egyenes a specidlis ndiest.

DEFINICIO. Legyenp = (p1, p2) €sq = (ch, @) két pont aZ? sikon és legyem egy természetes
szam. Azt mondjuk, hogy@és aq ponttdl egyforma tavolsagra k&pontok halmaza meghataroz
egy digitdlis egyenest aZi, 6) sikon, ha az adott pontok rendelkeznek a kivét
tulajdonsaggal:

{z|dp,2=da2}

'y
N

p
||

|
|
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m q
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17. 4bra: Két pont &ltal meghatarozott egyends s8] sikon.

p

g
M

A

18. abra: Extrém eset a két pont altal meghatérdigitalis egyenesre &%, 6) sikon.




5. A digitalis kor

A digitalis korok aZ? téren jol megvizsgalhatoak.d&kor nézzikk meg a 4 szomszédsagu
esetet.

5.1 A 4 szomszédsagu eset
DerINiciO. A kor vagy korvonal egy sik azon pontjainak hatmaamelyek a sik egy

meghatarozott pontjatol (k6zéppont) adott tdvolaggugéar) vannak. Jeldlga kdzéppontot és

legyenr a sugér. Ekkor a kor a kévetkelesz:
{z|dz 9=r}

Legyenp egy adott pont &2 sikon. Azt tudjuk, hogy @ k6zéppontl és sugari kor a
kévetkezképpen néz ki az, 4) sikon:

(P +Sut, P2+ Sor = 1),

ahol 0< t <r éss), s € {-1, 1}. Ezek a korok a%?, 8) sikon ismert szakaszokbol épiilnek fel, és

egyfajta gyémant alakjuk van.

1-3. &bra: Az 1, 2 illetve 3 sugar( kor abrazokgg?, 4) sikon.

Tehat aZ?, 4) sikon egyrigé kbzépponti és sugari kér pontjai a kdvetkéek lesznek:
(i t’ i (r _t))1
aholt=0, 1, ...r.

Ezen a sikon, aarigd k6zéppontu digitalis kort 4 pont fog meghataroemégpedig a (0,
+7r), (0, -r), (+1, 0) és a (+, 0) koordinataju pontok. Magat a kort pedig azketea pontokat

osszekdt, a % 8) sikon mar bemutatott szakaszok alkotjak.
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4. abra: A 4 szomszédsagu korok abrazola&atérben.

5.2 A 8 szomszédsagu eset

Most nézzilkk meg a digitalis kért a 8 szomszédsagfieknél. A 7%, 8) sikon két pont

tavolsaga a kovetkéanodon szamolhato ki:

d(p, a; B = max{lg: — pul, bz — pel}-

Ennek az lesz a kdvetkezménye, hogy a digitalimédora {2 8) sikon négyzet alakja
lesz, és aZ?, 4) sikon abrazolt szakaszokbodl épiil felp Adzépponti és sugart digitalis kér
ekkor a kovetke pontokbol épl fel:

(Prxsrx(1-9t p+stt (1-19r),

ahol+ <t<résse{-1, 1}.

5-7. abra: Az 1, 2 illetve 3 sugaru kor abrazokags?, 8) sikon.

Ezeket a koroket tehat a (#++r), (+r,-r), (-r, +1) és a (4, - r) pontok hatarozzak meg.

Magat a kort pedig az ezeket a pontokat dss#eRdf?, 4) sikon abrazolt szakaszok alkotjak.
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8. 4bra: A 8 szomszédsagu kérok abrazol&atérben

5.3 A 6 szomszédsagu eset

Ebben a részben nézzik meg, hogy a specialis rdasgyan is néznek ki a kilonkiz

sugaru digitalis korok.

9-11. abra: Az 1, 2 illetve 3 sugaru kor abrazokgzt, 6) sikon.

Itt a digitalis kor pontjaira ugyanazt a tavolségueiot hasznéltuk, mint a 4 és a 8
szomszédsagu eseteknél. Lathato, hogy ezen a rac&on abrazolasa optimalisabb, hiszen a

digitalis kor alakja itt mar jobban hasonlit az kdészi kor alakjahoz.

12. &bra: A 6 szomszédsagu korok abrazol&aérben
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6. Ellipszis

Ebben a részben meghatarozzuk az ellipszis poutj&itllonbds sikokon. Az ellipszist
agy definialhatjuk, mint olyan pontok halmaza, aynek két adott ponttdl vett tavolsaganak az

0sszege allandé.

6.1 A 4 szomszédsagu eset

Nézzink edszor meg egy altalanos rajzot, ami segit megéatdédgbbi jeloleseket.

R ETE
[T T T TT T T T T T T T T

1. abra: Az ellipszis paramétereinek szemléltetése

DEFINICIO. Legyenp ésq két killonbds pont a £2, 4) sikon és legyenegy természetes szam. Az
E(p, g; ) digitalis ellipszis pontjai olyarz pontok lesznek, melyek rendelkeznek a kovetkez
tulajdonsagokkal:

{z|dz p+dz g=r}

Jegyezzik meg azt, hogy ha d = d(p, g vagyd ésr paritasa nem egyezik meg, akkor
E(p, q; n egy Ures halmaz. Ugyanakkor kaparos, akkomp ésq megfeleb koordinatainak
paritdsa vagy azonos, vagy mindke#ltéi, ezértd(z, p ésd(z, 9 azonos paritasu, igy az
ellipszisnek csak parasesetén lesznek pontjai. Hbparatlan, akkor is az, igy elegeréd ha

olyan ellipsziseldl beszélink, amelyek alakigp, q; d+ 2h) formjuak.

Tovabbéa az eltolasinvariancia és a szimmetria naathltalanossadg megszoritdsa nélkiil
feltehet, hogy az ellipszis egyik fokuszpontja lesz az @ri§s a masik fokuszpont koordinatai

pozitivak lesznek, mert azokat a megi@lebordinataértékek negaldsaval kaptuk meg.

TETEL. Haq € (Z? 4) egy pont égy, ¢ > 0,d = d(0, q) és legyerh egy pozitiv egész szamagy
Benedek, Orosz Agota, 2007g).
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Ekkor azE(0, g; d + 2h) digitalis ellipszis pontjai pontosan a kovetkek lesznek:

1. (-t,t=h), t=0,1,..h,
2. (-t, 2 +h-1), t=0,1,...h,
3.(-h, 1), t=0,1,..02
4., -h), t=0,1,..0.
5.9-v, minden eddigi felsorolt pont esetén.
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2. &bra; Egymast koweellipszisek aZ?, 4) sikon, melyeket anévelésével kaptunk.

Vegyilk észre, hogy &¢, 4) sikon az ellipsziseket 8 darab pont fogja raéd@ozni,

magukat az ellipsziseket pedig az ezeket a pontidsztekdt szakaszok alkotjak.

PELDA. Legyenq = (10, 4) éd = 4. Ebben az esetbdrr 14. AzE(0O, g; 22) ellipszist ekkor a

kovetked pontok alkotjak:

1. (0, - 4) és a (- 4, 0) pontokat dsszélgitakasz (ez a szakasZZ4, 8) sikhoz tartozik)

2. (0, 8) és a (- 4, 4) pontokat 6ssz&k@>, 8) sikhoz tartozé szakasz

3. (- 4, 0) és a (- 4, 4) pontokat 8sszéK@r, 4) sikhoz tartoz6 szakasz

4. (0, -4) és a (10, -4) pontokat 6ssz&K@r, 4) sikhoz tartoz6 szakasz

5.9 -V, minden eddigv pont esetén a kbévetkez
(10, 8) és a (14, 4) pontokat sszék@’, 8) sikhoz tartozé szakasz
(10, -4) és a (14, 0) pontokat 6sszék@’, 8) sikhoz tartozé szakasz
(14, 4) és a (14, 0) pontokat 6ssz&K@?, 4) sikhoz tartoz6 szakasz
(10, 8) és a (0, 8) pontokat 6sszék{#>, 4) sikhoz tartoz6 szakasz
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3. bra: AZ(0, q = (10, 4); 22) ellipszis pontjai &3, 4) sikon

6.2 A 8 szomszédsagu eset

Ellentétben a 4 szomszédsagu esetnél, a 8 szoragidds nem szikséges, hogyras a

d azonos paritasuak legyenek, bar ennél ez esetdligszis rajzolata hianyos lesz.

A koordinatdk szimmetria tulajdonsaga és az elil@siancia miatt itt is kikdtink

néhany feltételt a fokuszpontokra.

TETEL. Legyenq € (Z? 8),q. > g, = 0,d = d(0, g), és legyerh egy pozitiv egész szam. A0,
g; d + h) ellipszis pontjai a kovetkéek lesznek (sziikséges, hogy a koordinatak egésaokza

Iegyenek)(Nagy Benedek, Orosz Agota, 2007h)

1. (-h/2,t), -h/2<t<h/2,

2.6 (mt+qth)/2), m+e-h/2<t<(m+q+h)/2,
3.t—h,t), h/2<t<(qu+q+h)/2,

4.t —h-t), -h/2<t<(th—p—-h)/2,

5.9-v, minden eddigi felsorolt pont esetén.

MEGJEGYZES Ebben a tételben az 1. és a 2. esefiék4) szakaszokat adnak. Hiaparatlan,
illetve hah ésd paritdsa nem egyézakkor ezek a szakaszok hianyozhatnak. A 3. éseaetek

(72, 8) szakaszokat adnak.
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5. &bra: AZE(0, q = (0, 7); 12) specidlis ellipszis pontjaiZt,(8) sikon.

PELDA. Legyenq = (15, 5), é$ = 4. Ekkord = 15 és aE(0, g, 23) ellipszist az aldbbi pontok
alkotjak:

1. (- 2, - 2) és a (- 2, 2) pontokat sszéK@f, 4) sikhoz tartoz6 szakasz,

2. (8, 12) és a (12, 12) pontokat 6ssz&Kat, 4) sikhoz tartoz6 szakasz,

3. (- 2, 2) és a (8, 12) pontokat dsszéK@f, 8) sikhoz tartoz6 szakasz,

4.(-2,-2) ésa (3, - 7) pontokat 6sszéK@f, 8) sikhoz tartozé szakasz,

5.9 -V, minden eddigi felsorolt pont esetén.
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6. &bra: AZE(0, q = (15, 5); 23) ellipszis pontjai &3, 8) sikon

6.3 A 6 szomszédos eset

8. 4bra: Egy speciélis ellipszis pontjaiza, (6) sikon.

22



7. Hiperbola

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogyan is ragiikl&i a hiperbola az adott racsokon,
kilonb6d szomszédossagokat nézve. A hiperbola Ugy defati&lhmint azon pontok halmaza,

melyeknek két rogzitett ponttol valo tavolsaganalkbikbsége allando.

Nézziink edsz6r meg egy altalanos rajzot, ami segit megéatédgbbi jeloléseket.

1. abra: A hiperbola paramétereinek szemléltetése

7.1 A 4 szomszédsagu esetek

DEFINiCIO. Legyenp ésq két kiillonbos pont a £, 4) sikon, és legyenegy természetes szam. A
H(p, q; r) digitalis hiperbola pontjai azok az pontok lesznek, melyekre teljestl az alabbi

tulajdonsag:

{z| [z p-d@zal=r.

Jegyezziik itt meg, hogy ma> d = d(p, q (7 4)), akkor eH(p, q; r) az egy lres halmaz
lesz. Itt is, akarcsak az ellipszis eseténél] paros, akkor-nek is parosnak kell lennie, illetve ha
d paratlan, akkor-nek is annak kell lennie. Ezelbkiindulva elegend olyan hiperbolakrol

beszélniink, melyek alakjai a kdvetkek:
H(p, g; d - 2n)

Nézzik meg ezen hiperbolak pontjait, azzal a félsel, hogy a masodik fékuszpont

koordinéatéai pozitivak.
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TETEL. Legyenq € (72, 4),q1, & = 0,d = d(0, q) és legyerh > d / 2 egy pozitiv egész szam. A
H(0, g; d — 2n) digitalis hiperbola pontjai ekkor pontosan a Kiregiek lesznekNagy Benedek, Orosz

Agota, 2007i)

1.t h-t), max{Q h—q,} <t< min{q, h},
2. hah > q, akkor ¢, h—qy), t = qu,
hah < qy, akkor f, 9,t< 0,
hah =q, akkor {1, t),t1 =, <0,
3. hah > qp, akkor b —qp, t), t = 0p,
hah < gy, akkor ¢, h),t< 0,
hah = qp, akkor {1, t), o >, 1 < 0,
4.9-v, minden eddig felsorolt pont esetén.
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2. 4bra: Egymast kdvétiperbolak aZ?, 4) sikon, melyeket andvelésével kaptunk.

PELDA. Legyenq = (10, 10) ésh = 8. Ennél az esetné = 20 lesz. AH(0, g = (10, 10); 4)
hiperbolat az alabbi pontok alkotjak:

1. (0, 8) és a (8, 0) pontokat 6sszék@, 8) szakasz,
2.(8,0), (8, - 1), (8, - 2), ... pontokbdl All?( 4) félegyenes
3.(0, 8), (-1, 8), (- 2, 8), ... pontokbdl All?( 4) félegyenes
4.q-v, minden eddigv pont esetén, azaz
(10, 2) és a (2, 10) pontokat sszék@’, 8) szakasz,
(2, 10), (2, 11), (2, 12), ... pontokbdl &llB*( 4) félegyenes
(10, 2), (11, 2), (12, 2), ... pontokbdl &ll3*( 4) félegyenes
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3. &bra: AH(0, g = (10,10), 4) hiperbola illusztracidja &( 4) sikon.

7.2 A 8 szomszédsagu eset

TETEL. Legyenq € (Z2, 8), 1, ¢ = 0,d = d(0, q) és legyen & h < d egy természetes szam. A

H(O, g; d - h) digitalis hiperbolat alkotdé pontok a kdvetkek lesznekNagy Benedek, Orosz Agota,

2007j);
1. /2,1, max{-h/2,qp—q+h/2} <t<h/2,
2. (h-t,1), t>h/2,
3. hah>q; — @, akkor (, h+q—q1-t),h/2<t,
hah < q; — @, akkor ¢, t-h,t<h/2,
hah=q; — @, akkor €, ), t,=-h/2,t, +h<t; < -ty
4.9-v, minden eddig felsorolt pont esetén.
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4.4bra: Egymast kovétiperbolak aZ?, 8) sikon, melyeket andvelésével kaptunk.
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Eszrevehét, hogy a hiperbola altalaban egy-ed,(4) sikon abrazolhat6 szakaszbol, és
két-két ¢ 8) sikon abrézolhaté félegyenébtall. Vannak azonban olyan esetek is, ahol az

emlitett szakaszok hianyozhatnak.

PELDA. Legyenqg = (8, 0) ésh = 3. Ebben az esetbeh= 8 és aH(0, q = (8, 0); 5) digitélis
hiperbola pontjai aZ?, 8) sikon a kévetkézegész koordinataju pontok lesznek:

1. (1, 2), (0, 3), (- 1, 4), ... pontok &ltal meghatbtt 2, 8) sikon abrazolhat6 félegyenes
2.(1,-2),(0,-3), (-1, - 4), ... pontok altaeghatarozottZ?, 8) sikon abrazolhato félegyenes
3.9 -V, minden eddig felsoroit pont esetén, azaz
(6, 2), (7, 3), (8, 4), ... pontok altal meghatarv£at, 8) sikon abrazolhato félegyenes
6, - 2), (7, - 3), (8, - 4), ... pontok &ltal meghatzott ¢ 8) sikon abrazolhatd

félegyenes

Ennél az esetnél észrevahdiogy nincsenek benne a fent emlitett szakaszok.
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5. abra: AH(0, g = (8, 0); 5) digitalis hiperbola &brazolasaZa, @) sikon.

7.3 A 6 szomszédsagi eset

Nézzik meg ezen a specialis racson, hogyan is ingédigitalis hiperbola. Ezen a sikon
minden pontnak 6 szomszédja van. A hasznalt taydédiicié nem valtozott az d@éekhez
képest.
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6.abra: Egymast kdvétiperbolak aZ?, 6) sikon, melyeket andvelésével kaptunk.
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7. &bra: Egy digitalis hiperbola abrazolas&a ¢) sikon.
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8. Parabola

A parabolat ugy lehet definialni, mint azon pontoiértani helyei a sikban, melyek
egyenb tdvolsagra vannak egy adott ponttdl és egy ezemton &t nem halad6 adott egyefkest

Nézziik meg most a parabola abrazolasait a vizst@kban.
8.1 A 4 szomszédsagu eset

DEFINICIO. LegyenL egy egyenes és legyen p egy pontZg @) sikon. AP(L, p) digitalis
parabolaazonz pontok halmaza lesz, melyek rendelkeznek a kozéthkdajdonsaggal:

{z]|dzP)=dizL)}.

Ahogy azt mar korabban lattuk, &*( 4) sikon kiildnbéz egyeneseket is lehet definialni,
eblBl kovetkezik, hogy tébb kulonbdztipusu parabola is létezik. Az egydreég kedvéért a
kovetkedkben csak azokat a parabolakat fogjuk megnézni alzobgyenesek a koordinata

tengelyekhez hasonl6é egyenesek lesznek.

TETEL. Legyenp = (0,p,) € (73 4),p, > 0, és legyeh. az origéra illeszketlvizszintes egyenes.

A P(p, L) parabola egész koordinataju pontjai a kovetkkzesznek:

1. (£ p2 ), aholt > p,,

2. & (p2— 29, P2 - 1), aholt = 0, [”7]
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1. &bra. Egymast kdueparabolak aZ?, 4) sikon, melyek d(p, L) csokkenésével valtoznak.
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PELDA. Legyenp = (0, 10) és legyeh az origon athalado vizszintes egyenes. EkkB(pa L)
digitalis parabola pontjai a kovetkaxk lesznek:

1. (10, 10), (10, 11), (10, 12), ... pontok &ltal inawrozottZ?, 4) sikon abrazolhat6 egyenes

2. (10, 10), (8,9), (6, 8), (4, 7), (2, 6) esgPpontok

3. (- 10, 10), (- 10, 11), (- 10, 12), ... pontokaflmeghatéarozottZ?, 4) sikon abrazolhat6
egyenes

4. (- 10, 10), (- 8,9), (- 6, 8), (- 4, 7), (-®,és (0, 5) pontok

2. 4bra: Egyszéreset &((0, 10),L) digitalis parabola pontjai &%, 4) sikon.

8.2 A 8 szomszédsagu eset

TETEL. Legyenp = (0,py) € (73 8) ésp, > 0. LegyerL az origéra illeszkeflvizszintes egyenes.
A P(p, L) parabola egész koordinataju pontjai a kovetkkzesznek:

1. (£ t, 1), ahoZ < t,

2.(it,”2—2, ahoIOSts%Z.

Nézzilk meg az k6 példaban vizsgalt parabolatZt,(8) sikon.

PELDA. Legyenp = (0, 10) és legyeh az origon athalado vizszintes egyenes. EkkB(pa L)
digitalis parabola pontjai &¢, 8) sikon a kévetkéek lesznek:

1. (5, 5), (6, 6), (7, 7), ... pontok altal meghat@tb (Z%, 8) sikon abrazolhaté egyenes
2.(0,5),&1,5), & 2,5), & 3,5), & 4,5), ¢ 5, 5) pontok,
3.(-5,5), (-6, 6), (-7, 7), ... pontok altal negarozottZ? 8) sikon abrazolhaté egyenes
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3. 4bra: Egyszéreset &((0, 10),L) digitalis parabola pontjai &%, 8) sikon.
8.3 A 6 szomszédsagu eset

Nézzilk meg ennél a résznél, hogyan is rajzolédnak, 6) sikon a digitalis parabola

pontjai.

TETEL. Legyenp = (0,p,) € (7 6),p, > 0, és legyeh. az origéra illeszketlvizszintes egyenes.

A P(p, L) parabola egész koordinatéju pontjai a kovetképpen néznek ki:

[
||
[
[
|
N
[
[
H

4. abra: Egyszéreset &((0, 7),L) digitalis parabola pontjai &%, 6) sikon.
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9. Implementacio

A dolgozat elkészitésénél rendkivil fontos szergqisrik az illusztracié. Ahhoz, hogy a
kilonbod digitalis sikokon jél &bradzolhatdéak legyenek a daedetek, készitettem egy
alkalmazast, amely segit azok megjelenitésébentogram elkészitéséhez a Microsoft Office

Excel 2007 beépitett VBA programozasi nyelvét hakam.

A 4 és a 8 szomszédos eseteknél minden cella egptpelol. A 6 szomszédos esetnél

azonban egy pont 4 cella egyesitégiit Iétre. Ezt ké&bb latni fogjuk, hogy miért.

A konnyh atlathatdosag miatt minden egyes kupszeletet z@satis kilon nézve a harom

sikon — kulon lapfulre kerdlt.

A 6 szomszedos eseteknél egy specialis racsot &lgeam amit ugy készitettem el, hogy —
mar az egyesitett celldkat tekintve — minden mé&sadr egy fél egységgel el van tolva az
eredetihez képest. Célom ezzel az volt, hogy etgzbightz hasonl racsozatot hozzak 1678 a

térben.

12]2]3]4]s]6]7]8]9]10[11[12[13[14]1516
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1. bra: A T2, 6) digitalis sik megvalésitasanak bemutatasa

p Bizkit - Rollin.mp3

Nézzik meg, hogyan is néznek ki a szoms2& dos pontok

mindharom vizsgalt sik esetében.
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2-3. 4bra: Szomszédos pontokZ3, @) és aZ?, 8) digitalis sikon.

1(2|3[4546) 7|8|9|10{11|12
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4. dbra: Szomszédos pontokz3, () digitalis sikon.

A kupszeletek kirajzoldsa a dolgozatban targyaWolsgdefiniciok alapjan torténik.
Minden esetben a felhasznal6 altal megadott pamsiétlapjan torténik a kipszelet abrazolasa.
A program futdsa soran a paraméterként megadotblods azok a celldk, melyekre igaz az adott
kupszelet definicidja, egy szam értéket kaptak.ataméterként megadott pontokhoz egy 2-es
értéket, az adott feltételeket teljésitellakhoz pedig egy 1l-es értéket rendeltem. Aakell
szinezése pedig &eltételes Formazasnenipont segitségével és ott az altalam megadott

szabalyokkal automatikusan torténik.
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10. Osszefoglalas

A dolgozat soran megismerkedhettiink a digitalisskétetekkel azZ?, 4), °, 8) és 12,

6) sikon. Ezek targyaldsa sordn sor kerilt a hiétsanadszerek elméleti és matematikai
hatterének ismertetéséreiikddésik vizsgalatara. Megértésiket sokbénegjitették az abrak és
a példafeladatok.

Célkitizésem azonban mégsem teljes. Mint mar korabbattudela két ponton atmeén
digitédlis egyenes esete nem egyértelnugyanis ezen definicio szerint az egyenes nem
hatarozhatd meg pontosan egyik vizsgéalt sikon s€avabba, az igy definialt egyenesek
kiterjesztése egyre nagyobb terlletet fed le ataligisikon, ami viszont igy teljes egészében
lefedi a digitalis sikot. Az altalanos eset tet@étlemne, ha a parabola definiciojaban az egyenest
agy hataroznank meg, mint azon pontok halmaza, ekekgt adott ponttol egyehltavolsagra
vannak. Lathattuk azonban, hogy e definicié szeninmdhdrom sikon az egyenes szokatlan képet
ad. Mivel igy a digitalis parabola altalanos edet&ibbi kutatast igényel, ezért azt az egyszer
esetet hasznaltam, amikor az egyenes a kilénbikmkon egy vizszintes egyenes képét adta.

Ezzel a valasztdsommal viszont maganak a digjaliabolanak a képe szemléletesebb lett.
Az Aaltalam irt alkalmazas azonban szinte barmelpskélet altalanos esetének a
kirajzolasanal megfeléén mikddik mindharom vizsgélt digitalis sikon, és ez ylmn

elésegitette a szakdolgozatom elkészitését.
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